ANKARA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZIi

KISITLI DURUM KALMAN FiLTRESi VE BAZI UYYGULAMALARI

Esin KOKSAL BABACAN

ISTATISTIK ANABILiM DALI

ANKARA
2009

Her hakki sakhdir



OZET
Doktora Tezi
KISITLI DURUM KALMAN FILTRESI VE BAZI UYGULAMALARI

Esin KOKSAL BABACAN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Istatistik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Levent Ozbek

Durum-uzay modelleri iktisat, biyoloji, tip ve mihendislik gibi pek ¢ok alanda
uygulama olanagina sahiptir. Bu gibi alanlarda ilgilenilen siiregle ilgili model iizerinde
yer alan parametrelerde kimi kisitlar s6z konusu olabilir. Bu baglamda kisitli durum-
uzay modeli ve Kalman Filtresinin kullanimi biiylik 6nem tagimakta ve arastirilmasi

gereken konular arasinda yer almaktadir.

Bu ¢alismada lineer ve lineer olmayan durum-uzay modelleri ele alinip Kalman Filtresi
ve llerletilmis Kalman Filtresinin 06zellikleri iizerinde durulmustur. Durum-uzay
modelinde yer alan durum vektoriiniin iizerinde kisit olmasi kosulu altinda Kisith
Kalman Filtresinin elde edilisi agiklanmis ve yakinsama problemleri iizerinde

durulmustur. Ayrica ¢esitli uygulama caligmalar1 yapilmistir.

Haziran 2009, 162 sayfa

Anahtar Kelimeler: Durum-Uzay Modeli, Kalman Filtresi, ilerletilmis Kalman

Filtresi, Kisitl Kalman Filtresi, Sistem Belirleme, Kompartman Modelleri, Kontrol.



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

KALMAN FILTERING WITH CONSTRAINED STATE AND SOME
APPLICATIONS

Esin KOKSAL BABACAN
Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Science
Department of Statistics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Levent Ozbek

State-space models are application area in economy, biology, medicine and engineering.
In these area relating process models have some constraint. In this sense, constrained

Kalman Filter and Kalman Filter using is important and take part of investigate.
In this study, linear and nonlinear state-space models are emphasized and properties of
Kalman Filter and Extended Kalman Filter are given. Kalman Filtering when constraint

on state vector in state-space models are explained and convergence problems are

investigated. Besides, some applications are created.

June 2009, 162 pages

Key Words: State-Space Models, Kalman Filter, Extended Kalman Fitler, Constrained

Kalman Filter, System Idendification, Compartmental Models, Control.

i



TESEKKUR

Calismalarimi yonlendiren, arastirmalarimin her asamasinda bilgi, oneri ve yardimlarini
esirgemeyerek beni tesvik eden ve her konuda yol gosteren danisman hocam sayin Yrd.
Dog. Dr. Levent OZBEK(Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Istatistik Boliimii)’e ¢ok

tesekkiir ederim.

Doktoramin baglangi¢c asamasinda Kalman Filtresini bana 6greten ve beni bu konuda
calismaya yonlendiren sevgili hocam sayin Prof. Dr. Fikri OZTURK (Ankara

Universitesi Fen Fakiiltesi Istatistik Boliimii)’e katkilarindan dolay: tesekkiir ederim.

TIK iiyelerim Prof. Dr. Fahrettin ARSLAN (Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Istatistik
Boliimii) ve Yrd. Dog. Dr. Murat EFE (Ankara Universitesi Miihendislik Fakiiltesi
Elektronik Miihendisligi Boliimii)’ye tez ¢alismalarim boyunca verdikleri katkilardan

dolay1 ¢ok tesekkiir ederim.

Tip alaninda uygulama caligmasi esnasinda verdigi katkilardan dolayr Uzm. Dr. Nuray
YAZIHAN (Ankara Universitesi Tip Fakiiltesi Dahili Tip Bilimleri Fizyopatoloji Bilim
Dal1)’a ve ekonomi alanindaki uygulama ¢aligmalarinda verdigi destekten Otiirii saymn
Doc. Dr. Umit OZLALE (Bilkent Universitesi iktisadi idari Ve Sosyal Bilimler

Fakiiltesi Iktisat Boliimii)® ye tesekkiir ederim.

Beni biiyiiten, calismalarim siiresince bircok fedakarlik gdstererek beni destekleyen
sevgili anne ve babacigima, beni her zaman destekleyen ve calismaya tesvik eden
sevgili kardeslerime ¢ok tesekkiir ederim.

Beni anlayip, her zaman yanimda olan ve beni her kosulda destekleyen sevgili esime

¢ok tesekkiir ederim.

Esin KOKSAL BABACAN
Ankara, Haziran 2009

111



ICINDEKILER

0777 )t N i
ABSTRACT ...cuiiiiiiiiiiieiiiiiiiiieiitttiiiiestetntiatsessesatssssssssassnsessms ii
TESEKKUR.....cuiiuiitiiiiitiieieteriereertereereereessessessessessessessesnesn iii
SIMGELER DIZINI.....ccuvuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn, iv
SEKILLER DIZINI..cccvuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e csensinees v
1. GIRIS VE ONCEKI CALISMALAR ......uoveveerrrnrnnnssssssssssssssssasens 1
2. KALMAN FILTRES .c.cviiininiiinninciscnnsisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 4
2.1 Kesikli Zaman Stokastik Durum-Uzay Modeli ve Kalman Filtresi ......... 4
2.2. Lineer Olmayan Durum-Uzay Modeli ve Ilerletilmis Kalman
FIIEE@Siaccccueiiiiniiiiniiiiniicnencstenssnneessnnecssnnecsssnecsssneessssscsssessssssssssssssssassssasens 9
3. KISITLI DURUM KALMAN FILTRESI ...uovevoeeteeeueeeeneresssssesnesessssesesnns 14
3.1 Lineer Kisith Durum Kalman Filtresi.......oeiinnecsennseensecsseecsensnennne 14
3.1.1 Maksimum o0lasiliK YONTeM c...cccevueeersricssnrccssnrcsssnncssnncssnsnessssscssssscsssseses 15
3.1.2 Ortalama Kare yONteMi.....cccceessvneecssssarresssssssesssssnssessssssssessssssssssssssssssans 16
3.1.3 1Z diiSTIM YONEEM ..u.vererererererererereseseresesesesssesesesessssssessssssssssasesssssssssseseses 18
3.2 Kisith Durum Kalman Filtresi Tahmininin OzelliKleri.........cc.ceeveerevennes 19
3.3 Kisith Durum ilerletilmis Kalman Filtresi......cooceveererererererererenerenenenenenes 22
3.4 Kisitin Lineer Olmadi@l DUrUm ......ccceeicicricssenccssencsssncssnsncssssscsssssssssseses 23

4. KESIKLI ZAMAN DETERMINISTIK DURUM-UZAY
MODELLERINDE iLERLETILMIiS KALMAN FILTRESININ

YAKINSAMASI . ..ooeeeeeeeeceeeeenereeseessesseccsssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 24
4.1 Kisit Olmamasi Durumunda YaKINSama ......cceeeveeeeeneereeceereeeensenessccseseeans 24
4.2 Kis1th Durumda YAKINSAINA ..ceeeeeeeeeeeneceereeneecereseerceressescasessescssessesssssssssosses 36

5. KESIKLi ZAMAN STOKASTIK DURUM-UZAY
MODELLERINDE iLERLETILMIiS KALMAN FILTRESININ

YAKINSAMAST ..coioiviiiinrinssnncsssicssssncssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssss 43
5.1 Kis1ts1z Durumda YaKInSama ......cccovvvvvneeeeiicccsssssssnssssssccsssssssssssssssscsssssens 43
5.1.1 ilerletilmis Kalman Filtresi icin hata SINIrlari........ceceeeeeeercrcrecnenen. 46
5.2 Kisith Durumda YaKINSAMmA .....uueeiccicvniicssssnniccssssesecssssassecssssnssesssssssssssnans 52
6. EN COK OLABILIRLIK YONTEMI ILE MODEL

PARAMETRELERININ TAHMINI ..cvrvereereennensensensensessensessessessasssssnsenss 58

v



6.1 Log-Olabilirlik Fonksiyonunun Turevleri........ccccveveeseesseecsenssnccseecsnnes 60

6.2 Standart Hata .......oeeieeeiienninnnnnsennnnecsinnnensecnsecniisessesssessssssssssesssses 68
6.3 Durum-Uzay Modelleri i¢in Optimal Kontrol ..........ceceeeueveueereneneuenenene 69
6.4 Durum-Uzay Modellerinin Parametrelerine Gore Tiirevleri ................. 70

7.UYGULANAN KONTROL BILINDIGINDE DURUM-UZAY
MODELLERININ EKONOMIK PARAMETRELERININ
TAHMINI couceircicincncincansiscisssssisssssssssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 73
7.1 Uygulanan Kontrol Bilindiginde Durum-Uzay Modellerinin
Ekonomik Parametrelerinin En Cok Olabilirlik Yontemi ile
TARMINI coueeiiiiniiiiiiiinienteceieenieetectiesaesseesteesatssssesssessssessssssssssssasssses 74
7.2 Uygulanan Kontrol Bilindiginde Durum-Uzay Modellerinin

Ekonomik Parametrelerinin ilerletilmis Kalman Filtresi ile

TARMINI cuveiniiiiienieniniieniennieciiaeineenteeiissesseesseesstsssesssessssesssssssssssss 76
7.3 Parametrelerin Uzerinde Kisit Olmasi Durumunda Tahmin................. 78
7.3.1 Kisith durumda en cok olabilirlik yontemi ile tahmin ............cceeeeueee. 78
7.3.2 Kisith durumda ilerletilmis kalman filtresi ile tahmin..........ccccceeennann. 79
8. UYGULAMALAR ....couuirrretiineentennticsnenssaesssessssecssnssssesssessssessssssssssssasasss 80

8.1 Tiimor Hiicrelerinin Kilcal Damarlardan Gegirgenliginin Online

TARMINI cuveiiiiiieniiniiinieneeteceieecieesteeisssesseessessssssssesssassssessssssssssses 80
8.1.1 ICG kompartman modeli .......cccceeerevnricsscsnerecsssnrncssssassecssssssesssssssssssnass 81
8.1.2 Gegirgenlik parametresi tahmini icin ilerletilmis kalman filtresi ....... 82
8.1.3 Deneysel sonuclar ve tartiSma........cceeeeecercscercssneicssssncssssscsssssssssessssseses 83
8.1.5 Kisith durumda ge¢irgenlik parametrelerinin tahmini.............cc.ccee.... 86
8.1.6 SOMUC aeeeeiiiiiiiiiinrrneniiiicessssessssssssssscsssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssns 86
8.2 EKONOMI OINEFi 1 c.uueevrreererererereereneaesesssesesesssessssssesssessssssessssssssssesesssssssens 87
8.2.1 En c¢ok olabilirlik yontemi ile parametre tahmini........ccccceeeuercuennennnee 89
8.2.2 ilerletilmis kalman filtresi ile parametre tahmini......c.cecceeesverereererenens 89
8.2.3 KiSItll dUNUIM acccriiiennniiiniinnrecsssnnnncssssnnsecsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 93
8.2.4 SOMUC aueeeiiiiiiiiiinrrnnnniiicessssessssssssssscsssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssns 95
8.3 EKONOMI OINEFH 2 ..veerreerereeneresesesessesessssesesssesessessssssessssessssssessssasesssessss 95
8.3.1 En Cok Olabilirlik Yontemi ile Parametre Tahmini .......cccccceeeeeeeeecnee 97
8.3.2 ilerletilmis Kalman Filtresi ile Parametre Tahmini .........c.cccceeeeerennee. 98



8.3.3 KISIII QUITIN ...ceereerennneeereereeeeeenneeesseeceesesssssesssssscsssssssssssssssssssssassssssssosses 101

8.3.4 Ekonomi 0rnegi 2 (gercek VEriler) ......cocveercercrsnrcssnercssnnecssnnecsssnecsannes 103
8.3.5 SONUC weeeiiiiiiiiiicnnnnentiicesiissssssnssssicesssssssssssssssscsssssssssssssssesssssssssssssssssssssssens 106
9. TARTISMA VE SONUC ....uiiiiiruinsnensseicsensssncsnssssesssssssssssssssssssssasssssssss 107
KAYNAKLAR .ccotiiiiniisticsninenssesssicsssssecssissssssesssessssssessssssssssssssessssssssssssssssss 109
EKLER...coitiintintinnientinticseissessesseessessssssssesssassssessssssssssssassssesssssssssssss 114

EK 1 Fare Tiimorleri icin Kesikli Durum-Uzay Modelinin Elde Edilisi... 115

EK 2 Fare Tiimérleri Icin Gecirgenlik Parametresi Tahmini Programu... 116

EK 3 Ekonomi Ornegi 1 icin Matlab Programlart .............ceceeeveeneuesresenennes 122
EK 4 Ekonomi Ornegi 2 icin Matlab Programlart ...........c.eeceeeeseeessesseseesens 138
OZGECMIS cuueeeeeeeeereesesesssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssens 161

vi



O

+

SIMGELER DiZiNi

Durum vektori
Gozlem vektorii
Hata vektori
Hata vektori
Kontrol girdisi

Baslangi¢c durumu
Baslangi¢ kovaryans matrisi
{ Voo Vysees yn} n anina kadar olan tiim gozlemler

Y verildiginde, x ,,’ nin kosullu beklenen degeri

n+l
Y verildiginde, x,’ nin kosullu beklenen degeri
Y verildiginde, x,’ nin kosullu kovaryansi

Y | verildiginde, x, ’ nin kosullu beklenen degeri
Y , verildiginde, x, ’ nin kosullu kovaryansi
Kalman Kazan¢ matrisi

Unutma faktoru

Hata vektori

Kisit matrisi (sabit matris)

Bilinen vektor

Kisitlarin sayisi
Durumlarin sayis1

Kisith Kalman Filtresi tahmini

Simetrik pozitif tanimli agirlik matrisi

Birinci dereceden tiireve sahip fonksiyon
Birinci dereceden tiireve sahip fonksiyon

Onsel tahmin

Sonsal tahmin

vil



A f fonksiyonunun x durum vektoriine gore birinci dereceden
tiirevlerinin matrisi

C h fonksiyonunun x durum vektoriine gore birinci dereceden

turevlerinin matrisi

S, n zamanindaki kisitsiz Kalman filtresi tahmin hatasi
9 n zamanindaki kisith Kalman filtresi tahmin hatasi
J (9) Negatif olabilirlik fonksiyonu

viii



SEKILLER DiZINi

Sekil 8.1 Kompartman Modeli..........cccueevuiiriiiiiiiieiiieieee e 81
Sekil 8.2 Gozlenen(Mavi) ve Kalman Filtresi ile Tahmin Edilen(Kirmiz1) ICG
YOZUNIUKIATT ..t 84
Sekil 8.3 Kompartmanlardaki ICG Yogunluklarinin Tahminleri ..........ccccceeevevveennnnnnnee. 84
Sekil 8.4 Gegirgenlik Parametrelerinin Tahminleri ...........ccoocveviieiiiniiinieiiicceeee, 85
Sekil 8.5 Kisitl Durumda Gegirgenlik Parametreleri Tahminleri (kirmizi-kisith tahmin,
mMavi-KiS1ts1Z tahmin) .........ccooiiiiiiiiiiceie e 86
Sekil 8.6 a, ve y, GOZIEMIETT ......ccoccoiiiiiiiiiiiiiie e 90
Sekil 8.7 Gozlemlerin Tahmini(Mavi ger¢ek-Kirmizi Tahmin).........cccceeevveniieennennnne. 90
Sekil 8.8 Gergek ve Optimal Kontrol............coccuiviiiiiieiiiiiieieceeeeee e 91
Sekil 8.9 p, ve p, Tahminleri ..o 91
Sekil 8.10 7 ve b TahMINICTI......cccuviiiiiiiiiiieciie e 92
Sekil 8.11 7 TaRMINI.....eccuiiiiieiieiiieiie ettt ettt e saaeebeesaaeeneeas 92
Sekil 8.12 p; ve p, TahmInIeri ....c..ccoooiiiiiiiniiiiiiiiicccee e 94
Sekil 8.13 7 TaRMINI.....ciiiiiiiiiiieciie et e e e e seve e e e 94
Sekil 8.14 A, ve A, Tahminleri (Kayip Fonksiyonu Parametreleri) ..........cccooevniiennes 98
Sekil 8.15 «,, B, B, ve B, Tahminleri (Uretim Ac¢181, Sistem Parametreleri) .............. 99
Sekil 8.16 o,,a,,a; ve a, Tahminleri (Enflasyon Denklemi,Sistem Parametreleri)....99
Sekil 8.17 Optimal kontrol ve Gergek kontrol.............cccoeviieiiiiniiiiiienieiiicieeeeee 100
Sekil 8.18 7z, ve y, GOzIemleri ..o, 100
Sekil 8.19 7z, ve y, Tahminleri (G6zlem Tahminleri) ..o 101
Sekil 8.20 a,,a,,a; ve a, Tahminleri............cccocooiiiiiiie, 102
Sekil 8.21 a,, B, B, ve B, Tahminleri.......coooiiiiiiiiiii 103
Sekil 8.22 Optimal kontrol ve Gergek Kontrol...........ccceeevvieeiiieiiiieiieecieeceeeeees 104
Sekil 8.23 A, ve A, Tahminleri (Kayip Fonksiyonu Parametreleri) .........c.ccocoovunce. 104
Sekil 8.24 &, 3, 5, ve 3. Tahminleri (Uretim Agig1, Sistem Parametreleri) ............ 105
Sekil 8.25 a,,a,,a; ve a, Tahminleri............c.cooooiiiiie, 105

1X



1. GIRIS VE ONCEKIi CALISMALAR

Kesikli-zaman stokastik durum-uzay modelleri, 1960’11 yillarda uydu, giidiimli mermi,
uzay araglar1 ve hareket yetenegi olan hedeflerin konumunu izleme ve kontrol etme gibi
uygulamalar i¢in gelistirilmistir. Durum-uzay modelleri, fiziksel ve ekonomik

sistemlerin modellenmesinde pek ¢ok uygulama alanina sahiptir (Ozbek 1998).

Durum-uzay modelinde asil problem, gézlenemeyen x, durum vektoriinii y,,...,y, |, ¥,

gozlemlerini kullanarak tahmin etmektir. Bu problem filtreleme olarak bilinir

(Jazwinski 1970). Indirgemeli (ardisik) tahmin sadece n anindaki y, gdzlemine ve

n—1 anmndaki %, tahminine bagli olarak » anindaki x, durumunun en iyi %, degerini

tahmin etme problemidir ve Kalman (1960) tarafindan dik izdiisiim yoOntemiyle
¢Oziilmiigtiir. Bu ¢oziim yontemi Kalman Filtresi olarak bilinir ve bu tahmin degisik

optimizasyon 6lgiitlerine gore elde edilebilir (Ozbek 1998).

Durum-uzay modelinde yer alan hata terimlerinde ve baslangi¢c durumunda herhangi bir
dagilim varsayimi yapilmadan sadece beklenen degerlerinin ve kovaryans matrislerinin
bilindigi varsayimi yapilarak, durum vektoriiniin tahmininin dik izdiigiim yontemi ile
bulunmasi; Jazwinski (1970), Davis and Vinter (1985)’ de detayli olarak ele alinmistir.
Davis and Vinter (1985), durum-uzay modeli ile 1ilgili kontrol edilebilme,
gozlemlenebilme, kararlilik gibi bircok oOzellik ve bunlarla ilgili bir¢ok teorem

vermistir.

Bir sistemi incelemekteki amag sistemin davranisim 6grenmek, sistemi denetlemek,
sistemi yenilemek, korumak veya sistemi kontrol altinda tutmak olabilir. Durum-uzay
modeli ile modellenen bir sistemin istenilen bi¢imde kontrol edilebilmesi gdzlenemeyen
durum vektoriinlin tahminine baghdir. Filtreleme ve kontrol arasinda dualite 6zelligi
vardir (Kalman 1960, Kalman and Bucy 1961). Bu nedenle filtreleme islemi bir sistemi

incelemede onemli bir yer tutar (Ozbek 1998).

Kalman Filtresi dinamik sistemlerin durumunu tahmin etmekte kullanilir. Bununla

birlikte, Kalman Filtresi uygulamalarinda siklikla bilinen model veya sinyal bilgileri



onemsenmez ya da ihmal edilir (Massicotte et al. 1995). Ornegin durum degerlerinin
kisitlar1 Kalman Filtresinin yapisina kolaylikla uyum saglayamadigindan siklikla ihmal
edilir. Simon ve Chia (2002) g¢alismalarinda durum esitligi lizerinde kisit olmasi

durumunda Kalman Filtresini elde etmislerdir.

Chen and Chiang (1993) caligmalarinda Kisithi Kalman Filtresinin yakinsama hizinin

kisitsiza gore biraz daha hizli oldugunu simiilasyon ile géstermislerdir.

Bu calismanin ikinci boliimiinde lineer kesikli zaman stokastik durum-uzay modeli ve
Kalman Filtresi ile lineer olmayan kesikli zaman stokastik durum-uzay modeli ve

Ilerletilmis Kalman Filtresine iliskin bilgi verilmistir.

Uciincii boliimde; durum degiskenleri igin bilinen bir onbilgi yani kisit olmasi
durumunda, Kalman Filtresi ile durum tahminini elde etme yontemleri anlatilmistir.
Kisithh durum Kalman Filtresinin 6zellikleri ile ilgili bilgi verilmistir. Lineer olmayan
durum-uzay modelleri i¢in kisith Ilerletilmis Kalman Filtresi ve kisitin lineer olmadig

durumda kisith Kalman Filtresinin elde edilisi ile ilgili bilgi verilmistir.

Dordiincii  boliimde; lineer olmayan kesikli zaman deterministik durum-uzay
modellerinde Ilerletilmis Kalman Filtresinin yakinsama problemi ele almmustir.
Boutayeb er al. (1997)’ de Ilerletilmis Kalman Filtresi algoritmasinda verilen hata
kovaryansi yerine Ozbek and Aliev (1998)’ de énerilen hata kovaryansinin alinmast ile
yakinsamada olan degisim arastirilmigtir. Bu sonuglar géz oniine alinarak daha once

incelenmemis olan kisitl durumda yakinsama incelenmis ve sonuglar elde edilmistir.

Besinci boliimde; lineer olmayan kesikli zaman stokastik durum-uzay modellerinde
llerletilmis Kalman Filtresinin yakinsamas1 ele alinmis ve daha énce incelenmemis olan

kisitl durumda yakinsama incelenerek sonuglar elde edilmistir.

Altinct boliimiin ilk kisminda kesikli zaman stokastik durum uzay modellerinde
bilinmeyen parametrelerin tahmini i¢in en ¢ok olabilirlik yontemi ve tahminin elde

edilis adimlar1 anlatilmistir, ikinci kisminda parametre tahminlerinin standart hatalarinin



hesaplanmas1 anlatilmistir, ligiincii kisminda durum-uzay modelleri i¢in optimal kontrol
problemi ve bu kontrol probleminin ¢6ziimii verilmistir, dordiincli kisminda optimal
kontrol problemi ¢doziiliirken kontrolle ilgili bilinmeyen parametrelerin (bir ekonomi

modeline ait) tahmininin en ¢ok olabilirlik yontemiyle elde edilmesi anlatilmistir.

Calismanin yedinci boliimiinde uygulanan kontrol bilinirken durum-uzay modellerinin
parametrelerinin tahmini problemi tizerinde durulmus ve bu problemin ¢déziimii icin
kullanilabilecek bir yontem Onerilmistir. Bu yontem en ¢ok olabilirlik tahmini elde

edilirken de kullanilmistir.

Calismanin sekizinci boliimii uygulama calismalarma ayrilmistir. ilk uygulama, tip
alaninda uygulama olanagi olan kompartman modelleri igin Ilerletilmis Kalman Filtresi
kullanilarak fare tiimorleri verileri lizerinde yapilmistir. Durum degiskenleri arasinda

bilinen bir kisit olmasi durumunda filtre tekrar ¢alistirilip sonuglar yorumlanmistir.

Ikinci ve iigiincii uygulama calismalar1 ekonomi alaninda yapilmistir. ilk uygulamada,
durum-uzay modeli ve kontrol kullanilarak istenilen parametre tahminleri, kisitli ve
kisitsiz durum igin en cok olabilirlik yontemiyle ve Ilerletilmis Kalman Filtresiyle
hesaplanmustir. ikinci uygulama merkez bankalarnin tercih parametrelerini belirlemekle
ilgilidir ve ABD ekonomisiyle ilgili gergcek veriler kullanilarak da tahminler

hesaplanmustir.



2. KALMAN FiLTRESI

Bu boliimiin ilk kisminda kesikli zaman stokastik durum-uzay modelinin tanitimi ve
Kalman Filtresi, ikinci kisminda lineer olmayan durum-uzay modeli ve Ilerletilmis
Kalman Filtresi verilmistir. Ilerletilmis Kalman Filtresi ile ilgili yapilan calismalara

ornekler verilmistir.
2.1 Kesikli Zaman Stokastik Durum-Uzay Modeli ve Kalman Filtresi

Bu kisimda kesikli zaman stokastik durum-uzay modelinin tanitimi verilmis ve Kalman

Filtresi ve birtakim 6zellikleri anlatilmistir.

Durum-uzay modeli, sistemin durumunu gosteren ancak  goOzlenemeyen
{x,,n=0,1,2,...} stokastik siireci ile ilgili bir durum esitlii ve gozlenebilen,

{y,, n=0,1,2,...} stokastik siireci ile ilgili bir 6l¢iim (gdzlem) esitliginden olusan

x,,=Ax +Bu +Gw, (2.1)

yv,=Hx +v, (2.2)

seklinde bir modeldir. Burada, x, € R?,sistem durum vektoriinii, y, €R", sistem
gozlem vektoriinii gostermektedir. 4 , g xg boyutlu sistem gegis matrisini, H,, mxq
boyutlu gozlem matrisini géstermektedir. B, gxm , G, , gxq boyutlu matristir. Bu

matrisler zamana bagl oldugunda modele dinamik model, aksi halde statik model denir.

w,eR? ve v, eR" sifir ortalamali beyaz giiriiltii siire¢lerini (hata terimi)
gostermektedir. Yani, x, € R? sistem durum vektorii, y, € R" sistem gozlem vektord,

u, € R” sistem kontrol vektorii olmak iizere model varsayimlari ,

E(x,) = Xo

E(w,)=0



E(v,)=0
Kov(x,) = E[(x, —Xo )(x, ~x0)']= F

Qn’n:.j

E(W"W>):{ 0,n+j

. R . n=j
Kov(v,v;) = i
O,n#j
E(wjv,;)=0
E(x,w,)=0

E(x,v,)=0

seklindedir. Ayrica tim n=0,1,2,... anlarinda 4 ,B ,G,,0, ve R  matrislerinin

bilindigi varsayilir (Davis and Vinter 1985). En iyi filtreleme problemi (hatanin

kovaryansinin minimum olmas: anlaminda) Y, ={y,,»,,....,»,} gozlemleri verildiginde
x, durumunun en iyi tahminini belirleme problemidir. Y, ={y,,»,,....,y,} gozlemleri

verildiginde x, durumunun tahmini

Xan = E[X, | Vs Viseen ¥, ] = E[x, |V ]
ile hatanin kovaryans matrisi
P, = E[(x, = %in)(x, —xi)'|Y,]

e, Y, ={yy, V.-, ,} gozlemleri verildiginde x, durumunun tahmini,

Xnjn-1 :E[xn y09y1""ﬂyn—1]:E[xn Yn—l]

ile, hatanin kovaryans matrisi



P = E[(xn _;n‘n—l )(xn _;n‘n—l)'

n‘n—l -

Y]

ile gosterilsin. Buna gore Kalman Filtresi,

E)‘—l = Po

A~

Xo-1 = ;0
baslangi¢ degerlerine bagl olarak,

Xpr=A_ Xutpr+B, u_,

Xl = Xt + K [y, = H X1 ] (2.3)
K,=P, H,(H/P, H,+R)"

E)
P =(I-K,H,)P,

n-l = An—an—lA}"l—l + GH—IQ"—IG:H

‘n—l

bi¢iminde verilir. Burada, K, Kalman kazanci olarak bilinir (Davis and Vinter 1985,

Anderson and Moore 1979). xyu-1 ve Xu», x, durum vektoriiniin Onsel ve sonsal

tahminleri olarak adlandirilir.

Anderson and Moore (1979)’da Kalman Filtresi ile ilgili bir takim 6zellikler verilmistir.

Y ile {y,,»,,....y,} Olclimlerinin siitun vektorleri gosterilmek iizere, eger x,, w, ve

v,” nin dagilimlari normal ise x,,, in Kalman Filtresi tahmini x,., in, Y, Olg¢limleri

verildiginde x ,, in kosullu beklenen degeri oldugunu gostermislerdir. Yani,

Xoetn = E[x,, |V ]

n+l

2

dir. Hatta x,, w, ve v,  nin ortak dagilimlari normal olmasa bile Y, Olciimleri

verildiginde, Kalman Filtresi tahmini, tahmin hatasinin varyansini minimum yapan



tahmindir. Anderson and Moore (1979)’da Kalman Filtresi tahmini (minimum varyanslh

tahmin),

.;nJrl =;n+l =;n+l +P P_l(},n _?n)

Xy Ly

olarak verilmistir. Burada x,., x,.,’in beklenen degeri; Yo, Y ’'nin beklenen degeri,

P, x,,, ve Y’ nin varyans kovaryans matrisi; P , Y ’ nin kovaryans matrisi ve X1,

xy 2 wo tn

2

x,,,  in verilen Y gozlemleri iizerine kosullu ortalamasidir. Benzer sekilde Anderson

and Moore (1979)’ dan dolay1 Xon in Y verildiginde kosullu normal dagilim oldugu

durumda, x,. Kalman Filtresi tahmininin ve Y, ’ nin ortak dagiliminin normal oldugu

bilinmektedir. Buna gore, Y, verildiginde x,,,” in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,

el—(x— )P (x=x)/2}

P(X|Y) = (2”)(1/2 |P|1/2

bi¢imindedir. Burada, ¢, x ’ in boyutu ve

P=P_-PP'P

XYy yx

olup, P_, x,’ nin kovaryans matrisidir. Kalman Filtresi tahmini, P(x|Y ) kosullu

olasilik yogunluk fonksiyonunu maksimum yapan x degeridir ve P, Kalman Filtresi

tahmininin kovaryansidir.

Kalman Filtresi, kurulan model sistem dinamigini tam olarak temsil ediyorsa durumun
en iyi tahminini verir. Eger sistem dinamigi iyi temsil edilmemisse yani filtre yanlis
model iizerinde kurulmussa filtre yanlis c¢alisacaktir. Bunu 6nlemek amaciyla Fagin
(1964), yeni gozlemlerin eski gozlemlere gore daha ¢ok bilgi icerecegini ve bu nedenle
de gozlemlerin iistel olarak agirliklandirilabilecegini onermistir. Xia et al. (1994), bu

yontemi durum-uzay modeline uygulamislar ve hata kovaryans matrisinin,



Pn\m =ad, P 4,,+G,_0,G,,

bi¢iminde olmasi gerektigini onermislerdir. Burada « >1 6zelligini saglamalidir aksi
halde o =1 aliacaktir. Bu sekilde kurulan Kalman Filtresinin performansinin unutma
faktori o’ nin seg¢imine bagli oldugu ve en iyi filtre olacak sekilde bu unutma
faktorliniin hesaplanmasi1 gerektigi belirtilmisg, unutma faktoriiniin hesaplanmasi igin

degisik algoritmalar 6nermislerdir.

Fagin (1964) tarafindan Onerilen yontemi durum-uzay modeline uyarlamak igin
asagidaki algoritma uygulanmalidir. Kalman Filtresinin 6zelliklerinden bilindigi gibi
filtre giriiltii kovaryanslar1 agirliklandirilirsa degisiklik sadece hatanin kovaryans
matrisinde kendisini gosterir. Bu durum Gustafsson (1992) tarafindan da belirtilmistir.
Baslangi¢ durumu, sistem ve gézlem giiriiltii siireglerinin kovaryans matrisleri o agirlik

faktorii ile,

bi¢ciminde agirliklandirilirsa, Kalman Filtresi esitliklerinde, ;cn\n_l tahmini ayn1 kalirken

degisiklik sadece hatanin kovaryans matrisinde kendisini gdsterir. Bu durumda

kovaryans matrisi

Pn‘n—l = Oan‘n_l
sekline gelir (Ozbek and Aliev 1998). Yani,

Pn\n—l =a(4,,P,4,,+G,.,0,,G,)

olur.



2.2. Lineer Olmayan Durum-Uzay Modeli ve Ilerletilmis Kalman Filtresi

Bu kisimda lineer olmayan durum-uzay modeli tanitilmis ve ilerletilmis Kalman Filtresi
verilmistir. Durum-uzay modelinde yer alan sistem gozlem matrislerinin bilinmemesi
durumunda (sistem belirleme) Ilerletilmis Kalman Filtresi kullanilarak bu matrislerin

nasil tahmin edilecegi konusunda agiklama yapilmstir.

Bir sistem ile ilgili durum degiskeni ¢ -boyutlu x rasgele vektorii ve gozlem degiskeni

m boyutlu y rasgele vektori olsun. f:R? — R? ve h:R? > R" fonksiyonlar1 birinci

dereceden stirekli tiirevlere sahip olmak tizere lineer olmayan durum-uzay modeli,

X0 =1, (x,)+H,(x,)w, (2.4)
Y, =h,(x,)+v,

ve

E(w,)=0,

E(v,)=0

E(WHM/';):{Qn’ l‘:l’l ,
0 ,i#n
R ,i=n

E(vy)= { _ (2.5)
0 ,i#n

E(x,w)=0,

E(x,v)=0,

varsayimlari altinda Ilerletilmis Kalman Filtresi algoritmast;

5&0 :E(XO)a

F, =K ov(x,)

baslangi¢ degerleri ve n=1,2,... i¢in



af“<,,1)]Maf"l(,,1)]+H,,1<x,,l>Q,,1H (5,.)

71

n‘n -1

n\n -1 = foa(%,))

oh, Oh

K,=P (,1‘,“)][[ G IRy Gy )] +R,] (2.6)

n n‘n 1[0»-;
P =[I- K[ (x,,‘,, DB,

X, =X

n n‘n—l

+K [y, —hn(in‘nfl)] ,n=12..

esitlikleri ile verilir (Jazwinski 1970, Chui and Chen 1991, Chen 1993).

Lineer olmayan durumda filtrenin optimalligi i¢in herhangi bir iddiada bulunulmaz,
fakat uygulamalarda genellikle iyi sonuglar verdigi sdylenebilir (Anderson and Moore

1979).

0 bilinmeyen parametre vektoriinii gdstermek iizere; durum-uzay modelindeki

matrisler A4 (0),G,(0),H, (0) seklinde 6’ nin fonksiyonu bi¢iminde yazilsin ve &

parametre vektoriiniin rasgele yiiriiyiis seklinde modellendigi kabul edilsin. Bu durumda

model,

x,.,=A4,0)x,+B,(0)u,+G,(6,)w, (2.7)
=H, (6)x,+v, (2.8)

ve parametre vektort,
9n+1 = 9}1 + é,n (29)

seklinde olacagindan (2.7) ve (2.9) esitlikleri yeni bir durum vektorii gibi diistiniiliip

birlestirilirse yeni olusan durum-uzay modeli



6,.] 0 ¢,

n+l n

{xnﬂ} _ {An (0,)x, +B,(0,)u, } N {Gn 6w, }

=l o) 7 o

n

(2.10)

gibi lineer olmayan bir model olacaktir ve lerletilmis Kalman Filtresi uygulanabilir.

Burada ¢, sifir ortalamali, v, ve W,’ den bagimsiz beyaz giriiltii serisidir ve

Var(¢,)=S,=S oldugu kabul edilmistir. S=0 olmasi durumunda parametre

vektoriiniin sabit oldugu varsayimi yapilmis olur ve (2.10) esitlikleri ile verilen lineer

olmayan durum-uzay modeline Ilerletilmis Kalman Filtresi uygulandiginda parametre

vektorli hakkinda herhangi bir bilgi elde edilemez. Bu nedenle uygulamalarda S >0

(pozitif taniml1) olarak alinir.

Ilerletilmis Kalman Filtresi algoritmasi esitlikleri (2.10) esitliklerine uygulanirsa, Ozbek

and Aliev (1998)’ deki unutma faktorii ile birlikte

Xo _{E(xo)}
b, | LE®)

p = {Kov(xo) 0 }
0 S,

baslangi¢ degerlerine bagli olarak n =1,2,... i¢in,

0 ~

Yot | | A, (0nD)3,, + B, (O,
n‘n—l 0;1—1

0 d 0.
A, (On-1) @(Anfl(&fl))xn,l P,

0 1 0

U 0
anl (gnfl)anlanl (anl) O
0 S

+a,

n—1

1

!

2.11)

J d 0.
A, (0n1) %(An—l(en’l))xn—l (2.12)



K, =P, [H, Of[[H, 0B, [H, O[+R]"

Pn = {I _Kn [Hn 0]} Rz‘n—l
-;;n ;n‘n—l ~
I D O R E e A |
Hn Hn‘n—l
bi¢iminde verilir (Anderson and Moore 1979). Burada, K, Kalman kazan¢ matrisidir.

Boutayeb et al. (1997) deterministik lineer olmayan kesikli zaman sistemlerinde
llerletilmis Kalman Filtresi tahmiblerinin gercek degerlere yakinsamasmi Lyapunov
yaklasimini kullanarak gostermislerdir. Sayisal orneklerle tahminlerin yakinsadigini

gozlemlemislerdir.

Reif et al. (1996) lineer olmayan gozlemcinin 6nceden belirlenen duraganlik derecesi ile
iistel gozlemci oldugunu gostermislerdir ve gézlemcinin tistel duraganligini gostermek
icin Lyapunov fonksiyonu teknigini kullanmiglardir. Simiilasyon caligsmasi ile 6nerilen
gdzlemcinin Ilerletilmis Kalman Filtresine goére daha iyi sonuglar verdigini

gostermislerdir.

Reif et al. (1999), calismalarinda stokastik kesikli-zaman lerletilmis Kalman Filtresinin

yakinsamasini incelemislerdir.

Benzer sekilde, Boutayeb and Aubry (1999), Guo and Zhu (2002), Reif et al. (1998)

[lerletilmis Kalman Filtresinin yakinsamasi problemi iizerinde ¢alismislardir.

Ozbek and Efe (2004), calismalarinda kompartman modellerine uyarli ilerletilmis

Kalman Filtresini uygulamislardir.

Ozbek et al. (2003), calismalarinda Ilerletilmis Kalman Filtresini makroekonomik

modellere uygulamislardir.



Ozbek ve Oztiirk (2003), calismalarinda bir yaym ucuna bagh bir cismin salmimi ile
ilgili durum-uzay modelini elde etmis ve siirtiinme katsayisinin bilinmedigi ve iiglincii
durum degiskeni olarak modele katildig1 durumu goz &niine alarak Ilerletilmis Kalman

Filtresinin islerligini simiilasyon ¢aligmalariyla gostermislerdir.

K&ksal vd. (2005a,b) tekrar ayni1 konuda calismis ve ilerletilmis Kalman Filtresi ile

bunun bir diizenlemesini simiilasyon ¢alismalariyla karsilastirmiglardir.

Koksal ve Oztiirk (2004), Ilerletilmis Kalman Filtresini ARMAX modellerinde

parametre tahmini i¢in kullanmiglardir.

Koksal ve Ozbek (2006a), Kesikli Zaman Deterministik Durum-Uzay Modellerinde
flerletilmis Kalman Filtresinin Yakinsamas: konusunu ele almis ve hata kovaryans
matrisinin Ozbek and Aliev (1998) de onerilen sekliyle almmasiyla yakinsama

hizindaki artigi analitik olarak gostermislerdir.



3. KISITLI DURUM KALMAN FiLTRESI

Bu boéliimde ilk olarak lineer durum-uzay modellerinde durum degiskenleri i¢in bir 6n
bilgi olmasi durumunda Kisitlhh Durum Kalman Filtresinin elde edilme yontemleri
anlatilmistir. Kisithh Durum Kalman Filtresi Tahmininin 6zellikleri konusunda bilgi
verilmistir. Lineer olmayan durum-uzay modellerinde durum degiskenleri igin bir
onbilgi olmast durumunda Kisith Durum Ilerletilmis Kalman Filtresi tahmini
anlatilmistir. Son olarak kisitin lineer olmadig1 durum g6z 6niine alinmis ve bu durumda

Kisitli Durum Kalman Filtresi tahmini hakkinda bilgi verilmistir.

3.1 Lineer Kisithh Durum Kalman Filtresi

Bu kisimda lineer kisithh durum Kalman Filtresi tanitilmis ve kisithh durum Kalman

Filtresi tahmininin elde edilis yontemleri verilmistir.

X, ,=Ax +Bu +w, (3.1)

y}’l :Hl’lxl’l+vl’l

durum-uzay modeli ile birlikte,

Dx =d (3.2)

n

kisit1 g6z oniine alinsin. Burada,

D :sxq boyutlu sabit matris
d, :sx1 boyutlu bilinen vektor

s : kisitlarin sayisi

q : durumlarin sayisi

olmak iizere, s <gq ve rank(D)=s oldugu varsayilsin. Burada kisit;



DE[x,]=d,
seklinde de alinabilir.

Bu kisimda kisith durum tahmininin elde edilisi ile ilgili ti¢ farkli yontem hakkinda bilgi

verilmistir. Bu yontemler, Simon and Chia (2002)’den derlenmistir.
3.1.1 Maksimum olasilik yontemi

Bu kisimda kisithh Kalman Filtresi tahmini Kalman Filtresinin maksimum olasilik

yontemi kullanilarak elde edilmistir.

Burada kisithh tahmin (%9, kisitsiz Kalman Filtresi tahmini (§) nin kosullu normal
dagilima sahip olmasina baghdir, bu da x,,{w,} ve {v }’ larin normal dagilima sahip

olmasina dayanir. Bu tiiretim Durrant-Whyte (1988)’ de verilen gosterimin bir

genellemesidir.

Anderson and Moore (1979)’a gore Kalman Filtresi tahmininin P(x|Y ) kosullu
olasiligin1 maksimum yapan x degeri oldugu bilinmektedir. Buna gore kisitli Kalman

Filtresi P(%TY ) olasiligint maksimum yapan ve verilen kisit1 saglayan & degerinin

bulunmasiyla elde edilir. P(%TY ) yi maksimize etmekle bunun dogal logaritmasini

maksimize etmek aynidir. Yani,
maks In P(AY) = D¥e=d kosulu altinda min(¥>-x)' P~ (¥~ x) (3.3)

kisitli optimizasyon probleminin ¢oziilmesi gerekir. Problem Lagrange yoOntemiyle

¢oziilebilir. Buna gore, Lagrange fonksiyonu,

L= %) P (% x)+ 247 (DY~ d)



olmak {izere, minimum problem i¢in gerekli kosullar,

oL o/ =
0= PN Fx)+D"1=0
0% ()
a—L=O:d=D%

oA

ile verilir ve buradan ¢6ziim,

A =(DPD"Y " (Dx—d)

%= x— PD'(DPD"Y'(Dx—d) (3.4)

bi¢ciminde elde edilir. Burada )=c (x in kosullu olasilig1) kisitsiz Kalman Filtresi tahmini

oldugundan kisitli tahmin kisitsiz tahmin yardimiyla,
%=%-PD'(DPD" (D} -d) (3.5)
olarak elde edilir.

3.1.2 Ortalama kare yontemi

Bu yontemde kisithh Kalman Filtresi tahmini hata kareler ortalamas1 minimizasyonu ile

elde edilir. Yani,

D¥=d kosulu altinda m%n E(||x- %’Hz |Y) (3.6)
probleminin ¢6ziilmesi gerekir. Burada, ||.|| vektdr-2 normunu gostermektedir.

X ve Y nin ortak dagildig1 varsayilirsa, hata kareler ortalamast,



E(| x=3 V) = [ (=% (x = BP(x|V)dlx

= .[x'xP(x|Y)dx— 2%ij(x|Y)dx +x'x
biciminde yazilabilir. Kisith problemin Lagrange fonksiyonu,

L=E(|x—X|7)+24" (D% d)

:IxTxP(x|Y)dx—2%_[xP(x|Y)dx+%%’+ 2/1T(D%’—d)
bigiminde olmak iizere,
%zij(x|Y)dx

oldugu g6z dniine alindiginda minimum problemi i¢in gerekli kosullar,

A o= % 2%2D" 120
o%0
oL

Z_0=>D¥d=0
oA

ile verilir ve ¢6ziim,

A=(DD"Y (DY -a)

%=%-D"(DD"Y" (D} -a)

(3.7)

(3.7a)

(3.8)

olarak elde edilir. (3.7a) ile verilen % kisitsiz Kalman Fitresi tahmini X,, W, ve v ’nin

ortak dagilimimin normal oldugu durumda verilen Kalman Filtresi tahminidir. Fakat

bunlar normal dagilim olmasa bile (3.7a) ile verilen kosullu ortalama x’ in kisitsiz

tahminini tanimlarken de kullanilabilir. Bu durumda da kisithh tahmin yine (3.8)’ de

verildigi gibi elde edilir.



3.1.3 iz diisiim yontemi

Bu yontemde kisith Kalman Filtresi, kisitsiz durum tahmini $ nim kst yiizeyine dik iz

distimii ile elde edilir. Yani,
D¥=d kosulu altinda min(¥e-%)'w (%% (3.9)

problemi ¢oziilmiistiir. Burada, W simetrik pozitif tanimli agirhik matrisidir. Bu

problemin ¢éziimii de diger yontemlere benzer olarak,
Y-%-w D (W' D) (DY-d) (3.10)
bi¢iminde elde edilir.

Dikkat edilecek olursa iz diisiim yonteminde, W = P~' alinmasiyla maksimum olasilik

yontemi, W =1 alinmasiyla ortalama kare yontemi tahminleri elde edilir.

Lineer sistemler icin W = P~ en iyi kisith tahmin ediciyi verir, fakat ayni iddia lineer

olmayan durum i¢in yapilamaz.
D kare matris oldugunda, yani kisitlarin sayisi durumlarin sayisina esit oldugunda,

durumlarin tiimii kisitlanmigtir. Bu durumda boliimiin basinda verilen varsayimlara gore

D matrisi tam rankli oldugundan tersi vardir ve (3.10) kisith tahmini,

Y-} —w'D(DY' WD (D} -d)
=D'd (3.11)

olarak elde edilir.



3.2 Kisith Durum Kalman Filtresi Tahmininin Ozellikleri

Simon and Chia (2002) de Kisitli Durum Kalman Filtresi tahmininin istatistiksel
ozelliklerini incelemisler ve bu 6zellikleri teoremler seklinde vermislerdir. Bu kisimda
bu teoremlerin bir kismi verilmistir. Bu teoremler verilirken eger 4 ve B kare
matrislerinin boyutlar1 ayni ise 4> B ile A— B nin pozitif tanimli oldugu ve 4> B ile

A — B nin pozitif yar1 tanimli oldugu ifade edilmistir.

Teorem 3.2.1. (3.10) esitligi ile verilen ¥ kistth durum tahmini (3.1) sistemi i¢in yansiz

tahmindir. Yani;
E(¥)=E(x)
dir.

Ispat. Herhangi pozitif tammli W agirlik matrisi icin,

x—%=x-%+w ' DDOW ' D) (D}-d) (3.12)
x—%=x-%+w'DDOW ' D) @%ﬁ@ o

=(I-W'D"(DW'D")'D)(x-%)
(3.14)

olur. W, x den bagimsiz bilinen bir matris oldugundan iki tarafin beklenen degerinin

alinmasiyla,
EG-H=I-w ' D' (DW'D")'D)E(x-%) (3.15)

elde edilir. Kisitsiz Kalman Filtresi tahmini yansiz tahmin oldugundan £ (§) = E(x) dir

ve (3.15) esitliginin sag tarafi 0 olur. Boylece, £ (%9 = E(x) elde edilir.



Teorem 3.2.2 Kisitli durum tahmini ¥ olmak iizere W = P~ alindiginda kisitsiz durum

tahmininden daha kii¢iik hata kovaryansina sahiptir. Yani,
Kov(x— %9 < Kov(x— %) (3.16)
dir.

Ispat. Eger W =P ise;

x— %= (I - PD"(DPD") ' D)(x - %) (3.17)
U-ned) (3.18)

burada
J=PD"(DPD")"'D (3.19)

olarak tanimlanmistir. Buna gore kisitli tahmin hatasinin kovaryansi,

Kov(x—% = E[(x— B(x- "]
= E{[(I - J)(x— ][I - J)(x -]}
(3.20)
=(I-J)Kov(x—B(I-J)

=P-JP-PJ  +JPJ"

J nin tanimmdan PJ" = JPJ" oldugu kolayca goriiliir. Buna gére yukaridaki denklem

Kov(x—#=P-JP (3.21)

olarak yazilabilir. Anderson and Moore (1979)’ dan JP nin pozitif tanimli oldugu
bilindiginden,



Kov(x-¥—-P=-JP<0 (3.22)
yazilabilir. Buradan,
Kov(x— % <P (3.23)
oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.3. Kisitli Durum Kalman Filtreleri arasinda W = P~ olan filtre en kiigiik

tahmin hata kovaryansina sahiptir.

Ispat. A, ile (3.10) ile verilen Kisith Durum Kalman Filtresi tahmin hatasinin

kovaryans1 gosterilsin. Yani,
Ay = E[(x—H(x—5] (3.24)
olsun.
x—%=(I - PD"(DPD")"' D)(x - %)
olarak alinmisti. (3.14) esitligi kullanilarak,

Ay =(I=W'D"(DW'D"Y ' D)P(I-W ' D" (DW ' D" D)

=P-w'D"(DWw'D"Y'DP-PD" (DW'D"Yy'DW™ (3.25)

+w ' D"(DW™'D"'DPD" (DW'D"Y ' DWW
elde edilir. W = P™' olarak alinirsa;

A, =P-PD"(DPD")"'DP (3.26)



olur. (3.25) ile (3.26) esitliginin farki alinirsa

A —A, =—MPM" (3.27)

o
bulunur. Burada,

M =PD"(DPD"Y'D-Ww™'D"(DPD")"'D (3.28)
ve V M icin MPM" pozitif yar1 tanimli oldugu igin,

A, <A, (3.29)

olarak elde edilir. Béylece W = P almmasi ile (3.10) ile verilen Kisitli Durum Kalman

Filtresi tahmini minimum hata kovaryansina sahiptir.
3.3 Kisith Durum ilerletilmis Kalman Filtresi

Bu kisimda lineer olmayan durum-uzay modellerinde durum esitligi i¢in bilinen bir
onbilgi olmas1 durumunda kisith Ilerletilmis Kalman Filtresi tahmininin elde edilisi

anlatilmistir.

(2.4) ile verilen lineer olmayan durum-uzay modeli ve (3.2) ile verilen durum kisit1 géz
Online almsin. Lineer durum-uzay modellerinde Kisitlh Kalman Filtresi i¢in Onceki
kisimda verilenler burada da gegerlidir. Tek fark, kisitsiz Kalman Filtresi tahmini yerine
kisitsiz Ilerletilmis Kalman Filtresi tahmini kullanilmasidir. Yani genel olarak, kisith

[lerletilmis Kalman Filtresi tahmini,
Y% —w'D(DOW D) (DY-d) (3.30)

ile verilir ve ¥ degiskenlerle ilgili herhangi bir bilgi yokken elde edilen Ilerletilmis
Kalman Filtresi tahminidir (Simon and Chia 2002).



Ké&ksal ve Ozbek (2006 b) ¢alismalarinda, sistem durum degiskenleri arasinda lineer bir
iligki olmast durumunda Kalman Filtresi tahminlerinin elde ediligini anlatmis ve kisit
olmast ve olmamasi durumunda elde edilen tahmin sonuglarini simiilasyon caligmasi

yaparak karsilagtirmiglardir.
3.4 Kisitin Lineer Olmadigi Durum

Bu kisimda durum degiskenleri i¢in bilinen 6nbilginin lineer olmadigi durum géz oniine

alinmig ve bu durumda kisitli Kalman Filtresi tahmininin elde edilisi anlatilmistir.

Lineer olmayan durum kisit1,
g(x,)=d, (3.31)
biciminde olsun. Bu kisit gegerli kisitl durum tahmini % da lineerlestirilebilir, yani
g +g'(BH(x-H~d (3.32)
olarak yazilabilir ve buradan da,
g'(Ax~d - g(¥h+g (¥ (333)
elde edilir. Yani, D yerine g '(%9 ve d yerine d— g(% +g '(%9% almarak (3.2) ile

verilen lineer kisit olmasi durumunda yapilan islemler burada tekrarlanarak Kisith

Kalman Filtresi tahminleri elde edilir.



4, KESIKLi ZAMAN DETERMINISTIiK DURUM-UZAY MODELLERINDE
ILERLETILMIiS KALMAN FiLTRESININ YAKINSAMASI

Lineer olmayan stokastik sistemler i¢in durum tahmini fen ve miihendislikte sikg¢a
karsilagilan bir problemdir. Lineer olmayan tahmin problemini ¢6zmek genelde zordur,
fakat ¢esitli pratik yaklasim yontemleri vardir (Liang, Sorenson 1974, Wishner and et
al. 1969). Bu yoéntemlerin en kullanilislarindan biri de ilerletilmis Kalman Filtresidir ve
pratik uygulamalarda ¢ok kabul goren bir tahmin yontemidir (Jazwinski 1970, Anderson
and Moore 1979, Gelb 1984, La Scala et al. 1996). Ayn1 problem lineer olmayan
deterministik sistemlerde durum tahmini i¢in de gecerlidir. Bu durumda sistem

gozlemlenebilir ve ¢iktilarda giiriiltii yoktur.

4.1 Kisit Olmamasi Durumunda Yakinsama

Bu kisimda, Reif and Unbehauen (1999)’ un c¢alismalar1 goz oniine alinarak, lineer
olmayan deterministik sistemler igin bir gdzlemci olarak Ilerletilmis Kalman Filtresi ve
lineer olmayan filtrenin asimptotik limiti anlatilmistir. Lakshmikantham and Trigiante
(1998)’ de verilen Lyapunov fonksiyonunun ikinci yontemi kullanilarak, verilen
gozlemcinin iistel goézlemci oldugu gosterilmis ve tahmin hatasi dinamiginin {istel
duragan oldugu verilmistir. Bu sonug ilerletilmis Kalman Filtresinin yakinsamasini

icermektedir.

Burada Reif and Unbehauen (1999)’dan farkli olarak Kalman Filtresinin {istel
agirliklandirilmasi Ozbek and Aliev (1998)’de onerilen bicimde almmis ve
agirliklandirmanin bu sekilde alinmasi ile yakinsamanin biraz daha hizli oldugu

sonucuna ulagilmistir.

Lineer olmayan kesikli zaman deterministik,

X0 =f(x,.u,) (4.1)
Y, =h(x,) (4.2)



durum-uzay modeli goz oniine alinsin. Burada, n € N, kesikli zaman noktasini, x, € R’

durum vektoriinii, #, € R” girdi vektoriinii, y, € R™ ¢ikt1 vektoriinii gostermektedir.

f(.,.) ve h(.) fonksiyonlarinin her ikisinin de birinci dereceden siirekli tiirevlere sahip

oldugu varsayilsin. Bu sistem i¢in bir gézlemci,

Yo=r&u) (4.3)
t, =%k -n}). (4.4)

esitlikleri ile verilir (Reif and Unbehauen 1999). Daha 6nceki boliimlerde ifade edildigi

gibi K, zamanla degisen gxm boyutlu gozlemci kazancidir. %, ve §. onsel ve sonsal

tahminler olarak adlandirilir. f(.,.) ve A(.) fonksiyonlar1 birinci dereceden siirekli

tiireve sahip fonksiyonlar olduklarindan,

I s
An _ax (§.”’un)

oh «-
C, —a(gn)

olmak iizere,
FGu) = G = 4,6, -3+ 000,300, (4.5)
hx)-hE)=C (x -8+ z(x,. %) (4.6)
seklinde yazilabilir.

n zamanindaki tahmin hatasi ¢, ile gosterilmek iizere,

c =x -%, (4.7)



dir ve (4.3) den (4.1) nin ¢ikarilmasi ve (4.2) ile (4.4)-(4.6) nin goz Oniine alinmastyla,
G =4, =K.C,)g, +7, (4.8)
olarak yazilabilir. Burada,
=0, Ru,) - 4K, 705, %) (4.9)

dir. (4.8) ile verilen hata dinamigini analiz etmek i¢in kesikli-zaman sistemlerinin {istel

duraganligi kavrami kullanilabilir (Lakshmikantham and Trigiante 1998).

Tamm 4.1. Verilen £,7>0 ve 6>1 pozitif reel sayilar1 igin B, :{veRqW V< g}

olmak iizere, ¢, € B, olacak sekilde, (4.8) esitliginin her ¢, ¢6ziimil igin

s, [I<nllg, 107" (4.10)

esitsizligi saglaniyorsa (4.8) ile verilen fark denklemi O noktasinda denge duraganlik

noktasina sahiptir (Lakshmikantham and Trigiante 1998).

Tamm 4.2. Eger (4.8) fark denklemi 0 noktasinda denge duraganlik noktasina sahipse
(4.3) ve (4.4) ile verilen gozlemci iistel gdzlemcidir (Reif and Unbehauen 1999).

Tamm 4.3. Deterministik kesikli-zaman Ilerletilmis Kalman Filtresi asagidaki fark

denklemleri ile verilir (Reif and Unbehauen 1999);

Zaman Yinelemesi:

Yo=r&u) (4.11)

Pn+l

=a’A P4 +Q (4.12)



Burada islemler yapilirken (4.12) esitligi yerine Ozbek and Aliev (1998)’de verilen,
P =a* (4P A +0) (4.12a)

esitligi kullanilacaktir.

Lineerlestirme:
Anzg(%,un) (4.13)
ox
Ol¢iim Yinelemesi:

Y, =% 1k (v, -k (4.14)

P =(I-K,C)P (4.15)

Kalman Kazancr:

K, =P C/(C,PCl+R)" (4.16)
Lineerlestirme:
c =& (4.17)
ox

Burada, Q simetrik pozitif tanimli gx¢g boyutlu matris, R simetrik pozitif taniml

mxm boyutlu matris ve « >1 reel sayidir.



Notlar:

(1) a =1 alinmasiyla, bilinen ilerletilmis Kalman Filtresi elde edilir. & >1 i¢in Kalman

Filtresi tistel agirliklandirilmistir.

(2) Kalman Filtresi lineer stokastik sistemler i¢in optimal filtre olarak kullanildiginda,

O ve R, giriilti terimlerinin kovaryans matrisleridir. Lineer olmayan deterministik
gozlemci olarak uygulamalar1 igcin Q ve R keyfi, simetrik, pozitif tanimli matrisler

olarak secilebilirler. Bu gozlemcinin duraganligini etkilememesine ragmen performansi

tizerinde Onemli etkileri vardir. Benzer sekilde, eger lineer olmayan deterministik
sistemlerin gozlemcisi olarak kullaniliyorsa, B, i¢in herhangi simetrik pozitif tanimli

matris secilebilir.

(3) P’ matrisi i¢in (4.15) dl¢iim yinelemesi,

P'=(I-K,C)P (I-K,C) +KRK,/ (4.18)

seklinde yazilabilir (Gelb 1984).

(4) (4.16) deki Kalman Kazang¢ matrisi,

K, =P'C'R" (4.19)

gibi yazilabilir (Gelb 1984).

Reif and Unbehauen (1999)° da kesikli-zaman ilerletilmis Kalman Filtresinin iistel

gozlemci oldugunun gosterilmesi igin ii¢ tane lemma kullanilmistir.



Bu lemmalardan birincisi (4.9) esitliginde verilen 7, artik teriminin smirliligimn

saptamak i¢in kullanilir. Ikincisi bilinen matris tersi lemmasidir ve iiciinciisii de P, ve

n+l

P’ kovaryanslariin ¢oziimiinde kullanilacak matris esitsizligi lemmasidir.

Lemma 4.1. x,§_,§ e R? reel vektorleri, u € R ve Aqx ve C ve K  matrisleri

q mxq qxm

ve ¢(,.,.) ve x(.,.) lineer olmayan fonksiyonlar1 gbz Oniine alinsin ve asagidaki

varsayimlar saglansin.

(1) Asagidaki sinirlart saglayacak sekilde a ,E j > 0 pozitif sayilart mevcut olsun,

|4 <a (4.20a)
Ic|<e (4.20b)
|k||< & (4.20¢)

(2) ¢,.¢,,k,,k,>0 pozitif reel sayilari mevcut olsun 6yle ki;

lo¥ u)li<x, x-% |P (4.21a)

Iz $)l<e, |x-% P (4.21b)

Ix-% |<e, ve | x-% |i<e, igin saglansin,
O

¥ =% +kc-¥H+ kL h (4.22)

esitligini saglasin. r,



r=p(x,¥ ,0)- AK y(x,¥). (4.23)

bi¢giminde tanimlansin.

Bu durumda, €,x >0 pozitif reel sayilart mevcuttur dyle ki, || x -% |<e oldugunda

Irl<xlx-% | (4.24)
olur.

Lemma 4.2. I' ve A, gxgq boyutlu tersi alinabilir matrisleri gz Oniine alinsin ve

""" + A nin da tersinir oldugu varsayilsin. Bu durumda,
C"'+A) ' =C-T([C+A™")'T (4.25)
saglanir (Anderson and Moore 1979, Lewis 1986).

Lemma 4.3. n>0 icin (4.12) ve (4.15) ile verilen P’ ,P  simetrik pozitif tanimli

n

matrisleri géz oniine almsin. [[ ve []

I, =)' (4.26)

I, =(p)" (4.27)
ile gosterilmek iizere, 4;' ve (I—K,C,)" her n>0 icin mevcut olsun. Bu durumda,
L. <e”4 (1 =-K,C) UL -IL AL +a" 4,07 4) 17 -K,C)" 4, (4.28)

esitsizligi yazilabilir.



Bu esitsizlik (4.12a) ile verilen P hata kovaryans: i¢in yazilacak olursa,

[T, <a?4"(-K,C) "I, -IT,(1; +4'07'4,) ' I1, 1 - K,C,) " 4, (4.28a)

n+l —

olarak elde edilir.

Ispat. P, =a’4, (P +4,'04")A" olarak alindig1 igin bunun tersinin hesaplanmasi
gerekir,

(P =a () (B +4)047) 4
= AD (B =) () + 4074 () 4]
=) (I, -0, + /074, TT 14,

<a’4((I-K,C)"IL,U-K,.C)"
~(I-K,C)"IL AL, +4,0"4) " I, -K,C,) )4,

M, <a4(-K,C) I ~TLAL+470"4) ' TLII -K,C) " 4

dir.

Teorem 4.1. 4.11 ve 4.17 esitlikleri ile verilen kesikli zaman ilerletilmis Kalman

Filtresi gbz Oniine alinsin ve

1) Vn>0 i¢in

|4,]<a (4.292)
ICll<e (4.29b)
pl <P <pl (4.29¢)
pl <P <pl (4.29d)

olacak sekilde ;,E, E’; > 0 pozitif reel sayilar1 var olsun.



2) n>0 igin A, tersinir olsun.

3) (4.9) esitliginin iginde verilen ¢(.,.,.), ¥(.,.) fonksiyonlar1 sinirli olacak sekilde

Epr €Kk, >0 pozitif reel sayilar1 mevcut olsun, dyle ki

lox% u)l<x, | x-% | (4.30)

lze¥ )l x, |x-% |P (4.31)

x,y,&i €eR” veueR”, ||x—$c+ l<e, ve ||x—§c_ <€,

kosullar1 saglansin. Bu kosullar altinda verilen ilerletilmis Kalman Filtresi bir iistel
gozlemcidir. Ustelik tanim da iistel bozulma hatasi igin verilen @ sabiti « degerinden

biiyiiktiir (Reif and Unbehauen 1999).

Ispat 4.1. Tahmin hatas1 ¢, icin (4.8) ile verilen fark denklemi géz oniine almsin.

Bunun iistel duraganligini ispatlamak igin [T, =(P)™" olmak iizere,

v,=c, 11,5, (4.32)

Lyapunov fonksiyonu segilsin. (4.29¢) den dolay1 bu Lyapunov fonksiyonu

1 1
—ls, IF<V,(c)<—]ls, II (4.33)
p p

siirlarinda yazilabilir.

(4.29¢) ve (4.29d) kisitlarindan ve P ve P’ nin tersinirliginden ve (4.15) den,

(I-k,C,) =P II;



matrisi mevcuttur. 2 varsayimiyla birlikte lemma 4.3 {in varsayimlar1 saglanir. (4.8) ve

(4.28a) ile birlikte V,,(s,.,),

Vn+1(gn+l) = gnT+1 H;+l gn+1
<a”g, [, ~IT,(1, +4,07'4) "' I1,1g, + 21, I1,,, 4, = K,C,)g, + 1, I1,., 7,

olarak yazilabilir. R nin en kii¢lik 6z degeri r ile gosterilirse (4.19) ve (4.29b), (4.29d)

den
1K, IIES (G, NI R i<k (4.34)

elde edilir, burada k = pe/r dir. (4.29a), (4.29b), (4.34), (4.30) ve (4.31) ile yukardaki

esitsizlige lemmal uygulanabilir. (4.29a)-(4.29d) ve (4.34) ile birlikte, || ¢, [|<€ i¢in ve

q > 0 pozitif tanimli O matrisinin en kiiciik 6z degeri olmak iizere,

. . a(l+ke
Vo) <@g T g, —————— g, I +2xl1g, I 25D ¢
P (/p+a’ /g I 4.35)
1
+x|g, P =xells, |
P
olarak yazilabilir.
' =X a(l+ke)+x €) (4.36)
P
seklinde gosterilmek iizere;
1
ViaG) <™V, (s,) (—= ———«'lls, DIls, I (4.37)
P (/p+a /g



olur.

£' = min(e,————— (4.38)
20°x'p (I p+a /g)
olarak alinmasiyla || ¢, ||< &' igin,
Vi (6,0) <7V, (5,) — s, IP (4.39)
20° p (1/p+a /q)
1
Vi (€)= V,(5,) <= Ig, I +(@” =1V, (s,) (4.40)
2a°p ( 1/p+a/q

esitsizlikleri yazilabilir. (4.33) ten ve a>1 olmasindan dolay1 ifadenin sag tarafi
negatiftir, bu nedenle V', ,(5,,,)—V,(s,) farki da negatif tanimli olur. Fark denklemleri
icin  Lyapunov  fonksiyonlarinin ~ standart ~ sonucunun  uygulanmasindan
(Lakshmikantham and Trigiante 1998), (4.8) ile verilen fark denkleminin asimptotik

olarak 0 noktasinda denge duraganlik noktasina sahip oldugu sonucu ¢ikar. (4.33) ve

(4.40) den,

Vn(6,) <V, (6, )@ = (4.41)
2a%p (1/p+a /q)
yazilabilir. Buradan da,
V,(5,) <Vy(s) e = (4.42)

2a° p (1/p+a/q)

elde edilir. Genelligi bozmadan ; >1 olarak varsayilabilir, boylece



1- ——>0 (4.43)
TR
olur. (4.33) iin kullanimiyla (4.42) den
— o y
s, I<yp/p gl ( - ) (4.44)
-
20 (p+a [g)
olarak yazilabilir.
Yani,
n=12s0 (4.45)
P
ve
0= @ >a (4.46)
P
1- —2 —2
25 (i/p+a’/g)
dir.

Reif and Unbehauen (1999)’ de,

a
0= >a

p
I=—; — o2
\/ 20 (/p+a’a’/g)




oldugu gosterilmistir. Bu € degeri, (4.12a) esitliginin kullanilmasiyla (4.46) da elde
edilen @ degerinden daha kiiciiktir.

Yani, Ozbek ve Aliev (1998) de onerilen hata kovaryans matrisinin kullanilmasiyla

yakinsama hizi biraz daha artmigtir.

4.2 Kisith Durumda Yakinsama

Onceki kisimda lineer olmayan deterministik durum-uzay modellerinde Ilerletilmis
Kalman Filtresinin yakinsamasi konusu ele alinmis ve belli kosullar altinda tahmin
hatasinin sinirhi kaldigi ve iistel gozlemci oldugu gosterilmisti. Bu kisimda durum
esitlikleri hakkinda bir 6nbilgi olmasi durumunda Kisith Ilerletilmis Kalman Filtresi
hatasinin davranisi incelenmistir. Yine belli kosullar altinda sinirlhi kaldigini ve {istel
gbzlemci oldugunu gostermek icin bir dnceki kisimda kullanilan tanimlar ve yontem

uygulanmigtir.

(4.1) ve (4.2) ile verilen kesikli zaman durum-uzay modeli ve (3.2) ile verilen Dx, =d,
kisit1 géz oniine alinsin. Daha once de belirtildigi gibi, n € N, kesikli zaman, x, € R?
durum vektorii, u, € R” girdi vektorii ve y, € R” ¢ikt1 vektorii olsun. D, sxg boyutlu
sabit matris, d,, sx1 boyutlu bilinen vektor, s kisitlarin sayisi ve g durumlarin sayisi
olmak lizere s<g ve rank(D) =s oldugu varsayilsin. Buna gore Kisith ilerletilmis

Kalman Filtresi Kisitsiz Ilerletilmis Kalman Filtresi tahmini ile olusturulacaktir. Kisith

Kalman Filtresi tahmini x ile gosterilmek tlizere genel olarak,
% =%, -w'DOw'D)' (DY, -d ) (4.47)

biciminde elde edildigi daha once sdylenmisti (Simon and Chia 2002). Burada, %
kisitsiz lerletilmis Kalman Filtresi tahminidir ve W simetrik pozitif tanimli agirlik

matrisidir. Kisitsiz durumda,



§;+1 =f(§:,un)
f =% +x (v, &)

olmak tizere kisith sistem i¢in gézlemci,

00 =% —w'DOW D) (DY —d. )

% =%, -w'DOw ' D)y (D} -d )

(4.48)

(4.49)

esitlikleri ile verilir. Burada, K, zamanla degisen gxm boyutlu gbzlemci kazang

e e g 0 0 . .
matrisidir. J@l ve J@: Onsel ve sonsal tahminler olarak adlandirilir.

Kisitli tahmin hatasi;

9 =x -1

n n

ile tanimlanmak tizere,
3 =x —(x. =W 'D'(DW'D")(Dx, —d.))
bi¢iminde olur ve Dx, =d, oldugunun goz 6niine alinmas: ile,

9 =x %, +w'D"(DW D"y (DY, - Dx,)
=(x,-%)-w'D" (W ' D"y ' D(x, -%.)

—(-W'D"(DW D' D)(x, -$)

olarak elde edilir. Boylece; n ci zamandaki kisitsiz tahmin hatasi

(4.50)

(4.51)



¢ =x ~%, (4.52)
olmak iizere, kisitl tahmin hatasi;
3, =(I-w'D"(DW'D")"'D)g, (4.53)
olarak elde edilir. Benzer sekilde; Reif and Unbehauen (1999)’de
u =4, =K,C,)g, +7, (4.54)
olarak verilmisti. Buna gore,
8. =(U-w'D"(DW'D")"' D), ., (4.55)

olur. Hata dinamiginin analizi i¢in Onceki kisimda verilen kesikli-zaman sistemlerin

iistel duraganligi tanimi kullanilacaktir.

Tamm 4.4 Deterministik kesikli-zaman kisitli Ilerletilmis Kalman Filtresi fark
denklemleri goz oniline alindiginda Tanim 4.2 aynen gecerli olacak sadece zaman

yinelemesi ve 6l¢iim yinelemesinde asagidaki degisiklikler olacaktir.

Zaman Yinelemesi:

$a=r&u) (4.56a)
Y. =%.-w'DOW DY (DYa-d )

P.,=a’4P A +0 (4.56b)

n

Bir 6nceki boliimdekine benzer olarak burada (4.56b) esitligi yerine,

P =a*(4P A" +0) (4.56¢)

n+l



esitligi kullanilmigtir.

Ol¢iim Yinelemesi:

Y =% 1k (v, -n&) (4.57a)
% =%, -w'DOW DYDY, -d )

P! =(I-K,C)P, (4.57b)

Bir onceki kisimda kesikli-zaman {lerletilmis Kalman Filtresinin iistel gdzlemci
oldugunun gosterilmesi icin ii¢ tane lemma kullanilmisti. Bu lemmalar kisith durum
kesikli-zaman Ilerletilmis Kalman Filtresinin iistel gdzlemci oldugunun gdsterilmesinde

de etkin olarak kullanilacaktir.
Teorem 4.2. Tanim 4.4 ile verilen kisith kesikli zaman Ilerletilmis Kalman Filtresi goz

Oniine alinsin ve Teorem 4.1 in varsayimlar ile birlikte asagidaki varsayimlar da

saglansin.
(i) Vn=0 igin, w,d >0 pozitif reel sayilari,

7] <w (4.582)

|| <d (4.58b)
siirlarin saglayacak sekilde mevcut olsun.

Bu durumda, kisitli Ilerletilmis Kalman Filtresi iistel gdzlemcidir ve tanimda verilen, 7

ve 6 degerleri asagidaki sekilde elde edilir.

Ispat 4.2. Tahmin hatas1 9, icin (4.55) ile verilen fark denklemi gz oniine almsin.

Bunun {istel duraganligini gostermek igin



-1

8, =(I-w D" (DW'D")' D), ve I, =(P,)
olmak tizere
V,(8,)=9" (Kov(9,)"9, (4.59)
Lyapunov fonksiyonu segilsin.

Kov(8,)=(I-W'D"(DW'D")"'D)Kov(c,)I -W 'D"(DW™'D")"' D)’
dir. Buna gore,

V,(9,)=¢" (L ~W'D'(DW'D'Y" DY (Kov(8,))" (I~ W' D" (DW~'D"Y" D)g,

v(8,)=¢" W Dlep~D' YD) (W D) [Cov(s,)]

V,(9)=¢"Tlg,
olur. Yani,

V,(8)=V,(s.)
dir. Benzer sekilde,

Vn+1 (9n+1 ) = ‘9nT+1 (Kov(‘gnﬂ ))_1 9n+1

Vy(9,0) =" A ~WD"(DW'D'Y' DY (Kov(8,,)) (I-W D" (DW'D")"' D¢

V.\(3.)=¢" (W DEB=DY DY (I-W DD D YD)’ Ko, )]

(= D) (=W ) D)g,.

Vn+1 (8n+1) = gf+1H;+lgn+l = Vn+1 (gn+l)

olur. Buna gore bir onceki kisimda verilen islemler goz 6niine alindiginda,

I/rt+l(19n+l) = 19:+1(K0V(‘9n+1 ))71 l9n+1 = n+1(g,,+1) = gnT+1 H;—l gn+1



<(4,(-K,C)g, +1) (a4, (1, -IL, (T, +4;,07 4) " TI)NA,)( 4, -K,C,)s, +1,)

<a (gﬂ (H H (H+ +ATQ IA )_1 H+)gn)+2r Hn+1 /1(1 Kncn)gn +r H/Hl

olarak yazilir ve islemlere devam edildiginde,

1
— =l |l
2 2 n
2a° p (l/£+a/g)

n+1( n+l) <a_21/n(‘9n) -

I9.0<2le.

Va8 =V, (8) <~ 18, I +(a =DV, (3,)

8a’p (1/p+a /q

ve en son olarak

V() <V, (G -
2a%p (1/p+a /q)

elde edilir. Buna gore,

o

P
-
\/ 20 (/p+a’[9)

)*i’l

= [l «

olur. Yani,

ve

(4.60)

4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)



0= d >a (4.66)

p
1- - —
\/ 2p'(/p+a/a)

elde edilmis olur. Burada eger (4.56b) esitligi kullanilsayda,

a
0= >a

p
1- —2 =)
\/ 2p (1/£+a2a/g)

olarak elde edilirdi ki bu (4.66) esitliginde elde edilen & degerinden daha kii¢iik olurdu.

Yani hata kovaryansinin bu sekilde alinmasi ile yakinsama hizi biraz daha artmistir.

Eger Ilerletilmis Kalman Filtresi deterministik gdzlemci olarak alinirsa belli kosullar
altinda bir tistel gozlemcidir (Reif and Unbehauen 1999). Benzer sekilde sistem durum
vektorii iizerinde kisit olmasi durumunda da Ilerletilmis Kalman Filtresi ayni

ozelliklerini korumaktadir (Koksal Babacan et al. 2008).



5. KESIKLI ZAMAN STOKASTIK DURUM-UZAY MODELLERINDE
ILERLETILMIiS KALMAN FiLTRESININ YAKINSAMASI

5.1 Kisitsiz Durumda Yakinsama

Bu kisimda lineer olmayan kesikli zaman stokastik durum-uzay modellerinde
Ilerletilmis Kalman Filtresi tahmin hatasmnin davranis: arastirilmistir. Tahmin hatasinin,

belli kosullar altinda sinirli kaldig1 gosterilmistir (Reif et al. 1999).

Stokastik lineer olmayan,

xrﬁ-l :f('xn’un)+Gan (51)

v, =h(x)+Hyv, (5.2)

kesikli zaman durum-uzay modeli g6z Oniine alinsin (Reif ef al. 1999). Burada, ne N,
kesikli zaman noktasini, x, € R? durum vektoriinli, u, € R” girdi vektoriinii, y, € R"
¢ikt1 vektortni, v, w,, R* ve R' de ve birbiriyle iliskisiz sifir ortalamali, birim
kovaryansl giiriiltii terimleri ve H,,G, zamanla degisen mxk ve gx[/ boyutlu

matrisleri gostermektedir. x, baslangi¢ kosulu sabit ve f(.,.) ve A(.) fonksiyonlarmin

her ikisinin de siirekli tiirevlere sahip oldugu varsayilsin. Bu model i¢in bir durum

tahmin edicisi,
$=r&nu)+ kK (v, -nk)) (5.3)

ile verilir. Burada K, zamanla degisen gxm boyutlu gozlemci kazang matrisidir.

Durum tahmini ¥, ile gosterilmek iizere, f(.,.) ve A(.) fonksiyonlar: birinci dereceden

stirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar olduklarindan,

An :g(§”7un) (54)
ox



(5.5)

olmak iizere,

f(xna”n)—f(§naun) =4 (x, —§n)+qo(xn,§n,un) (5.6)
ve
hx,)~hE) = C,(x, -3+ 206, %) (5.7)
bi¢iminde yazilabilirler.
n zamaninda ki tahmin hatas1 ¢, ile gosterilmek tizere,
¢, =x,-%, (5.8)

dir ve (5.1) den (5.3) lin ¢ikarilmasi ve (5.2) ile (5.4)-(5.7) nin géz Oniine alinmasiyla,
Grﬁl :An ([_Kncn)GH +rn +Sn (59)
olarak elde edilir. Burada,

r=p(x Yu)-K y(x.%) (5.10)

s, =Gw —K H v (5.11)

dir. (5.9) daki hata dinamigini incelemek igin stokastik siireclerde sinirlilik i¢in verilen

iki tanim kullanilabilir.



Tamm 5.1. Eger 77,v >0 ve 0 <@ <1 reel sayilari,

|

(5.12)

st <nlsl o +v

esitsizligini her n>0 degeri i¢in saglayacak sekilde mevcutsa ¢, stokastik siirecine

ortalama kareler anlaminda iistel sinirlidir denir (Agniel and Jury 1971, Tarn and Rasis

1976).
Tanim 5.2. Eger;

<0 (5.13)

sup i,
n=0

esitsizligi bir olasiligr ile saglanir ise stokastik silire¢ bir olasilik ile sinirhidir denir

(Agniel and Jury 1971, Tarn and Rasis 1976).
Lemma 5.1. V (¢,) stokastik siireci i¢in,
2 - 2
s <7, ) <v]s| (5-14)

ve

st =V u=-al,(s,) (5.15)

E{Vnﬂ(gnﬂ)

esitsizliklerini (5.9) un her ¢6ziimii i¢in saglayacak v, v, 1>0 ve 0<a <1 reel sayilar
mevcut olsun. Bu durumda stokastik siire¢ ortalama kareler anlaminda {istel sinirlidir

denir ve

) , n-1 _ 5.16
}s{E{Mgoll }(1—a)"+§z<1—a>’ (310

Ef

Sn



V n>0 igin gergeklesmis olur, iistelik stokastik siire¢ 1 olasilikla sinirhidir (Reif et al.
1999, Agniel and Jury 1971, Tarn and Rasis 1976, Goodwin and Sin 1984, Morozan
1968, Curtain 1972).

5.1.1. ilerletilmis Kalman Filtresi icin hata simirlar

Tammm 5.3. Bir kesikli zaman stokastik Ilerletilmis Kalman Filtresi asagidaki fark

denklemleri ile verilir (Reif et al. 1999).

Durum Tahmini I¢in Fark Denklemi:
Y0 =7 &)+ K, 0, - hR) (5.17)

Riccati Fark Denklemi:

P =AP A +0,-K,(CRCl +R)K] (5.18)
Lineerlestirme:
4 :g(%’un) (5.19)
C :%(§n) (5.20)
Kalman Kazanci:
K, =A4,B,C[(C,P,C]+R)" (5:21)

Burada, O, zamanla degisen, simetrik, pozitif tanimli g xg boyutlu matris, R zamanla

degisen simetrik pozitif tanimli m xm boyutlu matristir.



Not: O, ve R matrisleri i¢in alisildik se¢im bunlarin (5.1) ve (5.2) ile verilen

sistemdeki giiriiltii terimlerinin kovaryanslari olmasidir ve

Q?‘l = G?‘l G?‘IT

R}’l = H}’IHVIT
seklindedir.

Deterministik tahmin probleminde bu se¢im, G,G! =0, H H! =0 seklindedir (Reif et

al. 1996, Reif et al. 1997).

Reif et al. (1999) calismalarinda hata teriminin sinirliligl i¢in asagidaki teoremi

vermisglerdir.

Teorem 5.1. (5.1), (5.2) ile verilen lineer olmayan stokastik siire¢ ve Tanim 5.3 ile

verilen ilerletilmis Kalman Filtresi goz 6niine alinsin. Asagidaki varsayimlar saglansin,

1) Vr >0 i¢in ;,E, E’; > 0 pozitif reel sayilari,

4] <a (5220
I <c (5.22b)
pl <P, < pl (5.22¢)
gl <0, (5.22d)
rI<R, (5.22¢)

esitsizliklerini saglayacak sekilde mevcut olsun.

2) Vn >0 igin A, tersinir olsun.



3) x,§eR”, ||x—§||£e¢ ve Hx—§||£el olacak sekilde €,,€ ,k,,x, >0 reel sayilari
mevcut olsun. Bu durumda 5.10 ile verilen ¢, y lineer olmayan fonksiyonlart sinirl

olur,

Lo u) < x, [|x %P (5.23a)

lzedlc, |x-1F (5.23b)
Boylece eger, baslangi¢ tahmin hatasi igin,

||g0|| <e (5.24)

esitsizligini saglayacak bicimde €> 0 sayisi ve giiriiltii terimlerinin kovaryanslari,

G,GI <61 (5.25)

HH' <51 (5.26)

smirlarinda olacak sekilde o > 0 sayis1 bulanabilirse (5.8) ile verilen ¢, tahmin hatasi

ortalama kareler anlaminda ustel sinirlidir ve 1 olasilikla sinirlidir.

Teoremin ispati birka¢ lemmaya boliinmiistiir (Reif ef al. 1999).

Lemma 5.2. Teorem 5.1 in kosullar1 altinda; n>0, K, Kalman Kazanci ve I1, =P

olmak iizere,

(4,-K,C)'TI,_ (4, -K,C)<(-a)II, (5.27)

n+l

esitsizligini saglayacak bigimde O<a <1 reel sayisti mevcuttur ve burada

l-a= ! olarak bulunur (Lewis 1986).

(1+

(a+apc /r)



Lemma 5.3. Teorem 5.1 in kosullart altinda, T1, =P ve K,,r, (5.21) ve (5.10) da

verildigi gibi olsun. Boyle ise, €, K, , > 0 pozitif reel sayilart mevcuttur dyle ki;

P [2(4, —K,C)(x, —xa)+7 1<K, || x —xu | (5.28)

lx, —xa ||<€’ icin  saglanir  ve K'=(x, +E;E—Kl) olmak  {izere,
r

K

nonl

= K'l(2(5 + E;ElE) + k'€ ") olarak bulunur.
r

Lemma 5.4. Teorem 5.1 in kosullari altinda, T, = P olsun ve K,,s, (5.21) ve (5.11)
de verildigi gibi olsun. Bu durumda; & dan bagimsiz olarak pozitif reel bir K, >0

say1s1 vardir ki,

E{Stfnnﬂsn} < Kno[xeé‘ (529)

saglanirve K . = +—2m olarak bulunur. Burada,

noise

i2(G G") < Siz(I) = ¢5

iz(H H') < Siz(I) =md

dir.

Ispat 5.1.

V.s)=¢,11,5, (5.30)



fonksiyonu segilsin, T1, = P! ve P, pozitif tamimli oldugundan bu fonksiyon mevcuttur

(Mendel 1986).
(5.22¢) den,

1 1 (5.31)
—llg, IP< V,,(gn)S;Hg,, s

p i

yazilabilir, (5.14) esitliginde bu 1_22/— ve 1_/:%? ye tekabiil eder. Lemma 5.1 in
P £

gereksinimlerinin saglanmasi igin (5.15) de verildigi gibi E{V ,,(5,.,)|s,} i¢in bir iist

sinira ihtiyag vardir. (5.9) dan

Vn+1 (gn+1) = gnT+1 Hn+1 gn+1
I/nJrl (gnJrl) = (An (I _KnCn )gn + rn + Sn)THn+l(An ([ _Kncn)gn + rn + Sn) (532)

elde edilir. Lemma 5.2 nin uygulanmasiyla (5.30) da kullanilarak,

Vn+1 (gn+1) S (1 - a)Vn (gn ) + rnT HVH—I (2(An - KnCn )gn + rn) (5 '33)
+ 2Sf HIH-I ((An - KnCn )gn + rn) + S5Hn+lsn

olarak bulunur. E{V ., (s,.,)|s,} kosullu beklenen degeri alinsin, beyaz giiriiltii

-1

ozelliginden E{s. I1,,,((4,-K,C,)s, +7,)|,} ihmal edilebilir ¢iinkii ne IT , = P ne

de 4,C K, ,r.5, ,v, yada w, e baghdir. Kalan terimler lemma 5.3 ve lemma 5.4 ile

tahmin edilebilir;

) (5.34)

noise

E{I/nJrl (gnJrl) gn} - Vn (gn) = _aVn (gn) + Knonl gn

||gn|| <e'i¢in.



(5.35)

e=min(e',—

2pKn0nl )

olarak tanimlanmasiyla,

¢, <€ i¢in (5.30), (5.31) ile birlikte;

a
2 < ¢

2p

K S,

nonl

2 [04
<=V
5 (c)

elde edilir. Bunun (5.34) de yerine konulmasiyla,

G, <€ i¢in

E{V +1 (gnH) gn} V (gn) < aV (gn) +Knonl Gn + Kn01v65
(N
S%Vn(g )
EV,a(Gu)ls=V.(g,)< ——V (6,)+K,pii0 (5.36)

noise

elde edilir. ||g0|<e / ve v= / ve wu=K, 6 o0 olmak iizere lemma 5.1

uygulanabilir. Bununla birlikte, e<e oldugu durum g6z Oniine alinmak iizere

e<|s,|[<€ i¢in,

EW, .1 (S,0)|6,) — V(g)———V(g)+K 0<0 (5.37)

noise

esitsizligi tahmin hatasinin sinirliligini garanti eder (Gard 1988).

~2
[24S

T 2pK

noise

olarak sec¢ilmesiyle;



K. o<Zlc<Zr () (5.38)
2p

2

Sn

noise = —

olup (5.37) esitsizligi saglanir.

Boylece; baslangic hatast ve giirtiltii terimlerinin (5.24)-(5.26) ile sinirlandirilmasi ile

tahmin hatasinin sinirli kaldigi sonucuna ulasilir (Reif ef al. 1999).

5.2 Kisith Durumda Yakinsama

Bir onceki kisimda lineer olmayan kesikli zaman stokastik durum-uzay modellerinde
llerletilmis Kalman Filtresi tahmin hatasinin belirli kosullar altinda snirli kaldig
gosterilmisti. Bu kisimda lineer olmayan kesikli zaman stokastik durum-uzay
modellerinde durum degiskenleri i¢in bilinen bir 6nbilgi olmasi durumunda kisith
flerletilmis Kalman Filtresi tahmin hatasiin da belirli kosullar altinda sinirli kaldig
gosterilmistir. (5.1) ve (5.2) ile verilen kesikli zaman stokastik durum-uzay modeli ve

Dx, =d, kisit1 goz Oniine alinsin. Daha 6ncede sdylendigi gibi, n € N, kesikli zaman,
x, € R? durum vektorii, u, € R” girdi vektorii ve y, € R ¢ikt1 vektorii olsun. D, sxg
boyutlu sabit matris, d,, sx1 boyutlu bilinen vektdr, s kisitlarin sayis1 ve ¢
durumlarin sayisi olmak iizere s <g ve rank(D) =s oldugu varsayilsin. v ,w,, R* ve

R' de ve birbiriyle iliskisiz sifir ortalamali, birim kovaryansh giiriiltii terimleri ve
H, ,G, zamanla degisen mxk ve gx[ boyutlu matrisleri gostermektedir. Buna gore
Kisith Ilerletilmis Kalman Filtresi, Kisitsiz Ilerletilmis Kalman Filtresi tahmini ile

olusturulacaktir. Kisithh Kalman Filtresi tahmini x ile gosterilmek lizere genel olarak

(Simon and Chia 2002),
% =%, -w'DOWw'D)' (D}, -d ) (5.39)

biciminde elde edildigi ifade edilmisti. Burada, § Ksitsiz Merletilmis Kalman Filtresi

tahminidir ve W simetrik pozitif taniml1 agirlik matrisidir.



Kisitsiz ilerletilmis Kalman Filtresi tahmini,
Y= rQu)+ K, (v, - h})

olmak iizere bu sistem i¢in de kisitl durum flerletilmis Kalman Filtresi tahmini (5.39)

esitligi ile elde edilir. Kisitli tahmin hatasi

8,=x,-% (5.40)
ile tanimlanmak tizere,

8 =x —(x. =W 'D"(DW' DY (Dx. —d))
bi¢iminde olup, Dx, =d, nin gbz Oniine alinmasi ile,
9 =(I-w'D"(DW'D"Y' D)(x —%.)
olarak elde edilir. Boylece; n ci zamandaki kisitsiz tahmin hatasi
¢, =x, %,
olmak iizere, kisitli tahmin hatasi;
8 =(I-w'D"(DW'D")"' D), (5.41)

biciminde yazilabilir. Benzer sekilde;

Sun =4, =K,C,)g, +71, +5,

olmak iizere,



8., =I-w'D"(DW'D")"'D),,,
olup

8, =(I-w'D"(DW'D")' D)(4,-K,C,)g, +7,+5,) (5.42)

dir. Burada, r, ve s, daha once ifade edildigi gibidir. Kisitli hata dinamiginin analizi

i¢in daha Once stokastik stireclerde sinirlilik i¢in verilen iki tanim kullanilabilir.

Tamim 5.4. Kesikli zaman stokastik kisitli durum Ilerletilmis Kalman filtresinin Tanim

5.3 ile verilen fark denklemlerinden tek farki,
Durum Tahmini I¢in Fark Denklemi:
b= fGiu) + K, (0, —hR)
hesaplandiktan sonra her bir adim sonunda,
%, =% -w'DOW D) (DY —d )
” in hesaplanmasidir. Diger fark denklemleri oldugu gibi alinir.

Teorem 5.2.

xn+l = f(xn’un)+ Gan

v, =h(x)+Hyv,

ile verilen lineer olmayan durum-uzay modeli ve Tanim 5.4 ile verilen kisitli durum

Ilerletilmis Kalman Filtresi gz 6niine alinsin ve Teorem 5.1 in varsayimlari ile birlikte



W ||< w (5.43a)

ID|<d (5.43b)

varsayimlari da saglansin. Bu durumda, eger baslangi¢ tahmin hatasi i¢in,

|9 |l<e (5.44)
esitsizligini saglayacak bigimde ve giiriiltii terimlerinin kovaryanslari

GG’ <51 (5.45)

HH' <51 (5.46)

smirlarinda olacak sekilde 6,e>0 sayilart bulanabilirse (5.40) ile verilen 8, tahmin

hatasi ortalama kareler anlaminda tstel sinirlidir ve bir olasilikla sinirlidir.

Teoremin ispat1 i¢in Teorem 5.1 in ispatinda kullanilan lemmalar kullanilacaktir.
Ispat5.2. 3 =(I-Ww'D"(DW'D")"'D)g, ve [1, = P olmak iizere
V.(3,)=9" (Kov(3))™"8, (5.47)

fonksiyonu secilsin. (5.22c) den dolay1 bu fonksiyon asagidaki sinirlarda yazilabilir.

Ly psr @) p (5.48)
4p

4p Z
8, =W D" (DW"D')"'D)(4,-K,C,)s, +7,+s,)

ve

Kov(3, )= -w'D"(DW'D")"'D)Kov(s, I -W'D"(DW'D")"'D)"



olmak lizere

Vn+l(‘9n+1) = ‘9nT+1 (KOV(‘gnJrl))_l‘gnJrl
yazilabilir. Buna gore,

V.3 . )=¢c. .d-w'D"(Dw'D"'DY' (1-w'D"(DW'D")'D) "1l
x(I-w'D"(DW'D"Y'D)Y'({-w'D"(DW™'D")"'D)g

n+l
Vn+1 (19n+l ) = Vn+1 (grﬁ—l )

V.(3.)=(s +r +c(4 -KC)HYYI-w'D(DW'D"Y"' DY (I-w'D"(Dw™'D")'D)”’

n-n

1, (-w'D"(DW'D")'D)YI-Ww'D"(DW'D")Y'D)'((4,-K,C)g, +7,+s,)

n-n

dir. Boylece,

I/nJrl (8n+1) < (1 - a)Vn (Gn) + rnT Hn+1 (2(An - KnCn )gn + Vn) (5 49)
+ 25{ IT}Hl ((An - KnCn )gn + rn) + S5Hn+lsn

olarak elde edili, E,,,(3,.,)

&) kosullu beklenen degerinin alinmas:i ile,

4 =(I-w'D"(DW'D") "' D)g, olmak iizere, || 4, [<2]|g, |<2€" igin,

E(Vn+l (‘9n+1)

8)-V,(9)<-aV,(9)+ K, s, I’ +K

noise

S (5.50)

bulunur. Buna gore,

(5.51)

. (24
e=min(e',— )
2pKnonl

olarak segilmesiyle || 9, [[<2 e igin,



K 2£i_ 2S£V ZgV 9
wont 11 S Il 6 2p||§,,|| 5 (6, 5 ,(3)

olup bunun (5.50) esitliginde yazilmasiyla,

5.52
E(I/}'t+l(19n+l) l9}'1)_1/}'1(1971) < _%I/n(lgn)_‘_Knuiseé‘ ( )
elde edilir.
2e <9, |I< 2 € i¢in, bir e <e olmak iizere,
o« z? (5.53)
2pKnuise
olarak sec¢ilmesiyle ,
19 2
Knoise§ S i_ y S g Vn (1971)
2p 4 2
bi¢ciminde elde edilir, buna gore
E(V}'H—l (l9n+l) lgn) - Vn (lgn) S 0 (5'54)

elde edilir.

Sonug olarak baslangi¢ durum tahmininin ve giiriiltii kovaryanslarinin sinirlandirilmasi
ile kisith durum Kalman Filtresi tahmin hatasinin da siirli oldugu sdylenebilir. Bu
kisimda elde edilen sonuglar “Stochastic Stability of the Discrete-Time Constrained
Extended Kalman Filter” c¢alismasi adi altinda Turkish Journal Of Electrical

Engineering and Computer Sciences dergisine gonderilmistir.



6. EN COK OLABILIRLIK YONTEMI iLE MODEL PARAMETRELERININ
TAHMINI

Bu boliimde lineer, kesikli zaman, normal dagilima sahip sistemlerin parametrelerinin
log olabilirlik fonksiyonu kullanilarak belirlenmesi anlatilmistir. Yani sistemle ilgili
bilinmeyen parametrelerin Kalman Filtresi kullanilarak en ¢ok olabilirlik yontemiyle

hesaplanmas1 anlatilmistir.

Durum-uzay modellerinde kesikli zaman lineer sistem parametrelerinin en ¢ok
olabilirlik yontemi ile tahmin edilmesinde optimizasyon algoritmalar1 kullanilir ve bu

da tiirevlerin hesaplanmasini gerektirir.

{ Voo Visees yN} sonlu boyutlu, kesikli, lineer zamanla degisen normal dagilima sahip

gozlem degiskeni,

X, =Ax, +Bu +Gw,

v, =Hx +v,

durum-uzay modelinden elde edilsin. Burada, x, € R? sistem durum vektorii, y, € R",

sistem gozlem vektorii, w, € R ve v, € R" birbirinden bagimsiz sifir ortalamali ve

R ., n=k
0 , n#k

QO , n=k

0 , n#k ’ KOV(V"Vk):{

Kov(w,w,) = {

kovaryans matrisli normal dagilima sahip hata terimleri ve u, € R”, sistem kontrol

vektorudir.

E(x,)=0

Kov(x,) = Pl‘0

olmak tizere Kalman Filtresi,



$0=0

P(0) = F,

$0 =A%, + Bu, + AK [y, — HY,] (6.1)
K, =PH'(HPH'+R)"

P, =APA'+GQOG'- AK (HP.H'+R) 'K A'

n+l

bi¢iminde alinsin. Burada, P_, denklemi Riccati denklemi olarak bilinir.

n+l

A,B,G,H,Q ve R matrisleri bilinmeyen parametreler i¢ersin. Bu parametrelerin biitiini

© vektorii ile gosterilsin. y nin {yH, VY nsews Vi yo} iizerine kosullu dagilimi

ortalamast HY, ve varyanst [P H '+ R olan normal dagilima sahip (Wilson and Kumar

1982, Anderson and Moore 1979) oldugundan negatif olabilirlik fonksiyonu;

J(0)= iln[det(HP,,H'Jr R)+iz(HP,H '+ R (3, - HY.)(y, - HY,)' (6.2)

n=0
biciminde yazilir ve parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri bu fonksiyonun
parametrelere gdre minimizasyonu ile elde edilir. Bunu elde edebilmek icinde negatif

olabilirlik fonksiyonunun bilinmeyen parametrelere gore tlirevlerinin alinmasi gerekir.

Wilson and Kumar (1982) ve Hooker (1994) calismalarinda K, ve P’ nin zamanla

degismedigi ve P’ nin
P=APA'+GQG'— AK(HPH'+R)'K' A" (6.3)

Riccati denklemini sagladigi durumu goz Oniine alarak tiirev alma islemlerini

yapmuslardir. Kisaca bu iglemler anlatilsin;

(6.3) esitligi saglandiginda yani K, =K ve P, = P oldugu durumda



s =(y, —HY)
T, (n)=33,"

R

I, =
55 N & I'55(n)

P, =HP H'+R
olmak tizere negatif olabilirlik fonksiyonu,
J(0)=(1+ N)(In[det(P,)]+izP, T ) (6.4)

olarak yazilabilir.

6.1 Log-Olabilirlik Fonksiyonunun Tiirevleri

P =(HPH'+R)

olmak iizere negatif log-olabilirlik fonksiyonu J’ nin, ® vektoriinde bulunan

bilinmeyen parametre € ya gore tlirevi, (1+ N) carpim faktorii gozardi edilerek ve
oP,
zz(—M) G, ve lz( Lo P =G,

olmak tlizere

Sé lz(—M) + zz(

=G + G 6.5
1 2

P

yazilabilir. Burada,



_ p-l -1 -1
M=P'-P TP,

dir. G, ve G, nin elde edilmesi gerekir. ilk olarak G, ele almsn. P, ifadesi

kullanilarak ilk tiirev alinirsa,

G, = 2iz(2—1;1PH '"M)+ iz(%M) + iz(Z—ZH '"MH)
olur.
A=A(I - KH)

alinmak lizere, oP 50 ifadesi

1L% vara=f (6.6)
00 00
esitligini saglar ve burada
Q:a—APA' AKaﬂPA +l—(GQG) —AK oR K'A'
00 00 20 00
dir.
G, ’ nin elde edilmesi igin,
R Y (6.7)
I. x(n)o'(n
CaRp X(n)8'(n)

olarak alinsin.



0x/06(n) = s(n) olmak iizere
s(n+1) = As(n)+d(n)

olarak yazilabilir ve burada

0A ~ 0 OB
= —Xn - A -
d(n) 89x +86’( K)yn+89un

dir. Buna gore,

1

isné'n P'H)

oH 0
G, =-2iz(—TI. P )-2iz
2 (86’ b )= 2iz( s

biciminde yazilabilir.

Dikkat edilirse 8J/00, Riccati denklemine ve 6ngérii denklemine duyarli terimlerle

birlikte sistem matrislerinin tiirevlerini icermektedir. Bu duyarli terimler sistem

matrislerinin tiirevleri bigiminde yazilmalidir.

G, ifadesindeki ikinci terim, yardimci denklemlerle ilgili asagidaki sonuglarin

kullanilmasi ile diizenlebilir (Yared 1979).

S(n+1)=Cs(n)+d(n),n =0,1,....N-1

olmak iizere,

L zis'(n)cn ziz(ﬁ:s(n)c'n)

ise



L=s'(0) 4+ (O d (n-1)4)

=iz(s(0)/1'0+id(n—1)/7«'n)

k=1

olarak yazilabilir. Burada,

A,=C'A  +c,,n=N-1..0
ve
Ay =cy
dir.
Yukaridaki sonug,
4y=A'2, +H'P'S,
Ay =H'P'5,

olmak iizere C=A4 ve c, =H 'Py’lén icin kullanilirsa,

§ .
! 35,8 P H) = ~2iz L (@,
~ 7 N+1 060

—2iz(
N+114

olarak yazilabilir.

d(n) ifadesi 00 / 060 =0 oldugu kullanilarak G, ifadesi,

N
0+ z dn—l//l’ 'n—l)

n=1

(6.8)



. OH - .04 0 oB
G2 = —2ZZ(%F;51)}, l)—2l2(%r;dL -f'%(AI()Fy}L +£Fuﬂ,)

olarak yazilabilir. Burada,

r. = ﬁﬁ;x(n ~1DA'(n) (6.9)
” Zﬁgu(n—l)/l'(n) (6.10)
Fv=77 12 Z y(n—1)1'(n) (6.11)
dar. 82/ 00 ve 0/00(AK) igin bu ifadelerin kullanimi ile
(6.12)

o = N+IZ(S &

olmak iizere,

aJ . oP, . Lo = .04
5" zz%(H MH -2H'P]'T,, A)—2zz£(r;d +KT,,)

—2lz (FM) (ZF;fll“ﬂAK -M)+ 21'22—[;

(TP PA TP+, + KT, )AK + K(I =T 5P
olarak elde edilir. Burada halen 0P/0@ ifadesi bulundugundan bunu yok etmek igin,
H'MH-2H'P,'T,A=S

olarak almsin. 0P/00 simetrik matrisi,



Za—PZ'+Q+Q'=8—P
00 00

olmak iizere 0J/00 ifadesinin ilk terimi,
oP
iz(—S
5>

olur.
Simetrik W matrisi,

(6.13)

AW A+

esitligini sagladiginda

. oOP S+S§'
iz—(
00

iz(% S) = )= izW(Q+Q") = 2iz(WQ)

olarak yazilabilir (Yared 1979).
Boylece Q2 nin yerine konulmasi ile,

oJ 04  — oG

— =2iz—(PF'W -T'.. —KT,,)+2iz—(QG'W

06 'z 849( M )+ 2iz 20 (@ )

—21'288—1;1(—%61’;1 —PZT'&P;w(r;ﬂ+Kr&)AK+K(1—F%Py-l)—PZ'WAK) (6.14)

): _ 00
2iz— (T )+iz—=(G'WG
lzae( uﬂ) lzae( )

+iz%(2PylF&AK —P'(I-T 4P ")+ K'A'WAK)



olarak elde edilir.

Log olabilirlik fonksiyonu hesaplanirken yapilan islemler asagidaki gibi adim adim

Ozetlenebilir;

1) {y,,n=0,1,...,N} ve {u,,n=0,1,...,N -1} dizilerini tut.

2) F,G,H,B,Q,R matrislerini tahmin et.

3) (6.3) Riccati denklemini ve §n+1 Oongorii denklemini ¢oz. {§n,5n,n=N,...,0}

kayitlarini ve I' 55, T's - matrislerini tut ve (6.4) ile verilen J* yi hesapla.

4) {in,n =N,...,0} ve I'y ,T",,,T",, ve I'y, i¢in (8.8) ile verilen yardimci denklemi ¢6z.

5) W igin (6.13) ile verilen lineer matris denklemini ¢6z.

6) (6.14) den J’ nin tiirevini hesapla.

Kalman tahmini zamanla degisiyorsa yani P, ve K, zamanla degisiyorsa,

A~

N aP N . !
A _ D iz(———= (7) M)+ Ziz((aé—i,”é'n +0 0, )P (n))

00 =7V 60 00 "

= G, + G, (6.15)

M, =P\ (n)= P, ()T P, (n)

P (n)=(HE,H'+ R)



olmak tizere, G, ifadesinden baslanirsa, P,(n) kovaryans matrisinin tirevinin alinmasi

gerekir;

oP, v
)(n) =(8—HR1H'+H%H'+HR18i+a—R)
oo oo 00 00 00

Buna gore, M, matrisi ile sondan carpilip izi alinirsa,

N
G = Z(2iz(a—HR1H'Mn)+iz(%H'MHH)+Z'Z(8_RM”))
oa oa da

n=0

elde edilir. Burada kovaryans matrisi,

P, =APA'+GQOG'-K (HPH'+R) 'K,
nin tirevi
%=8—AP,1A'+A 2 +AP,1%+%QG'+ ¢2g +GQ£
o0 00 00 00 00 00 00
oK,

K KP()aK;
APy,

. op
(HPH'+R)Y'K —K, g;”)

00

olur. G, ifadesi i¢in,

Ty =, -HY) (0, -HY)'

s =(y, —HY)
olmak tlizere

OCy(m) _ O, Mg _Ha§c,, 5
00 00 00 00" "




s @ gy o, .
20 "0 06

)

. . —1 . . e . .
Bu tiirevin P, (n) ile ¢arpilmasi ve izinin alinmasi ile,

N

5yn _ OH ak%‘n 1

. 6y
G = —L— k%n— - P
= 251G ae "G a9 i H g B
N
‘Z 8Hk‘5P (n))+212 H5P '(n))
olur. Burada §n+1 tiirevi
ok _oag 0% 0K e sy K(ayn_aﬂ§n_Ha§,,)
00 06 00 00 00 90 00

dir. G, ve G, ifadelerinin toplanmasi ile log-olabilirlik fonksiyonu elde edilir.

6.2 Standart Hata

Parametre tahminleri hesaplandiktan sonra standart hatalar1 asagidaki sekilde hesaplanir

(Anderson et al, 1995).
J,(6) = In[det(HP,H '+ R)}iz(y, - HY,) (HP,H '+ R)™ (v, - HY.) (6.16)

olmak tizere;

S.(©) = diag \/(26‘] ©) aJa ég) ™) (6.17)

bi¢imindedir. Buna gore tiirevlerin elde edilmesi gerekir,



M, =P (n)= B (n)5,(m)3,F," (n)

olmak iizere,

aJ,0) _ () o5,
20 (P() —)+ aaP()5 +6,P, (n)
P, (n)

5P L AL

. . LOP(n) 85 __ ., 00,
=iz{(P;'(n)—- P, (n)5,6, aye +lz{ﬁf§)l(’1)5ﬂ+5ﬂf}1(”)%}

oP”!
D by + {P()aw}

=iz{

dir.
6.3 Durum-Uzay Modelleri I¢in Optimal Kontrol

Indirimli stokastik regiilator problemi gdz 6niine alinsin. Bu optimizasyon problemi,
r{li{l EOZ,B" (x;Rlxn +u Qu, +2x,;Wun) (6.18)
n n=0

X, =Ax,+Bu, +Gw,

bicimindedir (Anderson et. al. 1995). (6.18) ile verilen fonksiyon kayip fonksiyonu

olarak adlandirilir ve kayip fonksiyonunda bulunan R, ve O, matrisleri simetrik ve

negatif olmayan matrislerdir. Bu kontrol probleminin ¢oziimii

ile verilir ve burada



F,=(Q,+BB'(R),.B) (BB'(R),, A+ W) (6.19)
Ve

(B),. =R +pAP),A-W +BA(R),B)Q,+pB'(R),B)" (6.20)
x(BB'(R),A+W")

dir. Durum vektorii bilinmediginde optimal kontrolii bulmak i¢in, Kalman Filtresi ile

durum tahmin edilerek u, = —F, X, olarak kullantlir.

Kayip fonksiyonundaki Q,,W ve R, matrisleri de bilinmeyen parametreler igerebilirler.

Bu durumda bunlarinda tahmin edilmesi gerekmektedir. En ¢ok olabilirlik yontemiyle

bunlarin tahmin edilebilmesi i¢in bu matrislerin tiirevlerine ihtiya¢ duyulacaktir.

6.4 Durum-Uzay Modellerinin Parametrelerine Gore Tiirevleri

Durum-uzay modelinde model parametreleriyle birlikte optimal lineer regiilator
problemi i¢in verilen maliyet fonksiyonunda da bilinmeyen parametreler olabilir. Bu
durumda durum vektorii (Anderson et al. 1995),

x,,, =Ax, +Bu, +Gw,

olmak Tizere, optimal kontrol u, =—Fx,  olarak elde edildiginden bunun yerine

yazilmasiyla,

x,,, =Ax +B(-Fx, )+Gw,

x,,,=(A-BF)x, ++Gw,

bi¢giminde olur. Burada,



F=(0+pBB'RB) (BB'RA+W")
olmak tizere
P =R +fA'BA—(W +A'BB)(Q,+ BB EB) (SB'BA+W")

oldugu daha once ifade edilmisti. Burada (Q,, R, ve W matrisleri de bilinmeyen

parametreler i¢erdiginden bunlarin da tahmin edilmesi gerekir. Bu nedenle,
x,, =(A-BF)x,+Gw,

olmak iizere A, =(A—BF) bi¢iminde alinarak daha 6nceki kisimda anlatilan islemler

bu durum denklemi g6z Oniine alinarak yapilir. Maksimize edilecek fonksiyon burada

aymdir. Sistem gecis matrisinde 4 yerine A4,’in almmasiyla Kalman Filtresinde

degisimler olacaktir.

(R), =R +BA(R), A=W+ BA(R),B)Q, + BB (R),B) (BB(R), A+ W
F,.,=(Q +BB(R),.,B) (BB'(R), ,A+W")
%0 =4-BF, )} + K [y, -HY.]
K, =(A—-BF,)PH'(HPH'+R)"

b, =((A4-BF,)-K,H)F(4-BF)-H'K, )+ GOG'
A, = (A—-BF) olmak iizere 4, in 6 parametre vektoriine gore tiirevi;

oA oA 0B poF

00 060 00 00

ve F’ nin tlirevi;



OF 860 0B oP, OB
— =—(0,+pBB'PBy(=+—PB+pBB'—-B+B'P—)F
20 O +p 1)(80 ,386,1 B 20 p 160)

oP, o4 oW’

OB
+(Q+ BB'PB) (B—PA+BB'—- 4+ B'P—=+"—
(Q+BB'RBY (B— - RA+pB'— A+ BB R— +— ")

olarak elde edilir. Burada % tiirevi,
B =R+ P4 BA- QB RENAG SRR P PA )
.

oldugundan,

%—a—R+ﬂaiPlA+ﬂA'a—};A+ﬂA'R%

00 06 T 00 0
oW A" OP OB
(i B PR BA L B AP
(ae ﬂael P 00 P lae)

o0 OB' oP OB
+F'(—=+p—PB+B'— B+ fB'P—)F
(ae ﬁae Brp 00 p lae)
0A owW'

OB oP
-F'(f—PA+pB'— A+ pBB'P—+——
(ﬁae A+p 00 P '00 ae)

. oP @R oA’ 0B’
= BA, LA + L+ =4, - BF'—PA
ﬁ 089 0 80 ﬂae 0 ﬂ 89 170

+/3(A'—F'B')Pla—A—a—WF—F'aﬂ+F'%F
06 06 00 00

olarak elde edilir (Anderson et al. 1995).

Goriildigi gibi bu tahminlerin elde edilebilmesi i¢in verilen tiim tiirevlerin

hesaplanmas1 gerekir. Bu da olduk¢a karmasik ve cok islem gerektiren bir yontemdir.



7.UYGULANAN KONTROL BILINDIGINDE DURUM-UZAY
MODELLERININ EKONOMIK PARAMETRELERININ TAHMINI

Bu boéliimde uygulanan kontrol bilindiginde bu kullanilarak kayip fonksiyonlarindaki
parametrelerin nasil tahmin edilebilecegine iligkin bir yontem verilmis ve bu yontemin

ekonomi literatiirine katkisindan bahsedilmistir.

Uygulama c¢aligmalar1 kisminda, bahsedilen bu yontemin nasil galistigini sinamak
amaciyla simiilasyon c¢aligmalar1 yapilmis ve sonucglarin tutarli oldugu goriildiikten

sonra gercek veri seti kullanarak son uygulama caligsmasi tekrarlanmastir.

Ekonomi alaninda, optimal para politikalarinin Merkez Bankalar1 tarafindan nasil
uygulandigt ve bu siiregte karsilasilan problemlerin kontrol teorisi yardimiyla
coziimlenmesi ekonomi literatiiriinde giin gectikge daha fazla 6nem kazanan konular

arasinda yer almaktadir.

Uygulanan kontrol bilinirken parametreleri bilinmeyen kayip fonksiyonunu ve ekonomi
dinamiklerinin getirdigi kisitlar1 kullanarak modeli durum-uzay modeli haline getirmek
ve Kalman Filtresi yardimiyla bilinmeyen parametreleri tahmin etmek buradaki esas
amagtir. Ekonomi dinamiklerinin getirdigi kisitlar ¢ogunlukla enflasyon ve iiretim
acigimi gosteren denklemlerdir. Burada, uygulanan kontrol bilindiginde kullanilarak,

daha Onceki boliimde bahsedilen O,,R, ve W matrislerinde bulunan bilinmeyen

parametreler tahmin edilecek ve uygulanan kontrol mekanizmasi belirlenmeye
caligilacaktir. Bununla birlikte modelde bulunan sistem parametreleri de esanli olarak

tahmin edilebilecektir.

Kayip fonksiyonunun parametrelerini diger parametrelerle birlikte tahmin eden
calismalardan bazilar1 Salemi (1995), Favero ve Rovelli (2003) ve Ozlale (2003)’dir.
Favero ve Rovelli (2003) ¢alismalarinda GMM (Generalized Method of Moments)
teknigini kullanirken diger c¢alismalar problemi durum-uzay modeli ¢ercevesinde ele
alip Kalman Filtresi ya da EM algoritmas1 kullanarak ¢6zmiislerdir. Kayip
fonksiyonunun parametrelerini tahmin eden daha oOnceki bu calismalar merkez

bankalarinin zaman iginde degisebilen tercihlerini modellemede yetersiz kalmaktadir.



Bu calismalarda, ekonominin degisen dinamiklerine karst merkez bankalarinin ayni
tercihleri korudugu varsayimi yapilmistir. Oysa merkez bankalari, enflasyonun ytiksek
ya da hedefler dogrultusunda seyrettigi farkli durumlarda ayni tercihlerle para
politikasinm1 yiiriitmeyebilir ya da izlenen para politikasinda yapilacak bir degisiklik
merkez bankasi i¢in varsayilan kayip fonksiyonundaki tercih parametrelerinin alacagi
degerleri onemli olgiide degistirebilir. Bu nedenle ekonomi alaninda yapilan ikinci
uygulama calismasin da merkez bankalar1 i¢in zaman degiskenli kayip fonksiyonu
tanimlanmis ve bu fonksiyonun merkez bankalarinin tercihlerini yansitan parametreleri

modelde yer alan diger parametrelerle ayn1 anda tahmin edilmistir.

Ekonomi alaninda parametre tahminleri literatiirde genellikle en c¢ok olabilirlik
yontemiyle yapilmaktadir (Anderson et al. 1995). Bu calismada uygulanan kontroliin
bilindigi durumda parametre tahminleri hem Ilerletilmis Kalman Filtresi hem de en gok
olabilirlik yontemi ile yapilmis ve simiilasyon ¢alismasi yapilarak her iki yontemle elde

edilen sonuglar karsilastirilmistir.

7.1 Uygulanan Kontrol Bilindiginde Durum-Uzay Modellerinin Ekonomik
Parametrelerinin En Cok Olabilirlik Yontemi Ile Tahmini

Durum esitligi,

x,,, =Ax, +Bu +Gw, (7.1)

olmak tizere, optimal kontroliin u, =—F,x, olarak elde edildigi soylenmisti. Optimal

kontrol degeri ile uygulanan (ger¢ek) kontrol degeri arasinda bir fark olacagindan,

optimal uygulanan __
n n ~ %n

olarak alinmasiyla

x,,, =Ax +Be +Gw, (7.2)



biciminde yazilabilir. Buna gore durum esitligi,

_ optimal uygulanan
X, =Ax +B (u™"" —u; )+Gw,

n

olur. u”™" =—F x_ olmak iizere,

n

x, . =(A—BF)x, -Bu"™""" 1 Gw

n

olarak yazilir. Burada,

F,=(Q,+BBR),,B) (BB'(R),, A+W") (7.3)
Ve
(R),.. =R +BA(R),A~(W + BAR),B)(Q, + BB(R),B)" (7.4)
(BB'(R),A+W")

oldugu daha 6nce ifade edilmisti. Amag, uygulanan kontrol yani u,’ ler biliniyorken
bilinmeyen parametreleri tahmin etmek oldugundan durum vektori,
x,., = (A—BF)x,-Bu>*"“"" + Gw, (7.5)

olmak iizere 4, =(A—BF,) olarak alinip olabilirlik fonksiyonu olusturulmali ve 4,

matrisinde bulunan bilinmeyen parametrelere gére maksimize edilerek parametre

tahminlerine ulagilmalidir. Sistem gecis matrisinde A4 yerine (4—BF,)’ 1n alinmasi ve
uygulanan kontrolle optimal kontrol arasindaki farkin isleme katilmasiyla Kalman
Filtresinde degisimler olur. Buna gore, her bir adimda F, ve (P1 )n matrislerinin

hesaplanmas1 gerekir. Buna gore,



%0, P,(R),
F,,=(Q,+BB(R), B (BB(R), A+W")

§n/n—1 = (A — BF;PI )§n—1\n71 - By evlanan

n—1
§n‘n = §n/n—l + K,,[yn - Hﬁn/n—l]
(R), =R +pA(R), A=W +BAR), BXQ +BB'(R), B) (BB(R), , A+W") (7.6)

Py, =(A=BF_)P_, (4-BF,,)'+GOG'

~1jn-1

Pn‘n = ([ - KﬂH)Pn‘n—l

Kn = (A - BF;‘n—l )Pn‘n—lH '(Hpn‘n—lH '+ R)71

algoritmasi isletilerek,

J(0)= i In[det(FP,, \H '+ R)]+iz(HF,, ,H'+R)"(y, - 1%, 00, - HY ) (7.7)

n=

negatif olabilirlik fonksiyonu hesaplanip, bu fonksiyonu minimize eden parametre

degerleri hesaplanarak sonuca ulasilir (Anderson and Moore 1979).

7.2. Uygulanan Kontrol Bilindiginde Durum-Uzay Modellerinin Ekonomik
Parametrelerinin ilerletilmis Kalman Filtresi ile Tahmini

Ilerletilmis Kalman Filtresi, bilinmeyen ve zamanla de@isen sistem parametresi
bulunduran lineer durum-uzay modellerinde sistem belirleme icin elverisli bir

algoritmadir. Lineer olmayan durum-uzay modeli,

x,.,=A0)x,)+GO)u, +w, (7.8)
v, =H(O)x, +e, (7.9)

esitlikleri ile verilsin (Ljung, Sodestrom 1985). Burada, F',G ve H boyutlari uygun

sekilde se¢ilmis vektor degerli fonksiyonlari, w, ve e, sirasiyla R (0) ve R,(0)

kovaryans matrisli beyaz giiriiltii siireglerini gostermektedir.



Y =(xn j’En=(Knj’F=(l)l(n) Pz(”)}
BN L) " \(B'(n) B(n)

olarak alindiginda K ve P sirastyla Kalman Kazanci ve llerletilmis durumun
kovaryans matrisidir. ilerletilmis Kalman Filtresi algoritmas1 (Ljung and Sddestrém

1985),

X =An)Acn+Gnun+Kn(yn—Hn)Acn) (7.10)

% =0
0, =0,1+L (v, —H,_ X (7.11)

6 =6,
K,=(4,R(m)H, +M, B (nH, +A,P,(n)D, +M,P,(n)D, +R;,)S,’ (7.12)
S, =H,R(n)H, +H,P,(n)D; +D,P (n)H, +D,P(n)D, +R, (7.13)
L(n)=(R"(mH, , + B (n)D,")s,” (7.14)
R(n+1)=A,R(nA; +4,BmM, +M,B (n 4 +M,B(nM, ~K,SK, +R, (7.15)

PI(O) = Ho(go)

P,(n+1)=4,P,(n)+M,P(n)-K,S,L, (7.16)
P(0)=0

P(n+1)=P(n)~L,S,L, (7.17)
P(0)=F,

esitlikleri ile verilir. Burada,

A = A0,)
G =G (7.18)
H, =H(6,)

M, =M (B, xn,u)



MO, x,u) za—ag[A(H)x+ G(O)u] |

(7.19)

D>

Dn = D(én—l,;n)

~ 7.20
D@0 =40 (720

dir. Uygulanan kontrol bilindiginde ve optimal kontrolle uygulanan kontrol arasindaki

fark g6z Oniine alindiginda, (7.10) esitligi

Yo =(A—BF)xu—Bu, .. +Gu,+K,(y,—H,x:)

uygulanan

bi¢iminde alinmalidir. Yine, her bir adimda F, ve (F), matrislerinin hesaplanmasi

gerekir.

7.3 Parametrelerin Uzerinde Kisit Olmasi Durumunda Tahmin

Durum-uzay modelinde ve maliyet fonksiyonunda bulunan parametreler iizerinde,

DO =d (7.21)

n

biciminde bir iligki oldugu gbéz Oniine alinsin. Burada D sabit matris, d bilinen
vektordiir ve kisitlarin sayist durumlarin sayisindan kiigiik ya da esittir. Bu durumda

yukarida verilen tahminlerde bu kisitlarin da hesaba katilmasi gerekir.
7.3.1 Kisith durumda en cok olabilirlik yontemi ile tahmin

Boliim 7.1 de verilenlere ek olarak, (7.21) kisit1 g6z 6niine alinsin.

H'+ R)]+iz(HE), \H'+ R)" (3, HYp )y, - HY0 )"

‘n—l

J(O)= i In[det(HP,

fonksiyonunun minimizasyonu



DO =d

n

kisitt géz Oniine alinarak yapilmalidir. Burada bilinen kisith optimizasyon teknikleri

kullanilarak sonuca ulasilir.

7.3.2. Kisith durumda ilerletilmis kalman filtresi ile tahmin

7.2 ile verilen Ilerletilmis Kalman Filtresinde,

D6, =d

n

kisit1 gdz &niine almarak Kisitli Tlerletilmis Kalman Filtresi uygulanarak sonuca ulasilir.

Kisitl Kalman Filtresi, kisitsiz durum tahmini 6, nim kistt yiizeyine dik izdigiimii ile

elde edilir, yani,
D¥-=d olacak sekilde min(&% —9,)'T(% -9.) (7.22)

optimizasyon problemi ¢oziiliir. Burada, 7 simetrik pozitif tanimli agirlik matrisidir ve

problemin ¢oziimii
6,=0,-T"'D(DT"'D") (DO, —d) (7.23)

ile verilir. Buna gore Boliim (7.2) de verilen ilerletilmis Kalman Filtresi algoritmasinda

(7.11) esitliginin altina her bir adimda (7.23) esitligi getirilerek islemler yapilmalidir.



8. UYGULAMALAR

8.1 Tiimor Hiicrelerinin Kilcal Damarlardan Gegirgenliginin Online Tahmini

Kompartman Analizi bir biyolojik sistemin homojen kompartmanlara boliindiigii ve bu
kompartmanlar arasinda metaryal aligverisi oldugu varsayimiyla birlikte kullanilan biyo
matematiksel modelleme yontemlerinden birisidir. Kompartman Modelleri viicuttaki
ilag hareketiyle (farmokinetik) ilgili kullanildiginda materyal konsantrasyon degisimi
kendi farmokinetik parametresi ile zamana baglidir (Botsman et. al. 1997). Eger
parametreler  bilinirse  uygun  farmokinetik  denklemlerin  uygulanmasiyla
kompartmanlardaki konsantrasyon diizeyi tahmin edilebilir. Boylece parametre tahmini
problemi ortaya g¢ikar. Parametre belirleme problemi lineer olmayan tahmin
problemidir. Bu tahmin problemi, durum tahmin problemi ile birlikte ¢oziildiigiinde
lineer model lineer olmayan modele doniisecektir (Greval and Andrews 1984). Daha
oncede ifade edildigi gibi, Ilerletilmis Kalman Filtresi lineer olmayan sistemlerde

durum tahmini i¢in kullanilan en yaygin tahmin yontemlerinden biridir.

Ozbek and Efe (2004) calismalarinda, bir kisiye verilen ila¢ hareketiyle ilgili
olusturulan kompartman modeline uyarl Ilerletilmis Kalman Filtresini uygulamislardir.
Onerilen yontemi simiilasyonla iiretilen verilere uygulamislar ve kompartmanlar
arasindaki gecis orani parametrelerini zamanla degisen ve sabit olmak iizere iki

durumda da tahmin etmislerdir.

Cuccia and et al. (2003) calismalarinda, fare tiimorii modellerinde ICG (indocyanine

green) ve Methylene blue dinamiklerini incelemislerdir.

ICG, normal dokuya kiyasla tiimdrlii dokuda daha uzun siire kalabilen 1s18a-duyarl bir

ilagtir.

Bu c¢alismada ICG kompartman modelleri igin uyarli Ilerletilmis Kalman Filtresi
tiiretilerek Cuccia and et al. (2003)’de deneysel olarak elde edilen gercek veriler

kullanilarak, kompartmanlarin tiimor hiicrelerinin komsu damarlara yayilmasinda ve



damar i¢inden dokulara gegisinin 6l¢iimiinde kullanilan ICG yogunluklarinin tahmini ve

kilcaldamarlar arasindaki gegirgenlik parametresi tahmini yapilmistir.

8.1.1 ICG kompartman modeli

Kanser olusumu son donemlerde siklig1 artan patolojilerin basinda gelir. Eger herhangi
bir dokuda tiimdér varsa verilen ICG damar igi(plazma)nden ektravaskiiler alana
(timorli doku) geger. Tiimorlii dokudan da damar igine tekrar doniisler s6z konusudur.

Bu fizyolojik yapiya uygun olarak iki kompartmanli model diisiiniilebilir.

Bu kompartman modelinde, C, ile damar i¢indeki ICG yogunlugu, C, ile timoérli
dokudaki ICG yogunlugu gosterilmistir. &, orani damardan tiimorlii dokuya gegen ICG
orani, k, oram timorlii dokudan damar i¢ine gegen ICG oram ve k,, plazmadan
karaciger ve bobrege gecen ICG oranini ifade etmektedir. Bahsedilen %, orani, oldukga

kii¢iik oldugu i¢in matematiksel model olusturulurken bu oran géz ardi edilmistir.

k,
C " C
p al
Damar igi k Tiimorlii Doku
2

k 3

Karaciger/

Bobrek

Sekil 8.1 Kompartman Modeli

Timorli dokudaki ICG yogunlugu, damardaki ICG yogunlunun %, orani kadar artacak
(buradan gegisler s6z konusu oldugu i¢in) ve kendi yogunlugunun k, orani kadar

azalacaktir. Buna gore tiimdrlii dokudaki ICG yogunlugunun birim zamandaki degisimi,



ke, (- () 0

e

diferansiyel denklemi ile ifade edilecektir.

Yukarida da bahsedildigi gibi k; orani goz ardi edilebilir ve boylece birim zamanda

plazmadaki ICG yogunlugu degisimi,

dc, (1) (8.2)

diferansiyel denklemi ile ifade edilebilir. Ciinkii birim zamanda sadece plazmada

bulunan ICG yogunlugunun £, orani tiimorlii dokuya gegmis olacaktir.

8.1.2 Gegirgenlik parametresi tahmini i¢in ilerletilmis kalman filtresi

Boliim 2.2 ile verilen lineer olmayan durum-uzay modeli ve Ilerletilmis Kalman Filtresi

g6z Oniine alinsin.

n

x, =[x, x,,], n zamaninda tahmin edilecek durumlar1 i¢eren durum vektorii olsun.

Burada, X, =C, ve X, , =C, olacaktir. Buna gdre durum-uzay modeli (Ek 1),
xl,n+l 1- klAt k2At xl,n
X = =
" kA, 1-kA, || x,, (8.3)
v, =[0 1]x,

seklinde yazilir. Burada, k; ve k, gecirgenlik parametreleridir. @, ((9) ile ifade edilen

sistem matrisi, bilinmeyen 6’=[k1 kz]' parametresinin bir fonksiyonu olmus olur.

Burada amag bilinmeyen € parametresini belirlemektir. Bunu belirleyebilmek igin &



parametresi rasgele yiirilyiis siireci olarak diisiiniiliip Boliim 2.2. ile verilen ilerletilmis

Kalman Filtresi uygulanarak parametreler tahmin edilebilir.

8.1.3 Deneysel sonuclar ve tartisma

Yapilan caligmada, matematiksel modelde plazmadaki baslangic ICG yogunlugu
C,(0) =5 ve baslangi¢ aninda ektravaskiiler alandaki ICG yogunlugu C,(0) =0 olarak
alinmustir. flerletilmis Kalman Filtresi hem durum tahmini hem de parametre tahmini
icin kullanilacagindan parametreler i¢cin de baslangic degerlerinin verilmesi
gerekmektedir. Iyi olusturulmus bir modelde, gegirgenlik parametreleri &k, igin
baslangi¢c degerlerinin se¢imi ¢ok biiyiikk dnem tasimasa da yakinsamayi hizlandirir.
Durum vektorii x =[x, x, k, k,]' olacaktir. x,, plazmadaki ICG yogunlugu, x, timor
hiicresindeki ICG yogunlugu, k, ve k, bahsedilen gecirgenlik parametreleri olacaktir.
Kontrol olarak ifade edilen sistem girdisi u, =0 olarak varsayilmistir. Gegirgenlik
parametresi sabit olacagindan, unutma faktorii « =1 olarak alinip Standart Ilerletilmis
Kalman Filtresine gore tahminler elde edilmistir. Bununla birlikte, & >1 alinmasi ile
Ozbek and Efe (2004) deki gibi zamanla degisen tahminler elde edilebilir. Durum ve
parametreler icin baslangic degerleri x(0)=[5 0 0.2 0.1]' olarak alinmistir. Sistem
giiriiltisii i¢in standart sapma 0.025 ve Ol¢lim giiriiltiisti i¢in standart sapma 0.075
olarak alinmistir. & ,k, parametrelerinin standart sapmasi innovasyon kovaryans matrisi

S nin i¢inde yer alsin ve 0.005 ile 0.001 olarak alinsin. Anlatilanlara gére Matlab ile

yazilan program Ek 2 ile verilmistir.

Modele gore gecirgenlik parametreleri hakkinda herhangi bir bilgi yoktur ve bunlarin
tahminleri iretilir. Ektravaskiiler alandaki ICG yogunlugunun deneyinde, yogunluklar

500 saniye izlenmistir.

Sekil 8.2°de gozlenen ICG yogunluklari (mavi) ve bunlarin Kalman Filtresi tahminleri
(kirmizi1) verilmistir. Buradan olusturulan matematiksel modelin gézlemlere iyi uyum

sagladig1 kolaylikla goriiliir.



Sekil 8.3’de kompartmanlardaki ICG yogunluklar1 (durum tahminlerini) goriilmektedir.

Sekil-8.4°’de de asil amag¢ olan tiimor hiicrelerinin kilcal damarlardan gegirgenlik
parametreleri tahminlerinin grafikleri verilmektedir. Dikkat edilecek olursa gecirgenlik
parametreleri duragan bir duruma yakinsar ve bu deger etrafinda ¢ok az degiskenlik
gosterir. Tiimdr hiicreleri yasayan hiicrelerdir ve gecirgenligi etkileyen gercek faktorleri

saklarlar.

IS5 konsantrasyonu, Farmokinetik Llyum

1 1 1 1 1
o 100 200 300 400 s00 00
Faman t

Sekil 8.2 Gozlenen(Mavi) ve Kalman Filtresi ile Tahmin Edilen(Kirmizi) ICG
Yogunluklar

Flasma, 1. Komparman

%1 Tahmini

1 1 1 1 1
] 100 200 300 A00 500 B500

Zar‘nani
Extravascular space, 2. Kampartman

%2 Tahmini

1 1 1 1 1
o 100 200 200 A00 00 s00
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Sekil 8.3 Kompartmanlardaki ICG Yogunluklarinin Tahminleri



1. Kompartman

0.4

0.3 —

0.2 =

k1 Tahmini

1 1 1 1 1
100 200 300 400 500 E00

armarn t
2. I(Zompar‘tman

]

0.4

k2 Tahmini
(]
8]
|

1 1 1 1 1
100 200 300 A00 500 GO0
Larman t

(]

Sekil 8.4 Gegirgenlik Parametrelerinin Tahminleri

ICG yogunluklar1 ve gecirgenlik parametrelerinin tahminleri Cuccia et al. (2003)’de
uygulanan lineer olmayan en kiiciik kareler Levenberg-Marquart Algoritmasi ile

karsilastirildiginda dnerilen ilerletilmis Kalman Filtresi yonteminin avantajlari,

e Ilerletilmis Kalman tahminleri karisik denklemlere gerek kalmadan daha basit bir

yaklagim sunar.

e ICG yogunluklart ve gecirgenlik parametrelerinin her ikisinde olan biitiin

degisiklikler tiim gézlem boyunca hassasiyetle belirlenebilir.

e Sunulan model, durum ve parametrelerin baslangic degerlerinden bagimsiz olarak

durum ve parametrelerin her ikisindeki degisim oranini bulur.

e Kompartmanlarin herhangi birinin &l¢limleri olmasa bile her iki kompartmaninda

ciktilar1 tahmin edilebilir.

e Eger plazmadaki hiicre sayilar1 bilinirse uygun olusturulan Ilerletilmis Kalman Filtresi
ile extracellular hiicrelerinin sayis1 belirlenebilir. Bu da diger kompartmandan transfer
edilen hiicrelerin sayisinin online olarak tahmin edilebilmesi anlamina gelir. Bu da

tiimor patolojisinin siiresinin tahmininde oldukca 6nemlidir.



8.1.5 Kisith durumda ge¢irgenlik parametrelerinin tahmini

Bu kisimda, fare tiimorleri kompartmanlart arasinda ICG transferini saglayan kilcal
damar gegirgenlikleri hakkinda ekstra bir bilgi olmasi durumunda tahmin konusu ele

alinacaktir. k, ve k, parametreleri arasinda k +k, =.4 seklinde bir 6n bilgi oldugu

varsayilsin. Bu on bilgi 15181 altinda deneysel olarak elde edilmis olan veriler
kullanilarak parametre degerleri zaman degiskenli olarak hesaplansin. Kisit isin igine
katildig1 i¢in her bir t aninda gecirgenlik parametrelerinin toplami .4 olacak sekilde
sonuglar elde edilecektir. Buna gore elde edilen tahminlerin grafikleri asagidaki gibi

olacaktir.

1. Kompartman
0.4 T

| | | | |
0 100 200 300 400 500 600
Zaman t

2. Kompartman
0.4

| [ | [ [
0 100 200 300 400 500 600
Zaman t

Sekil 8.5 Kisitli Durumda Gegirgenlik Parametreleri Tahminleri (kirmizi-kisitli tahmin,
mavi-kisitsiz tahmin)

8.1.6 Sonuc

Bu uygulamada, fare tiimorleri kompartmanlar1 arasindaki ICG transferi ve

eliminasyonu i¢in iki-kompartmanli farmokinetik model tanitildi. Deneysel olarak elde



edilen gozlemler icin analizi yapildi. Onerilen yontemle hem kompartmanlardaki
yogunluk hem de kompartmanlar arasindaki transferi saglayan kilcal damar
gecirgenlikleri elde edildi. Kompleks lineer olmayan diger algoritmalarla
karsilastirildiginda Ilerletilmis Kalman Filtresi olduk¢a uygun sonuglar ve ekstra bilgi
saglamaktadir ve kanserli doku orneklerinde tiimor hiicrelerinin davranigini analiz

etmede kullanilabilecek bir yontemdir.

Bu kisimda elde edilen sonuglar “Online Estimation of Capillary Permeability and
Contrast Agent Concentration in Rat Tumors” ¢aligsmasi ad1 altinda Hacettepe Journal of

Mathematics And Statistics dergisine gonderilmistir.

8.2 Ekonomi Ornegi 1

c,,i,a, ,y, ; n zamaninda, sirastyla tiiketim, yatirim, elde bulunan varlik ve digsal gelir

olmak iizere,

c,t+i, =ra,+y,

an+1 = an +in (84)
yn+1 = plyn +p2yn—1
kisitlarini saglayacak sekilde asagidaki kayip fonksiyonunu,
© (8.5)

minimize edecek parametre degerleri belirlenmeye calisilsin (Ljungqvist and Sargent

2000). Hane halk1 giderlerini minimize etmek {lizere tasarlanan bu kontrol problemi i¢in
¥s»¥., baslangi¢ kosullaridir ve 5>0,y>0,r>0,8 € (0,1) ve p,, p, parametrelerdir.

Ilk olarak verilen probleme uygun olarak durum-uzay modeli elde edilmelidir.

u,=i =a, —a, olmak lizere 3 boyutlu x, durum vektorii asagidaki sekilde yazilabilir,

n n



a,, 1 0 O a, 1
0 0
Yo |_|V P P2 7 I S P (8.6)
.| (010 Yoa | |0
1 0 0 0 1)1 0

Gorildigi gibi durum vektoriinde bilinmeyen parametreler mevcuttur.

Ayni sekilde yukarida verilen kayip fonksiyonuna ulasabilmek icin R,Q, ve W

matrisleri de agagidaki gibi tanimlanmalidir,

Poor 0 —br
1 0 -b
R=|" , O =14y, W=[-r -1 0 b]
0O 0 0 O (8.7)
~br b 0 b
Buna gore,
(c,=b) +yi’ =x Rx, +u Qu, +2x Wu, (8.8)

seklinde yazilabilir (Ljungqvist et al. 2000). Burada, ¢, =ra, +y, —i, olarak alinmistir.
Dikkat edilirse R,,0, ve W matrisleri de bilinmeyen parametreler igermektedir. $imdi

bu parametre tahminlerini yapmak igin en ¢ok olabilirlik yontemi ve ilerletilmis Kalman
Filtresi yontemi kullanilsin ve sonuglar karsilastirilsin. Bu simiilasyon calismasinda
parametre degerleri (pl,pz,r,b,j/) = (1.2, -3, —.0526,30,1) ve f =1 olarak alinip
modelden veri {iretilmis, bu parametrelerin bilinmedigi varsayilarak tahminler yapilmis

ve bu degerlerle karsilastirnlmigtir. Bu kisimda elde edilen sonuglar Ek 3’ te verilen

programlarin ¢alistirilmasi ile elde edilmistir. Kullanilan gozlem vektorii,

1000 (8.9)
zZ = X +v
"“lot1oo|"



0.1 0| .
ve kov(v,) = dir.
0 0.1

8.2.1 En ¢ok olabilirlik yontemi ile parametre tahmini

(8.6) ve (8.9) ile verilen durum-uzay modeli ve (8.7) ile verilen denklemler gbz Oniine
alinsin. Bolim 7.1 de verilen bilgiler 1s18inda Kalman Filtresi igletilip en ¢ok olabilirlik

yontemiyle parametre tahminleri yapildiginda,

) tandarthata =0.0029
0 = p =0.6789 slandartiata
0.0056
=0.22
p, =0.2298 0.0008
y =-0.8346

sonuglar1 elde edilmistir. En ¢ok olabilirlik yontemiyle elde edilen bu tahminlerin

simiilasyonla tiretilen degerlere ¢okta yakin sonuglar verdigi sdylenemez.
8.2.2 Ilerletilmis kalman filtresi ile parametre tahmini

(8.6) ve (8.9) ile verilen durum-uzay modeli ve (8.8) ile verilen kayip fonksiyonu goz

Oniine alinsin. Tahmin edilmek istenen parametreler, 0:[,01 p,rb 7/]' vektori ile

gosterilsin. Bu modele 7.2 ile verilen Ilerletilmis Kalman Filtresi uygulansin.

(8.9) ile wverilen gozlem vektoriine gore birinci ve ikinci durum degiskenleri

gozlemlenmektedir. Yani a, ve y,’ ler gézlenmistir. Buna gore, Sekil 8.6 ile iiretilen

gozlem degerlerinin grafikleri verilmistir.
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Sekil 8.6 a, ve y, Gozlemleri

Sekil 8.7 ile gdzlem degerleri ve bunlarin ilerletilmis Kalman Filtresi ile tahminlerinin
grafikleri verilmistir. Burada mavi renkle verilenler simiilasyonla iiretilen gézlemler ve
kirmiz1 ile verilenler de ilerletilmis Kalman Filtresi ile tahminlerinin grafikleridir.
Grafiklere bakildiginda gozlemlerle tahminlerin ¢ok yakin ¢iktigi goriilmektedir. Yani

tahminlerin oldukga iyi oldugu sdylenebilir.
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Sekil 8.7 Gozlemlerin Tahmini(Mavi gercek-Kirmizi Tahmin)

Sekil 8.8 ile simiilasyonla iiretilen kontrol degerleri ile tahmin edilen kontrol degerleri

gosterilmektedir. Mavi ile simiilasyonla iiretilen kontrol degerleri, kirmizi ile tahmin



edilen kontrol degerleri gosterilmektedir. Sonuglarin birbirine olduk¢a yakin oldugu

sOylenebilir.

-0

L L L L L L L L L
a 50 100 150 200 250 300 350 400 450 s00
optimal kontrol kirmizi (mawi gercek kontrol)

Sekil 8.8 Gergek ve Optimal Kontrol

Sekil 8.9 ile p, ve p, tahminlerinin grafikleri verilmistir. Simiilasyonla p, =1.2 ve
p, =—.3 olarak iretilmisti. Grafiklere bakildiginda tahminlerin simiilasyonla iiretilen

bu degerlere oldukca yakin oldugu goriilmektedir.
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Sekil 8.9 p, ve p, Tahminleri



Sekil 8.10 ile » ile b tahminlerinin grafikleri verilmistir. Simiilasyonla, » =—.0526 ve
b =30 olarak iiretilmisti. Grafiklere bakildiginda r i¢in tahminlerin, b icin elde edilen

kadar 1yi olmadig1 sdylenebilir.
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Sekil 8.10 » ve b Tahminleri

Sekil 8.11 ile y tahmininin grafigi verilmistir. Simiilasyonla bu deger y =1 olarak

tiretilmisti. Tahmin grafigi de bu degere oldukga yakin ¢ikmustir.

0.95 -

0.93

0.21

a 100 =200 300 400 500 500
garma

Sekil 8.11 y Tahmini



8.2.3 Kisith durum

Parametreler arasinda,

ptp,=9

y+p =22

seklinde bilinen bir 6nbilgi oldugunda tahminler nasil olacaktir?

_
o
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kisit1 gdz Oniine almarak kisith ilerletilmis Kalman Filtresi uygulanarak tahmin
yapildiginda sonuglar asagidaki gibi elde edilir. Kisitlar sadece parametreler lizerinde

oldugundan iizerinde kisit olan parametre tahminlerinin grafikleri verilecektir.

Sekil 8.12 ile p, ve p, nin kisitli {lerletilmis Kalman Filtresi tahminleri verilmistir. Her
bir adimda p, + p, =.9 olacak sekilde tahminler elde edilmistir. Grafiklere bakildiginda
tahminler, simiilasyonla tiretilen p, =1.2 ve p, =—.3 degerlerine oldukca yakin elde

edilmistir.



Sekil 8.12 p, ve p, Tahminleri

Sekil 8.13 ile » nin ilerletilmis Kalman Filtresi tahmini verilmistir. ¥ igin kisitsiz

durumla karsilastirilinca, kisitli durumda elde edilen tahminlerin simiilasyonla iiretilen

y =1 degerine daha yakin sonuglar verdigi sdylenebilir.

Sekil 8.13 » Tahmini



8.2.4 Sonug

En ¢ok olabilirlik yontemiyle parametrelerle ilgili tek deger elde edilirken ilerletilmis
Kalman Filtresi ile zaman degiskenli parametre tahminleri elde edilmistir. Kisitsiz ve
kisith her iki durumda da elde edilen tahmin degerleri simiilasyonla iiretilen degerlere

oldukca yakin ¢ikmistir. Buna gore Onerilen yontemin iyi sonuglar verdigi sdylenebilir.

Bu kisimda elde edilen sonuglar “Simultaneous Estimation of Time Varying Parameters
in an Optimal Control Problem With Quadratic Objective Function and Linear

Constraints" ¢aligmasi ad1 altinda Computational Economics dergisine gonderilmistir.

8.3 Ekonomi Ornegi 2

Kayip fonksiyonundaki tercih parametrelerini 6nceden belirleyip, kontrol degiskeni olan
faiz oranlarinin ekonomiye gelen bir soka nasil tepki verecegi Rudebush and Svensson

(1998,1999) ve Claride et al. (1999)’da yer almaktadir.

Merkez bankalarinin tercih parametrelerinin, ekonomiyi karakterize eden parametrelerle
beraber tahmin edilmesi modelin gercegi aciklama giiclinii artiracak ve gozlemlenen
faiz oranlarmin nasil bir tercih sonucu ortaya ¢iktigi konusunda Onemli ipuglar
verecektir. Kayip fonksiyonu parametrelerini diger parametrelerle beraber tahmin eden
calismalardan bazilar1 Salemi (1995), Favero and Rovelli (2003) ve Ozlale (2003)’ diir.
Bu caligmalarda ortaya ¢ikan temel sonuglar genellikle birbiriyle tutarli olup
inceledikleri A.B.D para politikas1 hakkinda ortak sonuglara ulagmaktadirlar. Kayip
fonksiyonu parametrelerini tahmin eden bu calismalar merkez bankalarinin zaman

icinde degisebilen tercihlerini modellemede yetersiz kalmaktadirlar.

Bu uygulama ¢aligmasinda merkez bankalar1 i¢in zaman degiskenli kayip fonksiyonu
tanimlanmis ve bu fonksiyonun merkez bankasinin tercihlerini yansitan parametreleri

modelde yer alan diger parametrelerle ayni anda tahmin edilmistir.



Model lineer olmayan bir model oldugu icin IlerletilmisKalman Filtresi kullanilarak
sonuca gidilmistir. Ilerletilmis Kalman Filtresini iktisatta kullanan ¢alismalar arasinda
Grillenzoni (1993), Bacchetta and Gerlach (1997) ve Ozbek ve Ozlale (2005) 6rnek

olarak verilebilir.

Enflasyon ve iiretim agigina iliskin denklemler,
Ty = O, + Uy, H O LT, O T, O, 6, (8.10)
yn+l:ﬁylyn+ﬁy2yn—l_ﬂr(in_ﬂn)+77n+l (811)

bigiminde olmak tizere, kayip fonksiyonu,

o) +2,,(0,) (8.12)

olarak alinsmn. Burada, 4, ve 4, sirasiyla merkez bankasinin enflasyon ve liretim agig1

tercihlerini belirtmektedir.

Buna gore modelin durum uzay modeli gosterimi,

T . a o a a «a 0|7, 0 1 0
z, 1 0 0 0 0 O f|~=,| |0 0 0
T 0 1 0 0 0 O0lz,| |0 | |0 0[e,
21710 0o 1 0 o ollz "o "o o Lynj (8.13)
Yo | [B 0 0 0 B, Bl —p, 0 1
v, | LO 0 0 0 1 0]y,| 0 ] [00
T
7z-n71
{ﬂn}_{l 0000 0} T, (8.14)
y | 10 0001 0|z,
Y,
LYVn1

olarak yazilabilir. Kayip fonksiyonu da,



7z, 12 000 0 o]~
T, 0O 00 0 0 Of=m,,
, , . T, , 0 000 0 Of~m, (8.15)
X Rx +u Qu, +2x Wu, =
T, 4 0 000 0 Ofm.,
v, 0 000 4, 0}y,
_yn—l L 0 0 0 0 0 0_ _yn—l _

seklinde yazilabilir. Yani, O, =0,/ =0 dir. Kontrol degiskeni i, olarak verilmistir.

(8.13) ve (8.14) ile tanimlanan modelde bulunan parametrelerin ve (8.15) ile verilen

kayip fonksiyonunda bulunan parametrelerin bilinmedigi durumda A4,+4, =1 olmak

tizere i, kontrol degeri bilindiginde bu parametrelerin tahmin edilmesi problemi ele

alinmaktadir.

Ik olarak yapilacak olan simiilasyon g¢aligmasinda, modeli olustururken parametre
degerleri, o, =.1, o, =.1,a, =.1,, =.1L,a, =1,8=1,6=1,6=.1, ﬂy =7,4, =3

olarak alinmistir. Bu kisimda elde edilen sonuglar Ek 4 ile verilen programlarin

calistirilmasi ile edilmisitr.

8.3.1 En Cok Olabilirlik Yontemi ile Parametre Tahmini

En ¢ok olabilirlik yontemiyle parametre tahminleri yapildigida,

a, =0.1693 0.1684
a, =0.1511 0.1697
a,=0.1137 0.1668
o, =0.0851 0.1448
0 =a,=0.2513 standarthata= 0.2303
S, =0.2230 0.2589
B, =-0.0710 0.2163
p.=0.0812 0.1249

A, =1.1755 1.4908



olarak elde edilmistir. Q,a,),0,0,,d,, icin sonuglar iyiyken ,[)’l,ﬂz,/ly i¢in

r

sonuglarin ¢okta iyi oldugu sdylenemez.

8.3.2 Ilerletilmis Kalman Filtresi ile Parametre Tahmini

Boliim 7.1.2 de verilen Ilerletilmis Kalman Filtresi algoritmasi kullanilarak hem kayip

fonksiyonundaki hem de modeldeki parametreler tahmin edilmistir.

Sekil 8.14 ile kayip fonksiyonu parametrelerinin tahminlerinin grafigi verilmistir.

Tahminlerin similasyonla tretilen A =.7 ve A, =.3 degerlerine olduk¢a yakin

sonuglar verdigi goriilmektedir.
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lamday
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Sekil 8.14 A, ve A, Tahminleri (Kayip Fonksiyonu Parametreleri)

Sekil 8.15 ile iiretim acigma iliskin verilen denklemdeki parametre tahminlerinin

grafikleri verilmistir. Bu grafiklerde, « ,f, ,/,,. tahminleri simiilasyonla tretilen

degerlere oldukga yakin sonuglar vermistir.
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Sekil 8.15 «, B, B, ve B. Tahminleri (Uretim A¢181, Sistem Parametreleri)

Sekil 8.16 ile «,, a,, «,, o, parametre tahminlerinin grafikleri verilmistir. Bu

tahminlerde simiilasyonla iiretilen degerlere oldukca yakin sonuglar vermistir.
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Sekil 8.16 a,,a,,a; ve a, Tahminleri (Enflasyon Denklemi,Sistem Parametreleri)



Sekil 8.17 ile gercek kontrol ile optimal kontroliin grafikleri verilmistir. Ger¢ek kontrol
maviyle, optimal kontrol kirmiziyla ifade edilmistir. Optimal kontrol simiilasyonla

iretilen gercek kontrole oldukga yaklagmustir.
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100 B

50 —

50 H -

_2D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 20 A0 B0 S0 100 120 140 160 180 200

optimal kontrol kirmizi (mavi gergek kontraol

Sekil 8.17 Optimal kontrol ve Gergek kontrol

Sekil 8.18 ile gozlenen 7z, ve y, degerlerinin grafikleri, Sekil 8.19 ile de bunlarin

Ilerletilmis Kalman Filtresi ile tahminleri verilmistir. Tahminlerle ger¢ek degerler

birbirlerine olduk¢a yakindir.
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Sekil 8.18 7, ve y, Gozlemleri
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Sekil 8.19 7z, ve y, Tahminleri (Gézlem Tahminleri)

8.3.3 Kisith durum

Parametreler arasinda,

a +ta,=.2
o, +a,=.2
a,+p =11
B+ p5,=11

seklinde iligki oldugu bilindiginde tahminler nasil olacaktir?

0 =| a, | olmak lizere,
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kisit1 gdz Oniine almarak kisith ilerletilmis Kalman Filtresi uygulanarak tahmin
yapildiginda sonuglar Sekil 8.20 ve Sekil 8.21 deki gibi elde edilir. Kisitsiz durumla
karsilastirildiginda kisith durumda gergek degerlere daha yakin sonuclarin ¢iktigi

sOylenebilir.
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Sekil 8.20 ¢,,«,,a, ve a, Tahminleri
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Sekil 8.21 «,, B, B, ve B, Tahminleri

8.3.4 Ekonomi 6rnegi 2 (gerc¢ek veriler)

Bu uygulama calismasinda bir dnceki uygulama calismasinda alinan model ele alinmis

ve A.B.D Ekonomisine ait gergek veriler kullanilarak parametre tahminleri yapilmstir.

Burada, i, A.B.D Merkez Bankas1 F.E.D’ in gecelik faiz oran1 ve y, , gerceklesen ile

potansiyel iiretim arasindaki farki gosteren ¢ikti acigidir. Veriler model2datl.txt
dosyasinda olmak iizere, bunlar Matlab paket programinda gozlenen degerler olarak
cagrilmis ve Ilerletilmis Kalman Filtresi algoritmasinda bu degerler yerine konularak

yazilan program calistirilip parametre ve durum tahminleri elde edilmistir.

Sekil 8.22 ile verilen kontrol degerleri ile optimal kontrol mekanizmasi uygulanarak
elde edilen optimal kontroliin grafikleri verilmistir. Sonuglarin ger¢ek degerlere oldukca

yakinlastig1 goriilmektedir.



Sekil 8.22 Optimal kontrol ve Gergek kontrol

Bundan sonraki grafiklerlerde de parametre tahminleri yer almaktadir.

—

Sekil 8.23 4. ve A, Tahminleri (Kayip Fonksiyonu Parametreleri)



Sekil 8.24 « , B, B, ve p, Tahminleri (Uretim Ag1g1, Sistem Parametreleri)

Sekil 8.25 a,,a,,a; ve a, Tahminleri



Cecchetti and Ehrmann (2000), Bernanke et al. (1999), Clarida et al. (1999)

calismalarinda da burada elde edilen sonuca benzer olarak A nin artis gosterdigi

sonucu gozlenmistir. Bu da, tahmin yOnteminin dogrulugu konusunda destek

saglamaktadir.

8.3.5 Sonug

Burada amag¢, wuygulanan kontrol bilinirken parametreleri bilinmeyen kayip
fonksiyonunu ve ekonomi dinamiklerinin getirdigi kisitlar1 kullanarak modeli durum-
uzay modeli haline getirmek ve Ilerletilmis Kalman Filtresi ve en ¢ok olabilirlik

yontemleri yardimiyla bilinmeyen parametreleri hesap etmek idi.

Kontrol problemi kullanilarak tahmin edilen parametrelerin dogrulugunu goérmek
amaciyla simiilasyon g¢aligmasi yapilmistir. Parametre degerleri ve baslangic degerleri
degistirilerek yapilan simiilasyon ¢aligmalarinda ¢ikan sonuglarin model olusturulurken
kullanilan parametre degerlerine oldukca yakin ¢iktig1 goriilmiistiir. ikinci uygulama
calismasinda A.B.D ekonomisine ait veriler kullanilarak parametre tahminleri

yapilmustir.

llerletilmis Kalman Filtresi kullamlarak zaman degiskenli olusturulan kayip
fonksiyonunda ve modelde bulunan parametre degerleri zaman degiskenli olarak elde

edilebilmistir.



9. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada lineer kesikli zaman stokastik durum-uzay modeli ve Kalman Filtresi ile
lineer olmayan kesikli zaman stokastik durum-uzay modeli ve Ilerletilmis Kalman

Filtresine yer verilmistir.

Durum degiskenleri i¢in bilinen bir Onbilgi yani kisit olmasi durumunda, Kalman
Filtresi ile durum tahminini elde etme yontemleri ve Kisitli durum Kalman Filtresinin
ozellikleri verilmistir. Lineer olmayan durum-uzay modelleri icin kisith ilerletilmis
Kalman Filtresi ve kisitin lineer olmadig1 durumda kisitli Kalman Filtresinin elde edilisi

ile ilgili bilgi verilmistir.

Lineer olmayan kesikli zaman deterministik durum-uzay modellerinde Ilerletilmis
Kalman Filtresinin yakinsama problemi ele alinmis ve Boutayeb ef al. (1997)’de
Ilerletilmis Kalman Filtresi algoritmasinda verilen hata kovaryansi yerine Ozbek and
Aliev (1998)’de Onerilen hata kovaryansinin alinmasi ile yakinsama hizinin biraz daha

arttig1 gosterilmistir.

Kisitli durum lineer olmayan deterministik durum-uzay modelleri i¢in Kisith ilerletilmis
Kalman Filtresi tahmininin Ozellikleri aragtirllmig ve belli kosullar altinda {istel
gbzlemci oldugu gosterilmis ve kisit olmas1 durumunda yakinsama hizinda herhangi bir
degisiklik olmadigi sonucuna ulasilmistir. Hata kovaryansi igin Ozbek and Aliev
(1998)’de onerilen hata kovaryansinin alinmasi ile kisitli durumda da yakinsama hizinin

arttig1 goriilmiistiir.

Lineer olmayan kesikli zaman stokastik durum-uzay modellerinde ilerletilmis Kalman
Filtresinin yakinsamasi ele alinmis ve bunun iistel gézlemci oldugu ile ilgili bilgi
verilmistir. Bu bilgi kullanilarak kisitli durum lineer olmayan stokastik durum-uzay
modelleri igin Kisith ilerletilmis Kalman Filtresi tahmininin iistel gdzlemci oldugu

gosterilmistir.



Kesikli zaman stokastik durum-uzay modellerinde bilinmeyen parametrelerin tahmini
icin en c¢ok olabilirlik yontemi ve tahminin elde edilis adimlar1 ve parametre
tahminlerinin standart hatalarinin nasil hesaplanacagi anlatilmistir. Durum-uzay
modelleri i¢in optimal kontrol problemi ve bu kontrol probleminin ¢dziimii verilmistir,
Optimal kontrol problemi c¢oziiliirken kontrolle ilgili bilinmeyen parametrelerin
(ekonomik parametreler) tahmininin en ¢ok olabilirlik yontemiyle elde edilmesi

anlatilmistir.

Uygulanan kontrol bilinirken durum-uzay modellerinin parametrelerinin tahmini
problemi {izerinde durulmus ve bu problemin ¢6ziimii i¢in kullanilabilecek yontem

Onerilmistir. Bu yontem en ¢ok olabilirlik tahmini elde edilirken de isin i¢ine katilmistir.

Calismanin son béliimii uygulama c¢alismalarina ayrilmistir. Ik uygulama, tip alaninda
uygulama olanagi olan kompartman modelleri igin Ilerletilmis Kalman Filtresi
kullanilarak fare tiimérleri verileri iizerinde yapilmistir. Ikinci ve {iciincii uygulama
caligmasi ekonomi alaninda yapilmistir. Ekonomiyle ilgili ilk uygulama calismasinda,
durum-uzay modeli ve kontrol kullanilarak istenilen parametre tahminleri, kisitli ve
kisitsiz durum igin en cok olabilirlik yontemiyle ve Ilerletilmis Kalman Filtresiyle
hesaplanmistir. Ekonomiyle ilgili yapilan ikinci uygulama ¢aligmast merkez
bankalarin tercih parametrelerini belirlemekle ilgilidir ve ABD ekonomisiyle ilgili

gergek veriler kullanilarak da tahminler hesaplanmaistir.
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EKLER

EK 1 Fare Tiimorleri i¢in Kesikli Durum-Uzay Modelinin Elde Edilisi
EK 2 Fare Tiimorleri i¢in gecirgenlik parametresi tahmini programi
EK 3 Ekonomi Ornegi 1 icin Matlab Programlari

EK 4 Ekonomi Ornegi 2 icin Matlab Programlari



EK 1 Fare Tiimorleri icin Kesikli Durum-Uzay Modelinin Elde Edilisi

(10.1) ve (10.2) ile verilen diferansiyel denklemler g6z 6niine alinsin,

dx,(t) -
2= kx, (1) = kyx, (¢)
dx, (1) _ —k,x, (£) + ey, (2)
dt

x,(0), x,(0)
olmak tizere At kiigiik bir zaman aralig1 olsun. Durum denklemi,

X, (t+At) = x, () + kx,(£) At — k,x, (1) At
X, (t+At) = x,(t) =k, x, () At + k,x, (1) At

biciminde yazilabilir. ¢ yerine ¢ = nAt alinirsa ¢+ At = (n+1)A¢ olacaktir. Buna gore,

x,(t+At) =x,(n+1A¢)

x,(t+At) = x,((n+1)At)

ve x(t)= Kl ((tt))} olup, x, = {j ((’;i?)}

gosterimi altinda,

~ {1 —kAt kAt

= x, ve gozlem denklemi
kAt 1-k,At

v, =[0 1]x,

olur.



EK 2 Fare Tiimérleri Icin Gecirgenlik Parametresi Tahmini Program

%x(k+1)=Ax(k)+v1(k)
%y(k)=Hx(k)+v2(k)
cle
clear
close all
load tumorveri.txt
zl=tumorveri(:,2);
n=length(z1);
h=[0 10 0]}
hh=[0 17;
x0=[5;0;.2;.1];
Xinit=x0;
pO=eye(4)*.1;
q=eye(4);
varl=.025;
var2=.075;
q(1,1)=varl*varl;
q(2,2)=varl *varl;
q(3,3)=.005*.005;
q(4,4)=.001*.001;
gozlemr=var2*var2;
lamda=1.0;
dt=.01;
y=zl';
for i=1:n;
x1=x0(1,1);
x2=x0(2,1);
x3=x0(3,1);
x4=x0(4,1);
A=[1-x3*dt x4*dt -dt*x1 x2*dt;
x3*dt 1-x4*dt dt*x1 -dt*x2;



EK 2 Fare Tiimérleri Icin Gecirgenlik Parametresi Tahmini Programi(devam)

0010;
0001];
al=1-x3*dt;
a2=x4*dt;
a3=x3*dt;
ad=1-x4*dt;
aS=x1*dt;
a6=x2*dt;
p=lamda*(A*p0*A'+q);
k=p*h*inv(h"*p*h+gozlemr);
pO=(eye(4)-k*h')*p;
x0=[al*x1+a2*x2-a5*x3+a6*x4;
a3*x1+a4*x2+a5*x3-a6*x4;
x3;
x4];
x1=x0(1,1);
x2=x0(2,1);
xx=[x1;x2];
x=x0+k*(y(1)-hh*xx);
x0=x;
t1(1)=x(1,1);
t2(1)=x(2,1);
t3(1)=x(3,1);
t4(1)=x(4,1);
end
i=1:n;
cltahmin=mean(t3)
c2tahmin=mean(t4)
figure

subplot(2,1,1)



EK 2 Fare Tiimérleri Icin Gecirgenlik Parametresi Tahmini Programi(devam)

plot(i,t1,'b-")

xlabel('Zaman t')

ylabel('x1 Tahmini')
title('Plasma, 1. Kompartman')
subplot(2,1,2)

plot(i,t2,'b-")

xlabel('Zaman t')

ylabel('x2 Tahmini')
title('"Extravascular space, 2. Kompartman')
figure

subplot(2,1,1)

plot(i,t3,'b-")

xlabel('Zaman t')

ylabel('k1 Tahmini')

title('l. Kompartman')
subplot(2,1,2)

plot(i,t4,'b-")

xlabel('Zaman t')

ylabel('k2 Tahmini')

title('2. Kompartman')

figure

plot(zl)

title('CG konsantrasyonu, Farmokinetik Uyum")
hold on

plot(t2,'r")

xlabel('Zaman t')

%Kisitli Durum

clear all

close all

clc

load tumorveri.txt



EK 2 Fare Tiimérleri Icin Gecirgenlik Parametresi Tahmini Programi(devam)

zl=tumorveri(:,2);
n=length(z1);
h=[0 10 0]}
hh=[0 1];
x0=[5;0;.2;.1];
xinit=x0;
pO=eye(4)*.1;
q=eye(4);
varl=.025;
var2=.075;
q(1,1)=varl*varl;
q(2,2)=varl*varl;
q(3,3)=.005*.005;
q(4,4)=.001*.001;
gozlemr=var2*var2;
lamda=1.0;
dt=.01;
y=zl';
D=[0011];
d=4;
for i=1:n;
x1=x0(1,1);
x2=x0(2,1);
x3=x0(3,1);
x4=x0(4,1);
A=[1-x3*dt x4*dt -dt*x1 x2*dt;
x3*dt 1-x4*dt dt*x1 -dt*x2;
0010;
0001];
al=1-x3*dt;



EK 2 Fare Tiimérleri Icin Gecirgenlik Parametresi Tahmini Programi(devam)

a2=x4*dt;

a3=x3*dt;

ad=1-x4*dt;

a5S=x1*dt;

a6=x2*dt;

p=lamda*(A*p0*A'+q);

k=p*h*inv(h"*p*h+gozlemr);

p0=(eye(4)-k*h')*p;

x0=[al*x1+a2*x2-a5*x3+a6*x4;
a3*x1+ad*x2+as5*x3-a6*x4;
x3;
x4];

x1=x0(1,1);

x2=x0(2,1);

xx=[x1;x2];

x=x0+k*(y(i)-hh*xx);

xsi=x-D"*inv(D*D")*(D*x-d);

x0=x;

t1(1)=x(1,1);

t2(1)=x(2,1);

t3(1)=x(3,1);

t4(1)=x(4,1);

xsil(1)=xsi(1);

xs12(1)=xsi(2);

xsi3(1)=xsi(3);

xsi4(i1)=xsi(4);

end

figure

subplot(2,1,1)

plot(t1,'b-")



EK 2 Fare Tiimérleri Icin Gecirgenlik Parametresi Tahmini Programi(devam)

xlabel('Zaman t')

ylabel('x1 Tahmini')
title('Plasma, 1. Kompartman')
subplot(2,1,2)

plot(t2,'b-")

xlabel('Zaman t')

ylabel('x2 Tahmini')
title('Extravascular space, 2. Kompartman')
figure

subplot(2,1,1)

plot(t3,'b-")

hold on

plot(xsi3,'")

xlabel('Zaman t')

title('l. Kompartman')
subplot(2,1,2)

plot(t4,'b-")

hold on

plot(xsi4,'")

xlabel('Zaman t')

title('2. Kompartman')

figure

plot(zl)

title('CG konsantrasyonu, Farmokinetik Uyum")
hold on

plot(t2,'r")

xlabel('Zaman t')



EK 3 Ekonomi Ornegi 1 icin Matlab Programlar:

%Modelden veri liretme
cle
clear all
close all
%x(k+1)=A*x(k)+B*u(k)+G*w(k)
%y(k)=H*x(k)+C*v(k)
randn('seed',0)
n=500;
beta=1;
rol=1.2;
ro2=-.3;
r=-0.0526;
b=30;
gama=1;
A=[1000

Orol ro2 0

0100

0001];
B=[10007]};
R=[r"2 10 -r*b

r10-b
0000

-1*b -b 0 b"2];
Q=1+gama;
W=[-r-10b]}
H=[1000

0100];
G=[1000;0100;0000;0000];
x(1,1)=1;
x(2,1)=1;



EK 3 Ekonomi Ornegi 1 icin Matlab Programlari (devam)

x(3,1)=1;

x(4,1)=1;

P=eye(4)*.1;

for k=1:n

for j=1:100
P1=R+beta*A"*P*A-(W+beta*A"*P*B)*(inv(Q+beta*B'*P*B))*(beta*B"*P*A+W");
P=P1;

end
F=(inv(Q+beta*B'*P1*B))*(beta*B'*P1*A+W");
u(:,k)=-F*x(:,k);
x(:,k+1)=A*x(:,k)+B*u(:,k)+G*randn(4,1)*.1;
y(:,k)=H*x(:,k)+randn(2,1)*.1;

P=PI,

end

dosya=[y' u'l;

save kontrolveri.txt dosya -ascii

figure

subplot(4,1,1)

plot(y(1,:))

xlabel('a(t) gozlem 1')

subplot(4,1,2)

plot(y(2,:))

xlabel('y(t) gozlem 2')

subplot(4,1,3)

plot(u)

subplot(4,1,4)

plot(ttop,'b")

xlabel('tahminden elde edilen maliyet')

%kalman Filtresi



EK 3 Ekonomi Ornegi 1 icin Matlab Programlari (devam)

Xtah(1:3,:)=zeros(3,1)+.1;
Xtah(4,1)=1;

PP=eye(4)*.1;

RR=eye(2)*.01;

QQ=eye(4)*.01;

lamda=1;

P=zeros(4)*.01;

for k= 1:n
P1=R+beta*A"*P*A-(W+beta* A"*P*B)*(inv(Q+beta*B'*P*B))*(beta*B"*P*A+W");
F=inv(Q+beta*B"*P1*B)*(beta*B"*P1*A+W');
uopt(:,k)=-F*Xtah(:,k);

P=P1;

X _ong=A*Xtah(:,k)+B*uopt(k);

Z ong=H*X ong;

MR=y(:,k)-Z ong;
P_ong=lamda*(A*PP*A+G*QQ*G");
S=RR+H*P_ong*H';

K=P ong*H'*inv(S);

Xtah(:,k+1)=X ong+K*MR;
PP=(eye(4)-K*H)*P_ong;

end

subplot(3,1,1)

plot(x(1,:))

hold on

plot(Xtah(1,:),'r")

xlabel('a(t)")

subplot(3,1,2)

plot(x(2,:))

hold on

plot(Xtah(2,:),'r")



EK 3 Ekonomi Ornegi 1 icin Matlab Programlari (devam)

xlabel('y(t)")
subplot(3,1,3)
plot(x(3,:))
hold on
plot(Xtah(3,:),'r")
xlabel('y(t-1)")
figure
plot(u)
hold on
plot(uopt,'t")
xlabel('ger¢ek kontrol mavi(optimal kontrol kirmizi)')
%R,Q,W matrislerindeki parametreler bilinmedginde
%uygulanan kontrol bilindiginde tahmin
Y%x(k+1)=A*x(k)+B*u(k)+G*v1(k)
%y(k)=H*x(k)+v2(k),cov(vl)=R1,cov(v2)=R2
cle
clear all
close all
beta=1;
r=-0.08;
b=30.05;
gama=.9;
rol=1.1;
ro2=-.4;
G=[10
01
00
0 0];
H=[1000
0100];



EK 3 Ekonomi Ornegi 1 icin Matlab Programlari (devam)

qqq=[1000;0100;0000;0 00 0];
Rl=eye(2)*.1;
R2(1,1)=90.37025994179932"2;
R2(2,2)=0.32975403885667"2;
load kontrolveri.txt
u=kontrolveri(:,3);
zz=[kontrolveri(:,1) kontrolveri(:,2)];
n=length(u);

%ilerletilmis Kalman Filtresi
Xtah=zeros(4,1)+1;
test(1,1)=rol;

test(2,1)=ro2;

test(3,1)=r;

test(4,1)=b;

test(5,1)=gama,;

P10=eye(4)*.1;

P30=eye(5)*.01;
P20=zeros(4,5)+.001;
P=eye(4)*.02;

R1=G*R1*G";
olbfn=n*log(2*pi);

for k=1:n

x 1=Xtah(1,k);x2=Xtah(2,k);
x3=Xtah(3,k);x4=Xtah(4,k);
rol=test(1,k);

ro2=test(2,k);

r=test(3,k);

b=test(4.k);

gama=test(5,k);



EK 3 Ekonomi Ornegi 1 icin Matlab Programlari (devam)

A=[1000

Orol ro2 0

0100

0001];
B=[100 0]}
R=[r"2 0 r -r*b

0000

r0O1-b

-1*b 0 -b b*2];
Q=gama+(r+1)"2;
W=[-r-1"2 0 -1-r b+r*b]’;
P1=R+beta*A'*P*A-(W+beta*A'*P*B)*(inv(Q+beta*B'*P*B))*(beta*B'*P*A+W");
P=P1;
F=(inv(Q-+beta*B'*P1*B))*(beta*B'*P1*A+W");
f=A-B*F;
c=beta/((gama”2+(r+1)"2)+beta*P1(1,1));
cl1 =-beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))*P1(1,2)*x2;
c12 =-beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))*P1(1,2)*x3;
c13 =(beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))"2*(P1(1,1)-r"2-1)*(2*r+2)-
beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))*(-2*r-
1))*x1+beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))*2*(ro1*P1(1,2)+P1(1,3))*x2*(2*r+2)+beta/
((r+1)"2+gama-+beta*P1(1,1))*2*(P1(1,2)*ro2+1-
r)*x3*(2*r+2)+beta/((r+1)"2+gama+tbeta*P1(1,1))*x3+beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,
1)"2*(P1(1,4)-b-r*b)*x4*(2*r+2)+beta/((r+1)*2+gama+tbeta*P1(1,1))*b*x4;
cl4 =-beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))*(-1-r)*x4;
cl5 =beta/((r+1)"2+gama-+tbeta*P1(1,1))*2*(P1(1,1)-r"2-
r)*x1+beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))"2*(ro1*P1(1,2)+P1(1,3))*x2+beta/((r+1)"2+
gama+beta*P1(1,1))"2*(P1(1,2)*ro2+1-
r)*x3+beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))"2*(P1(1,4)-b-r*b)*x4;



EK 3 Ekonomi Ornegi 1 icin Matlab Programlari (devam)

M=[ cll cl2cl3cl4cl5
x2x3000
00000
00000];
S=H*P10*H'+R2;
L=P20"*H"*inv(S);
K=(f*P10*H'+M*P20"*H")*inv(S);
P1=f*P10*f+f*P20*M'+M*P20"*f+M*P30*M'-K*S*K'+R1;
L=P20"*H"*inv(S);
P2=f*P20+M*P30-K*S*L';
P3=P30-L*S*L",
ee(k)=-F*Xtah(:,k);
Xtah(:,k+1)=f*Xtah(:,k)-B*u(k)+K*(zz(k,:)'-H*Xtah(:,k));
test(:,k+1)=test(:,k)+L*(zz(k,:)'-H*Xtah(:,k));
olbfn=olbfn+(1/2)*log(det(H* P1*H'+R2))+(1/2)*(zz(k,:)'-H*Xtah(:,k)) *inv(H*
P1*H'+R2)*(zz(k,:)'-H*Xtah(:,k));
P20=P2;
P10=PI,;
P30=P3;
end
figure
subplot(2,1,1)
plot(zz(:,1))
xlabel('a")
subplot(2,1,2)
plot(zz(:,2))
xlabel('y")
figure
Xtah=Xtah';
subplot(2,1,1)



EK 3 Ekonomi Ornegi 1 icin Matlab Programlari (devam)

plot(Xtah(:,1),'r-")
hold on
plot(zz(:,1))
xlabel('x1")
subplot(2,1,2)
plot(Xtah(:,2),'r-")
hold on
plot(zz(:,2))
xlabel('x2")
test=test';

figure

plot(ee,'r")
xlabel(‘optimal control-kirmizi (ger¢ek kontrol-mavi)')
hold on

plot(u)

figure
subplot(2,1,1)
plot(test(:,1))
xlabel('rol")
subplot(2,1,2)
plot(test(:,2))
xlabel('ro2")
figure
subplot(2,1,1)
plot(test(:,3))
xlabel('r")
subplot(2,1,2)
plot(test(:,4))
xlabel('b")

figure



EK 3 Ekonomi Ornegi 1 icin Matlab Programlari (devam)

plot(test(:,5))
xlabel('gama')
corrcoef(ee(35:n),u(35:n))
%Kaisitli Tahmin
% R,Q,W matrislerindeki parametreler bilinmedginde
%uygulanan kontrol bilindiginde tahmin
Y%x(k+1)=A*x(k)+B*u(k)+G*v1(k)
%y(k)=H*x(k)+v2(k)
%cov(vl)=R1,cov(v2)=R2
clc
clear all
close all
beta=1;
r=-0.08;
b=30.05;
gama=.9;
rol=1.1;
ro2=-4;
G=[10

01

00

00];
H=[1000

0100];

qqq=[1000;0100;0000;0000];
Rl=eye(2)*.1;
R2(1,1)=130.6573"2;
R2(2,2)=.3863"2;
load kontrolveri.txt

u=kontrolveri(:,3);
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zz=[kontrolveri(:,1) kontrolveri(:,2)];
n=length(u);
d=[.9

2.2];
D=[11000

1000 1];
%ilerletilmis Kalman Filtresi
Xtah=zeros(4,1)+1;
test(1,1)=rol;
test(2,1)=ro2;
test(3,1)=r;
test(4,1)=b;
test(5,1)=gama,;
tests(1,1)=rol;
tests(2,1)=ro2;
tests(3,1)=r;
tests(4,1)=b;
tests(5,1)=gama;
P10=eye(4)*.1;
P30=eye(5)*.01;
P20=zeros(4,5)+.001;
P=eye(4)*.02;
R1=G*R1*G";
olbfn=n*log(2*pi);
for k=1:n
x 1=Xtah(1,k);
x2=Xtah(2,k);
x3=Xtah(3,k);
x4=Xtah(4.,k);
rol=test(1,k);
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ro2=test(2,k);
r=test(3,k);
b=test(4.k);
gama=test(5,k);
A=[1000
Orol ro2 0
0100
0001];
B=[100 0]}
R=[r"2 0 r -r*b
0000
r0O1-b
-*b 0 -b b*2];
Q=gama+(r+1)"2;
W=[-r-1"2 0 -1-r b+r*b]’;
P1=R+beta*A'*P*A-(W+beta* A'*P*B)*(inv(Q+beta*B'*P*B))*(beta*B'*P*A+W");
P=P1;
F=(inv(Q-+beta*B'*P1*B))*(beta*B'*P1*A+W");
f=A-B*F;
c=beta/((gama’2+(r+1)"2)+beta*P1(1,1));
cl1 =-beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))*P1(1,2)*x2;
c12 =-beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))*P1(1,2)*x3;
cl3 =(beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))"2*(P1(1,1)-r"2-1)*(2*r+2)-
beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))*(-2*r-
1))*x1+beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))*2*(ro1*P1(1,2)+P1(1,3))*x2*(2*r+2)+beta/
((r+1)"2+gama-+beta*P1(1,1))*2*(P1(1,2)*ro2+1-
r)*x3*(2*r+2)+beta/((r+1)"2+gama+tbeta*P1(1,1))*x3+beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,
1)"2*(P1(1,4)-b-r*b)*x4*(2*r+2)+beta/((r+1)*2+gama+tbeta*P1(1,1))*b*x4;
cl4 =-beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))*(-1-r)*x4;
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cl5 =beta/((r+1)"2+gama-+tbeta*P1(1,1))*2*(P1(1,1)-r"2-

r)*x1+beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))"2*(ro1*P1(1,2)+P1(1,3))*x2+beta/((r+1)"2+

gama+beta*P1(1,1))"2*(P1(1,2)*ro2+1-

r)*x3+beta/((r+1)"2+gama+beta*P1(1,1))"2*(P1(1,4)-b-r*b)*x4;

M=[ cll cl2cl3cl4cl5

x2x3000

00000

00000},
S=H*P10*H'+R2;
L=P20"*H"*inv(S);
K=(f*P10*H'+M*P20"*H")*inv(S);
P1=f*P10*f+f*P20*M'+M*P20"*f+M*P30*M'-K*S*K'+R 1;
L=P20"*H"*inv(S);
P2=f*P20+M*P30-K*S*L';
P3=P30-L*S*L";
ee(k)=-F*Xtah(:,k);
Xtah(:,k+1)=f*Xtah(:,k)-B*u(k)+K*(zz(k,:)'-H*Xtah(:,k));
test(:,k+1)=test(:,k)+L*(zz(k,:)'-H*Xtah(:,k));
tests(:,k+1)=test(:,k)-D"*inv(D*D")*(D*test(:,k)-d);

olbfn=olbfn+(1/2)*log(det(H* P1*H'+R2))+(1/2)*(zz(k,:)'-H*Xtah(:,k))*inv(H*

P1*H'+R2)*(zz(k,:)'-H*Xtah(:,k));
P20=P2;

P10=PI,;

P30=P3;

end

figure

Xtah=Xtah';

subplot(2,1,1)

plot(Xtah(:,1),'r-")

hold on
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plot(zz(:,1))
xlabel('x1")
subplot(2,1,2)
plot(Xtah(:,2),'r-")
hold on
plot(zz(:,2))
xlabel('x2")
test=test';
tests=tests';
figure
plot(ee,'r")
xlabel('optimal kontrol kirmizi (mavi gercek kontrol)')
hold on
plot(u)

figure
subplot(2,1,1)
plot(tests(:,1))
xlabel('rol")
subplot(2,1,2)
plot(tests(:,2))
xlabel('ro2")
figure
subplot(2,1,1)
plot(test(:,3))
xlabel('r")
subplot(2,1,2)
plot(tests(:,5))
xlabel('gama’)
figure

plot(test(:,4))
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xlabel('b")
corrcoef(ee(35:n),u(35:n))
%Encok Olabilirlik yontemiyle tahmin
function olbfn=hanlog(teta)
global yu
n=length(y);
beta=1;
rol=teta(1);
ro2=teta(2);
r=teta(3);
b=teta(4);
gama=teta(5);
A=[1000

Orol ro2 0

0100

0001];
B=[10007]};
R=[r"2 10 -r*b

r10-b
0000

-1*b -b 0 b"2];
Q=1+gama;
W=[-r-10b]}
H=[1000

0100];
G=[1000;0100;,0000;0000];
%kalman Filtresi
Xtah(1:3,:)=zeros(3,1)+.1;
Xtah(4,1)=1;
PP=eye(4)*.1;
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RR=eye(2)*.01;

QQ=eye(4)*.01;

lamda=1;

P=eye(4)*.01;

olbfn=n*log(2*pi);

fork=1:n
P1=R+beta*A'*P*A-(W+beta*A'*P*B)*(inv(Q+beta*B'*P*B))*(beta*B'*P*A+W");
F=inv(Q+beta*B'*P1*B)*(beta*B'*P1*A+W");
uopt(:,k)=-F*Xtah(:,k);

P1=P,

X ong=(A-B*F)*Xtah(:,k)-B*u(k);

Z ong=H*X ong;

MR=y(k,:)'-Z ong;
P_ong=lamda*((A-B*F)*PP*(A-B*F)'+G*QQ*G");
olbfn=olbfn+(1/2)*log(det(H* P*H'+RR))+(1/2)*(MR)*inv(H* P*H'+RR)*(MR);
S=RR+H*P_ong*H';

K=P ong*H'*inv(S);

Xtah(:,k+1)=X ong+K*MR;
P=(eye(4)-K*H)*P_ong;

end

global yu

clc

%Modelden veri liretme
Yox(k+1)=A*x(k)+B*u(k)+w(k)
%y(k)=H*x(k)+v(k)

randn('seed',0)

load kontrolveri.txt

beta=1;

u=kontrolveri(:,3);

y=[kontrolveri(:,1) kontrolveri(:,2)];
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%gercek degerler: rol=1.2;r02=-.3;r=-0.0526;b=30;gama=1;;beta=1;
%pbaslangic degerlerinin verilmesi
rol=1.3;
ro2=-.4;
r=-0.06;
b=40;
gama=1.5;
tetao=[rol ro2 r b gamal';
Deq=[00011
10001
11000];
deq=[31
2.2
91
%olabilirligin maksimize edilmesi(neg.olb.minimizasyonu)
[tetastar,fonk kontrol,ozellik,grad,hessian]=fminunc('hanlog',tetao,optimset('display','ite
r')
tetastar
dl=1.2;
d2=-.3;
d3=-.0526;
d4=30;
ds=1;
gercek=[d1 d2 d3 d4 d5]
standarthata=diag(sqrt(inv(hessian)))
% Modelden veri tliretme ve kontrol
clc
clear all
close all

% x(k+1)=a*x (k) +b*u(k)+w(k); y(k)=h*x(k)+v(k)
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randn('seed’,0)
n=200;
alphal =0.1;
alpha2 =0.1;
alpha3 =0.1;
alpha4 =0.1;
alphay = 0.1;
betal =1.0;
beta2 =0.1;
betar = 0.1;
lamday=.7;
G=[ 10;
00;
00;
00;
01;
00];
H=[100000 ;
0000107;
A = alphal alpha2 alpha3 alpha4 alphay 0;
100000 ;
010000 ;
001000 ;
betar 0 0 0 betal beta2;
000010 7;
B=[0
0
0
0

-betar
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0];

R=[1-lamday 0 0 0 0 0;

000000;

000000;

000000;

0000lamdayO ;

00000 0;];
Q=0;
x(1,1)=10;
x(2,1)=10;
x(3,1)=10;
x(4,1)=10;
x(5,1)=10;
x(6,1)=10;
beta=1;
W=0;
p=eye(6)*0.1;
for k=1:n
for jj=1:20
pl=R+beta* A'*p*A-(beta* A"*p*B+W)*inv(Q+beta*B'*p*B)*(beta*B"*p* A+W');
p=pl;
end
f=inv(Q+beta*B'*p1*B)*(beta*B"*p1*A+W");
u(:,k)y=-r*x(:,k);
x(:,k+1)=A*x(:,k)+B*u(:,k)+randn(6,1)*.2;
y(:,k)=H*x(:,k)+randn(2,1)*.2;
p=pl;
end
dosya=[y' u'l;

save kontdata.txt dosya -ascii
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axis([-100 100 -100 100])
ff1=f;

ppl=pl;

subplot(2,1,1)

plot(y(1,:),'b")

xlabel('y(t) gézlem 1')
subplot(2,1,2)

plot(y(2,:),'b")

xlabel('y(t) gézlem 2')

figure

% kf

Xest=zeros(6,1)+1;
PP=eye(6)*1;

RR=eye(2)*1;

QQ=eye(6)*1;

landa=1.0;

p=eye(6)*0.01;

for k=1:n

pl=R-+beta* A"*p*A-(beta* A'*p*B+W)*inv(Q-+beta*B'*p*B)*(beta*B'*p*A+W");
f=inv(Q-+beta*B"*p1*B)*(beta*B"*p1*A+W");
uu(:,k)=-rf*Xest(:,k);

p=pl;

X pre=A*Xest(:,k)+B*uu(k);
Z pre=H*X pre;
MR=y(:,k)-Z pre;

P pre=landa*(A*PP*A'+QQ);
S=RR+H*P_pre*H';
K=P_pre*H"*inv(S);
Xest(:,k+1)=X pre+tK*MR;
P=(eye(6)-K*H)*P_pre;
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end

subplot(3,1,1)

plot(x(1,:),'b")

hold on

plot(Xest(1,:),")

xlabel('a(t)")

subplot(3,1,2)

plot(x(2,:),'b")

hold on

plot(Xest(2,:),")

xlabel("'y(t)")

subplot(3,1,3)

plot(x(3,:),'b")

hold on

plot(Xest(3,:),'r")

xlabel('y(t-1)")

figure

plot(u,'b")

hold on

plot(uu,'r")

xlabel('i(t) kontrol')

% biitiin parametreler tahmin ediliyor
% ilk olarak kasimt5.m ¢alistirilacak
% kasimtSverili.m

% R matrisindeki parametreler bilinmediginde
% lamdapi+lamday=1
%lamdapi=1-lamday alind1

% x(k+1)=A*x(k)+B*u(k)+G*v1(k)
% y(k)=H*x(k)+v2(k)

% Cov(vl)=R1,Cov(v2)=R2
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clc
clear
close all
%gercek degerler
%alphal = 0.1;alpha2 = 0.1;%alpha3 = 0.1;alpha4 = 0.1;
%alphay = 0.1;betal = 1.0;beta2 = 0.1;betar = 0.1; lamday=.7,
alphal = 0.15;
alpha2 = 0.15;
alpha3 =0.15;
alpha4 = 0.12;
alphay = .14;
betal = .8;
beta2 = .15;
betar = 0.15;
G=[ 10;
00;
00;
00;
01;
001];
H=[100000 ;
0000107;
Rl=eye(2)*.1;
R2(1,1)=.93"2;
R2(2,2)=.786"2;
load kontdata.txt
u=kontdata(:,3);
zz = [ kontdata(:,1) kontdata(:,2) ];
n=length(u);
subplot(2,1,1)
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plot(zz(:,1),'d")
xlabel('p")
subplot(2,1,2)
plot(zz(:,2),'d")
xlabel('y")

% Ilerletilmis Kalman Filtresi
Xest=zeros(6,1)+.1;
Test(1,1)=alphal;
Test(2,1)=alpha2;
Test(3,1)=alpha3;
Test(4,1)=alpha4;
Test(5,1)=alphay;
Test(6,1)=betal;
Test(7,1)=beta2;
Test(8,1)=betar;
Test(9,1)=.8;
P10=eye(6)*1;
P30=eye(9)*.1;
P30(5,5)=.02;
P20=zeros(6,9)+.01;
p=eye(6)*1;
R1=G*R1*G";

for k=1:n
x1=Xest(1,k);
x2=Xest(2,k);
x3=Xest(3,k);
x4=Xest(4,k);
x5=Xest(5.k);
x6=Xest(6,k);
alphal=Test(1,k);
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alpha2=Test(2,k);
alpha3=Test(3,k);
alpha4=Test(4,k);
alphay=Test(5,k);
betal=Test(6,k);
beta2=Test(7,k);
betar=Test(8,k);
lamday=Test(9,k);

A = alphal alpha2 alpha3 alpha4 alphay 0;
100000 ;
010000 ;
001000 ;
betar 0 0 0 betal beta2;
000010 7;

-betar
0];
R=[1-lamday 0 0 0 0 O;
000000;
000000;
000000;
0000 lamday 0 ;
000000];
Q=0;
pl1=R+A"*p*A-(A*p*B)*inv(Q+B'*p*B)*(B"*p*A);
p=pl;
f=inv(Q+B*p1*B)*(B*pl1*A);
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F=A-B*f;

cl=[ x1, x2,x3,x4,x5, 0, 0, 0, 0];
c2=[0,0,0,0,0,0,0,0,0];

¢3=[0,0,0,0,0,0,0,0, 0];

c4=[0,0,0,0,0,0,0,0,0];

c6=[0,0,0,0,0,0,0,0,0];

c5(1,1)=(-2*alphal *x1-alpha2*x2-alpha3*x3-alpha4*x4-

[
[
[
[

alphay*x5)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1);
c5(1,2)=(-x1-x2*alphal)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1);
c5(1,3)=(-x2-x3*alphal)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1);
c5(1,4)=(-x3-alphal *x4)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1);

c5(1,5)=-alphal *x5*alphay/(lamday-+alphay*alphay+1)+(-x1*alphal*2-x1*alpha2-
x2*alphal *alpha2-x2*alpha3-x3*alphal *alpha3-x3*alpha4-alphal *alpha4*x4-
alphal*alphay*x5)/(lamday+alphay*alphay+1)-(-x1*alphal”2-x1*alpha2-
x2*alphal*alpha2-x2*alpha3-x3*alphal *alpha3-x3*alpha4-alphal *alpha4*x4-
alphal *alphay*x5)*alphay/(lamday-+alphay*alphay+1)"2*alphay+alphay;
c5(1,6)=0;

c5(1,7)=0;

c5(1,8)=0;

c5(1,9)=-(-x1*alphal”2-x1*alpha2-x2*alphal *alpha2-x2*alpha3-x3*alphal *alpha3-
x3*alpha4-alphal *alpha4*x4-
alphal*alphay*x5)*alphay/(lamday-+alphay*alphay+1)"2;

M=[c1; c2; c3; c4; c5; c6];

S=H*P10*H'+R2;

L=P20"**H"*inv(S);

K=(F*P10*H'+M*P20"*H'")*inv(S);
P1=F*P10*F+F*P20*M'+M*P20"*F'+M*P30*M'-K*S*K'+R 1;
L=P20"**H"*inv(S);

P2=F*P20+M*P30-K*S*L",

P3=P30-L*S*L";
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ee(k)=-f*Xest(:,k);
Xest(:,k+1)=F*Xest(:,k)-B*u(k)+K*(zz(k,:)'-H*Xest(:,k));
Test(:,k+1)=Test(:,k)+L*(zz(k,:)'-H*Xest(:,k));
P20=P2;

P10=PI,;

P30=P3;

end

figure

Xest=Xest';

subplot(2,1,1)

plot(Xest(:,2),'r-")

xlabel('x1")

subplot(2,1,2)

plot(Xest(:,6),'r-")

xlabel('x5")

Test=Test'";

figure

plot(ee,'r")

xlabel(‘optimal kontrol kirmizi (mavi gergek kontrol')
hold on

plot(u)

figure

subplot(4,1,1)

plot(Test(:,1))

xlabel('al")

subplot(4,1,2)

plot(Test(:,2))

xlabel('a2')

subplot(4,1,3)

plot(Test(:,3))
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xlabel('a3")
subplot(4,1,4)
plot(Test(:,4))
xlabel('a4")

figure

subplot(4,1,1)
plot(Test(:,5))
xlabel(‘alphay ')
subplot(4,1,2)
plot(Test(:,6))
xlabel('betal ")
subplot(4,1,3)
plot(Test(:,7))
xlabel('beta2 ')
subplot(4,1,4)
plot(Test(:,8))
xlabel('betar ')

figure

subplot(2,1,1)
plot(Test(:,9),-")
xlabel('lamday")
lamdapi=1-Test(:,9);
subplot(2,1,2)
plot(lamdapi,'-'")
xlabel('lamdapi’)
corrcoef(ee(1:n),u(1:n))
corrcoef(ee(2:n),u(1:n-1))
corrcoef(ee(3:n),u(1:n-2))
% kasim51.m

%0nce kasim5.m calisacak
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% R matrisindeki parametreler bilinmediginde
% lamdapi+lamday=1
% x(k+1)=A*x(k)+B*u(k)+G*v1(k);y(k)=H*x(k)+v2(k)
% Cov(vl)=R1;Cov(v2)=R2
clc
clear
close all
alphal = 0.15;
alpha2 =0.15;
alpha3 =0.15;
alpha4 = 0.12;
alphay = .14;
betal = .8;
beta2 = .15;
betar = 0.15;
G=[ 10;
00;
00;
00;
01;
001];
H=[100000 ;
0000107;
Rl=eye(2)*.1;
R2(1,1)=.93"2;
R2(2,2)=.786"2;
load kontdata.txt
u=kontdata(:,3);
zz = [ kontdata(:,1) kontdata(:,2) ];
n=length(u);
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subplot(2,1,1)
plot(zz(:,1),'d")
xlabel('p")
subplot(2,1,2)
plot(zz(:,2),'d")
xlabel('y")
D=[110000000

001100000

000011000

000001100}
d=[.2

2

1.1

1.1];

% Ilerletilmis.Kalman Filtresi
Xest=zeros(6,1)+.1;
Test(1,1)=alphal;
Test(2,1)=alpha2;
Test(3,1)=alpha3;
Test(4,1)=alpha4;
Test(5,1)=alphay;
Test(6,1)=betal;
Test(7,1)=beta2;
Test(8,1)=betar;
Test(9,1)=.8;
Tests(1,1)=alphal;
Tests(2,1)=alpha2;
Tests(3,1)=alpha3;
Tests(4,1)=alpha4;
Tests(5,1)=alphay;
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Tests(6,1)=betal;
Tests(7,1)=beta2;
Tests(8,1)=betar;
Tests(9,1)=.8;
P10=eye(6)*1;
P30=eye(9)*.1;
P30(5,5)=.02;
P20=zeros(6,9)+.01;
p=eye(6)*.1;
R1=G*R1*G";
for k=1:n
x1=Xest(1,k);
x2=Xest(2,k);
x3=Xest(3,k);
x4=Xest(4.k);
x5=Xest(5.k);
x6=Xest(6,k);
alphal=Test(1,k);
alpha2=Test(2,k);
alpha3=Test(3,k);
alpha4=Test(4,k);
alphay=Test(5,k);
betal=Test(6,k);
beta2=Test(7,k);
betar=Test(8,k);
lamday=Test(9,k);
A = alphal alpha2 alpha3 alpha4 alphay 0;
100000 ;
010000 ;
001000 ;
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betar 0 0 0 betal beta2;
000010 ];

-betar
0];

R=[1-lamday 0 0 0 0 0;

000000;

000000;

000000;

0000 lamday 0 ;

000000];
Q=0;
pl1=R+A"*p*A-(A*p*B)*inv(Q+B'*p*B)*(B"*p*A);
p=pl;
f=inv(Q+B*p1*B)*(B*pl1*A);
F=A-B*f;
cl=[ x1, x2, x3,x4,x5, 0, 0, 0, 0];
c2=[0,0,0,0,0,0,0,0,0];
¢3=[0,0,0,0,0,0,0,0,0];
c4=[0,0,0,0,0,0,0,0,0];
c6=[0,0,0,0,0,0,0,0,0];
c5(1,1)=(-2*alphal *x1-alpha2*x2-alpha3*x3-alpha4*x4-
alphay*x5)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1);
c5(1,2)=(-x1-x2*alphal)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1);
c5(1,3)=(-x2-x3*alphal)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1);
c5(1,4)=(-x3-alphal *x4)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1);
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c5(1,5)=-alphal*x5*alphay/(lamday-+alphay*alphay+1)+(-x1*alphal~2-x1*alpha2-
x2*alphal *alpha2-x2*alpha3-x3*alphal *alpha3-x3*alpha4-alphal *alpha4*x4-
alphal*alphay*x5)/(lamday+alphay*alphay+1)-(-x1*alphal”*2-x1*alpha2-
x2*alphal*alpha2-x2*alpha3-x3*alphal *alpha3-x3*alpha4-alphal *alpha4*x4-
alphal*alphay*x5)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1)"2*alphay+alphay;
c5(1,6)=0;

c5(1,7)=0;

c5(1,8)=0;

c5(1,9)=-(-x1*alphal”2-x1*alpha2-x2*alphal *alpha2-x2*alpha3-x3*alphal *alpha3-
x3*alpha4-alphal *alpha4*x4-
alphal*alphay*x5)*alphay/(lamday-+alphay*alphay+1)"2;

M=[cl; c2; c3; c4; c5; c6];

S=H*P10*H'+R2;

L=P20"*H"*inv(S);

K=(F*P10*H+M*P20"*H")*inv(S);
P1=F*P10*F+F*P20*M+M*P20"*F'+M*P30*M'-K*S*K'+R1;
L=P20"**H"*inv(S);

P2=F*P20+M*P30-K*S*L";

P3=P30-L*S*L",

ee(k)=-f*Xest(:,k);

Xest(:,k+1)=F*Xest(:,k)-B*u(k)+K*(zz(k,:)'-H*Xest(:,k));
Test(:,k+1)=Test(:,k)+L*(zz(k,:)'-H*Xest(:,k));
Tests(:,k+1)=Test(:,k)-D'*inv(D*D")*(D*Test(:,k)-d);

P20=P2;

P10=P1;

P30=P3;

end

figure

Xest=Xest'";

subplot(2,1,1)



EK 4 Ekonomi Ornegi 2 icin Matlab Programlari (devam)

plot(Xest(:,2),'r-")
xlabel('x1")
subplot(2,1,2)
plot(Xest(:,6),'r-")
xlabel('x5")
Test=Test'";
Tests=Tests';
figure

plot(ee,'r")
xlabel(‘optimal kontrol kirmizi (mavi gergek kontrol')
hold on

plot(u)

figure
subplot(4,1,1)
%plot(Test(:,1))
%hold on
plot(Tests(:,1),'r")
xlabel(‘al")
subplot(4,1,2)
plot(Tests(:,2),'r")
xlabel('a2')
subplot(4,1,3)
%plot(Test(:,3))
%hold on
plot(Tests(:,3),'r")
xlabel('a3")
subplot(4,1,4)
plot(Tests(:,4),'r")
xlabel('a4")

figure
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subplot(4,1,1)
plot(Tests(:,5),'")
xlabel(‘alphay ')
subplot(4,1,2)
plot(Tests(:,6),'")
xlabel('betal ')
subplot(4,1,3)
plot(Tests(:,7),'r")
xlabel('beta2 ')
subplot(4,1,4)
plot(Tests(:,8),'r")
xlabel('betar ')
figure
subplot(2,1,1)
plot(Test(:,9),-")
xlabel('lamday")
hold on
lamdapi=1-Test(:,9);
subplot(2,1,2)
plot(lamdapi,'-")
hold on
xlabel('lamdapi')
%Gergek veri kullanarak tahmin
cle

clear

close all

alphal =0.70;
alpha2 =-0.10;
alpha3 = 0.28;
alpha4 = 0.12;
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alphay = .14;
betal =1.16;
beta2 = -0.25;
betar = -0.1;
G=[ 10;

00;

00;

00;

01;

007;
H=[100000 ;

0000107;
Rl=eye(2)*.01;
R2(1,1)=1.04"2;
R2(2,2)=1.07"2;
load model2dat1.txt
u=model2dat1(:,1);
zz = [ model2dat1(:,2) model2dat1(:,3) ];
n=length(u);
subplot(2,1,1)
plot(zz(:,1),'d")
xlabel('p")
subplot(2,1,2)
plot(zz(:,2),'d")
xlabel('y")
% E.kalman Filtresi
Xest=zeros(6,1)+.1;
Test(1,1)=alphal;
Test(2,1)=alpha2;
Test(3,1)=alpha3;



EK 4 Ekonomi Ornegi 2 icin Matlab Programlari (devam)

Test(4,1)=alpha4;
Test(5,1)=alphay;
Test(6,1)=betal;
Test(7,1)=beta2;
Test(8,1)=betar;
Test(9,1)=.5;
P10=eye(6)*1;
P30=eye(9)*.1;
P30(5,5)=.02;
P20=zeros(6,9)+.01;
p=eye(6)*1;
R1=G*R1*G";
for k=1:n
x1=Xest(1,k);
x2=Xest(2,k);
x3=Xest(3.k);
x4=Xest(4,k);
x5=Xest(5,k);
x6=Xest(6,k);
alphal=Test(1,k);
alpha2=Test(2,k);
alpha3=Test(3,k);
alphad4=Test(4,k);
alphay=Test(5,k);
betal=Test(6,k);
beta2=Test(7,k);
betar=Test(8,k);
lamday=Test(9,k);
A =[ alphal alpha2 alpha3 alpha4 alphay 0;
100000 ;
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010000 ;

001000 ;

betar 0 0 0 betal beta2;

000010 T;
B=[0
0
0

0
-betar
0];
R=[1-lamday 0 0 0 0 O;
000000;
000000;
000000;
0000 lamday 0 ;
000000];
Q=0;
pl=R+A"*p*A-(A"*p*B)*inv(Q+B"*p*B)*(B'*p*A);
p=pl;
f=inv(Q+B*p1*B)*(B*pl1*A);
F=A-B*f;
cl=[ x1, x2,x3,x4,x5, 0, 0, 0, 0];
c2=[0,0,0,0,0,0,0,0, 0];
c3=[0,0,0,0,0,0,0,0, 0];
[
[

0,0,0,0,0,0,0,0,0];
0,0,0,0,0,0,0,0,0];
c5(1,1)=(-2*alphal *x1-alpha2*x2-alpha3*x3-alpha4*x4-

cd=
cb=

alphay*x5)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1);
c5(1,2)=(-x1-x2*alphal)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1);
c5(1,3)=(-x2-x3*alphal)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1);
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c5(1,4)=(-x3-alphal *x4)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1);

c5(1,5)=-alphal *x5*alphay/(lamday-+alphay*alphay+1)+(-x1*alphal*2-x1*alpha2-
x2*alphal*alpha2-x2*alpha3-x3*alphal *alpha3-x3*alpha4-alphal *alpha4*x4-
alphal*alphay*x5)/(lamday+alphay*alphay+1)-(-x1*alphal”*2-x1*alpha2-
x2*alphal *alpha2-x2*alpha3-x3*alphal *alpha3-x3*alpha4-alphal *alpha4*x4-
alphal*alphay*x5)*alphay/(lamday+alphay*alphay+1)"2*alphay+alphay;
c5(1,6)=0;

c5(1,7)=0;

c5(1,8)=0;

c5(1,9)=-(-x1*alphal”2-x1*alpha2-x2*alphal *alpha2-x2*alpha3-x3*alphal *alpha3-
x3*alpha4-alphal *alpha4*x4-
alphal*alphay*x5)*alphay/(lamday-+alphay*alphay+1)"2;

M=[c1; c2; c3; c4; c5; c6];

S=H*P10*H'+R2;

L=P20"**H"*inv(S);

K=(F*P10*H+M*P20"*H")*inv(S);
P1=F*P10*F+F*P20*M+M*P20"*F'+M*P30*M'-K*S*K'+R1;
L=P20"*H"*inv(S);

P2=F*P20+M*P30-K*S*L";

P3=P30-L*S*L",

ee(k)=-f*Xest(:,k);

Xest(:,k+1)=F*Xest(:,k)-B*u(k)+K*(zz(k,:)'-H*Xest(:,k));
Test(:,k+1)=Test(:,k)+L*(zz(k,:)'-H*Xest(:,k));

P20=P2;

P10=P1;

P30=P3;

end

figure

Xest=Xest'";

subplot(2,1,1)
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plot(Xest(:,2),'r-")
xlabel('x1")
subplot(2,1,2)
plot(Xest(:,6),'r-")
xlabel('x5")
Test=Test'";

figure

plot(ee,'r")
xlabel(‘optimal kontrol kirmizi (mavi gercek kontrol)")
hold on

plot(u)

figure
subplot(4,1,1)
plot(Test(:,1))
xlabel('al")
subplot(4,1,2)
plot(Test(:,2))
xlabel('a2')
subplot(4,1,3)
plot(Test(:,3))
xlabel('a3")
subplot(4,1,4)
plot(Test(:,4))
xlabel('a4")

figure
subplot(4,1,1)
plot(Test(:,5))
xlabel(‘alphay ')
subplot(4,1,2)
plot(Test(:,6))
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xlabel('betal ")
subplot(4,1,3)
plot(Test(:,7))
xlabel('beta2 ')
subplot(4,1,4)
plot(Test(:,8))
xlabel('betar ')
figure
subplot(2,1,1)
plot(Test(:,9),-"
xlabel('lamday")
lamdapi=1-Test(:,9);
subplot(2,1,2)
plot(lamdapi,'-")
xlabel('lamdapi')
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