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helisite durumlarinin Poincaré doniisiimleri altindaki davraniglari incelenmistir.
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Spin plays an essential role in almost all branches of the physics and has a special
importance in the field of the elementary particle physics. In this thesis the concepts
of spin and three dimensional rotations are first introduced in quantum mechanics.
Then within the relativistic quantum mechanical formalism the spin and helicity
states and their transformations under the Poincaré group are discussed. After a
short examination of the irreducible representations of the Poincaré group the
physical interpretations of the helicity and spin states for the massless and massive
particles are given. Their transformation properties between the center of mass and
laboratory frames are examined and the physical meaning of the Thomas
precession is discussed. The spin density matrices for the electons and photons are
defined and their transformation behaviours are given. A s an concrete example the
initial and final particle beam polarizations effects are investigated in detail for one

of the the basic processes of particle physics, namely in €€ — g’ 4 scattering.
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1. GIRIS

Kuantum mekaniksel bir nicelik olan spinin tasvirinde Stern-Gerlach deneyi ile spinin
kesfine giden yol ac¢ilmis ve Dirac denklemiyle de elektronun spini ifade edilmistir. Bu
calismada elemanter parcacik fiziginde spinin izahi verilmektedir. Ayrica goreli ve
goreli olmayan kuantum mekaniginde spin ve spin davranisi ele alinmis burada pargacik
spin kuantum durumlar iizerinde detaylica durulmus ve spin kuantum durumlarinin
farkli gozlem cercevelerinde farkli gdzlemciler tarafindan nasil formalize edildigi
belirtilmistir.  Buradaki temel yaklagimimiz helisite formalizmine dayanmaktadir.
Ayrica spin ve spin kuantum durumlarinin fiziksel donmeler ve 6telemeler altinda nasil

degistigi matematiksel olarak ifade edilmistir.

Bunlara ek olarak elemanter parcacik fiziginde spin ve spin davranisinin helisite
durumlari, kuantum alanlart ve dalga fonksiyonlarnin Lorentz ve kesikli
doniigsiimlerden nasil etkilendigi lizerinde ¢alisilmistir. Daha sonra ise spin durumlarini

ve spin yonelimlerini ifade eden spin yogunluk matrisi detaylica islenmistir.

Son olarak da tiim bu konulara somut 6rnek teskil etmesi amaciyla spin yoneliminin
thmal edildigi polarize olmayan ve spin bilgisinin de hesaba katildig1 polarize pargacik
demetlerinin kullanimiyla yapilan elektron miion sagilmasi i¢in genlik ve tesir kesiti

hesaplanmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

Peskin ve Schroeder (1996), Kuantumlu alan teorisinin temellerinin en bastan itibaren
inga edildigi bu kitapta kuantum elektrodinamigi, kuantum renkdinamigi ve zayif
etkilesmeler kapsamli bir sekilde ele alinmigtir. Polarize edilmis ve polarize olmayan
parcacik demetleri ile gercgeklestirilen elektron miion sagilma siirecinin tesir kesiti

hesaplar1 i¢in bu kitabin notasyonu kullanilmistir.

Ballentine (1998), Kuantum mekaniginin matematiksel yapist ve ana kavramlarinin
detayal1 ele alindig1 bu modern kitapta spin konusu kapsaml bir sekilde irdelenmekte,
Ol¢me problemi tizerinde ayrintili durulmakta ve homojen olmayan manyetik alanda
ilerleyen parcacik iizerine etkiyen kuvvet analiz edilerek spin ile demetin momentumu

arasinda nasil bir kars1 gelmenin kurulabildigine agiklik getirilmektedir.

Griffiths (1999), Elemanter pargacik fizigininin temelleri 6nce deneysel ve kuramsal
acidan ayrintili bir sekilde sergilenmekte, relativistik dinamik, Poincaré cebiri, yerel ve
global simetriler islenmekte ve parcacik etkilesmelerinin analizi i¢in Feynman kurallari
cikartilmaktdir. QED, zayif etkilesmeler ve QCD konulari anahatlariyla

sergilenmektedir.

Leader (2001), Spin konusunun biitiin detaylariyla irdelendigi kitapta dnce ilgili cebirsel
yap1 sergilenmis, spin kuantum durumlarinin doniisiim 6zellikleri tartisilmistir. Spin
yogunluk matrisi verildikten sonra, parcacik siireclerinde spin polarizasyonunun etkileri

ve asimetriler ayrintili bir sekildeve ileri diizeyde incelenmistir.

Muller ve Kirsten (2010), Siipersimetrik alan teorilerinin incelendigi bu kitabin ilk
boliimii Poincaré grubunun cebirsel yapisi ve temsilleri tizerine kapsamli bir analizi ve

tiim hesaplama detaylarini igermektedir.



3. SPIN ve HELISITE

Stern-Gerlach deneyi, agisal momentumun kesikli degerler alip almadigint belirleme
amaciyla yapilmis olsa da bu deneyin yapilisiyla spinin kesfine giden yol agilmustir.
Bohr-Sommerfeld modeline gore her enerji kuantum sayisi n i¢in kesikli degerler aldigi
ongoriilen [ acisal kuantum sayis1t mevcuttu ve ['nin 0’dan n-1’e kadar degerler alacagi
diisiintiliiyordu. Stern agisal momentumun kesikliligini ispatlamak amaciyla, giimis

atomlariyla bir deney diizenegi olusturdu.

Burada glimiis atomlarinin se¢ilmesinin nedeni glimiis atomlarinin son yoriingesinde bir
elektron bulunmasidir. Boylece firindan ¢ikan ve homojen olmayan manyetik alandan

gecen elektron filme ulastiginda bir goriintii veya sekil olusturacakti.

Igsel bir agisal momentuma sahip elektron bir manyetik alanin olusmasina neden olur.
Bagka bir deyisle atom kuzey ve giliney kutuplart olan bir miknatis gibidir ve biz buna

manyetik dipol deriz.

Eger glimiis atomlar1 homojen manyetik alan boyunca ilerleseler o zaman sekil 3.1°de
gordiigiimiiz manyetik kutuplarin kuzey ve giiney uglarina uygulanan kuvvetler
bliyiikliik olarak birbirine esit olacagindan birbirlerini gotiiriirler. Ancak homojen
olmayan manyetik alan s6z konusu ise bir uca etki eden kuvvet digerinden daha biiyiik
olacaktir bu da parcacigin ilerleme yoniinde etki eden net kuvvetin var oldugu anlamina
gelir. Sekil 3.1°de z yoniinde yani yukarn gidildik¢e artmaktadir ve boylece miknatisin
kuzey kutbu iizerindeki kuvvet alan siddeti biraz daha yiiksek oldugu i¢in, giiney kutbu
tizerindeki kuvvetten daha da biiyliktiir ve bdylece z yoniinde bir kuvvet olusan

miknatis ivme kazanir.
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Sekil 3.1 Stern-Gerlach deney diizenegi manyetik alan kuvvet yonleri

Asagidaki sekilde Stern-Gerlach deney diizenegini gormekteyiz.

Giimiig atomlan
demeti

Homojen olmayan
manyetik alan

Spin sadece ikifarkh
2 Alan Alai b s
Fotograf yokken varl]ien dogrultuda olabiliyor
plakas' — * Klasik heklenti

<> Deney sonucu

Sekil 3.2 Stern-Gerlach deney diizenegi

Firinda 1sitma iglemine tabi tutulan glimiis atomlarindan bazilar1 z yoniindeki homojen
olmayan manyetik alan i¢inden gecip, fotograf plakasina varir. Manyetik alan yok iken
z yoniinde sapma yoktur. Boylece giimiis atomlar1 film tabakasina ulastiginda diiz ¢izgi

seklinde bir goriintii olusturmasi gerekir. Eger manyetik alan uygulanirsa giimiis



atomlar1 filme ulasana kadar, +z ya da - z yoniinde sapmalara ugrar. Burada sapmanin
yonii ve sapmanin miktart agisal momentumlarin z yoniindeki izdiistimlerinin yon ve
biiytikliiklerine baghdir. Klasik olarak bu izdiigiimlerin, =1 hali i¢in, -1 ile +1 arasinda
herhangi bir degeri alabilmesi gerekir bu da film iizerindeki goriintiiniin z y6niinde
uzanmis kesintisiz bir dikine ¢izginin olugmasini gerektirir. Ancak Bohr-Sommerfeld
modeline gore [=1 degerine sahip olan agisal momentumun, z bileseninin -1 ya da +1’e
esit olacak sekilde kuantumlagmas1 gerekmekte ve [=0 degerine ise izin
verilmemektedir. Eger bu dogru ise glimiis atomlarinin izleyecegi yol ikiye ayrilmali ve
film lizerinde manyetik alan yoklugunda olusan diiz ¢izginin {ist ve alt tarafinda nokta

olusumuna neden olmalidir.

Diger yandan eger Schrodinger'in 6ngoriisiinii dikkate alirsak [ agisal momentumunun
z bileseninin m = —1,0,1 degerleriyle kuantumlagmas: ve film {izerinde goriintii
olusturacak atom demetinin ikiye degil lice ayrilmasi1 gerekirdi. Ancak film iizerindeki
gorilintli higcte bdyle degildi. Film {izerindeki goriintiiye bakildiginda glimiis atomu

demetinin iki bilesene ayrildig1 goriildii.

Peki, bu nasil olmaktadir? Homojen olmayan bir manyetik alan i¢inden gecen elektron
gectiginde potansiyel enerji —B- f’diir. Parcacik tizerine etkiyen kuvvet ise F=
V(E . ﬁ)’dl'ir. Burada gosterdigimiz manyetik moment parcacigin igsel agisal momenti
ile i = ;l—ec§ seklinde orantilidir. Boylece pargacik iizerine etkiyen kuvvet ve pargacigin

sapmas1 manyetik alan gradyenti yoniinde spin bilesenine bagl olacaktir. Bundan dolay1

spin bileseninin degeri manyetik alan tarafindan sapmaya ugrayan parcaciktan

anlasilabilir. Spin Hamiltonyeni H = —ji Bdir T toplam zaman olmak {izere

H(it)=0 (t<0)
H(t) = cza, 0<t<T)
Hit)=0 (T<t)

Esitlikleri mevcuttur. Burada o, Pauli spin iselemcisi iken ¢ sabiti ise B’ manyetik alan

gradyentini ve manyetik moment biiyiikligiinii icerir.



t < 0 igin durum vektorii; |a|?+|b|?> = 1 olmak iizere (Ballentine 1998).
|¥o) = al+) + b|-)

olarak verilir. Burada [+) ve |— ), 0,’nin 6zvektorlerinin spin yukar: ve spin asagi

olmasini ifade eder. ¢ > T i¢in durum vektoriinli yazarsak;

Y,y = et/ |+) + pe=iPa/ Tl

Burada sunu sdyleye biliriz ki etkilesim etkisi parcacigin spin ve momentumu
arasindaki korelasyonu yaratir ve yukaridaki esitlikte o, = 1 i¢in P, ve g, = —1 i¢in
—P, olmaktadir. Yani homojen olmayan bir manyetik alandan gecirdigimiz elektronun

yonii agag1 ya da yukari1 dogru olacaktir.

Tekrar sekil 3.1°e donersek ¥ hizi ilerleyen pargacik 7/2 biiyiikliigiinde bir i¢sel agisal
momentuma sahiptir ve g,’nin pozitif veya negatif olmasimna gore yukari ve asagi

sapacaktir. Matematiksel olarak bunu su sekilde gosterbiliriz;

Daha sonraki zamanda Hidrojen atomlariyla yapilan deneyde bu diisiince dogrulanmig
oldu. Elde edilen bu goriintiiniin sebebi spinin asagi ve yukari1 dogru olmasindan
kaynaklanmaktaydi. Ele aldigimiz bu durumlar1 sonug olarak su sekilde agiklayabiliriz.
Elektronun spininden dolay1 bir manyetik momenti vardir ve spin ile ters yondedir. SG

deneyinde elektron degisen bir manyetik alana girdiginde alan yoniinde sapmaya ugrar.
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Sekil 3.3 Manyetik kutuplar ve elektron yonelimi

Manyetik alan miknatisin kuzey kutbundan giiney kutbuna dogrudur baska bir deyisle
manyetik alan yonii asagi dogrudur. Elektronun spini sag el kuralin1 dikkate aldigimizda
basparmagin yonii spini belirtir. Boylece elektronun spini yukari dogru oldugunu
sOyleyebiliriz ve manyetik momenti ise asag1 dogrudur. Bu durumda elektron yukari
dogru sapar. Bunun tersi durumunda ise elektron asagiya dogru sapar. Yonii asagi dogru
olan ve bu yonde siddeti azalan bir manyetik alan i¢inde eger spin yukar1 dogru ise o
zaman manyetik moment asagi dogru olur bu da sapmanin yukar1 dogru olmasina neden
olur. Bunun tersi durumunda spin asagi dogru olursa sapma asagiya dogru olmaktadir.
Bu durumu o6rneklendirirsek bir elektron demetini bu sekilde tanimladigimiz bir
manyetik alanin i¢inden gecirirsek elektronlarin bir kismi asagiya bir kismi yukariya
dogru sapar. Ele aldigimiz bu durum bize elektron spinin belirttigimiz olasi iki degerden

birini alabildigini gostermektedir.



3.1 Goreli Olmayan Kuantum Mekaniginde Spin ve Donmeler

Goreli olmayan kuantum mekaniginde parcacigin spini donme serbestlik derecesine ek
bir serbestlik olarak tanimlanir. Ydoriingesel agisal momentumuna benzer olarak ii¢ spin

islemcisiyle;

seklinde gosterilir. |[sm) spin durumlari $2? ve §,’nin 6zdurumlaridir. Burada 6zdegerler
sirastyla s(s+1) ve m’dir. Burada m, —s < m < s degerlerini alirken pargacigin spini s
tamsay1 ya da buguklu tam say1 degerlerini alir ve m bileseni spinin z-bilesenine karsilik

gelir. 5, spin islemcileri agisal momentum komutasyon bagintilarini saglar. Yani;

[5; Skl=1ih €y 5 (3.1)

Serbest bir parcacik i¢in serbestligin spin derecesi serbestligin kinematik derecelerinden

ayrilir, bdylece p momentumlu pargacik igin;

|B; sm) = |p) ® |sm) (3.2)

esitligi mevcuttur ya da esdeger olarak dalga fonksiyonu i¢in;

lpﬁ;sm(f) = (pﬁ(f)n(m) (3.3)

olur. Burada  7(y (2s+1) bilesenli spinordir ve ¢;(X) Schrodinger dalga

fonksiyonudur.



Bu ¢alismamizda orijini O olan sabit koordinat sisteminde calisacagiz. Simdi dénmenin
spin durumlari iizerinde etkisini tartigacagiz. Burada donmenin fiziksel islemini r ile
ifade edecegiz. 0 pozitif olmak iizere, herhangi bir objenin 7,(60) ile dondiirtildigiini
diisiintirsek bu; objenin OZ ekseni boyunca sag el kuralina uygun olarak Z ekseni

boyunca bir 0 acisiyla fiziksel itmeye ugradigi anlamina gelir.

Eger r’yi 3-boyutlu A vektoriine uygularsak dondiiriilmiis A ve ya A" vektorlerini
buluruz. Bu hareketi aktif bakis acis1 olarak adlandiririz yani obje donerken koordinat
sistemi sabittir, bir diger adlandirma ise pasif bakis acisidir ve burada da koordinat
sistemi donerken obje sabittir. Aktif ile pasif bakis acisi arasindaki fark donme

parametresinin negatif olmasidir.

R®(a, B, v)=[RW(a, B V)]_l

Donmeye ugramis vektoriin bilesenlert;

(”T)L- = A7 = R;jA; (3.4)

seklindedir. Burada R , r donmesini temsil eden 3X 3 liik matristir ve R;; elemanlarina

sahiptir. Biz bunu R () olarak gosterecegiz. A; elemanlari ise siitun vektor formunda;

Ay
a=(4, (3.5)
4,

seklindedir. Bu durumda denklem (3.4)’ili matris gosteriminde;

A" = RA (3.6)



olarak yazabiliriz. Ornek olarak r = 7, (6) olursa o zaman;

cosf 0 sin@
> (3.7)

R[ry(B)]=< 0 1 o0

—sind 0 cos#@

olur. Benzer sekilde r = r,(6) yadar = r,(6) 6rneklendirilmeleri de yapilabilir.

r = 1,(0) igin;

cosf sinf 0
R[r,(6)] =| —sin® cosO O (3.8)
0 0 1
r = 1,,(0) igin;
1 0 0
R[r,(0)]=[0 cos® sinb (3.9)
0 —sinf cos@
olur. Ranki1 2 olan T tensorii i¢in, donligiime ugramisg T" tensoriiniin elemanlari
T{; = RixRimTim (3.10)

seklindedir. Burada not edilmesi gereken bir nokta ranki 2’den biiylik olan tensdrler
doniisiimler altinda indirgenemez bi¢cimde doniismezler. Burada indirgenemezden kasit
sudur; eger matrislerin blok diagonal temsili varsa indirgenebilirler. Ancak matrisler
blok diagonal degilseler genelde indirgenemez ranki 2’den biiylik olan tensdrler i¢in bu

durum gecerlidir genel itibariyle.
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Cogu zaman ii¢ koordinat ekseni boyunca €(;) ortogonal birim baz vektorleri kullaniriz.
Eger bunlardan birini doniistiiriirsek €(;) olarak adlandiririz. €;y’nin n elemam €y ile
iliskili olacaktir tipki denklem (3.4)’deki gibi. Ancak é(rj)’i €y nin  lineer

stiperpozisyonu olarak da diisiinebiliriz. Boylece;

&y = Rijéqy = (R") ,éu) 3.11)

olur. Burada RT R matrisinin transpozesidir. Bilindigi iizere donmeler igin R
ortogonaldir yani RTR = RRT = ’dir.  Yaptifimiz bu tammlamalardan sonra simdi
donmelerin fiziksel roliinii ele alabiliriz. Burada farkli gozlemcilerin ayni fiziksel

durumlar ve degiskenler i¢in yaptig1 tanimlamalari ele alacagiz.

A sabit bir vektor olsun 0 gbzlemcisi S gozlem gercevesinde bu vektorii s0yle tanimlar;

> s (R,
l

- Z(A,)Sr Z(AI)ST Z(ﬁT)U% = Z
l L J

J

€y = Z Aj €
7
(3.12)

0" ise S" gozlem cergevesini kullanan gozlemci olsun. Bu gozlemci S gozlem

cercevesinden r doniisiimii ile doniistiiriilmiis olsun. 56) baz vektorlerini kullanarak O"

gozlemcisi A y1

A= Z(Al)sr & (3.13)
l

sekilde tanimlar. Bu denklemi yeniden ele alirsak;
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Z Rij(r™1A4; = Z Z Rij(r™") Rj(A)sr Z 8 (A)sr
7 ] ]

j
(A)st = Rij(r™HA; (3.14)
sonucunu elde ederiz. Bu esitligin kisaltilmis hali ise;
(A)gr =77"4A (3.15)

olur. Ozet olarak; eger bir gézlem gercevesi r ile doniistiiriiliirse o zaman sabit bir
vektoriin bilesenleri S” ve S gozlem ¢ercevelerinde tammlandigimiz gibi R(r~1) ile
iligkilidir. Spin s spindrleri yukarida belirttigimiz durumlar ile benzerdir. 2s+1 adet

birim baz spindrleri 7y, ’leri gosterirsek;

1 0 0

0 1 0
N = 5 Ns-u =\ " ) N-s) =

0 0 1

7(s) Sz nin 6zdurumlarini verir. Genel bir spindr i¢in yazarsak;

) = Z YoM (3.16)
m

(Xm)sr » ST gozlem ¢ergevesinde X spinoriinii ifade etmek tizere denklem (3.14)’e

benzer olarak X, ile iligkilidir (Leader 2001).

X)sr =D )X, (3.17)
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Burada D®(r) matrisleri r dénme matrislerinin (2s+1) boyutsal gosterimidir. D’ler

liniter matrislerdir yani D*D = 1’dir. Denklem (3.11)’in tersiyle benzer olarak

Nm =DS)  (r "N (3.18)

esitligine sahip oluruz. Bu denklemin fiziksel yorumu sudur ; S gézlem g¢ercevesinde O

gozlemcisi tarafindan tanimlanan durum, 0’ gbzlemcisinin 1,,'yi nEm,) durumlarinin

stiperpozisyonu olarak tanimlanmasi gibidir.

Spin durumlarini tekrar ele alirsak, eger bir O gozlemcisi S gozlem cergevesiyle |sm)
durumunda s spinli bir pargacik goriirse o zaman 0" gdzlemcisinin gozlem cergevesi
olan S” bir r donmesi ile S den doniistiiriilmektedir ve pargacigin durumu O" tarafindan

|sm)¢r olarak tanimlanir yani;

|sm)er = ’Dr(:,)m r~H|sm') (3.19)
|sm) durumunun | sm) " ‘ye doniisiimiinii

r _ qy(s) I
| sm)" = Dm,m (r)|sm') (3.20)

seklinde olur. Bu denklem kuantum mekaniginde hermitik bir islemci tarafindan
kuantum durum vektorii lizerinde bir iglemin etkisini anlatir. Bu denklemi farkli bir

formda

| sm)"™ = U(r)|sm) (3.21)
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seklinde yazabiliriz. Burada U(r), r’yi temsil eden islemcidir. Bu son iki denklemden

hareketle;

NG ’
|sm)" =D 7~ (r)|sm’) (3.20)
| sm)™ = U(r)|sm) (3.21)

(s) _ ' r
> D9 () = (sm'lsm)

= |sm)" = U(r)|sm)

sonug olarak;
(s) _ i
.‘Dm,m (r) = (sm'|U(r)|sm) (3.22)

sonucuna ulasiriz. Boylece islemci gdsteriminde denklem (3.19) "u

[sm)sr = U(r~1)|sm) (3.23)

olarak yazabiliriz. Spinin 1/2 oldugu durumda §; spin islemcileri iki boyutlu X1/2
spinorler lizerine etkidiginde & /2 matrisleri tarafindan verilir. Bu arada 0;/2 matrisleri
2x2’lik hermitik Pauli matrisleridir. Herhangi bir § spin durumunda, §; islemcileri
(2s+1) boyutsal X® spinorii lizerinde etkidiginde burada da tig-(2s+1) boyutsal hermitik
matrisler S;’ler tarafindan verilir. §; Pauli matrisleri olan g;’lerin genellestirilmis halidir.
Burada onemli bir ayrim oldugunu unutmamak gerekir. O da; spinin 1/2 oldugu
durumda bunlarin ayni oldugudur. Burada soyle bir gercek var ki; en genel 2 X 2’lik
hermitik matris M dort bagimsiz parametre tarafindan belirtilir ve sonug olarak; g;’ler

hermitik ve bagimsiz oldugu i¢in M matris gibi;
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M=>(al+b-5) (3.24)

seklinde belirtilir. Burada I birim matris. 1_9)5’, bjo;’nin kisaltilmas1 ve a ve b; gergel

sayilardir ve % katsay1s1 ise uygunluk igindir, a ve b; ise

a=TrM, b; = Tr(o;M) (3.25)

Ayrica Tr matrisin diagnogal bilesenlerinin toplamini ifade eder. Daha yiiksek s spin
durumunda en genel hermitik matris (2s + 1)? kadar reel parametreylr belirtilir,

boylece li¢ spin S; matrislerini bu durumda denklem (3.24) ile ifade edemeyiz.

Spin 1/2 olmasinin 6zel rolii kendini bagka bir sekilde de gosterir. En genel 2-bilesenli

X spinorii dort reel parametre ile belirtilir ve faz1 dikkate almayiz. Buradan hareketle
spin polarizasyon vektorii 17_’>x’i yazabiliriz. Burada spinin 7 gibi bir bileseni mevcuttur

ve 7l = (sinBcosg, sinfsing, cosO ) olmak tizere bu durumu ele alirsak;

> 1
Sn= Eh&{sichosdx sin@sing, cos6 }

2, 1 (. 0 1 (0 =i 1 0
S.n= Eh{sm@cosd) (1 0) + sinfsing (i 0 ) + cosf (O _1)}
( ( 0 sin@cos¢> ( 0 —isin@sinqb) \
. 1 sinfcos¢ 0 isinfsing 0
cosf 0 J
l + ( 0 —0059)
gm_ 1 {( cos6@ sinfcos¢p — isianinqb)}
=3 sinfcos¢ + isinfsing —cos6
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gpol {( cos6 sinf(cos¢p — isind)))}

2" (\sinB(cos¢ + ising) —cos6

e'4 = cosA + isinA esitligini kullanirsak

$i=21n {( cosé Sinee‘i¢)}
sinfe'® —cos0

sonucuna ulasilir. Ozdeger ve dzvektdrler ise su sekildedir

det(IA — S1) = 0

A —1/2hcosf —1/2hsinfe™"?|
—1/2hsinfe'® 1+ 1/2hcos6

A% —1/4h%cos?0 — 1/4h?sin?0 =0
A% = 1/4h%(cos?0 + sin?0)

A=Fn

N |

sonucu elde edilir.

(1) (5) = +3n(3)

1 cosO sinHe‘i‘l’) ay 1 ra
2 h (sin@e‘d’ —cos6 (b) 2 h (b)
cosO.a + sinfe '? b=a

sinfe'®.a — cosf.b =b

esitlikleri elde edilir. Buray1 daha acik bir sekilde yazarsak;
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- b(1 + cosB) = sinfe'®.a

— siné €i¢. a
1+cosO
15 b sinf i
a=1-b=——e
1+ cos6

sonuglarini yazariz. Buldugumuz bu sonucun boyu N (Norm);

N? 12 4 sin%6
B (1 + cos6)?
N2 = 1+ 2cos0 + cos?0 +sin*0 2+ 2cosh 2
B 1+ 2cos6 + cos?6 " (14 cos0)?2 1+ cosh

1 + cos@’nin eslenigini yazarsak;

6 6 6 . 50
cos (— + —) = cos?®= —sin®* =
2 2 2 2

0
0 = cos?——1 2~
cos6 = cos® > +cos®

1+ cosh = 2coszg
esitligi elde edilir. Tekrar isleme geri donersek;

2 _ 2 2 1

1+cosf Zcoszg coszg

olur. Devam edersek;

ZlHIH

()

Normalize 6zvektor =
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1

—_— 1
ei<sineei¢>
V1 + cosf 1+ cos@

1
1 0 .
- — |2cos2=| sinfei®
\2 2

1+ cosf
1
0 9cinl .00 ip
S cos— ZSancoszel
2 ]
22
2cos >

sonug olarak normalize 6zvektoriimiiz;

0
coS —
2

.0
sm;e“”

N
seklinde olur. Toplam ¢arpan seklindeki fazin fiziksel olmamasindan dolay1 bunu e™‘z

ile carparsak;

o _i®
N3 cos;e 2
2
. 6 if
sm;e 2

e

¢
sonucunu elde ederiz. Boylece spindriimiizii elde etmis oluruz. e~z fazin atarsak;

o _@
COSEe 2

&
2

) (3.26)
sin; e

olur. Spindrii normalize edersek;
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4] _iﬂ . 0 _if .
A=cos;e 2 ve B=Sln;€ 2 olmak iizere;

X*X =N = 1
" A*A+B*B
0 ¢ 0 _.¢ 7]
+4 = —e'7 — “7): 2_
ATA (cosze )(cosze coS >

6 _.¢ 6 .¢ 7]
B*B = (sinie_li) (sinielf) = sin?—

Boyle spinorii normalize ettigimizde;

1 1
A*A+B*B  (0s224sin22
2 2

X*X =N = =1

sonucunu buluruz. Burada sunu belirtmeliyiz ki A*A = AA™ hermitiktir. Diger yandan

spin polarizasyon vektorii s0yledir;

Py =(3)y = XT6X (3.27)

Bu ifadeyi x, y ve z bilesenleri i¢in agmamiz gerekir;

x bileseni igin;

0 _l%
. 2] 9 2] _'2 0 1 COSEQ
— v+z — 20 .Y i
Pyx =X axJC—<cosze 2,smze 2)(1 O) 0 @
smiez
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q 6 o 0 _o\ [ singe?
?xx=(cosiel7,sin§e_ )

6
cos e
- 6 0, . 6 0 .
_ L i (i i L (-
Pxx <cos 5 sin> (') + cos 5 sin> (e )>

- 6 0
Pyx = <cos§sin§ (cos¢ + ising + cos¢p — isin¢)>

7_5xx = %sinQZcosd) = sinfBcosp

y bileseni igin;
6
N 0 ) 2] P 0 —i COSEG
— vtz — N Y i
Pry =X ayX—<cosze 2,smze 2)(1' 0) 0 e
sin—e2
2
.0 2
- 0 9 6 _o\[ Singe?
— 2o cin— o~ in
?xy—(cosze Z,Sane 2) 6 e
lCOSEG 2

- 6 . 6, . 6 6 .
— | _; 7 i i¢ . 2 i )
Pxy ( icos = sin - (e ) + icos > sins (e ))

= 6 6
Pyy = (icoszsinz (—cos¢p — ising + cos¢p — isin¢)>

- 0 6
Pxy = icoszsinz(—ZiSincp)

- 1
Pyy = Esin@Zsinq’)

ﬁxy = sinfsing.
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z bileseni igin;

0 it
. 2] ig . 2] _ig 1 0 COSEQ
?xz—(cosze Z,SLnEe 2)(0 _1) 6 @
sin—e'z
2
_ 6 0 6 _o\[C055¢ 2
?Xz=(cosze‘7,sin§e_17> 0 8
—sin—e'2

BB 88 8
xZ—COSZCOS2 SlTlZSlle

fxz = cosf
sonuglarina ulasiriz. Béylece spin polarizasyon vektoriinii yazarsak;

7_53( = (sinfcos¢, sinfsing, cosO) (3.28)

o ol sinfcos¢

Py | =Py Py = (sin@sincp) (sinBcosg, sinBsing, cosH)
cos6

- 2

Py | = sin?0cos?¢p + sin?0sin’¢p + cos?0

Py | = sin?0(cos?p + sin?d) + cos?6

Py | = sin?0 + cos?6
~ 2
?x =1

gibi bir sonug elde ederiz. Yani buradan ¢ikan sonug ﬁx spin polarizasyon vektoriinii
bilmemiz, X kuantum durumunu belirtebilecegimiz anlamina gelir. Daha yiiksek spin
durumunda X kuantum durumu igin is spin polarizasyon vektoriinii

|Px| = (8)x/s = 8x/s (3.29)
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seklinde tanimlariz. Ornegin; Spin 1 icin bu esitlik ﬁx = Sy halini alir. Burada §
ortalama spin vektoriidiir ancak simdi P nin ti¢ bileseni (2s+ 1) boyutsal X

spindriiniin  2(2s + 1) — 2 adet bagimsiz parametresini belirtmek i¢in yetersizdir.

Ayrica P ve § yalanct vektorler yani psedovektorlerdir. P polarizasyon vektori
anlamina gelir ancak bu vektér spini 1 olan kiitleli parcaciklar ve fotonlarin
tanimlamasinda kullanacagimiz £ polarizasyon vektorii ile ayn1 sey degildir. Bu yiizden

biz bunun i¢in spin polarizasyon vektorii ifadesini kullanmaktayiz.

Son olarak, s spini i¢in §; spin islemcilerini temsil eden S; matrislerinin 6nemli bir

ozelligini belirtecegiz, bu matrisler donmeler altinda vektor gibi dontistirler, yani;

DD = Ry(r Vs (3.30)
bu esitlik spinin 1/2 oldugu durumdaki iyi bilinen bir esitliktir esdeger form ise;
(0)st = Rijy(r ™" ){o;) (3.31)

3.2 Goreli Kuantum Mekaniginde Spin ve Helisite

Goreli kuantum mekaniginde spini incelememiz i¢in homojen ve inhomojen Lorentz
dontistimlerini bilmemiz gerekir. Bunun i¢in Poincaré doniisiimiinii Lorentz doniistimii

ve Otelemeleri igerek sekilde yazarsak;

xH - x'"* = A* xV + at

esitligi s6z konusudur. Burada; A*,, Lorentz doniisiimiinii ifade eder ve alt1 jeneratorii
bulunur, a* ise Otelemeleri ifade eder onun da dort tane jeneratorii bulunur. Yani
Poincaré doniigiimiiniin toplam on tane jeneratorii vardir. Donme ve Otelemeyi ayni
zamanda Poincaré donisiimii matrisi ile (4,a) = g(4,a) seklinde ifade edebiliriz.

g (A, a)’mn agilimi asagidaki gibidir;
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9(4,a) = idy = w,eMP? + ia,P*

Bu ifade bize sonsuz kiiciik Poincaré doniisiimii i¢in matris temsilini ifade eder. Burada

w

o = —Wgp'dir ve alti sonsuz kii¢liik parametreyi, a, ise dort sonsuz kiigiik

parametreyi ifade eder. Poincaré cebirine ge¢gmeden Once hatirlatma olarak Dirac

denklem ve ¢oziimlerine deginmek faydali olacaktir.

Dirac denklemi ve ¢oziimleri

Temel stratejisini goreli enerji momentum iliskisini ele alarak olusturan Dirac bu
sekilde anti pargacik kavramini agiklamis ve Dirac denklemi ¢oziimleri ile de spini 1/2

olan pargaciklarin ifade edilmesini saglamistir. Goreli enerji momentum iliskisi

E? _ﬁzcz = m2ct

seklindedir. Diger bir ifadeyle kovaryant formda (Griffiths 1999).

pipy = —(@"* + (B p) = -m*c?

Goreli momentum;
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pF=mpt=p°=mp’= mcz (u<c)
2

Goreli olmayan momentum ise;

p = mu? (u < c)

ptp, — (mc)? + (mu)? = —(m?c?) (u < c)

olur. Denklemi p°’a sahip olacak sekilde ele alirsak;

®*?%2 —m?c? = (P° + mc)(p°® —mc) =0

olur. Burada; (p° + mc) veya (p° — mc) sifirdir buda bize

pFp, —m?c? =0

esitliginin dogrulugunu gosterir. Ancak bu iki bilesenden herhangi birinin sifir olmasi
biz farkli bir noktaya gotlirir. p*’niin diger ii¢ bileseni mevcutsa yani diger 3

bilesenden p!, p? ve p*’iin var olmasidir. Bunun ne anlama geldigini yazarsak;

@) = (PH? — *)? — (P*)* —m2c* = (B°p° — B'p* — B?p* — B3p® + mc)

¥°p° —y'p' —y?p® —yp® —mc)
Boylece;

p#p, —m?c? = (B¥pg + mc)(y*py — me)
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esitligi yazilir. Sag tarafi acarsak;

BXyXpxps — me(BX — y®)px — m?c?

burada y# = yX°dir. Diger yandan py’da lineer herhangi bi terim istemedigimiz i¢in

¥ = yK alirsak boylece;

Y v¥pkps — me(yX —y©)pg — m?c? = ptp, — m?c?

esitligini elde ederiz. Sonug olarak;

Y*vXpkps = p*D)

denklemini elde ederiz. Bu denklemden hareketle;

®%)?% - (@H* - ®»?* - @*)?
= @*@P"D* + H2EH2 + 2@ + (r*)2(p?)?

+@ %t + v yOpops + G%v% + ¥2yOpops + 03 + V3 yOpops

+ Y2+ vy + G2+ 3y Deaps + @23+ v3vA)aps

Burada y° =1 ve y! = y2 = y3 =i segilebilir. Bu noktada Dirac parlak bir fikir 6ne

stirer ve y’larin say1 yerine matris olabilecegini diistintir. Diger yandan;

@9?=1, @V =0>?*=¢*)=>0*=-1
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burada o' Pauli matrisidir. Pauli matrislerini yazarsak;

7= o) =( 9)e= )

o bir 4-vektoriin uzaysal kismi degildir bu yiizden iist ve alt indisleri ayirt edilemez
yani o' = o; denkligi yazilabilir. Goreli enerji momentum iliskisi ¢arpanlara ayrilmis

sekilde

(p“p# —m2c?) = (y¥px + me)(y*py —mc) =0

yazilir. Buradan hareketle Dirac denklemini elde ederiz. y# = y¥ olmak iizere
(y*p, —mc) =0

denklemi elde edilir. p, — i70,idi yukarida ki denklemde yerine yazar dalga

fonksiyonu ¥ ile ¢arparsak Dirac denklemini elde ederiz.

ihy*9,¥ —mc¥? =0

Artik ¥ dort bilesenden olusan dikey matristir ve

seklinde ifade edilir. ¥’y1 Bi-Spindr ya da Dirac Spindr olarak adlandiracagiz. Dirac

denkleminde birimler segilirken, olagan birimlere gore elverissiz dlgiide biiyiik bir say1
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olan ¢ 151k hizinin ve elverissiz 6lglide kiiglik bir say1 olan 7 Planck sabitinin 1 degeri

almasi saglanir.

Dirac denkleminin ¢éziimleri

p, — ihd, ve denklemimizde uzaysal momentum sifir alinirsa Dirac denklemi

halini alir. Bagka bir gosterimle;

aleA/
G2 o, |2
t

burada
— llul

%= ()

iist iki bilesen ve
_(¥s

¥ = ()

alt iki bilesendir. Bir 6nceki denkleme istinaden
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denklemleri elde edilir. Sirasiyla ¢ozlimler

—i(mcz/ /] )t

Yu(t) =e ¥,(0)

wp(o) = " )y o)

seklindedir. Burada et/ n faktorii soz konusudur bu faktdr Schréndinger
denkleminden elde edilir s0yle ki: Schrondinger denklemi c¢esitli yolarla ¢dziilebilir,
ornegin bir pozitronun fonksiyonun sonucu olarak ¢oziilebilir. ¥(x,y,z) — pozitron

fonksiyonu ve f(t) — zaman fonksiyonudur.

Y(x,yzt) = P(xy2)f(t)

1
'4 2m f ot

<—h—62 +V>'P _ihor

seklinde yazilabilir. Sol taraf konuma bagh iken sag taraf zamana baghdir. Fiziksel

olarak sabit ¢oziim

2m

2
( L V’2+V>5U=Esv
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. of _
Lhat—Ef

olur. Bu denklemden hareketle

£ = o—iEt/ T

olarak yazilir. Devam edersek, bir kuantum durumunun p = 0’da E enerjisiyle zamana
bagli oldugu durumda durgun parcacik enerjisi E? = mc? ile ifade edilir. ¥,’nin bu

2 olmasi beklenir.

sekilde pozitif olmasi beklenir. ¥ ninde negatif enerjili E? = —mc
Her ikisi de spini 1/2 olan sistem i¢in 2-bilesenli spindrdiir. Sonu¢ olarak Dirac

denklemi p = 0°da dort bagimsiz ¢éziimden olusur.

Spin yukar1 elektron i¢in ¢6zliim;

l{l(l) _ e—i(mcz/h )t

S OO -

Spin asag1 elektron i¢in ¢oziim;

IIU(Z) _ e—i(mcz/h)t

S O O
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Spin yukar1 pozitron i¢in ¢6ziim;

O ei(mcz/h>t

oS RrO O

Spin asag1 pozitron igin ¢oziim;

1}1(4’) _ ei(mcz/h)t

oo O

Burada normalizasyon faktoriinii géz ardi ettik simdilik. Diizlem dalga (Plane wave)

¢Ozlimlerine bakarsak;

Y(#t) = ae~i/ T E-P1y (E, p)

Daha diizgiin bir gosterimle yazmamiz gerekir bu ¢oziimii.
x-p=xtp, =x,p* =E-t—Xx-p

bagintis1 yardimiyla

W) = ae /P

denklemini yazariz. Bu denklemde a normalizasyon sabitidir ve u(p) bispinordiir ve

¥ (x) ’in Dirac denklemini dogrulamasindan dolay1 u(p)’yi bulmay1 umuyoruz.
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ihy*0,¥ — mc¥=0ve p, — ihd, seklinde idi.

W) = ae /P

9,V = _hipuae_<i/h)xﬂp“u

esitliklerini Dirac denkleminde yerine yazarsak;
pux“ae_(i/h)x'pu - mcae_(i/h)x'pu =0
denklemini elde ederiz. Ustel kisimlar esit dolayisiyla

(puy* —mc)u=0

olur. Béylece Momentum Uzay Dirac denklemini elde etmis oluruz. p,y* ifadesini

acarsak;

Y¥p =<9 L
g p-o E/c

olur. Buldugumuz bu ifadeyi Momentum Uzay Dirac Denkleminde yerine yazarsak
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(r¥pu —me)u = <(E/; ,_;w) (—E_/f fmc)) (ZZ)

" (E/c - mc)uA —p - Gug
(y pu—mc)uz oo _E
D:o0Uy ( /C_mC)uB
A alt indisi st iki bileseni B ise alt iki alt bileseni gosterir. Yukaridaki gdsterimden

hareketle (pﬂy“ - mc)u = 0 denklemini dogrulamamiz gerekirse;

(P - 0)u, esitliklerine sahip oldugumuz

uy = (p-o)ug ve Ug =

E— mc2 E+mc2

goriiliir. Zaten Momentum Uzay Dirac denkleminin dogrulugu icin bu iki esitlik

gereklidir. up’yi u,’da yerine yazarsak;

®- )(Em ACE a)uA)

u
A~ E— mc2

Uy = (P U)ZUA

E2— m2c4

esitligini elde ederiz. Bu esitligin bize ne ifade ettigini anlamak icin (P -d)?’yi

acmamiz gerekir.
6-0=p Nin© Denl )

. o _( Pz px—ipy>
®-9) (px+ipy D,

- 5_)2 _ (pzz + (px - ipy)(px + ipy) pz(px - ipy) - pz(px - ipy))
pz(px + ipy) - pz(px + ipy) (px + ipy)(px - ipy) + pzz
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- - 2 -
-0 =p’ +py° +p, =P°
¢ikan bu sonucu u,’da yerine yazdigimizda

ﬁZCZ

T E2_m2c4 Uy
yani

E? —m2c* = p2c*

sonucunu elde ederiz. E2 — m?c* — p2c? = 0 goreli enerji momentum iliskisini bu sekilde
elde etmemiz siipriz olabilir ancak Dirac denklemini dogrulamak agisindan 6nemlidir.
Asil 6nemli olan nokta ise Dirac denklemini nasil gérmemiz gerektigine dair 6nem arz

etmesidir. Serbest bir elektron i¢in goreli enerji denklemi soyledir;

E? = m2c* + p2ct
enerjinin iki degeri

E = +ym?2c* + p2c*

seklinde gosterilir. Bu demektir ki elektronlar sadece pozitif enerjiye degil, negatif
enerjiye de sahip olabilmektedir. Oysa Dirac’in ¢alismasindan 6nce gorelilik kuraminda
negatif enerjilere hi¢ yer yoktu. Soru isaretlerine neden olan bu sorun Dirac’in dnerdigi
anti madde kavramiyla giderildi. Elektronun antisi olarak pozitif yiiklii pozitron daha
sonralar1 California Teknoloji Enstitiisii arastirmacilarindan Carl Anderson tarafindan
laboratuarda gozlendi. Bu bulusu takiben gozlenenler listesine anti proton ve anti ndtron

katildi. Giinimiizde temel yapida olsun ya da olmasin, biitlin pargaciklarin anti
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parcaciklarinin oldugu bilinmektdir. Yukarida pozitif kok pargacik saptamada negatif

kok ise anti parcacik saptamada kullanilir. Geriye doner

C

Uy = 73 (P-0ug, ugp =

c
E+mc?

(D Duy
denklemlerini ve

Pz Px — ipy>

(p . U) - (px + ipy —Pz

esitligini kullanarak dort bagimsiz ¢oziime ulasiriz.

@ w=() == Do) = mr (o, i)

2) uy= ((1)), up = d (ﬁ . o‘-’) ((1)) __ ¢ (px - ipy>

T E+mc? S

(3) up= (é) Uy = ——(§- ) ((1,) =——(p, f—zipy)

4) uB:((l)), uy = — (ﬁ.(;)((ll): c (px—ipy)

T E-mc? E-mc?2 j

Spini 1/2 olan pargacik mg = % spin yukari ve mg = —% spin asagiya sahiptir. Spinor

gosterimini ise iki bilesenli dikey vektorle yapabiliriz.

Spin yukar1 E%) = ((1))
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Spin asag1 E — %) = ((1))

Dolayisiyla (1) ve (3) spin yukari (2) ve (4) ise spin asagidir. (1) ve (2) i¢in enerjinin

pozitif kokiinii kullaniriz. Yani pargacik ¢oziimlerini ifade ederiz.

E = +ym?2c* + p2c*

(3) ve (4) Anti Pargacik durumunu izah eder. Yani enerinin negatif kokiint kullaniriz.

E = —\m?c* + p2c*

Buradan hareketle parcacigin spin yukari ve spin asagi ¢ézlimlerini yazabiliriz.

1
0
u(l) =N c(pz) ,
E+mc?
\C(px+ipy)

E+mc?2
(E = +./m2c* + ﬁ2c4)

c(pz)
E-mc?2
c(pxtivy)
E-mc?
1
0

u® =N

b

(& = —JmEci 5 72

0
1
u® = N | pxzivy)

E+mc?
c(=pz)
E+mc?

C(px_ipy)
E-mc?
u® =N C(—pz)2
E—-mc
0
1
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N normalizasyon sabitidir ve asagidaki gibidir.

N = J(El+me?)/c

Bu dort ¢dziimii normalize ettigimizde sonug olarak u*u = 2|E|/c’yi buluruz.

[ 2

u(l)‘“u(l):N(l 0 <@ C(px+ipy) N| c(pz)
E+mc? E+mc? \ E+mc?

c(px+ivy)
E+mc?2

uW+, D) = N2 (12 + c*ps” Cz(pxz"'pyz))

(E+mc?)2 (E+mc?2)2

2
u W+, = N2 (1 n c?p? ) — N2 ((E+mc2) +c2p2>

(E+mc?)2 (E+mc?2)2

N = \/(IEI + mc?)/c olmak lizere

2 /g2 24 m204 L 2 _m2 o4
U+, = E+mc (E +2Emc*+m“c*+E“-m*-c )

c (E+mc?2)2

YD+, (1) = 12(EZ+Emc?)
¢ (E+mc?)

u(1)+u(1) — lZE(E+mCZ)
¢ (E+mc?)

u W+, = 2El
c
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Dirac denkleminin goreli olmayan limiti

Goreli olmayan limitte Dirac denklemiyle nasil spini 1/2 olan pargaciklar1 ifade
ettigimizin ispatin1 yapariz. Uygulanan bir elektromanyetik alanin etkisini kapsayacak
bicimde denklem genisletildiginde ve ¢oziildiigiinde kuramcinin 6zel olarak ipucu
vermesine gerek kalmaksizin Dirac denklemi elektronlarda spin hareketi oldugunu agiga

cikardi.

Dirac denklemindeki 4-momentum islemcisine elektromanyetik potansiyeli dahil

edersek elektromanyetik alanda Dirac denklemini elde ederiz.

p”—)p”—%A”EH”

Burada p# kanonik momentum iken [7T#* kinetik momentumdur. A* elektro manyetik 4-

potansiyeldir ve

AR AR = (Ag, A) = (Ao, Ay Ay, Ay)

Seklinde ifade edilir. Dirac’in Schrondinger formunu tekrar ele almasina istinaden,;

in? = gy
ot

olarak verilir. Dirac parcaciklari i¢gin Hamiltonyeni yazarsak

H=cf-(ﬁ—%/f)+,8mc2
o [hc d a a 2]
lha—[T(Vlﬁ”za”s@)wmc]—H"’
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elektromanyetik potansiyeli kapsayacak sekilde Dirac denklemini yazarsak

alo

c(iha—;AO)lP:(cﬁ-(ﬁ— /T)+,8mc2)’1’

ih‘;—‘f=(cf-(ﬁ—

aln

/T) + e4, +,8mcz)‘1’

denklemini yazariz. Bu bize elektromanyetik alanla etkilesimi gosterir. Yukarida elde

ettigimiz denklemi daha iy1 bir sekilde yazabiliriz.

olmak iizere ¥ y1 iki bilesenli spindrlere ayrilmis sekilde yazdigimizda;

p cg-ﬁw Wy Wy
ih %(ﬁ“): = +eAO(q,A>+nu:2 (_A )
B CO_Z' HIIUA B

(g‘;) = (g‘;) exp — [i(mc?/h)t]

boylece denklemi yeniden yazarsak;

yp cé- T y
ih %('PA): 0 +eA0(,{,A>—2mc2(0>
B CO-:' HWA B
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denklemini elde ederiz. Eger kinetik enerjinin ve potansiyel enerjinin durgun enerjiye

nazaran ¢ok kiiclik oldugunu diisiiniirsek

lin W5 /0t| < Imc?Wp|

ledoWp| < |mc?Wg|

esitlikleri yazilir. Yukaridaki denklemden hareketle

esitligini elde ederiz. Bu W’ nin ¥ nin kiiclik bilesenlerini verdigini ¥, nin ise biiyiik

bilesenlerini verdigini ifade eder. Yani ;W5 ~ (v/2c)¥, olur.

—_—

—

W, = 2, esitligini

2mc

w c&-ﬁ?’ 17}
ih %(WA) = P +ed (qu) — 2mc? (q9 )
B CO_Z' HIIUA B B

denkleminde yerine yazarsak goreli olmayan dalga fonksiyonu ¥, i¢in

o _ (#1)(=11)
ih 4 — llyA + erlluA

at 2m

denklemini elde ederiz.
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Qu
=]
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Qu
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N

I
/N
11
I
ale
LN}
N
N
+
)
|
>
<
|
| ®
N

N

X

I

=

<

I

| ®

)
—

(6 T0)(5 )= (p-24)' 25

2
ez -
ihaWA:[(pc)_i&-B+€AolWA

denklemini elde ederiz. Bu denklem Schrondinger Pauli denklemidir. ¥, ’nin iki
bileseni serbestligin spin derecesi olarak tanimlanir. Biz serbest Dirac dalgalar ile

iligkili olan kismini ele alacagiz. Serbest elektron i¢in homojen manyetik alani yazarsak;

B=curld ve 4= %E x X seklindedir. Boylece;
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esitligini elde ederiz. Bu sonucu

2m 2mce

2
ez N
ihaWA:[(pc)_i&-B+€AolWA

denkleminde yerine yazarsak

5o e3>
ow, [P?—BL eh .

at 2m _chO-'B+eA0 llUA

ih

denklemini elde eder ve bu denklemi dizenlersek

inZa =2 — < ([+25) B +edo| ¥,

at 2m 2mc

denklemi elde edilir. Burada L = ¥ X § agisal momentumu ifade eder ve spin ise

S = % hg’dir. Bu denklem bize ayn1 zamanda g (jiromanyetik) faktoriin 2 oldugunu

gosterir. Bu denklemde elde ettigimiz bir diger 6nemli sonug ise Dirac denkleminin Pauli

denklemine doniisiimiinde goreli olmayan dalga denklemi spini 1/2 olan parcaciklar ifade

eder. Bu bize Dirac denkleminin spini 1/2 olan pargaciklari tanimladigini gosterir. Dirac

parcaciklari i¢in spin matrisleri s0yledir

o Pauli spin matrisidir. S’nin tiim bilesenleri (2 X 2) ’lik matrisle yani Pauli spin

matrisleriyle iliskilendirilir.
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=2 D520 Ds-( 2)

Diizlem dalga ¢oziimlerine geri donersek

W (7 t) = ae~/ I EFDy(E, §)

seklindeydi. u™ ve u® durumlari i¢in enerjinin pozitif olmasina istinaden yukaridaki
¢oziim idealdir. Ancak negatif enerjili u® ve u® durumlart igin yeniden

yorumlamamiz gerekir bu ¢éziimii.

Pozitronun enerjisinin negatif oldugunu hatirlarsak E ve p’nin isaretlerinde degisim

yapmamiz gerekir. Boylece;

W7 t) = ael/ N E-Fy(—F, —p)

halini almis olur denklemimiz. Dirac denkleminde de benzer ¢oziimler s6z konusu idi.
Burada farkli yontemlerle parametreleri benimsedik. Bunun nedeni fiziksel yorumlari

daha iyi yapmamiz i¢indir.

Pozitronun enerjisini ve momentumunun belirtilmesi adina v’yi kullanacagiz.

C(px_ipy)
E+mc?

—) —» (=p2)
v (E,) = u®(-E,—p) =N | L2

0
1
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c(pz)
E+mc?
c(pxtivy)
E+mc?2

1
0

v@(E,5) = —u® (—E, ~pu® = N

Hatirlayacagimiz iizere u Momentum uzay Dirac denklemini sagliyordu.

(puy“ - mc)u =0

v ise bu denklemin artilisin1 saglar.

(puy* +mc)v =0

Tekrardan Poincaré cebirine donersek. Poincaré cebirinde bize kolaylik saglamasi

acisindan temel komutasyon bagintilarini yazabiliriz (Muller ve Kirsten 2010).

[Muv'Mpo] = _i(nuvaa ~ NuoMyp = NypMys + nvaMup)

[Muv'Pp] = i(nvaM - "uppv)

[P.P,] =0

Burada M"Y Poincaré grubunun dénme ve "boost" jeneratorleri ve PH ise Poincaré

grubunun Gteleme jeneratorleridir.

Casimir islemcileri

Kiitleyi ve spini ifade ettigimiz bu iglemcileri iki kisimda ele alacagiz.
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(i) P? = B,P*, bu ifade Poincaré cebirinin Casimir islemcisidir ve bize kiitleyi ifade

eder. Bu ifadeye ait komutasyon bagintilar

[ pvr 2]=0

[Myv, P2] = (M, PPF]

[ uv'PZ]—[Muv'Pp]P +P[ pv p]—[ v NP7 G]Pp+P [M/w'P]

[ uwPZ] = _npai(nﬂapv - anPM)Pp - Ppi(nuva - nvau)
[My, P?] = —=in?°1,5P,P, + NP1y PPy — iPP1,, B, + iPPD,,P,

[M,y, P2] = —i6° ,P,P, + i”,P,P, — iP,P, + iP,P,

[Muw, P?) = =i[P,, B] = i[R.. B] = 0
[p Pz] —

esitligi mevcuttur zaten. Goriildiigii gibi donmeler ve "boost" altinda sonug sifir ¢ikti
buda bize kiitlenin invaryant oldugunu gdstermektedir. Bir diger ifadeyle bu sonuglar

bize donmeler ve "boost" altinda kiitlenin degismedigini gostermektedir.

(i) Poincaré grubunun ikinci Casimir islemcisi spini temsil eden Pauli-Lubanski

PPMP?  seklinde tamimlanir. Burada &,,,,

polarizasyon vektoriidir ve W, = > Euvpo

Levi-Civita tensorleridir ve &y1,3 = +1°dir. Pauli-Lubanski vektoriiniin komutasyon

baglantilarini yazarsak;
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[Pw WV] =0

[Pw w,] = %[ngvparppMm]

1
[Pw Wv] = ESVPGT[PM'PPMUT]

1
[ W] = L&y {LPY, PPIME + POLPY, M7}
[Pw VVU] = %gvparnuypp{naypr — NP}

[Bo W] = 2 {E0pucPP P = £0pou PP P}

[P Wy] = 2 {€0puePPPT + €5eypPTPP — €4p5u PPP? — €46, P7PP} = 0
sonucunu elde ederiz diger komutasyon ifadesini ele alirsak
[Muv'Wp] = i(nuva - 77vau)

[MF, WP] = [M*,[1, PP]]

i

< EunpMFYMPY dir.

Not: Burada W* = [I, PP] esitligini kullanacagiz. Ayrica I =

[MH2,wP] = -1, [PP,M*]] — [PP, [M*,I]]

[MK?, WP] = —[1,i{y"* P* — n*PPH}] — 0
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[ME?, WP] = —i{n*P[I, P"] —n"P[I, P*]}

[ME?, WP] = —i{n"P[1, P"] —n"P[I, P*]}

[MF WP = —i(nFP WV — n"PWH)

Dolayisiyla spin 6telemeler altinda degismez iken donmeler altinda degisir. Bu islemleri
yaparken [M*Y,I] = 0 aldik ¢iinkii Lorentz doniistiimleri altinda I vektorii invaryanttir.
Simdi bu ikinci durumda W2 ’nin B, ve M, ile komutasyonlarina bakarak donme ve

Oteleme altinda invaryant olup olmadigini gorebiliriz.

[1k olarak;

[M

uv'WZ] = [M

o WPW, | = [Myy, W JWP + WP My, W]
(Mo, W2] = =i(n,pWoy = 1p W ) WP = iWP (1,5 W,y = 10 W)
(Mo, W2] = =i( WV, = Wy + W, W, — W) = 0

Ikinci olarak ise;

[P 'WZ] = [Ppr]Wp + Wp[P/qu] =0

Bu iki bagmtidan ¢ikan 6nemli sonug¢ sudur; spini ifade eden W2 nin donmeler ve
Otelemeler altinda degismedigini gérmekteyiz. Yani evrenin neresine gidersek gidelim
hangi gozlem gercevesinde bulunursak bulunalim spin degismemektedir. Tipk1 biraz

once kiitlenin degismedigini ispatladigimiz gibi.
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Simdiye kadar detaylica ele aldigimiz Poincaré grubunun temsilleri ii¢ temel baglik

altinda toplanmaktadir.

(i) P2=PRP*=m? >0, W?=-m?s(s + 1) durumu.

W? Casimir islemcisinin 6zdegeri —m?s(s + 1) olmak iizere durgun gozlem

cergevesinde W, P¥ = 0'dan hareketle;

P* =(m,0) -» P°=m, PL,P2,P3=0

olur. Yani zamansal kisim m iken uzaysal kisim O olarak verilir ve Pauli-Lubanski

vektoriiniin  zamansal kismi W° = 0 iken uzaysal kismi daha once belirttigimiz

W,

= %EWPGP”MP" ’den hareketle

1 0¢ik
Wi = - €iojxP™S

olur. Boylece

esitligini elde ederiz. Burada: S* = %eij kS, spin islemcisidir. Sunu belirtmemiz gerekir
ki; durgun pargacik i¢in yoriingesel agisal momentum yok iken ig¢sel agisal momentum
yani spin mevcuttur. Ifade ettigimiz bu durum dogada karsimiza en ¢ok cikan temsildir.
Burada elde ettigimiz bu temsil m ve s tarafindan ifade edilir. Dahasi s5 spin izdiigtimii
—s’den +s’e kadar deger aldig1 i¢in kiitleli pargaciklar (2s+1) boyutsal multipletlerde yer

alir.

47



Bir 6rnek vermek gerekirse bu duruma elektronu Ornek verebiliriz. Zaten bu tez

calismamizda da en ¢ok bu durumun iizerinde durmaktayiz.

(ii) P? = 0, W? = 0 durumu

Bu durumda W ile P lineer bagimsiz degil W, = AP, seklinde lineer bagimhidirlar.

Burada A helisitedir ve +s’dir. W#’nin zamansal kismui;

wo = %gOikaiMjk

seklindedir. Burada i=1, j=2 ve k=3 durumunda

WO =—g12p My =P -]

sonucunu elde ederiz. Boylece W, = AB,’yi yeniden ele alirsak; u = 0 igin;

P-J
A= rJ
Po
esitligini buluruz. Bu esitlik bize helisitenin spinin momentum ydniindeki izdiistimii
oldugunu gosterir. Boylece kiitlesiz pargaciklar i¢in helisite tanimini yapmis olduk.
Ornek vermek gerekirse spin 1 ve helisite durumlar1 +1 olan fotonlari ayrica spini 1/2

ve helisite durumlar1 +1/2 olan nétrinolart 6rnek verebiliriz.

(iii) P2 = 0, W2 = p? durumu
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Kiitlesi olmayan ve spini herhangi bir sey olarak atfedilen bu durum matematiksel
olarak var olsa da bdyle bir pargacik mevcut degildir. Goreli kuantum teorisinde
islemciler homojen olmayan Lorentz doniisiimiiniin jeneratorleridir ve toplamda
bunlarin sayist ondur. Ug momentum islemcisi P/ ve hamiltonyen islemcisi P° sirasiyla
uzay ve zaman donilisiimlerinden, altit M*V = (—M"#) islemcisi ise homojen Lorentz

denkleminden iiretilir. Kombinasyonlarimiz yazarsak;

Ji =~ Ly, R = % (3.32)

Bu esitlikler sirasiyla saf donmelerin ve saf Lorentz doniisiimlerinin ("boost")
jeneratorleri olarak gosterilebilir. Boylece J;’ler toplam agisal momemntumlar1 olarak

tanimlanir. Burada agisal momentum islemcilerinin komutasyon baginti sdyledir;
Ui Ji] = i€y (3.33)

Ja = eab’yQﬁPy ve ]ﬁ = EmnUmbn
U Jpl = [€apyQpFy  €mnlmPn] = €4py€1mnlQpPyr  Cmbn]
= Eaﬁyelmn{Qﬁ [PV’ QmPo] + [Qb" QmPn]PV}

= €apy€mni Qs QulByr Pl + [Py QmlB) + (QulQs Pl +[Qs QmlP)P,}

h h
= €aqpy€imn {(Qﬁ T aymIPn> + (_ T SﬁlemP)/)}

h
= E{Qﬁ'eaﬁyelynpn - EaﬁyelmBQmPy}
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yukaridaki esitlikte y - m ve f — n yazildi. Ayrica f - m ve y = n yazilirsa;

h
= E {Qm €amy ElynPn — €apn€imp QmPn}

boylece

h
= E{Ellm]/elyn - EaﬁnelmB}QmPn

sonucu elde edilir. Burada f — k yazilirsa

h
Ve ]ﬁ] = E{Gamyeynl - eankeklm}QmPn
€Eamy€ynl = SenOmi — Omnla

Eank€kim = Oa1Onm — OniOam

bagintilar1 yardimiyla ve taraf tarafa toplarsak
SanOmi — Onibam = —€qiy€ymn

olur. Buradan hareketle kaldigimiz yerden devam edersek

Va ]ﬁ] = _?EalyeyanmPn

h
Ve ]ﬁ] = _?Ealy]y
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denklemin sag tarafini :—i ile carparsak

Ua ]ﬁ] = ihealy]y

sonucunu buluruz. Biraz once yukarida verdigimiz 6rneklerin birinde ﬁ#P“’nin kiitleyi
ifade ettigini gostermistik bir diger ifadeyle 6zdegerleri m?’dir ve bu islemci

invaryanttir yani tiim jeneratorler ile hesaplanabilir.

Simdi spin iglemcilerini tanimlamak i¢in kovaryant spin iglemcileri dedigimiz W, Pauli-

Lubanski islemcilerini detaylica ele alacagiz. Bu islemciler

Wy = == €uypo M PP (3.34)

(€o123 = +1)

seklinde tanimlanir. Komutasyon bagintilar1 ise
[W/'l' Vl\/ll] = ie)lupawppa (3.35)

seklindedir. Bu islemcilerin p = 0 momentumlu durumlarin {izerinde etkilerini

diistiniirsek yani durgun durumlarda, denklem (3.35)’in uzaysal kismu i¢in;

[Wj' Wk] = ifjprme = —imEjlel (3.36)
sonucunu elde ederiz. Béylece m # 0 igin ii¢ islemci;

W, (3.37)

3|

§i:
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olur. Ayrica komutasyon bagintisi;
5 Skl=i€u§ (3.38)

olarak yazilir. Dahas1 belirttigimiz gibi WHW” islemcisi invaryanttir ve 6zdegerleri
m?s(s + 1)’dir. Ozet olarak; goreli teoride pargacik invaryant bir s spin kuantum
numarastyla atanir ve pargacik durgun haldeyken §; islemcileri tanimlanabilir. Diger

yandan denklem (3.34)’den W# durgun haldeki bir pargaciga etkidigi zaman;

~

. m v
W =— ? EyvOch

esitligi elde edilir veyahut bu esitlikten denklem (3.32)’yi kullanarak
Wt =mj; (3.39)

esitligini elde ederiz. Boylece $;’ler durgun haldeki durumlara etkidiklerinde J; olurlar,
sOyle ki; goreli olmayan spinin tiim dontistimsel 6zellikleri durgun haldeki pargacik i¢in
saglanmig olur. Ayrica durgun haldeki bir pargacik sifirdan farkli bir toplam acisal

momentuma sahiptir.

Biz bu calismamizda durgun haldeki bir parcacik i¢in bir goézlem cergevesini

saptayacagiz ve parcacigin durumlarmni ele alacagiz. Bu durum  §2

ve §,’nin
Ozdurumlar1 olan [ss,)’nin kullanilmasiyla olur. Burada izleyecegimiz yol Lorentz
dontisiimlerinin durgun durumlar iizerine etkimesi ile momentum durumlarinin elde
edilmesi lizerine kuruludur. Lorentz dontisiimiinii [ ile ve fiziksel doniisiimii daha once
belirttigimiz gibi yine r ile ifade edece8iz ve eksenler boyunca saf Lorentz

dontistimlerini ("boosts") [; ile ifade edecez. j = x,y,z
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Yukarida bahsettiklerimizi Orneklendirecek olursak; bir S gozlem gergevesini bu
gbzlem ¢ergevesinin Y ekseninde 0 agisiyla dondiiriirsek, S''nii elde etmis oluruz ve
daha sonra S"’nii, S"’niin Z ekseni boyunca bir v hiziyla yeni bir S” gézlem ¢ergevesine

"boost" edersek o zaman S den S'’ 'ne toplam doniisiim

§-58"=1,(vr,6)S

olur. Herhangi bir yéndeki Lorentz doniisiimii ya da "boost" [(V) ile ifade edilir ve agik

bir ifadeyle;

[0 = [r' D] "L (r() (3.40)

seklindedir. Bu denklemi "kanoniksel boost" olarak adlandiracagiz. Burada r(V),
€(,) X V lizerinde ki dénmedir ve Z eksenini v nin yoniine dogru dondiiriir. r~1(V) de
r(V)’nin tersidir ve v ~1(¥), r(¥) nin "boosted" gézlem ¢ercevesine uygulanmis halidir.

Saf bir "boost" sekil 3.4’de agikca goriilmektedir.

X” Xl”
A i
§ \ _ v
\
x ”eﬁ "t
A v ” ”rs b Z
7 4 S
x\ , -
N
S'\\\
\ (7]
N » 7

Sekil 3.4 v boyunca S — S"""” ne "kanoniksel boost"
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Eger bir A 4-vektorii Lorentz doniisiimii [ tarafindan, bir Lorentz doniislimiine ugrarsa o

zaman yeni bir vektore dontisiir. Bu yeni vektorii [A ya da 4 ile

(1AH* = A = AL (DAY (3.41)

seklinde ifade ederiz. Matris gosterimi ile bu doniismiis 4-vektorii A 4 X 4’liik matrisle
ifade edecez. Ayrica A.’da p satir1 v ise siitunu belirtir. Denklem (3.41)’i yeni bir

gosterimle A; = A(1)A seklinde yazabiliriz. Eger [ bir r donmesi ise 0 zaman,;

1 00 0
0

A= 42
0o R (342)
0

olur. Burada R daha 6nce belirttigimiz gibi r’yi temsil 3 X 3’liik matristir. Eger [, Z

ekseni boyunca v hizinin bir "boost"u ise 0 zaman;

oo =

0 0 yp

1 0 O

0 1 0 (3.43)
yB 0 0 y

olur. Buraday = (1 — $2)~%/2 | g =Y/, dir. Denklem (3.40) "kanoniksel boost" i¢in

ise;

Y YBx YBy Y8
YBx 1+aB;  aPePy aPup;
YBy aByBy 1+aB; aBypB,
)/Bz aﬁzﬁx aﬂzﬁy 1+ aﬂzz

AL@B)] = (3.44)

olur. Burada: § = 3/c,y = (1 — B2)"2 ve a = y2(y + 1) Ldir.
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Eger S!, S gdzlem cercevesine [ Lorentz doniisiimiiniin uygulanmasi ile elde ediliyorsa
o zaman denklem (3.33)’e benzer olarak S gozlem c¢ergevesinde ifade ettigimiz A 4-

vektorii St gdzlem gergevesinde

(AW a = AL HAY (3.45)

olur. Bu ifadeyi asagidaki gibi de yazabiliriz.

(A)g =114 (3.46)

3.2.1 Kiitleli parcaciklar

Sa gozlem gercevesinde m kiitleli ve durgun A parcacigmin kuantum durumu |s; s,)
olsun. 0 gozlemcisi ise —# hiziyla 0,’ya gore ¥ = §//B2 + m? hnyla ilerlesin. O
zaman O gozlemcisi S, gozlem cergevesinde durgun halde bulunan A parcacigina
baktiginda p momentumuyla ilerleyen bir pargacik gorecektir. Boylece tanimlanan bu
durumda O |p;...) durumunu tanimlayacaktir. Ancak burada bir¢ok sayida S gdzlem
cercevesi 0’ya goziikecektir ve 0 gozlemcisi —V hiziyla ilerlerken A pargacigimi p
momentumu ile gorecektir. Burada eger S; bu gozlem cercevelerinden biri ise S;
gbzlem ¢ercevesin dondiiriilmesiyle yeni bir gozlem cergevesi elde edilecektir demektir.
Agikgasi, tim gozlemciler A pargacigini p momentumuna sahip olacak sekilde farkli
spin durumuyla goreceklerdir ¢iinkii goézlemcilerin gozlem c¢ergeveleri birbirlerinin
dondiiriilmesiyle elde edilmektedir burada. Bdylece spin durumlarinin belirtilmesi

O’nun kullandig1 referans sisteminde A’nin hareketinin durumuna bagli olacaktir.

Burada iki 6nemli se¢im s6z konusudur

(1) Kanoniksel Secim: Burada O kendi gozlem gercevesi olan S’i dyle bir yolla secer
ki, S, S,’dan saf bir Lorentz doniisiimii [(—7) ile elde edilir tipki denklem (3.40)’da
oldugu gibi
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1) = [r*(D]"L (Wr() (3.40)
Daha sonra O gozlemcisi hareketin durumunu |p; s,) olarak goriir.

(2) Helisite Se¢imi: p’nin 8 ve ¢ kutup agilarina sahip oldugunu varsayalim o zaman O
gozlem cergevesi S’i sOyle seger; oncelikle O, S,’nn negatif Z yoninde v =
|pl/\/P? + m? hiza ile S' gozlem gergevesine doniisiir ve O daha sonra S’ gdzlem
gergevesine A’nin momentumunun P = (p,0,d) gibi bir momentum olmasi igin bir

donme uygular. Burada doniisiim ilk olarak — 6 agisiyla OY' ekseni etrafinda olur daha

sonra ise —¢ acisiyla 0Z"" ekseni etrafinda olur. Yani tiim doniistim;

Sa—= S =1, (=P)ry (=)l Sy (3.47)

seklindedir. Burada sunu belirtmemiz gerekir eger r(a,f,y) gosterimi a, 3,y Euler

acilariyla bir doniisiim ic¢in kullanilirsa;

r(a, B, V) = rz”(Y)ry’(B)rz(O() = FZ(O()I'Y(B)FZ(Y) (3.48)

S =171(8,d,0)1;1(v)S, (3.49)

esitlikleri saglanir. Eger Sy durgun gozlem gergevesinde p = (m,0,0,0) olmak iizere
A’nin durumu |p; s, s, = A) ise o zaman 0, S gbzlem c¢ergevesini kullanarak durumu
|p; s, s, = A)s olarak goriir ve bu durumu O, |p;A) olarak belirtir. |p;A) helisite

durumudur ve

1B A) = |p;s,s; = A)s (3.50)
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seklinde tammmlanir. Ozel olarak belirtmedigimiz siirece tiim durumlarimiz helisite

durumu olacaktir bu ¢calismamizda.

3.2.2 Helisite ve kanoniksel spin durumunun fiziksel yorumu

Denklem (3.49) ve (3.50) bir helisite durumunun fiziksel igerigini anlamak igin
onemlidir. S gozlem c¢ergevesinde A parcacign |p,A) ile tamimlanan hareketin
durumunda oldugunu diistinelim. O zaman denklem (3.49) ve (3.50)’ye gore A
pargacigl durgun halde ve s, = A4 spin bileseni ile bulunur. Eger A parcacigini S,

gozlem cercevesinde gozlemlerse, denklem (3.47)’ye benzer olarak;

Sy =L ()r(¢,6,0)S (3.51)

Esitligini yazariz. Bu esitlik A parcacigi icin Helisite durgun gozlem cercevesidir
(helisite rest frame). Sekil 3.5°de ¢ = 0 i¢in S ve S, arasindaki bagint1 goriilmektedir.
Herhangi bir ¢ i¢in Z,, p boyunca uzanirken, Y, ise €, X p boyunca uzanir. 8 = 0 ya

da 6 = mi¢in Y;’1 OY ekseni boyunca yada karsisinda aliriz.

Bu arada denklem (3.51)’deki doniisiimii h(p) sembolii ile de verebiliriz.

h(®) = L (v)r(¢,6,0) (3.52)

bir diger 6zel gosterim ise soyledir;

h(®) =r(¢,6,0),(v) (3.53)
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\ - \
\
S
\ 7z’
\ >
- lz (V)

ry (6)

Sekil 3.5 A parcacigi i¢in Sy helisite durgun gézlem cercevesinin gosterimi

Burada;

Y 0 0 By
YBx cosbcosp —sing yB,./P
YBy cosbsing cosgp aP,/B
yB,  —sinb 0 vB./B

Alh(P)] = (3.54)

seklindedir. Burada E = p/E, 6, ¢ kutup agilarma sahiptir ve y = E/m'dir. Ayrica ﬁ_) ve

y’y1 kiitlesiz parcaciklar i¢in boliim 3.2.3’de ele alacagiz.

h(p) p 4-vektorii lizerinde islem gergeklestirdiginde p 'nii p’ye gevirir. Ayrica

S =h"1(B)S, (3.55)

seklindedir ve buradan hareketle (3.51)’e benzer olarak
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;) = |p;s, s, = A)s = U[h(®)]|p; 5,5, =2) (3.56)

esitligini yazabiliriz. Burada U tiniter islemcidir ve gortildiigii tizere h(p) Lorentz
doniisiimii ile iligkilidir. Uniter matrisi hatirlarsak; U = n X n’lik matris i¢in UtU =

UU* = DIdir. A pargacigi i¢in helisite durumu S gozlem gergevesinde;

|p; A) = UlhaD)]Ip; s, = ) (3.57)

ile tanimlanirsa o zaman A, S, durgun helisite goézlem c¢ercevesinde bulunan A
parcacigmin spininin z bilesenidir. Burada S, helisite durumu sekil 3.5°de goriildigi

lizere;

esitligi olur. Kanoniksel spin durumu |p; s,).qn'de yukaridaki gibi ele alinir ve benzer

duruma sahiptir. Yani;

D5 S2)can = U[lA(l_;)]lf)F Sz) (3.59)

Bu esitligin fiziksel yorumu sudur: s,, [, (¥) "boost"’uyla S gozlem gergevesinden gelen
A pargacigmin kanoniksel durgun gozlem gergevesi olan S3’da, A pargacigmin spin

bilesenidir. Sekil 3.4°de ¥, A parcacigina karsilik gelirse S’ gozlem cergevesi Sg olur.

Tim belirttiklerimizle beraber sekil 3.4-3.5°1 karsilagtirdigimizda iki durgun goézlem
cergevesinin bir doniigiim ile birbirinden ayrildiginmi goriiriiz ve boylece |p; A = %) ve

-

D;S, = i)can ile tanimlanan fiziksel durumlarin birbirlerinden farkli olduklarini
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goriiriiz. Casimir islemcilerini 6rneklendirdigimiz ii) durumuna ek olarak; |p; A7)

durumu J. P / |}3 | helisite islemcisinin 6z durumudur. Soyle ki;

Sl
Y

;) = Alp; A) (3.60)

'"U)l|
=N

Sonug olarak helisitenin, serbest bir pargacik i¢in lineer momentum yoniinde toplam

acisal momentumun izdiisimii (projeksiyonu) oldugu sonucuna ulasiriz.

3.2.3 Kiitlesiz parcaciklar

Helisite durumlan kiitlesiz parcaciklar icinde tanimlanabilir. Kiitlesiz parcaciklarin bu

konudaki genellestirilmesi denklem (3.56) ile tanimlanan helisite durumlariyla
baslamaktadir. Burada heliste durumlari ]713) / |1§| helisite islemcilerinin 6z durumlaridir.

Aslinda biz bunu Casimir operatdrleri ii) durumunda agiklamistik. Bu konuda denklem
(3.60)’a yogunlasacagiz ¢iinkii bu denklem kiitlesiz parcaciklar i¢in helisite durumunun
tanimidir. Burada oncelikle ~ A’nin bir degeri ve s = |A| ile tanimlanan s spini
mevcuttur. Ancak pargacik etkilesimleri uzay yansimasi (reflection) altinda invaryant

olursa o zaman parite operatorii P nin |p; A1) lizerinde etkimesiyle helisite durumu elde
edilir. f.P/ |ﬁ| donmeler altinda invaryant oldugu igin ve uzay yansimasi (Y) altinda

pseudoscalar oldugu i¢in p, = (0,0, p)’li durum igin;

YIB, ) = e ™yP[B,; 1) (3.61)
Denklemini yazariz. Buradaki helisite durumu p, momentumuna sahip ve -A

dzdegeriyle J.P/ |I3 | ‘nin bir dzdurumudur. Boylece 1 kiitlesiz parcaciklarin igsel parite

faktori olmak tizere
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Y12 1) = nlPz —2) (3.62)

esitligini yazabiliriz. Ozet olarak; eger etkilesimleri pariteyi korursa o zaman s spinli p
momentumlu kiitlesiz bir pargacik iki bagimsiz helisite durumuna sahip olur. Yani
|p; A = s) velp; A = —s). Boylece durum ii)’de ele aldigimiz gibi, foton etkilesimleri
pariteyi korur ve A = +1 iki helisite durumuna sahiptir. Oysa nétrino etkilesimleri

pariteyi korumaz ve sadece A = —% helisite durumuna sahiptirler yani dogada sadece

sol elli notrinolar mevcuttur.

Farkli gozlemciler tarafindan goriilen durumlar arasindaki iligskiyi belirtmek amaciyla
pst = (p,0,0,p) momentumuyla Z ekseni yoniinde ilerleyen pargacik igin S,; standart
gozlem c¢ergevesini kullanabiliriz. Bu durumu |pg;A) seklinde belirtiriz. Burada

denklem (3.56)’ya benzer olarak |p; A) helisite durumu

P 2) = ULh(B, Pse)1|Pse; 1) (3.63)

Esitligi ile gosterebiliriz. Burada h(p, ps;), (¢, 8,0)1,(v)'nin Lorentz doniisiimiidiir.
Ayrica p = (p, 0, ¢) olmak lizere p* = (p,p) momentumu séz konusu oldugunda,
h™1(B,Ps), Ss¢ gozlem cercevesini S gozlem cergevesine cevirir. Diger yandan

h(p, Bst), Ps¢ Uzerine etkidiginde onu p’ye doniistiiriir.

Kiitlesiz pargaciklar i¢in spini ele alirsak; kiitlesiz pargaciklar icin spini direk olarak
%W“’nin 0zdegerlerinden tanimlamak miimkiin degildir. Bu ancak asagidaki gibi olur.

Denklem (3.35)’den

[VT/;U W/’L]lﬁst; /1) = iﬁ[e;wpo + Euva]Wplﬁst; /1)
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esitligini yazabiliriz. Bu yiizden WH, |Pg; 1) ye etkidiginde, W* igin

[WHLw?] =0 (3.64)
1 A2 1 VPO 1 vipp'o!

[W W ] = Eelvpap M ,EEZVIPIJ/P M ]

1

W, w?] = Zelvpo—EZv’p'a’[PvMpa'PU,MP,GI]
1 PY[MP,PY'|MP'?" + PYPY'[MP?, MP 7 | + [PY, PV |MP'O' MP?
= ZelvaEZV’p’a’ +PVI[P,U’MPIO_I]MPO_ }

: Pty = 197
= ZelvaEZv’p'cr’ +PVPUI{_i(npp’Mao' - npa’Mop’ - nap’Mpa' + nao’Mpp')}
+Pv,{_i(na’vpp’ - np’vpa’)Mpa}

l

v o' _ Yo Y ey
4P ElvaGZJp'o’PpMp _ZP Elvpaezv’p’pMpp _ZP P 61vp062v’po’Moo’

[ ' [ / i '
__pvpv Z pvpv _ _pvpv
+4P P ElvpcrEZv’p’pMap' + 4_P P Elvp(fEZv’aa’Mpa’ 4_P P €1vpa€2v'p'aMpp’
L v/ po L v/ po
_ZP 610'p062v’p’0’Pp’M + ZP Elp'p662v'p’cr’Pcr’M
-~ 1 = "N o . ..
Burada W, = — > EuvpaM KV PP bagintisini dikkate alarak ve p = 3 ve 0 = 0 igin

[Wl, VT/Z] = ip[€1230W?> + €1203W°]
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[WH,W?] = —ipW? + ipW° = ip(-W?3 + W°)

sonucunu buluruz. Bu bagntilari elde ettikten sonra sonuca ulasacagiz. ps; = (p,0,0,p)

icin durumu ele aldigimzi ifade etmistik. Burada ; ps; = (9,0,0,p) yani P° = P3 =

p’dir. WP = — % E”vaM KV PP>den hareketle

1 o~ A~ o~ A~ o~ PN

w3 = _561203M12p0 = —562103M21P0 - E“?0123MOIP2 _560123M10P2

sonucu elde edilir. Benzer islemleri W° igin yaparsak W° = p sonucunu elde ederiz.

Bunlar yerine yazarsak;

(W, W?] = —ipW? + ipW° = ip(-W?3* + W°) = ip(-p +p) = 0

olur. Simdi agisal momentum islemcileriyle doniisiim jeneratorlerinin  temel

komutasyon bagintilarini ele alirsak

[M#, PP] = i(n#P PY — nvP PH) (3.65)
[P+, PY] = (3.66)

Denklem (3.65) ve (3.32)’yi takiben
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[P, P?] =0 (3.67)
sonuglarini yazariz. W2 igin kiitlesiz pargaciklarin 6zdegerleri sifirdir.

W |pse; 2) = 0 (3.68)
Denklem (3.34)’ii takiben W, |P:; A) durumlari iizerine etkidiginde;

W 1Bse; A) = (9J3,0,0,0)3) 1Bse; A) (3.69)
esitligi elde edilir. Soyle ki;

W, WH |Bge; A) = 0 (3.70)
olur ve

w3 .
7 Iﬁst;/D =]J3 Iﬁst;/D =

bl
!

| _)st;l) =1 |5st;l) (3'71)

'Tm|

Boylece helisite durumlari, (4,0,0) 6zdegerleri ile (W3/p, W, W?) nin 6zdurumlari

olarak diislinebilir.

Tim bu yazdiklarimizdan sonra s spin degerinin tam ya da kesirli tam say1 olup
olmadigin1 su sekilde belirtiriz; A’nin degerleri donme altinda invaryant olmasina

ragmen (bu hem kiitleli hem de kiitlesiz parcacik durumlari igin gecerlidir) helisite
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durumlari bazi donmeler altinda faz degeri alir. Boylece denklem (3.60)’dan p yoniinde

a acilt bir donme i¢in sunu yazariz;

15:2) > exp (—ie] - B/IBl) 15 A) = e [3; 2) (3.72)

21 donmesi i¢in bozonik ve fermiyonik durumlarda bu fazin +1 olmasi gerekir ve

sonug olarak A tam say1 ya da buguklu tam say1 olmalidir. Bu durumu ele alirsak;

i\ 21 { +1  bozon
€ -1 fermion

cos2mA — isin2mA = +1 bozon

A=+1
coS2mA — isin2mA = —1 fermion
A==

sonuclarini elde ederiz.
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4. HELISITE DURUMLARI, ALANLAR ve DALGA FONKSIYONLARI
UZERINDE LORENTZ ve KESIKLI DONUSUMLERIN ETKILERI

Spin durumuna dair olan tartismalarda verilen fiziksel durumun farkli goézlem
cercevelerinde yani laboratuar (Lab) ve kiitle merkezi (CM) sisteminde neye karsilik
geldigini bilmemiz gerekir. Bu ylizden helisite durumlarinin Lorentz doniistimlerinden
nasil etkilendigini bilmeliyiz. Buradaki yaklasimimmiz bolim 3.1°de isledigimiz

doniisiim tartismalarina benzemektedir.

4.1 Kiitleli Parcaciklar

S gozlem gergevesinde O gdzlemcisi bir A pargacigimi p momentumu ile ve A helisite
durumu ile gozlemlesin. Gozlemci hareketin durumunu |p ;1) olarak ifade eder. Diger
yandan S' gbzlem cercevesi bir Lorentz doniisiimii [’'nin S gdzlem ¢ergevesine
uygulanmasindan elde edilir. Biz burada 0! gdzlemcisinin A’nin hareketini nasil
tammladigim gdsterecegiz. Denklem (3.23)’deki doniisiim durumuna benzer olarak O

durumu

|55 Mg = UWDIF ;L) (4.1)

seklinde tanimlar. Burada U(l), [ Lorentz déniisiimiiniin uygulandig1 islemcidir. p’, 0"
gozlemcisinin A pargaciginda gozlemledigi momentum vektorii olsun ve ', ' = [71p
seklinde tanimlanir. p’’nin bilesenleri olan p'#‘ler, p’nin O' tarafindan goriilen

bilesenleridir ayn1 zamanda. Denklem (3.45) ve (3.46) ya istinaden p'#;

p'* = (pM)g = AT HpY (4.2)

olarak ifade edilir. Denklem (3.9)’da denklem (3.2)'deki p’ ile |p;A)q = |p’;A")

esitligini gosterecegiz. Bu esitligi gostermeden once A’nin hangi degerleri aldigini
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belirtmemiz gerekir. Bunu belirtirken denklem (3.56)’daki helisite durumunun

tanimindan yaralanarak;

U=HIp; 2y =UHUR@)]1p; 1) (4.3)

esitligini yazariz. Baska bir deyisle denklem (3.56)’nm her iki tarafim U(I™!) ile
carparak denklem (4.3)’i elde ettik. Simdi buradan hareketle elde ettigimiz bu
denklemi U[h(B")]U[h(p")] ile carparsak

Ulh@B)OIUh@B)DT U DIB; ) =UThR@EDIU @IV DU RG] Ip; 4)

olur. Burada h(p") helisite doniigiimiidiir ve |p’; 1) durumunu tanimlamakta kullanilir

yani;

1532 =UTRG)1I5: ) (44)
Simdi denklem (4.3)’1

U=HIp; ) =U[h@B)IRIp; 1) (4.5)

seklinde yazabiliriz. Burada R, U™1[h(p")JU(I"1)U[h(H)] ifadesinin kisaltilmis halidir.

U islemcileri fiziksel iglemleri temsil etigi i¢in

R = U@ h(B)] = Uh ' (T'D)RP)] (4.6)

esitligini yazabiliriz Bu esitlik bize [ ne olursa olsun U’daki islemlerin bir donme

oldugunu gosterir. Bunu gormenin en kolay yolu; p = (m,0,0,0) 4-vektoriinde
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h(p")I"*h(p) isleminin sonuglari iizerinde durulmasi gerektigidir. Boylece su ii¢

ozelligi yazabiliriz.

Dh@);p-p

DU hp-op

3) h(p"), p = p’ alir ve boylece h™1(5"); p’ = p olur.
Boylece 1), 2) ve 3)'den

p—-p
p-op p-oD
p'—-p

elde edilir. Bu elde ettigimiz sonug¢ bize sunu sdyler; p formundan sadece bir doniisiim
bu 6zellige sahip olabilir. Bu yiizden R, [ ne olursa olsun donmeyi temsil eder. Simdi

bu dénmeyi r (1, p) seklinde ifade edersek;

r(l,p) = AP () (4.7)

olur. Biz bu esitligi ' = I71p ‘ye p alan eksenlerin [ doniisiimii i¢in Wick Helisite
Donmesi olarak adlandiracagiz. Denklem (3.20) ve (3.21)’den durgun haldeki

pargaciklara donmelerin nasil etkidigini géstermistik. Buradan hareketle;

RIp; 2y = Do) [r(L ®)1Ip; ') (4.8)
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esitligini yazabiliriz. Burada Dﬁ% (2s+1) boyutlu donme matrisini temsil eder. Elde

ettigimiz bu denklemin ardindan denklem (4.5) ve (4.1)’de Dﬁf/)l’i yerine koyar ve

denklem (4.4)’i kullanarak denklem (4.9)’u elde ederiz. Bu dort denklemi ele alirsak;

|50 = U DB ;M) = UTRB)IRIp; A)

olur ve devam edersek

1B Mgt = UTR@IDS) [r (L )1Ip: ') = D) [r (L, DB’ A') (4.9)

esitligini elde ederiz. Denklem (4.9) S ve S gézlem cercevelerinde bulunan parcacigin
hareketinin bu iki gdzlem cercevesi arasindaki iligkiyi gosterir. Yukarida gosterdigimiz
bagmti S gozlem cercevesinden S'’ye olan bir Lorentz doniisiimii i¢in gegerlidir.
IP;Mg  ve |p’;A)nin bir donme ile birbirine bagli olmasi nedeniyle S gézlem
cercevesinden gelen parcacigin helisite durgun gozlem gergevesi S'’den gelen ile ayn

degildir. Bu helisite durgun gozlem ¢ergevelerini S4 ve Sy olarak adlandirsak;

Sy =1 DS, (4.10)
esitligini yazabiliriz. Kanoniksel durumlar i¢in (I, p)’i
Twig(Lp) = 17T @IH®) (4.11)

seklinde yazabiliriz. Bu donme Wigner Spin Donmesidir. Burada [(V) ve [(¥") sirasiyla
p ve p’ = I71p momentumlarn ile iligkili olan saf "boost"lardir. Eger S° ve S siraryla
S ve S' gozlem cergevelerinden yaklasan kanoniksel durgun gdzlem cerceveleri ise o

vakit denklem (4.10)’a benzer olarak
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SO = 15, (L, P)S” (4.12)

esitligini yazabiliriz. Burada bazi fiziksel durumlar1 acikliga kavusturmak ve gerekli

donmeleri belirtmek i¢in birkag¢ pratik duruma bakmamiz gerekir.

4.2 Wick ve Wigner Dénmelerinin Orneklendirilmesi

Burada bu donmelere dair birkag pratik uygulama igin cesitli ifadeler tiiretecek ve

Thomas presesyon ait tartismalarla sonuca ulagacagiz.

4.2.1 Eksenlerin saf donmesi

S gozlem gergevesinde p, XZ ekseni boyunca uzansin, p = (p,6,0), B agisiyla OY
ekseninde S gozlem cercevesine [ =1,(B) seklinde bir donme uyguladigimizda o

zaman S"’de [71p = (p, 8 — B, 0)’a sahip oluruz ve ([, p) = 1 olur. Béylece;

|7 Mk =[50 (4.13)

olur ve burada p’ = ry‘lﬁ ‘dir. S gbzlem ¢ercevesinin r(a, B,y) ile olan donmesi igin,

p=06,9)ver g = (p,0',¢") dir. Boylece

1B ;M gr = e |55 0) (4.14)

esitligini yazariz. Burada p’ = r~1p’dir ve

cosf—cosBcosf’

cos{ = (4.15)

sin@sing’
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Yukarida belirttigimiz her iki sonu¢ donmeler altinda A’nin invaryant oldugunu gosterir.
Kanoniksel spin durumlari i¢in, [ = ry(ﬁ) icin, p, XZ diizlemindedir ve Wigner
donmesini yazarsak; ryy;4(l,p) = 1,(—B) dir. Buradaki spin déniisiimii tipki goreli

olmayan durumlarda oldugu gibidir.

4.2.2 Eksenlerin saf Lorentz '"boost''u

Oncelikle OZ ekseni boyunca uzanan "boost" hizini ,E alalim boylece | = [,(f) olur.

Baslangic ve "boosted" gozlem c¢ergeveleri i¢in;

S; p=®6,0),E mzvveS, p'=1"p=(p,0',¢9),E' hizv' olur ve denklem
(3.53)’den h(p) =7r(¢,0,0)l,(v) ve h(p") =r(¢p,0',0),(v") esitliklerine sahip

oluruz. Bu ifadenin bize sdyledigi sey Z ekseninde "boost" var ama donme yoktur!

Simdi Wick Heliste Doniisiimiinii denklem (4.7)’nin yardimiyla yazarsak;

r[l(B), Bl = kB (B)h(P) (4.16)

olur. Bu denklem Y ekseni etrafinda bir donmedir. Soyle ki; Y ekseni yoOniindeki
é, = (0,0,1,0) birim vektorde denklem (4.16)’daki iglemi ele alirsak bunun Y ekseni

etrafinda bir donme oldugunu goriiriiz. Bunu ifade edersek;

r[l,(B), Bl = A1 (BT (BR(B)E,

r[l.(B), 8] = 1B ()1 (9, 0,00, (v)é,

r(l(B), ] = 7' (w)r=(e,0",0) 1 ' (B)r(9, 0,01, (v)é,
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Ek bilgi;l,r(¢, 0, 0)I;1 = T_l(([), 6',0)
rl,(B), Bl = I7* (w")é,
T[lz(ﬁ), ﬁ] = é)y

burada da goriildiigii iizere €, degistirilemez! Boylece;

r[L,(B), bI=1y Owick)

esitligini yazabiliriz ve

Dy [rwic] = d513 Bwick) (4.17)

olur ve Oy acist €, = (0,1,0,0) birim vektorii lizerinde 1y etkisinin kontrol
edilmesiyle bulunur. Denklem (3.6) ile (3.7)’nin karsilastirilmasi ve 6 ve 6'’nin

karsilagtirilmasi ile
cosOyick = ﬁ(p — BEcoséd)
SinByick = —gyﬂsinS (4.18)

esitliklerini buluruz. Burada § (0 <6 < m) E ile p arasindaki agidir. (bu durumda

6 = 0'dwr.) E = (ﬁ, s, (pﬁ) olmak {izere eksenlerin bir l(ﬁ ) genel "boost"’u i¢in;

15 Mg = €A = 2)dyaOwici) |l 5 A') (4.19)
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olur. ryick = r(M, Owick, —n) ile iliskili olarak n asagida belirtildigi gibidir.

sinfcos6 g—cosfsind gcos(p—pg)

coSsn =
n sinéd

sinf gsin(p—@g)

sinn = sinéd

(4.20)

Denklem (4.18)’de oldugu gibi 6 (0 <6 <) f ile § arasindaki agidir. § ve f XZ

diizlemi boyunca uzadiginda genel sonug

15 Mo = dya(FOwici) I75; 2') (4.21)

olur. 8y ‘1 daha 6nce denklem (4.18)’de vermistik buradaki +, E X p’nin OY ekseni

boyunca ya da tersinde olmasiyla alakali olan durumu gostermektedir.

4.2.3 p boyunca ya da tersi yoniinde ""boost"

Eger S', S gozlem cercevesinden pargacifin p momentumunun tersi ydniinde "boost"

ediliyorsa o zaman,;

;M6 = 17155 1) (4.22)

denklemi yazilir. Daha yiiksek "boost" hizlarinda § boyunca pargacik yonii St’de ters

dOnecektir ve

1B ;M) = (=1)SHA|I71p 5 —2) (4.23)
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olacaktir. Bu esitligi daha acik bir ifadeyle soyle aciklayabiliriz; Bozonik pargaciklar
icin s = 1 ve A = 1°dir dolayisiyla (—1)** = 1 olur yani isaret degismez. Fermionik
parcaciklar i¢in ise s = 1/2 ve A = 1/2’dir burada da (—1)5** = —1 olur boylece

isaret degisimi olur.

4.2.4 CM’den lab’a doniisiim

Parcacigin CM’de m kiitlesine ve p = (p,0,9) momentumuna sahip oldugunu
diisiinelim ve Lab’da ise [7'p = p, = (p,, 8., ) olsun. "Boost" negatif Z ekseni
yoniinde f;,, hiziyladir yani Lab hizi CM gozlem cergevesinde goriildiigii gibidir.
Denklem (4.19) ve (4.20)’de § = — 0, 63 = @p = m esitliklerine sahibiz ve boylece

n = m olur. Bdylece;

1B Miap = DA dyra i) 18 1: 1)
195 Miap = dara(@IP 1; 1) (4.24)
esitliklerini yazariz. Burada;

cosa = y;—ab (p + BLapEcosO)
L

mYrabBLab
pL

sina = sinf (4.25)

esitlikleri elde s6z konusudur. sina icin diger uygun ifadeyi yazarsak;

sina = Eﬂ (sinBcosO; — y qpc0S0sind,) (4.26)
L
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B pargacigr Lab’da hedef olmak iizere elastik bir A + B - A + B reaksiyonunda, B

pargaciginin son durumu i¢in;

ag = 0z = Lab geri tepme agisi (4.27)

Es kiitleli parcaciklarin elastik sagilimi i¢in 6rnegin; pp — pp icin, A parcaciginin son

durumu i¢in A parcacigi Lab gozlem cercevesinde 8; agisiyla sagilir.

a, = 0, = Lab sacgilma agisi (4.28)

4.2.5 CM’den lab’a doniisiimiinde goreli olmayan limit

Bir goreli olmayan ¢arpisma i¢in y; 4, — 1 ve E;, = m’dir ve denklem (4.26)’dan;

a=6-6, (4.29)

buluruz. ¢ = 6 — 6, esitligi bize helisitenin hareketin yonii boyunca spin izdiisiimii

oldugunu gostermektedir.

4.2.6 Asin yiiksek enerji ¢carpismalari

Lab’da ¢ok yiiksek enerjili bir carpisma diisiinelim bu CM’de yiiksek enerjili goreli
parcaciklar olusmasmna neden olur. O zaman ., =1, E=p ve p, =ViawpE(1 +

cos0), 8 # 180 olmak kosuluyla denklem (4.25) den;

. m 1 . m [ sin@
sing = —Xkab”__qing = —( )
YLapE(1+cos6) E \1+cos6
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, _m 0
sina = —tan (5) (4.30)
sonucunu elde ederiz. Burada sunu belirtmemiz gerekir, A+ B — C + D gibi bir iki
cisim reaksiyonu igin /s toplam CM enerjisi olmak iizere E, ~ Ep, ~ +/s/2’dir.

Boylece;

sina = ZTT: tan (g) (4.31)

olur. Bu denklem bize sabit 8 agisinda ya da sagilan parcaciga momentum transferinde

s — oo gittigi zaman a — 0’a gittigini soyler. Bunu takiben 6nemli bir sonu¢ daha

2m

elde ederiz. O da; CM’den Lab’a doniisiimiinde pargacik NG

— 0 gittigi zaman Wick

Helisite Doniigiimiine ugramaz.

4.2.7 Kiitlesiz parcaciklar

Kiitlesiz parcaciklar i¢in helisite durum doniisiimii 6nce elde ettigimiz sonuclarda

m = 0 koyularak elde edilebilir. Bu yilizden bir déonme altinda denklem (4.14)

istedigimiz sonucu saglar hala ancak bu 6y;.. = 0 iken l(ﬁ) "boost"u altinda olur ve

denklem (4.19) yerine

1B Mg = 11715; ') (4.32)

denklemini elde ederiz.
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4.2.8 Thomas presesyon

Spin yoriinge etkilesmesini hesaplarken Thomas presesyondan 2 faktorii gelir. -e

elektron yiikii i¢in S, spin islemcisi $nin beklenen ya da ortalama degeri olsun.

Elektronun manyetik momenti

—ge 3 (4.33)

2mc

=
Il

olarak verilir. Burada g jiromagnetik faktordiir ve elektron i¢in 2’dir. Goreli olmayan

hareket i¢in §’nin hareketin klasik denklemini saglamasimi bekleriz. Ozellikle durgun

gozlem cergevesindeki pargacigin B manyetik alani sdyledir;

Z_[ixB="23xB (4.34)

Simdi t zamaninda ¥ hiziyla sabit bir gozlem g¢ercevesinde bir elektron diisiinelim, bu
durumda elektrik alan E oldugunda eger biz elektronun kanoniksel durgun gozlem

cercevesi SP’ye Lorentz doniisiimii uygularsak B manyetik alanini buluruz. Soyle ki;

B = —xE (4.35)

bdylece S nin hareketi

>

C=Lix(BxE)=-55x(xE) (4.36)

olur. Denklem (4.36)’nin yanlis oldugunu goérmek icin kanoniksel durgun gozlem
cercevesinde fi ve S lizerinde etkiyen torkun olmadigimi diisiinmemiz gerekir. Biz

burada s spinin kanoniksel tanimini kullanacagiz soyle ki; $(t), bizim gozlem
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cercevemize dogru yaklasmakta olan S kanoniksel durgun gozlem gergevesinde goreli
olmayan spin vektoriidiir. Lab gozlem gergevesi S;, t zamaninda elektronun ¥ hizina

sahip oldugunu soyler, béylece 5(t)

S2 = (D), (4.37)

esitligindeki spin vektoriidiir. Kanoniksel durgun gdzlem cercevesi SP‘de gozlendigi
gibi elektron t aninda durgun haldedir ama t + dt aninda dv hiziyla hizlandirilmistir.
Hareketin tamami goreli degildir ve fiziksel tork yoktur. Bu yiizden bu t + dt
zamaninda S?‘deki ortalama spin vektdrii hala $(t) olmalidir anlamina gelir. Ancak bu
S(t)'nin sonsuz kiigiik "boost" l(df}) ile SP‘den yaklasan Stoidt kanoniksel durgun

gbzlem cergevesinde ortalama spin vektorii anlamina gelir. Bu durumu sekil 4.1°de

gormekteyiz.
o
Sekil 4.1 S2“den Sgdt’e "boost"
Yani;
(5t + dt))sgdt = 3(t) (4.38)

olur. Simdi t + dt zamaminda ki duruma sahibiz. S;’den yaklasan S2, ;. kanoniksel

gozlem c¢ergevesinde ki ortalama spin vektorii S(t + dt)’dir. §(t) ise Lorentz-
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Déniismiis gozlem cercevesi SP = [(¥)S,’den yaklasan Sg_dt kanoniksel gozlem
cergevesindeki spin vektoriidiir. StOJ:dt ve S2, 4¢ aym durgun gdzlem gergeveleri degildir

ve bir Wigner donmesi ile birbirlerine baglidir. Denklem (4.12)’yi hatirlarsak;

S = 1yig (L P)SY (4.12)
esitligi mevcuttu. Burada ek olarak

S2ar = Twigll(B, % + dD)1S% a¢ (4.39)
olur. Buna istinaden;

S(t+dt) = ryiy(s(t + dt))S&'dt = TiyigS(©) (4.40)

olur. Béylece; fiziksel torkun yoklugunda bile (S(t + dt)) # $(t)’dir. $'nin hareketinin
degisimini bulmak i¢in Wigner doniisiimiinde konuyu ele alacaz ve dv nin degisimini

de hesaba katacagiz. Denklem (4.11)’1 hatirlarsak;

Twig(LB) = TI@DINU@D) ve db = [I7H(H)](@ + dP) oldugu igin;
Twig = [I71@)0 + db] = 171(dD) I (BB + db) (4.41)

olur. Gerekli donmeyi tanimlamak i¢in /l(rWl- g) matrisini hesaplayacagiz, bu hesaplama

denklem (3.44)’iin kullanim1 ve birinci dereceden dv’nin ele alinmasiyla olur. Diger

yandan birinci dereceden
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dv = y?dv + ydi. (4.42)

seklindedir. Bir hatirlatma yaparsak || ve - hizin yoniinii tanimlar ve y = (1 —

v2/c?)~Y/2*dir. Sonug olarak;

5(t +dt) = [r1(d9)[5(®) (4.43)

esitligini buluruz. Burada

df = L (22 (4.44)

m c?
Tiim bu yaptiklarimizdan sonra tekrar basa doner ve hareketin denklemini yazarsak;

>

ds

L Gy xs (4.45)
olur. Burada w; Thomas agisal momentumu

N S 7.5 W S

@r= =1 ( c? ) N adxv (4.40)

dir. Elektronlar i¢in w; Thomas agisal hizi

D = 1 7x¥1dv _ 1 —»1dV
T 2¢2 m rdr 2m2¢?2 " rdr

80



seklindedir. Boylece 5(t)’nin kanoniksel durgun gozlem gergevesinde vektor olarak ele
alinmasiyla, $(t)’nin iizerinde fiziksel tork etkimese bile doniistiigiinii goriiriiz. Yani

denklem (4.36)’y1

ds —ge =
& _T9%:. B+

dt 2mc 2m2c2

3om(F x 9) =%
rdr

olarak yazariz. burada L= m(7 X ¥) esitligi de mevcuttur. Bir elektron columbik atomu

icin V(r) potansiyeli igin atomik kuvvet soyledir;

Atomik elektrik force = (—e)E = _TM;—‘:F ved = — % seklindedir. Sonug olarak;

dt :S B+ 2m2c? s rdr (4.47)
denklemini buluruz. Bu denklemi daha diizgiin bir sekilde yazarsak;

ds -ge > = - 5

E = :S B + wr*S

as _ -ges (3, —

£ =55 (B+dr) (4.48)

Elde ettigimiz bu sonugta goriildiigii iizere Thomas presesyonu nedeniyle spin yoriinge

etkilesimine ekstradan % carpani gelir.
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4.3 Kesikli Doniisiimler

Simdi uzay tersinmesi ve zaman tersinmesi altinda helisite durumlarinin nasil
degistigini ele alacagiz. Bu bazi reaksiyonlarda simetrilerin fiziksel sonug¢larini anlamak

icin 6nemlidir ve bunlara ek olarak yiik konjugasyonunu kisaca ele alacagiz.

4.3.1 Parite

Uzay tersinmesi altinda S - S = 1,5 ve ayrica x —» x’ = (t, —%)’dir Hilbert uzay
islemcisi U(lp1) genelde P gibi yazilir ve Lorentz doniisiim jeneratorleri | = {fi},

K= {K;} tizerinde

PP =J (4.49)

PIRP = —R (4.50)

seklindedir. P islemcisi iiniterdir ve P? = 1°dir. S — S” altinda denklem (4.1)’e benzer

olarak;

I;0) = UUEDIB ;M) = Pl ;A (4.51)

esitligi mevcuttur. s spinli ve kiitleli bir pargacigin helisite durumu iizerinde P’nin

etkisini diisliniirsek;

I5;0) = p,0,0;0) =URP]Ip; M)

Ip; 0 = Ulr(e,68,0)],()|p ;1) (4.52)
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esitligini yazariz. Ek olarak;

Plp.0,9; 1) = Ulr(e,6,0)L,(=v)|P[p ;M) (4.53)

esitligi s6z konusudur. I¢sel parite 71 ise sdyle tanimlanir;

Plp;0) =n2lp ;1) (4.54)

ve np? = 1'dir. Ayrica l,(—v) = 1y (—m)1,(v)7y, (1) esitliginin kullanimryla

?|p, 0,0;\) = npe "S|p,m— 0, ¢ + m; —\) (4.55)

esitligini yazariz. Agiklama; burada (p,m — 0, ¢ + m; —A)’e dair agiklama yapmamiz
gerekir. (p,m — 0, + m; —\) vektorii —p’dir. Ama biz her ikisini de doniigiimde
kullamiriz ~ ¢iinkii  |—(—p);A) #|p;A)’dir. Aslinda —-p=(p,m—60,9p+m) ile
|—(=p); M) =Ip, 8, ¢ + 2m; L) = (—1)%%|p, 8, p; ) = +|p; \) dir. Burada + bozonlar1 -

ise fermiyonlar1 ifade eder.

Kiitlesiz pargaciklar i¢in igsel pariteyi daha oOnce tanimlamistik. XZ diizleminde

yansima igin, islemciler i¢in Y = 7, (;r) P dir ve suna sahibiz;

YIp, 0, 9; 1) = np(—1)S|p, 0, —¢; —2) (4.56)

elde ettigimiz bu denklem igsel parite denklemi ile uyusur orada A = s ve ¢ = 0’dur.

83



4.3.2 Zaman tersinmesi

Zaman tersinmesi islemcisi T anti iiniterdir yani 7-1 = 7* ‘dir ve Lorentz jeneratdrleri

tizerine etkidiginde;

TRT =K (4.57)
Anti lineerlik yiliziinden herhangi r dénmesi ve [ "boost"u igin;

T WwT=r

T-UT = |1 (4.58)

olur. 7 matris bilesenleri i¢inde kulanildiginda anti lineerligi yiiziinden dikkatlice
irdelenmedir. Bu durumu sunu ifade eder; 77 herhangi bir seye vurdugunda kompleks
konjugeleri aldirir yani onilindeki durumun katsayilarinin kompleks eslenigini aldirir.

Bunu herhangi bir O islemcisi i¢in ele alirsak;

(BlO|a) = (B, 0a) (4.59)

L gibi lineer islemcisi i¢in ise hermitik konjuge Lt

(B.La) = (I'B,a) = (a, LTB)* (4.60)

olarak yazilir. Genel olarak ise
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(B|L|a) = (a|Lt|B)" (4.61)

esitligini yazabiliriz. Boylece 7 anti lineer islemcisi i¢in hermitik konjuge 7T

asagidaki gibidir;

B.Ta) = (T4, )" = (a,TTB) (4.62)
son olarak § = S7 = 1S ve x’ = I7'x = (—t, %) altinda
1B; ) =T ®, D) (4.63)

olur. Jacob ve Wick tarafindan kullanilan gdsterimi takip edersek durgun haldeki

parcacik i¢in

|7(®, 1) = (=15 *p;— 2) (4.64)
esitligini yazariz ve 72 = (—1)25 'dir. Denklem (4.58) ve (4.64)’den hareketle
|7 (p,6,p; 1)) =e ™ |p,m—0,p +m;1) (4.65)

sonucunu elde ederiz. Benzer sonuclar kiitlesiz parcaciklar i¢cinde gecerlidir. Diger

yandan herhangi bir L lineer operatérii igin konuyu ele alirsak

(Ta|L|TB) = (Ta,LTB) = (a, TTLTR)"

(TalL|TB) = (alT*LT|B)’
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(Ta|L|TB) = (B|TtLIT |a) (4.66)

esitliklerini yazabiliriz. Zaman tersinmesi invaryansi, ge¢is genligi ya da S matrisi
bilesenleri i¢in

(TalSITB) = (BIS|a) (4.67)

anlamina gelir. Diger yandan denklem (4.66)’dan zaman tersinme invaryansi

T-1sT =St (4.68)

esitligini ifade eder.

4.3.3 Yiik konjugasyonu

Yiik konjugasyonu islemcisi C (C? = 1) parcaciklar anti pargaciklara ¢evirir. Durgun

haldeki A parcacigi i¢in

ClA; P, 2) = ne|4;p,2) (4.69)

esitligi yazilir. Buradane parcacigin yiik paritesidir ve 1, = +1’°dir. C’nin kinematik

degiskenler lizerinde etkisi bulunmadig1 igin

ClA; B, A) = ne|4; B, A) (4.70)

esitligini yazabiliriz. Burada pion ve niikleonlar i¢in o = +1, fotonlar i¢in ise n, =
—1°dir. Burada isospin uzaymni da ele alacaz. Isospin uzay1 proton ve ndtronlari ayirt

etmek i¢in kullanilir. Bir internal (i¢) simetri multipletle iliskili oldugu zaman dikkatlice
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gozden gecirmeliyiz. Burada dikkat etmemiz bir konu vardir o da; eger proton ve

nétronlar, N niikleonun spin doubleti olarak diisiiniiliirse, isospin uzayinda;

N =1/2 = ()=o) INL=-1/2)=(]) = In) (4.71)

olur. Burada; 1/2 proton i¢in spin yukartyyt —1/2 ise notron i¢in spin asagiy1 ifade

eder. Ayrica anti niikleon multipleti bir isospin doubleti gibi doniistir.

IN;I, = 1/2) = —[n), IN;I, = =1/2) = |p) (4.72)
Ayrintilart boliim 4.4.2°de isleyecegiz.
4.4 Alanlar ve Dalga Fonksiyonlari

Bolim 4.1°de Lorentz doniisiimii altinda durum vektdriiniin goreli teoride nasil
dontistiigiini ele almistik. Dontisiim matrisi ise Wick helisite doniisiimiine ya da Wigner

dontisiimiine baghdir.

Diger yandan alan teorisi Lorentz doniisiimii altinda doniisen alanlar1 kullanir. Boylece,

eger bir Lorentz doniisiimii [, S gozlem cercevesi iizerinde etkirse o zaman S, S! olur.

]
Bunu gosterirsek; S—S' ve x - x' =1Ux’dir, o vakit ¢,(x) alanlart (n =

1.... N), ¢, (x) > ¢}, (x") doniisiimiine ugrar. Burada;

Pn(x) = UD)$n(UU™) = Dy (171 (L) (4.73)

Burada D,,;,, homojen Lorentz grubunun N-boyutsal temsilidir. Ayrica dikkat edilirse

matrisler sadece [’ye baglidir.
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¢, (x) alanlart genelde azaltilamaz ve verilen spin kuantalarini tamimlamak igin
N > 2s + 1bilesene sahiptirler. Burada azaltilamaz alanlar1 aciklarsak; alanlarin
azaltilmas1 demek uygun bir temsile gegip daha kiigiik alanlara indirgenmesi demektir.
Ornegin 3 X 3’liik matris ile alanlar1 temsil ediyorsak ve daha sonra alanlari yine
kosegen kalmak kosuluyla 2 X 2’lik ve birim matris seklinde yazabiliyorsak o zaman

alan1 indirgemis oluruz. Sonug olarak; saf dsnmeler altinda D™ temsili azaltilabilir.

Lorentz-invaryant lagranlar1 olusturmak amaciyla konjuge alanlar $n(x)’e deginmek

gerekir. Bu alanlar hermitik konjugasyon alanlar (anti pargaciklari anlatir) ¢T ()

olabilirler. Ornek vermek gerekirse W(x) = @T(x)ﬁ Dirac teorisinde oldugu gibi.

— l — —
Bunu olusturmak igin ¢, ¢’ya doniisiir, yani S — S! altinda ¢, (x) = ¢, (x')dr.

Burada

6.(0) = U, (AU =, (1x) Dy (D) (4.74)

esitligi mevcuttur. Boylece matris gosteriminde, ¢ bir dikey vektor ve 5 ise yatay

vektor olarak diisiiniildiiglinde;

¢'(x") = D 1D (x)
¢ (x") = p)D() (4.75)

olur. ¢¢ skalerdir. Yani;

P (NP () = PP (x) (4.76)
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¢ ve ¢’nin kullanimi Lorentz doniisiimii altinda doniisim ozellikleriyle nicelik
olusumlarini kolaylastiracaktir. Tim bu yazdiklarimiza ek olarak ¢, (x) ve $n(x)
alanlar1 yaratim ve yok olum islemcileri agisindan Fourier agilimina ugrar. Burada af, a
parcaciklar iginken bT, b anti pargaciklar i¢indir. Bahsettigimiz bu islemciler,
momentumlar ve helisiteyle s spininin kuantalarini yaratir ve yok eder. Tim

bahsettiklerimizden sonra alanlar i¢in asagidaki iki denklemi yazabiliriz.

d3p ; )
Pn(x) = Z f m [un(ﬁ, A)a(ﬁ, De ™ PX + Un(ﬁ, ﬂ)bT(ﬁ, l)elp'x] (4.77)

— d3p , .
d)n(x) = Z j- ﬁ [ﬂn (ﬁ, /1)611-([_)), Ae'P* + En(ﬁ, A)b(ﬁ, ﬂ)e_lp'x] (4.78)
A

Buradaki u ve v kuantalar icin dalga fonksiyonlaridir. a(p,1), |5,1) durumunu

yarattig1 i¢cin denklem (4.9)’dan ve donme grubunun temsilinin tiniterliliginden;

U(Da@ DU = D) (Mallp, 1) (4.79)

esitligini yazariz. Burada r =1r(l,p)’dir yani Wick donmesidir. Serbest ya da

etkilesme i¢indeki alanlarin temsili parcacik durumlariyla

®,4) = a' (3, DI0) (4.80)

seklindedir. Bir diger belirtmemiz gereken nokta ise islemcilerin komutasyon ve anti

komutasyon bagintilarini sagladigidir.
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[a(B, Dat (@', )]s = 2p°6(B" — P)6ya (4.81)

ek olarak;

un(P;)e —ipx

(01 (0)15; 1) = 2220 (4.82)
Bu denklemin anti pargaciklar i¢in olan hali ise;

— N[ g\ _ Pa@A)ePX
(0], (x)|p; 2) = e (4.83)
gibidir. u, (p; 1) dalga fonksiyonlari |p; A) durumlart ile
15; A = un (B, 1) (4.84)

gibi bir bagintiya sahiptir. Agikcast; ¢, (x)’nin sagladigi gibi u,(p; 1)e~"P*’de benzer
serbest alan denklemlerini saglar. Boylece  u, genelde bahsini ettigimiz bu

denklemlerin ¢6zlimiinden elde edilir. Diger yandan eger;

15 2) = up, (B, 2)

Ve

p;s; = 4) = un(®,2)

ise 0 zaman denklem (3.37) ve (4.73)’den vakumun Lorentz invaryans kullanimu ile;

(0l¢n(x)1p, 2) = (0l (DU [R(P)]1P; 2)

90



(01gn ()15, 4) = (01U [A(P)]$n (X)U[h(B)]1B; 2)
(01 ()18, 2) = Dy [R(B)](01 ¢y (R 1) |5 2) (4.85)

denklemini elde ederiz. Elde ettigimiz bu denklemi denklem (4.82) araciligiyla

un(ﬁr A= Dypm [h(ﬁ)]um(p: A (3.86)

seklinde yazabiliriz. Benzer bir sekilde anti parcaciklar icin;
Un (B, 1) = U (D, 1) D[R (B)] (4.87)

l
seklindedir. Tiim bunlardan sonra simdi Lorentz doniisimii S — S' ‘nin etkisini

diisiintirsek denklem (4.3), (4.9) ve (4.73)’1i denklem (4.82)’de yerine yazarsak

U™HIB; 1) © Dy ("D um (B, D)

UDIF; ) = u, (715, DD () (4.88)
denklemini elde ederiz. Benzer yolla anti parcaciklar i¢in;

Bi2) = (B, 1)

ve

U™ [B; 1) © Don (D0 (B, 2) = 0,175, 4)D ) (r) (4.89)
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ve toplamda

(B, & up (5,2

(B, AU © (B, DDy (D) = U, (1715, )DL () (4.90)
olur. Anti parcaciklar i¢in ise:

(B, 4] & v, (B, 2)

(B, AUD) Dy (v (B, ) = v (1715, 20D (1) (4.91)

4.4.1 Alanlarin kesikli doniisiimleri

l
Uzay tersinmesi altinda doniistimler diigiinelim. S 58P = [pSx = x' = lpx = (t,—X)

ile

d)r?l)(x) = ?_1¢n(x)? = anqu(t' _55) (4.92)

esitligi ile ¢,,(x) = @7 (x")'ne gider. Burada P, N x N’lik matristir ve P? = I segilir.
Bunun nedeni ¢ (x)’in uzay-tersinmis alan denklemlerini saglams1 icindir. Denklem

(4.56)’nin kullanimiyla s spinli parcacik i¢in;

(01, (OPIp, 6, 9; 1) = npe™ (0|, () |Ip, w — 6, ¢ + 7; =)

(0l (X)PIp, 8, @; 1) = (O1P ', (x)PIp, 6, 9; )
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(0l ()PP, 0, 9; 1) = Bun{O0ldm (£, —X)Ip, 6, 9; 2) (4.93)
esitligini yazabiliriz. Buradan hareketle denklem (4.92) yoluyla P soyle sec¢ilmelidir;
Pt (0,0, 95 1) = npe” ™ uy(p,m — 6, + m; 1) (4.94)
P? =] oldugu igin yani P~ = P oldugu igin, anti par¢aciklar igin

T (D, 6,93 D) Prun = Tpe ™ ™T (p, 1 = 6,9 + 1= 2) (4.95)

esitligini yazariz. Burada 77, anti pargaciklarin igsel paritesidir. Bu belirttiklerimizden

sonra durumlar ve dalga fonksiyonlar1 i¢in;

Pp; 1) © Pumin (P, 1) (4.96)

Plp; ) © Uy (P, A) P, (4.97)

. e . . Lol .
bagmtilarina sahip oluruz. Anti {initer zaman tersinme islemi S > S¥ = 18", x > x’ =

lrx = (t,—X) olmak iizere ele alirsak;

b7 (x) = T ()T = TP (—t, %) (4.98)

ile ¢ (x) = ¢ (x")’ne gider. Burada T, N X N’lik matrisdir ve T*T = (—1)2I"dur.
Boylece ¢ (x) zaman tersinme denklemlerini saglar fazi su sekilde yazabiliriz.

Denklem (4.64), (4.66) ve (4.98)’1 dikkate alarak

(01, ()IT (p, 6, @; 1)) = e ™0|p, (X)) |(p, T — 0, + 7; 1))
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(0l CONT (p, 6, 5 1)) = (01T ", ()T (P, 0, 0; 1))*

(0] (T (0, 6, 0; 1)) = Ty {0l b (=1, )| (0, 0, 0; 1))

esitligini buluruz. Buradan hareketle;

T ®@,0,0; 1) = e ™y, (p,t— 0,0 + m; 1)

Ve

Tnmum(pr 0, p; A) = e_imlu;l(pf” -0, +m; /1)

esitliklerini yazabiliriz. Benzer olarak anti parcaciklar icin;

U (,0,0; DTn = ™0, (p,m — 0,9 + ;1)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

esitligi mevcuttur. Durumlar ve dalga fonksiyonlar1 arsindaki bagintiy1 diisiiniirsek;

|7 (p, 6, 9; 1)) & e ™y, (p,t— 6,9 + ;1)

ve anti parcaciklar igin;

|T(P, 0, (p;l)) e ™y (p,m—6,0+m; 1)

(4.103)

(4.104)

esitligi yazilir. Sonug olarak, yiik konjugasyonu altinda denklem (4.70) ve (4.82)’den

hareketle
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un (@, 1)

iz = (0]¢, (0)|p; 1)

U (7, )
(27‘[)3/2 =TNe <0|¢n(0)6

5; /1>

Uy (7, 1)
(27-[)3/2

=1 <0|€‘1¢n(0)(3 B; /1> (4.105)

esitligini elde ederiz. Elde ettigimiz bu denklem ancak denklem (4.83) araciligiyla ve

eger;

CT Ppn(X)C = NeCom b, (¥) (4.106)

olursa miimkiin olur. Burada ve C? = I'dir. Denklem (4.106)’y1 denklem (4.105)’de

yerine koyarsak;

Up(B, 1) = CrnVin (B, 1) (4.107)

esitligini elde ederiz. Dirac’da y matrislerinin temsilinde C = iy?y° seklindedir ve

C? = —I’dur.

4.4.2 Anti parcaciklar icin isospin multipletler

Boliim 4.3.3’de bahsettigimiz gibi, proton ve notronlar isotopik spin doniistimleri

altinda doublet olusumu gibi diisiiniirsek;

IN; 1, = 1/2) = Ip), IN; 1, = =1/2) = |n (4.108)
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olur. Daha sonra Anti pargacik doubleti isodoublet gibi doniisiir. Yani;
IN;I, = 1/2) = —[n), IN;I, = —1/2) = |p)) (4.109)

|4; 1,,), A pargaciginin isospin multipleti olsun. r isospin doniigiimii altinda, bolim 3’de

denklem (3.20) ve (3.21)’de ele aldigimiz doniisiimlere benzer olarak;

U4 L) =Dy, (14 1) (4.110)

esitligini yazariz. Burada U(r) tniter islemcidir ve durum vektorleri tizerinde etkiyen

isotopik spin déniisiimiinii temsil eder. D@’ler ise SU(2)' (2 x 2’lik uniter matris)

temsil eden matrislerdir. Eger yaratim islemcileri parcaciklar icin a;rz seklinde

belirtirsek;

Uraf U= (r) = sz’?lz(r)ajz, (4.111)

Simdi A parcaciklar1 ve I isospini ile iligkili ¢, (x) alanlarmi diisiinelim. Bu alanlar

denklem (4.73)’de belirttigimiz gibi bu denkleme benzer olarak doniisiir. Boylece

U, (UL = D) D)y () (4.112)

esitligi s6z konusu olur. iste simdi ¢ 1, alanlar1 denklem (4.77)’de oldugu gibi yok olum
islemcilerini igerir. Bu ylizden denklem (4.111) ve (4.112)’ye bakacagiz tekrar. Aslinda

bu denklemler denklem (4.111)’in hermitik konjugasyonunu aldig1 i¢in

U(ra, U (r) = DI(ZI,)IZ (Ma, s
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U(ra, U (r) = [D(’)T(r)]l Gy
esitligini saglarlar. Yukarida ki esitlikte DY) matrislerinin tiniterliginin kullanilmasiyla
Uma, U™ =D, ¢ a,, (4.113)

esitligini elde ederiz. Burada belirtmemiz gereken bir sey daha var oda ¢, (x) alanlari
yaratim iglemcileri olan b;rz’leride igerir. Bu islemciler A; pargaciklarmin anti

parcaciklariyla iligkili olan |A,IZ) durumlarim1 yaratir. Denklem (4.112) ile uygun

olarak

Ur)b} U1 (@) = DY, (rb],

seklinde doniisiir. Biraz dnce bahsettigimiz gibi D) matrislerinin iiniter olmast ile
UbL U™ (r) = D) ()b,

U(r)b} U (@) = DI ()b, (4.114)

Diger yandan Denklem (4.111) ile (4.110)’nun karsilastiriimasiyla isospin multiplet

olusumunu elde ederiz.

UMI4; 1) = Dif) - (DI4; 1) (4.115)

anti parcaciklar i¢in ise;
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U(r) |4a;1,) = Dgl)z(r)|A; 17) (4.116)

Diger bir ifadeyle |A; I,) anti par¢acik durumlart standart isospin multipleti olarak

doniismez. Ancak, SU(2) isospin donme gruplart icin D@ ve DD temsilleri

esdegerdir. Yani burada € {initer matrisi bulunur ve r’ye

DO (r) = cCODD ) cO™ (4.117)

seklinde baglidir. Daha sonra anti parcacik multipleti |A_;IZ) standart isospin

multipleti olarak

41 = ¢} |41,) (4.118)
seklinde doniisiir yani;

U4 L) = D) (M]4 1) (4.119)
olur. € matrisi ise su sekildedir;

Ci(jl) — (_1)1_i6i,—j (4.120)
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5. SPIN YOGUNLUK MATRISi

Parcacik toplulugunun durumu yogunluk matrisi ile belirtilir. p olarak ifade edecegimiz
spin yogunluk matrisi elektronun spin yonelim dagilimini gdsteren bir matristir. Baska
bir deyisle spin yogunluk matrisi ile spin durumunu tayin ederiz. Bu tayin etme
parametreler araciligi ile olur. Biz de burada bu parametreleri ifade edip detaylica ele

alacagiz. Ayrica parametreye gore spin yukar1 ve asagi olma halini belirtecegiz.

5.1 Goreli Olmayan Yogunluk Matrisi
5.1.1 Tanim

s spinli bir pargacik igin |¥) pure yani saf bir kuantum mekaniksel spin durumu c,,

katsayilari ile su soyle tanimlanir.

N

)= D cnlom) 5.1

m=-s
Bir O islemcisi i¢in, matris bilesenleriyle birlikte;
Oy = (sm|0|sm’) (5.2)

esitligini yazariz. Birim boylandirilmig |¥) durumundaki ortamala deger soyledir;

(0) = (|0]¥) = > s Ot (5.3)

m,m/’
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Topluluktaki her olusumda olasilik veya p® istatiksel etkiyle (Z ip® = 1) saf olmayan
bir durum ig¢in ise, |‘1’(i)) saf durumlarinin inkoherent karisimina sahip oluruz. Bdylece

bu durum i¢in O islemcisi su ortalama degere sahip olur;

Oy = ) ¢ Oty

mm/'

Boylece tiim toplulugun ortalama degeri;

(0) =Y PO 0Ny = D Oy Y POty (5.4)
i i

i

olur. Simdi spin yogunluk matrisini |s; s, = m)’de tanimlarsak;

Pt = ) PO cVell (55)
i

boylece denklem (5.4) su hali alir.

(0) = Z Om'mPmm' = Tr(0p) (5.6)

mm’

Burada O ve p matrisken O,,,, ve P, matris bilesenleridir. Denklem (5.6), p
yogunluk matrisini bildigimiz zaman her fiziksel islemci toplulugu i¢in ortalama degeri

O0lgmemize olanak tanir.
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5.1.2 p,p’ Yogunluk matrisinin genel ozellikleri

Pmm' ‘ler |s;s, = m) baz durumlarinin segimine karsilik gelen yogunluk matrisinin
bilesenleridir. Ayni zamanda yogunluk matrisini |s;s, = m) ile iliskili diger baz
tiniterliliginde de verebiliriz yani sunu belirtmeliyiz ki: matrisi hangi bazda
kuracagimizi sOylersek diger bir baza gectigimizde bu lniter doniisiimde olmali ki
kuantum olasiliklar1 korunsun. T, (25 + 1) X (2s + 1)’lik herhangi bir iiniter matris

ise, |s; s, = m) baz durumlari igin asagidaki esitligi yazariz.

1) = Tlsis, = m)
m

Bu yazdiklarimizin disinda eger yogunluk bilesenlerini p, ., gibi yeni bir bazda

belirtirsek asagidaki esitlige sahip oluruz.
p;ln’ = Z Tn_rrll Pmm! Tm'n’ (5.7)
m,m/’

Matris gosteriminde;
p' =T 1pT (5.8)

olmaktadir. Burada su onemli 6zelligi belirtmemiz gerekir ki baz degisimi altinda iz

invaryanttir.

Trp'=Trp (5.9)

Denklem (5.5)’in tanimindan ve ¥; p® = 1 kosulundan genel 6zelikleri su sekildedir.
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(1) p’nin izi sOyledir.

Trp =1 (5.10)
(2) p bir hermitik matristir.

Pra'm = Pmm’ (5.11)
(3) Her m i¢in kdsegen bilesenler pozitif semi-definite'dir.

Pmm = 0 (5.12)

(4) p’nin hermitik 6zellikleri U iiniter matrisinin var olmasini saglar. U p’y1 diagonalize

eder yani kdsegenlestirir.
U~lpU = pP (5.13)

Burada belirttigimiz pP diagonal (kdsegen) matristir.

(pD)mn = AnOmn (5.14)

(5) denklem (5.9), (5.12), (5.13) ve (5.14)’den

Trp? = Tr(pP)? = ZAZ < (Z /1m> = (Trp)? =1

m

olur. Boylece;
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Trp? = 3 lpwml? <1 (5.15)
mm'

(6) Eger yukaridaki bu esitlik saglanirsa parcacik toplulugunun tiim tiyeleri single (tek)
saf kuantum durumundadir. O zaman p® disinda hepsi sifir olacaktir ve sifirdan farkli

pY 1 olacaktir. Bu durumda p ranki 1 olan matris olacak ve 1'e esit bir zdegere sahip

olacak ve geri kalanlar sifir olacaktir. Béylece faktorize formda;

Pmm! = CmCopy (5.16)

esitligini yazariz. Burada belirtmemiz gereken bir diger sey ise n X n’lik p matrisinin

ranki 7 = n — k’dir. Burada k, p’nin 0 6zdegeri ile iligkili 6zuzayinin boyutudur.

5.1.3 Farkh parcacik tiplerinin bileske sistemleri

Eger tiim sistem farkli parcaciklarin olusturdugu birka¢ sistemden olusuyorsa o zaman
burada ortak (joint) yogunluk matrisini kullanacagiz. A ve B tip parcaciklar 6rnek

verecegimiz parcaciklar olsun. Burada ortak yogunluk matrisi p(A,B) ve matris

bilesenleri p(A, B) ppm'n' dir. m ve n A ve B parcaciklarimin sisteminin |s4, s5' =

m; sB, s = n) durumunun 6zdurumlarma karsilik gelir. O islemcisinin ortalama degeri

tiim sistem i¢in tipki denklem (5.6)’da ki gibidir ve

(0) = Tr[0p(4, B)] (5.17)
olarak yazilir. Burada iz genellestirilmis sekilde kullanilmaktadir. Soyle ki;

Tr [OP (A,B)] = Zm,n[op (4, B)]mn;mn
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Ayrica;

[Op (A: B)]mn;mn = Z Omn;m’n’ p(A: B)m’n’,mn
m'n’

Eger; A parcaciginin gozlenebiliri 0 ve B parcacigimm gozlenebiliri 0®)'nin
beklenen ortak degerlerini hesaplamak istersek o zaman 0™ @ 0®'nin beklenen

degerini almaliyiz. Bu da;

(0@ ® 0®) =0 ,0%) (5.18)

mn;m'n’

seklindedir. Diger yandan; sadece A pargaciklarinin fiziksel gozlenebilirinin beklenen
degerleri 6lgmek istersek, o zaman , 0™ bu gdzlenebilir ile iliskili islemci olarak,
0™ ® 1®in ortalama degerinin hesaplanmasiyla, 0 min ortalama degerini elde

ederiz. Burada 1® birim islemcidir. Béylece;

(0W) = Tr[0@ ® 1®p(a, B)]

(0OW) = Or(:r)n' Snn'P(A B) 't smn = Z Or(:r)n’ Z P(A B)m'n;mn
mm/’ mm' n
nn'
(O@) = Tr, [04p(A)] (5-19)

Burada p(A) A tipi pargaciklar i¢in (254 + 1) X (2s, + 1)’lik indirgenemez yogunluk

matrisidir ve sdyle tanimlanir
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PW ' = ) (A B (5.20)

Eger, p(A,B)’in ranki r ise p(A)’nin ranki i¢in; rankp(A) < (2sg + 1)r’dir. Tiim bu
yazdiklarimiz ve elde ettigimiz sonuglar B tipi parcaciklar iginde gecerlidir. Eger

bileske bir sistemin durumu korele degilse o zaman ortalama deger sdyledir;

(@(A) ® 5(8)) — (@(A))(@(B))

Eger ortak yogunluk matrisi kendini faktorize ederse yukarida belirttigimiz durum

mumkun olur. Buradan hareketle

p(A, B)mn;m’n’ = p(A)mm’p(B)nn’ (5.21)

sonucuna ulasiriz. Tabi burada tekrar belirtmemiz gerekir A ve B parcaciklar1 korele
degilse yukaridaki esitlik gecerlidir. Simdiye kadar iki parcacik durumunu ele aldik eger
bu duruma ek olarak C,D,E.... gibi spinli par¢aciklar olusumu s6z konusu oldugunda
reaksiyon sonucunda final yani sonu¢ durumu igin ortak matris bilesenleri ile;
p(C,D,E, .....)cqe...c'a’ el $eklindedir. Diger yandan burada sadece bir pargacigin
ozellikleri olgiilityorsa 6rnegin C tipi pargacik gibi bu durumda ortalama degerler p(C)
efektif yogunluk matrisinin kullanilmasiyla hesaplanir. C i¢in yogunluk matrisini

yazarsak;

p(c)c;c' = Z p(Cr D,E, ... )c,d,e...;c'd’e'... (5-22)
de
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5.1.4 p yogunluk matrisinin belirtilmesinde bagimsiz parametreler

Bolim 3’de s spinli bir pargacik igin bir saf durumun 2(2s + 1) — 2 = 4s kadar
parametreyle belirtildigini gostermistik. Ornegin spin 1/2 i¢in 2 parametre ile
belirtmistik durumu. Simdi burada yani inkohorent topluluk olusumun s6z konusu
oldugu durumda s spinli pargaciklarin olusturdugu toplulugu (2s + 1) x (2s + 1)’lik p
hermitik matrisi ile gosterecegiz. Denklem (5.10) normalizasyon kosulunu da dikkate
alarak p’nin tam belirtimi i¢in (2s + 1)2 — 1 bagimsiz reel parametre gereklidir.
Burada spin yine 1/2 olursa (2-1/2 + 1)?2 — 1 = 3 bagimsiz parametre gerekir. Bu

durumu ifade edersek;

p=-(1+%3) (5.23)

Aslinda bu denklemi yazarken daha once ele aldigimiz denklem (3.24)’deki gibi yazdik.

Tekrar bir hatirlarsak; M = %(al + l_o)&’) idi. Yukaridaki denklemde topluluk i¢in spin

polarizasyon vektori P ’yi yazarsak;

|P| = (3) = Trpo (5.24)
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_ 1+p, 1_pz> (1+pz) (1_pz) 2
|p}‘1|_<2)(2 M M=)+

3 <0X + ioy> (O‘X - ioy>
2 2

lp— Al =2(1—p2) — A (222 4+ 222) 4+ 22 - 2 (oF — i%0})

lp— Al =2(1—p2) — A+ A2

A=2(14Ip,))

sonucunu elde ederiz. Boylece sunu not diisebiliriz; saf bir durum igin |3_52| = 1 iken

parcacik toplulugu i¢in denklem (5.15)’de goriildiigii gibi

|P?| <1 (5.25)
5.1.5 Multipole parametreler

Donme altinda doniisen spin islemcilerinin olusturulmasiyla baz matrislerini elde ederiz
ve bunlara kiiresel tensor islemcileri Tj;’ler diyecegiz, burada 0 < L < 25 ve —L <
M < L'dir ve T matrisleri bu islemcileri temsil eder ve bu matrisler vektor toplama

katsayilari ile verilir. Boylece;

(Ti)mm' = (sm|Th|sm’) = (sm|sm’; LM) (5.26)
L tensor islemcisinin rankidir. Burada bazi 6rnekler iizerinde durursak.
Skalar;
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7= s,
Js(s+1)
~1 1 R
1= —\/ﬁ(sx + lSy)
1

=——(5,—13,) (5.27)

Burada belirtmemiz gereken bir sey var oda bizim T} islemcilerinin tam formunu
bilmemize gerek yoktur. Burada (2s + 1)? farkli Ty bulunur ve vektér toplama

katsayilarinin 6zelliklerinden;

TL, = (—DMTLT (5.28)

esitligini yazabiliriz. Simdi tj; kompleks parametrelerini tanimlaymm, (0 < L < 2s)

olmak iizere;

th” = z (sm|sm’; LM)p (5.29)
mm

bunun tersi

1
Pmm’ =517

Z(ZL + 1) (sm|sm'; LM)tk, (5.30)
LM

Burada denklem (5.26)’y1 kullanirsak;
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1 .
P’ = 5= 1Z(zL 1)t (TE) (5.31)
LM

denklemini elde ederiz. Aslinda bu sekilde p matrisini Tj matrisi bakimindan

genisletmis olduk. Bu genisletme soyledir.

1 .
— 1Z(ZL + 1) ek TE (5.32)
LM

'0=25

Elde ettigimiz bu denklem, denklem (5.23)’lin genellestirilmis halidir. Denklem
(5.26)’nin yardimiyla asagidaki esitligi yazariz;

Lot 2s+1
Tr(THTE ) = ST O S (5.33)

ve boylece

Tr (pTALlJr ) =tk

ya da p hermitik oldugu i¢in

th = Tr(pTh) (5.34)

esitligini yazabiliriz. Yaptigimiz tiim bu islemlerden sonra, tk’leri multipole
parametreler (ranki L olanlarin) ya da statiksel tensorler olarak adlandiririz. Ayrica
th ler spin polarizasyon vektoriiniin genellestirilmis halidir. Diisiik rankli multipole

parametreler i¢in agagidaki bagintilara sahibiz.
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tll = _(?x + l? ) ﬁ
1 : S
tly = (P — i®) 2GID (5.35)

Burada yazdigimiz P spin polarizasyon vektoriinli denklem (3.29)’de tanimlamistik. Bir

hatirlatma yaparsak denklem (5.29)’dan ve vektor toplama katsayilar1 6zelliginden;

thy = (=DMtl" (5.36)

esitligini yazarz. Isin aslinda ti;’ler (2s + 1)? kadar reel sayilarla belirtilir. Mesala
s=1/2 i¢in bu dediklerimizi ele alalim; 0 < L <2s ve —L <M <L idi. s degerini
yerine yazarsak; tJ, ta, t1 ve t1,’i buluruz. Diger yandan tJ = 1’i akilda tutarak p’i

belirtmek igin (2s + 1)? — 1 gerekli parametreye ihtiya¢ duyulur da diyebiliriz.

Burada belirtmemiz gereken bir seyde denklem (5.15)’in asagidaki esitlige neden
oldugudur.

1
Py 1Z(ZL + 1) [tyl> <1 (5.37)
LM
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5.1.6 Bileske sistemler i¢in parcaciklarin multipole parametreleri

Farkli A, B,..... parcaciklarinin olusturdugu kombine sistemde daha Once bolim
5.1.3’de ele aldigimiz gibi ortak yogunluk matrisi p(A4,B .....)dir. Burada
p(A,B .....)y1 thk=(A, B ....) katsayilart ile T(A)% ® T(B)ILV;,® ...... matrislerinin
direk sonucu ve ortak multipole parametreler bakimindan genisletecegiz. Ayrica T (A)

2s, + 1 boyutlu matristir. Burada belirtmemiz gereken 6nemli bir nokta ise eger farkli

parcaciklar korele degilse;

thhio = thtl, (5.38)

bagintis1 mevcuttur. Diger yandan A pargaciklar icin ti (A) indirgenemez multipole

parametreler diger parcaciklar lizerinde spin 6l¢timii olmadig1 zaman;

ty(A) = tiooo: o (5.39)
olacaktir.
5.1.7 Cift ve tek polarizasyon

Bazi1 durumlarda sadece ¢ift rankli multipollerin ya da tek rankli multipollerin sifirdan
farkli oldugu goriiliir. Boyle polarizasyon durumlarini ¢ift veya tek olarak

adlandiracagiz. Bu bahsettiklerimiz gergeklestiginde yogunluk matrisi.

p-p-2 = (=D, (5.40)
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seklinde 6zel bir simetriye sahip olur. Burada + polarizasyonun ¢ift veya tek durumuyla
alakalidir. Aslinda bu bazen genel polarizasyonun durumlart i¢in p’y1 tek ve cift

kisimlara ayirmak i¢in uygundur.

p=p++p- (5.41)

olmak tlizere

1 *
P+ = EZL (I,‘\flft(ZL + 1)ty Ty

= 2L + 1)tk Tk 42
P- ZS+1L (2L + )tM M (5.42)

te
M

Bu yazdiklarimiza esdeger olarak yeni bir formda yogunluk matrisini verebiliriz.

(p+) 2y ile gosterdigimiz bu form;

(P2 = 3 [oap £ (DA #pZ, 5] (5.43)
seklindedir. Genel olarak ise

(P1)-a—p = £(=D*#py, (5.44)
esitligi mevcuttur. Tiim bunlara ek olarak eger p = r ise asagidaki esitlik gecerlidir.

rankpy < 2r (5.45)
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5.1.8 Yogunluk matrisi iizerinde donmelerin etkisi

Pmm/ yogunluk matrisi bilesenleri bir bazda |s; s, = m) spin durumlari ile belirtildigi
icin segilen eksen sistemine baghdirlar. S gozlem gergevesinde |sm) baz durumlarinin
kullanilmastyla tanimlanan yogunluk matrisinin bilesenlerini pfnm, ile ifade ederiz ve

S™de |sm)" = U(r)|sm) donismiis baz durumlarin kullanilmasiyla tanimlanan

yogunluk matrisinin bilesenleri ise pf;:m, 'dir. Boylece denklem (5.8)’e benzer olarak;

pS" = DO (@) pSDE(r) (5.46)

esitligini yazabiliriz. Benzer olarak;

T

pf;lm, = D,(f,il (r)pfln,DSzn, (r)

olur. Buradan sunu soyleyebiliriz; S” gozlem g¢ercevesinde goriilen degerlerin

hesaplanmasinda pST yogunluk matrisi olarak tanimlanir. Diger yandan pfnrm, ile pfnm,

arasindaki baginti olduk¢a komplikedir. Bu baginti belirtilirken déonme matrislerinin

sonuclarinin kisaltilmasiyla ile belirtilir genellikle ve su sekilde verilir;

2s

N
P’ = Z (D™ (s, m; 5, —m'|],m —m')

j=0nn'=-s

X (s,n;s,—n|J, M)DU) / (r‘l)pfm, (5.47)

m-m' M

Diger yandan t multipole parametreler kolayca doniisiir ve (tk)s ve (th)er, S ve ST

gbzlem gercevelerinde statiksel tensorlerin bilesenlerini ifade ederse o zaman;
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(th)gr = Z ) @)(th) (5.48)

Esitligi s6z konusu olur. Denklem (5.48) farkli gozlem c¢ergevelerinde kiiresel bir

tensoriin bilesenleriyle ilgili genel kurallar ifade eder.

5.1.9 Topluluk polarizasyon durumunun invaryant karakterizasyonu

Eger parcacik toplulugunun durumu hakkinda tiim bilgilere sahip olmak istiyorsak o
zaman yogunluk matrisi i¢in gerekli tiim bilgilere de sahip olmamiz gerekir. Ayni

zamanda invaryant Karakterizasyona dair de bilgi sahibi olmamiz gerekir. Boylece spin

1/2 i¢in polarizasyon derecesi P = v P2 Ui polarize bir topluluk veya polarize olmayan
topluluk i¢in konuyu ele alabiliriz. Ayrica bu kavramlar1 herhangi bir spin degeri i¢in de

genellestirebiliriz. s spinli pargaciklarin polarize olmayan yada isotropik pargacik

toplulugu herhangi bir |'P(1)) saf durumunda p® = olasiligina sahiptir ve

(2s +1)
herhangi bir bazda;
_ I 5.49
piSO - 28 + 1 ( . )

yogunluk matrisi ile verilir. Bdylece; asagida verilen matris isotropiden farkli dlger

P = piso = Z(u + Dtk Th (5.50)

2s+1

Invaryant gosterimde bu farkliigi gostermek icin iki matris arasinda bazi farkli

Olctimler yapmamiz gerekir. Uygun bir invaryant 6l¢timii
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1

Tr(p = piso)® = Trp? = Trpise® = Trp? — — (5.51)
seklindedir. Toplam polarizasyon derecesini yazarsak;

1 1
d= 3 [(2s + DTrp? — 1]z (5.52)
Oyleki;0<d <1
Spin 1/2 i¢in;
d=p =P (4.53)

Daha yiiksek spinler icinde vektor polarizasyonu mevcuttur, ranki 2 olan tensor
polarizasyonu ve vektor polarizasyonun biiyiikliigii artik polarizasyonun toplam
derecesidir. Daha yliksek spin degerleri i¢in, temsil kartezyen spin matrisleri

bakimindan elde edilir. Ranki L olan polarizasyon 6l¢iimii s6yle tanimlanabilir (L > 1).

1/2
/2L +1
= |— (ZItW) (5.54)
M

Buna ek olarak genel polarizasyon derecesini yazarsak;

1/2
d= {Z df] (5.55)

Lz1

Ancak d; biraz yaniltic1 olabilir ¢linkii d 1 degerine ulasabilmesine ragmen d; 1

degerine ulasamaz. Ornegin spini 1 olan parcaciklar i¢in (d;)max = \/§/ Z'dir.
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5.1.10 Spini 1 olan par¢aciklar ve fotonlar
(i) Kiitleli parcaciklar

Daha 6nce denklem (5.32)’de belirttigimiz gibi yogunluk matrisini standart formda

yazabilecegimiz gibi Kartezyen formda

33 a 3
~P-S+ \ETij(sisj + 5,-51)] (5.56)

seklinde yazabiliriz. T;; reel ve simetriktir ayrica izsizdir },; T;; = 0. S ise 3 x 3’liik

izsiz matris, S; ise spini 1 olan pargaciklar i¢in s; spin islemcilerini verir.

) 0 1 0 . 0 -1 0 ) 1 0 O
szﬁ(l 0 1), Sy=\/—§<1 0 1>’5z=5 0 0 O (5.57)

Pi’nin 3 reel parametresi ve 5 bagimsiz T;; birbirinden bagimsizdir. Bolim 3’de

belirttigimiz lizere spin 1 durumu i¢in spin polarizasyon vektorii soyledir;

1P| = (8)x/s = (3) (5.58)

Yukaridaki denkleme uygun olarak spin 1 olan durum i¢in T;; ranki 2 olan spin

tensoriinii 6lcer.

1 |3 A A A A 4
Tij = E\/; ((Sisj + Sjsi) - 5511) (559)
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P vektor polarizasyon ve T tensor polarizasyon derecelerini ise;

Pl =VP2, 0<P<1 (5.60)
T = Z(Tij)z, 0<T<1 (5.61)

d=(3P?+ 7"2)1/2 (5.62)

L1
ty = ﬁfpz

1 T 1 .
th = +§(;Dx + iP,) (5.63)

3 _ |2 ] 1 )
tg = \/;Tzz' t}; = +\/; (Ter £iTy,), thy = /E(Txx = Tyy £ 2iTyy) (5.64)

seklindedir. Yukarida yazdigimiz multipole parametreler yogunluk matrisinin

bilesenleri ile

1 1
ti = _ﬁ (P10 + Po-1)" ty = ﬁ(pll +p1-1)" (5.65)
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3 3 1
t; = \/;pl—l*r tf = - \E (P10 + Po-1)", t5 = /E(pn +p_1-1 = 2pg0)  (5.66)

gibi iliskilidir. Cogu kez topluluklar spinleri Z ekseni boyunca kuantumlanmis
pargaciklar tarafindan olusturulur. p,, pove p_ kuantumlama ekseni boyunca, sirasiyla

spin izdiisiimii 1,0,-1 olan parcaciklarin bulunma olasiliklari olsun o zaman;

:Pz = (p+ - p—)
olur ve eger i # j ise

1 1
Tij =0, Ty = T,y = _ETzza T,, = \/_g(l — 3po) (5.67)

Vektor ve tensor polarizasyon dereceleri ise agsagidaki gibidir;

1
P =|ps +p-I T:5|1_3p0| (5.68)
Yogunluk ise matrisi ise su sekildedir;

3 3
L+5P+ |5 T, 0 0

0 1—-+6T,, 0 (5.69)

3 3
0 0 1=5P+ 5T,

©
Il
W =
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Bu durumda OZ kuantumlama ekseni boyunca multipole parametreler soyledir;

1 3 1
t(% = TE?Z, tg - \/;TZZ - \/%A’ til = til = tiz =0 (5.70)
Burada
A=1-3p, (5.71)

olmaktadir. Sunu belirtmemiz gerekir ki, yukarida belirtilen topluluklar, spini 1 olan
parcaciklar icin en genel ifadeyi anlatmaz. Genel durumu ele almak i¢in asagida

yazdigimiz ortonormal baz durumlarini

. 1
|éc) = ﬁ(li =-1)—[1=+1))

ENE %(IA = 1)+ |1 = +1))

|8y = 12 =0) (5.72)
ele almamiz gerekir. Spini 1 olan pargacik i¢in en genel normalize saf spin durumu ise;
|§> = Exlé)(x)> +Ey|é(y)) + Ezlé)(z)> (573)

dir. Burada yazdigimiz & = (ex, €y, ez) polarizasyon vektoriidiir. Zaten bolim 2°de

spini 1 olan pargaciklari € ile ifade ettigimizi soylemistik. £ kompleks bir vektordiir ve

My
Il
[N

(5.74)
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Saf bir durum i¢in spin polarizasyon vektorii
|P| = Im(¢* - &= 1) (5.75)
Reel bir £ ile herhangi bir saf durum igin P = 0°du.

T;; tensoriinii ise sOyledir;

Ty = \E |56, — Re(eie;)| (5.76)

Burada sunu not etmemiz gerekir; T;; = 0 igin tim i ve j i¢in saf bir durum yoktur.

Ornegin; s, = +1,0'li durumlar igin;

1

2(1) — —(F1,i

g ¥1,i,0)
V2

£0) = (0,0,0) (5.77)
olmaktadir. Ayrica;

P =(0,0,1), PO = (0,0,—1) ve P© = (0,0,0) (5.78)
(ii) Fotonlar

Burada [s, = +1) durumlarint 0Z ekseni boyunca hareket eden foton igin helisite
durumu gibi ele alacagiz. Ayrica |s, = 0) durumlar1 simdilik mevcut degildir. Sonug

olarak; foton toplulugu isotropik olamaz! Ciinkii isotropik demek spin polarizasyonun
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timiine esit agirlik vermek demek ama bu burada |s, = 0) durumu mevcut degil. Bagka
bir deyisle bunu izah edersek; spini 1 olan pargacik i¢in spin yonelimi 0.1.-1’dir ama
fotonun kiitlesi olmadig1 icin m = 0 durumu yok. Denklem (4.70) ve (4.71)’den foton

1

toplulugu igin T,, = — 'dir ve bu yiizden ta =+/1/10 olur.

(a) Dairesel polarizasyon

Helisitesi +1 olan foton dairesel polarize edilmis fotondur. Denklem  (5.69)

1

durumundaki bir topluluk i¢in simdi T,, = N oldugundan
1+Pe O 0
p)sirc — %( 0 0 0 ) (5.79)
0 0 1-—2P

olur. P.;,-. fotonlarin dairesel polarizasyonu anlamina gelir. Denklem (5.67)’den P_;,.,

helisitesi +1 ve -1 polarize fotonlarin bulunma olasilig1 bakimindan verilir. Soyle ki,

Peirc = P+ — P- (5.80)

Sunu not diismeliyiz ki P.;,.. = +1 pozitif helisiteli fotonlar1 ifade eder. |m = 0)

durumlarinin yoklugunda denklem (5.79)’u

1 1 -
plslrc =3 u+ :Pcirco-z) (5.81)

seklinde yazabiliriz. Aslinda buradaki yogunluk matrisini 3 X 3’liik matris ile

vermeliyiz. Ancak foton i¢in |s, = 0) durumunu atarsak 2 X 2’lik matris ile veririz.
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(B) Lineer polarizasyon

Foton durumlar1 denklem (5.72)’de tanimlandig1 gibi |§(x)) ya da |5(y)) iseler o zaman
foton 0X ya da 0Y ekseni boyunca lineer polarizedir. XY diizleminde 0X', 0Y' eksenleri
yonleri boyunca lineer polarize oldugunu diisiinelim. Burada 0X' ve 0Y' eksenleri 0X
ve 0Y eksenleri ile y agis1 yapar. 0X' ekseni boyunca lineer polarizasyonu Py, = p,r —
py seklindedir. p,s ve p, sirastyla 0X’ ve 0Y" eksenleri boyunca lineer polarize foton

bulunma olasiligidir.

Yogunluk matrisinin denklem (5.5)’de verdigimiz taniminin ve denklem (5.46)’nin
kullanimiyla, X ekseniyle y ac¢ist yapan XY diizleminde lineer polarize fotonlar igin

yogunluk matrisini buluruz.

o 1 0 —Pu,e 2
pyt =< 0 0 0 (5.82)
—Pine?¥ 0 1

(¥) Karisik polarizasyon

Isik kaynaklar1 lineer ya da dairesel polarize olmasina ragmen bazen her ikisini de
karisik olarak bulmak miimkiindiir. Dairesel polarize fotonlarin f diye bdliimii olsun ve

1-f de lineer polarizasyonun parcasi olsun o zaman bu karisim i¢in yogunluk matrisi;

py = o™ + A= py"

olur.
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5.1.11 Yogunluk matrisinin pozitifligi

Yogunluk matrisi hermitik olup diagonalize edilebilir. Bir bazda yogunluk matrisinin

bilesenleri py,, = Ap,'dir ve |m) durumunun p,,, bulunma olasiliginin hesaplanmasiyla

bulunur. Burada p’nin 6zdegerleri pozitif ya da sifir oldugunu goriiriiz. Bir hemitik

matrisin diagonal bilesenleri bu 6zellige sahiptir ve pozitif semi-definite matris olarak

adlandirilir. Bu adlandirilmanin nedeni sudur; eger bir kiimedekilerin tiimii pozitif ise

definite olarak adlandiririz ancak o kiimedekilerin herhangi biri sifir degerine de

alabiliyorsa o zaman semi-definite olarak adlandiririz.

Burada en onemli sonug ise asagida belirttiklerimiz olacaktir. Herhangi bir bazda p;;,

p’nin bilesenleri olsun. O zaman matrisin her kiigiikk temelinde pozitif semi-definite

olmali. Yani bir bazda

P11 P12 - Pin
P21 P22 - Pon
Pn1 Pn2 - Pan

olmalidir ve sunlara sahip olmaliy1z;

(1) pij = 0 her j i¢in

Pij Pjk . .. -
>
(2) Diej Pkk| = 0 her j ve tiim k>j icin
Pij  Pjk  Pj
(3) |Pkj Prk  Pri| = 0 herj ve I>k>j igin
Pij P Pu
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P11 P12 - Pin

P:21 P22 - Pz:n >0

() ,
Pn1 Pn2 - Pnn

Bunlardan herhangi birinin olmamasi p’nin pozitif semi-definite olmadigi anlamina
gelir. BoOylece p’nin Olgiimlerini gergeklestirebiliriz. p diagnogal oldugu zaman
pozitifligin sonuglarina bakmak kolaydir. Ornegin; spin 1 durumunda denklem

(5.69)’dan asagidaki bagintilar1 rahatca yazariz.

T,, <1/V6 (5.84)

2 3 3
—§<1+\ETZZ>SPZS <1+ ETZZ>

olmalidirlar.

wiN

esitligini denklem (5.84) ile birlestirirsek;

—§<1+\/§(1/\/€)> <2, s§<1 +\E(1/\/6_)>

—1<p, <1 (5.85)

sonuclarina ulasiriz.
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5.2 Goreli Durum

5.2.1 Helisite yogunluk matrisinin tanimi

Boliim 3.2°de ele aldigimiz helisite durumlar1 kullanimiyla p momentumuyla hareket
eden parcaciklar igin verilen bir gozlem c¢er¢evesinde p yogunluk matrisini
tanimlayabiliriz. Eger p momentumlu pargaciklarin olusturdugu bir topluluga sahipsek

ve |'P(i) ; ) durumlari iizerinde p® olasiligiyla dagitilmus iseler bu pargaciklar burada;

N

w035 = > 1A (5.86)
A=-s

p’yu ise

P = Zp(i) C)Ei)cii)* (5.87)

l

seklinde yazabiliriz. Buradaki dikkat etmemiz tek sey bu denklemin fiziksel anlaminin
ne oldugu ve bu matrisin kullanimidir. Bolim 3.2°de helisite durumlarinin fiziksel
yorumunu ele almistik. Buradan sunu agik¢a sdyleyebiliriz ki, eger A parcaciginin
helisite durgun ¢ercevesinde A parcacigini gozlemlersek, p;,7, A parcacigl i¢in goreli
olmayan spin yogunluk matrisidir. Boylece A parcaciginin helisite durgun gézlem
cergevesinde A ile baglantili herhangi bir O gézlenebiliri igin Tr(po) topluluk igin

O’nin beklenen degeridir.

Eger bir reaksiyonun baglangi¢ ve bitis durumlar i¢in birkag tip pargacigin varligr s6z
konusu ise, o zaman goreli olmayan durumda oldugu gibi baz olarak helisite
durumlarmin kullanimiyla ortak yogunluk matrisini tamimlayabiliriz. Ornegin A,B

pargaciklar i¢in p(A,B), ,.»7,’ matris bilesenleriyle p(4,B)’ya sahip olacagiz. Bu
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ortak yogunluk matrisi A ve B pargaciginin helisite durgun gozlem cercevelerinde spin

dagilimini tanimlar.

Eger O hem A hemde B parcaciklari ile baglantili bir gozlenebilir ise, A’nin helisite
durgun gozlem ¢ercevesinde A iizerinde ve B’nin helisite durgun gézlem gercevesinde

B iizerinde ger¢eklesen olgiimler icin Tr[p(4, B)0], 0 nin beklenen degerini verir.

Goreli olmayan durumda oldugu gibi eger sadece parcaciklardan birine ait olan
gozlenebiliri olgersek o zaman A igin (2s4 + 1) X (2s, + 1)’lik indirgenemez

yogunluk matrisine gereksinim duyariz. Burada p(A) indirgenemez yogunluk matrisi;

p(A)y = Z p(A, B) (5.88)
u

Ve

(0@W) = Tr[p(A)0W] (5.89)

olur. Bu arada buldugumuz tiim sonuglar. Benzer sekilde B pargacigi i¢inde gegerlidir.

5.2.2 Helisite multipole parametrelerin tanimi

p bakimindan tanimlanan multipole parametreler goreli olmayan durumda oldugu
gibidir ve benzer donme 6zelliklerini dikkate alacagiz. Boylece herhangi bir A pargacigi

igin;

th'(4) = ) (215X LM) 0 (A) (5.90)
A7
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ti(A)’ler, A parcaciginin helisite durgun gdzlem cercevesi S,’da goreli olmayan
multipole parametrelerdir. Ortak helisite multipole parametreler ortak helisite yogunluk

matrisi acisindan tanimlanir ve boliim 4.1°deki gibidirler.

5.2.3 Helisite yogunluk matrisi iizerinde lorentz doniisiimlerinin etkisi

(i) Durgun gozlem cerc¢evesinin donmeleri

p(A), A parcaciginin helisite durgun gozlem cergevesinde A pargacigi i¢in yogunluk
matrisidir. A pargacigl i¢in S; durgun gozlem gergevesindeki yogunluk matrisi bir
donme ile p(A)'denelde edilir. S; =rS, olmak iizere bu bahsettigimiz yogunluk

matrisi s0yledir;
pSa(4) = DO ()p(HDO () (5.91)
(ii) Lorentz doniisiimleri

Burada Lorentz doniisiimiine ugramis gozlem c¢er¢evesinde yogunluk matrisini

gosterecegiz. pS(P), S gozlem c¢ercevesinde P momentumlu parcacigi helisite

yogunluk matrisi olsun. psl(ﬁ’) ise bir [ donilisgimii ile S gozlem gercevesinden elde

edilen St = IS gdzlem gergevesinde p’ = I'P momentumlu pargacigim helisite yogunluk

matrisi olsun. pfw, ‘nii, p’ islemcisinin bir matrisi gibi ele diisiiniirsek;

L d 4 =/ A2 !
Py (B = (B 1lp' 1B’ 1)

esitligini yazar ve buradan da
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Pay (B = (B AP’ 1B; V) g

esitligini yazabiliriz. Buradan hareketle daha oOnce elde ettigimiz denklem (3.9)’un

kullanilmasiyla

l =7 - —> -
p> @) = Dlr(L,D)1p* ®D[r (1 p)] (5.92)
sonucu elde ederiz. Burada r (I, p) Wick helisite donmesidir.
5.2.4 Multipole parametreler icin doniisiim yasalari

Daha o6nceki konularda tj; multipole parametrelerin dénme altinda doniistiigiinii
gormiistiik. Ciinkii Lorentz doniisiimleri Wick helisite donmesinden etkilenir, ayni
zamanda bu durumda denklem (5.90)’da tanimladigimiz helisite multipole parametreleri

daha basit doniisiim 6zellikleriyle ele alinir. Boylece denklem (5.92)’ye benzer olarak;

(ti)st = Dy (r L B)) [t )s (5.93)
olarak yazilir. Burada sunu belirtmemiz gerekir spin 1/2 igin; p5 = %(1 +P . 5) ve

p =%(1 +P -6’) esitliklerini yazarsak; denklem (5.92) ve denklem (3.30)’dan

hareketle

P; = Rij(r)P; (5.94)

esitligini elde ederiz. Burada r, (I, p) nin kisaltmasidir.
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5.3 Kovaryant Spin Vektorler

Boliim 3.1°de |X) goreli olmayan kuantum durumu i¢in spin polarizasyon vektoriinii

— 1 N 3
Pr =-(XI51X) =% (5.95)

seklinde tanimlamistik. Burada Sy ortalama spin vektoridiir. Bolim 3.2°de goreli
olmayan spin islemcileri s;’lerin kovaryant genellestirilmelerinin VT/# Pauli-Lubanski
islemcileriyle verildigini gostermistik. Yani durgun halde ki kiitleli bir parcacigin

tizerine etki etkinildiginde,
W|p;s, =) = m&l|p;s, = 1) (5.96)

Wlp;s, = ) (3.97)

denklemlerini yazabiliriz. Simdi, herhangi bir |p; X) durgun durumu i¢in |p; X), farkli

s, degerleriyle s spin durumlarinin bir lineer siiperpozisyonudur. Boylece;

y 1. - .
Yy = < (0 X|WH|p; X) (5.98)
esitligini yazabiliriz. Denklem (5.95), (5.96) ve (5.97)’ye bakarsak;

U _ m N _ —
Yy =< (0,5x) = m(0,Py) (5.99)

denklemini elde ederiz. p = (m, 0,0,0) igin; (’gx = (0,s,s,s)’idi zaten )
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m2—>2

yx‘?=0Ve yx‘yx=—575x (5.100)

sonuglarii1 elde ederiz. Simdi goreli helisite durumu |pg; ) icin W*nin beklenen
degerlerini ele alirsak; denklem (3.54)’den hareketle ve W¥ ‘ler kovaryant sekilde 4-

vektor olarak doniistiigii icin

(B; A|W|p; 2) = (p; /U R IWHUTR@B)]|p; A)

(B AWH|B; 2) = 4" (p; AW |p; 2) (5.101)
esitligini yazabiliriz. Boylece kovaryant helisite ortalama spin vektoriinii

YL@, N =< (B; A|WH[5; 2) (5.102)
yazabiliriz. Daha detayl1 bir sekilde ise;

YL@, = A@ED" U (5.103)
esitligini yazariz. Burada

Pt = (E,B) = UL@GD" p*

Bir X durumu, s, ’nin farkli degerleriyle, durumlarin lineer kombinasyonudur. Yani;
YH@B,X) = (A@)D* Uy (5.104)

Eger boliim 3.2.1°de ele aldigimiz kanoniksel spin durumlarini kullanirsak
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- 1 - - -
Yean B 5) =< (B; 5| W75 5,.) (5.105)
can
esitligi yazariz ve boylece denklem (5.104)’iin aksine
Yéan (B, = ALLGD* V% (5.106)

olur. Burada [(¥) saf "boost"’dur ve p#’ye p alir. Bu yazdiklarimiza ek olarak denklem

(5.100)

Y@, X) - p=0 (5.107)
seklinde genellestirilir. Buradan hareketle;

2

2
Y23, X) = — 5 5x (5.108)

denklemini yazariz.
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6. ELEKTRON MUON SACILIMI

6.1 efe” » utpu~ Sacihm

ete” - putyu~ sagilimi kuantum elektrodinamigin en c¢ok bilinen ve yiiksek enerji
fiziginde o©nemli Orneklerden birini teskil etmektedir. Aym zamanda ete~
carpistiricilarinda tiim reaksiyonun anlasilmasi igin temel bir reaksiyondur. Bu bdliimde
polarize olmayan tesir kesitini ve genligi hesaplayacagiz. Feyman kurallarinin

kullanilmasiyla genlik;

M =" (p") (—iey*)u (p) (Z22) @ () ey v (k')

olarak belirtilir. Burada ifade ettigimiz bu esitligin ne ifade ettigini yazarsak;

7° (p'): s’ spinli p’ momentumlu gelen pozitron spindrii bir diger ifadeyle gelen anti
parcgacik spinoriidiir.

(—iey*): alt vertex yani alt kose faktord.

us(p): s spinli p momentumlu gelen elektron spindrii.

(_;gz” "): g momentumlu foton propagatorii.

%' (k): k momentumlu r spinli ¢ikan miion spindrii.

v"' (k"): k' momentumlu 7’ spinli ¢ikan anti miion spindriidiir.
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Burada momentumlarin p + p’ = k + k' oldugunu unutmamiz gerekir. Ayrica kiitleye
dair heniiz bir sey demesekte m,/m,, ~ 1/200 olmasindan dolay: kiitleyi bazi yerlerde

ihmal edecegiz. Simdi spin indislerini yazmadan genligi

M (e”@)e* @) - 1 (Out (k1) = = (T u®) (Y k) (6.1)

seklindedir. Diferansiyel tesir kesitini hesaplamak igin | M |?’yi hesaplamamiz gerekir.
Bunun nedenini sdyle aciklayabiliriz; kuantum mekaniginde bir siirecin olasi genligini
yazariz, olas1 genligin yol agtig1 olasilig1 bulmak icin ise mutlak degerin karesini aliriz.
Genlik i¢in bir diger 6nemli nokta ise sudur; bir kuantum durumu diger bir kuantumuna
gecgerse bu genliktir eger bu genligin karesini alirsak bu da bize olasilig1 verir. Devam
edersek M ’nin kompleks konjugesini bulmamiz gereklidir. vy*u gibi bir bispinor

asagida yazacagimiz gibi kompleks konjuge olabilir. (vy*u bir sayidir.)

Burada goriildiigii gibi ut hermitik konjuge ve y° hermitiktir. Simdi, yukaridaki esitlik
yardimiyla denklem (6.1)’den hareketle |M|?’yi yazarsak;

V12 = & (B0 u@a@yve)) (200w kTR k) (62)

Bir¢ok deneyde elektron ve pozitron demetleri polarize olmayan demetlerdir, boylece
Olgiilen tesir kesiti elektron ve pozitron spinleri s ve s'’nin ortalamasidir. Miion
detektorleri polarizasyona kapalidir normalde, bu yiizden o6lgiilen tesir kesiti miion

spinleri r ve r"’nin toplanudir.
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Spini ihmal ederek | M |?’yi belirtirsek burada gelen spinler iizerinden ortalama, gikan

spinler lizerinden ise toplam aliriz. O da sekilde olur;

11 (s, i
525222 (s,s" = 1,1
S N r r

Buradaki %’ler spin yukari ve agagidan gelir. Diger yandan spin toplamlarini yazarsak;

D u@TE) = p +m

N

DT e = p -m (6.3)

N

p = p#o,’dir ve +,- isareti pargacik anti pargacik ile ilgilidir. Denklem (6.2) nin ilk

kismini spindr indisleriyle yazarsak;

D T WO vivd @) = (P =m), v(P +m), v

s,s!

= trace[(p' —m)y*(p +m)y”]

Burada matris indislerini d ile baslayip d ile bitirdik yani biitiin ara iizerinden toplam
var bu ylizden izi yani trace'i yazdik. Denklem (6.2) nin ikinci kismi i¢inde benzer yolu

kullanirsak;

trace [( K +m)y, (k - m) yv]

sonucunu elde ederiz. Elde ettigimiz bu sonuclar1 yerine yazdigimizda
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2> bep =g [(p" = m)y(p +m)y*ler[(K +m)y, (K = m)n] 5:4)

spinler
denklemini elde ederiz.

iz teknoloji: Bu konuda yardimei1 olmasi amaciyla izlerin ne ifade ettigini bilmemiz

gerekir bu yiizden kisaca izlere deginecegiz.
(1) Bir y matrisinin izini hesaplamak istersek;
0 ot
L— =
try tr (E“ ) 0

Bu sonucu farkli sekillerde ispatlayabiliriz, soyle ki;

try#* = try>ySy#* “dir. ¢linkii (y°)? = 1°dir.

try# = —trySyHy® dir ciinkii {y>,¥°} = 0’dir.

try# = —try>y°y# iz'in devirsel dzelligini kullanirsak
try# = —try#

olur. Burada n tane y matrisi i¢in bu 6rnekleri yaptik n tek olursa iz kaybolur! Eger n=0

olursa o zaman asagidaki sonucu elde ederiz.

trl1 =4
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(i) iki y matrisinin izini hesaplarsak;

Iki y matrisinin izini hesaplamak istersek anti komutasyon ozelliklerini ve devirsel

ozelligini kullaniriz.

tryty¥ =tr(2g*’ -1 —y¥y#) (antikomutasyon)

tryty? = 8gH¥ — tryHy? (devirsel)

bdylece su sonucu yazariz.

tryfy” = 4g*

(ii1) Dort y matrisinin izini hesaplarsak;

Burada da benzer yolu kullanacagiz.

tr(y*y*yPy?) = tr(2g*yPy? —v"v¥)

tr(y*y"yPy?) = tr(2g*yPy? —y 29"y + v yP29" —y*yPyyH)

devirsel 6zelligini kullanirsak burada

tr(y*y"yPy?) = g*tryPy? — gtPtry¥y? + g*otry"y”?

tr(y*yyPy?) = 4(g"*"9"° — g** 9" + g*? g"")

sonucuna ulasiriz.
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(iv) Son olarak y°’i hesaplarsak

try® = tr(y°y°y®) = —tr(y°y°y®) = —tr(¢y°y%>®) = —try> =0

olur. Ozetle bu yazdiklarimizi ifade edersek;

tr(1) =4

tr(y#y”) = 4g"

tr(y*y"yPy?) = 4(g* g*° — g** 9" + g7 g9"")

tr(y>) =0 (6.5)

Polarize olmayan tesir kesiti

Tiim bu iz hesaplamalarindan sonra tekrar denklem (6.4)’e donersek, elektron'un izi
tr[(p" = m)y*(p +m)y*] = 4[p"p” +p""p* — g (p - p' + m2)]

olur. Benzer sekilde miion'un izini yazarsak;

tr [(k + m)}’y (k - m) Yv] = 4[kuk1lf + kyky, — g,w(k Sk mpzt)]

Daha 6nce elektron, miion kiitlesindeki orantisizliktan dolay1 kiitleyi ihmal edecegimizi
sOylemistik. Simdi burada kiitle farkindan dolayr m, = 0 alacagiz. Boylece denklem

(6.4)’1 yeni haliyle yazarsak;
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1 8e*
7 2, P = [0 DG k) + (kDG k) + mip ) (6:6)

spinler

Sekil 6.1 Elektron miion sagilim1

Simdi ete™ — u*u~ i¢in baslangi¢ ve final momentumlarini yazarsak;

Diger yandan; p - p’ = (E,EZ) - (E, —EZ) olmak tlizere

Pa Pp=Es-Eg —Pa-Pp =E*— (E2)(—E2) = E* + E* = 2E*
olur. Boylece;

p-p' =2E

sonucunu yazabiliriz. Bu sonu¢ yardimiyla
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2 (p+pl)2 =4E2

sonucunu yazabiliriz. Ayrica

p-k=p k' =E*—E|k|cosd vep-k' =p' -k = E? + E|k|cos6

olur. Elde ettigimiz bu esitlikler yardimiyla denklem (6.6)’y1 tekrar yazarsak;

1
7 ) M= 6E4[E2(E [k|cost) + E2(E + |k|cosd) + 2m2E?]

spinler

LS e = e [(1+—>+(1—%>cosm] 6.7)

spmler

Tesir kesiti; genligi hesapladiktan sonraki asamamiz tesir kesitini yazmak olacaktir.
Burada CM’de islemlerimiz yaptigimizi tekrar hatirlarsak CM enerjisinin E + E = 2F
oldugunuda bilmekteyiz. Ayrica |v, —vg| = 2°dir. Bunlar1 belirttikten sonra

diferansiyel tesir kesitini yazarsak;

do 1 |k] 1 ,
& _ = z 1M
A0~ 2E2, 16m2E, 4

spinler

2
-— 1 +— _ ) cos26 (6.8)
an 4E§m E2 E?

2
denklemini elde ederiz. Burada a ince yapi sabitidir ve a = % = E? yani; a? = E*diir.

Eger ytiksek enerji limiti yani E >> m,, alirsak o zaman;
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do o?
—_—
dn E»m,4EZ,

(1 + cos?6) (6.9)

denklemini elde ederiz.
6.2 ete™ - u*u~ Helisite Yapisi

Daha onceki boliimlerde belirttigimiz gibi asir1 goreli elektron icin helisite babinda
konuyu ele almaktayiz. Buradaki elektronlarin momentumlar1 agisizdir yani diizlem

boyunca uzanirlar. Bu konuda bir 6nceki konunun aksine spini de hesaba katacagiz.

Bir onceki konuda polarize olmayan tesir kesitini hesaplamistik. Ancak burada
(1 + cos?8) agisal baghligi nerden gelmektedir sorusuna cevap vermemiz gerekir. Bu
sorunun cevabini almak igin ete™ — utu~ tesir kesitini hesaplarken spin yonelimlerini

de dikkate alarak hesaplayacagiz.

[k olarak polarize durumlar1 segecegiz. Yiiksek enerji limitte sonug elde etmek igin,
spin boyunca parcacik hareketinin yonelimini kuantumlamak gerekir yani helisite

durumlarini kullanacagiz.

Bu konudaki baslangic noktamiz gerek polarize gerekse polarize olmayan durumda
denklem (6.1) olmaktadir. Bu denklem ayni zamanda spindrlii haliyle genligi

vermektedir bize (Peskin ve Schroeder 1996).

M (e”@)e* @) - 1 (Out (k) = = (T u@m) (T(0yv k) (6.1)

Burada simdilik polarizasyonlar1 ele alacagiz. Bunu yapmak i¢in kiitlesiz fermionlar

i¢in;
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(5)=6 9 v (55)=0 9 (6.10

matrisleri dikkate alacagiz. Bu matrisler izdiigiim islemcileridir ve sirasiyla sag ve sol

elli spinodrlardir. Boylece eger denklem (6.1)’de

sy ! - ! >
B(p" )y u(p) - " (F) ulp)
esitligini yazarsak yeni bir denklem elde ederiz.

Not: Burada gelen elektrona sag elli demekteyiz. Ayrica genlik sol elli elektron igin

sifirken sag elli elektron i¢in degismezdir. Bunu belirtirsek;

VS
)V"V”u(p) (6.11)

1
v(py*u(p) = vi@Hy* < +2

Burada hatirlama amaciyla Dirac spindriinii yazarsak;

0000
<1+V5>:oooo:(o o)
5 0010 0 1
00 0 1
. 10 0 0
<1—V>=0100=(1 0)
2 00 0 0 0 0
00 00
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Kaldigimiz yerden devam edersek elde ettigimiz izdiisiim islemcilerini toplamda yerine

yazarsak;

3

spinler

5 2
v(p")y# (1 +2y >u(p)‘

5 5

= Z v(p")y# (1 +2y )u(p)ﬁ(p)y“ <1 +2y )v(p’)

spinler

denklemini elde ederiz. Yani burada sag elli elektron ile sol elli pozitronun toplaminin

genligini yazmis olduk. Devam edersek bu ifade lizerinden;

1+y5 2 . (14795 14795
F(zﬂv“( +2y )u(p)‘ =trlp V"< +2y>py”< +2y )l

- [pepr ()

3

spinler

=2(p"*p¥ + p"'p* — g"*p - p' — i€ pypg) (6.12)

denklemini elde ederiz. Diger yandan sag elli u~ ve sol elli u* igin benzer hesaplama ile

1+y° ’
mm( - )v(k')|

=2(kyki, + kpk), — guok - k' — i€,u5,kP k') (6.13)

2.

spinler

Boylece ege; = uguf sagilimi igin CM’de sunu buluruz;

4
M2 =22 200 0@ - k) + 200 - K@ - ) = €760 pipple Pk
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3 8e*

|M|* = 7 (- @ k) + @ kD@ k) =@ @ k) + @ k)P k)]

4

16e
|M | = o p-kN@ k)

Burada;
q*> = (p+p')* = 4E*
p-k=p' -k' =E? —E|l_c)|cose vep-k'=p'-k=E? +E|E|cos€

seklindeydi. Ayrica E? = k?c? + m?c* ~ k? esitliklerini kullanirsak (kiitleyi ihmal
edip ¢ yi 1 aldik her zamanki gibi)

|M|? = e*(1 + cosB)? (6.14)
sonucunu elde ederiz.

do | M|?
dn  64m2EZ,

denkleminde elde ettigimiz bu sonucu yazarsak tesir kesitini ;

2

do a
4EZ,

70 (1 — cosB)? (6.15)

(exef = upug) =

olarak buluruz. Benzer olarak ejef — upuf ve ejeg — ujup etkilesimleri igin

asagidaki sonuglari buluruz.
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ﬂ(e‘e+ - upu) = a—z(l — c0s8)?
an ~LTR REL 4E2,,

do a?

(1= cos6)? (6.16)
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7. SONUC

Stern-Gerlach deneyi ile spin kesfedilmis Dirac deneyi ile de elektron spininin 1/2
oldugu gosterilmistir. Bir parcacigin spini kuantum mekaniksel bir niceliktir. Bu
baglamda aktif veya pasif bakis agilariyla parcacik spininin ve spin kuantum
durumlarinin izahi farkli gézlem cercevelerinde goreli ve goreli olmayan kuantum
mekaniginde yapilabilir. Kuantum mekaniksel nicelik olan spin ve goreli kuantum
mekaniginde onlar1 temsil eden islemciler uzaysal ve zamansal kisstmdan olugsmaktadir.
Ayrica pargacik etkilesiminde spin bilgisi pargacik etkilesimi ve sonuglari i¢in 6nemli
bilgiler icermektedir. Spin bilgisiyle parcacik fiziginde var olan bir¢ok teorinin gegerli

olup olmadiginin ispat1 yapilabilmektedir.

Kuantum mekaniginde spinin izah1 ve anlami incelenirken bu spinin uygun doniisiim
yasalar1 altinda irdelenmesiyle olur. Bu irdelenme sirasinda pargacigin kiitleli olup
olmamasi dikkate alimmaktadir ¢iinkii spin kuantum durumlarinin ifadesi pargacigin
kiitleli olup olmasina gore bagllik gostermektedir. Diger yandan spin kuantum
durumlarinin farkli gézlem c¢ercevelerinde nasil bir karsiligi oldugu spin kuantum
durumlarim1 temsil eden helisite durumlarinin dontigiimlerden nasil etkilendigini

bilmekle olur.

Spinin izahi kadar spinin degisip degismedigi de dnemli bir konuyu teskil etmektedir.
Spinin degismediginin ispati donmeler ve otelemeleri temsil eden islemciler ile spini
temsil eden islemcilerin komutasyon bagintilarinin hesaplanmasiyla goriiliir. Bu
komutasyon bagintilarinin hesabi spinin degismedigini yani evrenin her yerinde ayni
oldugunu gostermektedir. Ayrica spin gibi kiitle degismemektedir ancak helisite

degisebilir.

Spin kuantum durumlart spinli parcacigin hareketinin se¢imine baghdir. Spin ve spin
durumlarinin yaninda spin tam sayir ve bucuklu tam sayi olmak iizere bir deger

almaktadir. Spin degeri donme altinda faz degeri alir bu faz degerine gore spini temsil
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eden helisite tam ya da buguklu tam say1r degeri almaktadir. Bozonik ve fermionik
parcaciklarin spin degeri bu sekilde hesaplanmaktadir. Ayrica biri digerinden doniismiis
gbzlem cergevesinde spin kuantum durumunun ifadesi parcacigin bozonik ve fermionik

olmasina baghdir.

Spin durumu ise ayni zamanda spin yonelim dagilimini da gdsteren spin yogunluk
matrisi ile belirtilir. Burada spin durumu tayin edilirken bu islem parametreler aracilig
ile olur ve parametrelere gore pargacigin spininin agag1 ya da yukari hali belirtilir. Spin
yogunluk matrisi birkag¢ tip parcacigin olusturdugu topluluk i¢inde tanimlanir. Ayrica
spin yogunluk matrisinin hangi bazda kurulacagini sdylemek gerekir ¢iinkii bir bazdan
digerine gecildiginde bu liniter doniisiimde olmalidir ki kuantum olasiliklar1 korunsun.
Spin yogunluk matrisi polarizasyon durumunun tek ya da ¢ift olmasina gore ikiye

ayrilir.

Spin yonelimi bilinen polarize spin yonelimi bilinmeyen polarize olmayan pargacik
demetlerinin neden oldugu sacilim pargacik fizigine dair 6nemli bilgiler vermektedir.

Sunu belirtmek gerekir ki;

2
%(eg el - ugpl) = %(1 + cos6)? tesir kesitinde eger gelen elektron sag elli
cm

gelen pozitrona sag elli ise o zaman tesir kesitimiz sifir olur. Ayrica sag elli spinorun
momentumu +Z ekseni yoniinde ise spini de +Z ekseni yOniindedir yani ayni yondedir.

Sol elli spindriin momentumu ise spin ile zit yondedir.
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