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ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

ELEMANTER PARÇACIK FİZİĞİNDE SPİN 

Metin PEKGÖZ 

Ankara Üniversitesi  
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Fizik Mühendisliği Anabilim Dalı 
 

Danışman: Prof. Dr. Ali Ulvi YILMAZER 

 
Spin fiziğin neredeyse tüm dallarında ve özellikle elemanter parçacık fiziği alanında 
hayati öneme sahiptir. Bu tezde önce kuantum mekaniğinde spin ve üç boyuttaki 
dönme kavramları ele alınmış daha sonra ise göreli kuantum mekaniğinde spin ve 
helisite durumlarının Poincaré dönüşümleri altındaki davranışları incelenmiştir. 
Poincaré grubunun indirgenemez temsilleri tartışıldıktan sonra kütleli ve kütlesiz 
parçacıklar için helisite ve spin kuantum durumlarının fiziksel yorumları verilmiş, 
laboratuar ve kütle merkezi gözlem çerçeveleri arasındaki dönüşümler irdelenmiş ve 
Thomas presesyonunun fiziksel anlamı tartışılmıştır. Elektronlar ve fotonlar için spin 
yoğunluk matrisleri tanımlanmış ve dönüşüm özellikleri incelenmiştir. Somut bir 
uygulama olarak parçacık fiziğindeki en temel süreçlerden olan e e μ μ+ − + −→  
saçılmasında spin polarizasyon etkileri ayrıntılı bir şekilde irdelenmiştir. 

 

Kasım 2011, 148 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Spin, Helisite, Spin kuantum durumu, Lorentz dönüşümleri, Poincaré 
grubu, Thomas presesyonu, İndirgenemez kuntum alanları, Spin yoğunluk matrisi, Polarize 
ve Polarize olmayan elektron-müon saçılması. 
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ABSTRACT 

 

Master of Thesis 

SPIN FORMALISM IN ELEMANTERY PARTICLE PHYSICS 

Metin PEKGÖZ 

Ankara University  
Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Physics Engineering 

 

Supervisor; Prof.Dr. Ali Ulvi YILMAZER 

 

Spin plays an essential role in almost all branches of the physics and has a special 
importance in the field of the elementary particle physics. In this thesis the concepts 
of spin and three dimensional rotations are first introduced in quantum mechanics. 
Then within the relativistic quantum mechanical formalism the spin and helicity 
states and their transformations under the Poincaré group  are discussed. After  a 
short examination of the irreducible representations of the Poincaré group the 
physical interpretations of the helicity and spin states for  the massless and massive 
particles are given. Their transformation properties between the center of mass and 
laboratory frames are examined and the physical meaning of the Thomas 
precession is discussed. The spin density matrices for the electons and photons are 
defined and their transformation behaviours are given. A s an concrete example the 
initial and final particle beam polarizations effects are investigated in detail for one 
of the the basic processes of particle physics, namely in  e e μ μ+ − + −→  scattering. 

 

November 2011, 148 pages 

Key Words: Spin, Helicity, Spin quantum states, Lorentz transformations, 
Poincaré group, Thomas precession, Irreducible quntum fields , Spin density matrix, 
Polarized and unpolarized  electron-muon scattering. 
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1. GİRİŞ 

 

Kuantum mekaniksel bir nicelik olan spinin tasvirinde Stern-Gerlach deneyi ile spinin 

keşfine giden yol açılmış ve Dirac denklemiyle de elektronun spini ifade edilmiştir. Bu 

çalışmada elemanter parçacık fiziğinde spinin izahı verilmektedir. Ayrıca göreli ve 

göreli olmayan kuantum mekaniğinde spin ve spin davranışı ele alınmış burada parçacık 

spin kuantum durumları üzerinde detaylıca durulmuş ve spin kuantum durumlarının 

farklı gözlem çerçevelerinde farklı gözlemciler tarafından nasıl formalize edildiği 

belirtilmiştir.  Buradaki temel yaklaşımımız helisite formalizmine dayanmaktadır.  

Ayrıca spin ve spin kuantum durumlarının fiziksel dönmeler ve ötelemeler altında nasıl 

değiştiği matematiksel olarak ifade edilmiştir. 

 

Bunlara ek olarak elemanter parçacık fiziğinde spin ve spin davranışının helisite 

durumları, kuantum alanları ve dalga fonksiyonlarının Lorentz ve kesikli 

dönüşümlerden nasıl etkilendiği üzerinde çalışılmıştır. Daha sonra ise spin durumlarını 

ve spin yönelimlerini ifade eden spin yoğunluk matrisi detaylıca işlenmiştir.  

 

Son olarak da tüm bu konulara somut örnek teşkil etmesi amacıyla spin yöneliminin 

ihmal edildiği polarize olmayan ve spin bilgisinin de hesaba katıldığı polarize parçacık 

demetlerinin kullanımıyla yapılan elektron müon saçılması için genlik ve tesir kesiti 

hesaplanmıştır.  
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2. KAYNAK ÖZETLERİ 

 

Peskin ve Schroeder (1996), Kuantumlu alan teorisinin temellerinin en baştan itibaren 

inşa edildiği bu kitapta kuantum elektrodinamiği, kuantum renkdinamiği ve zayıf 

etkileşmeler kapsamlı bir şekilde ele alınmıştır. Polarize edilmiş ve polarize olmayan 

parçacık demetleri ile gerçekleştirilen elektron müon saçılma sürecinin tesir kesiti 

hesapları için bu kitabın notasyonu kullanılmıştır. 

 

Ballentine (1998), Kuantum mekaniğinin matematiksel yapısı ve ana kavramlarının 

detayalı ele alındığı bu modern kitapta spin konusu kapsamlı bir şekilde irdelenmekte, 

ölçme problemi üzerinde ayrıntılı durulmakta ve homojen olmayan manyetik alanda 

ilerleyen parçacık üzerine etkiyen kuvvet analiz edilerek spin ile demetin momentumu 

arasında nasıl bir karşı gelmenin kurulabildiğine açıklık getirilmektedir.  

 

Griffiths (1999),   Elemanter parçacık fiziğininin temelleri önce deneysel ve kuramsal 

açıdan ayrıntılı bir şekilde sergilenmekte, relativistik dinamik, Poincaré cebiri, yerel ve 

global simetriler işlenmekte ve parçacık etkileşmelerinin analizi için Feynman kuralları 

çıkartılmaktdır. QED, zayıf etkileşmeler ve QCD konuları anahatlarıyla 

sergilenmektedir.  

 

Leader (2001), Spin konusunun bütün detaylarıyla irdelendiği kitapta önce ilgili cebirsel 

yapı sergilenmiş, spin kuantum durumlarının dönüşüm özellikleri tartışılmıştır. Spin 

yoğunluk matrisi verildikten sonra, parçacık süreçlerinde spin polarizasyonunun etkileri 

ve asimetriler ayrıntılı bir şekildeve ileri düzeyde incelenmiştir.  

 

Muller ve Kirsten (2010), Süpersimetrik alan teorilerinin incelendiği bu kitabın ilk 

bölümü Poincaré grubunun cebirsel yapısı ve temsilleri üzerine kapsamlı bir analizi ve 

tüm hesaplama detaylarını içermektedir.   
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3. SPİN ve HELİSİTE  

 
Stern-Gerlach deneyi, açısal momentumun kesikli değerler alıp almadığını belirleme 

amacıyla yapılmış olsa da bu deneyin yapılışıyla spinin keşfine giden yol açılmıştır. 

Bohr-Sommerfeld modeline göre her enerji kuantum sayısı n için kesikli değerler aldığı 

öngörülen  açısal kuantum sayısı mevcuttu ve 'nin 0’dan n-1’e kadar değerler alacağı 

düşünülüyordu. Stern açısal momentumun kesikliliğini ispatlamak amacıyla, gümüş 

atomlarıyla bir deney düzeneği oluşturdu. 

 

Burada gümüş atomlarının seçilmesinin nedeni gümüş atomlarının son yörüngesinde bir 

elektron bulunmasıdır. Böylece fırından çıkan ve homojen olmayan manyetik alandan 

geçen elektron filme ulaştığında bir görüntü veya şekil oluşturacaktı. 

 

İçsel bir açısal momentuma sahip elektron bir manyetik alanın oluşmasına neden olur. 

Başka bir deyişle atom kuzey ve güney kutupları olan bir mıknatıs gibidir ve biz buna 

manyetik dipol deriz. 

 

Eğer gümüş atomları homojen manyetik alan boyunca ilerleseler o zaman şekil 3.1’de 

gördüğümüz manyetik kutupların kuzey ve güney uçlarına uygulanan kuvvetler 

büyüklük olarak birbirine eşit olacağından birbirlerini götürürler. Ancak homojen 

olmayan manyetik alan söz konusu ise bir uca etki eden kuvvet diğerinden daha büyük 

olacaktır bu da parçacığın ilerleme yönünde etki eden net kuvvetin var olduğu anlamına 

gelir.  Şekil 3.1’de z yönünde yani yukarı gidildikçe artmaktadır ve böylece mıknatısın 

kuzey kutbu üzerindeki kuvvet alan şiddeti biraz daha yüksek olduğu için, güney kutbu 

üzerindeki kuvvetten daha da büyüktür ve böylece z yönünde bir kuvvet oluşan 

mıknatıs ivme kazanır. 
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Şekil 3.1 Stern-Gerlach deney düzeneği manyetik alan kuvvet yönleri 

 
 
Aşağıdaki şekilde Stern-Gerlach deney düzeneğini görmekteyiz. 
 
 

 
 

Şekil 3.2 Stern-Gerlach deney düzeneği 
 
 
Fırında ısıtma işlemine tabi tutulan gümüş atomlarından bazıları z yönündeki homojen 

olmayan manyetik alan içinden geçip, fotoğraf plakasına varır. Manyetik alan yok iken 

z yönünde sapma yoktur. Böylece gümüş atomları film tabakasına ulaştığında düz çizgi 

şeklinde bir görüntü oluşturması gerekir. Eğer manyetik alan uygulanırsa gümüş 
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atomları filme ulaşana kadar, +z ya da - z yönünde sapmalara uğrar. Burada sapmanın 

yönü ve sapmanın miktarı açısal momentumların z yönündeki izdüşümlerinin yön ve 

büyüklüklerine bağlıdır. Klasik olarak bu izdüşümlerin, =1 hali için, -1 ile +1 arasında 

herhangi bir değeri alabilmesi gerekir bu da film üzerindeki görüntünün z yönünde 

uzanmış kesintisiz bir dikine çizginin oluşmasını gerektirir. Ancak Bohr-Sommerfeld 

modeline göre =1 değerine sahip olan açısal momentumun, z bileşeninin -1 ya da +1’e 

eşit olacak şekilde kuantumlaşması gerekmekte ve =0 değerine ise izin 

verilmemektedir. Eğer bu doğru ise gümüş atomlarının izleyeceği yol ikiye ayrılmalı ve 

film üzerinde manyetik alan yokluğunda oluşan düz çizginin üst ve alt tarafında nokta 

oluşumuna neden olmalıdır.  

 

Diğer yandan eğer Schrödinger'in öngörüsünü dikkate alırsak   açısal momentumunun 

z bileşeninin 1,0,1 değerleriyle kuantumlaşması ve film üzerinde görüntü 

oluşturacak atom demetinin ikiye değil üçe ayrılması gerekirdi. Ancak film üzerindeki 

görüntü hiçte böyle değildi. Film üzerindeki görüntüye bakıldığında gümüş atomu 

demetinin iki bileşene ayrıldığı görüldü. 

 
 
Peki, bu nasıl olmaktadır?  Homojen olmayan bir manyetik alan içinden geçen elektron 

geçtiğinde potansiyel enerji · ’dür. Parçacık üzerine etkiyen kuvvet ise 

· ’dür.  Burada gösterdiğimiz manyetik moment parçacığın içsel açısal momenti 

ile  şeklinde orantılıdır. Böylece parçacık üzerine etkiyen kuvvet ve parçacığın 

sapması manyetik alan gradyenti yönünde spin bileşenine bağlı olacaktır. Bundan dolayı 

spin bileşeninin değeri manyetik alan tarafından sapmaya uğrayan parçacıktan 

anlaşılabilir. Spin Hamiltonyeni · ’dir T toplam zaman olmak üzere    

 

0        0   

        0   

0          

 

Eşitlikleri mevcuttur. Burada  Pauli spin işelemcisi iken  sabiti ise  manyetik alan 

gradyentini ve manyetik moment büyüklüğünü içerir.  
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0 için durum vektörü; | | | | 1 olmak üzere (Ballentine 1998). 
 
 
| | |   
 
 
olarak verilir. Burada   |  ve  – , ’nin özvektörlerinin spin yukarı ve spin aşağı 

olmasını ifade eder.   için durum vektörünü yazarsak; 

 
 

⁄ ⁄ |    
 
 
Burada şunu söyleye biliriz ki etkileşim etkisi parçacığın spin ve momentumu 

arasındaki korelasyonu yaratır ve yukarıdaki eşitlikte  1 için   ve 1 için 

 olmaktadır. Yani homojen olmayan bir manyetik alandan geçirdiğimiz elektronun 

yönü aşağı ya da yukarı doğru olacaktır. 

 

Tekrar şekil 3.1’e dönersek   hızı ilerleyen parçacık /2 büyüklüğünde bir içsel açısal 

momentuma sahiptir ve ’nin pozitif veya negatif olmasına göre yukarı ve aşağı 

sapacaktır. Matematiksel olarak bunu şu şekilde gösterbiliriz; 

 
 

· ·   
 
 

1 0
0 1   

 
 
Daha sonraki zamanda Hidrojen atomlarıyla yapılan deneyde bu düşünce doğrulanmış 

oldu. Elde edilen bu görüntünün sebebi spinin aşağı ve yukarı doğru olmasından 

kaynaklanmaktaydı.  Ele aldığımız bu durumları sonuç olarak şu şekilde açıklayabiliriz. 

Elektronun spininden dolayı bir manyetik momenti vardır ve spin ile ters yöndedir. SG 

deneyinde elektron değişen bir manyetik alana girdiğinde alan yönünde sapmaya uğrar. 
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Şekil 3.3 Manyetik kutuplar ve elektron yönelimi 

 
 

Manyetik alan mıknatısın kuzey kutbundan güney kutbuna doğrudur başka bir deyişle 

manyetik alan yönü aşağı doğrudur. Elektronun spini sağ el kuralını dikkate aldığımızda 

başparmağın yönü spini belirtir. Böylece elektronun spini yukarı doğru olduğunu 

söyleyebiliriz ve manyetik momenti ise aşağı doğrudur. Bu durumda elektron yukarı 

doğru sapar. Bunun tersi durumunda ise elektron aşağıya doğru sapar. Yönü aşağı doğru 

olan ve bu yönde şiddeti azalan bir manyetik alan içinde eğer spin yukarı doğru ise o 

zaman manyetik moment aşağı doğru olur bu da sapmanın yukarı doğru olmasına neden 

olur. Bunun tersi durumunda spin aşağı doğru olursa sapma aşağıya doğru olmaktadır. 

Bu durumu örneklendirirsek bir elektron demetini bu şekilde tanımladığımız bir 

manyetik alanın içinden geçirirsek elektronların bir kısmı aşağıya bir kısmı yukarıya 

doğru sapar. Ele aldığımız bu durum bize elektron spinin belirttiğimiz olası iki değerden 

birini alabildiğini göstermektedir.  
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3.1 Göreli Olmayan Kuantum Mekaniğinde Spin ve Dönmeler 
 

Göreli olmayan kuantum mekaniğinde parçacığın spini dönme serbestlik derecesine ek 

bir serbestlik olarak tanımlanır. Yörüngesel açısal momentumuna benzer olarak üç spin 

işlemcisiyle;  

 

̂ , ̂ , ̂   
 

şeklinde gösterilir. |  spin durumları  ve ’nin özdurumlarıdır. Burada özdeğerler 

sırasıyla s(s+1) ve m’dir.  Burada m,   değerlerini alırken parçacığın spini s 

tamsayı ya da buçuklu tam sayı değerlerini alır ve m bileşeni spinin z-bileşenine karşılık 

gelir.  spin işlemcileri açısal momentum komutasyon bağıntılarını sağlar. Yani;  

 

                                                                                                  (3.1) 

 

Serbest bir parçacık için serbestliğin spin derecesi serbestliğin kinematik derecelerinden 

ayrılır, böylece  momentumlu parçacık için;   

 

| ; ⊗ |                                                                                                    (3.2) 

 

eşitliği mevcuttur ya da eşdeğer olarak dalga fonksiyonu için;  

 

;                                                                                                 (3.3) 

 

olur. Burada   (2s+1) bileşenli spinördür ve  Schrödinger dalga 

fonksiyonudur.  
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Bu çalışmamızda orijini  olan sabit koordinat sisteminde çalışacağız. Şimdi dönmenin 

spin durumları üzerinde etkisini tartışacağız. Burada dönmenin fiziksel işlemini r ile 

ifade edeceğiz. θ pozitif olmak üzere, herhangi bir objenin  ile döndürüldüğünü 

düşünürsek bu; objenin ΟZ ekseni boyunca sağ el kuralına uygun olarak Z ekseni 

boyunca bir θ açısıyla fiziksel itmeye uğradığı anlamına gelir. 

 

Eğer r’yi 3-boyutlu  vektörüne uygularsak döndürülmüş r  ve ya   vektörlerini 

buluruz.  Bu hareketi aktif bakış açısı olarak adlandırırız yani obje dönerken koordinat 

sistemi sabittir,  bir diğer adlandırma ise pasif bakış açısıdır ve burada da koordinat 

sistemi dönerken obje sabittir. Aktif ile pasif bakış açısı arasındaki fark dönme 

parametresinin negatif olmasıdır.  

 

, , , ,   

 

Dönmeye uğramış vektörün bileşenleri; 

 

                                                                                                     (3.4) 

 

şeklindedir. Burada , r dönmesini temsil eden 3 3 lük matristir ve   elemanlarına 

sahiptir. Biz bunu  olarak göstereceğiz.  elemanları ise sütun vektör formunda;  

                                                                                                                    (3.5)                    

 

şeklindedir. Bu durumda denklem  (3.4)’ü matris gösteriminde;  

 

                                                                                                                       (3.6) 
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olarak yazabiliriz. Örnek olarak   olursa o zaman; 

 

cos 0 sin
0 1 0

sin 0 cos
                                                                              (3.7) 

 

olur. Benzer şekilde    ya da  örneklendirilmeleri de yapılabilir.  

 

 için; 

 

cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

                                                                               (3.8) 

 

 için; 

 

1 0 0
0 cos sin
0 sin cos

                                                                               (3.9) 

 

olur. Rankı 2 olan T tensörü için, dönüşüme uğramış  tensörünün elemanları 

 

                                                                                                        (3.10) 

 

şeklindedir. Burada not edilmesi gereken bir nokta rankı 2’den büyük olan tensörler 

dönüşümler altında indirgenemez biçimde dönüşmezler. Burada indirgenemezden kasıt 

şudur; eğer matrislerin blok diagonal temsili varsa indirgenebilirler. Ancak matrisler 

blok diagonal değilseler genelde indirgenemez rankı 2’den büyük olan tensörler için bu 

durum geçerlidir genel itibariyle. 
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Çoğu zaman üç koordinat ekseni boyunca  ortogonal birim baz vektörleri kullanırız. 

Eğer bunlardan birini dönüştürürsek   olarak adlandırırız. ’nin n elemanı   ile 

ilişkili olacaktır tıpkı denklem (3.4)’deki gibi. Ancak  ’i  nin lineer 

süperpozisyonu olarak da düşünebiliriz. Böylece;  

 

                                                                                        (3.11)   

 

olur. Burada   R matrisinin transpozesidir. Bilindiği üzere dönmeler için R 

ortogonaldır yani ’dır.  Yaptığımız bu tanımlamalardan sonra şimdi 

dönmelerin fiziksel rolünü ele alabiliriz. Burada farklı gözlemcilerin aynı fiziksel 

durumlar ve değişkenler için yaptığı tanımlamaları ele alacağız. 

 

A sabit bir vektör olsun  gözlemcisi  gözlem çerçevesinde bu vektörü şöyle tanımlar; 

 

 

                                                                                                                              (3.12) 

O  ise  gözlem çerçevesini kullanan gözlemci olsun. Bu gözlemci  gözlem 

çerçevesinden r dönüşümü ile dönüştürülmüş olsun.  baz vektörlerini kullanarak  

gözlemcisi ’ yı   

 

                                                                                                                  3.13  

 

şekilde tanımlar. Bu denklemi yeniden ele alırsak;  
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                                                                                                  (3.14) 

 

sonucunu elde ederiz. Bu eşitliğin kısaltılmış hali ise; 

 

                                                                                                             (3.15) 

 

olur. Özet olarak; eğer bir gözlem çerçevesi r ile dönüştürülürse o zaman sabit bir 

vektörün bileşenleri  ve S gözlem çerçevelerinde tanımlandığımız gibi  ile 

ilişkilidir. Spin s spinörleri yukarıda belirttiğimiz durumlar ile benzerdir. 2s+1 adet 

birim baz spinörleri ’leri gösterirsek;  

 

1
0.
.
0

,       

0
1.
.
0

,    

0
0.
.
1

  

 

 ’nin özdurumlarını verir. Genel bir spinör için yazarsak; 

 

χ χ η                                                                                                                        3.16  

 

 ,  gözlem çerçevesinde  spinörünü ifade etmek üzere denklem (3.14)’e 

benzer olarak  ile ilişkilidir (Leader 2001). 

 

                                                                                               (3.17)   
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Burada  matrisleri r dönme matrislerinin (2s+1) boyutsal gösterimidir. ’ler 

üniter matrislerdir yani 1’dir. Denklem (3.11)’in tersiyle benzer olarak 

 

                                                                                            (3.18) 

 

eşitliğine sahip oluruz. Bu denklemin fiziksel yorumu şudur ;  gözlem çerçevesinde  

gözlemcisi tarafından tanımlanan durum,  gözlemcisinin 'yi    durumlarının 

süperpozisyonu olarak tanımlanması gibidir. 

 

Spin durumlarını tekrar ele alırsak, eğer bir  gözlemcisi  gözlem çerçevesiyle |  

durumunda s spinli bir parçacık görürse o zaman  gözlemcisinin gözlem çerçevesi 

olan  bir r dönmesi ile ’den dönüştürülmektedir ve parçacığın durumu  tarafından 

|  olarak tanımlanır yani;  

 

| |                                                                                      (3.19) 

 

|  durumunun |   ‘ye dönüşümünü  

 

|  |                                                                                          (3.20) 

 

şeklinde olur. Bu denklem kuantum mekaniğinde hermitik bir işlemci tarafından 

kuantum durum vektörü üzerinde bir işlemin etkisini anlatır. Bu denklemi farklı bir 

formda  

 

|  |                                                                                                    (3.21) 
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şeklinde yazabiliriz. Burada , r’yi temsil eden işlemcidir. Bu son iki denklemden 

hareketle;  

 

|  |                                                                                          (3.20) 

 

|  |                                                                                                    (3.21) 

|  

|  |  

 

sonuç olarak; 

 

| |                                                                                     (3.22) 

 

sonucuna ulaşırız. Böylece işlemci gösteriminde denklem (3.19) ’u 

 

| |                                                                                                (3.23) 

 

olarak yazabiliriz. Spinin 1/2 olduğu durumda ̂  spin işlemcileri iki boyutlu ⁄  

spinörler üzerine etkidiğinde   2⁄  matrisleri tarafından verilir. Bu arada 2⁄  matrisleri 

2 2’lik hermitik Pauli matrisleridir. Herhangi bir  spin durumunda, ̂  işlemcileri 

(2s+1) boyutsal  spinörü üzerinde etkidiğinde burada da üç-(2s+1) boyutsal hermitik 

matrisler ’ler tarafından verilir.  Pauli matrisleri olan ’lerin genelleştirilmiş halidir. 

Burada önemli bir ayrım olduğunu unutmamak gerekir. O da;  spinin 1/2 olduğu 

durumda bunların aynı olduğudur. Burada şöyle bir gerçek var ki; en genel 2 2’lik 

hermitik matris M dört bağımsız parametre tarafından belirtilir ve sonuç olarak; ’ler 

hermitik ve bağımsız olduğu için M matris gibi; 
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 ·                                                                                                     (3.24) 

 

şeklinde belirtilir. Burada I birim matris. , ’nin kısaltılması ve a ve  gerçel 

sayılardır ve   katsayısı ise uygunluk içindir, a ve  ise 

 

,                                                                                            (3.25) 

 

Ayrıca Tr matrisin diagnogal bileşenlerinin toplamını ifade eder. Daha yüksek s spin 

durumunda en genel hermitik matris 2 1  kadar reel parametreylr belirtilir, 

böylece üç spin   matrislerini bu durumda denklem (3.24) ile ifade edemeyiz. 

 

Spin 1/2 olmasının özel rolü kendini başka bir şekilde de gösterir. En genel 2-bileşenli 

 spinörü dört reel parametre ile belirtilir ve fazı dikkate almayız. Buradan hareketle 

spin polarizasyon vektörü ’i yazabiliriz. Burada spinin  gibi bir bileşeni mevcuttur 

ve  , ,   olmak üzere bu durumu ele alırsak; 

 

.
1
2 , ,   

.
1
2

0 1
1 0

0
0

1 0
0 1  

 

.
1
2

0
0

0
0

                                                                                   0
0

 

 

.
1
2  
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.   

 

 eşitliğini kullanırsak 

 

.   

 

sonucuna ulaşılır. Özdeğer ve özvektörler ise şu şekildedir 

 

0 

1/2 1/2
1/2 1/2

0 

1/4  1/4 0 

1/4  

   

 

sonucu elde edilir. 

 

.
1
2  

1
2

1
2  

.  .b=a 

. .   

 

eşitlikleri elde edilir. Burayı daha açık bir şekilde yazarsak; 
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1  .   

 

.   

1 1  

 

sonuçlarını yazarız. Bulduğumuz bu sonucun boyu N (Norm); 

 

1 1  

1 2
1 2

2 2
1

2
1  

1 ’nin eşleniğini yazarsak; 

cos   

2 1 2 

1 2   

 

eşitliği elde edilir. Tekrar işleme geri dönersek; 

 

  

 

olur. Devam edersek;  

 

Normalize özvektör =     



18 
 

1
√2

√1

1

1
 

1
√2

2 2

1

1
 

2

1
2 2 2

2 2

 

 

sonuç olarak normalize özvektörümüz;   

 

 

   

 

şeklinde olur. Toplam çarpan şeklindeki fazın fiziksel olmamasından dolayı bunu   
ile çarparsak; 

 

  

 

sonucunu elde ederiz. Böylece spinörümüzü elde etmiş oluruz.   fazını atarsak; 

 

                                                                                                     (3.26) 

 

olur. Spinörü normalize edersek; 
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     ve           olmak üzere; 

 

1
 

2 2 2 

2 2 2 

 

Böyle spinörü normalize ettiğimizde;  

     

 1 

 

sonucunu buluruz.  Burada şunu belirtmeliyiz ki  hermitiktir. Diğer yandan 

spin polarizasyon vektörü şöyledir; 

 

                                                                                                (3.27) 

 

Bu ifadeyi x, y ve z bileşenleri için açmamız gerekir; 

 

x bileşeni için; 

 

2 , 2
0 1
1 0

2

2
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2 , 2
2

2

 

 

2 2 2 2  

 

2 2  

2   

 

y bileşeni için; 

 

2 , 2
0

0
2

2

 

2 , 2
2

2

 

2 2 2 2  

2 2  

2 2 2  

1
2 2  

. 
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z bileşeni için; 

2 , 2
1 0
0 1

2

2

 

2 , 2
2

2

 

 2 2 2 2 

 

  

 
sonuçlarına ulaşırız. Böylece spin polarizasyon vektörünü yazarsak; 

 
, ,                                                                            (3.28) 

 

, ,  

 

 

 

1  

 

gibi bir sonuç elde ederiz. Yani buradan çıkan sonuç  spin polarizasyon vektörünü 

bilmemiz,  kuantum durumunu belirtebileceğimiz anlamına gelir. Daha yüksek spin 

durumunda  kuantum durumu için is spin polarizasyon vektörünü 

 

⁄ ⁄                                                                                              (3.29) 
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şeklinde tanımlarız. Örneğin; Spin 1 için bu eşitlik  halini alır. Burada  

ortalama spin vektörüdür ancak şimdi ’nin üç bileşeni 2 1  boyutsal  

spinörünün 2 2 1 2 adet bağımsız parametresini belirtmek için yetersizdir. 

Ayrıca  ve   yalancı vektörler yani psedovektörlerdir.  polarizasyon vektörü 

anlamına gelir ancak bu vektör spini 1 olan kütleli parçacıklar ve fotonların 

tanımlamasında kullanacağımız  polarizasyon vektörü ile aynı şey değildir. Bu yüzden 

biz bunun için spin polarizasyon vektörü ifadesini kullanmaktayız. 

 
 
Son olarak, s spini için ̂  spin işlemcilerini temsil eden   matrislerinin önemli bir 

özelliğini belirteceğiz, bu matrisler dönmeler altında vektör gibi dönüşürler, yani; 

 
 

                                                                                         (3.30) 
 
 
bu eşitlik spinin 1/2 olduğu durumdaki iyi bilinen bir eşitliktir eşdeğer form ise; 

 

                                                                                              (3.31) 
 
 
3.2 Göreli Kuantum Mekaniğinde Spin ve Helisite 

 

Göreli kuantum mekaniğinde spini incelememiz için homojen ve inhomojen Lorentz 

dönüşümlerini bilmemiz gerekir. Bunun için Poincaré dönüşümünü Lorentz dönüşümü 

ve ötelemeleri içerek şekilde yazarsak; 

 

 

 

eşitliği söz konusudur. Burada;  Lorentz dönüşümünü ifade eder ve altı jeneratörü 

bulunur,  ise ötelemeleri ifade eder onun da dört tane jeneratörü bulunur. Yani 

Poincaré dönüşümünün toplam on tane jeneratörü vardır. Dönme ve ötelemeyi aynı 

zamanda Poincaré dönüşümü matrisi ile  , ,  şeklinde ifade edebiliriz.  

, ’nın açılımı aşağıdaki gibidir;  
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 ,  

 

Bu ifade bize sonsuz küçük Poincaré dönüşümü için matris temsilini ifade eder. Burada 

'dir ve altı sonsuz küçük parametreyi,  ise dört sonsuz küçük 

parametreyi ifade eder. Poincaré cebirine geçmeden önce hatırlatma olarak Dirac 

denklem ve çözümlerine değinmek faydalı olacaktır. 

 

Dirac denklemi ve çözümleri 

Temel stratejisini göreli enerji momentum ilişkisini ele alarak oluşturan Dirac bu 

şekilde anti parçacık kavramını açıklamış ve Dirac denklemi çözümleri ile de spini 1/2 

olan parçacıkların ifade edilmesini sağlamıştır. Göreli enerji momentum ilişkisi  

 

  

 

şeklindedir. Diğer bir ifadeyle kovaryant formda (Griffiths 1999). 

 

,    

 

olmak üzere; 

 

·   

0  

·   

 

Göreli momentum; 
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η ⇒ η                   

 

Göreli olmayan momentum ise;  

 

               

              

 

olur. Denklemi ’a sahip olacak şekilde ele alırsak; 

 

0  

 

olur. Burada;   veya  sıfırdır buda bize 

 

 0 

 

eşitliğinin doğruluğunu gösterir. Ancak bu iki bileşenden herhangi birinin sıfır olması 

biz farklı bir noktaya götürür.  ’nün diğer üç bileşeni mevcutsa yani  diğer 3 

bileşenden  ,  ve ’ün var olmasıdır. Bunun ne anlama geldiğini yazarsak; 

                                                                    
       

  

                                                                      
 

 

Böylece;    

 

   
                        

               
                                                                                     



25 
 

eşitliği yazılır. Sağ tarafı açarsak; 

 

  

 

burada   ’dır. Diğer yandan ’da lineer herhangi bi terim istemediğimiz için 

 alırsak böylece;  

 

  

 

eşitliğini elde ederiz. Sonuç olarak; 

 

   

 

denklemini elde ederiz. Bu denklemden hareketle;  

 

        

 

                                

                                

 

Burada 1 ve   seçilebilir. Bu noktada Dirac parlak bir fikir öne 

sürer ve  ’ların sayı yerine matris olabileceğini düşünür.  Diğer yandan;  

 

1,       1 

 

1 0
0 1   ve  0

0
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burada  Pauli matrisidir. Pauli matrislerini yazarsak; 

 

 σ 0 1
1 0 , σ 0

0 , σ 1 0
0 1   

 

σ  bir 4-vektörün uzaysal kısmı değildir bu yüzden üst ve alt indisleri ayırt edilemez 

yani  denkliği yazılabilir. Göreli enerji momentum ilişkisi çarpanlara ayrılmış 

şekilde  

 
0   

 
                        

yazılır. Buradan hareketle Dirac denklemini elde ederiz.   olmak üzere  

 

0  

 

denklemi elde edilir.
 

 idi yukarıda ki denklemde yerine yazar dalga 

fonksiyonu  ile çarparsak Dirac denklemini elde ederiz. 
 

 

0  

 

Artık  dört bileşenden oluşan dikey matristir ve  

 

  

 

şeklinde ifade edilir. ’yı Bi-Spinör ya da Dirac Spinör olarak adlandıracağız. Dirac 

denkleminde birimler seçilirken, olağan birimlere göre elverişsiz ölçüde büyük bir sayı 
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olan c ışık hızının ve elverişsiz ölçüde küçük bir sayı olan Planck sabitinin 1 değeri 

alması sağlanır. 

 

Dirac denkleminin çözümleri 

 ve denklemimizde uzaysal momentum sıfır alınırsa Dirac denklemi  

 

  

 

halini alır. Başka bir gösterimle;  

 

1 0
0 1   

 

burada 

 

  

 

üst iki bileşen ve 

 

   

 

alt iki bileşendir.  Bir önceki denkleme istinaden 
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denklemleri elde edilir.  Sırasıyla çözümler 

 

 ⁄ 0  

 

⁄ 0   

 

şeklindedir. Burada ⁄  faktörü söz konusudur bu faktör Schröndinger 

denkleminden elde edilir şöyle ki: Schröndinger denklemi çeşitli yolarla çözülebilir, 

örneğin bir pozitronun fonksiyonun sonucu olarak çözülebilir. , ,   pozitron 

fonksiyonu ve    zaman fonksiyonudur. 

 

, , ,  , ,   

 

  

 

şeklinde yazılabilir. Sol taraf konuma bağlı iken sağ taraf zamana bağlıdır. Fiziksel 

olarak sabit çözüm 
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olur. Bu denklemden hareketle 

 

/   

 

olarak yazılır. Devam edersek, bir kuantum durumunun 0’da E enerjisiyle zamana 

bağlı olduğu durumda durgun parçacık enerjisi  ile ifade edilir. ’nın bu 

şekilde pozitif olması beklenir. ’ninde negatif enerjili   olması beklenir. 

Her ikisi de spini 1/2 olan sistem için 2-bileşenli spinördür. Sonuç olarak Dirac 

denklemi 0’da dört bağımsız çözümden oluşur. 

 

Spin yukarı elektron için çözüm; 

 

⁄
1
0
0
0

  

 

Spin aşağı elektron için çözüm; 

 

    

 

⁄
0
1
0
0
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Spin yukarı pozitron için çözüm; 

 

⁄
0
0
1
0

  

 

Spin aşağı pozitron için çözüm; 

 

⁄
0
0
0
1

  

 

Burada normalizasyon faktörünü göz ardı ettik şimdilik. Düzlem dalga (Plane wave) 

çözümlerine bakarsak; 

 

, ·⁄ ,   

 

Daha düzgün bir gösterimle yazmamız gerekir bu çözümü.  

 

· · ·   

 

bağıntısı yardımıyla  

 

⁄ .   

 

denklemini yazarız. Bu denklemde  normalizasyon sabitidir ve  bispinördür ve 

 ’in Dirac denklemini doğrulamasından dolayı ’yi bulmayı umuyoruz. 
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=0 ve   şeklinde idi. 

 

⁄ .    

 

⁄   

 

eşitliklerini Dirac denkleminde yerine yazarsak; 

 

 ⁄ . ⁄ . 0 

 

denklemini elde ederiz. Üstel kısımlar eşit dolayısıyla 

 

0  

 

olur. Böylece Momentum Uzay Dirac denklemini elde etmiş oluruz.  ifadesini 

açarsak; 

 

 = · 1 0
0 1 · 0

0
 

 

·
·

  

 

olur. Bulduğumuz bu ifadeyi Momentum Uzay Dirac Denkleminde yerine yazarsak  
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·
·

  

 

·
·

        

                 

A alt indisi üst iki bileşeni B ise alt iki alt bileşeni gösterir. Yukarıdaki gösterimden 

hareketle 0 denklemini doğrulamamız gerekirse;  

 

·    ve   ·  eşitliklerine sahip olduğumuz 

görülür. Zaten Momentum Uzay Dirac denkleminin doğruluğu için bu iki eşitlik 

gereklidir. ’yi ’da yerine yazarsak;  

 

· ·    

 

·   

 

eşitliğini elde ederiz. Bu eşitliğin bize ne ifade ettiğini anlamak için · ’yi 

açmamız gerekir. 

 

· 0 1
1 0

0
0

1 0
0 1   

 

·   

 

·   
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·   

 

çıkan bu sonucu ’da yerine yazdığımızda 

 

  

 

yani  

 

  

 

sonucunu elde ederiz.  0 göreli enerji momentum ilişkisini bu şekilde 

elde etmemiz süpriz olabilir ancak Dirac denklemini doğrulamak açısından önemlidir. 

Asıl önemli olan nokta ise Dirac denklemini nasıl görmemiz gerektiğine dair önem arz 

etmesidir. Serbest bir elektron için göreli enerji denklemi şöyledir; 

 

  

 

enerjinin iki değeri  

 

  

 

şeklinde gösterilir. Bu demektir ki elektronlar sadece pozitif enerjiye değil, negatif 

enerjiye de sahip olabilmektedir. Oysa Dirac’ın çalışmasından önce görelilik kuramında 

negatif enerjilere hiç yer yoktu. Soru işaretlerine neden olan bu sorun Dirac’ın önerdiği 

anti madde kavramıyla giderildi. Elektronun antisi olarak pozitif yüklü pozitron daha 

sonraları California Teknoloji Enstitüsü araştırmacılarından Carl Anderson tarafından 

laboratuarda gözlendi. Bu buluşu takiben gözlenenler listesine anti proton ve anti nötron 

katıldı. Günümüzde temel yapıda olsun ya da olmasın, bütün parçacıkların anti 
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parçacıklarının olduğu bilinmektdir. Yukarıda pozitif kök parçacık saptamada negatif 

kök ise anti parçacık saptamada kullanılır. Geriye döner  

 

·  ,  ·   

 

 denklemlerini ve    

 

·   

 

eşitliğini kullanarak dört bağımsız çözüme ulaşırız. 

 

1      1
0 ,    · 1

0   

 

2      0
1 ,    · 0

1   

 

3      1
0 ,    · 1

0   

 

4      0
1 ,    · 0

1   

 

Spini 1/2 olan parçacık  spin yukarı ve  spin aşağıya sahiptir. Spinör 

gösterimini ise iki bileşenli dikey vektörle yapabiliriz.  

 

Spin yukarı 1
0  
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Spin aşağı   0
1  

 

Dolayısıyla 1  ve 3  spin yukarı 2  ve 4  ise spin aşağıdır. 1  ve 2  için enerjinin 

pozitif kökünü kullanırız. Yani parçacık çözümlerini ifade ederiz.  

 

  

 

3  ve 4  Anti Parçacık durumunu izah eder. Yani enerinin negatif kökünü kullanırız.  

 

  

 

Buradan hareketle parçacığın spin yukarı ve spin aşağı çözümlerini yazabiliriz. 

 

1
0

,                          

0
1

         

                      

  

 

1
0

,                          
0
1
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N normalizasyon sabitidir ve aşağıdaki gibidir. 

 

| | ⁄   

 

Bu dört çözümü normalize ettiğimizde sonuç olarak 2| |⁄ ’yi buluruz. 

 

1 0

1
0

  

 

1   

 

1   

 

 | | ⁄  olmak üzere  

 

  

 

  

 
  

 

| |  
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Dirac denkleminin göreli olmayan limiti 

Göreli olmayan limitte Dirac denklemiyle nasıl spini 1/2 olan parçacıkları ifade 

ettiğimizin ispatını yaparız. Uygulanan bir elektromanyetik alanın etkisini kapsayacak 

biçimde denklem genişletildiğinde ve çözüldüğünde kuramcının özel olarak ipucu 

vermesine gerek kalmaksızın Dirac denklemi elektronlarda spin hareketi olduğunu açığa 

çıkardı. 

Dirac denklemindeki 4-momentum işlemcisine elektromanyetik potansiyeli dâhil 

edersek elektromanyetik alanda Dirac denklemini elde ederiz. 

 

  

 

Burada  kanonik momentum iken  kinetik momentumdur.  elektro manyetik 4-

potansiyeldir ve  

 

· , , , ,   

 

Şeklinde ifade edilir. Dirac’ın Schröndinger formunu tekrar ele almasına istinaden; 

 

  

 

olarak verilir. Dirac parçacıkları için Hamiltonyeni yazarsak  

 

·   
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elektromanyetik potansiyeli kapsayacak şekilde Dirac denklemini yazarsak 

  

·    

 

ya da 

 

·    

 

denklemini yazarız. Bu bize elektromanyetik alanla etkileşimi gösterir. Yukarıda elde 

ettiğimiz denklemi daha iyi bir şekilde yazabiliriz. 

 

  

 

olmak üzere Ψ’yı iki bileşenli spinörlere ayrılmış şekilde yazdığımızda; 

 

· ∏

· ∏
  

 

⁄   

 

böylece denklemi yeniden yazarsak;  

 

· ∏

· ∏
2 0   
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denklemini elde ederiz. Eğer kinetik enerjinin ve potansiyel enerjinin durgun enerjiye 

nazaran çok küçük olduğunu düşünürsek  

 

⁄ | |  

 

| | | |  

 

eşitlikleri yazılır. Yukarıdaki denklemden hareketle 

 

  
·∏

 

 

eşitliğini elde ederiz. Bu ’nin ’nin küçük bileşenlerini verdiğini ’nin ise büyük 

bileşenlerini verdiğini ifade eder. Yani ; 2⁄  olur. 

 

·∏
  eşitliğini  

 

· ∏

· ∏
2 0   

 

denkleminde yerine yazarsak göreli olmayan dalga fonksiyonu  için 

 

·∏ ·∏
  

 

denklemini elde ederiz. 
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· · · ·   

 

bağlantısı yardımıyla  

 

· ∏ · ∏ ∏ · ∏ ∏   

 

· ∏ · ∏ ·   

 

· ∏ · ∏ ·   

 

· ∏ · ∏ ·   

 

eşitliğini elde eder ve sonuç olarak  

 

·   

 

denklemini elde ederiz. Bu denklem Schröndinger Pauli denklemidir. ’nin iki 

bileşeni serbestliğin spin derecesi olarak tanımlanır. Biz serbest Dirac dalgaları ile 

ilişkili olan kısmını ele alacağız. Serbest elektron için homojen manyetik alanı yazarsak; 

  ve    şeklindedir. Böylece; 

 

 ·   

 

·   
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eşitliğini elde ederiz. Bu sonucu 

 

 ·   

 

denkleminde yerine yazarsak 

 

·
·   

 

denklemini elde eder ve bu denklemi düzenlersek 

 

2 ·   

 

denklemi elde edilir. Burada  açısal momentumu ifade eder ve spin ise 

’dir. Bu denklem bize aynı zamanda  (jiromanyetik) faktörün 2 olduğunu 

gösterir. Bu denklemde elde ettiğimiz bir diğer önemli sonuç ise Dirac denkleminin Pauli 

denklemine dönüşümünde göreli olmayan dalga denklemi spini 1/2 olan parçacıkları ifade 

eder. Bu bize Dirac denkleminin spini 1/2 olan parçacıkları tanımladığını gösterir. Dirac 

parçacıkları için spin matrisleri şöyledir 

 

 Σ   

 

Σ 0
0

  

 

 Pauli spin matrisidir. ’nin tüm bileşenleri ( )22× ’lik matrisle yani Pauli spin 

matrisleriyle ilişkilendirilir. 
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0 1
1 0 , 0

0 ,  1 0
0 1   

 

Düzlem dalga çözümlerine geri dönersek  

 

, ·⁄ ,   

 

şeklindeydi.   ve  durumları için enerjinin pozitif olmasına istinaden yukarıdaki 

çözüm idealdir. Ancak negatif enerjili  ve  durumları için yeniden 

yorumlamamız gerekir bu çözümü. 

Pozitronun enerjisinin negatif olduğunu hatırlarsak  ve ’nin işaretlerinde değişim 

yapmamız gerekir. Böylece; 

 

, ·⁄ ,   

 

halini almış olur denklemimiz. Dirac denkleminde de benzer çözümler söz konusu idi. 

Burada farklı yöntemlerle parametreleri benimsedik. Bunun nedeni fiziksel yorumları 

daha iyi yapmamız içindir.  

 

Pozitronun enerjisini ve momentumunun belirtilmesi adına ’yi kullanacağız. 

 

, ,
0
1
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, ,
1
0

  

                                                                     

Hatırlayacağımız üzere   Momentum uzay Dirac denklemini sağlıyordu.  

 

0  

 

 ise bu denklemin artılısını sağlar. 

  

0  

 

Tekrardan Poincaré cebirine dönersek.  Poincaré cebirinde bize kolaylık sağlaması 

açısından temel komutasyon bağıntılarını yazabiliriz (Muller ve Kirsten 2010). 

 

,  

 

,   

 

, 0  

 

Burada  Poincar ́  grubunun dönme ve ''boost'' jeneratörleri ve   ise Poincar ́  

grubunun öteleme jeneratörleridir. 

 

Casimir işlemcileri 

 

Kütleyi ve spini ifade ettiğimiz bu işlemcileri iki kısımda ele alacağız. 
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(i) , bu ifade Poincaré cebirinin Casimir işlemcisidir ve bize kütleyi ifade 

eder. Bu ifadeye ait komutasyon bağıntıları 

 

, 0  

, ,   

 

, , , , ,   

 

,     

 

,   

 

,   

 

, , , 0  

 

, 0  

 

eşitliği mevcuttur zaten. Görüldüğü gibi dönmeler ve ''boost'' altında sonuç sıfır çıktı 

buda bize kütlenin invaryant olduğunu göstermektedir.  Bir diğer ifadeyle bu sonuçlar 

bize dönmeler ve ''boost'' altında kütlenin değişmediğini göstermektedir. 

 

(ii)  Poincaré grubunun ikinci Casimir işlemcisi spini temsil eden Pauli-Lubanski 

polarizasyon vektörüdür ve   şeklinde tanımlanır. Burada  

Levi-Civita tensörleridir ve 1’dir. Pauli-Lubanski vektörünün komutasyon 

bağlantılarını yazarsak; 
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, 0  

 

, ,   

 

, ,   

 

, , ,   

 

,   

 

,   

 

, 0  

 

sonucunu elde ederiz diğer komutasyon ifadesini ele alırsak 

 

,   

 

, , ,   

 

Not: Burada ,  eşitliğini kullanacağız. Ayrıca  ’dir. 

 

, , , , ,   

 

, , 0  
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, , ,   

 

, , ,   

 

,   

 

Dolayısıyla spin ötelemeler altında değişmez iken dönmeler altında değişir. Bu işlemleri 

yaparken , 0 aldık çünkü Lorentz dönüşümleri altında  vektörü invaryanttır. 

Şimdi bu ikinci durumda  ’nin  ve  ile komutasyonlarına bakarak dönme ve 

öteleme altında invaryant olup olmadığını görebiliriz.  

 

İlk olarak; 

 

, , , ,   

 

,   

 

, 0  

 

İkinci olarak ise; 

 

, , , 0  

 

Bu iki bağıntıdan çıkan önemli sonuç şudur; spini ifade eden ’nin dönmeler ve 

ötelemeler altında değişmediğini görmekteyiz. Yani evrenin neresine gidersek gidelim 

hangi gözlem çerçevesinde bulunursak bulunalım spin değişmemektedir. Tıpkı biraz 

önce kütlenin değişmediğini ispatladığımız gibi.  
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Şimdiye kadar detaylıca ele aldığımız Poincaré grubunun temsilleri üç temel başlık 

altında toplanmaktadır.  

 

(i) 0,   1  durumu. 

 

 Casimir işlemcisinin özdeğeri 1  olmak üzere durgun gözlem 

çerçevesinde  0'dan hareketle;  

 

, 0 , , , 0  

 

olur. Yani zamansal kısım m iken uzaysal kısım 0 olarak verilir ve Pauli-Lubanski 

vektörünün zamansal kısmı 0 iken uzaysal kısmı daha önce belirttiğimiz 

 ’den hareketle  

  

 

olur. Böylece  

 

  

 

eşitliğini elde ederiz. Burada:  spin işlemcisidir. Şunu belirtmemiz gerekir 

ki; durgun parçacık için yörüngesel açısal momentum yok iken içsel açısal momentum 

yani spin mevcuttur. İfade ettiğimiz bu durum doğada karşımıza en çok çıkan temsildir. 

Burada elde ettiğimiz bu temsil m ve s tarafından ifade edilir. Dahası  spin izdüşümü 

–s’den +s’e kadar değer aldığı için kütleli parçacıklar (2s+1) boyutsal multipletlerde yer 

alır. 
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Bir örnek vermek gerekirse bu duruma elektronu örnek verebiliriz. Zaten bu tez 

çalışmamızda da en çok bu durumun üzerinde durmaktayız. 

 

(ii) 0, 0 durumu 

 

Bu durumda  ile  lineer bağımsız değil  şeklinde lineer bağımlıdırlar. 

Burada  helisitedir ve ’dir. ’nin zamansal kısmı; 

 

1
2  

 

şeklindedir.  Burada i=1, j=2 ve k=3 durumunda 

 

·    

 

sonucunu elde ederiz. Böylece ’yi yeniden ele alırsak; 0 için;  

 

·
 

 

eşitliğini buluruz.  Bu eşitlik bize helisitenin spinin momentum yönündeki izdüşümü 

olduğunu gösterir. Böylece kütlesiz parçacıklar için helisite tanımını yapmış olduk.  

Örnek vermek gerekirse spin 1 ve helisite durumları 1 olan fotonları ayrıca spini 1/2 

ve helisite durumları 1/2 olan nötrinoları örnek verebiliriz. 

 

(iii) 0,  durumu  
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Kütlesi olmayan ve spini herhangi bir şey olarak atfedilen bu durum matematiksel 

olarak var olsa da böyle bir parçacık mevcut değildir. Göreli kuantum teorisinde 

işlemciler homojen olmayan Lorentz dönüşümünün jeneratörleridir ve toplamda 

bunların sayısı ondur. Üç momentum işlemcisi  ve hamiltonyen işlemcisi  sırasıyla 

uzay ve zaman dönüşümlerinden, altı  işlemcisi ise homojen Lorentz 

denkleminden üretilir. Kombinasyonlarımız yazarsak;  

 

,                                                                                         (3.32) 

      

Bu eşitlikler sırasıyla saf dönmelerin ve saf Lorentz dönüşümlerinin (''boost'') 

jeneratörleri olarak gösterilebilir. Böylece ’ler toplam açısal momemntumları olarak 

tanımlanır. Burada açısal momentum işlemcilerinin komutasyon bağıntı şöyledir; 

 

,                                                                                                        (3.33)      

 

    ve     

 

,  , ,  

 

, ,  

 

, , , ,  

 

 

 

2  
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yukarıdaki eşitlikte  ve  yazıldı. Ayrıca  ve  yazılırsa; 

 

2  

 

böylece  

 

2  

 

sonucu elde edilir. Burada  yazılırsa  

 

,  
2  

 

 

 

  

 

bağıntıları yardımıyla ve taraf tarafa toplarsak 

 

  

 

olur. Buradan hareketle kaldığımız yerden devam edersek 

 

,   

 

,   
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denklemin sağ tarafını  ile çarparsak  

 

,    

 

sonucunu buluruz. Biraz önce yukarıda verdiğimiz örneklerin birinde  ’nin kütleyi 

ifade ettiğini göstermiştik bir diğer ifadeyle özdeğerleri ’dir ve bu işlemci 

invaryanttır yani tüm jeneratörler ile hesaplanabilir.  

 

Şimdi spin işlemcilerini tanımlamak için kovaryant spin işlemcileri dediğimiz  Pauli-

Lubanski işlemcilerini detaylıca ele alacağız. Bu işlemciler  

 

                                                                                               (3.34) 

( 1) 

 

şeklinde tanımlanır. Komutasyon bağıntıları ise 

 

,                                                                                         (3.35) 

 

şeklindedir. Bu işlemcilerin 0 momentumlu durumların üzerinde etkilerini 

düşünürsek yani durgun durumlarda, denklem (3.35)’in uzaysal kısmı için;  

 

,                                                                    (3.36) 

 

sonucunu elde ederiz. Böylece 0 için üç işlemci; 

 

̂                                                                                                                    (3.37) 
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olur. Ayrıca komutasyon bağıntısı;  

 

                                                                                                    (3.38) 

 

olarak yazılır. Dahası belirttiğimiz gibi  işlemcisi invaryanttır ve özdeğerleri 

1 ’dir. Özet olarak;  göreli teoride parçacık invaryant bir s spin kuantum 

numarasıyla atanır ve parçacık durgun haldeyken ̂  işlemcileri tanımlanabilir.  Diğer 

yandan denklem (3.34)’den  durgun haldeki bir parçacığa etkidiği zaman; 

 

2  

 

eşitliği elde edilir veyahut bu eşitlikten denklem (3.32)’yi kullanarak  

 

                                                                                                                   (3.39)   

 

eşitliğini elde ederiz.  Böylece ̂ ’ler durgun haldeki durumlara etkidiklerinde  olurlar, 

şöyle ki; göreli olmayan spinin tüm dönüşümsel özellikleri durgun haldeki parçacık için 

sağlanmış olur. Ayrıca durgun haldeki bir parçacık sıfırdan farklı bir toplam açısal 

momentuma sahiptir. 

 

Biz bu çalışmamızda durgun haldeki bir parçacık için bir gözlem çerçevesini 

saptayacağız ve parçacığın durumlarını ele alacağız. Bu durum  ̂  ve ̂ ’nin 

özdurumları olan  | ’nin kullanılmasıyla olur.  Burada izleyeceğimiz yol Lorentz 

dönüşümlerinin durgun durumlar üzerine etkimesi ile momentum durumlarının elde 

edilmesi üzerine kuruludur. Lorentz dönüşümünü  ile ve fiziksel dönüşümü daha önce 

belirttiğimiz gibi yine r ile ifade edeceğiz ve eksenler boyunca saf Lorentz 

dönüşümlerini (''boosts'')  ile ifade edecez. , ,  
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Yukarıda bahsettiklerimizi örneklendirecek olursak;  bir  gözlem çerçevesini bu 

gözlem çerçevesinin Y ekseninde θ açısıyla döndürürsek, 'nü elde etmiş oluruz ve 

daha sonra ’nü, ’nün Z ekseni boyunca bir  hızıyla yeni bir  gözlem çerçevesine 

''boost'' edersek o zaman  den   'ne toplam dönüşüm 

 ν    

 

olur. Herhangi bir yöndeki Lorentz dönüşümü ya da ''boost''  ile ifade edilir ve açık 

bir ifadeyle; 

 

ν                                                                                       (3.40) 

 

şeklindedir. Bu denklemi ''kanoniksel boost'' olarak adlandıracağız. Burada , 

 üzerinde ki dönmedir ve Z eksenini ’nin yönüne doğru döndürür.  ’de 

’nin tersidir ve , ’nin ''boosted'' gözlem çerçevesine uygulanmış halidir. 

Saf bir ''boost''  şekil 3.4’de açıkça görülmektedir.  

 

 

Şekil 3.4  boyunca  ’ ne ''kanoniksel boost''  
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Eğer bir A 4-vektörü Lorentz dönüşümü  tarafından, bir Lorentz dönüşümüne uğrarsa o 

zaman yeni bir vektöre dönüşür. Bu yeni vektörü A ya da  ile  

 

                                                                                              (3.41) 

 

şeklinde ifade ederiz. Matris gösterimi ile bu dönüşmüş 4-vektörü Λ 4 4’lük matrisle 

ifade edecez. Ayrıca ’da  satırı  ise sütunu belirtir. Denklem (3.41)’i yeni bir 

gösterimle   şeklinde yazabiliriz. Eğer  bir r dönmesi ise o zaman; 

 

1 0  0 0
0   
0   
0   

                                                                                               (3.42) 

 

olur. Burada R daha önce belirttiğimiz gibi r’yi temsil 3 3’lük matristir. Eğer , Z 

ekseni boyunca  hızının bir ''boost''u ise o zaman; 

 

0
0 1

0
0 0

0 0
0

1 0
0

                                                                                            (3.43) 

    

olur. Burada 1 /   , ⁄ ’dir. Denklem (3.40) ''kanoniksel boost'' için  

ise; 

 

1
1

1

                                                (3.44) 

 

olur. Burada: ⁄ , 1 ⁄  ve 1 ’dir. 
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Eğer ,  gözlem çerçevesine  Lorentz dönüşümünün uygulanması ile elde ediliyorsa 

o zaman denklem (3.33)’e benzer olarak  gözlem çerçevesinde ifade ettiğimiz A 4-

vektörü   gözlem çerçevesinde  

                                                                                                  (3.45)         

 

olur. Bu ifadeyi aşağıdaki gibi de yazabiliriz. 

 

                                                                                                              (3.46) 

 

3.2.1 Kütleli parçacıklar 
 

 gözlem çerçevesinde m kütleli ve durgun A parçacığının kuantum durumu | ;  

olsun.  gözlemcisi ise  hızıyla ’ya göre ⁄  hııyla ilerlesin. O 

zaman  gözlemcisi  gözlem çerçevesinde durgun halde bulunan A parçacığına 

baktığında  momentumuyla ilerleyen bir parçacık görecektir. Böylece tanımlanan bu 

durumda  | ; …  durumunu tanımlayacaktır. Ancak burada birçok sayıda  gözlem 

çerçevesi ’ya gözükecektir ve  gözlemcisi   hızıyla ilerlerken A parçacığını  

momentumu ile görecektir. Burada eğer  bu gözlem çerçevelerinden biri ise  

gözlem çerçevesin döndürülmesiyle yeni bir gözlem çerçevesi elde edilecektir demektir. 

Açıkçası, tüm gözlemciler A parçacığını  momentumuna sahip olacak şekilde farklı 

spin durumuyla göreceklerdir çünkü gözlemcilerin gözlem çerçeveleri birbirlerinin 

döndürülmesiyle elde edilmektedir burada. Böylece spin durumlarının belirtilmesi 

’nun kullandığı referans sisteminde A’nın hareketinin durumuna bağlı olacaktır. 

 

Burada iki önemli seçim söz konusudur 

 

(1) Kanoniksel Seçim: Burada  kendi gözlem çerçevesi olan ’i öyle bir yolla seçer 

ki, , ’dan saf bir Lorentz dönüşümü  ile elde edilir tıpkı denklem (3.40)’da 

olduğu gibi  
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ν                                                                                       (3.40) 

 

Daha sonra  gözlemcisi hareketin durumunu ;  olarak görür. 

 

(2) Helisite Seçimi: ’nin θ ve  kutup açılarına sahip olduğunu varsayalım o zaman  

gözlem çerçevesi ’i şöyle seçer; öncelikle , ’nn negatif Z yönünde  

| |⁄  hızı ile  gözlem çerçevesine dönüşür ve  daha sonra  gözlem 

çerçevesine A’nın momentumunun  p, θ,  gibi bir momentum olması için bir 

dönme uygular. Burada dönüşüm ilk olarak – θ açısıyla  ekseni etrafında olur daha 

sonra ise –  açısıyla  ekseni etrafında olur. Yani tüm dönüşüm; 

 

r θ S                                                                              (3.47)  

 

şeklindedir. Burada şunu belirtmemiz gerekir eğer  , ,  gösterimi , ,  Euler 

açılarıyla bir dönüşüm için kullanılırsa; 

 

 , , r γ r β r α r α r β r γ                                                 (3.48) 

 

θ, , 0 l ν S                                                                                           (3.49) 

 

eşitlikleri sağlanır. Eğer S  durgun gözlem çerçevesinde  , 0,0,0  olmak üzere 

A’nın durumu | ; ,  ise o zaman ,  gözlem çerçevesini kullanarak durumu 

 | ; ,  olarak görür ve bu durumu , | ;  olarak belirtir.  | ;  helisite 

durumudur ve  

 

| ;  | ; ,                                                                                               (3.50) 
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şeklinde tanımlanır. Özel olarak belirtmediğimiz sürece tüm durumlarımız helisite 

durumu olacaktır bu çalışmamızda.  

 

3.2.2 Helisite ve kanoniksel spin durumunun fiziksel yorumu  
 

Denklem (3.49) ve (3.50) bir helisite durumunun fiziksel içeriğini anlamak için 

önemlidir.  gözlem çerçevesinde A parçacığı | ,  ile tanımlanan hareketin 

durumunda olduğunu düşünelim. O zaman denklem (3.49) ve (3.50)’ye göre A 

parçacığı durgun halde ve  spin bileşeni ile bulunur. Eğer A parçacığını  

gözlem çerçevesinde gözlemlerse, denklem (3.47)’ye benzer olarak; 

 

, , 0                                                                                                (3.51) 

 

Eşitliğini yazarız. Bu eşitlik A parçacığı için Helisite durgun gözlem çerçevesidir 

(helisite rest frame). Şekil 3.5’de 0 için  ve  arasındaki bağıntı görülmektedir. 

Herhangi bir  için ,  boyunca uzanırken,  ise  boyunca uzanır. θ 0 ya 

da θ π için ’ı  ekseni boyunca yada karşısında alırız.  

 

Bu arada denklem (3.51)’deki dönüşümü  sembolü ile de verebiliriz.  

 

, , 0                                                                                              (3.52)     

 

bir diğer özel gösterim ise şöyledir;                                                       

                  

, , 0                                                                                               (3.53) 
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Şekil 3.5 A parçacığı için  helisite durgun gözlem çerçevesinin gösterimi 

 

Burada; 

 

0 0
⁄

⁄
0 ⁄

                                                  (3.54) 

 

şeklindedir. Burada ⁄ , ,  kutup açılarına sahiptir ve ⁄ 'dir. Ayrıca  ve 

’yı kütlesiz parçacıklar için bölüm 3.2.3’de ele alacağız. 

 

    4-vektörü üzerinde işlem gerçekleştirdiğinde  'nü ’ye çevirir. Ayrıca   

 

                                                                                                             (3.55) 

 

şeklindedir ve buradan hareketle (3.51)’e benzer olarak  
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| ;  | ; , | ; ,                                                        (3.56) 

 

eşitliğini yazabiliriz. Burada  üniter işlemcidir ve görüldüğü üzere  Lorentz 

dönüşümü ile ilişkilidir. Üniter matrisi hatırlarsak; ’lik matris için 

’dır. A parçacığı için helisite durumu  gözlem çerçevesinde; 

 

| ; | ;                                                                                      (3.57) 

 

ile tanımlanırsa o zaman ,  durgun helisite gözlem çerçevesinde bulunan A 

parçacığının spininin z bileşenidir. Burada  helisite durumu şekil 3.5’de görüldüğü 

üzere; 

 

                                                                                                       (3.58) 

 

eşitliği olur. Kanoniksel spin durumu | ; 'de yukarıdaki gibi ele alınır ve benzer 

duruma sahiptir. Yani; 

 

| ; | ;                                                                                        (3.59) 

 

Bu eşitliğin fiziksel yorumu şudur: ,  ''boost''’uyla  gözlem çerçevesinden gelen 

A parçacığının kanoniksel durgun gözlem çerçevesi olan  ’da, A parçacığının spin 

bileşenidir. Şekil 3.4’de , A parçacığına karşılık gelirse  gözlem çerçevesi  olur.  

 

Tüm belirttiklerimizle beraber şekil 3.4-3.5’i karşılaştırdığımızda iki durgun gözlem 

çerçevesinin bir dönüşüm ile birbirinden ayrıldığını görürüz ve böylece ;  ve 

;  ile tanımlanan fiziksel durumların birbirlerinden farklı olduklarını 
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görürüz. Casimir işlemcilerini örneklendirdiğimiz ii) durumuna ek olarak;  | ;  

durumu .  helisite işlemcisinin öz durumudur. Şöyle ki; 

 

.
| ; | ;                                                                                                                  3.60  

 

Sonuç olarak helisitenin, serbest bir parçacık için lineer momentum yönünde toplam 

açısal momentumun izdüşümü (projeksiyonu) olduğu sonucuna ulaşırız. 

 

3.2.3 Kütlesiz parçacıklar 
 

Helisite durumları kütlesiz parçacıklar içinde tanımlanabilir. Kütlesiz parçacıkların bu 

konudaki genelleştirilmesi denklem (3.56) ile tanımlanan helisite durumlarıyla 

başlamaktadır. Burada heliste durumları .  helisite işlemcilerinin öz durumlarıdır. 

Aslında biz bunu Casimir operatörleri ii) durumunda açıklamıştık. Bu konuda denklem 

(3.60)’a yoğunlaşacağız çünkü bu denklem kütlesiz parçacıklar için helisite durumunun 

tanımıdır. Burada öncelikle   ’nın bir değeri ve | | ile tanımlanan s spini 

mevcuttur. Ancak parçacık etkileşimleri uzay yansıması (reflection) altında invaryant 

olursa o zaman parite operatörü ’nin  | ;  üzerinde etkimesiyle helisite durumu elde 

edilir.  .  dönmeler altında invaryant olduğu için ve uzay yansıması  altında 

pseudoscalar olduğu için 0,0, ’li durum için; 

 

|p ; e |p ;                                                                                           (3.61) 

 

Denklemini yazarız. Buradaki helisite durumu p  momentumuna sahip ve -  

özdeğeriyle  .  ‘nin bir özdurumudur. Böylece η kütlesiz parçacıkların içsel parite 

faktörü olmak üzere 
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|p ; η|p ;                                                                                                  (3.62) 

 

eşitliğini yazabiliriz. Özet olarak; eğer etkileşimleri pariteyi korursa o zaman s spinli  

momentumlu kütlesiz bir parçacık iki bağımsız helisite durumuna sahip olur. Yani 

| ;  ve| ; . Böylece durum ii)’de ele aldığımız gibi, foton etkileşimleri 

pariteyi korur ve 1 iki helisite durumuna sahiptir. Oysa nötrino etkileşimleri 

pariteyi korumaz ve sadece  helisite durumuna sahiptirler yani doğada sadece 

sol elli nötrinolar mevcuttur.  

 

Farklı gözlemciler tarafından görülen durumlar arasındaki ilişkiyi belirtmek amacıyla  

, 0,0,  momentumuyla Z ekseni yönünde ilerleyen parçacık için  standart 

gözlem çerçevesini kullanabiliriz. Bu durumu | ;  şeklinde belirtiriz. Burada 

denklem (3.56)’ya benzer olarak | ;  helisite durumu 

 

| ; , | ;                                                                                       (3.63) 

 

Eşitliği ile gösterebiliriz. Burada , , , , 0 'nin Lorentz dönüşümüdür. 

Ayrıca , ,  olmak üzere ,  momentumu söz konusu olduğunda, 

, ,  gözlem çerçevesini  gözlem çerçevesine çevirir. Diğer yandan 

, ,   üzerine etkidiğinde onu ’ye dönüştürür. 

 

Kütlesiz parçacıklar için spini ele alırsak; kütlesiz parçacıklar için spini direk olarak 

’nin özdeğerlerinden tanımlamak mümkün değildir. Bu ancak aşağıdaki gibi olur. 

Denklem (3.35)’den 

 

, | ;  | ;   
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eşitliğini yazabiliriz. Bu yüzden ,  | ; ’ ye etkidiğinde,  için  

 

, 0                                                                                                            (3.64) 

 

,
1
2 ,

1
2  

 

,
1
4 ,  

 

1
4

, , ,
,

 

 

1
4  

 

4 4 4  

 

4 4 4  

 

4 4  

 

Burada    bağıntısını dikkate alarak ve 3 ve 0 için  

 

,  
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,  

 

sonucunu buluruz. Bu bağıntıları elde ettikten sonra sonuca ulaşacağız. , 0,0,  

için durumu ele aldığımızı ifade etmiştik. Burada ; , 0,0,  yani 

’dir. ’den hareketle 

 

1
2

1
2

1
2

1
2  

 

  

 

sonucu elde edilir. Benzer işlemleri  için yaparsak  sonucunu elde ederiz. 

Bunları yerine yazarsak; 

 

, 0  

 

, 0  

 

olur. Şimdi açısal momentum işlemcileriyle dönüşüm jeneratörlerinin temel 

komutasyon bağıntılarını ele alırsak 

 

,                                                                                 (3.65) 

 

, 0                                                                                                               (3.66) 

 

Denklem (3.65) ve (3.32)’yi takiben   
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,   

 

, 0                                                                                                               (3.67) 

 

sonuçlarını yazarız. ,  için kütlesiz parçacıkların özdeğerleri sıfırdır. 

 

, | ; 0                                                                                                         (3.68) 

 

Denklem (3.34)’ü takiben ,  | ;  durumları üzerine etkidiğinde;  

 

 | ; , 0,0,  | ;                                                                          (3.69)    

 

eşitliği elde edilir. Şöyle ki; 

 

 | ; 0                                                                                                     (3.70) 

 

olur ve 

 

 | ;  | ;
.

 | ;  | ;                                                      3.71  

 

Böylece helisite durumları, , 0,0  özdeğerleri ile ⁄ , , ’nin özdurumları 

olarak düşünebilir. 

 

Tüm bu yazdıklarımızdan sonra s spin değerinin tam ya da kesirli tam sayı olup 

olmadığını şu şekilde belirtiriz; ’nın değerleri dönme altında invaryant olmasına 

rağmen (bu hem kütleli hem de kütlesiz parçacık durumları için geçerlidir) helisite 
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durumları bazı dönmeler altında faz değeri alır. Böylece denklem (3.60)’dan  yönünde 

 açılı bir dönme için şunu yazarız; 

 

| ;  exp iα J · p |p| | ; e | ;                                                      (3.72) 

    

2  dönmesi için bozonik ve fermiyonik durumlarda bu fazın 1 olması gerekir ve 

sonuç olarak    tam sayı ya da buçuklu tam sayı olmalıdır. Bu durumu ele alırsak; 

 

  1       
1            

 

2 λ isin2πλ  1      bozon 

 

λ 1 

 

2 λ isin2πλ  1        fermion      

 

λ
1
2 

 

sonuçlarını elde ederiz. 
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4. HELİSİTE DURUMLARI, ALANLAR ve DALGA FONKSİYONLARI      
    ÜZERİNDE LORENTZ ve KESİKLİ DÖNÜŞÜMLERİN ETKİLERİ 
 

Spin durumuna dair olan tartışmalarda verilen fiziksel durumun farklı gözlem 

çerçevelerinde yani laboratuar (Lab) ve kütle merkezi (CM) sisteminde neye karşılık 

geldiğini bilmemiz gerekir. Bu yüzden helisite durumlarının Lorentz dönüşümlerinden 

nasıl etkilendiğini bilmeliyiz. Buradaki yaklaşımımız bölüm 3.1’de işlediğimiz 

dönüşüm tartışmalarına benzemektedir. 

 

4.1 Kütleli Parçacıklar  

 

 gözlem çerçevesinde  gözlemcisi bir A parçacığını  momentumu ile ve  helisite 

durumu ile gözlemlesin. Gözlemci hareketin durumunu |  ; λ  olarak ifade eder.  Diğer 

yandan  gözlem çerçevesi bir Lorentz dönüşümü ’nin  gözlem çerçevesine 

uygulanmasından elde edilir. Biz burada  gözlemcisinin A’nın hareketini nasıl 

tanımladığını göstereceğiz. Denklem (3.23)’deki dönüşüm durumuna benzer olarak  

durumu  

 

 ; λ |  ; λ                                                                                                (4.1)   

   

şeklinde tanımlar. Burada ,  Lorentz dönüşümünün uygulandığı işlemcidir. ,  

gözlemcisinin A parçacığında gözlemlediği momentum vektörü olsun ve ,   

şeklinde tanımlanır. ’nin bileşenleri olan ‘ler, ’nin  tarafından görülen 

bileşenleridir aynı zamanda. Denklem (3.45) ve (3.46)’ ya istinaden ; 

 

                                                                                          (4.2) 

 

olarak ifade edilir. Denklem (3.9)’da denklem (3.2)'deki  ile | ; | ;  

eşitliğini göstereceğiz. Bu eşitliği göstermeden önce ’nın hangi değerleri aldığını 
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belirtmemiz gerekir. Bunu belirtirken denklem (3.56)’daki helisite durumunun 

tanımından yaralanarak; 

 

| ; | ;                                                                            (4.3)  

                                                     

eşitliğini yazarız. Başka bir deyişle denklem  (3.56)’nın her iki tarafını  ile 

çarparak denklem (4.3)’ü elde ettik.  Şimdi buradan hareketle elde ettiğimiz bu 

denklemi   ile çarparsak  

 

 | ; | ;   

 

olur. Burada  helisite dönüşümüdür ve | ;  durumunu tanımlamakta kullanılır 

yani; 

 

| ; | ;                                                                                                 (4.4)  

       

Şimdi denklem (4.3)’ü 

 

| ; | ;                                                                                    (4.5) 

 

şeklinde yazabiliriz. Burada ,  ifadesinin kısaltılmış halidir.  

 işlemcileri fiziksel işlemleri temsil etiği için 

 

                                                              (4.6)  

 

eşitliğini yazabiliriz Bu eşitlik bize  ne olursa olsun ’daki işlemlerin bir dönme 

olduğunu gösterir. Bunu görmenin en kolay yolu; , 0,0,0  4-vektöründe 
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 işleminin sonuçları üzerinde durulması gerektiğidir. Böylece şu üç 

özelliği yazabiliriz. 

 

1) ;  

 

2) ;  

 

3) ,  alır ve böylece ;  olur. 

 

Böylece 1), 2) ve 3)'den  

 

  

 

elde edilir. Bu elde ettiğimiz sonuç bize şunu söyler;  formundan sadece bir dönüşüm 

bu özelliğe sahip olabilir. Bu yüzden ,  ne olursa olsun dönmeyi temsil eder. Şimdi 

bu dönmeyi ,  şeklinde ifade edersek; 

 

,                                                                                         (4.7)     

                                                               

olur. Biz bu eşitliği  ‘ye  alan eksenlerin  dönüşümü için Wick Helisite 

Dönmesi olarak adlandıracağız. Denklem (3.20) ve (3.21)’den durgun haldeki 

parçacıklara dönmelerin nasıl etkidiğini göstermiştik. Buradan hareketle; 

 

| ; , | ;                                                                                       (4.8) 
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eşitliğini yazabiliriz. Burada  (2s+1) boyutlu dönme matrisini temsil eder. Elde 

ettiğimiz bu denklemin ardından denklem  (4.5) ve  (4.1)’de ’i yerine koyar ve 

denklem (4.4)’ü kullanarak denklem (4.9)’u elde ederiz. Bu dört denklemi ele alırsak; 

 

 ; λ |  ; λ | ;   

 

olur ve devam edersek 

 

|  ; λ , | ; , | ;                                   (4.9) 

 

eşitliğini elde ederiz. Denklem (4.9)  ve  gözlem çerçevelerinde bulunan parçacığın 

hareketinin bu iki gözlem çerçevesi arasındaki ilişkiyi gösterir. Yukarıda gösterdiğimiz 

bağıntı  gözlem çerçevesinden ’ye olan bir Lorentz dönüşümü için geçerlidir. 

|  ; λ   ve  | ; 'nin bir dönme ile birbirine bağlı olması nedeniyle   gözlem 

çerçevesinden gelen parçacığın helisite durgun gözlem çerçevesi ’den gelen ile aynı 

değildir. Bu helisite durgun gözlem çerçevelerini  ve  olarak adlandırsak;  

 

,                                                                                                             (4.10)    

                                                                                            

eşitliğini yazabiliriz.  Kanoniksel durumlar için , ’i  

 

,                                                                                       (4.11)   

                                                                     

şeklinde yazabiliriz. Bu dönme Wigner Spin Dönmesidir. Burada  ve  sırasıyla 

 ve  momentumları ile ilişkili olan saf  ''boost''’lardır. Eğer  ve  sıraıyla  

 ve  gözlem çerçevelerinden yaklaşan kanoniksel durgun gözlem çerçeveleri ise o 

vakit denklem (4.10)’a benzer olarak 
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,                                                                                                      (4.12) 

 

eşitliğini yazabiliriz. Burada bazı fiziksel durumları açıklığa kavuşturmak ve gerekli 

dönmeleri belirtmek için birkaç pratik duruma bakmamız gerekir. 

 

4.2 Wick ve Wigner Dönmelerinin Örneklendirilmesi 

 

Burada bu dönmelere dair birkaç pratik uygulama için çeşitli ifadeler türetecek ve 

Thomas presesyon ait tartışmalarla sonuca ulaşacağız. 

 

4.2.1 Eksenlerin saf dönmesi  

 

 gözlem çerçevesinde , XZ ekseni boyunca uzansın, , , 0 ,  açısıyla OY 

ekseninde  gözlem çerçevesine  şeklinde bir dönme uyguladığımızda o 

zaman ’de , , 0 ’a sahip oluruz ve , 1 olur. Böylece; 

 

|  ; λ | ; λ                                                                                                        (4.13) 

                                                        

olur ve burada   ‘dir.  gözlem çerçevesinin , ,  ile olan dönmesi için, 

, ,  ve , , ’dir. Böylece 

 

|  ; λ | ; λ                                                                                                  (4.14) 

 

eşitliğini yazarız. Burada ’dir ve 

 

                                                                                                (4.15) 
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Yukarıda belirttiğimiz her iki sonuç dönmeler altında ’nın invaryant olduğunu gösterir. 

Kanoniksel spin durumları için,  için, , XZ düzlemindedir ve Wigner 

dönmesini yazarsak; , ’dır. Buradaki spin dönüşümü tıpkı göreli 

olmayan durumlarda olduğu gibidir. 

 

4.2.2 Eksenlerin saf Lorentz ''boost''u 

 

Öncelikle OZ ekseni boyunca uzanan ''boost'' hızını  alalım böylece  olur. 

Başlangıç ve ''boosted''  gözlem çerçeveleri için; 

 

;   , , ,   hız  ve ;  , , ,   hız  olur ve denklem 

(3.53)’den , , 0  ve , , 0  eşitliklerine sahip 

oluruz. Bu ifadenin bize söylediği şey Z ekseninde ''boost'' var ama dönme yoktur!  

 

Şimdi Wick Heliste Dönüşümünü denklem (4.7)’nin yardımıyla yazarsak; 

 

,                                                                              (4.16) 

 

olur. Bu denklem Y ekseni etrafında bir dönmedir. Şöyle ki; Y ekseni yönündeki  

0,0,1,0  birim vektörde denklem (4.16)’daki işlemi ele alırsak bunun Y ekseni 

etrafında bir dönme olduğunu görürüz. Bunu ifade edersek;  

 

,   

 

, , , 0   

 

, , , 0 , , 0   
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Ek bilgi; , , 0 , , 0  

 

,   

 

,   

 

burada da görüldüğü üzere  değiştirilemez! Böylece; 

 

, =   

 

eşitliğini yazabiliriz ve 

 

                                                                                        (4.17) 

 

olur ve   açısı 0,1,0,0  birim vektörü üzerinde  etkisinin kontrol 

edilmesiyle bulunur. Denklem (3.6) ile (3.7)’nin karşılaştırılması ve  ve ’nin 

karşılaştırılması ile 

 

       

 

                                                                                            (4.18) 

 

eşitliklerini buluruz. Burada  0   ile  arasındaki açıdır. (bu durumda 

'dır.) , ,  olmak üzere eksenlerin bir  genel ''boost''’u için; 

 

|  ; λ | ;                                                          (4.19)     
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olur.  , ,  ile ilişkili olarak  aşağıda belirtildiği gibidir. 

 

  

 

                                                                                                (4.20) 

 

Denklem (4.18)’de olduğu gibi  0   ile  arasındaki açıdır.  ve  XZ 

düzlemi boyunca uzadığında genel sonuç  

 

|  ; λ | ;                                                                          (4.21) 

 

olur.  ‘i daha önce denklem (4.18)’de vermiştik buradaki , ’nin OY ekseni 

boyunca ya da tersinde olmasıyla alakalı olan durumu göstermektedir. 

 

4.2.3   boyunca ya da tersi yönünde ''boost'' 

 

Eğer ,  gözlem çerçevesinden parçacığın  momentumunun tersi yönünde ''boost'' 

ediliyorsa o zaman; 

 

|  ; λ | ;                                                                                                     (4.22) 

 

denklemi yazılır. Daha yüksek ''boost'' hızlarında  boyunca parçacık yönü ’de ters 

dönecektir ve  

 

|  ; λ 1 |  ; λ                                                                                   (4.23) 
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olacaktır. Bu eşitliği daha açık bir ifadeyle şöyle açıklayabiliriz; Bozonik parçacıklar 

için 1  1’dir dolayısıyla 1 1 olur yani işaret değişmez.  Fermionik 

parçacıklar için ise 1 2⁄   1 2⁄ ’dir burada da 1 1 olur böylece 

işaret değişimi olur. 

 

4.2.4 CM’den lab’a dönüşüm 

 

Parçacığın CM’de m kütlesine ve , ,  momentumuna sahip olduğunu 

düşünelim ve Lab’da ise , ,  olsun. ''Boost'' negatif Z ekseni 

yönünde  hızıyladır yani Lab hızı CM gözlem çerçevesinde görüldüğü gibidir. 

Denklem (4.19) ve (4.20)’de ,  eşitliklerine sahibiz ve böylece 

 olur. Böylece; 

 

|  ; λ 1 |  ; λ  

 

|  ; λ |  ; λ                                                                                         (4.24)   

           

eşitliklerini yazarız. Burada; 

 

  

 

                                                                                               (4.25) 

 

eşitlikleri elde söz konusudur.  için diğer uygun ifadeyi yazarsak; 

 

                                                                (4.26) 
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B parçacığı Lab’da hedef olmak üzere elastik bir  reaksiyonunda, B 

parçacığının son durumu için; 

 

   çı ı                                                                            (4.27) 

 

Eş kütleli parçacıkların elastik saçılımı için örneğin;  için, A parçacığının son 

durumu için A parçacığı Lab gözlem çerçevesinde  açısıyla saçılır.  

 

 çı  çı ı                                                                                   (4.28) 

 

4.2.5 CM’den lab’a dönüşümünde göreli olmayan limit 

 

Bir göreli olmayan çarpışma için 1 ve ’dir ve denklem (4.26)’dan; 

 

                                                                                                                 (4.29) 

 

buluruz.  eşitliği bize helisitenin hareketin yönü boyunca spin izdüşümü 

olduğunu göstermektedir. 

 

4.2.6 Aşırı yüksek enerji çarpışmaları 

 

Lab’da çok yüksek enerjili bir çarpışma düşünelim bu CM’de yüksek enerjili göreli 

parçacıklar oluşmasına neden olur. O zaman 1,  ve 1

, 180 olmak koşuluyla denklem (4.25)’den;  
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                                                                                                      (4.30) 

 

sonucunu elde ederiz. Burada şunu belirtmemiz gerekir,  gibi bir iki 

cisim reaksiyonu için √  toplam CM enerjisi olmak üzere √ 2⁄ ’dir. 

Böylece; 

 

√
                                                                                                     (4.31)   

           

olur. Bu denklem bize sabit  açısında ya da saçılan parçacığa momentum transferinde  

∞   gittiği zaman  0’a gittiğini söyler. Bunu takiben önemli bir sonuç daha 

elde ederiz. O da; CM’den Lab’a dönüşümünde parçacık   
√

0 gittiği zaman Wick 

Helisite Dönüşümüne uğramaz. 

 

4.2.7 Kütlesiz parçacıklar 

 

Kütlesiz parçacıklar için helisite durum dönüşümü önce elde ettiğimiz sonuçlarda 

0 koyularak elde edilebilir. Bu yüzden bir dönme altında denklem (4.14) 

istediğimiz sonucu sağlar hâlâ ancak bu  0 iken  ''boost''u altında olur ve 

denklem (4.19) yerine  

 

|  ; λ | ;                                                                                                (4.32) 

 

denklemini elde ederiz. 
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4.2.8 Thomas presesyon 

 

Spin yörünge etkileşmesini hesaplarken Thomas presesyondan 2 faktörü gelir. -e 

elektron yükü için ,  spin işlemcisi ̂’nin beklenen ya da ortalama değeri olsun. 

Elektronun manyetik momenti 

 

                                                                                                                    (4.33) 

 

olarak verilir. Burada g jiromagnetik faktördür ve elektron için 2’dir. Göreli olmayan 

hareket için  ’nin hareketin klasik denklemini sağlamasını bekleriz. Özellikle durgun 

gözlem çerçevesindeki parçacığın  manyetik alanı şöyledir; 

 

                                                                                            (4.34)      

 

Şimdi t zamanında  hızıyla sabit bir gözlem çerçevesinde bir elektron düşünelim, bu 

durumda elektrik alan  olduğunda eğer biz elektronun kanoniksel durgun gözlem 

çerçevesi  ’ye Lorentz dönüşümü uygularsak  manyetik alanını buluruz. Şöyle ki; 

 

                                                                                                                 (4.35) 

 

böylece ’nin hareketi 

 

                                                                    (4.36) 

 

olur. Denklem (4.36)’nın yanlış olduğunu görmek için kanoniksel durgun gözlem 

çerçevesinde  ve  üzerinde etkiyen torkun olmadığını düşünmemiz gerekir. Biz 

burada s spinin kanoniksel tanımını kullanacağız şöyle ki; , bizim gözlem 
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çerçevemize doğru yaklaşmakta olan  kanoniksel durgun gözlem çerçevesinde göreli 

olmayan spin vektörüdür. Lab gözlem çerçevesi , t zamanında elektronun  hızına 

sahip olduğunu söyler, böylece  

 

                                                                                                               (4.37)         

       

eşitliğindeki spin vektörüdür. Kanoniksel durgun gözlem çerçevesi ‘de gözlendiği 

gibi elektron  anında durgun haldedir ama  anında  hızıyla hızlandırılmıştır. 

Hareketin tamamı göreli değildir ve fiziksel tork yoktur. Bu yüzden bu  

zamanında  ‘deki ortalama spin vektörü hala  olmalıdır anlamına gelir. Ancak bu 

'nin sonsuz küçük ''boost''  ile ‘den yaklaşan  kanoniksel durgun 

gözlem çerçevesinde ortalama spin vektörü anlamına gelir. Bu durumu şekil 4.1’de 

görmekteyiz. 

 

Şekil 4.1 ‘den ’e ''boost'' 

 

Yani; 

 

                                                                                             (4.38) 

 

olur. Şimdi  zamanında ki duruma sahibiz. ’den yaklaşan  kanoniksel 

gözlem çerçevesinde ki ortalama spin vektörü ’dir.  ise Lorentz-
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Dönüşmüş gözlem çerçevesi ’den yaklaşan  kanoniksel gözlem 

çerçevesindeki spin vektörüdür.  ve  aynı durgun gözlem çerçeveleri değildir 

ve bir Wigner dönmesi ile birbirlerine bağlıdır. Denklem (4.12)’yi hatırlarsak; 

  

,                                                                                                      (4.12) 

 

eşitliği mevcuttu. Burada ek olarak   

 

,                                                                                (4.39) 

 

olur. Buna istinaden;  

 

                                                         (4.40) 

 

olur. Böylece; fiziksel torkun yokluğunda bile ’dir. ’nin hareketinin 

değişimini bulmak için Wigner dönüşümünde konuyu ele alacaz ve ’nin değişimini 

de hesaba katacağız. Denklem (4.11)’i hatırlarsak;  

 

,   ve    olduğu için; 

 

                                               (4.41) 

 

olur. Gerekli dönmeyi tanımlamak için  matrisini hesaplayacağız, bu hesaplama 

denklem (3.44)’ün kullanımı ve birinci dereceden ’nin ele alınmasıyla olur. Diğer 

yandan birinci dereceden  
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                                                                                                  (4.42) 

 

şeklindedir. Bir hatırlatma yaparsak  ve   hızın yönünü tanımlar ve 1

⁄ ⁄ ’dir. Sonuç olarak; 

 

                                                                                      (4.43) 

 

eşitliğini buluruz. Burada 

 

                                                                                                        (4.44) 

 

Tüm bu yaptıklarımızdan sonra tekrar başa döner ve hareketin denklemini yazarsak; 

 

                                                                                                               (4.45)     

 

olur. Burada  Thomas açısal momentumu  

 

 1                                                                      (4.46) 

 

dir. Elektronlar için  Thomas açısal hızı 

 

  

 



81 
 

şeklindedir. Böylece ’nin kanoniksel durgun gözlem çerçevesinde vektör olarak ele 

alınmasıyla, ’nin üzerinde fiziksel tork etkimese bile dönüştüğünü görürüz. Yani 

denklem (4.36)’yı  

 

· ·   

 

olarak yazarız. burada  eşitliği de mevcuttur. Bir elektron columbik atomu 

için  potansiyeli için atomik kuvvet şöyledir; 

 

Atomik elektrik force =   ve   şeklindedir. Sonuç olarak; 

 

· ·                                                                                  (4.47) 

 

denklemini buluruz. Bu denklemi daha düzgün bir şekilde yazarsak; 

 

· ·      

 

·                                                                                                 (4.48) 

 

Elde ettiğimiz bu sonuçta görüldüğü üzere Thomas presesyonu nedeniyle spin yörünge 

etkileşimine ekstradan  çarpanı gelir. 

 

 

 

 

 



82 
 

4.3 Kesikli Dönüşümler 

 

Şimdi uzay tersinmesi ve zaman tersinmesi altında helisite durumlarının nasıl 

değiştiğini ele alacağız. Bu bazı reaksiyonlarda simetrilerin fiziksel sonuçlarını anlamak 

için önemlidir ve bunlara ek olarak yük konjugasyonunu kısaca ele alacağız. 

 

4.3.1 Parite 

 

Uzay tersinmesi altında  ve ayrıca , ’dir Hilbert uzay 

işlemcisi  genelde  gibi yazılır ve Lorentz dönüşüm jeneratörleri , 

 üzerinde  

 

                                                                                                                 (4.49) 

 

                                                                                                            (4.50) 

 

şeklindedir.  işlemcisi üniterdir ve 1’dir.  altında denklem (4.1)’e benzer 

olarak; 

 

|  ; λ |  ; λ |  ; λ                                                                               (4.51)     

                       

eşitliği mevcuttur. s spinli ve kütleli bir parçacığın helisite durumu üzerinde ’nin 

etkisini düşünürsek; 

 

|  ; λ | , , ; λ |  ; λ   

 

|  ; λ , , 0 |  ; λ                                                                              (4.52) 
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eşitliğini yazarız. Ek olarak; 

 

| , , ; λ , , 0 |  ; λ                                                              (4.53) 

 

eşitliği söz konusudur. İçsel parite   ise şöyle tanımlanır;    

 

|  ; λ |  ; λ                                                                                                     (4.54) 

 

ve  1'dir.  Ayrıca  eşitliğinin kullanımıyla 

 

, , ; λ | , , ; λ                                                            (4.55) 

 

eşitliğini yazarız. Açıklama; burada , , ; λ ’e dair açıklama yapmamız 

gerekir. , , ; λ  vektörü ’dir. Ama biz her ikisini de dönüşümde 

kullanırız çünkü | ; λ | ; λ ’dır. Aslında , ,  ile 

| ; λ | , , 2 ; λ 1 | , , ; λ | ; λ ’dır. Burada  bozonları – 

ise fermiyonları ifade eder. 

 

Kütlesiz parçacıklar için içsel pariteyi daha önce tanımlamıştık. XZ düzleminde 

yansıma için, işlemciler için   ’dir ve şuna sahibiz; 

 

|p, θ, φ; 1 |p, θ, φ;                                                                  (4.56) 

 

elde ettiğimiz bu denklem içsel parite denklemi ile uyuşur orada  ve 0’dır. 
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4.3.2 Zaman tersinmesi  

 

Zaman tersinmesi işlemcisi  anti üniterdir yani  ‘dir ve Lorentz jeneratörleri 

üzerine etkidiğinde;  

 

 

 

                                                                                                               (4.57) 

 

Anti lineerlik yüzünden herhangi  dönmesi ve  ''boost''u için; 

 

 

 

                                                                                                              (4.58) 

 

olur.  matris bileşenleri içinde kulanıldığında anti lineerliği yüzünden dikkatlice 

irdelenmedir. Bu durumu şunu ifade eder;  herhangi bir şeye vurduğunda kompleks 

konjugeleri aldırır yani önündeki durumun katsayılarının kompleks eşleniğini aldırır. 

Bunu herhangi bir  işlemcisi için ele alırsak; 

 

| | ,                                                                                                      (4.59)     

 

  gibi lineer işlemcisi için ise hermitik konjuge   

 

, α β, α ,                                                                                 (4.60) 

 

olarak yazılır. Genel olarak ise  
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                                                                                                  (4.61) 

 

eşitliğini yazabiliriz. Böylece   anti lineer işlemcisi için hermitik konjuge   

aşağıdaki gibidir; 

 

, , ,                                                                               (4.62)      

 

son olarak   ve ,  altında    

 

| ; | ,                                                                                                        (4.63) 

 

olur. Jacob ve Wick tarafından kullanılan gösterimi takip edersek durgun haldeki 

parçacık için  

 

, 1 | ;                                                                                       (4.64) 

 

eşitliğini yazarız ve 1  'dir. Denklem (4.58) ve (4.64)’den hareketle  

 

| , , ; | , , ;                                                                (4.65)    

             

sonucunu elde ederiz. Benzer sonuçlar kütlesiz parçacıklar içinde geçerlidir.  Diğer 

yandan herhangi bir  lineer operatörü için konuyu ele alırsak  

 

, ,  
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                                                                                       (4.66) 

 

eşitliklerini yazabiliriz. Zaman tersinmesi invaryansı, geçiş genliği ya da  matrisi 
bileşenleri için  

 

| | | |                                                                                                 (4.67)     

                                                      

anlamına gelir. Diğer yandan denklem (4.66)’dan zaman tersinme invaryansı 

 

                                                                                                              (4.68)     

  

eşitliğini ifade eder.         

                                                                       

4.3.3 Yük konjugasyonu 

 

Yük konjugasyonu işlemcisi  ( 1) parçacıkları anti parçacıklara çevirir. Durgun 

haldeki A parçacığı için  

 

| ; , ; ,                                                                                               (4.69) 

 

eşitliği yazılır. Burada   parçacığın yük paritesidir ve  1’dir. ’nın kinematik 

değişkenler üzerinde etkisi bulunmadığı için 

 

| ; , ; ,                                                                                               (4.70) 

 

eşitliğini yazabiliriz. Burada pion ve nükleonlar için 1, fotonlar için ise 

1’dir. Burada isospin uzayını da ele alacaz.  İsospin uzayı proton ve nötronları ayırt 

etmek için kullanılır. Bir internal (iç) simetri multipletle ilişkili olduğu zaman dikkatlice 
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gözden geçirmeliyiz. Burada dikkat etmemiz bir konu vardır o da; eğer proton ve 

nötronlar, N nükleonun spin doubleti olarak düşünülürse, isospin uzayında; 

| ; 1 2⁄ 1
0

| ,           | ; 1 2⁄ 0
1

|                               (4.71)         

                          

olur. Burada;  1 2⁄    proton için spin yukarıyı  1 2⁄   ise nötron için spin aşağıyı ifade 

eder. Ayrıca anti nükleon multipleti bir isospin doubleti gibi dönüşür. 

 

; 1 2⁄ | ,            ; 1 2⁄ |                                                (4.72) 

 

Ayrıntıları bölüm 4.4.2’de işleyeceğiz. 

 

4.4 Alanlar ve Dalga Fonksiyonları  

 

Bölüm 4.1’de Lorentz dönüşümü altında durum vektörünün göreli teoride nasıl 

dönüştüğünü ele almıştık. Dönüşüm matrisi ise Wick helisite dönüşümüne ya da Wigner 

dönüşümüne bağlıdır. 

  

Diğer yandan alan teorisi Lorentz dönüşümü altında dönüşen alanları kullanır. Böylece, 

eğer bir Lorentz dönüşümü ,  gözlem çerçevesi üzerinde etkirse o zaman ,  olur. 

Bunu gösterirsek;  ve ’dir, o vakit  alanları 

1 … …  ,  dönüşümüne uğrar. Burada; 

 

                                                      (4.73) 

 

Burada  homojen Lorentz grubunun N-boyutsal temsilidir. Ayrıca dikkat edilirse 

matrisler sadece ’ye bağlıdır. 
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 alanları genelde azaltılamaz ve verilen spin kuantalarını tanımlamak için 

2 1bileşene sahiptirler. Burada azaltılamaz alanları açıklarsak; alanların 

azaltılması demek uygun bir temsile geçip daha küçük alanlara indirgenmesi demektir. 

Örneğin 3 3’lük matris ile alanları temsil ediyorsak ve daha sonra alanları yine 

köşegen kalmak koşuluyla 2 2’lik ve birim matris şeklinde yazabiliyorsak o zaman 

alanı indirgemiş oluruz. Sonuç olarak; saf dönmeler altında  temsili azaltılabilir.  

 

Lorentz-invaryant lagranları oluşturmak amacıyla konjuge alanlar ’e değinmek 

gerekir. Bu alanlar hermitik konjugasyon alanlar (anti parçacıkları anlatır)  

olabilirler. Örnek vermek gerekirse   Dirac teorisinde olduğu gibi. 

Bunu oluşturmak için  , ’ya dönüşür, yani   altında  ’dır. 

Burada 

 

                                                         (4.74) 

 

eşitliği mevcuttur. Böylece matris gösteriminde,  bir dikey vektör ve  ise yatay 

vektör olarak düşünüldüğünde; 

 

 

 

                                                                                                    (4.75)    

                                                                                             

olur.    skalerdir. Yani; 

 

                                                                                        (4.76)     
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 ve ’nin kullanımı Lorentz dönüşümü altında dönüşüm özellikleriyle nicelik 

oluşumlarını kolaylaştıracaktır. Tüm bu yazdıklarımıza ek olarak  ve        

alanları yaratım ve yok olum işlemcileri açısından Fourier açılımına uğrar. Burada ,  

parçacıklar içinken ,    anti parçacıklar içindir. Bahsettiğimiz bu işlemciler, 

momentumlar ve helisiteyle s spininin kuantalarını yaratır ve yok eder. Tüm 

bahsettiklerimizden sonra alanlar için aşağıdaki iki denklemi yazabiliriz. 

 

2 ⁄ 2
, , · , , ·           4.77  

 

                                                                                                                                       

2 ⁄ 2
, , · , , ·        4.78  

 

Buradaki  ve  kuantalar için dalga fonksiyonlarıdır. , , | ,  durumunu 

yarattığı için denklem (4.9)’dan ve dönme grubunun temsilinin üniterliliğinden;  

 

, ,                                                                      (4.79) 

 

eşitliğini yazarız. Burada  , ’dir yani Wick dönmesidir. Serbest ya da 

etkileşme içindeki alanların temsili parçacık durumlarıyla 

 

, , |0                                                                                                    (4.80) 

 

şeklindedir. Bir diğer belirtmemiz gereken nokta ise işlemcilerin komutasyon ve anti 

komutasyon bağıntılarını sağladığıdır. 

 



90 
 

, , 2                                                                  (4.81) 

 

ek olarak; 

 

0| | ; ;
⁄                                                                                      (4.82)      

                                                                             

Bu denklemin anti parçacıklar için olan hali ise; 

 

0 ; ;
⁄                                                                                      (4.83) 

 

gibidir. ;  dalga fonksiyonları | ;  durumları ile  

 

| ; ,                                                                                                         (4.84)  

                                                         

gibi bir bağıntıya sahiptir. Açıkçası;  ’nın sağladığı gibi  ; ’de benzer 

serbest alan denklemlerini sağlar. Böylece   genelde bahsini ettiğimiz bu 

denklemlerin çözümünden elde edilir. Diğer yandan eğer;  

 

| ; ,   

 

ve 

 

| ; ,   

  

ise o zaman denklem (3.37) ve (4.73)’den vakumun Lorentz invaryans kullanımı ile; 

 

0| | , 0| | ;  
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0| | , 0| | ;  

 

0| | , 0| | ;                                                       (4.85) 

 

denklemini elde ederiz. Elde ettiğimiz bu denklemi denklem (4.82) aracılığıyla  

 

, ,                                                                                 (3.86)      

 

şeklinde yazabiliriz.  Benzer bir şekilde anti parçacıklar için; 

 

, ,                                                                              (4.87) 

 

şeklindedir. Tüm bunlardan sonra şimdi Lorentz dönüşümü  ‘nin etkisini 

düşünürsek denklem (4.3), (4.9) ve (4.73)’ü denklem (4.82)’de yerine yazarsak  

 

| ; ,                                                 

                          

| ; ,                                                                            (4.88) 

 

denklemini elde ederiz. Benzer yolla anti parçacıklar için; 

 

; ,  

 

ve  

 

; , ,                                          (4.89)    
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ve toplamda  

 

, | ,   

 

, | , ,                                           (4.90) 

 

olur. Anti parçacıklar için ise: 

 

, | ,  

 

, | , ,                                        (4.91) 

 

4.4.1 Alanların kesikli dönüşümleri 

 

Uzay tersinmesi altında dönüşümler düşünelim.  , ,  

ile  

 

,                                                                    (4.92) 

 

eşitliği ile 'ne gider. Burada P, ’lik matristir ve  seçilir. 

Bunun nedeni ’in uzay-tersinmiş alan denklemlerini sağlamsı içindir. Denklem 

(4.56)’nın kullanımıyla s spinli parçacık için; 

 

0| | , , ; 0| | , , ;  

 

0| | , , ; 0| | , , ;        
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0| | , , ; 0| , | , , ;                                               (4.93) 

 

eşitliğini yazabiliriz. Buradan hareketle denklem (4.92) yoluyla P şöyle seçilmelidir; 

 

, , ; , , ;                                              (4.94) 

 

 olduğu için yani  olduğu için, anti parçacıklar için  

 

, , ; , , ;                                              (4.95) 

 

eşitliğini yazarız. Burada  anti parçacıkların içsel paritesidir. Bu belirttiklerimizden 

sonra durumlar ve dalga fonksiyonları için; 

 

| ; ,                                                                                              (4.96) 

 

| ; ,                                                                                              (4.97) 

 

bağıntılarına sahip oluruz. Anti üniter zaman tersinme işlemi 'i, 

,  olmak üzere ele alırsak; 

 

,                                                                    (4.98)  

 

ile ’ne gider. Burada T, ’lik matrisdir ve 1 ’dır. 

Böylece   zaman tersinme denklemlerini sağlar fazı şu şekilde yazabiliriz. 

Denklem (4.64), (4.66) ve  (4.98)’i dikkate alarak 

 

0| | , , ; 0| | , , ;  



94 
 

0| | , , ; 0| | , , ;  

 

0| | , , ; 0| , | , , ;                                       (4.99)        

                     

eşitliğini buluruz. Buradan hareketle; 

 

, , ; , , ;                                                   (4.100) 

 

ve 

 

, , ; , , ;                                                   (4.101)       

                                       

eşitliklerini yazabiliriz. Benzer olarak anti parçacıklar için; 

 

, , ; T , , ;                                                     (4.102) 

 

eşitliği mevcuttur. Durumlar ve dalga fonksiyonları arsındaki bağıntıyı düşünürsek; 

 

| , , ; , , ;                                                        (4.103) 

 

ve anti parçacıklar için; 

 

, , ; , , ;                                                        (4.104) 

 

eşitliği yazılır. Sonuç olarak, yük konjugasyonu altında denklem (4.70)  ve  (4.82)’den 

hareketle  
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,
2 ⁄ 0| 0 | ;  

 

,
2 ⁄ 0 0 ;  

 

,
2 ⁄ 0 0 ;                                                                                  4.105  

 

eşitliğini elde ederiz. Elde ettiğimiz bu denklem ancak denklem (4.83) aracılığıyla ve 

eğer; 

 

                                                                                   (4.106)         

                       

olursa mümkün olur. Burada ve 'dır. Denklem (4.106)’yı denklem (4.105)’de 

yerine koyarsak; 

 

, ,                                                                                           (4.107) 

 

eşitliğini elde ederiz. Dirac’da  matrislerinin temsilinde  şeklindedir ve 

’dır. 

 

4.4.2 Anti parçacıklar için isospin multipletler  

 

Bölüm 4.3.3’de bahsettiğimiz gibi, proton ve nötronlar isotopik spin dönüşümleri 

altında doublet oluşumu gibi düşünürsek;  

 

| ; 1 2⁄ | ,               | ; 1 2⁄ |                                                (4.108) 
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olur. Daha sonra Anti parçacık doubleti isodoublet gibi dönüşür. Yani; 

 

; 1 2⁄ | ,               ; 1 2⁄ |                                          (4.109) 

 

| ; , A parçacığının isospin multipleti olsun. r isospin dönüşümü altında, bölüm 3’de 

denklem (3.20) ve (3.21)’de ele aldığımız dönüşümlere benzer olarak; 

 

| ; | ;                                                                                    (4.110) 

 

eşitliğini yazarız. Burada  üniter işlemcidir ve durum vektörleri üzerinde etkiyen 

isotopik spin dönüşümünü temsil eder. ’ler ise SU(2)'i (2 2’lik uniter matris) 

temsil eden matrislerdir. Eğer yaratım işlemcileri parçacıklar için  şeklinde 

belirtirsek; 

 

                                                                               (4.111) 

 

Şimdi A parçacıkları ve  isospini ile ilişkili  alanlarını düşünelim. Bu alanlar 

denklem (4.73)’de belirttiğimiz gibi bu denkleme benzer olarak dönüşür. Böylece 

 

                                                                (4.112)       

                  

eşitliği söz konusu olur. İşte şimdi  alanları denklem (4.77)’de olduğu gibi yok olum 

işlemcilerini içerir. Bu yüzden denklem (4.111) ve (4.112)’ye bakacağız tekrar.  Aslında 

bu denklemler denklem (4.111)’in hermitik konjugasyonunu aldığı için 
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eşitliğini sağlarlar. Yukarıda ki eşitlikte  matrislerinin üniterliğinin kullanılmasıyla  

 

                                                                           (4.113) 

 

eşitliğini elde ederiz. Burada belirtmemiz gereken bir şey daha var oda  alanları 

yaratım işlemcileri olan ’leride içerir. Bu işlemciler parçacıklarının anti 

parçacıklarıyla ilişkili olan  ,  durumlarını yaratır. Denklem (4.112) ile uygun 

olarak  

 

  

 

şeklinde dönüşür. Biraz önce bahsettiğimiz gibi  matrislerinin üniter olması ile 

 

 

 

                                                                                (4.114) 

 

Diğer yandan Denklem (4.111) ile (4.110)’nun karşılaştırılmasıyla isospin multiplet 

oluşumunu elde ederiz. 

 

| ; | ;                                                                                  (4.115) 

 

anti parçacıklar için ise; 
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; ;                                                                                   (4.116)    

   

Diğer bir ifadeyle ;  anti parçacık durumları standart isospin multipleti olarak 

dönüşmez. Ancak, SU(2) isospin dönme grupları için  ve  temsilleri 

eşdeğerdir. Yani burada   üniter matrisi bulunur ve r’ye  

 

                                                                                  (4.117) 

 

şeklinde bağlıdır. Daha sonra anti parçacık multipleti    ;    standart isospin 

multipleti olarak  

 

; ;                                                                                                 (4.118) 

 

şeklinde dönüşür yani;  

 

; ;                                                                                    (4.119) 

 

olur.  matrisi ise şu şekildedir; 

 

1 ,                                                                                                   (4.120) 
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5. SPİN YOĞUNLUK MATRİSİ 

 

Parçacık topluluğunun durumu yoğunluk matrisi ile belirtilir.  olarak ifade edeceğimiz 

spin yoğunluk matrisi elektronun spin yönelim dağılımını gösteren bir matristir. Başka 

bir deyişle spin yoğunluk matrisi ile spin durumunu tayin ederiz. Bu tayin etme 

parametreler aracılığı ile olur. Biz de burada bu parametreleri ifade edip detaylıca ele 

alacağız. Ayrıca parametreye göre spin yukarı ve aşağı olma halini belirteceğiz.  

 

5.1 Göreli Olmayan Yoğunluk Matrisi 

 

5.1.1 Tanım 

 

s spinli bir parçacık için |  pure yani saf bir kuantum mekaniksel spin durumu  

katsayıları ile şu şöyle tanımlanır. 

 

| |                                                                                                                  5.1  

 

Bir  işlemcisi için, matris bileşenleriyle birlikte; 

 

                                                                                                   (5.2) 

 

eşitliğini yazarız. Birim boylandırılmış |  durumundaki ortamala değer şöyledir; 

 

,

                                                                                 5.3  
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Topluluktaki her oluşumda olasılık veya  istatiksel etkiyle ∑ 1  saf olmayan 

bir durum için ise,  saf durumlarının inkoherent karışımına sahip oluruz. Böylece 

bu durum için    işlemcisi şu ortalama değere sahip olur; 

 

,

 

 

Böylece tüm topluluğun ortalama değeri; 

 

                                                          5.4  

 

olur. Şimdi spin yoğunluk matrisini | ; ’de tanımlarsak;  

 

                                                                                                          5.5  

 

böylece denklem (5.4) şu hali alır.  

 

,

                                                                                        5.6  

 

Burada  ve   matrisken  ve  matris bileşenleridir. Denklem (5.6),  

yoğunluk matrisini bildiğimiz zaman her fiziksel işlemci topluluğu için ortalama değeri 

ölçmemize olanak tanır.  

 

 

 

 



101 
 

5.1.2  yoğunluk matrisinin genel özellikleri  

 

 ‘ler | ;  baz durumlarının seçimine karşılık gelen yoğunluk matrisinin 

bileşenleridir. Aynı zamanda yoğunluk matrisini | ;  ile ilişkili diğer baz 

üniterliliğinde de verebiliriz yani şunu belirtmeliyiz ki: matrisi hangi bazda 

kuracağımızı söylersek diğer bir baza geçtiğimizde bu üniter dönüşümde olmalı ki 

kuantum olasılıkları korunsun. , 2 1 2 1 ’lik herhangi bir üniter matris 

ise, | ;   baz durumları için aşağıdaki eşitliği yazarız. 

 

| | ;  

 

Bu yazdıklarımızın dışında eğer yoğunluk bileşenlerini  gibi yeni bir bazda 

belirtirsek aşağıdaki eşitliğe sahip oluruz. 

 

,

                                                                                                   5.7  

 

Matris gösteriminde; 

 

                                                                                                                  (5.8)          

 

olmaktadır. Burada şu önemli özelliği belirtmemiz gerekir ki baz değişimi altında iz 

invaryanttır. 

 

Tr =Tr                                                                                                                       (5.9) 

 

Denklem (5.5)’in tanımından ve ∑ 1 koşulundan genel özelikleri şu şekildedir. 
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(1) ρ’nin izi şöyledir. 

 

Tr 1                                                                                                                      (5.10) 

 

(2) ρ bir hermitik matristir. 

 

ρ ρ                                                                                                              (5.11) 

 

(3) Her m için köşegen bileşenler pozitif semi-definite'dir. 

 

 ρ 0                                                                                                                    (5.12) 

 

(4) ρ’nın hermitik özellikleri  üniter matrisinin var olmasını sağlar.  ρ’yı diagonalize 

eder yani köşegenleştirir.  

 

ρU ρ                                                                                                               (5.13) 

 

Burada belirttiğimiz ρ  diagonal (köşegen) matristir. 

 

ρ                                                                                                       (5.14) 

 

(5) denklem (5.9), (5.12), (5.13) ve (5.14)’den  

 

ρ 1 

 

olur. Böylece;  
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|ρ | 1
,

                                                                                                     5.15  

 

(6) Eğer yukarıdaki bu eşitlik sağlanırsa parçacık topluluğunun tüm üyeleri single (tek) 

saf kuantum durumundadır. O zaman  dışında hepsi sıfır olacaktır ve sıfırdan farklı 

 1 olacaktır. Bu durumda ρ rankı 1 olan matris olacak ve 1'e eşit bir özdeğere sahip 

olacak ve geri kalanlar sıfır olacaktır. Böylece faktorize formda; 

 

                                                                                                           (5.16) 

 

eşitliğini yazarız. Burada belirtmemiz gereken bir diğer şey ise ’lik  matrisinin 

rankı ’dir. Burada , ’nın 0 özdeğeri ile ilişkili özuzayının boyutudur. 

 

5.1.3 Farklı parçacık tiplerinin bileşke sistemleri 

 

Eğer tüm sistem farklı parçacıkların oluşturduğu birkaç sistemden oluşuyorsa o zaman 

burada ortak (joint) yoğunluk matrisini kullanacağız. A ve B tip parçacıklar örnek 

vereceğimiz parçacıklar olsun. Burada ortak yoğunluk matrisi ρ(A,B) ve matris 

bileşenleri , ; ’dir. m ve n A ve B parçacıklarının sisteminin | ,

; ,  durumunun özdurumlarına karşılık gelir.  işlemcisinin ortalama değeri 

tüm sistem için tıpkı denklem (5.6)’da ki gibidir ve  

 

,                                                                                                   (5.17)   

 

olarak yazılır. Burada iz genelleştirilmiş şekilde kullanılmaktadır. Şöyle ki; 

 

, ∑ , ;,   

 



104 
 

Ayrıca;   

 

, ; ;
,

, ,  

 

Eğer; A parçacığının gözlenebiliri  ve B parçacığının gözlenebiliri 'nin 

beklenen ortak değerlerini hesaplamak istersek o zaman 'nin beklenen 

değerini almalıyız.  Bu da; 

 

;                                                                          (5.18) 

 

şeklindedir. Diğer yandan; sadece A parçacıklarının fiziksel gözlenebilirinin beklenen 

değerleri ölçmek istersek, o zaman ,  bu gözlenebilir ile ilişkili işlemci olarak, 

1 ’in ortalama değerinin hesaplanmasıyla, ’nın ortalama değerini elde 

ederiz. Burada 1  birim işlemcidir. Böylece; 

 

1 ρ A, B  

 

,
,

ρ A, B ;
,

ρ A, B ;  

 

 ρ A                                                                                               (5.19)   

          

Burada ρ A  A tipi parçacıklar için 2 1 2 1 ’lik indirgenemez yoğunluk 

matrisidir ve şöyle tanımlanır 
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ρ A ρ A, B ;                                                                                             5.20  

 

Eğer, ρ A, B ’in rankı r ise ρ A ’nın rankı için; ρ A 2 1 ’dir. Tüm bu 

yazdıklarımız ve elde ettiğimiz sonuçlar B tipi parçacıklar içinde geçerlidir. Eğer 

bileşke bir sistemin durumu korele değilse o zaman ortalama değer şöyledir; 

 

 

 

Eğer ortak yoğunluk matrisi kendini faktorize ederse yukarıda belirttiğimiz durum 

mümkün olur. Buradan hareketle  

 

ρ A, B ; ρ ρ                                                                           (5.21) 

 

sonucuna ulaşırız. Tabi burada tekrar belirtmemiz gerekir A ve B parçacıkları korele 

değilse yukarıdaki eşitlik geçerlidir. Şimdiye kadar iki parçacık durumunu ele aldık eğer 

bu duruma ek olarak C,D,E…. gibi spinli parçacıklar oluşumu söz konusu olduğunda 

reaksiyon sonucunda final yani sonuç durumu için ortak matris bileşenleri ile; 

ρ C, D, E, … . . , , …..; ……… şeklindedir. Diğer yandan burada sadece bir parçacığın 

özellikleri ölçülüyorsa örneğin C tipi parçacık gibi bu durumda ortalama değerler ρ C  

efektif yoğunluk matrisinin kullanılmasıyla hesaplanır. C için yoğunluk matrisini 

yazarsak;  

 

ρ C ; ρ C, D, E, … . , , …; …
, …

                                                                       5.22  
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5.1.4  yoğunluk matrisinin belirtilmesinde bağımsız parametreler 

 

Bölüm 3’de s spinli bir parçacık için bir saf durumun 2 2 1 2 4  kadar 

parametreyle belirtildiğini göstermiştik. Örneğin spin 1/2 için 2 parametre ile 

belirtmiştik durumu.  Şimdi burada yani inkohorent topluluk oluşumun söz konusu 

olduğu durumda s spinli parçacıkların oluşturduğu topluluğu 2 1 2 1 ’lik  ρ 

hermitik matrisi ile göstereceğiz. Denklem (5.10) normalizasyon koşulunu da dikkate 

alarak ρ’nin tam belirtimi için 2 1 1 bağımsız reel parametre gereklidir. 

Burada spin yine 1/2 olursa 2 1/2 1 1 3 bağımsız parametre gerekir. Bu 

durumu ifade edersek;  

 

ρ I σ                                                                                                         (5.23)    

  

Aslında bu denklemi yazarken daha önce ele aldığımız denklem (3.24)’deki gibi yazdık. 

Tekrar bir hatırlarsak;   idi. Yukarıdaki denklemde topluluk için spin 

polarizasyon vektörü ’yi yazarsak; 

 

σ Trρσ                                                                                                      (5.24) 

 

Özdeğerlere bakarsak; 

 

ρ
1
2 I 1 σ

1
2

1 p σ iσ
σ iσ 1 p  

 

|ρ λI|
1
2

1 p σ iσ
σ iσ 1 p 0  
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|ρ λI|
1 p

2
1 p

2 λ
1 p

2 λ
1 p

2 λ
σ iσ

2
σ iσ

2  

 

|ρ λI| 1 λ λ   

 

 |ρ λI| 1 λ λ  

 

λ 1 |p |   

 

sonucunu elde ederiz. Böylece şunu not düşebiliriz; saf bir durum için 1 iken 

parçacık topluluğu için denklem (5.15)’de görüldüğü gibi 

 

1                                                                                                                     (5.25) 

 

5.1.5 Multipole parametreler 

 

Dönme altında dönüşen spin işlemcilerinin oluşturulmasıyla baz matrislerini elde ederiz 

ve bunlara küresel tensör işlemcileri ’ler diyeceğiz, burada 0 2  ve 

'dir ve  matrisleri bu işlemcileri temsil eder ve bu matrisler vektör toplama 

katsayıları ile verilir. Böylece; 

 

| ;                                                              (5.26)  

   

L tensör işlemcisinin rankıdır. Burada bazı örnekler üzerinde durursak. 

  

Skalar;   
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1 

 

Vektör ya da rankı 1 olan tensör; 

 

1
1

̂  

1
2 1

̂ ̂  

1
2 1

̂ ̂                                                                                              5.27  

 

Burada belirtmemiz gereken bir şey var oda bizim    işlemcilerinin tam formunu 

bilmemize gerek yoktur. Burada 2 1  farklı  bulunur ve vektör toplama 

katsayılarının özelliklerinden;  

 

1                                                                                                       (5.28) 

 

eşitliğini yazabiliriz. Şimdi  kompleks parametrelerini tanımlayım, 0 2  

olmak üzere; 

| ;                              

,

                                                                         5.29  

 

bunun tersi  

 

1
2 1 2 1

,

| ;                                                                 5.30  

 

Burada denklem (5.26)’yı kullanırsak; 
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1
2 1 2 1

,

                                                                       5.31  

 

denklemini elde ederiz. Aslında bu şekilde  matrisini  matrisi bakımından 

genişletmiş olduk. Bu genişletme şöyledir. 

 

1
2 1 2 1

,

                                                                                           5.32  

 

Elde ettiğimiz bu denklem, denklem (5.23)’ün genelleştirilmiş halidir. Denklem  

(5.26)’nın yardımıyla aşağıdaki eşitliği yazarız; 

 

2 1
2 1                                                                                        5.33  

 

ve böylece  

 

   

 

ya da  hermitik olduğu için  

 

Tr                                                                                                             (5.34)     

 

eşitliğini yazabiliriz. Yaptığımız tüm bu işlemlerden sonra, ’leri multipole 

parametreler (rankı  olanların) ya da statiksel tensörler olarak adlandırırız. Ayrıca 

’ler spin polarizasyon vektörünün genelleştirilmiş halidir.  Düşük ranklı multipole 

parametreler için aşağıdaki bağıntılara sahibiz. 
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1 

 

1 

 

2 1  

 

2 1                                                                                                5.35  

 

Burada yazdığımız  spin polarizasyon vektörünü denklem (3.29)’de tanımlamıştık. Bir 

hatırlatma yaparsak denklem (5.29)’dan ve vektör toplama  katsayıları özelliğinden;  

 

1                                                                                                        (5.36) 

 

eşitliğini yazarız. İşin aslında ’ler 2 1  kadar reel sayılarla belirtilir. Mesala 

s=1/2 için bu dediklerimizi ele alalım; 0 2   ve  idi. s değerini 

yerine yazarsak; , ,  ve ’i buluruz. Diğer yandan 1’i akılda tutarak ’i 

belirtmek için 2 1 1 gerekli parametreye ihtiyaç duyulur da diyebiliriz. 

 

Burada belirtmemiz gereken bir şeyde denklem (5.15)’in aşağıdaki eşitliğe neden 

olduğudur.  

 

1
2 1 2 1

,

| | 1                                                                                             5.37  
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5.1.6 Bileşke sistemler için parçacıkların multipole parametreleri 

 

Farklı A, B,….. parçacıklarının oluşturduğu kombine sistemde daha önce bölüm 

5.1.3’de ele aldığımız gibi ortak yoğunluk matrisi , … . . ’dir. Burada 

, … . . ’yı …
…. , … .  katsayıları ile   ……  matrislerinin 

direk sonucu ve ortak multipole parametreler bakımından genişleteceğiz. Ayrıca  

2 1 boyutlu matristir. Burada belirtmemiz gereken önemli bir nokta ise eğer farklı 

parçacıklar korele değilse;    

 

…
….                                                                                                             (5.38) 

 

bağıntısı mevcuttur. Diğer yandan A parçacıkları için  indirgenemez multipole 

parametreler diğer parçacıklar üzerinde spin ölçümü olmadığı zaman;  

 

…
…                                                                                                        (5.39) 

 

olacaktır. 

 

5.1.7 Çift ve tek polarizasyon 

 

Bazı durumlarda sadece çift ranklı multipollerin ya da tek ranklı multipollerin sıfırdan 

farklı olduğu görülür. Böyle polarizasyon durumlarını çift veya tek olarak 

adlandıracağız. Bu bahsettiklerimiz gerçekleştiğinde yoğunluk matrisi. 

 

1                                                                                              (5.40)  
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şeklinde özel bir simetriye sahip olur. Burada  polarizasyonun çift veya tek durumuyla 

alakalıdır. Aslında bu bazen genel polarizasyonun durumları için ’yı tek ve çift 

kısımlara ayırmak için uygundur.  

 

                                                                                                               (5.41) 

 

olmak üzere   

 

∑ 2 1 ç   

 

1
2 1 2 1

  

                                                                                      5.42  

 

Bu yazdıklarımıza eşdeğer olarak yeni bir formda yoğunluk matrisini verebiliriz. 

 ile gösterdiğimiz bu form; 

 

1                                                                            (5.43)   

       

şeklindedir. Genel olarak ise       

 

1                                                                                        (5.44)       

       

eşitliği mevcuttur. Tüm bunlara ek olarak eğer   ise aşağıdaki eşitlik geçerlidir. 

 

2                                                                                                              (5.45)   
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5.1.8 Yoğunluk matrisi üzerinde dönmelerin etkisi   

   

 yoğunluk matrisi bileşenleri bir bazda | ;  spin durumları ile belirtildiği 

için seçilen eksen sistemine bağlıdırlar.  gözlem çerçevesinde |  baz durumlarının 

kullanılmasıyla tanımlanan yoğunluk matrisinin bileşenlerini   ile ifade ederiz ve 

'de | |   dönüşmüş baz durumların kullanılmasıyla tanımlanan 

yoğunluk matrisinin bileşenleri ise  'dir. Böylece denklem (5.8)’e benzer olarak;  

 

                                                                                          (5.46) 

 

eşitliğini yazabiliriz. Benzer olarak; 

 

  

 

olur. Buradan şunu söyleyebiliriz;  gözlem çerçevesinde görülen değerlerin 

hesaplanmasında  yoğunluk matrisi olarak tanımlanır. Diğer yandan  ile  

arasındaki bağıntı oldukça komplikedir. Bu bağıntı belirtilirken dönme matrislerinin 

sonuçlarının kısaltılmasıyla ile belirtilir genellikle ve şu şekilde verilir; 

 

1
,

, ; , | ,

, ; , | , ,                                                    5.47  

 

Diğer yandan   multipole parametreler kolayca dönüşür ve   ve  ,  ve  

gözlem çerçevelerinde statiksel tensörlerin bileşenlerini ifade ederse o zaman; 
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                                                                                              5.48  

 

Eşitliği söz konusu olur. Denklem (5.48) farklı gözlem çerçevelerinde küresel bir 

tensörün bileşenleriyle ilgili genel kuralları ifade eder. 

 

5.1.9 Topluluk polarizasyon durumunun invaryant karakterizasyonu 

 

Eğer parçacık topluluğunun durumu hakkında tüm bilgilere sahip olmak istiyorsak o 

zaman yoğunluk matrisi için gerekli tüm bilgilere de sahip olmamız gerekir. Aynı 

zamanda invaryant Karakterizasyona dair de bilgi sahibi olmamız gerekir. Böylece spin 

1/2 için polarizasyon derecesi  ‘li polarize bir topluluk veya polarize olmayan 

topluluk için konuyu ele alabiliriz. Ayrıca bu kavramları herhangi bir spin değeri için de 

genelleştirebiliriz. s spinli parçacıkların polarize olmayan yada isotropik parçacık 

topluluğu herhangi bir  saf durumunda   olasılığına sahiptir ve 

herhangi bir bazda; 

 

1
2 1                                                                                                                         5.49  

 

yoğunluk matrisi ile verilir. Böylece; aşağıda verilen matris isotropiden farklı ölçer  

 

1
2 1 2 1                                                                               5.50  

 

İnvaryant gösterimde bu farklılığı göstermek için iki matris arasında bazı farklı 

ölçümler yapmamız gerekir. Uygun bir invaryant ölçümü  
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                                                         5.51     

  

şeklindedir. Toplam polarizasyon derecesini yazarsak; 

 

1
2 2 1 1                                                                                                  5.52  

 

Öyle ki; 0 1 

 

Spin 1/2 için; 

 

                                                                                                            (4.53) 

Daha yüksek spinler içinde vektör polarizasyonu mevcuttur, rankı 2 olan tensör 

polarizasyonu ve vektör polarizasyonun büyüklüğü artık polarizasyonun toplam 

derecesidir. Daha yüksek spin değerleri için, temsil kartezyen spin matrisleri 

bakımından elde edilir. Rankı L olan polarizasyon ölçümü şöyle tanımlanabilir 1 .      

 

2 1
2

| |

/

                                                                                             5.54  

 

Buna ek olarak genel polarizasyon derecesini yazarsak; 

 

/

                                                                                                                    5.55  

 

Ancak  biraz yanıltıcı olabilir çünkü  1 değerine ulaşabilmesine rağmen  1 

değerine ulaşamaz. Örneğin spini 1 olan parçacıklar için √3
2'dir. 
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5.1.10 Spini 1 olan parçacıklar ve fotonlar 

 

(i) Kütleli parçacıklar 

 

Daha önce denklem (5.32)’de belirttiğimiz gibi yoğunluk matrisini standart formda 

yazabileceğimiz gibi Kartezyen formda 

 

1 İ                                                                   (5.56) 

 

şeklinde yazabiliriz.  reel ve simetriktir ayrıca izsizdir ∑ 0.  ise 3 3’lük 

izsiz matris,  ise spini 1 olan parçacıklar için  spin işlemcilerini verir. 

 

√

0 1 0
1 0 1
0 1 0

,  
√

0 1 0
1 0 1
0 1 0

, 
√

1 0 0
0 0 0
0 0 1

                      (5.57) 

 

’nin 3 reel parametresi ve 5 bağımsız  birbirinden bağımsızdır. Bölüm 3’de 

belirttiğimiz üzere spin 1 durumu için spin polarizasyon vektörü şöyledir; 

 

̂ ⁄ ̂                                                                                                     (5.58) 

 

Yukarıdaki denkleme uygun olarak spin 1 olan durum için  rankı 2 olan spin 

tensörünü ölçer. 

 

̂ ̂ ̂ ̂                                                                                (5.59) 
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 vektör polarizasyon ve  tensör polarizasyon derecelerini ise; 

 

| | ,    0  1                                                                                         (5.60) 

 

,      0 1                                                                                           5.61  

 

şeklindedir. Genel polarizasyon derecesi ise şöyledir; 

 

/
                                                                                                   (5.62) 

 

Multipole parametreler ise  

 

1
√2

 

 

1
2                                                                                                             5.63  

 

3
5 T ,   

2
5 T T ,   

1
10 T T 2 T              5.64  

 

şeklindedir. Yukarıda yazdığımız multipole parametreler yoğunluk matrisinin 

bileşenleri ile 

  

1
√2

,
1

√2
                                               5.65  
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3
5 ,

3
5  ,     

1
10 2       5.66  

 

gibi ilişkilidir. Çoğu kez topluluklar spinleri Z ekseni boyunca kuantumlanmış 

parçacıklar tarafından oluşturulur. , ve  kuantumlama ekseni boyunca, sırasıyla 

spin izdüşümü 1,0,-1 olan parçacıkların bulunma olasılıkları olsun o zaman; 

 

0,    

 
p p   

 

olur ve eğer  ise 

 

 0, T T T ,  T
√

1 3                                                   (5.67) 

 

Vektör ve tensör polarizasyon dereceleri ise aşağıdaki gibidir; 

 

| |      |1 3 |                                                                            (5.68) 

 

Yoğunluk ise matrisi ise şu şekildedir; 

 

1
3

1
3
2

3
2 T 0 0

0 1 √6T 0

0 0 1
3
2

3
2 T

                              5.69  
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Bu durumda OZ kuantumlama ekseni boyunca multipole parametreler şöyledir; 

 

√
,  ,  0                                         (5.70) 

 

Burada  

 

1 3                                                                                                                (5.71) 

 

olmaktadır. Şunu belirtmemiz gerekir ki, yukarıda belirtilen topluluklar, spini 1 olan 

parçacıklar için en genel ifadeyi anlatmaz. Genel durumu ele almak için aşağıda 

yazdığımız ortonormal baz durumlarını  

 

1
√2

| 1 | 1  

 

√2
| 1 | 1  

 

| 0                                                                                                          (5.72) 

 

ele almamız gerekir. Spini 1 olan parçacık için en genel normalize saf spin durumu ise;  

 

|                                                                            (5.73)   

 

dır. Burada yazdığımız , ,  polarizasyon vektörüdür. Zaten bölüm 2’de 

spini 1 olan parçacıkları  ile ifade ettiğimizi söylemiştik.  kompleks bir vektördür ve 

 

1                                                                                                                    (5.74) 
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Saf bir durum için spin polarizasyon vektörü 

 

 1                                                                                                 (5.75) 

 

Reel bir  ile herhangi bir saf durum için 0’dır. 

 

 tensörünü ise şöyledir; 

 

                                                                                       (5.76) 

 

Burada şunu not etmemiz gerekir; 0 için tüm i ve j için saf bir durum yoktur. 

Örneğin; 1,0'li durumlar için; 

 

1
√2

1, , 0  

 

0,0,0                                                                                                              (5.77) 

 

olmaktadır. Ayrıca; 

 

0,0,1 , 0,0, 1  ve 0,0,0                                                (5.78)         

        

(ii) Fotonlar 

 

Burada | 1  durumlarını 0Z ekseni boyunca hareket eden foton için helisite 

durumu gibi ele alacağız. Ayrıca | 0  durumları şimdilik mevcut değildir. Sonuç 

olarak; foton topluluğu isotropik olamaz!  Çünkü isotropik demek spin polarizasyonun 
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tümüne eşit ağırlık vermek demek ama bu burada | 0  durumu mevcut değil. Başka 

bir deyişle bunu izah edersek; spini 1 olan parçacık için spin yönelimi 0.1.-1’dir ama 

fotonun kütlesi olmadığı için 0 durumu yok. Denklem (4.70) ve (4.71)’den foton 

topluluğu için  T
√

 'dır ve bu yüzden 1 10⁄  olur. 

 

 Dairesel polarizasyon 

Helisitesi 1 olan foton dairesel polarize edilmiş fotondur. Denklem  (5.69) 

durumundaki bir topluluk için şimdi T
√

 olduğundan  

 

1 0 0
0 0 0
0 0 1

                                                                       (5.79) 

 

olur.  fotonların dairesel polarizasyonu anlamına gelir. Denklem (5.67)’den , 

helisitesi +1 ve -1 polarize fotonların bulunma olasılığı bakımından verilir. Şöyle ki; 

 

p p                                                                                                          (5.80) 

 

Şunu not düşmeliyiz ki 1 pozitif helisiteli fotonları ifade eder.  | 0  

durumlarının yokluğunda denklem (5.79)’u  

                                                                                              (5.81)  

 

şeklinde yazabiliriz. Aslında buradaki yoğunluk matrisini 3 3’lük matris ile 

vermeliyiz. Ancak foton için | 0  durumunu atarsak 2 2’lik matris ile veririz. 
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 Lineer polarizasyon 

Foton durumları denklem (5.72)’de tanımlandığı gibi  ya da  iseler o zaman 

foton 0X ya da 0Y ekseni boyunca lineer polarizedir. XY düzleminde 0 , 0  eksenleri 

yönleri boyunca lineer polarize olduğunu düşünelim. Burada 0  ve 0  eksenleri 0X 

ve 0Y eksenleri ile  açısı yapar. 0  ekseni boyunca lineer polarizasyonu 

  şeklindedir.  ve   sırasıyla 0  ve 0  eksenleri boyunca lineer polarize foton 

bulunma olasılığıdır.   

 

Yoğunluk matrisinin denklem (5.5)’de verdiğimiz tanımının ve denklem (5.46)’nın 

kullanımıyla, X ekseniyle  açısı yapan XY düzleminde lineer polarize fotonlar için 

yoğunluk matrisini buluruz. 

 

1 0
0 0 0

0 1
                                                                   (5.82)       

  

 Karışık polarizasyon 

Işık kaynakları lineer ya da dairesel polarize olmasına rağmen bazen her ikisini de 

karışık olarak bulmak mümkündür. Dairesel polarize fotonların f diye bölümü olsun ve 

1-f de lineer polarizasyonun parçası olsun o zaman bu karışım için yoğunluk matrisi; 

 

 1    

 

olur. 
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5.1.11 Yoğunluk matrisinin pozitifliği  

 

Yoğunluk matrisi hermitik olup diagonalize edilebilir. Bir bazda yoğunluk matrisinin 

bileşenleri 'dir ve  |  durumunun  bulunma olasılığının hesaplanmasıyla 

bulunur. Burada ’nın özdeğerleri pozitif ya da sıfır olduğunu görürüz. Bir hemitik 

matrisin diagonal bileşenleri bu özelliğe sahiptir ve pozitif semi-definite matris olarak 

adlandırılır. Bu adlandırılmanın nedeni şudur; eğer bir kümedekilerin tümü pozitif ise 

definite olarak adlandırırız ancak o kümedekilerin herhangi biri sıfır değerine de 

alabiliyorsa o zaman semi-definite olarak adlandırırız.   

 

Burada en önemli sonuç ise aşağıda belirttiklerimiz olacaktır. Herhangi bir bazda , 

’nin bileşenleri olsun. O zaman matrisin her küçük temelinde pozitif semi-definite 

olmalı. Yani bir bazda  

 

…
…

…
                                                                                     (5.83) 

 

olmalıdır ve şunlara sahip olmalıyız; 

 

(1) 0 her j için 

 

(2) 0 her j ve tüm k j için  

 

(3) 0 her j ve l k j için  
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(n) 

…
…

…
0 

 

Bunlardan herhangi birinin olmaması ’nin pozitif semi-definite olmadığı anlamına 

gelir. Böylece ’nın ölçümlerini gerçekleştirebiliriz.  diagnogal olduğu zaman 

pozitifliğin sonuçlarına bakmak kolaydır. Örneğin; spin 1 durumunda denklem 

(5.69)’dan aşağıdaki bağıntıları rahatça yazarız. 

1 √6⁄                                                                                                                 (5.84) 

 

1 1       

 

olmalıdırlar.                  

   

 1 1     

 

eşitliğini denklem (5.84) ile birleştirirsek; 

 

1 1 √6⁄ 1 1 6⁄   

 

1 1                                                                                                              (5.85) 

 

sonuçlarına ulaşırız. 
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5.2 Göreli Durum 

 

5.2.1 Helisite yoğunluk matrisinin tanımı  

 

Bölüm 3.2’de ele aldığımız helisite durumları kullanımıyla  momentumuyla hareket 

eden parçacıklar için verilen bir gözlem çerçevesinde  yoğunluk matrisini 

tanımlayabiliriz. Eğer  momentumlu parçacıkların oluşturduğu bir topluluğa sahipsek 

ve ;  durumları üzerinde  olasılığıyla dağıtılmış iseler bu parçacıklar burada; 

 

; | ;                                                                                                     5.86  

 

ρ’yu ise  

 

ρ
 
                                                                                                         5.87  

 

şeklinde yazabiliriz. Buradaki dikkat etmemiz tek şey bu denklemin fiziksel anlamının 

ne olduğu ve bu matrisin kullanımıdır. Bölüm 3.2’de helisite durumlarının fiziksel 

yorumunu ele almıştık. Buradan şunu açıkça söyleyebiliriz ki, eğer A parçacığının 

helisite durgun çerçevesinde A parçacığını gözlemlersek, ρ , A parçacığı için göreli 

olmayan spin yoğunluk matrisidir. Böylece A parçacığının helisite durgun gözlem 

çerçevesinde A ile bağlantılı herhangi bir  gözlenebiliri için  topluluk için 

’nın beklenen değeridir.  

 

Eğer bir reaksiyonun başlangıç ve bitiş durumları için birkaç tip parçacığın varlığı söz 

konusu ise, o zaman göreli olmayan durumda olduğu gibi baz olarak helisite 

durumlarının kullanımıyla ortak yoğunluk matrisini tanımlayabiliriz. Örneğin A,B 

parçacıkları için , , ;  matris bileşenleriyle , ’ya sahip olacağız. Bu 
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ortak yoğunluk matrisi A ve B parçacığının helisite durgun gözlem çerçevelerinde spin 

dağılımını tanımlar. 

 

Eğer  hem A hemde B parçacıkları ile bağlantılı bir gözlenebilir ise, A’nın helisite 

durgun gözlem çerçevesinde A üzerinde ve B’nin helisite durgun gözlem çerçevesinde 

B üzerinde gerçekleşen ölçümler için , , ’nın beklenen değerini verir.  

 

Göreli olmayan durumda olduğu gibi eğer sadece parçacıklardan birine ait olan 

gözlenebiliri ölçersek o zaman A için 2 1 2 1 ’lik indirgenemez 

yoğunluk matrisine gereksinim duyarız. Burada  indirgenemez yoğunluk matrisi; 

 

, , ;                                                                                               5.88  

 

ve 

 

                                                                                              (5.89) 

 

olur. Bu arada bulduğumuz tüm sonuçlar. Benzer şekilde B parçacığı içinde geçerlidir. 

 

5.2.2 Helisite multipole parametrelerin tanımı  

 

 bakımından tanımlanan multipole parametreler göreli olmayan durumda olduğu 

gibidir ve benzer dönme özelliklerini dikkate alacağız. Böylece herhangi bir A parçacığı 

için; 

 

| ;                                                                                    5.90  
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’ler, A parçacığının helisite durgun gözlem çerçevesi ’da göreli olmayan 

multipole parametrelerdir. Ortak helisite multipole parametreler ortak helisite yoğunluk 

matrisi açısından tanımlanır ve bölüm 4.1’deki gibidirler.  

 

5.2.3 Helisite yoğunluk matrisi üzerinde lorentz dönüşümlerinin etkisi  

 

(i) Durgun gözlem çerçevesinin dönmeleri 

 

, A parçacığının helisite durgun gözlem çerçevesinde A parçacığı için yoğunluk 

matrisidir. A parçacığı için   durgun gözlem çerçevesindeki yoğunluk matrisi bir 

dönme ile 'denelde edilir.    olmak üzere bu bahsettiğimiz yoğunluk 

matrisi şöyledir; 

 

                                                                                (5.91) 

 

(ii) Lorentz dönüşümleri 

 

Burada Lorentz dönüşümüne uğramış gözlem çerçevesinde yoğunluk matrisini 

göstereceğiz. ,  gözlem çerçevesinde  momentumlu parçacığın helisite 

yoğunluk matrisi olsun.  ise bir  dönüşümü ile  gözlem çerçevesinden elde 

edilen  gözlem çerçevesinde  momentumlu parçacığın helisite yoğunluk 

matrisi olsun.  ‘nü,  işlemcisinin bir matrisi gibi ele düşünürsek; 

 

; | | ;   

 

eşitliğini yazar ve buradan da  
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; | | ;   

 

eşitliğini yazabiliriz. Buradan hareketle daha önce elde ettiğimiz denklem (3.9)’un 

kullanılmasıyla  

 

, ,                                                                       (5.92) 

 

sonucu elde ederiz. Burada ,  Wick helisite dönmesidir.  

 

5.2.4 Multipole parametreler için dönüşüm yasaları 

 

Daha önceki konularda  multipole parametrelerin dönme altında dönüştüğünü 

görmüştük. Çünkü Lorentz dönüşümleri Wick helisite dönmesinden etkilenir, aynı 

zamanda bu durumda denklem (5.90)’da tanımladığımız helisite multipole parametreleri 

daha basit dönüşüm özellikleriyle ele alınır. Böylece denklem (5.92)’ye benzer olarak; 

 

,                                                                                     (5.93) 

 

olarak yazılır. Burada şunu belirtmemiz gerekir spin 1/2 için;   ve 

  eşitliklerini yazarsak; denklem (5.92) ve denklem (3.30)’dan 

hareketle  

 

                                                                                                            (5.94) 

 

eşitliğini elde ederiz. Burada r, , ’nin kısaltmasıdır. 
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5.3 Kovaryant Spin Vektörler 

 

Bölüm 3.1’de  |  göreli olmayan kuantum durumu için spin polarizasyon vektörünü  

 

| |                                                                                                 (5.95)   

 

şeklinde tanımlamıştık. Burada  ortalama spin vektörüdür. Bölüm 3.2’de göreli 

olmayan spin işlemcileri ’lerin kovaryant genelleştirilmelerinin  Pauli-Lubanski 

işlemcileriyle verildiğini göstermiştik. Yani durgun halde ki kütleli bir parçacığın 

üzerine etki etkinildiğinde, 

 

; ̂ | ;                                                                                (5.96)        

 

| ;                                                                                                             (5.97) 

 

denklemlerini yazabiliriz. Şimdi, herhangi bir | ;  durgun durumu için | ; , farklı 

 değerleriyle s spin durumlarının bir lineer süperpozisyonudur. Böylece; 

 

; ;                                                                                             (5.98)      

                                                   

eşitliğini yazabiliriz. Denklem (5.95), (5.96) ve (5.97)’ye bakarsak; 

 

0, 0,                                                                                      (5.99) 

 

denklemini elde ederiz. , 0,0,0  için; ( 0, , , ’idi zaten ) 
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0 ve                                                                         (5.100)    

                    

sonuçlarını elde ederiz. Şimdi göreli helisite durumu | ;  için ’nin beklenen 

değerlerini ele alırsak; denklem (3.54)’den hareketle ve  ‘ler kovaryant şekilde 4-

vektör olarak dönüştüğü için 

 

; ; ; ;   

 

; ; ; ;                                                                       (5.101)     

                

eşitliğini yazabiliriz. Böylece kovaryant helisite ortalama spin vektörünü  

 

, ; ;                                                                                     (5.102)    

 

yazabiliriz. Daha detaylı bir şekilde ise; 

 

,                                                                                     (5.103) 

 

eşitliğini yazarız. Burada  

 

,   

 

Bir  durumu, ’nin farklı değerleriyle, durumların lineer kombinasyonudur. Yani; 

 

,                                                                                   (5.104) 

 

Eğer bölüm 3.2.1’de ele aldığımız kanoniksel spin durumlarını kullanırsak  
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, ; ;                                                                    (5.105)        

 

eşitliği yazarız ve böylece denklem (5.104)’ün aksine    

 

,                                                                                 (5.106)  

        

olur. Burada   saf ''boost''’dur ve ’ye  alır. Bu yazdıklarımıza ek olarak denklem 

(5.100) 

 

, 0                                                                                                       (5.107) 

 

şeklinde genelleştirilir. Buradan hareketle; 

 

,                                                                                               (5.108)   

 

denklemini yazarız. 
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6. ELEKTRON MÜON SAÇILIMI  

 

6.1    Saçılımı 

 

 saçılımı kuantum elektrodinamiğin en çok bilinen ve yüksek enerji 

fiziğinde önemli örneklerden birini teşkil etmektedir. Aynı zamanda  

çarpıştırıcılarında tüm reaksiyonun anlaşılması için temel bir reaksiyondur. Bu bölümde 

polarize olmayan tesir kesitini ve genliği hesaplayacağız. Feyman kurallarının 

kullanılmasıyla genlik; 

 

' 

 

olarak belirtilir. Burada ifade ettiğimiz bu eşitliğin ne ifade ettiğini yazarsak; 

 

:  spinli   momentumlu gelen pozitron spinörü bir diğer ifadeyle gelen anti 
parçacık spinörüdür. 

 

: alt vertex yani alt köşe faktörü. 

 

:  spinli  momentumlu gelen elektron spinörü. 

 

:  momentumlu foton propagatörü. 

 

:  momentumlu r spinli çıkan müon spinörü. 

 

:   momentumlu  spinli çıkan anti müon spinörüdür. 
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Burada momentumların  olduğunu unutmamız gerekir. Ayrıca kütleye 

dair henüz bir şey demesekte ⁄ 1 200⁄  olmasından dolayı kütleyi bazı yerlerde 

ihmal edeceğiz.  Şimdi spin indislerini yazmadan genliği 

 

               (6.1) 

 

şeklindedir. Diferansiyel tesir kesitini hesaplamak için | | ’yi hesaplamamız gerekir. 

Bunun nedenini şöyle açıklayabiliriz; kuantum mekaniğinde bir sürecin olası genliğini 

yazarız, olası genliğin yol açtığı olasılığı bulmak için ise mutlak değerin karesini alırız. 

Genlik için bir diğer önemli nokta ise şudur; bir kuantum durumu diğer bir kuantumuna 

geçerse bu genliktir eğer bu genliğin karesini alırsak bu da bize olasılığı verir. Devam 

edersek ’nin kompleks konjugesini bulmamız gereklidir.  gibi bir bispinör 

aşağıda yazacağımız gibi kompleks konjuge olabilir. (  bir sayıdır.) 

 

  

 

Burada görüldüğü gibi  hermitik konjuge ve  hermitiktir. Şimdi, yukarıdaki eşitlik 

yardımıyla denklem (6.1)’den hareketle  | | ’yi yazarsak;  

 

| |                        (6.2) 

 

Birçok deneyde elektron ve pozitron demetleri polarize olmayan demetlerdir, böylece 

ölçülen tesir kesiti elektron ve pozitron spinleri  ve ’nin ortalamasıdır. Müon 

detektörleri polarizasyona kapalıdır normalde, bu yüzden ölçülen tesir kesiti müon 

spinleri  ve ’nin toplamıdır. 
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Spini ihmal ederek | | ’yi belirtirsek burada gelen spinler üzerinden ortalama, çıkan 

spinler üzerinden ise toplam alırız. O da şekilde olur; 

 

1
2

1
2

| , , |  

 

Buradaki ’ler spin yukarı ve aşağıdan gelir. Diğer yandan spin toplamlarını yazarsak; 

 

p//  

 

p//                                                                                                      6.3  

 

p// ’dir ve +,- işareti parçacık anti parçacık ile ilgilidir. Denklem (6.2)’nin ilk 

kısmını spinör indisleriyle yazarsak; 

 

,

p// p//  

                                                              p// p//  

 

Burada matris indislerini d ile başlayıp d ile bitirdik yani bütün ara üzerinden toplam 

var bu yüzden izi yani trace'i yazdık. Denklem (6.2)’nin ikinci kısmı içinde benzer yolu 

kullanırsak; 

 

k/ k/   

 

sonucunu elde ederiz. Elde ettiğimiz bu sonuçları yerine yazdığımızda  
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1
4

| |
4

p// p// k/ k/  5.4  

 

denklemini elde ederiz. 

 

İz teknoloji: Bu konuda yardımcı olması amacıyla izlerin ne ifade ettiğini bilmemiz 

gerekir bu yüzden kısaca izlere değineceğiz. 

 

(i) Bir  matrisinin izini hesaplamak istersek;  

 

0
0

0  

 

Bu sonucu farklı şekillerde ispatlayabiliriz, şöyle ki; 

 

 ‘dir.                  çünkü 1’dir. 

 

 ‘dir                çünkü , 0’dir. 

 

                       iz'in devirsel özelliğini kullanırsak 

 

  

 

olur. Burada n tane  matrisi için bu örnekleri yaptık n tek olursa iz kaybolur! Eğer n=0 

olursa o zaman aşağıdaki sonucu elde ederiz. 

   

1 4  
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(ii) İki  matrisinin izini hesaplarsak; 

 

İki  matrisinin izini hesaplamak istersek anti komutasyon özelliklerini ve devirsel 

özelliğini kullanırız. 

 

2 · 1     (antikomutasyon) 

 

8              (devirsel)         

 

böylece şu sonucu yazarız. 

 

4   

 

(iii) Dört  matrisinin izini hesaplarsak;   

        

Burada da benzer yolu kullanacağız. 

 

2   

 

2 2 2  

 

devirsel özelliğini kullanırsak burada 

 

 

 

4     

 

sonucuna ulaşırız. 
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(iv) Son olarak ’i hesaplarsak 

 

0  

 

olur. Özetle bu yazdıklarımızı ifade edersek; 

 

1 4  

 

4   

 

4   

 

0                                                                                                                   (6.5) 

 

Polarize olmayan tesir kesiti 

Tüm bu iz hesaplamalarından sonra tekrar denklem (6.4)’e dönersek, elektron'un izi 

  

p// p// 4 ·    

 

olur. Benzer şekilde müon'un izini yazarsak; 

 

k/ k/ 4 ·  

 

Daha önce elektron, müon kütlesindeki orantısızlıktan dolayı kütleyi ihmal edeceğimizi 

söylemiştik. Şimdi burada kütle farkından dolayı 0 alacağız. Böylece denklem 

(6.4)’ü yeni haliyle yazarsak; 
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1
4

| |
8

· · · · ·                         6.6  

 

 

 

Şekil 6.1 Elektron müon saçılımı 

 

Şimdi  için başlangıç ve final momentumlarını yazarsak; 

 

     1  

 

· ̂  

 

Diğer yandan; · , ̂ · , ̂  olmak üzere  

 

· · · ̂ ̂ 2    

 

olur. Böylece;  

 

· 2   

 

sonucunu yazabiliriz.  Bu sonuç yardımıyla  
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4    

 

sonucunu yazabiliriz. Ayrıca 

 

· ·  ve · ·   

 

olur. Elde ettiğimiz bu eşitlikler yardımıyla denklem (6.6)’yı tekrar yazarsak; 

 

1
4

| |
8

16 2  

 

1
4

| | 1 1                                                       6.7  

 

Tesir kesiti; genliği hesapladıktan sonraki aşamamız tesir kesitini yazmak olacaktır. 

Burada CM’de işlemlerimiz yaptığımızı tekrar hatırlarsak CM enerjisinin 2  

olduğunuda bilmekteyiz. Ayrıca | | 2’dir. Bunları belirttikten sonra 

diferansiyel tesir kesitini yazarsak; 

 

1
2 16 ·

1
4

| |  

 

4 1 1 1                                                   6.8  

 

denklemini elde ederiz. Burada  ince yapı sabitidir ve  yani; ’dür. 

Eğer yüksek enerji limiti yani  alırsak o zaman; 
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4 1                                                                                                6.9  

 

denklemini elde ederiz.  

 

6.2  Helisite Yapısı  

 

Daha önceki bölümlerde belirttiğimiz gibi aşırı göreli elektron için helisite babında 

konuyu ele almaktayız. Buradaki elektronların momentumları açısızdır yani düzlem 

boyunca uzanırlar. Bu konuda bir önceki konunun aksine spini de hesaba katacağız. 

 

Bir önceki konuda polarize olmayan tesir kesitini hesaplamıştık.  Ancak burada 

1  açısal bağlılığı nerden gelmektedir sorusuna cevap vermemiz gerekir. Bu 

sorunun cevabını almak için  tesir kesitini hesaplarken spin yönelimlerini 

de dikkate alarak hesaplayacağız. 

 

İlk olarak polarize durumları seçeceğiz. Yüksek enerji limitte sonuç elde etmek için, 

spin boyunca parçacık hareketinin yönelimini kuantumlamak gerekir yani helisite 

durumlarını kullanacağız. 

 

Bu konudaki başlangıç noktamız gerek polarize gerekse polarize olmayan durumda 

denklem (6.1) olmaktadır. Bu denklem aynı zamanda spinörlü haliyle genliği 

vermektedir bize (Peskin ve Schroeder 1996). 

  

               (6.1) 

 

Burada şimdilik polarizasyonları ele alacağız. Bunu yapmak için kütlesiz fermionlar 

için; 
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1
2

0 0
0 1       

1
2

1 0
0 0                                                            6.10  

 

matrisleri dikkate alacağız. Bu matrisler izdüşüm işlemcileridir ve sırasıyla sağ ve sol 

elli spinörlardır. Böylece eğer denklem (6.1)’de 

   

   

 

eşitliğini yazarsak yeni bir denklem elde ederiz. 

 

Not: Burada gelen elektrona sağ elli demekteyiz. Ayrıca genlik sol elli elektron için 

sıfırken sağ elli elektron için değişmezdir. Bunu belirtirsek; 

 

1
2                                                               6.11  

 

Burada hatırlama amacıyla Dirac spinörünü yazarsak; 

 

  

 

1
2

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

0 0
0 1  

 

1
2

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 0  
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Kaldığımız yerden devam edersek elde ettiğimiz izdüşüm işlemcilerini toplamda yerine 

yazarsak; 

 

1
2

1
2

1
2  

 

denklemini elde ederiz. Yani burada sağ elli elektron ile sol elli pozitronun toplamının 

genliğini yazmış olduk. Devam edersek bu ifade üzerinden; 

 

1
2

p/
1

2
p/

1
2  

                                                       p/ p/  

                                          2 ·   (6.12) 

 

denklemini elde ederiz. Diğer yandan sağ elli  ve sol elli  için benzer hesaplama ile  

 

1
2

2 ·                                     6.13  

 

Böylece  saçılımı için CM’de şunu buluruz; 

 

| | 2 · · 2 · ·   
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| |
8

· · · · · · · ·  

 

| |
16

· ·                            

 

Burada;  

 

4   

 

· ·  ve · ·   

 

şeklindeydi. Ayrıca    eşitliklerini kullanırsak (kütleyi ihmal 

edip c yi 1 aldık her zamanki gibi) 

 

| | 1                                                                                             6.14  

 

sonucunu elde ederiz. 

 

| |
64  

 

denkleminde elde ettiğimiz bu sonucu yazarsak tesir kesitini  ; 

 

4 1                                                                        6.15  

 

olarak buluruz. Benzer olarak  ve  etkileşimleri için 

aşağıdaki sonuçları buluruz. 
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 1   

 

 
4 1                                                                        6.16  
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7. SONUÇ 

 

Stern-Gerlach deneyi ile spin keşfedilmiş Dirac deneyi ile de elektron spininin 1/2 

olduğu gösterilmiştir. Bir parçacığın spini kuantum mekaniksel bir niceliktir. Bu 

bağlamda aktif veya pasif bakış açılarıyla parçacık spininin ve spin kuantum 

durumlarının izahı farklı gözlem çerçevelerinde göreli ve göreli olmayan kuantum 

mekaniğinde yapılabilir. Kuantum mekaniksel nicelik olan spin ve göreli kuantum 

mekaniğinde onları temsil eden işlemciler uzaysal ve zamansal kısımdan oluşmaktadır. 

Ayrıca parçacık etkileşiminde spin bilgisi parçacık etkileşimi ve sonuçları için önemli 

bilgiler içermektedir. Spin bilgisiyle parçacık fiziğinde var olan birçok teorinin geçerli 

olup olmadığının ispatı yapılabilmektedir. 

 

Kuantum mekaniğinde spinin izahı ve anlamı incelenirken bu spinin uygun dönüşüm 

yasaları altında irdelenmesiyle olur. Bu irdelenme sırasında parçacığın kütleli olup 

olmaması dikkate alınmaktadır çünkü spin kuantum durumlarının ifadesi parçacığın 

kütleli olup olmasına göre bağlılık göstermektedir. Diğer yandan spin kuantum 

durumlarının farklı gözlem çerçevelerinde nasıl bir karşılığı olduğu spin kuantum 

durumlarını temsil eden helisite durumlarının dönüşümlerden nasıl etkilendiğini 

bilmekle olur.  

 

Spinin izahı kadar spinin değişip değişmediği de önemli bir konuyu teşkil etmektedir. 

Spinin değişmediğinin ispatı dönmeler ve ötelemeleri temsil eden işlemciler ile spini 

temsil eden işlemcilerin komutasyon bağıntılarının hesaplanmasıyla görülür. Bu 

komutasyon bağıntılarının hesabı spinin değişmediğini yani evrenin her yerinde aynı 

olduğunu göstermektedir. Ayrıca spin gibi kütle değişmemektedir ancak helisite 

değişebilir.  

 

Spin kuantum durumları spinli parçacığın hareketinin seçimine bağlıdır. Spin ve spin 

durumlarının yanında spin tam sayı ve buçuklu tam sayı olmak üzere bir değer 

almaktadır. Spin değeri dönme altında faz değeri alır bu faz değerine göre spini temsil 
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eden helisite tam ya da buçuklu tam sayı değeri almaktadır. Bozonik ve fermionik 

parçacıkların spin değeri bu şekilde hesaplanmaktadır. Ayrıca biri diğerinden dönüşmüş 

gözlem çerçevesinde spin kuantum durumunun ifadesi parçacığın bozonik ve fermionik 

olmasına bağlıdır. 

 

Spin durumu ise aynı zamanda spin yönelim dağılımını da gösteren spin yoğunluk 

matrisi ile belirtilir. Burada spin durumu tayin edilirken bu işlem parametreler aracılığı 

ile olur ve parametrelere göre parçacığın spininin aşağı ya da yukarı hali belirtilir. Spin 

yoğunluk matrisi birkaç tip parçacığın oluşturduğu topluluk içinde tanımlanır. Ayrıca 

spin yoğunluk matrisinin hangi bazda kurulacağını söylemek gerekir çünkü bir bazdan 

diğerine geçildiğinde bu üniter dönüşümde olmalıdır ki kuantum olasılıkları korunsun. 

Spin yoğunluk matrisi polarizasyon durumunun tek ya da çift olmasına göre ikiye 

ayrılır. 

 

Spin yönelimi bilinen polarize spin yönelimi bilinmeyen polarize olmayan parçacık 

demetlerinin neden olduğu saçılım parçacık fiziğine dair önemli bilgiler vermektedir. 

Şunu belirtmek gerekir ki; 

 

 1    tesir kesitinde eğer gelen elektron sağ elli 

gelen pozitrona sağ elli ise o zaman tesir kesitimiz sıfır olur. Ayrıca sağ elli spinorun 

momentumu +Z ekseni yönünde ise spini de +Z ekseni yönündedir yani aynı yöndedir. 

Sol elli spinörün momentumu ise spin ile zıt yöndedir. 
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