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Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, tez içinde kullan¬lacak temel kavramlar verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, C[a; b] uzay¬nda Korovkin teoreminin ifadesi ve ispat¬verilmi̧stir.

Daha sonra baz¬toplam biçimindeki lineer pozitif operatörlerin yaklaş¬m özellikleri

ve yaklaş¬m h¬zlar¬incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde lineer pozitif operatörler dizisi üzerine bir makale (Gadjiev ve

Ibragimov 1970) ele al¬nm¬̧st¬r.

Aral¬k 2011, 106 sayfa

Anahtar Kelimeler :Bernstein polinomlar¬, Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬,

Szasz operatörü, Bleimann Butzer ve Hahn operatörü, Meyer-König ve Zeller op-

eratörü, Baskakov operatörü, Balasz operatörü, Korovkin teoremi, lineer pozitif op-

eratörler, süreklilik modülü

i



ABSTRACT

Master Thesis

A General Linear Positive Operator Sequence Satisfying Korovkin �s Conditions

Serap KAYA

Ankara University

Graduate School of Natural And Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ertan ·IB·IKL·I

This thesis consists of four chapters.

The �rst chapter is devoted to introduction.

In the second chapter, basic concepts which will be used in the next chapters are

given.

In the third chapter, the proof of Korovkin�s Theorem in C[a; b] is given. Moreover,

the approximation properties and the speed of some linear positive operators are

investigated.

In the fourth chapter the paper on the sequence of linear positive operators by

Gadjiev and Ibragimov 1970 is studied.

December 2011, 106 pages

Key Words : Bernstein polynomials, Bernstein-Chlodowsky polynomials, Szasz

operator, Bleimann Butzer and Hahn operator, Meyer-König and Zeller operator,

Baskakov operator, Balasz operator, Korovkin theorem, linear positive operators,

modulus of continuity

ii
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

C [a; b] [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬sürekli ve reel de¼gerli fonksiyonlar¬n uzay¬

C2 [a; b] g; g0; g
00 2 C [a; b] olan fonksiyon uzay¬

CB[0;1) [0;1) aral¬¼g¬ndaki s¬n¬rl¬, sürekli reel de¼gerli fonksiyonlar¬n uzay¬

Ckn n�nin k�l¬kombinasyonu, yani Ckn =

0@ n

k

1A =
n!

(n� k)!k!

K(f ; �) f fonksiyonunun Peetre-K fonksiyoneli

LipM (�) Lipschitz S¬n¬f¬fonksiyonlar

Ln (f ;x)� f (x) Ln operatör dizisinin f fonksiyonuna düzgün yak¬nsakl¬¼g¬

N Do¼gal say¬lar kümesi

R Reel say¬lar kümesi

!(�) = !(f ; �) f fonksiyonunun süreklilik modülü

k:kC[a;b] C [a; b] uzay¬nda k:k = max
a�x�b

j:j ile tan¬ml¬norm

k:kC2[a;b] kgkC2[a;b] = kgkC[a;b] +
g0

C[a;b]
+
g00

C[a;b]
ile tan¬ml¬norm

v



1. G·IR·IŞ

Yaklaş¬mlar teorisi, verilen bir uzaydaki bir fonksiyona iyi özellikleri olan ayn¬uzaya

ait fonksiyonlar ailesi ile yaklaş¬m yap¬l¬p yap¬lamayaca¼g¬n¬araşt¬r¬r.

Yaklaş¬mlar teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen teorem; kapal¬[a; b] aral¬¼g¬

üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli sürekli bir f fonksiyonu için her � > 0 ve her x 2 [a; b]

olmak üzere

jPn (x)� f (x)j < �

olacak şekilde bir Pn (x) polinomunun varl¬¼g¬, ilk kez 1885 y¬l¬nda Alman Matema-

tikçi Weierstrass taraf¬ndan ifade ve ispat edilmi̧stir.

1912 y¬l¬nda Rus Matematikçi S. N. Bernstein taraf¬ndan [0; 1] kapal¬aral¬¼g¬üzerinde

tan¬ml¬reel de¼gerli sürekli bir f fonksiyonuna yaklaşan polinomlar¬n tipi hakk¬nda

bir teorem ispatlanm¬̧st¬r. S. N. Bernstein,

Bn (f ;x) =
nX
k=0

f

�
k

n

�
Cknx

k (1� x)n�k

tipinde polinomlar dizisi tan¬mlam¬̧s ve bu polinomlar dizisi için key� � > 0 veril-

di¼ginde her x 2 [0; 1] ve her n � n0 için

jBn (f ;x)� f (x)j < �

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermi̧stir.

Bu çal¬̧smada; Bernstein polinomlar¬yard¬m¬yla genel bir lineer pozitif operatörler

dizisi incelenmi̧s ve bu operatörün özel hallerinde Bernstein polinomlar¬ ve baz¬

genelleşmeleri elde edilmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde çal¬̧sma içinde gerekli olan tan¬mlar verilecektir.

2.1 Sonlu Aral¬kta Sürekli Fonksiyonlar Uzay¬

Tan¬m 2.1.1 Kapal¬ve sonlu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve sürekli fonksiyonlar uzay¬n¬

C [a; b] ile gösterelim. [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli bir f fonksiyonu Weierstrass

teoremine göre maksimum ve minimum de¼gerler alaca¼g¬ için C [a; b] üzerinde bir

norm

kfkC = max
a�x�b

jf (x)j

biçiminde tan¬mlanabilir.

f 2 C [a; b] ve (fn) ; C [a; b] deki fonksiyonlar¬n bir dizisi olmak üzere, fn dizisinin f

fonksiyonuna yaklaşmas¬için gerek ve yeter koşul [a; b] aral¬¼g¬ndaki tüm x noktalar¬

için

jfn (x)� f (x)j < M�n

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r. Burada �n s¬f¬ra yak¬nsayan bir dizi, M pozitif bir

say¬d¬r. ffn (x)g dizisinin C [a; b] normunda f fonksiyonuna yak¬nsamas¬düzgün

yak¬nsamad¬r. Bu yak¬nsama fn (x)� f (x) ile gösterilir (Rudin 1921).

2.2 Lineer Pozitif Operatörler

Tan¬m 2.2.1 L : X ! Y bir operatör olsun. f1 (x) ve f2 (x), X uzay¬nda herhangi

iki fonksiyon, a1 ve a2 key� iki reel say¬olmak üzere L operatörü

L (a1f1 + a2f2;x) = a1L (f1;x) + a2L (f2;x)

koşulunu gerçekliyor ise, o taktirde L operatörüne lineer operatör denir.

Lineer operatörler kümesi içinde çok önemli bir alt s¬n¬f vard¬r ki; o da lineer pozitif

2



operatörler s¬n¬f¬d¬r.

Tan¬m 2.2.2 X+ = ff 2 X : f � 0g ve Y + = fg 2 Y : g � 0g olsun. E¼ger

L : X+ � X ! Y + � Y ise o taktirde bu lineer operatöre �Lineer Pozitif Operatör�

denir.

Şimdi lineer pozitif operatörlerin önemli baz¬özelliklerini verelim.

Özellik 2.2.1 Lineer pozitif operatörler monotondur.

Gerçekten; 8x 2 R için f (x) � g (x) ise f (x) � g (x) � 0 d¬r. L operatörü pozitif

oldu¼gundan

L (f � g;x) � 0

olur ve L operatörünün lineerlik özelli¼ginden

L (f ;x)� L (g;x) � 0

elde edilir. Bu da istenendir.

Özellik 2.2.2 L lineer pozitif operatör olsun. Bu durumda

jL (f ;x)j � L (jf j ;x)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

Gerçekten; 8t 2 [a; b] için

� jf (t)j � f (t) � jf (t)j

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. L operatörünün monoton olma özelli¼ginden

�L (jf j ;x) � L (f ;x) � L (jf j ;x)

3



yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla

jL (f ;x)j � L (jf j ;x)

elde edilir.

Tan¬m 2.2.5 f fonksiyonu x0 noktas¬n¬ ihtiva eden bir aral¬kta her mertebeden

türevlenebilir olsun.
1X
k=0

f (k) (x0)

k!
(x� x0)k

serisine f fonksiyonu taraf¬ndan x0 noktas¬nda üretilen Taylor serisi ad¬verilir.

Taylor aç¬l¬m¬nda, özel olarak x0 = 0 al¬n¬rsa

1X
k=0

f (k) (0)

k!
xk

serisi elde edilir ki bu seriye Maclaurin serisi ad¬verilir.

Tan¬m 2.2.6 (Hölder Eşitsizli¼gi): p > 0 ve q > 0 reel say¬lar¬
1

p
+
1

q
= 1 şart¬n¬

sa¼glas¬n. Bu durumda 8 (ak) ; (bk) 2 lp dizileri için

1X
k=0

jak:bkj �
 1X
k=0

jakjp
! 1

p
 1X
k=0

jbkjq
! 1

q

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitsizlik p = q = 2 için Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi olarak

bilinir (Lorentz 1953).

2.3 Lineer Pozitif Operatör Dizilerinin Yaklaş¬m H¬z¬

Yaklaş¬mlar teorisinin önemli bir problemi de yaklaş¬m h¬z¬d¬r. Yaklaş¬m h¬z¬,

�n ! 0 (n!1) olmak üzere

jLn (f ;x)� f (x)j � c�n

4



eşitsizli¼gini sa¼glayan (�n) dizisinin bulunmas¬yla belirlenir.

Yaklaş¬mlar teorisinde, yaklaş¬m h¬z¬problemi olarak adland¬r¬lan bu hesaplamay¬

yapmak için bir çok araç kullan¬l¬r. Bu nedenle önce süreklilik modülünün tan¬m¬n¬

ve baz¬özelliklerini ispatlar¬yla birlikte verelim.

Tan¬m 2.3.1 (Süreklilik Modülü): f 2 C [a; b] olsun. � > 0 için

! (f ; �) = ! (�) = sup
x;t2[a;b]
jt�xj��

jf (t)� f (x)j

şeklinde tan¬mlanan ! (�) fonksiyonuna, f fonksiyonunun süreklilik modülü denir

(Altomare and Campiti 1993).

Süreklilik modülü aşa¼g¬daki özellikleri gerçekler.

i. ! (f ; �) � 0

ii. �1 � �2 ise ! (f ; �1) � ! (f ; �2)

iii. lim
�!0

! (f ; �) = 0

iv. m 2 N için ! (f ;m�) � m! (f ; �)

v. � 2 R+ için ! (f ;��) � (�+ 1)! (f ; �)

vi. jf (t)� f (x)j � ! (f ; jt� xj)

vii. jf (t)� f (x)j �
�
jt� xj
�

+ 1

�
! (f ; �)

5



·Ispat :

i. Süreklilik modülü tan¬m¬gere¼gince bir mutlak de¼gerin supremumu oldu¼gundan

ispat aç¬kt¬r.

ii. �1 � �2 için jt� xj � �2 bölgesinin jt� xj � �1 bölgesinden daha büyük oldu¼gu

aç¬kt¬r. Bölge büyüdükçe al¬nan supremum büyüyece¼ginden ispat aç¬kt¬r.

iii. f sürekli oldu¼gundan 8� > 0 için jx1 � x2j < � oldu¼gunda

jf (x1)� f (x2)j < �

sup jf (x1)� f (x2)j < �

eşitsizli¼gini sa¼glayan en az bir � > 0 var olup, ! (f ; �) n¬n tan¬m¬ndan

! (f ; �) < �

olur. (ii) den � < � için

! (f ; �) < �

yaz¬labiir. Bu da istenen ifadeyi verir.

iv. Süreklilik modülünün tan¬m¬ndan dolay¬m 2 N için

! (f ;m�) = sup
x;t2[a;b]
jt�xj�m�

jf (t)� f (x)j

yaz¬labilir.

jt� xj � m�

ise

x�m� � t � x+m�

6



olup, t = x+mh seçimiyle jhj � � için

! (f ;m�) = sup
x;t2[a;b]
jhj��

jf (x+mh)� f (x)j

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan

sup
x;t2[a;b]
jhj��

jf (x+mh)� f (x)j = sup
x;t2[a;b]
jhj��

�����
nX
k=0

[f (x+ (k + 1)h)� f (x+ kh)]
�����

olup eşitli¼gin sa¼g taraf¬na üçgen eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

sup
x;t2[a;b]
jhj��

jf (x+mh)� f (x)j �
m�1X
k=0

sup
x;t2[a;b]
jhj��

jf (x+ (k + 1)h)� f (x+ kh)j

� ! (f ; �) + ! (f ; �) + :::+ ! (f ; �)

= m! (f ; �)

elde edilir.

v. � 2 R+ say¬s¬n¬n tam k¬sm¬[j�j] ile gösterilirse tam de¼ger fonksiyonunun tan¬m¬

gere¼gi

[j�j] < � < [j�j] + 1

eşitsizli¼gi geçerlidir. Bu eşitsizlik ve ! (f ; �) fonksiyonunun monoton artan özelli¼gi

gözönünde bulundurulursa,

! (f ;��) � ! (f ; ([j�j] + 1) �) (2.3.1)

eşitsizli¼gi elde edilir. [j�j] pozitif bir tamsay¬ oldu¼gundan üstteki eşitsizli¼gin sa¼g

taraf¬na (iv) özelli¼gi uygulan¬rsa

! (f ; ([j�j] + 1) �) � ([j�j] + 1)! (f ; �)

7



elde edilir. Di¼ger yandan 8� 2 R+ için

[j�j] + 1 < �+ 1

oldu¼gundan

! (f ; ([j�j] + 1) �) � (�+ 1)! (f ; �)

olur. Buradan (2.3.1) yard¬m¬yla

! (f ;��) � (�+ 1)! (f ; �)

yaz¬labilir ki bu da istenendir.

vi. ! (f ; �) ifadesinde � = jt� xj seçersek,

! (f ; jt� xj) = sup
x2[a;b]

jf (t)� f (x)j

elde edilir. Bu durumda jf (t)� f (x)j ifadesinin supremumu ! (f ; jt� xj) olaca¼g¬n-

dan ispat aç¬kt¬r.

vii. (vi) den

jf (t)� f (x)j � !
�
f ;
jt� xj
�

�

�
yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte (v) özelli¼gi gere¼gi

jf (t)� f (x)j �
�
jt� xj
�

+ 1

�
! (f ; �)

olaca¼g¬ndan ispat tamamlan¬r.

Tan¬m 2.3.2 (Lipschitz S¬n¬f¬): 0 < � � 1 olmak üzere

jf (t)� f (x)j �M jt� xj� (2.3.2)

koşulunu sa¼glayan fonksiyonlara Lipschitz s¬n¬f¬ndan olan fonksiyonlar denir. M sabi-

8



tine de Lipschitz sabiti denir. Lipschitz s¬n¬f¬ndan olan fonksiyonlar f 2 LipM (�)

ile gösterilir (Korovkin 1960).

Tan¬m 2.3.3 (Peetre-K Fonksiyoneli): f 2 C [a; b] ve � � 0 olmak üzere,

K (f ; �) = inf
g2C2[a;b]

n
kf � gkC[a;b] + � kgkC2[a;b]

o
şeklinde tan¬mlanan ifadeye Peetre-K fonksiyoneli denir. Burada C2 [a; b] ikinci

basamaktan sürekli türevlenebilir fonksiyon uzay¬olmak üzere

kgkC2[a;b] = kgkC[a;b] + kg0kC[a;b] +
g00

C[a;b]

ile verilir.

Lemma 2.3.1 (·Integral Ba¼g¬nt¬s¬): g 2 C2 [a; b] olsun. Bu durumda

g (t)� g (x) = g0 (x) (t� x) +
tZ

x

g
00
(s) (t� s) ds (2.3.3)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat:
tZ

x

g
00
(s) (t� s) ds (2.3.4)

integraline k¬smi integrasyon uygulayal¬m;

t� s = u ise � ds = du

olup,

g
00
(s) ds = dv ise g

0
(s) = v

9



bulunur. Bunun (2.3.4) de yerine konulmas¬yla;

tZ
x

g
00
(s) (t� s) ds = (t� s) g0 (s) jtx +

tZ
x

g
0
(s) ds

= (t� s) g0 (s) jtx + g (s) jtx

= � (t� x) g0 (x) + g (t)� g (x)

olup buradan

g (t)� g (x) = g0 (x) (t� x) +
tZ

x

g
00
(s) (t� s) ds

yazabiliriz. Bu ise ispat¬tamamlar.
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3. L·INEER POZ·IT·IF OPERATÖRLER ·ILE FONKS·IYONLARA

YAKLAŞIM VE KOROVKIN TEOREM·I

1952 y¬l¬nda H. Bohman, toplam şeklindeki lineer pozitif operatörler dizisinin [0; 1]

kapal¬aral¬¼g¬nda sürekli f fonksiyonuna yaklaşmas¬problemini incelemi̧stir.

H. Bohman göstermi̧stir ki; x 2 [0; 1] ve 0 � �k;n � 1 oldu¼gunda

Ln (f ;x) =
nX
k=0

f (�k;n)Pk;n (x) ; Pk;n (x) � 0

lineer pozitif operatörler dizisinin, n ! 1 için [0; 1] aral¬¼g¬nda f fonksiyonuna

düzgün yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter koşullar

Ln (1;x) � 1 (3.0.1)

Ln (t;x) � x (3.0.2)

Ln
�
t2;x
�
� x2 (3.0.3)

olmak üzere üç tanedir.

H. Bohman� ¬n araşt¬rd¬¼g¬ operatörlerin de¼geri, f fonksiyonunun [0; 1] aral¬¼g¬n¬n

d¬̧s¬ndaki de¼gerlerinden ba¼g¬ms¬zd¬r.

1953 y¬l¬nda P. P. Korovkin genel bir teorem ispatlam¬̧s ve Bohman�¬n ifade etti¼gi

koşullar¬n genel halde de geçerli oldu¼gunu göstermi̧stir. Şimdi yaklaş¬mlar teorisinde

önemli bir yer tutan Korovkin teoremini verelim.

Teorem 3.0.1 (Ln) lineer pozitif operatörler dizisi, [a; b] kapal¬aral¬¼g¬nda n ! 1

iken (3.0.1), (3.0.2) ve (3.0.3) koşullar¬n¬gerçekliyor ise o taktirde, [a; b] aral¬¼g¬nda

sürekli ve tüm reel eksende s¬n¬rl¬herhangi bir f fonksiyonu için n!1 iken,

Ln (f ;x)� f (x) ; a � x � b

olur (Korovkin 1960).
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·Ispat: f 2 C [a; b] oldu¼gundan 8� > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k öyle bir � > 0 say¬s¬vard¬r

ki t 2 R ve x 2 [a; b] için jt� xj < � oldu¼gunda

jf (t)� f (x)j < � (3.0.4)

kal¬r. Di¼ger taraftan f s¬n¬rl¬oldu¼gundan 8x 2 R için jf (x)j � M olacak şekilde

M > 0 say¬s¬vard¬r.

jt� xj � � oldu¼gunda ise f s¬n¬rl¬oldu¼gundan ve üçgen eşitsizli¼ginden, M pozitif

bir sabit olmak üzere

jf (t)� f (x)j � jf (t)j+ jf (x)j � 2M

yaz¬labilir. Ayr¬ca jt� xj � � =)
q
(t� x)2 � � =) (t� x)2 � �2 olup

(t� x)2

�2
� 1 ) 2M

�2
(t� x)2 � 2M (3.0.5)

sa¼glan¬r. O halde (3:0:4) ve (3:0:5) eşitsizliklerinden 8� > 0 için

jf (t)� f (x)j < 2M

�2
(t� x)2 + � (3.0.6)

bulunur.

Lineer pozitif operatörlerin özelliklerinden

kLn (f ;x)� f (x)kC[a;b] = kLn (f (t)� f (x) ; x) + f (x) (Ln (f ; 1)� 1)kC[a;b]

� kLn (f (t)� f (x) ; x)kC[a;b] + kfkC[a;b] kLn (1; x)� 1kC[a;b]

� kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC[a;b] + kfkC[a;b] kLn (1; x)� 1kC[a;b]

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitsizli¼gin ikinci terimi (3.0.1) ifadesinden dolay¬ s¬f¬ra

yak¬nsar. Yani

kfkC[a;b] kLn (1; x)� 1kC[a;b] � �n

12



eşitsizli¼gini sa¼glayan ve n!1 iken �n ! 0 olacak şekilde bir (�n) dizisi vard¬r.

Bu durumda

kLn (f ;x)� f (x)kC[a;b] � kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC[a;b] + �n (3.0.7)

gerçeklenir.

(3.0.7) eşitsizli¼ginin sa¼g¬ndaki ilk terimi gözönüne alal¬m. (3.0.6) eşitsizli¼gi ve lineer

pozitif operatörlerin özellikleri kullan¬larak

Ln (jf (t)� f (x)j ;x) � Ln

�
2M

�2
(t� x)2 + �;x

�
= �Ln (1; x) +

2M

�2
Ln
�
(t� x)2 ;x

�
= �Ln (1; x) +

2M

�2
�
Ln
�
t2;x
�
� 2xLn (t;x) + x2Ln (1; x)

�
= � [Ln (1; x)� 1] + �+

2M

�2
f
�
Ln
�
t2;x
�
� x2

�
�2x [Ln (t;x)� x] + x2 [Ln (1; x)� 1]g

= �+

�
�+

2M

�2
x2
�
[Ln (1; x)� 1] +

2M

�2
�
Ln
�
t2;x
�
� x2

�
�4M
�2
x [Ln (t;x)� x]

elde edilir.

�+
2M

�2
x2 = g (x) ve � 4M

�2
x = h (x)

olsun. 8x 2 [a; b] için g (x) � sup
x2[a;b]

jg (x)j = b ve h (x) � sup
x2[a;b]

jh (x)j = c olmak

üzere

Ln (jf (t)� f (x)j ;x) � �+ b [Ln (1; x)� 1] +
2M

�2
�
Ln
�
t2;x
�
� x2

�
+c [Ln (t;x)� x]

13



kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC[a;b] � �+ b kLn (1; x)� 1kC[a;b]

+
2M

�2
Ln �t2;x�� x2C[a;b] + c kLn (t;x)� xkC[a;b]

elde edilir.

(3.0.1), (3.0.2) ve (3.0.3) ifadelerinden dolay¬

lim
n!1

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC[a;b] = 0

olur. Bu durumda (3.0.7) ifadesinin

lim
n!1

kLn (f (t) ; x)� f (x)kC[a;b] = 0

oldu¼gu görülür. Bu da ispat¬tamamlar.

1962 y¬l¬nda Baskakov, Mf sabiti, [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli f fonksiyonuna ba¼gl¬

bir sabit olmak üzere

jf (x)j �Mf

�
1 + x2

�
(3.0.8)

koşulunu sa¼glayan f fonksiyonu için Korovkin teoreminin gerçeklendi¼gini ispat-

lam¬̧st¬r.

Gerçekten; f 2 C [a; b] oldu¼gundan her � > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k öyle bir � > 0 say¬s¬

vard¬r ki t 2 R ve x 2 [a; b] için jt� xj < � oldu¼gunda

jf (t)� f (x)j < �

kal¬r.

Di¼ger yandan jt� xj � � oldu¼gunda x 2 [a; b] için f fonksiyonu (3.0.8) koşulunu

sa¼glad¬¼g¬ndan
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jf (t)� f (x)j � Mf

�
1 + x2

�
+Mf

�
1 + t2

�
= Mf

�
1 + t2 + x2

�
= Mf

�
2 + (t� x+ x)2 + x2

�
= 2

 
(t� x)2

�2
+ (t� x)2 + 2x(t� x)

2

�
+ 2x2

(t� x)2

�2

!

= Mf (t� x)2
�
2

�2
+ 1 +

2x

�
+
2x2

�2

�
� Mf (t� x)2

 
2

�2
+ 1 + sup

x�[a;b]

2x

�
+ sup
x�[a;b]

2x2

�2

!

şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte

c =Mf

 
2

�2
+ 1 + sup

x�[a;b]

2x

�
+ sup
x�[a;b]

2x2

�2

!

al¬n¬rsa

jf (t)� f (x)j � c (t� x)2

elde edilir.

Bu durumda 8x 2 [a; b] ve 8t 2 R için

jf (t)� f (x)j � �+ c (t� x)2

yaz¬labilir. Ayr¬ca

Ln (jf (t)� f (x)j ;x) � Ln
�
�+ c (t� x)2 ;x

�
= �Ln (1;x) + c

�
Ln
�
t2;x
�
� 2xLn (t;x) + x2Ln (1; x)

�
= � [Ln (1;x)� 1] + �+ cf

�
Ln
�
t2;x
�
� x2

�
�2x [Ln (t;x)� x] + x2 [Ln (1;x)� 1]g
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olup, k = sup
x�[a;b]

j�2xj ve l = sup
x�[a;b]

jx2j olmak üzere

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC[a;b] � �+ (�+ l) kLn (1; x)� 1kC[a;b] + k kLn (t;x)� xkC[a;b]

+c
Ln �t2;x�� x2C[a;b]

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

(3.0.1), (3.0.2) ve (3.0.3) ifadelerinden dolay¬

lim
n!1

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC[a;b] = 0

olur. Bu durumda (3.0.7) eşitsizli¼ginden istenen

lim
n!1

kLn (f ;x)� f (x)kC[a;b] = 0

elde edilir. O halde Korovkin teoremi sa¼glanm¬̧s olur.

3.1 Bernstein Polinomlar¬ve Yaklaş¬m Özellikleri

1912 y¬l¬nda S. Bernstein, Weierstrass�¬n yaklaş¬m teoreminde bahsetti¼gi P (x) poli-

nomunu aşa¼g¬daki gibi tan¬mlam¬̧st¬r.

0 � x � 1 olmak üzere bu polinom,

Bn (f ;x) =
nX
k=0

f

�
k

n

�
Cknx

k (1� x)n�k (3.1.1)

biçimindedir (Bernstein 1912). Burada

Ckn =

�
n

k

�
=

n!

(n� k)!k!

dir.
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Bu polinomlar¬n temel yap¬s¬; a ve b pozitif say¬lar ve n bir do¼gal say¬olmak üzere;

(a+ b)n =
nX
k=0

Ckna
kbn�k

binom formülüne ba¼gl¬d¬r. Bu formülde x 2 [0; 1] olmak üzere a = x ve b = 1 � x

al¬n¬rsa;

(x+ 1� x)n = (1)n = 1 =
nX
k=0

Cknx
k (1� x)n�k

eşitli¼gi elde edilir.

Teorem 3.1.1 (3.1.1) ile tan¬mlanan Bernstein polinomlar¬, [0; 1] kapal¬aral¬¼g¬nda

sürekli ve tüm pozitif yar¬eksende s¬n¬rl¬olan f fonksiyonuna n ! 1 iken [0; 1]

aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsar. Yani f 2 C [0; 1] ise

Bn (f ;x)� f (x) ; x 2 [0; 1]

gerçeklenir (Lorentz 1953).

·Ispat: ·Ispat¬Korovkin teoremini kullanarak yapaca¼g¬z. Bunun için öncelikleBn (f ;x)

operatörünün lineer ve pozitif oldu¼gunu gösterelim.

8a1; a2 2 R ve 8f1; f2 2 C [0; 1] için

Bn (a1f1 + a2f2;x) =
nX
k=0

(a1f1 + a2f2)

�
k

n

�
Cknx

k (1� x)n�k

= a1

nX
k=0

f1

�
k

n

�
Cknx

k (1� x)n�k

+a2

nX
k=0

f2

�
k

n

�
Cknx

k (1� x)n�k

= a1Bn (f1;x) + a2Bn (f2;x)

oldu¼gundan Bn lineerdir.
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x 2 [0; 1] için xk (1� x)n�k � 0 oldu¼gundan f � 0 için Bn (f ;x) � 0 olur. Bundan

dolay¬Bn pozitiftir.

Şimdi Korovkin teoreminin koşullar¬n¬araşt¬ral¬m.

Bn (1; x) =
nX
k=0

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

= (1� x+ x)n

= 1 (3.1.2)

Bn (t;x) =
nX
k=0

k

n

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

= x
nX
k=1

�
n� 1
k � 1

�
xk�1 (1� x)n�k

= x
n�1X
k=o

�
n� 1
k

�
xk (1� x)(n�1)�k

= x (1� x+ x)n�1

= x (3.1.3)

Bn
�
t2;x

�
=

nX
k=0

k2

n2

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

= x
nX
k=1

k

n

�
n� 1
k � 1

�
xk�1 (1� x)n�k

= x

nX
k=1

k � 1
n

�
n� 1
k � 1

�
xk�1 (1� x)n�k

+
x

n

nX
k=1

�
n� 1
k � 1

�
xk�1 (1� x)n�k

= x2
n� 1
n

nX
k=2

�
n� 2
k � 2

�
xk�2 (1� x)n�k

+
x

n

n�1X
k=0

�
n� 1
k

�
xk (1� x)(n�1)�k
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= x2
n� 1
n

n�2X
k=0

�
n� 2
k

�
xk (1� x)(n�2)�k

+
x

n
(1� x+ x)n�1

= x2
n� 1
n

(1� x+ x)n�2 + x
n

= x2 +
x� x2
n

(3.1.4)

olur. Sonuç olarak

Bn (1; x) = 1

Bn (t;x) = x

Bn
�
t2;x

�
= x2 +

x� x2
n

eşitliklerinden

lim
n!1

kBn (1; x)� 1kC[0;1] = 0

lim
n!1

kBn (t;x)� xkC[0;1] = 0

lim
n!1

Bn �t2;x�� x2C[0;1] = lim
n!1

x2 + x� x2n
� x2


C[0;1]

= lim
n!1

max
0�x�1

����x� x2n

����
= lim

n!1

1

4n

= 0

sa¼glan¬r. Korovkin teoremine göre f 2 C [0; 1] için

kBn (f ;x)� f (x)kC[0;1] ! 0

gerçeklenir.

Bernstein polinomlar¬n¬n f 2 C [0; 1] fonksiyonuna yaklaşma h¬z¬n¬Tan¬m 2.3.1 de
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tan¬mlanan süreklilik modülü yard¬m¬yla aşa¼g¬daki teorem ile verebiliriz.

Teorem 3.1.2 Bn (f ;x) ; (3.1.1) �de oldu¼gu gibi tan¬mlanm¬̧s olsun. [0; 1] aral¬¼g¬nda

sürekli f fonksiyonu için

jBn (f ;x)� f (x)j �
3

2
!
�
f ;n�

1
2

�
eşitsizli¼gi gerçeklenir (Lorentz 1953).

·Ispat: Pk;n (x) =
�
n

k

�
xk (1� x)n�k olmak üzere (3.1.2) eşitli¼gi ve Bernstein poli-

nomlar¬n¬n lineerli¼ginden

jBn (f ;x)� f (x)j =
�����
nX
k=0

f

�
k

n

�
Pk;n (x)� f (x)

�����
=

�����
nX
k=0

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
Pk;n (x)

�����
�

nX
k=0

����f �kn
�
� f (x)

����Pk;n (x)
elde edilir. Süreklilik modülünün (vii) özelli¼ginde t =

k

n
seçimiyle;

����f �kn
�
� f (x)

���� �
 �� k

n
� x
��

�n
+ 1

!
! (f ; �n)

yaz¬labilir. Bunu yukar¬daki eşitsizlikte yerine yazarsak;

jBn (f ;x)� f (x)j �
nX
k=0

 �� k
n
� x
��

�n
+ 1

!
! (f ; �n)Pk;n (x)

= ! (f ; �n)

"
nX
k=0

Pk;n (x) +
1

�n

nX
k=0

����kn � x
����Pk;n (x)

#

bulunur. Toplam¬n ikinci k¬sm¬na Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gini uygulay¬p ayr¬ca

(3:1:2) eşitli¼gini kullanacak olursak
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jBn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)

241 + 1

�n

 
nX
k=0

Pk;n (x)

! 1
2
 

nX
k=0

�
k

n
� x
�2
Pk;n (x)

! 1
2

35
elde ederiz. Tekrar (3.1.2) eşitli¼gini uygulayal¬m. Bu durumda

jBn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)

241 + 1

�n

 
nX
k=0

�
k

n
� x
�2
Pk;n (x)

! 1
2

35 (3.1.5)

olur.
nP
k=0

�
k

n
� x
�2
Pk;n (x) = Bn

�
(t� x)2 ;x

�
dir. Bn lineer oldu¼gundan,

Bn
�
(t� x)2 ;x

�
= Bn

�
t2;x

�
� 2xBn (t;x) + x2Bn (1; x)

= x2 +
x (1� x)

n
� 2x2 + x2

=
x (1� x)

n

olup bunu (3.1.5) de yerine yazarsak

jBn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)
"
1 +

1

�n

p
x (1� x)p

n

#

elde ederiz. 8x 2 [0; 1] için

p
x (1� x) � max

0�x�1

p
x (1� x) = 1

2

oldu¼gundan ifademiz

jBn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)
�
1 +

1

�n

1

2n
1
2

�

şeklini al¬r. �n = n�
1
2 seçilirse;

jBn (f ;x)� f (x)j � !
�
f ;n�

1
2

��
1 +

1

2

�
=

3

2
!
�
f ;n�

1
2

�
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eşitsizli¼gini elde ederiz. Bu eşitsizlik bize; x 2 [0; 1] olmak üzere Bn (f ;x) operatö-

rünün f fonksiyonuna yaklaş¬m h¬z¬n¬n, n�
1
2 nin 0�a yaklaş¬m h¬z¬ndan daha küçük

oldu¼gunu gösterir.

3.2 Bernstein-Chlodowsky Polinomlar¬ve Bir Genelleşmesinin Yaklaş¬m

Özellikleri

Chlodowsky (1937) taraf¬ndan s¬n¬rs¬z bir aral¬k üzerinde Bernstein polinomlar¬

genelleştirilmi̧s ve bu polinomlar¬n baz¬yaklaş¬m özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bernstein-

Chlodowsky polinomlar¬olarak adland¬r¬lan bu polinomlar;

B�n (f ;x) =
nX
k=0

f

�
k

n
bn

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
; 0 � x � bn (3.2.1)

biçimindedir. Burada (bn) dizisi

lim
n!1

bn =1 ve lim
n!1

bn
n
= 0

koşullar¬n¬sa¼glayan monoton artan reel terimli pozitif bir say¬dizisidir.

Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬ tan¬ml¬ oldu¼gu [0; bn] aral¬¼g¬n¬n n ! 1 iken

[0;1) aral¬¼g¬na dönüşmesinden dolay¬Korovkin teoremi sa¼glamaz.

Gerçekten;

B�n (1; x) =
nX
k=0

�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
=

�
1� x

bn
+
x

bn

�n
= 1

22



B�n (t;x) =
nX
k=0

k

n
bn

�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= x

nX
k=1

�
n� 1
k � 1

��
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
= x

n�1X
k=0

�
n� 1
k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�(n�1)�k
= x

�
1� x

bn
+
x

bn

�n�1
= x

B�n
�
t2;x

�
=

nX
k=0

k2

n2
b2n

�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= x

nX
k=1

k

n
bn

�
n� 1
k � 1

��
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
= x

nX
k=1

k � 1
n

bn

�
n� 1
k � 1

��
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
+
x

n
bn

nX
k=1

�
n� 1
k � 1

��
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
= x2

n� 1
n

nX
k=2

�
n� 2
k � 2

��
x

bn

�k�2�
1� x

bn

�n�k
+
x

n
bn

n�1X
k=0

�
n� 1
k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�(n�1)�k
= x2

n� 1
n

n�2X
k=0

�
n� 2
k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�(n�2)�k
+
x

n
bn

�
1� x

bn
+
x

bn

�n�1
= x2

n� 1
n

�
1� x

bn
+
x

bn

�n�2
+
x

n
bn

= x2 + x
(bn � x)
n

şeklinde olup s¬n¬rs¬z aral¬k üzerinde örne¼gin f (x) = x2 2 C(0;1) seçti¼gimiz tak-

tirde B�n �t2;x�� x2C(0;bn) = b2n
4n
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elde edilir. Buradan

lim
n!1

B�n �t2;x�� x2C(0;bn) =1
bulunur. Bu ise yak¬nsaman¬n gerçeklenmedi¼gini gösterir.

1995 y¬l¬nda Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬n¬n E. ·Ibikli ve E. Gadjiev taraf¬ndan

� � 0, � > 0; � + � = 1 olmak üzere

B�;�n (f ;x) =

nX
k=0

f

�
�x+ �

kbn
n

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
; 0 � x � bn (3.2.2)

şeklinde bir genelleşmesi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada (bn) dizisi;

lim
n!1

bn =1 ve lim
n!1

bn
n
= 0

koşullar¬n¬sa¼glayan monoton artan reel terimli pozitif say¬dizisidir.

B�;�n (f; x) operatörleri f özel olarak bir polinomsa polinomdur aksi halde polinom

de¼gildir.

(3.2.2) operatörlerinin Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬n¬n bir genelleşmesi oldu¼gu

kolayca görülebilir.

Gerçekten, (3.2.2) de � = 0; � = 1 yaz¬ld¬¼g¬taktirde

B0;1n (f ;x) =

nX
k=0

f

�
k

n
bn

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k

(3.2.1) polinomlar dizisi elde edilir.

B�;�n (f; x) in lineer pozitif operatör oldu¼gu kolayca görülebilir. Gerçekten;
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8a1; a2 2 R ve 8f1; f2 2 C [0;1) için

B�;�n (a1f1 + a2f2;x) =

nX
k=0

(a1f1 + a2f2)

�
�x+ �

kbn
n

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= a1

nX
k=0

f1

�
�x+ �

kbn
n

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+a2

nX
k=0

f2

�
�x+ �

kbn
n

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= a1B

�;�
n (f1;x) + a2B

�;�
n (f2;x)

oldu¼gundan B�;�n lineerdir.

0 � x � bn oldu¼gundan
x

bn
� 0 ve 1� x

bn
� 0 oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla f � 0 için

B�;�n (f ;x) � 0 olur. Bundan dolay¬B�;�n pozitiftir.

Teorem 3.2.1 [0;1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ sürekli ve f (x) = O (1 + x2) koşulunu

sa¼glayan her f fonksiyonu için, herhangi bir [0; A] sonlu aral¬¼g¬nda

B�;�n (f ;x)� f (x)

gerçeklenir (·Ibikli ve Gadjiev 1995).

·Ispat: �+� = 1 eşitli¼gini dikkate alarak Korovkin teoreminin koşullar¬n¬araşt¬ral¬m.

B�;�n (1; x) =

nX
k=0

�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
=

�
1� x

bn
+
x

bn

�n
= 1 (3.2.3)

B�;�n (t;x) =

nX
k=0

(�x+ �
k

n
bn)

�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= �x+ �

nX
k=0

k

n
bn

�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
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= �x+ �x

nX
k=1

�
n� 1
k � 1

��
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
= �x+ �x

n�1X
k=0

�
n� 1
k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�(n�1)�k
= �x+ �x

�
1� x

bn
+
x

bn

�n�1
= (�+ �)x

= x (3.2.4)

B�;�n
�
t2;x

�
=

nX
k=0

(�x+ �
k

n
bn)

2

�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= �2x2 + 2��x

nX
k=0

k

n
bn

�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+�2

nX
k=0

k2

n2
b2n

�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= �2x2 + 2��x2

nX
k=1

�
n� 1
k � 1

��
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
+�2x

nX
k=1

k

n
bn

�
n� 1
k � 1

��
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
= �2x2 + 2��x2

n�1X
k=0

�
n� 1
k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�(n�1)�k
+�2x

nX
k=1

k � 1
n

bn

�
n� 1
k � 1

��
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
+�2

x

n
bn

nX
k=1

�
n� 1
k � 1

��
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
= �2x2 + 2��x2 + �2

n� 1
n

x2 + �2
x

n
bn

= (�+ �)2 x2 +
�2x (bn � x)

n

= x2 +
�2x (bn � x)

n
(3.2.5)

olur. Sonuç olarak

B�;�n (1; x) = 1
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B�;�n (t;x) = x

B�;�n
�
t2;x

�
= x2 +

�2x (bn � x)
n

eşitliklerinden n!1 için

B�;�n (1; x)� 1

C[0;A]

! 0

B�;�n (t;x)� x

C[0;A]

! 0

B�;�n �
t2;x

�
� x2


C[0;A]

= max
0�x�A

����x2 + �2x (bn � x)n
� x2

����
� �2Abn

n
! 0

sa¼glan¬r. Korovkin teoremine göre f 2 C [0; A] için

B�;�n (f ;x)� f (x)

gerçeklenir. [0; A] aral¬¼g¬nda B�;�n (f ;x) operatörünün f fonksiyonuna yak¬nsakl¬¼g¬n¬

elde ettik.

Yaklaş¬m h¬z¬n¬elde etmek için aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.2 f fonksiyonu [0;1) aral¬¼g¬nda

f (x) = O
�
1 + x2

�
(3.2.6)

koşulunu sa¼glayan sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir s¬n¬rl¬[0; A]

aral¬¼g¬üzerinde ��B�;�n (f ;x)� f (x)
�� � C!1+A f;rbn

n

!
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada C, n�den ba¼g¬ms¬z bir sabittir, !1+A ise f fonksiyonunun

[0; 1 + A] aral¬¼g¬ndaki süreklilik modülüdür (·Ibikli ve Gadjiev 1995).
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·Ispat: x 2 [0; A] için

E
0

k =

�
k : �x+ �

k

n
bn � 1 + A

�

E
00

k =

�
k : �x+ �

k

n
bn � 1 + A

�
kümelerini tan¬mlayal¬m. (3.2.3) den dolay¬

��B�;�n (f ;x)� f (x)
�� =

�����
nX
k=0

�
f(�x+ �

k

n
bn)� f (x)

��
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�����
�

nX
k2E0k

����f(�x+ � knbn)� f (x)
���� �nk

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k

+

nX
k2E00k

����f(�x+ � knbn)� f (x)
���� �nk

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= I

0

n + I
00

n (3.2.7)

yaz¬labilir.

Şimdi I
0
n ve I

00
n ifadelerini hesaplayal¬m.

f fonksiyonu [0;1) aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon oldu¼gundan C1 � 1 say¬s¬vard¬r

öyle ki

jf (x)j � C1; x 2 [0; A]

yaz¬labilir. (3.2.6) dan dolay¬����f(�x+ � knbn)� f (x)
���� � C2 �1 + (�x+ � knbn)2

�

olacak şekilde bir C2 � 1 say¬s¬vard¬r. Bu iki eşitsizlikten;
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����f(�x+ � knbn)� f (x)
���� �

����f(�x+ � knbn)
����+ jf (x)j

� C2

�
1 + (�x+ �

k

n
bn)

2

�
+ C1

� C3

�
(�x+ �

k

n
bn)

2 + 2

�

elde edilir. Burada C3 = maxfC1; C2g al¬nm¬̧st¬r.

k 2 E 0
k ve x 2 [0; A] için �����x+ � knbn � x

���� � 1
oldu¼gundan,����f(�x+ � knbn)� f (x)

���� � C3

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

�2 �
4 + 4x+ x2

�
� C3

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

�2
(A+ 2)2

= C4

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

�2
(3.2.8)

bulunur. Burada C4 = C3 (A+ 2)
2 olup (3.2.3), (3.2.4) ve (3.2.5) ifadelerinden;

nX
k=0

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

�2�
n

k

��
x

bn
k

��
1� x

bn

�n�k

=
nX
k=0

�
(�x+ �

k

n
bn)

2 � 2x(�x+ � k
n
bn) + x

2

�
= B�;�n

�
t2;x

�
� 2xB�;�n (t;x) + x2B�;�n (1; x)

= x2 +
�2x (bn � x)

n
� 2x2 + x2

=
�2x (bn � x)

n
(3.2.9)

bulunur. Böylece (3.2.8) ve (3.2.9) dan
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I
0

n � C4

nX
k=0

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

�2�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= C4

�2x (bn � x)
n

� C4
�2Abn
n

elde edilir. C5 = C4�
2A al¬n¬rsa,

I
0

n � C5
bn
n

(3.2.10)

olur.

Şimdi de I
00
n ifadesini hesaplayal¬m. Süreklilik modülünün özelliklerinden

x 2 [0; A] için

I
00

n =
nX

k2E00k

����f(�x+ � knbn)� f (x)
���� �nk

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k

�
nX
k=0

!1+A

�
f ;

����(�� 1)x+ � knbn
������nk

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
�

nX
k=0

 
1 +

��(�� 1)x+ � k
n
bn
��

�n

!
!1+A (f ; �n)

�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
� !1+A (f ; �n)

"
1 +

1

�n

nX
k=0

����(�� 1)x+ � knbn
���� �nk

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k#

yaz¬labilir. Böylece (3.2.9) eşitli¼gi ve Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky eşitsizli¼gi kul-

lan¬larak

I
00

n � !1+A (f ; �n)

"
1 +

1

�n

nX
k=0

����(�� 1)x+ � knbn
���� �nk

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k#

� !1+A (f ; �n)

241 + 1

�n

vuut nX
k=0

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

�2�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k35
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� !1+A (f ; �n)

241 + 1

�n

s
�2x (bn � x)

n

35
� !1+A (f ; �n)

"
1 +

1

�n

�
p
x (bn � x)p
n

#

elde edilir.

x 2 [0; A] için x (bn � x) � bnA d¬r. �n =
r
bn
n
al¬n¬rsa

I
00

n � !1+A

 
f ;

r
bn
n

!26641 + 1r
bn
n

�
p
bnAp
n

3775
= !1+A

 
f ;

r
bn
n

!�
1 + �

p
A
�

(3.2.11)

bulunur. (3.2.10) ve (3.2.11) in (3.2.7) de yerine yaz¬lmas¬yla

��B�;�n (f ;x)� f (x)
�� � C5

bn
n
+ !1+A

 
f ;

r
bn
n

!�
1 + �

p
A
�

� C6

"
!1+A

 
f ;

r
bn
n

!
+
bn
n

#

elde edilir. Burada C6 = maxfC5; 1 + �
p
Ag ile verilir.

lim
n!1

bn
n
= 0 oldu¼gundan yeterince büyük n ler için

bn
n
�
r
bn
n
dir. Ayr¬ca süreklilik

modülünün özelliklerinden

Cf

r
bn
n
� !1+A

 
f ;

r
bn
n

!

olacak şekilde f fonksiyonuna ba¼gl¬sabit bir Cf say¬s¬bulabiliriz. C = C6

�
1 +

1

Cf

�
al¬n¬rsa;
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��B�;�n (f ;x)� f (x)
�� � C!1+A f ;rbn

n

!
elde edilir.

E¼ger f fonksiyonu ayn¬ zamanda türevlenebilir bir fonksiyon ise yaklaş¬m h¬z¬n¬

aşa¼g¬daki teoremle verebiliriz.

Teorem 3.2.3 f (x), f 0 (x) = O (x) (x ! 1) koşulunu sa¼glayan bir sürekli türeve

sahip fonksiyon olsun. !1 (�), f
0
(x) fonksiyonunun [0; 1 + A] aral¬¼g¬ndaki süreklilik

modülü olmak üzere,

��B�;�n (f ;x)� f (x)
�� �Mrbn

n
!1

 r
bn
n

!

gerçeklenir. Burada M; n den ba¼g¬ms¬z bir sabittir (·Ibikli ve Gadjiev 1995).

·Ispat: Ortalama de¼ger teoremine göre �; x ve �x+ �
k

n
bn aras¬nda bir nokta olmak

üzere

f

�
�x+ �

k

n
bn

�
� f (x) =

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

�
f
0
(�)

=

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

�
f
0
(x)

+

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

��
f
0
(�)� f 0 (x)

�
gerçeklenir. Bu eşitlikten

B�;�n (f ;x)� f (x) =

nX
k=0

�
f

�
�x+ �

k

n
bn

�
� f (x)

��
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= f

0
(x)

nX
k=0

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

��
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+

nX
k=0

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

��
f
0
(�)� f 0 (x)

�
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�
�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= f

0
(x)
�
(�� 1)xB�;�n (1; x) + �B�;�n (t;x)

�
+

nX
k=0

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

��
f
0
(�)� f 0 (x)

�
�
�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
elde edilir. (3.2.3) ve (3.2.4) den ilk terim s¬f¬rd¬r. Ayr¬ca

j� � xj �
����(�� 1)x+ � knbn

����
olup, Teorem 3.2.2 de oldu¼gu gibi aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi elde ederiz.

��B�;�n (f ;x)� f (x)
�� � !1 (�n)

"
nX
k=0

����(�� 1)x+ � knbn
���� �nk

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+
1

�n

nX
k=0

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

�2�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k#

+C6
bn
n

(3.2.12)

·Ikinci toplam ifadesi (3.2.9) eşitli¼ginden,

1

�n

nX
k=0

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

�2�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
=
1

�n

�2x (bn � x)
n

oldu¼gu görülür.

Ayr¬ca x 2 [0; A ] için
1

�n

�2x (bn � x)
n

� 1

�n

�2bnA

n

gerçeklenir.

·Ilk terim ise Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky eşitsizli¼ginden
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nX
k=0

����(�� 1)x+ � knbn
���� �nk

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k

�
 

nX
k=0

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

�2�
n

k

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k! 1
2

� �
p
x (bn � x)p
n

� �
p
Abnp
n

elde edilir. Buldu¼gumuz bu iki eşitsizli¼gi (3.2.12) de yerine yazarsak

��B�;�n (f ;x)� f (x)
�� � !1 (�n)��pAbnp

n
+
1

�n

�2bnA

n

�
+ C6

bn
n

elde edilir. �n =

r
bn
n
al¬rsak

��B�;�n (f ;x)� f (x)
�� � !1

 r
bn
n

!�
�
p
Abnp
n

+

r
n

bn

�2bnA

n

�
+ C6

bn
n

= !1

 r
bn
n

! 
�
p
A

r
bn
n
+ �2A

r
bn
n

!
+ C6

bn
n

= !1

 r
bn
n

!�
�
p
A+ �2A

�rbn
n
+ C6

bn
n

olur. Yeterince büyük n ler için

bn
n
�
r
bn
n
� !1

 r
bn
n

!

oldu¼gundan

��B�;�n (f ;x)� f (x)
�� � !1

 r
bn
n

!�
�
p
A+ �2A

�rbn
n
+C6

r
bn
n
!1

 r
bn
n

!

= M

r
bn
n
!1

 r
bn
n

!

eşitsizli¼gi elde edilir.
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3.3 Szász Operatörleri ve Yaklaş¬m Özellikleri

Bernstein polinomlar¬n¬n s¬n¬rs¬z bir aral¬k üzerinde genelleştirilmesi olan Szász

operatörleri, 1950 y¬l¬nda Otto Szász taraf¬ndan

Sn (f ;x) = e
�nx

1X
k=0

f

�
k

n

�
(nx)k

k!
(3.3.1)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Szász 1950).

Sn (f ;x) lineer pozitif operatördür.

Gerçekten; 8a1; a2 2 R ve 8f1; f2 2 C [0; A] için

Sn (a1f1 + a2f2;x) = e�nx
1X
k=0

(a1f1 + a2f2)

�
k

n

�
(nx)k

k!

= e�nxa1

1X
k=0

f1

�
k

n

�
(nx)k

k!
+ e�nxa2

1X
k=0

f2

�
k

n

�
(nx)k

k!

= a1Sn (f1;x) + a2Sn (f2;x)

oldu¼gundan Sn (f ;x) lineerdir.

k 2 N ve x 2 [0; A] için e�nx (nx)
k

k!
� 0 oldu¼gundan f � 0 için Sn (f ;x) � 0 olur.

Bundan dolay¬Sn (f ;x) pozitiftir.

Teorem 3.3.1 (3.3.1) ile tan¬mlanan Szász operatörleri A 2 R+ olmak üzere [0; A]

kapal¬aral¬¼g¬nda sürekli ve tüm pozitif yar¬eksende s¬n¬rl¬olan f fonksiyonuna [0; A]

aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsar. Yani f 2 C [0; A] ise

Sn (f ;x)� f (x) ; x 2 [0; A]

gerçeklenir.

·Ispat: Sn (f ;x) lineer pozitif operatör oldu¼gundan Korovkin teoreminin koşullar¬n¬
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göstermek yeterlidir.

Sn (1; x) = e�nx
1X
k=0

(nx)k

k!

= e�nxenx

= 1 (3.3.2)

Sn (t;x) = e�nx
1X
k=0

k

n

(nx)k

k!

= e�nx
1X
k=1

nk�1xk�1x

(k � 1)!

= xe�nx
1X
k=0

(nx)k

k!

= xe�nxenx

= x (3.3.3)

Sn
�
t2;x

�
= e�nx

1X
k=0

k2

n2
(nx)k

k!

= e�nx
1X
k=1

k

n

nk�1xk�1x

(k � 1)!

= xe�nx
1X
k=2

k � 1
n

(nx)k�1

(k � 1)! +
x

n
e�nx

1X
k=1

(nx)k�1

(k � 1)!

= x2e�nx
1X
k=2

(nx)k�2

(k � 2)! +
x

n
e�nx

1X
k=0

(nx)k

k!

= x2e�nx
1X
k=0

(nx)k

k!
+
x

n

= x2 +
x

n
(3.3.4)

olur. Sonuç olarak

Sn (1; x) = 1

Sn (t;x) = x

Sn
�
t2;x

�
= x2 +

x

n
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eşitliklerinden

lim
n!1

kSn (1; x)� 1kC[0;A] = 0

lim
n!1

kSn (t;x)� xkC[0;A] = 0

lim
n!1

Sn �t2;x�� x2C[0;A] = lim
n!1

max
0�x�A

x2 + x
n
� x2


C[0;A]

= lim
n!1

A

n

= 0

sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla Korovkin teoremi gere¼gince 8f 2 C [0; A] için

Sn (f ;x)� f (x) ; x 2 [0; A]

gerçeklenir.

Şimdi Szász operatörlerinin yaklaş¬m h¬z¬n¬süreklilik modülü yard¬m¬yla hesapla-

yal¬m.

Teorem 3.3.2 E¼ger f 2 C [0; A] ise

kSn (f ;x)� f (x)kC[0;A] �
�
1 +

p
A
�
!

�
f ;

1p
n

�

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat: (3.3.2) eşitli¼gi ve Szász operatörlerinin lineerli¼ginden

jSn (f ;x)� f (x)j =
�����e�nx

1X
k=0

f

�
k

n

�
(nx)k

k!
� f (x) e�nx

1X
k=0

(nx)k

k!

�����
=

�����e�nx
1X
k=0

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
(nx)k

k!

�����
� e�nx

1X
k=0

����f �kn
�
� f (x)

���� (nx)kk!
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elde edilir. Süreklilik modülünün (vii) özelli¼ginde t =
k

n
seçimiyle;

����f �kn
�
� f (x)

���� �
 �� k

n
� x
��

�n
+ 1

!
! (f ; �n)

yaz¬labilir. Bunu yukar¬daki eşitsizlikte yerine yazarsak

jSn (f ;x)� f (x)j � e�nx
1X
k=0

 �� k
n
� x
��

�n
+ 1

!
! (f ; �n)

(nx)k

k!

= ! (f ; �n)

"
e�nx

1X
k=0

(nx)k

k!
+
e�nx

�n

1X
k=0

����kn � x
���� (nx)kk!

#

bulunur. Toplam¬n ikinci k¬sm¬na Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gini uygulay¬p ayr¬ca

(3.3.2) eşitli¼gini kullanacak olursak

jSn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)

241 + 1

�n

 
e�nx

1X
k=0

(nx)k

k!

! 1
2
 1X
k=0

�
k

n
� x
�2
(nx)k

k!

! 1
2

35
elde ederiz. Tekrar (3.3.2) eşitli¼gini uygulayal¬m. Bu durumda

jSn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)

241 + 1

�n

 
e�nx

1X
k=0

�
k

n
� x
�2
(nx)k

k!

! 1
2

35 (3.3.5)

olur. e�nx
1X
k=0

�
k

n
� x
�2
(nx)k

k!
= Sn

�
(t� x)2 ;x

�
dir. Sn lineer oldu¼gundan

Sn
�
(t� x)2 ;x

�
= Sn

�
t2;x

�
� 2xSn (t;x) + x2Sn (1; x)

= x2 +
x

n
� 2x2 + x2

=
x

n

olup bunu (3.3.5) de yerine yazarsak

jSn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)
�
1 +

1

�n

p
xp
n

�
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elde ederiz. 8x 2 [0; A] için

p
x � max

0�x�A

p
x =

p
A

oldu¼gundan ifademiz

jSn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)
"
1 +

1

�n

p
A

n
1
2

#

şeklini al¬r. �n = n�
1
2 seçilirse

jSn (f ;x)� f (x)j �
�
1 +

p
A
�
!

�
f ;

1p
n

�

eşitsizli¼gini elde ederiz. Bu eşitsizlik bize, x 2 [0; A] olmak üzere Sn (f ;x)� in

f fonksiyonuna yaklaş¬m h¬z¬n¬n, n�
1
2 nin s¬f¬ra yaklaş¬m h¬z¬ndan daha küçük

oldu¼gunu gösterir.

Şimdi de Szász operatörlerinin yaklaş¬m h¬z¬n¬ Peetre-K fonksiyoneli yard¬m¬yla

hesaplayal¬m.

Teorem 3.3.3 E¼ger f 2 C2 [0; A] ise

kSn (f ;x)� f (x)k
C2[0;A]

� 2K
�
f ;
A

4n

�

gerçeklenir. Burada K
�
f ;
A

4n

�
Peetre-K fonksiyonelidir.

·Ispat: (2.3.3) eşitli¼gi ile verilen integral ba¼g¬nt¬s¬n¬n kullan¬lmas¬yla

Sn(g (t)� g (x) ; x) = Sn

0@g0 (x) (t� x) + tZ
x

g
00
(s) (t� s) ds;x

1A
= Sn

�
g
0
(x) (t� x) ; x

�
+ Sn

0@ tZ
x

g
00
(s) (t� s) ds;x

1A
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olur. Son eşitsizli¼gin her iki yan¬n¬n mutlak de¼gerini al¬r ve üçgen eşitsizli¼gini kul-

lan¬rsak

jSn(g (t)� g (x) ; x)j �
���Sn �g0 (x) (t� x) ; x����+

������Sn
0@ tZ
x

g
00
(s) (t� s) ds;x

1A������
ve dolay¬s¬yla

jSn(g (t)� g (x) ; x)j � kg0kC[0;A] jSn ((t� x) ; x)j

+
g00

C[0;A]

������Sn
0@ tZ
x

(t� s) ds;x

1A������ (3.3.6)

bulunur. Öte yandan

tZ
x

(t� s) ds = �(t� s)
2

2
jtx =

(t� x)2

2

olup bu ifade (3.3.6) da yerine yaz¬l¬rsa

jSn(g (t)� g (x) ; x)j � kg0kC[0;A] jSn ((t� x) ; x)j+
1

2

g00
C[0;A]

��Sn �(t� x)2 ;x��� (3.3.7)

olur. (3.3.2), (3.3.3) ve (3.3.4) eşitliklerinden

Sn ((t� x) ; x) = Sn (t;x)� xSn (1; x)

= x� x

= 0

ve

Sn
�
(t� x)2 ;x

�
= Sn

�
t2;x

�
� 2xSn (t;x) + x2Sn (1; x)

= x2 +
x

n
� 2x2 + x2

=
x

n
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bulunur. Bu sonuçlar (3.3.7) de kullan¬l¬rsa

jSn(g (t)� g (x) ; x)j �
1

2

x

n

g00
C[0;A]

elde edilir.

kgkC2[0;A] = kgkC[0;A] + kg0kC[0;A] +
g00

C[0;A]

oldu¼gundan

jSn(g (t)� g (x) ; x)j �
1

2

x

n
kgkC2[0;A] (3.3.8)

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan;

jSn (f ;x)� f (x)j = jSn (f ;x)� f (x) + Sn (g;x)� Sn (g;x) + g (x)� g (x)j

şeklinde yaz¬labilir.

jSn (f ;x)� f (x)j = j(Sn (f ;x)� Sn (g;x)) + (�f (x) + g (x)) + (Sn (g;x)� g (x))j

diyebiliriz. Üçgen eşitsizli¼ginin uygulanmas¬yla

jSn (f ;x)� f (x)j � jSn ((f � g) ; x)j+ jf (x)� g (x)j+ jSn (g;x)� g (x)j

olacakt¬r. Sn lineer operatör oldu¼gundan

jSn (f ;x)� f (x)j � kf � gkC[0;A] jSn (1; x)j+ kf � gkC[0;A] + jSn (g;x)� g (x)j

olur. Bu eşitsizlikte (3.3.2) ve (3.3.8) in kullan¬lmas¬yla

jSn (f ;x)� f (x)j � 2 kf � gkC[0;A] +
x

2n
kgkC2[0;A]

elde edilir. O halde,

kSn (f ;x)� f (x)kC[0;A] � 2 kf � gkC[0;A] +
A

2n
kgkC2[0;A]
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bulunur. Her iki taraf¬n g 2 C2 [0; A] üzerinden in�mumu al¬n¬rsa sol taraf g den

ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan

kSn (f ;x)� f (x)kC2[0;A] � 2K
�
f ;
A

4n

�

bulunur ve ispat tamamlan¬r.

Şimdi Lipschitz s¬n¬f¬ndaki fonksiyonlar için Szász operatörlerinin f fonksiyonlar¬na

yaklaş¬m h¬z¬n¬hesaplayal¬m.

Teorem 3.3.4 f 2 LipM (�), 0 < � � 1 olmak üzere;

kSn (f ;x)� f (x)kC[0;A] = O
 �

A

n

��
2

!

gerçeklenir.

·Ispat: (3.3.2) eşitli¼gi ve Szász operatörlerinin lineerli¼ginden,

jSn (f ;x)� f (x)j =
�����e�nx

1X
k=0

f

�
k

n

�
(nx)k

k!
� f (x) e�nx

1X
k=0

(nx)k

k!

�����
=

�����e�nx
1X
k=0

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
(nx)k

k!

�����
bulunur. Ayr¬ca e�nx � 0 ve (nx)

k

k!
� 0 oldu¼gu ve üçgen eşitsizli¼gi dikkate al¬nd¬¼g¬nda,

jSn (f ;x)� f (x)j � e�nx
1X
k=0

����f �kn
�
� f (x)

���� (nx)kk!
(3.3.9)

olur. Di¼ger taraftan (2.3.2) de t =
k

n
seçimiyle

����f �kn
�
� f (x)

���� �M ����kn � x
�����
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yazabiliriz. Bu eşitsizli¼gi (3.3.9) da kullanacak olursak

jSn (f ;x)� f (x)j �M
1X
k=0

����kn � x
����� (nx)kk!

e�nx (3.3.10)

elde ederiz. Ayr¬ca
�

2
+
2� �
2

= 1 oldu¼gundan

1X
k=0

����kn � x
����� (nx)kk!

e�nx =

1X
k=0

����kn � x
�����
 
(nx)k

k!
e�nx

!�
2
 
(nx)k

k!
e�nx

! 2��
2

=
1X
k=0

 �
k

n
� x
�2
(nx)k

k!
e�nx

!�
2
 
(nx)k

k!
e�nx

! 2��
2

yaz¬labilir. Bu eşitlik (3.3.10) da kullan¬l¬rsa

jSn (f ;x)� f (x)j �M
1X
k=0

 �
k

n
� x
�2
(nx)k

k!
e�nx

!�
2
 
(nx)k

k!
e�nx

! 2��
2

bulunur. p =
2

�
ve q =

2

2� � için
1

p
+
1

q
= 1 olur. Hölder eşitsizli¼ginden

jSn (f ;x)� f (x)j � M

 1X
k=0

�
k

n
� x
�2
(nx)k

k!
e�nx

!�
2
 1X
k=0

(nx)k

k!
e�nx

! 2��
2

= M

 1X
k=0

�
k

n
� x
�2
(nx)k

k!
e�nx

!�
2

(Sn (1; x))
2��
2

bulunur. (3.3.2) ve e�nx
1X
k=0

�
k

n
� x
�2
(nx)k

k!
= Sn

�
(t� x)2 ;x

�
eşitliklerinden

jSn (f ;x)� f (x)j � MSn
�
(t� x)2 ;x

��
2

= M(Sn
�
t2;x

�
� 2xSn (t;x) + x2Sn (1; x))

�
2

olur. Dolay¬s¬yla (3.3.2), (3.3.3) ve (3.3.4) den
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jSn (f ;x)� f (x)j � M
�
x2 +

x

n
� 2x2 + x2

��
2

= M
�x
n

��
2

elde edilir. x 2 [0; A] oldu¼gundan max
0�x�A

x = A oldu¼gu aç¬kt¬r. O halde

kSn (f ;x)� f (x)kC[0;A] �M
�
A

n

��
2

olur. Yani,

kSn (f ;x)� f (x)kC[0;A] = O
 �

A

n

��
2

!
bulunur ve ispat tamamlan¬r.

3.4 Baskakov Operatörü ve Yaklaş¬m Özellikleri

1957 y¬l¬nda V. A. Baskakov, bir diskte analitik fonksiyonun Taylor aç¬l¬m¬ndan

yararlanarak x 2 [0;1) ve f 2 C [0;1); olmak üzere

Kn (f ;x) =
1X
k=0

f

�
k

n

��
n+ k � 1

k

�
xk

(1 + x)n+k
(3.4.1)

biçiminde Kn (f ;x) operatörünü tan¬mlam¬̧st¬r (Baskakov 1957).

Baskakov operatörü lineer pozitif operatördür.

Gerçekten; 8a1; a2 2 R ve 8f1; f2 2 C[0;1) için

Kn (a1f1 + a2f2;x) =
1X
k=0

(a1f1 + a2f2)

�
k

n

��
n+ k � 1

k

�
xk

(1 + x)n+k

44



= a1

1X
k=0

f1

�
k

n

��
n+ k � 1

k

�
xk

(1 + x)n+k

+a2

1X
k=0

f2

�
k

n

��
n+ k � 1

k

�
xk

(1 + x)n+k

= a1Kn (f1;x) + a2Kn (f2;x)

oldu¼gundan Kn lineerdir.

x 2 [0;1] oldu¼gundan
�
n+ k � 1

k

�
xk

(1 + x)n+k
� 0 olur. Dolay¬s¬yla f � 0 için

Kn (f ;x) � 0 oldu¼gundan Kn lineer pozitif operatördür.

Teorem 3.4.1 A 2 R+, x 2 [0; A] ve f 2 C[0;1) olmak üzere (3.4.1) ile tan¬mlanan

Baskakov operatörü için

Kn (f ;x)� f (x) ; 0 � x � A

gerçeklenir.

·Ispat: f (t) = (1 + x� xt)�n fonksiyonunun t = 0 noktas¬nda üretti¼gi Taylor serisi;

f (t) = (1 + x� xt)�n =) f (0) = (1 + x)�n

f
0
(t) = nx (1 + x� xt)�n�1 =) f

0
(0) = nx(1 + x)�n�1

f
00
(t) = n (n+ 1) x2 (1 + x� xt)�n�2 =) f

00
(0) = n (n+ 1) x2(1 + x)�n�2

ve böylece devam edilirse,

f (k) (t) = n (n+ 1) ::: (n+ k � 1)xk (1 + x� xt)�n�k

olup

f (k) (0) = n (n+ 1) ::: (n+ k � 1)xk(1 + x)�n�k
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olacakt¬r. O halde

(1 + x� xt)�n =

1X
k=0

f (k) (0)

k!
tk

=
1X
k=0

n (n+ 1) ::: (n+ k � 1)
k!

xk

(1 + x)n+k
tk

=

1X
k=0

(n+ k � 1)!
(n� 1)!k!

xk

(1 + x)n+k
tk

=
1X
k=0

�
n+ k � 1

k

�
xk

(1 + x)n+k
tk

bulunur. t = 1 seçersek;

(1 + x� x)�n =
1X
k=0

�
n+ k � 1

k

�
xk

(1 + x)n+k
(3.4.2)

elde ederiz.

Şimdi (3.4.2) eşitli¼ginden faydalanarak Korovkin teoreminin koşullar¬n¬araşt¬ral¬m.

Kn (1; x) =
1X
k=0

�
n+ k � 1

k

�
xk

(1 + x)n+k

= (1 + x� x)�n

= 1 (3.4.3)

Kn (t;x) =
1X
k=0

k

n

(n+ k � 1)!
(n� 1)!k! x

k (1 + x)�(n+k)

=
1X
k=1

(n+ k � 1)!
n! (k � 1)! x

k (1 + x)�(n+k)

=

1X
k=0

(n+ k)!

n!k!
xk+1 (1 + x)�(n+k+1)

= x
1X
k=0

�
n+ k

k

�
xk (1 + x)�(n+k+1)

= x (1 + x� x)�(n+1)

= x (3.4.4)
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Kn

�
t2;x

�
=

1X
k=0

k2

n2
(n+ k � 1)!
(n� 1)!k! x

k (1 + x)�(n+k)

=
1X
k=1

k

n

(n+ k � 1)!
n! (k � 1)! x

k (1 + x)�(n+k)

=
1X
k=1

k � 1
n

(n+ k � 1)!
n! (k � 1)! x

k (1 + x)�(n+k)

+

1X
k=1

1

n

(n+ k � 1)!
n! (k � 1)! x

k (1 + x)�(n+k)

=
1

n

1X
k=2

(n+ k � 1)!
n! (k � 2)! x

k (1 + x)�(n+k)

+
1

n

1X
k=0

(n+ k)!

n!k!
xk+1 (1 + x)�(n+k+1)

=
1

n

1X
k=0

(n+ k + 1)!

n!k!
xk+2 (1 + x)�(n+k+2) +

x

n
(1 + x� x)�(n+1)

=
n+ 1

n
x2

1X
k=0

�
n+ k + 1

k

�
xk (1 + x)�(n+k+2) +

x

n

=
n+ 1

n
x2 (1 + x� x)�(n+2) + x

n

=
n+ 1

n
x2 +

x

n

= x2 +
x2 + x

n
(3.4.5)

olur. Sonuç olarak

Kn (1; x) = 1

Kn (t;x) = x

Kn

�
t2;x

�
= x2 +

x2 + x

n

eşitliklerinden

lim
n!1

kKn (1; x)� 1kC[0;A] = 0

lim
n!1

kKn (t;x)� xkC[0;A] = 0
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lim
n!1

Kn

�
t2;x

�
� x2


C[0;A]

= lim
n!1

max
0�x�A

x2 + x2 + xn � x2

C[0;A]

= lim
n!1

A2 + A

n

= 0

sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla Korovkin teoremi gere¼gince 8f 2 C[0;1) için

Kn (f ;x)� f (x) ; 0 � x � A

gerçeklenir.

Baskakov Operatörü için yaklaş¬m h¬z¬n¬veren bir teorem verelim.

Teorem 3.4.2 Kn (f ;x) ; (3.4.1) de oldu¼gu gibi tan¬mlanm¬̧s olsun. x 2 [0; A] için

f 2 C [0; A] ise

jKn (f ;x)� f (x)j �
�
1 +

p
A2 + A

�
!

�
f ;

1p
n

�

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat: f 2 C [0; A] olmak üzere Kn (f ;x) operatörünün lineerli¼ginden,

jKn (f ;x)� f (x)j =
�����
1X
k=0

�
f

�
k

n

�
� f (x)

��
n+ k � 1

k

�
xk

(1 + x)n+k

�����
olur. Burada

1P
k=0

�
n+ k � 1

k

�
xk

(1 + x)n+k
=

1P
k=0

Pk;n (x) = 1 ifadesinden ve üçgen

eşitsizli¼ginden,

jKn (f ;x)� f (x)j �
1X
k=0

����f �kn
�
� f (x)

����Pk;n (x)

48



elde edilir. Süreklilik modülünün (vii) özelli¼ginde t =
k

n
seçimiyle;

jKn (f ;x)� f (x)j �
1X
k=0

 
1 +

�� k
n
� x
��

�n

!
! (f ; �n)Pk;n (x)

= ! (f ; �n)

" 1X
k=0

Pk;n (x) +
1

�n

1X
k=0

����kn � x
����Pk;n (x)

#

bulunur. Toplam¬n ikinci k¬sm¬na Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gini uygulay¬p ayr¬ca
1P
k=0

Pk;n (x) = 1 eşitli¼gini kullanacak olursak,

jKn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)

241 + 1

�n

 1X
k=0

Pk;n (x)

! 1
2
 1X
k=0

�
k

n
� x
�2
Pk;n (x)

! 1
2

35

elde ederiz. Tekrar
1P
k=0

Pk;n (x) = 1 eşitli¼gini uygulayal¬m. Bu durumda,

� ! (f ; �n)

241 + 1

�n

 1X
k=0

�
k

n
� x
�2
Pk;n (x)

! 1
2

35
= ! (f ; �n)

241 + 1

�n

 1X
k=0

k2

n2
Pk;n (x)� 2x

1X
k=0

k

n
Pk;n (x) + x

2

1X
k=0

Pk;n (x)

! 1
2

35
= ! (f ; �n)

�
1 +

1

�n

�
Kn

�
t2;x

�
� 2xKn (t;x) + x

2Kn (1; x)
� 1
2

�

elde edilir. Bu eşitsizlikte (3.4.3), (3.4.4) ve (3.4.5) ifadelerinin kullan¬lmas¬yla

jKn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)

"
1 +

1

�n

p
x2 + xp
n

#

� ! (f ; �n)

"
1 +

1

�n

p
A2 + Ap
n

#
; x 2 [0; A]

olur. �n = n�
1
2 seçelim. Böylece

jKn (f ;x)� f (x)j �
�
1 +

p
A2 + A

�
!

�
f ;

1p
n

�

elde ederiz.
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Şimdi Baskakov operatörünün yaklaş¬m h¬z¬n¬Peetre-K fonksiyoneli yard¬m¬yla hesapla-

yal¬m.

Teorem 3.4.3 E¼ger f 2 C2 [0; A] ise

kKn (f ;x)� f (x)k
C2[0;A]

� 2K
�
f ;
A2 + A

4n

�

gerçeklenir. Burada K
�
f ;
A2 + A

4n

�
Peetre-K fonksiyonelidir.

·Ispat: (2.3.3) ile verilen integral ba¼g¬nt¬s¬n¬n uygulanmas¬yla;

Kn(g (t)� g (x) ; x) = Kn

0@g0 (x) (t� x) + tZ
x

g
00
(s) (t� s) ds;x

1A
= Kn

�
g
0
(x) (t� x) ; x

�
+Kn

0@ tZ
x

g
00
(s) (t� s) ds;x

1A
olur. Son eşitsizli¼gin her iki yan¬n¬n mutlak de¼gerini al¬r ve üçgen eşitsizli¼gini kul-

lan¬rsak

jKn(g (t)� g (x) ; x)j �
���Kn

�
g
0
(x) (t� x) ; x

����+
������Kn

0@ tZ
x

g
00
(s) (t� s) ds;x

1A������
ve dolay¬s¬yla da,

jKn(g (t)� g (x) ; x)j � kg0kC[0;A] jKn ((t� x) ; x)j

+
g00

C[0;A]

������Kn

0@ tZ
x

(t� s) ds;x

1A������ (3.4.6)

bulunur. Öte yandan

tZ
x

(t� s) ds = �(t� s)
2

2
jtx =

(t� x)2

2
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olup bu ifade (3.4.6) da yerine yaz¬l¬rsa

jKn(g (t)� g (x) ; x)j � kg0kC[0;A] jKn ((t� x) ; x)j

+
1

2

g00
C[0;A]

��Kn

�
(t� x)2 ;x

��� (3.4.7)

olur. (3.4.3), (3.4.4) ve (3.4.5) eşitliklerinden,

Kn ((t� x) ; x) = Kn (t;x)� xKn (1; x)

= x� x

= 0

ve

Kn

�
(t� x)2 ;x

�
= Kn

�
t2;x

�
� 2xKn (t;x) + x

2Kn (1; x)

= x2 +
x2 + x

n
� 2x2 + x2

=
x2 + x

n

bulunur. Bu sonuçlar (3.4.7) de yerine yaz¬l¬rsa

jKn(g (t)� g (x) ; x)j �
1

2

x2 + x

n

g00
C[0;A]

elde edilir.

kgkC2[0;A] = kgkC[0;A] + kg0kC[0;A] +
g00

C[0;A]

oldu¼gundan

jKn(g (t)� g (x) ; x)j �
1

2

x2 + x

n
kgkC2[0;A] (3.4.8)

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan

jKn (f ;x)� f (x)j = jKn (f ;x)� f (x) +Kn (g;x)�Kn (g;x) + g (x)� g (x)j

= j(Kn (f ;x)�Kn (g;x)) + (�f (x) + g (x))

+ (Kn (g;x)� g (x))j
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diyebiliriz. Üçgen eşitsizli¼ginin uygulanmas¬yla

jKn (f ;x)� f (x)j � jKn ((f � g) ; x)j+ jf (x)� g (x)j+ jKn (g;x)� g (x)j

olacakt¬r. Kn lineer operatör oldu¼gundan

jKn (f ;x)� f (x)j � kf � gkC[0;A] jKn (1; x)j+ kf � gkC[0;A] + jKn (g;x)� g (x)j

olur. Bu eşitsizlikte (3.4.3) ve (3.4.8) in kullan¬lmas¬yla

jKn (f ;x)� f (x)j � 2 kf � gkC[0;A] +
x2 + x

2n
kgkC2[0;A]

elde edilir. O halde

kKn (f ;x)� f (x)kC[0;A] � 2 kf � gkC[0;A] +
A2 + A

2n
kgkC2[0;A]

bulunur. Her iki taraf¬n g 2 C2 [0; A] üzerinden in�mumu al¬n¬rsa sol taraf g den

ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan

kKn (f ;x)� f (x)kC2[0;A] � 2K
�
f ;
A2 + A

4n

�

bulunur ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.4.4 f 2 LipM (�), 0 < � � 1 olmak üzere;

kKn (f ;x)� f (x)kC[0;A] = O
 �

A2 + A

n

��
2

!

gerçeklenir.

·Ispat:
1P
k=0

�
n+ k � 1

k

�
xk

(1 + x)n+k
=

1P
k=0

Pk;n (x) = 1 ifadesinden ve operatörün
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lineerli¼ginden,

jKn (f ;x)� f (x)j =
�����
1X
k=0

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
Pk;n (x)

�����
�

1X
k=0

����f �kn
�
� f (x)

����Pk;n (x)
elde edilir. (2.3.2) de t =

k

n
seçimiyle

jKn (f ;x)� f (x)j �M
1X
k=0

����kn � x
����� Pk;n (x)

bulunur.
1

p
+
1

q
= 1 olaca¼g¬ndan

jKn (f ;x)� f (x)j �M
1X
k=0

����kn � x
����� (Pk;n (x)) 1p (Pk;n (x)) 1q

elde edilir. p =
2

�
ve q =

2

2� � için Hölder eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

jKn (f ;x)� f (x)j � M

" 1X
k=0

����kn � x
����2 Pk;n (x)

#�
2
" 1X
k=0

Pk;n (x)

# 2��
2

� M
�
Kn

�
t2;x

�
� 2xKn (t;x) + x

2Kn (1; x)
��
2

bulunur. Dolay¬s¬yla (3.4.3), (3.4.4) ve (3.4.5) den,

jKn (f ;x)� f (x)j � M

�
x2 +

x2 + x

n
� 2x2 + x2

��
2

= M

�
x2 + x

n

��
2

elde edilir. x 2 [0; A] oldu¼gundan max
0�x�A

(x2 + x) = A2 + A d¬r. O halde

kKn (f ;x)� f (x)kC[0;A] �M
�
A2 + A

n

��
2
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olur. Yani,

kKn (f ;x)� f (x)kC[0;A] = O
 �

A2 + A

n

��
2

!
bulunur ve ispat tamamlan¬r.

3.5 Genelleştirilmi̧s Baskakov Operatörü ve Yaklaş¬m Özellikleri

Bu k¬s¬mda Baskakov operatörünün bir genelleştirilmesi verilip baz¬yaklaş¬m özel-

likleri incelenecektir.

Ck [a; b] ; (0 � k < 1) ile reel eksenin [a; b] (b > a) aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬ ve

bu aral¬kta k kere sürekli türevlenebilir tüm reel de¼gerli fonksiyonlar¬n kümesini

gösterelim. Bu aral¬k kapal¬, yar¬aç¬k ve aç¬k olarak düşünülebilir.

Ck[a;1) (0 � k;m <1) ile

f (k) (x) = O (xm) ; (x!1)

olmak üzere, tüm f 2 Ck[a;1) fonksiyonlar¬n¬n kümesini gösterelim.

Vn : C
0;0[0;1)! C0 [a; b]

olmak üzere

Vn (f ;x) =
1X
k=0

f

�
k

n

�
(�1)k x

k

k!
'(k)n (x) (3.5.1)

şeklinde tan¬ml¬lineer pozitif operatörler dizisi genelleştirilmi̧s Baskakov operatörü

olarak adland¬r¬l¬r. Burada 'n : C ! C olup aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan fonksiy-

onlar dizisidir.

i) 'n (n = 1; 2; :::), B = fz 2 C : jz � bj � bg diskini içeren bir D bölgesinde anali-

tiktir.

54



ii) 'n (0) = 1; (n = 1; 2; :::)

iii) 8n 2 N; x 2 [0; b] ve k 2 N0 = N [ f0g için

(�1)k '(k)n (x) � 0

olur. Yani f'ngn2N katl¬monotondur.

iv) '(k)n (x) = �n'(k�1)n(m) (x) (1 + �k;n (x)) ; x 2 [0; b] ; (n; k = 1; 2; :::) olacak biçimde

birm (n) pozitif tamsay¬s¬vard¬r, burada n!1 iken �k;n (x) ; [0; b] aral¬¼g¬nda s¬f¬ra

düzgün olarak yak¬nsar ve

lim
n!1

n

m (n)
= 1

gerçeklenir.

Teorem 3.5.1 E¼ger f'ng dizisi (i) ve (iv) koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa, o taktirde (3.5.1)

ile tan¬mlanm¬̧s lineer pozitif operatörler dizisi [0; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve tüm reel

eksende

jf (x)j �Mf

�
1 + x2

�
eşitsizli¼gini sa¼glayan her bir f fonksiyonuna ayn¬aral¬kta düzgün yak¬nsar. Yani,

n!1 iken

Vn (f ;x)� f (x) ; 0 � x � b

gerçeklenir.

·Ispat: 'n bir analitik fonksiyon oldu¼gundan,

'n (y) =
1X
k=0

'
(k)
n (x)

k!
(y � x)k (3.5.2)

şeklinde Taylor aç¬l¬m¬na sahiptir. Dolay¬s¬yla

'
0

n (y) =
1X
k=0

'
(k)
n (x)

k!
k (y � x)k�1 (3.5.3)
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ve

'
00

n (y) =
1X
k=0

'
(k)
n (x)

k!
k (k � 1) (y � x)k�2 (3.5.4)

bulunur. (3.5.2), (3.5.3) ve (3.5.4) ifadelerinde y = 0 al¬rsak,

'n (0) =

1X
k=0

(�x)k

k!
'(k)n (x) (3.5.5)

'
0

n (0) =

1X
k=0

(�x)k�1

k!
k'(k)n (x) =

1X
k=1

(�x)k�1

(k � 1)!'
(k)
n (x) (3.5.6)

'
00

n (0) =

1X
k=0

(�x)k�2

k!
k (k � 1)'(k)n (x) =

1X
k=2

(�x)k�2

(k � 2)!'
(k)
n (x) (3.5.7)

eşitliklerini buluruz.

Şimdi bu eşitliklerden faydalanarak Korovkin teoreminin koşullar¬n¬araşt¬ral¬m.

(ii) den 'n (0) = 1 oldu¼gundan

Vn (f ;x) =
1X
k=0

(�x)k

k!
'(k)n (x)

= 'n (0)

= 1

bulunur. Dolay¬s¬yla

Vn (1; x)� 1

olur.

Vn (t;x) =
1X
k=0

k

n

(�x)k

k!
'(k)n (x)

=
1

n

1X
k=1

(�x)k

(k � 1)!'
(k)
n (x)

= �x
n

1X
k=0

(�x)k

k!
'(k+1)n (x)
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(3.5.6) dan dolay¬eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki toplam '
0
n (0) a eşittir. O halde

Vn (t;x) = �
x

n
'
0

n (0) (3.5.8)

bulunur. (iv) den dolay¬'
0
n (0) = �n'm(n) (0) (1 + �1;n (x)) olup,

lim
n!1

�1;n (x) = 0

bulunur. Bu sonuçlar¬(3.5.8) de kullan¬rsak,

Vn (t;x) = �x
n

�
�n'm(n) (0) (1 + �1;n (x))

�
= x

�n
n

�
'm(n) (0) (1 + �1;n (x))

'm(n) (0) = 1 ve lim
n!1

n

n
= 1 olup buradan

Vn (t;x)� x

elde edilir.

Vn
�
t2;x

�
=

1X
k=0

�
k

n

�2
(�x)k

k!
'(k)n (x)

=
1

n2

1X
k=0

(�x)k

k!
k2'(k)n (x)

=
1

n2

1X
k=1

(�x)k

(k � 1)!k'
(k)
n (x)

=
1

n2

1X
k=1

(�x)k

(k � 1)!(k � 1)'
(k)
n (x) +

1

n2

1X
k=1

(�x)k

(k � 1)!'
(k)
n (x)

=
1

n2

1X
k=2

(�x)k

(k � 2)!'
(k)
n (x) +

1

n2

1X
k=1

(�x)k

(k � 1)!'
(k)
n (x)

=
1

n2

1X
k=0

(�x)k+2

k!
'(k+2)n (x) +

1

n2

1X
k=0

(�x)k+1

k!
'(k+1)n (x)

=
x2

n2

1X
k=0

(�x)k

k!
'(k+2)n (x)� x

n2

1X
k=0

(�x)k

k!
'(k+1)n (x)
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(3.5.6) ve (3.5.7) den dolay¬eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ilk toplam '
00
n (0) a, ikinci toplam

'
0
n (0) a eşittir. Bunlar¬yukar¬da yazarsak,

Vn
�
t2;x

�
=
x2

n2
'
00

n (0)�
x

n2
'
0

n (0) (3.5.9)

ifadesi elde edilir. (iv) den dolay¬

'
0

n (0) = �n'm(n) (0) (1 + �1;n (x))

ve k (n) = m (m (n)) olmak üzere,

'
00

n (0) = �nm (n)'k(n) (0)
�
1 + �1;m(n) (x)

�
(1 + �2;n (x))

olup,

lim
n!1

�1;m(n) (x) = 0; lim
n!1

�2;n (x) = 0; lim
n!1

�1;n (x) = 0

d¬r. Bu sonuçlar¬(3.5.9) da yerine yazarsak,

Vn
�
t2;x

�
=

x2

n2
[nm (n)'k(n) (0)

�
1 + �1;m(n) (x)

�
(1 + �2;n (x))]

� x
n2
�
�n'm(n) (0) (1 + �1;n (x))

�
bulunur. Burada

lim
n!1

nm (n)

n2
= lim

n!1

m (n)

n
= lim

n!1

1
n

m(n)

= 1; lim
n!1

n

n2
= lim

n!1

1

n
= 0

olup, dolay¬s¬yla

Vn
�
t2;x

�
� x2

buluruz.

Böylece Korovkin teoreminin şartlar¬sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla [0; b] aral¬¼g¬nda sürekli

ve tüm reel eksende ,

jf (x)j �Mf

�
1 + x2

�
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eşitsizli¼gini sa¼glayan her f fonksiyonu için n!1 iken

Vn (f ;x)� f (x) ; 0 � x � b

sa¼glan¬r.

3.6 Bleimann, Butzer ve Hahn Operatörleri ve Yaklaş¬m Özellikleri

1980 y¬l¬nda, Bleimann, Butzer ve Hahn [0;1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬reel de¼gerli her-

hangi bir fonksiyon için

Hn (f ;x) =
1

(1 + x)n

nX
k=0

f

�
k

n� k + 1

��
n

k

�
xk; x 2 [0;1) (3.6.1)

şeklinde lineer pozitif operatörler tan¬mlam¬̧slar ve baz¬ yaklaş¬m özelliklerini in-

celemi̧slerdir (Bleimann, Butzer ve Hahn 1980).

Tan¬m 3.6.1 (!� Uzay¬): Bu k¬s¬mda, 0 < � � 1 olmak üzere;

jf (t)� f (x)j �M
���� t

1 + t
� x

1 + x

�����
şeklindeki Lipschitz s¬n¬f¬ fonksiyonlar¬kullanaca¼g¬z ve bu fonksiyonlar¬n oluştur-

du¼gu uzay¬!� ile gösterece¼giz. Yani;

!� =

�
f : jf (t)� f (x)j �M

���� t

1 + t
� x

1 + x

������

ile verilir (Gadjiev ve Çakar 1999).

Teorem 3.6.1 x 2 [0; b] için f fonksiyonu tüm reel eksende s¬n¬rl¬ve f 2 !� olsun.

E¼ger (3.6.1) ile verilen lineer pozitif operatörler dizisi için,

Hn (1; x)� 1 (3.6.2)
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Hn (t;x)�
x

1 + x
(3.6.3)

Hn
�
t2;x

�
�
�

x

1 + x

�2
(3.6.4)

koşullar¬sa¼glan¬yorsa o taktirde,

lim
n!1

kHn (f ;x)� f (x)kC[0;b] = 0

gerçeklenir (Gadjiev ve Çakar 1999).

·Ispat: f 2 !� olsun. Bu durumda 8� > 0 için 9� > 0 vard¬r öyle ki���� t

1 + t
� x

1 + x

���� < �
oldu¼gunda

jf (t)� f (x)j < �

kal¬r. Di¼ger taraftan

���� t

1 + t
� x

1 + x

���� � � ise
����� t
1+t
� x

1+x

�

����� � 1 olaca¼g¬ndan,
�

t
1+t
� x

1+x

�2
�2

� 1 (3.6.5)

sa¼glan¬r. Ayr¬ca f s¬n¬rl¬oldu¼gundan;

jf (t)� f (x)j � jf (t)j+ jf (x)j � 2Mf (3.6.6)

eşitsizli¼gi vard¬r. Böylece (3.6.5) ve (3.6.6) dan

jf (t)� f (x)j < 2Mf

�2

�
t

1 + t
� x

1 + x

�2
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olur. Bu durumda 8 x 2 [0; b] ve t 2 R için

jf (t)� f (x)j < �+ 2Mf

�2

�
t

1 + t
� x

1 + x

�2
eşitsizli¼gi yaz¬labilir. O halde

lim
n!1

sup
x2[0;b]

jHn (f (t) ; x)� f (x)j = 0

oldu¼gunu gösterirsek ispat tamamlan¬r.

jHn (f (t) ; x)� f (x)j = jHn (f (t) ; x)�Hn (f (x) ; x) +Hn (f (x) ; x)� f (x)j

= j(Hn (f (t) ; x)�Hn (f (x) ; x)) + (Hn (f (x) ; x)� f (x))j

şeklinde yaz¬labilir. Üçgen eşitsizli¼ginden ve Hn lineer oldu¼gundan

jHn (f (t) ; x)� f (x)j � jHn (f (t)� f (x) ; x)j+ jHn (f (x) ; x)� f (x)j

ve ayr¬ca özellik 2.2.2 den,

jHn (f (t) ; x)� f (x)j � Hn (jf (t)� f (x)j ;x) + jf (x)j jHn (1; x)j

bulunur.

f s¬n¬rl¬oldu¼gundan 8t 2 [a; b] için jf (t)j �Mf olur. Ayr¬ca (3.6.2) den jHn (1; x)� 1j !

0 gerçeklenir. O halde operatörün lineerli¼ginden ve monotonlu¼gundan;

Hn (jf (t)� f (x)j ;x) � Hn

 
�+

2Mf

�2

�
t

1 + t
� x

1 + x

�2
;x

!

= �Hn (1; x) +
2Mf

�2
Hn

 �
t

1 + t
� x

1 + x

�2
;x

!

olarak yaz¬labilir. Di¼ger taraftan Hn lineer oldu¼gundan
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Hn

 �
t

1 + t
� x

1 + x

�2
;x

!
= Hn

 �
t

1 + t

�2
;x

!
� 2 x

1 + x
Hn

��
t

1 + t

�
;x

�
+

�
x

1 + x

�2
Hn (1; x) (3.6.8)

şeklinde yaz¬labilir.

(3.6.8) de 2
�

x

1 + x

�2
ekleyip ç¬kartal¬m Hn lineer pozitif operatör oldu¼gundan ve

üçgen eşitsizli¼ginden,

Hn

 �
t

1 + t
� x

1 + x

�2
;x

!
= Hn

 �
t

1 + t

�2
;x

!
�
�

x

1 + x

�2
�2 x

1 + x

�
Hn

��
t

1 + t

�
;x

�
�
�

x

1 + x

��
+

�
x

1 + x

�2
(Hn (1; x)� 1)

bulunur. O halde (3.6.2), (3.6.3) ve (3.6.4) den n!1 için

Hn (jf (t)� f (x)j ;x) � �

olur. Dolay¬s¬yla buradan n!1 için

lim
n!1

sup
x2[0;b]

jHn (f (t) ; x)� f (x)j = 0

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.6.1 �i kullanarak Bleimann, Butzer ve Hahn operatör dizisinin yak¬nsak-

l¬¼g¬n¬elde edebiliriz

Teorem 3.6.2 x 2 [0; b] için f fonksiyonu tüm reel eksende s¬n¬rl¬ve f 2 !� olsun.
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Bu durumda (3.6.1) ile tan¬mlanan Hn operatörü için

lim
n!1

kHn (f)� fkC[0;b] = 0

gerçeklenir (Gadjiev ve Çakar 1999).

·Ispat: Teorem 3.6.1 �in koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬göstermek yeterli olacakt¬r.

(1 + x)n in Binom aç¬l¬m¬ndan

(1 + x)n =

nX
k=0

�
n

k

�
xk (3.6.9)

bulunur. Böylece (3.6.9) dan

Hn (1; x) =
1

(1 + x)n

nX
k=0

�
n

k

�
xk

=
1

(1 + x)n
(1 + x)n

= 1 (3.6.10)

olur, dolay¬s¬yla

lim
n!1

kHn (1; x)� 1kC[0;b] = 0

gerçeklenir.

Hn

��
t

1 + t

�
;x

�
=

1

(1 + x)n

nX
k=0

k
n�k+1

1 + k
n�k+1

�
n

k

�
xk

=
1

(1 + x)n

nX
k=0

k

n+ 1

n!

(n� k)!k!x
k

=
n

n+ 1

1

(1 + x)n

nX
k=1

(n� 1)!
(n� k)!(k � 1)!x

k

=
n

n+ 1

1

(1 + x)n

n�1X
k=0

(n� 1)!
(n� k � 1)!k!x

k+1
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=
n

n+ 1

�
x

1 + x

�
1

(1 + x)n�1

n�1X
k=0

�
n� 1
k

�
xk

=
n

n+ 1

�
x

1 + x

�
1

(1 + x)n�1
(1 + x)n�1

=
n

n+ 1

�
x

1 + x

�
(3.6.11)

bulunur. 8x 2 [0; b] için
x

1 + x
< 1 (3.6.12)

eşitsizli¼ginin do¼gru oldu¼gunu göz önünde bulundural¬m.Hn�� t

1 + t

�
;x

�
� x

1 + x


C[0;b]

= sup
x2[0;b]

���� n

n+ 1

�
x

1 + x

�
� x

1 + x

����
= sup

x2[0;b]

����� x

1 + x

��
� 1

n+ 1

�����
bulunur. (3.6.12) denHn�� t

1 + t

�
;x

�
� x

1 + x


C[0;b]

� 1

n+ 1

oldu¼gundan

lim
n!1

Hn�� t

1 + t

�
;x

�
� x

1 + x


C[0;b]

= 0

gerçeklenir.

Son olarak k2 = k (k � 1) + k eşitli¼gini göz önünde bulundurarak (3.6.4) koşulunu

inceleyelim.

Hn

 �
t

1 + t

�2
;x

!
=

1

(1 + x)n

nX
k=0

k2

(n+ 1)2
n!

(n� k)!k!x
k

=
1

(1 + x)n

nX
k=2

k (k � 1)
(n+ 1)2

n!

(n� k)!k!x
k

+
1

(1 + x)n

nX
k=1

k

(n+ 1)2
n!

(n� k)!k!x
k
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=
n (n� 1)
(n+ 1)2

1

(1 + x)n

nX
k=2

(n� 2)!
(n� k)! (k � 2)!x

k

+
n

(n+ 1)2
1

(1 + x)n

nX
k=1

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!x

k

=
n (n� 1)
(n+ 1)2

1

(1 + x)n

n�2X
k=0

(n� 2)!
(n� k � 2)!k!x

k+2

+
n

(n+ 1)2
1

(1 + x)n

n�1X
k=0

(n� 1)!
(n� k � 1)!k!x

k+1

=
n (n� 1)
(n+ 1)2

�
x

1 + x

�2
1

(1 + x)n�2

n�2X
k=0

�
n� 2
k

�
xk

+
n

(n+ 1)2

�
x

1 + x

�
1

(1 + x)n�1

n�1X
k=0

�
n� 1
k

�
xk

=
n (n� 1)
(n+ 1)2

�
x

1 + x

�2
+

n

(n+ 1)2

�
x

1 + x

�
(3.6.13)

bulunur. Bu durumdaHn
 �

t

1 + t

�2
;x

!
�
�

x

1 + x

�2
C[0;b]

= sup
x2[0;b]

�����n (n� 1)(n+ 1)2

�
x

1 + x

�2

+
n

(n+ 1)2

�
x

1 + x

�
�
�

x

1 + x

�2�����
eşitli¼gi elde edilir. Di¼ger taraftan�����n (n� 1)(n+ 1)2

�
x

1 + x

�2
+

n

(n+ 1)2

�
x

1 + x

�
�
�

x

1 + x

�2����� �
�

x

1 + x

�2 ����� (3n+ 1)(n+ 1)2

����
+

n

(n+ 1)2

�
x

1 + x

�

bulunur. (3.6.12) den�����n (n� 1)(n+ 1)2

�
x

1 + x

�2
+

n

(n+ 1)2

�
x

1 + x

�
�
�

x

1 + x

�2����� � 3n+ 1

(n+ 1)2
+

n

(n+ 1)2

=
4n+ 1

(n+ 1)2
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yazabiliriz. BöyleceHn
 �

t

1 + t

�2
;x

!
�
�

x

1 + x

�2
C[0;b]

� 4n+ 1

(n+ 1)2

bulunur. Bu durumda

lim
n!1

Hn
 �

t

1 + t

�2
;x

!
�
�

x

1 + x

�2
C[0;b]

= 0

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla (3.6.2), (3.6.3), (3.6.4) koşullar¬ sa¼glan¬r ve Teorem 3.6.1

den ispat tamamlan¬r.

Tan¬m 3.6.2 f 2 !� olmak üzere

~! (f ; �n) = sup
x;t�0

j t
1+t

� x
1+x j��n

jf (t)� f (x)j

şeklinde bir süreklilik modülü tan¬mlayal¬m. Bu durumda süreklilik modülünün (vii)

özelli¼ginden faydalanarak,

jf (t)� f (x)j �
 
1 +

�� t
1+t
� x

1+x

��
�n

!
~! (f ; �n) (3.6.14)

oldu¼gunu söyleyebiliriz.

Şimdi BBH operatörlerinin yaklaş¬m h¬z¬n¬(3.6.14) de tan¬mlanan süreklilik modülü

yard¬m¬yla hesaplayal¬m.

Teorem 3.6.3 E¼ger f 2 !� ise

kHn (f ;x)� f (x)kC[0;b] � 2~! (f ; �n)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.
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·Ispat:
1

(1 + x)n

nX
k=0

�
n

k

�
xk =

nX
k=0

Pk;n (x) = 1 eşitli¼gi ve BBH operatörlerinin li-

neerli¼ginden;

jHn (f ;x)� f (x)j =
����� 1

(1 + x)n

nX
k=0

f

�
k

n� k + 1

��
n

k

�
xk � f (x)

�����
=

�����
nX
k=0

�
f

�
k

n� k + 1

�
� f (x)

�
Pk;n (x)

�����
�

nX
k=0

����f � k

n� k + 1

�
� f (x)

����Pk;n (x)
olur. (3.6.14) ifadesinde t =

k

n� k + 1 al¬rsak

����f � k

n� k + 1

�
� f (x)

���� �

0BBBBBBBBB@
1 +

�������
k

n� k + 1
1+

k

n� k + 1

� x

1 + x

�������
�n

1CCCCCCCCCA
~! (f ; �n)

=

0BB@1 +
���� k

n+ 1
� x

1 + x

����
�n

1CCA ~! (f ; �n)
elde edilir. Bunu (3.6.15) yerine yazarsak

jHn (f ;x)� f (x)j �
nX
k=0

0BB@
0BB@1 +

���� k

n+ 1
� x

1 + x

����
�n

1CCA ~! (f ; �n)
1CCAPk;n (x)

= ~! (f ; �n)

"
nX
k=0

Pk;n (x) +
1

�n

nX
k=0

���� k

n+ 1
� x

1 + x

����Pk;n (x)
#

bulunur. Toplam¬n ikinci k¬sm¬na Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gini uygulay¬p ayr¬ca

(3.6.10) eşitli¼gini kullanacak olursak
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� ~! (f ; �n)

241 + 1

�n

 
nX
k=0

Pk;n (x)

! 1
2
 

nX
k=0

�
k

n+ 1
� x

1 + x

�2
Pk;n (x)

! 1
2

35
elde ederiz. Tekrar (3.6.10) eşitli¼gini uygulayal¬m. Bu durumda

jHn (f ;x)� f (x)j � ~! (f ; �n)

241 + 1

�n

 
nX
k=0

�
k

n+ 1
� x

1 + x

�2
Pk;n (x)

! 1
2

35
(3.6.16)

olur. Hn lineer oldu¼gundan;

nX
k=0

�
k

n+ 1
� x

1 + x

�2
Pk;n (x) =

nX
k=0

k2

(n+ 1)2
Pk;n (x)� 2

x

1 + x

nX
k=0

k

n+ 1
Pk;n (x)

+

�
x

1 + x

�2 nX
k=0

Pk;n (x)

= Hn

 �
t

1 + t

�2
;x

!
� 2 x

1 + x
Hn

��
t

1 + t

�
;x

�
+

�
x

1 + x

�2
Hn (1; x)

olup (3.6.10), (3.6.11) ve (3.6.12) den

nX
k=0

�
k

n+ 1
� x

1 + x

�2
Pk;n (x) =

n (n� 1)
(n+ 1)2

�
x

1 + x

�2
+

n

(n+ 1)2

�
x

1 + x

�
� 2n

n+ 1

�
x

1 + x

�2
+

�
x

1 + x

�2
=

�
x

1 + x

�2�
n2

(n+ 1)2
� n

(n+ 1)2
� 2n

n+ 1
+ 1

�
+

n

(n+ 1)2

�
x

1 + x

�

elde edilir. Bunu (3.6.16) da yerine yazarsak

� ~! (f ; �n)

(
1 +

1

�n

"�
x

1 + x

�2�
n2

(n+ 1)2
� n

(n+ 1)2
� 2n

n+ 1
+ 1

�

+
n

(n+ 1)2

�
x

1 + x

�� 1
2

)
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olur. Burada;

�n;x (x) =

"�
x

1 + x

�2�
n2

(n+ 1)2
� n

(n+ 1)2
� 2n

n+ 1
+ 1

�
+

n

(n+ 1)2

�
x

1 + x

�# 1
2

seçimiyle,

�n = sup
x2[0;b]

�n;x =

�����n (n� 1)(n+ 1)2
� 2n

n+ 1
+ 1 +

n

(n+ 1)2

����� 1
2

=

���� n

n+ 1
� 1
���� = 1

n

olup,

lim
n!1

�n = 0

bulunur. O halde ;

jHn (f ;x)� f (x)j � ~! (f ; �n)

�
1 +

1

�n
�n

�
= 2~! (f ; �n)

eşitsizli¼gini elde ederiz.

3.7 Balász Operatörleri ve Yaklaş¬m Özellikleri

Balász operatörleri 1975 y¬l¬nda Katalin Balász taraf¬ndan aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan-

m¬̧st¬r.

f fonksiyonu [0;1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬sürekli ve reel bir fonksiyon olmak üzere

Rn (f ;x) =
1

(1 + anx)
n

nX
k=0

f

�
k

bn

��
n

k

�
(anx)

k (3.7.1)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada an ve bn, x�den ba¼g¬ms¬z olarak seçilmi̧s reel say¬lar

olmak üzere n!1 iken

nan
bn

! 1; an ! 0 ve bn !1 (3.7.2)
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koşullar¬sa¼glanmal¬d¬r (Balász 1975).

Rn (f ;x) lineer pozitif operatördür.

Gerçekten; 8a1; a2 2 R ve 8f1; f2 2 C [0; A] için

Rn (a1f1 + a2f2;x) =
1

(1 + anx)
n

nX
k=0

(a1f1 + a2f2)

�
k

bn

��
n

k

�
(anx)

k

=
1

(1 + anx)
na1

nX
k=0

f1

�
k

bn

��
n

k

�
(anx)

k

+
1

(1 + anx)
na2

nX
k=0

f2

�
k

bn

��
n

k

�
(anx)

k

= a1Rn (f1;x) + a2Rn (f2;x)

oldu¼gundan Rn (f ;x) operatörü lineerdir.

x 2 [0;1) için
�
n

k

�
(anx)

k � 0 oldu¼gundan f � 0 için Rn (f ;x) � 0 olur. Bundan

dolay¬Rn pozitiftir.

Teorem 3.7.1 f , [0;1) aral¬¼g¬nda sürekli ve x 2 [0;1) için f (x) = O (1 + x2)

olsun. Bu durumda [0; A] � [0;1) her kompakt alt aral¬¼g¬nda

Rn (f ;x)� f (x)

gerçeklenir.

·Ispat: (1 + anx)
n in Binom aç¬l¬m¬ndan

(1 + anx)
n =

nX
k=0

�
n

k

�
(anx)

k
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bulunur. Böylece

Rn (1; x) =
1

(1 + anx)
n

nX
k=0

�
n

k

�
(anx)

k

=
1

(1 + anx)
n (1 + anx)

n

= 1 (3.7.3)

olur. Dolay¬s¬yla

Rn (1; x)� 1

bulunur.

Rn (t;x) =
1

(1 + anx)
n

nX
k=0

k

bn

n!

(n� k)!k! (anx)
k

=
n

bn

1

(1 + anx)
n

nX
k=1

(n� 1)!
(n� k)!(k � 1)! (anx)

k

=
n

bn

1

(1 + anx)
n

n�1X
k=0

(n� 1)!
(n� k � 1)!k! (anx)

k+1

=
nanx

bn

1

(1 + anx)
n

n�1X
k=0

�
n� 1
k

�
(anx)

k

=
nanx

bn

1

(1 + anx)
n (1 + anx)

n�1

=
nanx

bn

1

1 + anx
(3.7.4)

bulunur. O halde (3.7.2) den

Rn (t;x)� x

oldu¼gu görülür.

Rn
�
t2;x

�
=

1

(1 + anx)
n

nX
k=0

k2

b2n

n!

(n� k)!k! (anx)
k

=
1

(1 + anx)
n

nX
k=1

k

b2n

n!

(n� k)!(k � 1)! (anx)
k

=
1

(1 + anx)
n

nX
k=2

1

b2n

n!

(n� k)!(k � 2)! (anx)
k
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+
1

(1 + anx)
n

nX
k=1

1

b2n

(n� 1)!
(n� k)!(k � 1)! (anx)

k

=
(anx)

2

b2n

n (n� 1)
(1 + anx)

n

n�2X
k=0

(n� 2)!
(n� k � 2)!k! (anx)

k

+
nanx

b2n

1

(1 + anx)
n

n�1X
k=0

(n� 1)!
(n� k � 1)!k! (anx)

k

=
(anx)

2

b2n

n (n� 1)
(1 + anx)

n (1 + anx)
n�2

+
nanx

b2n

1

(1 + anx)
n (1 + anx)

n�1

=

�
nan
bn

�2
x2

(1 + anx)
2 �

n

b2n

�
anx

1 + anx

�2
+
n

b2n

anx

1 + anx

elde edilir. Bu durumda (3.7.2) den

Rn
�
t2;x

�
� x2

olur. Dolay¬s¬yla Korovkin teoremi gere¼gince 8f 2 C [0; A] için

Rn (f ;x)� f (x) ; x 2 [0; A]

gerçeklenir.

Teorem 3.7.2 E¼ger f 2 C [0; A] ise Balász operatörlerinin Peetre-K fonksiyoneli ile

yaklaş¬m h¬z¬

jRn (f ;x)� f (x)jC[0;A] � 2K (f ; �n)

olarak hesaplan¬r.

·Ispat: (2.3.3) ile verilen integral ba¼g¬nt¬s¬n¬kullan¬rsak,

Rn(g (t)� g (x) ; x) = Rn

0@g0 (x) (t� x) + tZ
x

g
00
(s) (t� s) ds;x

1A
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= Rn

�
g
0
(x) (t� x) ; x

�
+Rn

0@ tZ
x

g
00
(s) (t� s) ds;x

1A
olur. Son eşitli¼gin her iki yan¬n¬n mutlak de¼gerini al¬r ve üçgen eşitsizli¼gini kullan¬r-

sak;

jRn(g (t)� g (x) ; x)j �
���Rn �g0 (x) (t� x) ; x����+

������Rn
0@ tZ
x

g
00
(s) (t� s) ds;x

1A������
ve dolay¬s¬yla

jRn(g (t)� g (x) ; x)j � kg0kC[0;A] jRn ((t� x) ; x)j

+
g00

C[0;A]

������Rn
0@ tZ
x

(t� s) ds;x

1A������ (3.7.6)

bulunur. Öte yandan

tZ
x

(t� s) ds = �(t� s)
2

2
jtx =

(t� x)2

2

olup bu ifade (3.7.6) da yerine yaz¬l¬rsa

jRn(g (t)� g (x) ; x)j � kg0kC[0;A] jRn ((t� x) ; x)j

+
1

2

g00
C[0;A]

��Rn �(t� x)2 ;x���
olur.

kgkC2[0;A] = kgkC[0;A] + kg0kC[0;A] +
g00

C[0;A]

oldu¼gundan (3.7.6) eşitsizli¼gi

jRn(g (t)� g (x) ; x)j �
�
jRn ((t� x) ; x)j+

1

2

��Rn �(t� x)2 ;x���� kgkC2[0;A]
(3.7.7)
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şeklinde yaz¬labilir. Di¼ger taraftan

jRn (f ;x)� f (x)j = jRn (f ;x)� f (x) +Rn (g;x)�Rn (g;x) + g (x)� g (x)j

= j(Rn (f ;x)�Rn (g;x)) + (�f (x) + g (x))

+ (Rn (g;x)� g (x))j

şeklinde yaz¬labilir. Üçgen eşitsizli¼ginin uygulanmas¬yla

jRn (f ;x)� f (x)j � jRn (f ;x)�Rn (g;x)j+ jf (x)� g (x)j+ jRn (g;x)� g (x)j

olur. (Rn) operatörü lineer oldu¼gundan

jRn (f ;x)� f (x)j � kf � gkC[0;A] jRn (1; x)j+ kf � gkC[0;A] jRn (g;x)� g (x)j

olur. Bu eşitsizlikte (3.7.3) ve (3.7.7) nin kullan¬lmas¬yla

jRn (f ;x)� f (x)j � 2 kf � gkC[0;A] fjRn ((t� x) ; x)j

+
1

2

��Rn �(t� x)2 ;x���� kgkC2[0;A]
bulunur.

�n = sup
x2[0;A]

�n (x) = sup
x2[0;A]

�
jRn ((t� x) ; x)j+

1

2

��Rn �(t� x)2 ;x����

seçersek; (3.7.3), (3.7.4) ve (3.7.5) den n!1 için �n ! 0 elde edilir.

Bu durumda eşitsizli¼gimiz;

jRn (f ;x)� f (x)j � 2 kf � gkC[0;A] + �n kgkC2[0;A]

şeklini al¬r.

Son eşitsizlikte g 2 C2 [0; A] üzerinden in�mum al¬rsak, sol taraf g den ba¼g¬ms¬z
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oldu¼gundan

kRn (f ;x)� f (x)kC2[0;A] � 2K (f ; �n)

elde edilir.

3.8 Meyer-König ve Zeller Operatörleri ve Yaklaş¬m Özellikleri

1960 y¬l¬nda AlmanmatematikçilerW. Meyer-König ve K. Zeller f (x) = (1� x)�(n+1)

fonksiyonunun x = 0 daki Taylor seri aç¬l¬m¬ndan faydalanarak f 2 C [0; 1] olmak

üzere

Mn (f ;x) = (1� x)n+1
1X
k=0

f

�
k

n+ k

��
n+ k

k

�
xk; 0 � x � 1 (3.8.1)

biçiminde Mn (f ;x) operatörünü tan¬mlam¬̧slard¬r (Meyer-König ve Zeller 1960).

Mn (f ;x) lineer pozitif operatördür.

Gerçekten; 8a1; a2 2 R ve 8f1; f2 2 C [0; 1] için

Mn (a1f1 + a2f2;x) = (1� x)n+1
1X
k=0

(a1f1 + a2f2)

�
k

n+ k

��
n+ k

k

�
xk

= (1� x)n+1 a1
1X
k=0

f1

�
k

n+ k

��
n+ k

k

�
xk

+(1� x)n+1 a2
1X
k=0

f2

�
k

n+ k

��
n+ k

k

�
xk

= a1Mn (f1;x) + a2Mn (f2;x)

oldu¼gundan Mn (f ;x) operatörü lineerdir.

x 2 [0; 1] için (1� x)n+1
�
n+ k

k

�
xk � 0 oldu¼gundan f � 0 iken Mn (f ;x) � 0 olur.

Bundan dolay¬Mn (f ;x) pozitiftir.
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Teorem 3.8.1 Meyer-König ve Zeller operatörü [0; 1] kapal¬aral¬¼g¬nda sürekli ve

tüm pozitif yar¬eksende s¬n¬rl¬olan f fonksiyonuna [0; 1] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsar.

Yani f 2 C [0; 1] ise n!1 iken

Mn (f ;x)� f (x) ; 0 � x � 1

gerçeklenir.

·Ispat:
1

(1� x)n+1
fonksiyonunun Maclaurin aç¬l¬m¬;

f (x) = (1� x)�(n+1) =) f (0) = 1

f
0
(x) = (n+ 1) (1� x)�(n+2) = f 0 (0) = n+ 1

f
00
(x) = (n+ 1) (n+ 2) (1� x)�(n+3) =) f

00
(0) (n+ 1) (n+ 2)

ve böylece devam edersek;

f (k) (x) = (n+ 1) (n+ 2) ::: (n+ k) (1� x)�(n+k+1)

olup,

f (k) (0) = (n+ 1) (n+ 2) ::: (n+ k)

olur. O halde

1

(1� x)n+1
=

1X
k=0

f (k) (0)

k!
xk

=

1X
k=0

(n+ 1) (n+ 2) ::: (n+ k)

k!
xk

=

1X
k=0

�
n+ k

k

�
xk (3.8.2)

elde edilir.
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Şimdi (3.8.2) eşitli¼ginden faydalanarak Korovkin teoreminin koşullar¬n¬araşt¬ral¬m.

Mn (1; x) = (1� x)n+1
1X
k=0

�
n+ k

k

�
xk

= (1� x)n+1 1

(1� x)n+1
= 1 (3.8.3)

bulunur. Dolay¬s¬yla

Mn (1; x)� 1

olur.

Mn (t;x) = (1� x)n+1
1X
k=0

k

n+ k

�
n+ k

k

�
xk

= (1� x)n+1
1X
k=0

k

n+ k

(n+ k)!

n!k!
xk

= (1� x)n+1
1X
k=1

(n+ k � 1)!
n!(k � 1)! x

k

= x (1� x)n+1
1X
k=0

(n+ k)!

n!k!
xk

= x (1� x)n+1 1

(1� x)n+1
= x (3.8.4)

olup,

Mn (t;x)� x

gerçeklenir.

Mn

�
t2;x

�
= (1� x)n+1

1X
k=0

k2

(n+ k)2

�
n+ k

k

�
xk

= (1� x)n+1
1X
k=1

k

n+ k

(n+ k � 1)!
n!(k � 1)! x

k
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= (1� x)n+1
1X
k=2

k � 1
n+ k

(n+ k � 1)!
n!(k � 1)! x

k

+(1� x)n+1
1X
k=1

1

n+ k

(n+ k � 1)!
n!(k � 1)! x

k

= (1� x)n+1
1X
k=2

1

n+ k

(n+ k � 1)!
n!(k � 2)! x

k

+x (1� x)n+1
1X
k=0

1

n+ k + 1

(n+ k)!

n!k!
xk

= x2 (1� x)n+1
1X
k=0

n+ k + 1

n+ k + 2

(n+ k)!

n!k!
xk

+x (1� x)n+1
1X
k=0

1

n+ k + 1

(n+ k)!

n!k!
xk

elde edilir.
n+ k + 1

n+ k + 2
� 1 ve 1

n+ k + 1
� 1

n
oldu¼gundan

Mn

�
t2;x

�
� x2 (1� x)n+1

1X
k=0

�
n+ k

k

�
xk +

x

n
(1� x)n+1

1X
k=0

�
n+ k

k

�
xk

= x2 +
x

n
(3.8.5)

yaz¬labilir. Buradan

Mn

�
t2;x

�
� x2 � x

n
(3.8.6)

elde edilir. Di¼ger taraftan

Mn

�
t2;x

�
= x2 (1� x)n+1

1X
k=0

n+ k + 1

n+ k + 2

�
n+ k

k

�
xk

+x (1� x)n+1
1X
k=0

1

n+ k + 1

�
n+ k

k

�
xk

� x2 (1� x)n+1
1X
k=0

n+ k + 1

n+ k + 2

�
n+ k

k

�
xk

+x (1� x)n+1
1X
k=0

1

n+ k + 2

�
n+ k

k

�
xk
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d¬r. 0 � x < 1 için x � x2 oldu¼gundan

Mn

�
t2;x

�
� x2 (1� x)n+1

1X
k=0

�
n+ k

k

�
xk

yaz¬labilir. Buradan

Mn

�
t2;x

�
� x2 � 0 (3.8.7)

elde ederiz.

(3.8.6) ve (3.8.7) den

0 �Mn

�
t2;x

�
� x2 � x

n

yaz¬l¬r. Dolay¬s¬yla n!1 iken istenen elde edilir.

Teorem 3.8.2 Mn (f ;x) (3.8.1) de oldu¼gu gibi tan¬mlanm¬̧s olsun. [0; 1] aral¬¼g¬nda

sürekli f fonksiyonu için

kMn (f ;x)� f (x)kC[0;1] � 2!
�
f ;n�

1
2

�
sa¼glan¬r.

·Ispat: f 2 C [0; 1] olmak üzere Mn (f ;x) operatörünün lineerli¼ginden,

jMn (f ;x)� f (x)j =
�����(1� x)n+1

1X
k=0

�
f

�
k

n+ k

�
� f (x)

��
n+ k

k

�
xk

�����
yaz¬labilir. Burada (1� x)n+1

1X
k=0

�
n+ k

k

�
xk =

1X
k=0

Pk;n (x) = 1 ifadesini kullan¬r-

sak,

jMn (f ;x)� f (x)j �
1X
k=0

����f � k

n+ k

�
� f (x)

����Pk;n (x)
olur. Süreklilik modülünün (vii) özelli¼ginde t =

k

n+ k
al¬rsak;
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jMn (f ;x)� f (x)j �
1X
k=0

0BB@1 +
���� k

n+ k
� x
����

�n

1CCA! (f ; �n)Pk;n (x)
= ! (f ; �n)

" 1X
k=0

Pk;n (x) +
1

�n

1X
k=0

���� k

n+ k
� x
����Pk;n (x)

#

toplam¬n ikinci k¬sm¬nda Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gini uygulay¬p ard¬ndan
1X
k=0

Pk;n (x) =

1 eşitli¼gini kullan¬rsak

� ! (f ; �n)

241 + 1

�n

 1X
k=0

Pk;n (x)

! 1
2
 1X
k=0

�
k

n+ k
� x
�2
Pk;n (x)

! 1
2

35
= ! (f ; �n) 1 +

24 1
�n

 1X
k=0

k2

(n+ k)2
Pk;n (x)� 2x

1X
k=0

k

n+ k
Pk;n (x) + x

2

1X
k=0

Pk;n (x)

! 1
2

35
= ! (f ; �n)

�
1 +

1

�n

�
Mn

�
t2;x

�
� 2xMn (t;x) + x

2Mn (1; x)
� 1
2

�

elde edilir. Bu eşitsizlikte (3.8.3), (3.8.4) ve (3.8.5) ifadelerinin kullan¬lmas¬yla

jMn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)

�
1 +

1

�n

p
xp
n

�
� ! (f ; �n)

�
1 +

1

�n

1p
n

�
; x 2 [0; 1]

olur. �n = n�
1
2 seçelim. Böylece

jMn (f ;x)� f (x)j � 2!
�
f ;n�

1
2

�
elde ederiz.
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4. KOROVKIN ŞARTLARINI GERÇEKLEYEN GENEL B·IR L·INEER

POZ·IT·IF OPERATÖRLER D·IZ·IS·I

Üçüncü k¬s¬mda belirtti¼gimiz gibi Korovkin, Bohman�¬n (1952) ifade etti¼gi teoremin

genel halde de geçerli oldu¼gunu göstermi̧stir. Bu teoremden sonra Baskakov, Stancu,

Hac¬yev-·Ibrahimov, Meyer-König ve Zeller gibi birçok matematikçi Korovkin teo-

reminin koşullar¬n¬sa¼glayan lineer pozitif operatörler dizilerini oluşturmuşlard¬r.

Bu k¬s¬mda Hac¬yev-·Ibrahimov�un çal¬̧smas¬incelenecektir (Gadjiev ve Ibragimov

1970).

A > 0 key� bir say¬olmak üzere C [0; A] uzay¬nda f'n (t)g ve f	n (t)g fonksiyon

dizilerini alal¬m. f�ng ise pozitif say¬lar dizisi olsun ve aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n.

0 � t � A; n = 1; 2; ::: için 'n (0) = 0; 	n (0) 6= 0 ve 	n (t) > 0 (4.0.1)

olmak üzere

lim
n!1

�n
n
= 1; lim

n!1

1

n2	n (0)
= 0 (4.0.2)

Kn (x; t; u) dizisi ise x; t 2 [0; A] ; �1 < u < 1 olmak üzere aşa¼g¬daki koşullar¬

sa¼glayan üç de¼gi̧skenli fonksiyonlar dizisi olsun.

1o) Bu dizinin her eleman¬x ve t�nin [0; A] aral¬¼g¬ndaki her belirli de¼gerine kaŗs¬l¬k

u ya göre analitik fonksiyondur.

2o) 8x 2 [0; A] için Kn (x; 0; 0) = 1; n = 1; 2; :::

3o)

(
(�1)�

�
@�

@u�
Kn (x; t; u)

�
u=u1
t=0

)
� 0; x; t� [0; A] ; �; n = 1; 2; :::

4o) m+ n 2 N0 = N [ f0g olacak biçimde öyle bir m 2 Z vard¬r ki;

� @�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

= nx

�
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

�
(4.0.3)
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eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Şimdi Ln : C [0; A]! C [0; A], (Ln) operatörler dizisini aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m.

Ln (f ;x) =
1X
�=0

f

�
�

n2	n (0)

��
@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

�
(��n	n (0))�

�!
(4.0.4)

Ln (f ;x) operatörünün çekirde¼ginde bulunanKn (x; t; u) fonksiyonuna (4o) özelli¼gini

� defa uygularsak;

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

= �nx
"
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) j

u=�n	n(t)
t=0

#

= (�1)2 x2n (n+m)
"
@��2

@u��2
Kn+2m (x; t; u) j

u=�n	n(t)
t=0

#
= (�1)3 x3n (n+m) (n+ 2m)

�
"
@��3

@u��3
Kn+3m (x; t; u) j

u=�n	n(t)
t=0

#
:

:

:

= (�1)� x�n (n+m) (n+ 2m) ::: [n+ (� � 1)m]

�Kn+�m (x; t; u) j
u=�n	n(t)

t=0

(4.0.4) operatörü 8n için;

Ln (f ;x) =
1X
�=0

f

�
�

n2	n (0)

�
n (n+m) (n+ 2m) ::: [n+ (� � 1)m]

�!

�(x�n	n (0))�Kn+�m (x; t; u) ju=�n	n(t)
t=0

(4.0.5)

şeklinde elde edilir. (3o) özelli¼ginden Ln (f ;x) pozitiftir ve lineer oldu¼gu aç¬kt¬r.

Bu operatörler dizisinin yak¬nsakl¬k durumunu Haciyev ve ·Ibragimov, Korovkin teo-

remi yard¬m¬yla aşa¼g¬daki gibi ispatlam¬̧slard¬r.
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Teorem 4.0.1 E¼ger [0,1) yar¬ekseninde tan¬mlanm¬̧s bir f fonksiyonu

jf (x)j �Mf

�
1 + x2

�
eşitsizli¼gini sa¼gl¬yor ve f 2 C [0; A] ise o taktirde [0; A] aral¬¼g¬nda, n!1 için

Ln (f ;x)� f (x)

olur (Gadjiev ve Ibragimov 1970).

·Ispat: Aç¬kt¬r ki Korovkin teoreminin koşullar¬n¬göstermek yeterlidir.

Kn (x; t; u) bir analitik fonksiyon oldu¼gundan (u� u1) in kuvvetlerine göre Taylor

serisine aç¬labilir.

u = 'n (t) ; u1 = �n	n (t)

oldu¼gunu kabul edersek,

Kn (x; t; 'n (t)) =
1X
�=0

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

('n (t)� �n	n (t))
�

�!

Taylor serisi elde edilir. Bu eşitlikte t = 0 al¬rsak (4.0.1) şart¬ndan ve (2o) özelli¼gin-

den;

Kn (x; 0; 0) =

1X
�=0

@�

@u�
Kn (x; 0; �n	n (0))

(��n	n (0))�

�!

= 1

elde ederiz.

Şimdi

Ln (f ;x) =

1X
�=0

f

�
�

n2	n (0)

��
@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

�
(��n	n (0))�

�!

dizisini gözönüne al¬p Korovkin teoreminin koşullar¬n¬araşt¬ral¬m.
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Ln (1; x) =

1X
�=0

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))�
�!

=

1X
�=0

@�

@u�
Kn (x; 0; �n	n (0))

(��n	n (0))�
�!

= Kn (x; 0; 0)

= 1

bulunur. Dolay¬s¬yla

Ln (1; x)� 1

olur.

Ln (t;x) =
1X
�=0

�

n2	n (0)

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))�
�!

= ��n
n2

1X
�=1

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��1
(� � 1)! ;

(4.0.3) ile verilen (4o) özelli¼ginden

Ln (t;x) =
�nx

n

1X
�=1

"
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

#
(��n	n (0))��1

(� � 1)!

=
�nx

n

1X
�=0

�
@�

@u�
Kn+m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

�
(��n	n (0))�

�!

=
�nx

n
Kn+m (x; 0; 0)

=
�nx

n

olup (4.0.2) şart¬ndan [0; A] aral¬¼g¬nda n!1 için

Ln (t;x)� x

sa¼glan¬r.
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Ln
�
t2;x

�
=

1X
�=0

�2

n4	2n (0)

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))�
�!

= ��n
n4

1X
�=1

�

	n (0)

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��1
(� � 1)!

= ��n
n4

1X
�=1

� � 1
	n (0)

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��1
(� � 1)!

��n
n4

1X
�=1

1

	n (0)

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��1
(� � 1)!

=
�2n
n4

1X
�=2

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��2
(� � 2)!

��n
n4

1

	n (0)

1X
�=1

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��1
(� � 1)!

Yukar¬daki ifadede (4o) özelli¼gi kullan¬l¬rsa

Ln
�
t2;x

�
= ��

2
n

n3
x

1X
�=2

"
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

#
(��n	n (0))��2

(� � 2)!

+
�n

n3	n (0)
x

1X
�=1

"
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

#
(��n	n (0))��1

(� � 1)!

= ��
2
n

n3
x

1X
�=2

"
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

#
(��n	n (0))��2

(� � 2)!

+
�n

n3	n (0)
xKn+m (x; 0; 0) ;

elde edilir. Bu ifadede tekrar (4o) özelli¼gi kullan¬ld¬¼g¬nda

Ln
�
t2;x

�
=

�2n
n3
(n+m)x2

1X
�=2

"
@��2

@u��2
Kn+2m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

#
(��n	n (0))��2

(� � 2)!

+
�n

n3	n (0)
x

=
�2n
n3
(n+m)x2

1X
�=0

"
@�

@u�
Kn+2m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

#
(��n	n (0))�

�!

+
�n

n3	n (0)
x
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=
�2n
n3
(n+m)x2Kn+2m (x; 0; 0) +

�n
n3	n (0)

x

=
��nx
n

�2�n+m
n

�
+
��nx
n

�� 1

n2	n (0)

�

bulunur. Bu ise (4.0.2) den n!1 için

Ln
�
t2;x

�
� x2

oldu¼gunu gösterir.

Şu halde Korovkin teoreminin koşullar¬n¬göstermi̧s olduk. Bu ise ispat¬tamamlar.

(4o) şart¬yerine başka bir şart vererek bu operatörün yak¬nsakl¬¼g¬hakk¬nda genel

bir teorem ispatlayabiliriz.

Teorem 4.0.2 E¼ger Kn (x; t; u) fonksiyonu (1o) ve (3o) şartlar¬ndan dolay¬,

lim
n!1

1

n

@

@u
Kn (x; 0; 0) = �x (4.0.6)

lim
n!1

1

n2
@2

@u2
Kn (x; 0; 0) = x

2 (4.0.7)

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa, o taktirde Teorem 4.0.1�in sonucu geçerlidir. Yani

Ln (f ;x)� f (x)

gerçeklenir (Gadjiev ve Ibragimov 1970).

·Ispat: Kn (x; t; u) bir tam fonksiyon oldu¼gundan,

Kn (x; t; u) =

1X
�=0

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(u� u1)�

�!
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olacak şekilde Taylor serisi yaz¬labilir. u�ya göre türevlerini al¬rsak,

@

@u
Kn (x; t; u) =

1X
�=0

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

� (u� u1)��1

�!

@2

@u2
Kn (x; t; u) =

1X
�=0

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

� (� � 1) (u� u1)��2

�!

olup, t = 0 için u = 'n (t) ; u1 = �n	n (t) al¬rsak, (4.0.1) şart¬ndan

@

@u
Kn (x; 0; 0) =

1X
�=1

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��1
(� � 1)!

@2

@u2
Kn (x; 0; 0) =

1X
�=2

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��2
(� � 2)!

elde ederiz. Şimdi bu eşitlikleri gözönüne al¬p Korovkin teoreminin koşullar¬n¬

araşt¬ral¬m.

Ln (1; x) =
1X
�=0

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))�
�!

=
1X
�=0

@�

@u�
Kn (x; 0; �n	n (0))

(��n	n (0))�
�!

= Kn (x; 0; 0)

= 1

bulunur. Bu durumda [0; A] aral¬¼g¬nda n!1 iken

Ln (1; x)� 1

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Ln (t;x) =
1X
�=0

�

n2	n (0)

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))�
�!

= ��n
n2

1X
�=1

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��1
(� � 1)!

= ��n
n

1

n
Kn (x; 0; 0)
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bulunur. Dolay¬s¬yla (4.0.2) ve (4.0.6) dan n!1 için

Ln (t;x)� x

gerçeklenir.

Ln
�
t2;x

�
=

1X
�=0

�2

n4	2n (0)

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))�
�!

= ��n
n4

1X
�=1

�

	n (0)

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��1
(� � 1)!

= ��n
n4

1X
�=1

� � 1
	n (0)

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��1
(� � 1)!

��n
n4

1X
�=1

1

	n (0)

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��1
(� � 1)!

=
�2n
n4

1X
�=2

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��2
(� � 2)!

��n
n4

1

	n (0)

1X
�=1

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(��n	n (0))��1
(� � 1)!

=
��n
n

�2 1
n2
@2

@u2
Kn (x; 0; 0)�

�n
n

1

n2	n (0)

1

n

@

@u
Kn (x; 0; 0)

bulunur. Böylece (4.0.2), (4.0.6) ve (4.0.7) den

Ln
�
t2;x

�
� x2

elde edilir. Bu ise ispat¬tamamlar.

4.1 Toplam Biçimindeki Baz¬Operatörlerin Elde edilmesi

Belirtelim ki (4.0.4) operatörünün özel durumlar¬birçok belirli lineer pozitif ope-

ratörler dizisini içerir. Şimdi bu operatörden yararlanarak yaklaş¬mlar teorisinde

s¬kl¬kla kullan¬lan¬lan baz¬operatörleri elde edelim.
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1) Bernstein Polinomlar¬:

Kn (x; t; u) =

�
1� ux

1 + t

�n
olsun. Bu durumda

@

@u
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= n (1� u1x)n�1 : (�x)

@2

@u2
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= n (n� 1) (1� u1x)n�2 : (�x)2

ve bu şekilde devam ederek Kn (x; t; u) fonksiyonunun � defa türevini ald¬¼g¬m¬zda;

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= n (n� 1) ::: [n� (� � 1)] (1� u1x)n�� : (�x)�

bulunur. Buradan

@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=u1

t=0
= (n+m) (n+m� 1) ::: [n+m� (� � 2)]

� (1� u1x)n+m�(��1) : (�x)��1

olup (4.0.3) ile verilen (4o) özelli¼gini dikkate al¬rsak,

@�

@u�
Kn+m (x; t; u) ju=u1

t=0
= n (n� 1) ::: [n� (� � 1)] (1� u1x)n�� : (�x)�

= �nx(n+m) (n+m� 1) ::: [n+m� (� � 2)]

� (1� u1x)n+m�(��1) : (�x)��1

= �nx
�
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=u1

t=0

�

eşitli¼ginden m = �1 bulunur. Bunu (4.0.5) de yerine yazarsak (4.0.4) operatörü;

L�1�n (f ;x) =
nX
�=0

f

�
�

n2	n (0)

�
n (n� 1) (n� 2) :::(n� � + 1)

�!

�(x�n	n (0))�Kn�� (x; t; u) ju=�n	n(t)
t=0

=

nX
�=0

f

�
�

n2	n (0)

��
n

�

�
(x�n	n (0))

� (1� �n	n (0) x)n��(4.1.1)
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şeklinde olup (1o) ve (2o) şartlar¬sa¼glan¬r. Burada
@n+1

@un+1
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= 0 d¬r.

E¼ger (4.1.1) de

�n = n; 	n (0) =
1

n

seçersek

L�1�n (f ;x) =

nX
�=0

f
��
n

��n
�

�
x� (1� x)n��

(3.0.1) ile ifade etti¼gimiz Bernstein polinomlar¬n¬elde ederiz.

2) Bernstein-Chlodowsky Polinomlar¬:

(4.1.1) ifadesinde

�n = n; 	n (0) =
1

nbn
; lim
n!1

bn =1; lim
n!1

bn
n
= 0

seçti¼gimizde ise;

L�1�n (f ;x) =
nX
�=0

f

�
�bn
n

��
n

�

��
x

bn

�� �
1� x

bn

�n��

(3.2.1) ile tan¬mlad¬¼g¬m¬z Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬n¬elde ederiz.

3) Genelleştirilmi̧s Bernstein-Chlodowsky Polinomlar¬:

� � 0, � > 0; � + � = 1 olmak üzere (4.0.4) operatörünü

L�;�n (f ;x) =

1X
�=0

f

�
�x+ �

�

n2	n (0)

��
@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

�
(��n	n (0))�

�!

olarak kabul edelim. Bu durumda L�;�n (f ;x) operatörünün çekirde¼ginde bulunan

Kn (x; t; u) fonksiyonuna (4.0.3) ile verilen (4o) özelli¼gini � defa uygulad¬¼g¬m¬zda

L�;�n (f ;x) ope-ratörü her n için;
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L�;�n (f ;x) =
1X
�=0

f

�
�x+ �

�

n2	n (0)

�
n (n+m) (n+ 2m) ::: [n+ (� � 1)m]

�!

�(x�n	n (0))�Kn+�m (x; t; u) ju=�n	n(t)
t=0

(4.1.2)

şeklinde elde edilir.

Kn (x; t; u) =

�
1� ux

1 + t

�n
için m = �1 bulmuştuk. O halde bu de¼geri (4.1.2) de

yerine yazarsak;

L�;�n (f ;x) =

nX
�=0

f

�
�x+ �

�

n2	n (0)

�
n (n� 1) (n� 2) :::(n� � + 1)

�!

�(x�n	n (0))�Kn�� (x; t; u) ju=�n	n(t)
t=0

=
nX
�=0

f

�
�x+ �

�

n2	n (0)

��
n

�

�
(x�n	n (0))

� (1� �n	n (0) x)n��

elde edilir. E¼ger bu operatörde

�n = n; 	n (0) =
1

nbn
; lim
n!1

bn =1; lim
n!1

bn
n
= 0

seçersek

L�;�n (f ;x) =

nX
�=0

f

�
�x+ �

�bn
n

��
n

�

��
x

bn

�� �
1� x

bn

�n��

genelleştirilmi̧s Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬elde edilir.

4) Szász Operatörleri:

Kn (x; t; u) = e
�n(t+ux)olsun. Bu durumda

@

@u
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1) (nx) e�nu1x

@2

@u2
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)2 (nx)2 e�nu1x
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bu şekilde devam ederek Kn (x; t; u) fonksiyonunun � defa türevini ald¬¼g¬m¬zda;

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)

�

(nx)� e�nu1x

elde ederiz. Buradan

@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)��1 [(m+ n)x]

��1
e�(m+n)u1x

olup (4.0.3) ile verilen (4o) özelli¼gini dikkate al¬rsak,

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)

�

(nx)
�

e�nu1x

= �nx (�1)��1 [(m+ n)x]
��1
e�(m+n)u1x

= �nx
�
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=u1

t=0

�

eşitli¼ginden m = 0 buluruz. Bunu (4.0.5) de yerine yazarsak (4.0.4) operatörü

L�2�n (f ;x) =
1X
�=0

f

�
�

n2	n (0)

�
n:n:::n

�!
(x�n	n (0))

�Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)
t=0

= e�n(�n	n(0)x)
1X
�=0

f

�
�

n2	n (0)

�
(nx)�

�!
(�n	n (0))

�

şeklini al¬r. E¼ger bu operatörde

�n = n; 	n (0) =
1

n

seçersek

L�2�n (f ;x) = e�nx
1X
�=0

f
��
n

� (nx)�
�!

Szász operatörlerini elde ederiz.

5) Baskakov Operatörü:

Kn (x; t; u) = (1 + ux)
�n(t+1) olsun. Bu durumda
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@

@u
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)nx(1 + u1x)�(n+1)

@2

@u2
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)2 n (n+ 1) x2(1 + u1x)�(n+2)

bu şekilde devam edildi¼ginde Kn (x; t; u) fonksiyonunun �: türevi

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)� n (n+ 1) ::: (n+ � � 1)x�(1 + u1x)�(n+�)

olarak elde edilir. Buradan

@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)

��1
(n+m) (n+m+ 1) ::: (n+m+ � � 2)

�x��1(1 + u1x)�(n+m+��1)

olup (4:0:3) ile verilen (4o) şart¬ndan

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)

�

n (n+ 1) ::: (n+ � � 1)x�(1 + u1x)�(n+�)

= �nx (�1)
��1
(n+m) (n+m+ 1) ::: (n+m+ � � 2)

�x��1(1 + u1x)�(n+m+��1)

= �nx
�
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=u1

t=0

�

m = 1 bulunur. Bunu (4.0.5) de yerine yazarsak (4.0.4) operatörü

L�3�n (f ;x) =
1X
�=0

f

�
�

n2	n (0)

�
n (n+ 1) (n+ 2) :::(n+ � � 1)

�!

�(x�n	n (0))�Kn+� (x; t; u) ju=�n	n(t)
t=0

=
1X
�=0

f

�
�

n2	n (0)

��
n+ � � 1

�

�
(x�n	n (0))

�

� (1 + �n	n (0) x)�(n+�) (4.1.3)

şeklini al¬r.
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E¼ger (4.1.3) de

�n = n; 	n (0) =
1

n

seçersek

L�3�n (f ;x) =

1X
�=0

f
��
n

��n+ � � 1
�

�
x�

(1 + x)n+�

operatörü elde edilir. Bu operatör Baskakov operatörü olarak bilinir.

6) Genelleştirilmi̧s Baskakov Operatörü:

(4.0.4) genel operatöründe Kn (z) bir analitik fonksiyon olsun ve (4o) şart¬sa¼glans¬n.

Kn (x; t; u) = Kn (t+ ux)

alal¬m. Bu durumda

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

=
@�

@u�
Kn (t+ ux) ju=�n	n(t)

t=0

= x�K(�)
n (�n	n (0) x)

oldu¼gundan (4.0.4) operatörü

L�4�n (f ;x) =

1X
�=0

f

�
�

n2	n (0)

�
K(�)
n (�n	n (0) x)

(�x�n	n (0))�
�!

(4.1.4)

şeklini al¬r.

E¼ger (4.1.4) de

�n = n; 	n (0) =
1

n

seçersek

L�4�n (f ;x) =
1X
�=0

f
��
n

�
K(�)
n (x)

(�x)�
�!

olup K(�)
n (x) = �(�)n (x) dersek,
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L�4�n (f ;x) =

1X
�=0

f
��
n

�
�(�)n (x)

(�x)�
�!

genelleştirilmi̧s Baskakov operatörünü elde ederiz.

7) Bleimann, Butzer ve Hahn Operatörleri:

(4.0.3) ile verilen (40) şart¬n¬

� @�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

=
nx

1 + x

�
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

�
(4.1.5)

olarak kabul edelim. (4.0.4) ile verilen Ln (f ;x) genel operatörünün çekirde¼ginde

bulunan Kn (x; t; u) fonksiyonuna bu özelli¼gi � defa uygularsak

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

= (�1)
�

x

1 + x

�
n

"
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

#

= (�1)2
�

x

1 + x

�2
n (n+m)

�
"
@��2

@u��2
Kn+2m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

#

= (�1)3
�

x

1 + x

�3
n (n+m) (n+ 2m)

�
"
@��3

@u��3
Kn+3m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

#
:

:

:

= (�1)�
�

x

1 + x

��
n (n+m) ::: [n+ (� � 1)m]

�Kn+�m (x; t; u) ju=�n	n(t)
t=0

(4.0.4) operatörü 8n için;
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Ln (f ;x) =

1X
�=0

f

�
�

n2	n (0)

�
n (n+m) ::: [n+ (� � 1)m]

�!

�(�n	n (0) x)
�

(1 + x)�
Kn+�m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(4.1.6)

şeklinde elde edilir.

Kn (x; t; u) =

�
1� ux

1 + x

�n(t+1)
olsun. Bu durumda

@

@u
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)n

�
x

1 + x

��
1� u1x

1 + x

�n�1
@2

@u2
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)2 n (n� 1)

�
x

1 + x

�2�
1� u1x

1 + x

�n�2
bu şekilde devam ederek Kn (x; t; u) fonksiyonunun � defa türevini ald¬¼g¬m¬zda

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)

�

n (n� 1) ::: [n� (� � 1)]
�

x

1 + x

�� �
1� u1x

1 + x

�n��
elde edilir. Buradan

@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)

��1
(n+m) (n+m� 1) ::: [n+m� (� � 2)]

�
�

x

1 + x

���1�
1� u1x

1 + x

�n+m��+1
olup (4.1.5) ile ifade etti¼gimiz özellikten

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)

�

n (n� 1) ::: [n� (� � 1)]
�

x

1 + x

�� �
1� u1x

1 + x

�n��
= � nx

x+ 1
(�1)

��1
(n+m) (n+m� 1) ::: [n+m� (� � 2)]

�
�

x

1 + x

���1�
1� u1x

1 + x

�n+m��+1
= � nx

1 + x

�
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=u1

t=0

�
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m = �1 bulunur. Bunu (4.1.6) da yerine yazarsak (4.0.4) operatörü;

L�5�n (f ;x) =

nX
�=0

f

�
�

n2	n (0)

�
n (n� 1) (n� 2) :::(n� � + 1)

�!

�(�n	n (0) x)
�

(1 + x)�
Kn�� (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

=

nX
�=0

f

�
�

n2	n (0)

��
n

�

�
(�n	n (0) x)

�

(1 + x)�

�
1� �n	n (0) x

1 + x

�n��

şeklini al¬r. Burada
@n+1

@un+1
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= 0 d¬r.

E¼ger L�5�n (f ;x) de

�n =
n2

n� � + 1 ; 	n (0) =
1

n2
(n� � + 1)

seçersek

L�5�n (f ;x) =
nX
�=0

f

�
�

n� � + 1

��
n

�

�
x�

(1 + x)�

�
1

1 + x

�n��
=

1

(1 + x)n

nX
�=0

f

�
�

n� � + 1

��
n

�

�
x�

operatörlerini elde ederiz. Bu da (3.6.1) de tan¬mlanan Bleimann, Butzer ve Hahn

operatörüdür.

8) Balász Operatörleri:

(4.0.3) ile verilen (40) şart¬n¬;

� @�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

=
nanx

1 + anx

�
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

�
(4.1.7)

olarak kabul edelim. (4.0.4) de tan¬mlanan Ln (f ;x) genel operatörünün içinde bu-

lunan Kn (x; t; u) fonksiyonuna bu özelli¼gi � defa uygulayal¬m
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@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

= (�1)
�

anx

1 + anx

�
n

"
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

#

= (�1)2
�

anx

1 + anx

�2
n (n+m)

�
"
@��2

@u��2
Kn+2m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

#

= (�1)3
�

anx

1 + anx

�3
n (n+m) (n+ 2m)

�
"
@��3

@u��3
Kn+3m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

#
:

:

:

= (�1)�
�

anx

1 + anx

��
n (n+m) ::: [n+ (� � 1)m]

�Kn+�m (x; t; u) ju=�n	n(t)
t=0

O halde (4.0.4) operatörü 8n için;

Ln (f ;x) =
1X
�=0

f

�
�

n2	n (0)

�
n (n+m) ::: [n+ (� � 1)m]

�!

�(�n	n (0) anx)
�

(1 + anx)
� Kn+�m (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

(4.1.8)

şeklinde elde edilir.

Kn (x; t; u) =

�
1� uanx

1 + anx

�n(t+1)
olsun. Bu durumda

@

@u
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)n

�
anx

1 + anx

��
1� u1anx

1 + anx

�n�1
@2

@u2
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)2 n (n� 1)

�
anx

1 + anx

�2�
1� u1anx

1 + anx

�n�2
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bulunur. Bu şekilde devam ederekKn (x; t; u) fonksiyonunun � defa türevini ald¬¼g¬m¬zda;

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)

�

n (n� 1) ::: [n� (� � 1)]
�

anx

1 + anx

�� �
1� u1anx

1 + anx

�n��
elde edilir. Buradan

@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)

��1
(n+m) (n+m� 1) ::: [n+m� (� � 2)]

�
�

anx

1 + anx

���1�
1� u1anx

1 + anx

�n+m��+1
olup (4.1.7) den

@�

@u�
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)

�

n (n� 1) ::: [n� (� � 1)]

�
�

anx

1 + anx

�� �
1� u1anx

1 + anx

�n��
= � nanx

1 + anx
(�1)

��1
(n+m) (n+m� 1) ::: [n+m� (� � 2)]

�
�

anx

1 + anx

���1�
1� u1anx

1 + anx

�n+m��+1
= � nanx

1 + anx

�
@��1

@u��1
Kn+m (x; t; u) ju=u1

t=0

�

m = �1 bulunur. Bunu (4.1.8) de yerine yazarsak (4.0.4) operatörü;

L�6�n (f ;x) =
nX
�=0

f

�
�

n2	n (0)

�
n (n� 1) (n� 2) :::(n� � + 1)

�!

�(�n	n (0) anx)
�

(1 + anx)
� Kn�� (x; t; u) ju=�n	n(t)

t=0

=
1X
�=0

f

�
�

n2	n (0)

��
n

�

�
(�n	n (0) anx)

�

(1 + anx)
�

�
1� �n	n (0) anx

1 + anx

�n��

şeklini al¬r. Burada
@n+1

@un+1
Kn (x; t; u) ju=u1

t=0
= 0 d¬r. E¼ger bu operatörde

�n =
n2

bn
; 	n (0) =

bn
n2
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seçersek

L�6�n (f ;x) =
nX
�=0

f

�
�

bn

��
n

�

�
(anx)

�

(1 + anx)�
1

(1 + anx)n��

=
1

(1 + anx)
n

nX
�=0

f

�
�

bn

��
n

�

�
(anx)

�

elde edilir ki bu da (3.7.1) ile tan¬mlanan Balász operatörüdür.

9) Meyer-König ve Zeller Operatörleri:

(4.0.4) genel operatöründe n yerine n+1 yaz¬lmas¬yla elde edilen ifadeye L�7�n (f ;x)

diyelim

L�7�n (f ;x) =
1X
�=0

f

�
�

(n+ 1)2	n+1 (0)

��
@�

@u�
Kn+1 (x; t; u) ju=�n+1	n+1(t)

t=0

�
�(��n+1	n+1 (0))

�

�!
(4.1.9)

(4.0.3) ile verilen (40) şart¬n¬ise

� @�

@u�
Kn+1 (x; t; u) ju=�n+1	n+1(t)

t=0

=
(n+ 1)x

1� x

"
@��1

@u��1
Kn+1+m (x; t; u) ju=�n+1	n+1(t)

t=0

#
(4.1.10)

olarak kabul edelim.L�7�n (f ;x) operatörünün çekirde¼ginde bulunanKn+1 (x; t; u) fonksi-

yonuna (4.1.10) özelli¼gini � defa uygularsak;

@�

@u�
Kn+1 (x; t; u) ju=�n+1	n+1(t)

t=0

= �(n+ 1)x
1� x

"
@��1

@u��1
Kn+1+m (x; t; u) ju=�n+1	n+1(t)

t=0

#

= (�1)2
�

x

1� x

�2
(n+ 1)(n+ 1 +m)

�
"
@��2

@u��2
Kn+1+2m (x; t; u) ju=�n+1	n+1(t)

t=0

#
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= (�1)3
�

x

1� x

�3
(n+ 1)(n+ 1 +m)(n+ 1 + 2m)

�
"
@��3

@u��3
Kn+1+3m (x; t; u) ju=�n+1	n+1(t)

t=0

#
:

:

:

= (�1)�
�

x

1� x

��
(n+ 1)::: [n+ 1 + (� � 1)m]

�Kn+1+�m (x; t; u) ju=�n+1	n+1(t)
t=0

L�7�n (f ;x) operatörü 8n için,

L�7�n (f ;x) =
1X
�=0

f

�
�

(n+ 1)2	n+1 (0)

�
(n+ 1)::: [n+ 1 + (� � 1)m]

�!

� x�

(1� x)�Kn+1+�m (x; t; u) ju=�n+1	n+1(t)
t=0

(4.1.11)

şeklinde elde edilir.

Kn+1 (x; t; u) =

�
1 +

ux

1� x

��(n+1)(t+1)
olsun. Bu durumda

@

@u
Kn+1 (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)

�
x

1� x

�
(n+ 1)

�
1 +

u1x

1� x

��(n+2)

@2

@u2
Kn+1 (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)2

�
x

1� x

�2
(n+ 1)(n+ 2)

�
1 +

u1x

1� x

��(n+2)
bulunur. Böylece Kn+1 (x; t; u) fonksiyonunun �: türevi

@�

@u�
Kn+1 (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)�

�
x

1� x

��
(n+ 1):::(n+ �)

�
1 +

u1x

1� x

��(n+�)
olarak elde edilir. Buradan
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@��1

@u��1
Kn+1+m (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)��1

�
x

1� x

���1
(n+m+ 1):::(n+m+ � � 1)

�
�
1 +

u1x

1� x

��(n+m+��1)
bulunur. (4.1.10) dan

@�

@u�
Kn+1 (x; t; u) ju=u1

t=0
= (�1)�

�
x

1� x

��
(n+ 1):::(n+ �)

�
1 +

u1x

1� x

��(n+�)
= �(n+ 1)x

1� x (�1)��1
�

x

1� x

���1
(n+m+ 1):::(n+m+ � � 1)

�
�
1 +

u1x

1� x

��(n+m+��1)
= �(n+ 1)x

1� x

�
@��1

@u��1
Kn+1+m (x; t; u) ju=u1

t=0

�

m = 1 bulunur. Bunu (4.1.1) de yerine yazarsak

L�7�n (f ;x) =
1X
�=0

f

�
�

(n+ 1)2	n+1 (0)

�
(n+ 1) (n+ 2) (n+ 3) :::(n+ �)

�!

� x�

(1� x)�Kn+1+� (x; t; u) ju=�n+1	n+1(t)
t=0

=
1X
�=0

f

�
�

(n+ 1)2	n+1 (0)

��
n+ �

�

�
x�

(1� x)�

�
�
1 +

�n+1	n+1 (0) x

1� x

��(n+1+�)
elde edilir. E¼ger bu operatörde

�n+1 =
(n+ 1)2

n+ �
; 	n+1 (0) =

n+ �

(n+ 1)2

seçersek

L�7�n (f ;x) =

1X
�=0

f

�
�

n+ �

��
n+ �

�

�
x�

(1� x)� (1� x)
n+1+�

= (1� x)n+1
1X
�=0

f

�
�

n+ �

��
n+ �

�

�
x�
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Meyer-König ve Zeller operatörlerini elde ederiz.
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