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C'la, b
C? [a, b]
CB [0, OO)

ka

K(f39)

Lipy («)

Lo (f;2) = f (2)
N

R

w(0) = w(f;9)
IHlctes

20,0

SIMGELER DiZzZiNi

[a,b] araliginda tanmimh siirekli ve reel degerli fonksiyonlarin uzay:
g, ¢, g € Cla,b] olan fonksiyon uzay:
[0, 00) araligindaki simirly, siirekli reel degerli fonksiyonlarin uzay:

: : : n n!
n’ nin k&’ i kombinasyonu, yani C* = =

k (n — k)lk!

f fonksiyonunun Peetre-K fonksiyoneli

Lipschitz Sinifi fonksiyonlar

L,, operator dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsakligi
Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

f fonksiyonunun siireklilik modiilii

C'a,b] uzaymda ||.| = max |.| ile tammh norm

ile taniml norm

gll

19/l c2pagy = 19/l oy + ||g/||C’[a,b] +| Cla,b]



1. GIRIS

Yaklagimlar teorisi, verilen bir uzaydaki bir fonksiyona iyi ¢zellikleri olan ayni uzaya

ait fonksiyonlar ailesi ile yaklagim yapilip yapilamayacagini arastirir.

Yaklagimlar teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen teorem; kapali [a, b] aralig
tizerinde taniml reel degerli siirekli bir f fonksiyonu i¢in her € > 0 ve her x € [a, 0]

olmak iizere

[P () — f (2)] < e

olacak gekilde bir P, (z) polinomunun varhg, ilk kez 1885 yilhinda Alman Matema-

tikci Weierstrass tarafindan ifade ve ispat edilmistir.

1912 yihinda Rus Matematikgi S. N. Bernstein tarafindan [0, 1] kapali aralig: tizerinde
taniml reel degerli siirekli bir f fonksiyonuna yaklasan polinomlarin tipi hakkinda

bir teorem ispatlanmigtir. S. N. Bernstein,
- k k, .k n—k
k=0

tipinde polinomlar dizisi tanimlamig ve bu polinomlar dizisi i¢in keyfi € > 0 veril-

diginde her z € [0, 1] ve her n > ny igin
By (f;2) = f(2)] <€
esitsizliginin saglandigini gostermistir.

Bu ¢aligmada; Bernstein polinomlar: yardimiyla genel bir lineer pozitif operatorler
dizisi incelenmis ve bu operatoriin 6zel hallerinde Bernstein polinomlar1 ve bazi

genellesmeleri elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde calisma iginde gerekli olan tanimlar verilecektir.

2.1 Sonlu Aralikta Siirekli Fonksiyonlar Uzay:

Tanim 2.1.1 Kapali ve sonlu [a, b] araliginda taniml ve siirekli fonksiyonlar uzayin
C'a,b] ile gosterelim. [a,b] aralig: iizerinde siirekli bir f fonksiyonu Weierstrass
teoremine gore maksimum ve minimum degerler alacag: igin C'|a,b] iizerinde bir

norm

Iflle = max [f(z)

a<z<b

bi¢iminde tanimlanabilir.

f e Cla,b] ve (fn), Cla,b] deki fonksiyonlarin bir dizisi olmak {izere, f, dizisinin f
fonksiyonuna yaklagmas i¢in gerek ve yeter kosul [a, b] arahigindaki tiim x noktalar:
icin

[ (@) = [ (2)] < Mey

esitsizliginin saglanmasidir. Burada e, sifira yakinsayan bir dizi, M pozitif bir
sayidir. {f, (z)} dizisinin C' [a,b] normunda f fonksiyonuna yakinsamas: diizgiin

yakinsamadir. Bu yakinsama f,, () = f (z) ile gosterilir (Rudin 1921).

2.2 Lineer Pozitif Operatorler

Tanim 2.2.1 L : X — Y bir operator olsun. f; (z) ve fo (z), X uzayinda herhangi

iki fonksiyon, a; ve as keyfi iki reel say1 olmak iizere L operatorii

L (a1 fi1 + asfa;2) = a1 L (f1;2) + asL (fo; )

kosulunu gercekliyor ise, o taktirde L operatoriine lineer operator denir.

Lineer operatorler kiimesi icinde ¢ok ¢énemli bir alt sinif vardir ki; o da lineer pozitif
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operatorler sinifidir.

Tanim 2.2.2 Xt ={fe X: f>0}veY T ={geY : g>0} olsun. Eger
L: X" CX —Y" CY ise o taktirde bu lineer operatore “Lineer Pozitif Operator”

denir.

Simdi lineer pozitif operatorlerin 6nemli bazi 6zelliklerini verelim.

Ozellik 2.2.1 Lineer pozitif operatérler monotondur.

Gergekten; Vo € R icin f (z) > g (z) ise f(z) — g (z) > 0 dir. L operatorii pozitif
oldugundan

L(f—g;2)>0

olur ve L operatoriiniin lineerlik 6zelliginden
L(f;2) = L(g;2) 20
elde edilir. Bu da istenendir.

Ozellik 2.2.2 L lineer pozitif operatér olsun. Bu durumda

\L(f;2)l < L(If];2)
esitsizligi gergeklenir.
Gergekten; Vt € [a, ] icin

—fOI<fF ) <[f @)

esitsizligi saglanir. L operatoriiniin monoton olma 6zelliginden

—L(|fl;2) < L(f;2) < L(|f];)



yazilabilir. Dolayisiyla
L (fs2)] < L(f];2)

elde edilir.

Tanim 2.2.5 f fonksiyonu zy noktasini ihtiva eden bir aralikta her mertebeden

tiirevlenebilir olsun.
. f(k)
2 f (ZE()) (.%' _ xo)k

k!
k=0

serisine f fonksiyonu tarafindan xy noktasinda iiretilen Taylor serisi adi verilir.

Taylor agiliminda, 6zel olarak zy = 0 alinirsa

— /%) (0)
kz_o P

serisi elde edilir ki bu seriye Maclaurin serisi ad1 verilir.

1 1
Tanim 2.2.6 (Holder Esitsizligi): p > 0 ve ¢ > 0 reel sayilar1 — + — = 1 gartim
p q

saglasin. Bu durumda V (ax), (by) € [, dizileri igin

(&)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik p = ¢ = 2 igin Cauchy-Schwarz esitsizligi olarak

bilinir (Lorentz 1953).

hSAl

k=0 k=0

2.3 Lineer Pozitif Operator Dizilerinin Yaklagim Hizi

Yaklagimlar teorisinin 6énemli bir problemi de yaklagim hizidir. Yaklagim hizi,

ap, — 0 (n — o0) olmak iizere

|Ln (f52) — f(2)] < can



esitsizligini saglayan () dizisinin bulunmasiyla belirlenir.

Yaklagimlar teorisinde, yaklagim hiz1 problemi olarak adlandirilan bu hesaplamay1
yapmak i¢in bir ¢ok arag¢ kullanilir. Bu nedenle 6nce siireklilik modiiliiniin tanimini

ve bazi 6zelliklerini ispatlariyla birlikte verelim.
Tanim 2.3.1 (Siireklilik Modiilii): f € C[a,b] olsun. § > 0 i¢in

w(f;6) =w(d) = sup () — f ()|
\tlezflg’a

seklinde tanimlanan w () fonksiyonuna, f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir

(Altomare and Campiti 1993).

Stireklilik modiilii agagidaki 6zellikleri gergekler.
i w(f;0)=>0

il. §; < dgise w(f;01) <w (f;d2)

iii. %i_r{(l)w(f;é) =0

iv. m € Nigin w (f;md) < mw (f;0)

v. AeRV igin w (f; M) < (A +1)w(f;0)

vie [f(t) = f (@) Sw (f; |t — )

|t - |

vi. |f<t>—f<x>|s< . +1)w(f;5)




ispat :

i. Stireklilik modiilii tanimi geregince bir mutlak degerin supremumu oldugundan

ispat aciktir.

il. §; < 09 igin |t — z| < 9 bolgesinin |t — x| < §; bolgesinden daha biiyiik oldugu

aciktir. Bolge biiytidiikge alinan supremum biiyiiyeceginden ispat agiktir.

iii. f stirekli oldugundan Ve > 0 igin |27 — 22| < 1 oldugunda

|[f (1) = [ (22)] <€

sup [f (1) — f (z2)] <€

esitsizligini saglayan en az bir 7 > 0 var olup, w (f;7) nin tamimindan

w(fsm) <e

olur. (ii) den ¢ < 7 igin
w(f;0) <e

yazilabiir. Bu da istenen ifadeyi verir.

iv. Siireklilik modiiliiniin tanimindan dolay1 m € N icin

w(f;md) = sup |f(t)— f(2)]

z,t€[a,b]
[t—x|<mo
yazilabilir.
It — x| <mé
ise

z—md <t<z+md



olup, t = x + mh segimiyle |h| < § icin

w(f;md) = fu[pb] |f (x +mh) — f(z)]
<5

yazilabilir. Diger taraftan

sup |f (z+mh) — f (@)= sup |S_[f(@+(k+1)h) - f (x+ kh)]
s "y k=0

olup esitligin sag tarafina iicgen esitsizligi uygulanirsa

m—1
sup |f (z+mh) — f ()] < Y sup [f(z+ (k+1)h) = f(x+kh)
z,t€a,b k—0 z,t€la,b]
|h|<é |h|<5
< w(f;d) +w(fid)+... +w(f;0)
= muw(f;9)

elde edilir.

v. A € RT sayisimin tam kismu [|\|] ile gosterilirse tam deger fonksiyonunun tanimi
geregi

A <A <A +1

esitsizligi gegerlidir. Bu esitsizlik ve w (f; ) fonksiyonunun monoton artan 6zelligi

gozoniinde bulundurulursa,

w (f;A0) <w (f; ([IA] + 1) 0) (2.3.1)

esitsizligi elde edilir. [|A|] pozitif bir tamsay1 oldugundan tistteki esitsizligin sag

tarafina (iv) ozelligi uygulanirsa

w (f; (A +1)0) < ([N + 1w (f59)



elde edilir. Diger yandan VA € R™ icin

(AMJ+1<A+1

oldugundan

w (f; (AT +1)0) < (A+ Dw (f39)

olur. Buradan (2.3.1) yardimiyla

w(f;A0) < A+ 1w (f;9)

yazilabilir ki bu da istenendir.

vi. w(f;0) ifadesinde 0 = |t — x| segersek,

w(filt —=z|) = sup [f () - f(z)

z€la,b]

elde edilir. Bu durumda |f (¢) — f (x)| ifadesinin supremumu w (f; |t — z|) olacagn-

dan ispat agiktir.

vii. (vi) den

Lﬂw—fuMSw(ﬁ“;x%)

yazilabilir. Bu egitsizlikte (v) 6zelligi geregi

10 - @< (M5 1) o)

olacagindan ispat tamamlanir.

Tanim 2.3.2 (Lipschitz Sinifi): 0 < a < 1 olmak tizere
[F (&) = f ()] < Mt — | (2.3.2)

kosulunu saglayan fonksiyonlara Lipschitz sinifindan olan fonksiyonlar denir. M sabi-



tine de Lipschitz sabiti denir. Lipschitz simifindan olan fonksiyonlar f € Lipy («)
ile gosterilir (Korovkin 1960).

Tanim 2.3.3 (Peetre-K Fonksiyoneli): f € C[a,b] ve § > 0 olmak iizere,

K(Fi0)= inf {IF = gleran + 0 lolemrs )

seklinde tammlanan ifadeye Peetre-K fonksiyoneli denir. Burada C?[a,b] ikinci

basamaktan stirekli tiirevlenebilir fonksiyon uzay1 olmak {iizere

B ’ "
l9llcaras = N9l cran + 19l + Hg Hcm,b]

ile verilir.

Lemma 2.3.1 (Integral Bagintisi1): g € C? [a,b] olsun. Bu durumda

t

9= g(a) =g (2) (¢ —2)+ [ (s) (¢~ 5)ds (2:33)

T

esitligi saglanir.

ispat:

/ g (s) (t — 5 ds (2.3.4)

integraline kismi integrasyon uygulayalm;
t—s=uise —ds=du

olup,

g (s)ds=dviseg (s)=v



bulunur. Bunun (2.3.4) de yerine konulmasiyla,;

t t

[o©e-9ds = =59 L+ [d 6

T T

= (t=5)g () +9(s);

= —(t—2)gd (2)+g(t)—g(x)

olup buradan

t

g<t>—g<x>=g’<m><t—x>+/g”<s><t—s>ds

T

yazabiliriz. Bu ise ispat1 tamamlar.

10



3. LINEER POZIiTiF OPERATORLER iLE FONKSiYONLARA
YAKLASIM VE KOROVKIN TEOREMI

1952 yilinda H. Bohman, toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin [0, 1]
kapali araliginda siirekli f fonksiyonuna yaklagmasi problemini incelemigtir.

H. Bohman gostermistir ki; z € [0, 1] ve 0 < aj, < 1 oldugunda

Ln (f,ﬁ) = Zf(akyn) Pk,n (fL‘), Pk,n (I) >0

lineer pozitif operatorler dizisinin, n — oo ig¢in [0, 1] araliginda f fonksiyonuna

diizgiin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter kosullar

Lo (Liz) = 1 (3.0.1)
L,(tz) = = (3.0.2)
L, (t%z) = o? (3.0.3)

olmak {izere ii¢ tanedir.

H. Bohman’ m arastirdigi operatorlerin degeri, f fonksiyonunun [0, 1] arahiginin

disindaki degerlerinden bagimsizdir.

1953 yilinda P. P. Korovkin genel bir teorem ispatlamis ve Bohman’ 1n ifade ettigi
kogullarin genel halde de gegerli oldugunu gostermistir. Simdi yaklagimlar teorisinde

onemli bir yer tutan Korovkin teoremini verelim.

Teorem 3.0.1 (L,) lineer pozitif operatorler dizisi, |a, b] kapall araliginda n — oo
iken (3.0.1), (3.0.2) ve (3.0.3) kosullarim gergekliyor ise o taktirde, [a,b] arahginda

siirekli ve tiim reel eksende sinirli herhangi bir f fonksiyonu i¢in n — oo iken,

Ly (f;2) = f(2), a<az<b

olur (Korovkin 1960).

11



Ispat: feC [a, b] oldugundan Ve > 0 sayisina kargilik 6yle bir § > 0 sayis1 vardir

kit € R vez € [a,b] i¢in |t — x| < 6 oldugunda

[f ()= f(z)| <e (3.0.4)

kalir. Diger taraftan f siirh oldugundan Va € R igin |f (z)| < M olacak sekilde

M > 0 sayis1 vardir.

|t — x| > § oldugunda ise f siirh oldugundan ve ii¢gen egitsizliginden, M pozitif

bir sabit olmak tizere
1f @) = f @) <[f O+ 1S (2)] < 2M
yazilabilir. Ayrica [t — x| > § = \/(t — 2)° > 6 = (t — x)* > 6 olup

(t—2)°

62

2M
>1 = = (t —x)° >2M (3.0.5)

saglanir. O halde (3.0.4) ve (3.0.5) egitsizliklerinden Ve > 0 igin

() = f(2)] < 25—]‘24 (=) +e (3.0.6)

bulunur.

Lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden

[ Ln (f;2) = (@) lcpap = IMn (F (1) = F(2)52) + £ () (Lo (f3 1) = Dy
Lo (f (1) = f () 337)||c[a,b} + Hch[a,b} Ly (L;2) — 1HC[a,b]

IA

IA

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizligin ikinci terimi (3.0.1) ifadesinden dolayi sifira

yakinsar. Yani

||f||0[a,b} Ly (L;2) — 1||c[a,b} < €n

12

[ Lo ([f () = f(2)] ;m)HC[a,b] + Hf”C[a,b] Ly (L;2) — 1HC[a,b]



esitsizligini saglayan ve n — oo iken €, — 0 olacak sekilde bir (e,,) dizisi vardir.

Bu durumda

1L (f52) = f (@)l cpap < NMn (1F () = (@) 2) | pag + €n (3.0.7)

gerceklenir.

(3.0.7) esitsizliginin sagindaki ilk terimi gozoniine alalim. (3.0.6) esitsizligi ve lineer

pozitif operatorlerin ozellikleri kullanilarak

Lo ()~ f@)ia) < Ln(zé—]‘f@—x)ue;x)

= €L, (1;2) + 25_]\2%" ((t —2)*;2)
2M 9 9
= €L, (1;2)+ 5 (L, (t*;2) — 22L, (t;z) + 2L, (1;2)]

elde edilir.

olsun. Vz € [a,b] igin g (z) < sup |g(z)| = b ve h(z) < sup |h(z)| = c olmak
x€[a,b] z€[a,b]
lizere

Lo(If () = f(@);2) < e+b[La(Liz) = 1]+ 5 [La (t%52) — 27]

+c[L, (t;x) — z]

13



1o (1F (1) = F @) 50) oy < €+ 01[Ln (1;2) = Higpay

2M
7 L (Pi2) =2 gy €1 (t:2) = allcgey

elde edilir.

(3.0.1), (3.0.2) ve (3.0.3) ifadelerinden dolay1

Tim L (1f (8) = £ @)]:2) |y = 0

olur. Bu durumda (3.0.7) ifadesinin

i [ Ly, (f () 52) = [ (@)l o = O

n—oo

oldugu goriiliir. Bu da ispati tamamlar.

1962 yilinda Baskakov, M sabiti, [a, b] arahig iizerinde siirekli f fonksiyonuna bagh

bir sabit olmak iizere

|f ()] < My (1 +27) (3.0.8)

kogulunu saglayan f fonksiyonu icin Korovkin teoreminin gerceklendigini ispat-

lamigtar.

Gergekten; f € C'[a,b] oldugundan her € > 0 sayisina kargilik dyle bir 6 > 0 sayist

vardir ki ¢t € R ve = € [a, b] igin |t — 2| < § oldugunda

[f () = f ()] <e

kalir.

Diger yandan |t — x| > § oldugunda x € [a,b] i¢gin f fonksiyonu (3.0.8) kosulunu

sagladigindan

14



@O =S @] < Mp(1+2%) + M (1+2)
= My (1+¢*+2?)
= MM2+t—x+@-+ﬁ)

(@ e @—xf+2ﬁu—xf)

I
)

o 52

= )? +1+2$+2332
- A 5

2 2z 222
My (t — ) (?_’_l‘i‘ sup — + sup —)

IN

zela,b) 0 zela,b] 52

seklinde yazilabilir. Bu egitsizlikte

2y (201 sup 2 s 22
Cc = sup — su
d 5 xe[ae)] 4 €| aI?)] 52

alinirsa

()= f(2) <c(t—a)?

elde edilir.

Bu durumda Vz € [a,b] ve Vt € R igin

f ()= f (@) Setelt—a2)

yazilabilir. Ayrica

Lo (If () = f (@)]52) < Lo (e+e(t—2);2)
= €L, (1;x) + ¢ [L, (t*;x) — 22L, (t;z) + 2°Ly, (1; )]
= €[L, (L) — 1] + e+ c{[L, (t}2) — 27

—22 [L, (t;x) — 2] + 2* [L, (1;2) — 1]}
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olup, k = sup |—2z| ve [ = sup |z?| olmak iizere
ze[a,b) ze[a,b)

Ly (1f () = f (2)] ;x)HC[a,b] < et (e+)||Ln (L) — 1HC’[a,b] + k|| Ly (t;2) — xHC[a,b}

+c HLn (%) - 372”0[@,1;]

esitsizligi saglanir.
(3.0.1), (3.0.2) ve (3.0.3) ifadelerinden dolay1
T (1L (1F () = £ (@)]52)legapy = 0
olur. Bu durumda (3.0.7) esitsizliginden istenen
T |y (F52) = £ (2)] gy = 0

elde edilir. O halde Korovkin teoremi saglanmis olur.
3.1 Bernstein Polinomlar1 ve Yaklasim Ozellikleri

1912 yilinda S. Bernstein, Weierstrass’ in yaklagim teoreminde bahsettigi P (z) poli-

nomunu agagidaki gibi tanimlamigtir.

0 <z <1 olmak iizere bu polinom,

n

B, (f;z)=) _f (%) Chab (1 — )" " (3.1.1)

k=0

bi¢imindedir (Bernstein 1912). Burada

v (M) n!
Co = (k) N (n — k)Ik!

dir.

16



Bu polinomlarin temel yapisi; a ve b pozitif sayilar ve n bir dogal say1 olmak iizere;

(a+0)" =Y Ckdv*

k=0

binom formiiliine baghdir. Bu formiilde x € [0, 1] olmak iizere a =z ve b=1—x
alinirsa;

(@+1-a)'=1)"=1=Y Ch*(1—a)""

esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.1 (3.1.1) ile tanimlanan Bernstein polinomlari, [0, 1] kapali araliginda
stirekli ve tiim pozitif yar1 eksende sinirlhi olan f fonksiyonuna n — oo iken [0, 1]

araliginda diizgiin yakimsar. Yani f € C'[0,1] ise
B (f;2) = f(2), = €[0,1]

gergeklenir (Lorentz 1953).

Ispat: Ispati Korovkin teoremini kullanarak yapacagiz. Bunun icin éncelikle B, (f; z)

operatoriiniin lineer ve pozitif oldugunu gosterelim.

Vay,as € R ve Vfi, fo € C'[0,1] igin

Bn (a1f1 =+ agfg;.l’) = (Cblfl -+ (lgfz) <§) Csxk (1 — l‘)"—k
k=0
= I i f1 <§) Cfi(L’k (1 — I)n_k
k=0

a k
+as Z fa <H) Cﬁxk (1 — q;)n—k
k=0

= CLan Efl? IL') + QZBn (f27 .T)

oldugundan B, lineerdir.

17



z € [0,1] icin zF (1 — )" > 0 oldugundan f > 0 icin B, (f;x) > 0 olur. Bundan

dolay1 B,, pozitiftir.

Simdi Korovkin teoreminin kosullarin1 aragtiralim.

B, (1;z) = Zn: (Z)ajk (1— )"
ST
=1
B, (t;2) kio %(Z) o (1= )"

18
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(3.1.4)

olur. Sonug olarak

esitliklerinden

S (1B, (152) = 1 ggg, = 0

tim |B, (1) ~ 2]cg = 0

2

= lim ||z +

lim HBn (t2; x)

2
X HC’[O,l} n

I—ZL'2

= lim max
n—oo 0<z<1

n

saglanir. Korovkin teoremine gore f € C'[0, 1] i¢in

|Bn (f;7) = f (m)HC[O,l] —0

gerceklenir.
Bernstein polinomlarimin f € C'[0, 1] fonksiyonuna yaklagma hizin1 Tanmim 2.3.1 de

19



tanimlanan siireklilik modiilii yardimiyla agagidaki teorem ile verebiliriz.

Teorem 3.1.2 B,, (f;x), (3.1.1) "de oldugu gibi tanimlanms olsun. [0, 1] araliginda

siirekli f fonksiyonu icin

1B, (fi2) — f ()| < ;w (Fim?)

esitsizligi gerceklenir (Lorentz 1953).

Ispat: Py, (z) = (Z) 2% (1 — x)" " olmak iizere (3.1.2) esitligi ve Bernstein poli-

nomlarinin lineerliginden

By (fi2) — f ()] = f(ﬁ)amuw<ﬂm

: §<f(> )

Pkn( )

IA

k
elde edilir. Siireklilik modiiliiniin (vii) 6zelliginde ¢t = — segimiyle;
n

P(S)—f@)s(ﬁiihﬂ>wﬁﬁw

yazilabilir. Bunu yukaridaki esitsizlikte yerine yazarsak;

1B (f;2) = f(2)] < Z(%ﬂH)w(man@
. 1 |k
kZ:OPk,n(:U)—i-EZ ST

Pk’,n (33)]

bulunur. Toplamin ikinci kismina Cauchy-Schwarz esitsizligini uygulayip ayrica

(3.1.2) esitligini kullanacak olursak

20



1

Bo(f5) = f ()] < w(f300) {1 " (Z Pi <x>> (Z (2-2) ru, <x>> ]

" k=0

elde ederiz. Tekrar (3.1.2) esitligini uygulayalim. Bu durumda

n

1B (f;2) = f(2)] <w (f;0,) {1 + % (Z (E - :p) Pin (x)> ] (3.1.5)

n k 2
olur. > (— — x) Py (z) = B, ((t — z)? ;x) dir. B, lineer oldugundan,

k=0 \T

B, ((t - z)?; z) = B, (t*z)—2zB,(t;z) +2°B, (1;z)

frd I‘Z _|_ M _ 2&:2 + 372
n
_ zl-2)
B n
olup bunu (3.1.5) de yerine yazarsak
1 —
1B, (fi2) — f (@) <w (f38,) |1+ %%}

elde ederiz. Yz € [0,1] igin

Vil—0) < max Va(l—2) = 5

0<z<1

oldugundan ifademiz

11
|[Bn (f52) = (@) Sw (f;0n) 1+ =
6n,2n2
seklini alir. 4,, = n-2 secilirse;

Bulfi) = f@) < w(fint) (143)
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esitsizligini elde ederiz. Bu egitsizlik bize; x € [0, 1] olmak {izere B, (f;x) operato-
riiniin f fonksiyonuna yaklagim hizinin, n=2 nin 0’ a yaklagim hizindan daha kiigiik

oldugunu gosterir.

3.2 Bernstein-Chlodowsky Polinomlar: ve Bir Genellesmesinin Yaklagim

Ozellikleri

Chlodowsky (1937) tarafindan simirsiz bir aralik iizerinde Bernstein polinomlar:
genellestirilmis ve bu polinomlarin bazi yaklagim ozellikleri arastirilmigtir. Bernstein-

Chlodowsky polinomlar1 olarak adlandirilan bu polinomlar;

n k n—k
Bi(fix)=Y f (%bn) C* (bﬁ) (1 - ;) ,0<2<b, (3.2.1)
—0 n n

bi¢imindedir. Burada (b,) dizisi

lim b, = co ve lim — =0

n—oo n—oo M,

kosullarini saglayan monoton artan reel terimli pozitif bir say1 dizisidir.

Bernstein-Chlodowsky polinomlar1 tanmimh oldugu [0,b,] arahgmin n — oo iken

[0, 00) arahigina doniigmesinden dolay1 Korovkin teoremi saglamaz.

Gergekten;

g = Y ()
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"k

B (t;x) = Ebn(Z)
k=0

1

1

B (t%1) = SR (M) () (- 2\
n\Pt) = 2\ 1) \ b, b,
k=0
n k? n—1 o k—1 T n—=k
— b, il 11—
S ) @) ()
( k

n
+xb " /n—1 z\ 1 1_m n-k
nnkzl k—1 b, b,

seklinde olup siirsiz aralik iizerinde 6rnegin f (z) = 2% € C(0,00) segtigimiz tak-

tirde
b2

182 (#%52) = 2|l o4, = 1

23



elde edilir. Buradan

lim HB* : )

X =0
n—o00 C(0,bn)

bulunur. Bu ise yakinsamanin gerceklenmedigini gosterir.

1995 yilinda Bernstein-Chlodowsky polinomlarinin E. Ibikli ve E. Gadjiev tarafindan

a>0,0>0,a+ =1 olmak iizere

k n—=k
BS (f:2) = Zf(ag;+5 ) (b)<1—b£> L0<2<b, (322

seklinde bir genellesmesi ele alinmigtir. Burada (b,,) dizisi;

bn
lim b, =occ ve lim — =0
n—oo n—oo 7N,

kosullarini saglayan monoton artan reel terimli pozitif say1 dizisidir.

BB (f, x) operatorleri f 6zel olarak bir polinomsa polinomdur aksi halde polinom

degildir.

(3.2.2) operatorlerinin Bernstein-Chlodowsky polinomlarinin bir genellesmesi oldugu

kolayca goriilebilir.

Gergekten, (3.2.2) de a = 0, § = 1 yazildig: taktirde

s =32 ()2t () (-30)

(3.2.1) polinomlar dizisi elde edilir.

BaP (f, ) in lineer pozitif operator oldugu kolayca goriilebilir. Gergekten;
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Vay, az € R ve Vi, fo € C'[0,00) igin

n k n—k
ByP (arfi + agfo;x) = Z (arfr + azfs) (a:c + ﬁ%) c* <b£> <1 - bﬁ)

k=0

— n by, b,
S (o) (2) (1)
— n b, bn,

= @B’ (fi;2) + as By’ (fa32)

oldugundan B2 lineerdir.

0 <z < b, oldugundan b£ >0vel— b£ > 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla f > 0 igin

B (f;x) > 0 olur. Bundan dolay1 B®” pozitiftir.

Teorem 3.2.1 [0,00) araliginda tammh siirekli ve f(z) = O (1 + 2?) kogulunu

saglayan her f fonksiyonu igin, herhangi bir [0, A] sonlu araliginda

By (fix) = f (x)

gerceklenir (Ibikli ve Gadjiev 1995).

Ispat: a4/ = 1 esitligini dikkate alarak Korovkin teoreminin kosullarin aragtiralim.

wen - £0E 68

= 1 (3.2.3)

o) = Socsino(3) () ()

k=0

Xn:k n z\" z\" 7"
e (D)
—n k b, b,
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SO
k=1 " n
— (n-1 z\" AN
- ax+6xk§( . >(E> (1_5)
= am+ﬁx<1_a+%)n1
= (a+P)w
o (3.2.4)

i - Soretar() (2 (-2)”

(
() () (1)

—1
= o222 +2 2 n
ax—l—aﬂxz:(k_l)

k=1

s ek (n—1 2\ A1 Ak
+ x;ﬁbn(k_l) (E) <1_E>

Ly S (1) (2 ey
”Z<k—1><b_) (‘a)

-1
= Oé2x2+2aﬁx2+ﬁ2n_x2

= 2 62$(bn—x)
= (a8 e’ § =t

1‘2+w

n (3.2.5)

olur. Sonug olarak

By (Lz) =1
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B (t;2) =«

621‘ (bn - {L‘)

a,B (42. 2
B (t,x)—x + -

esitliklerinden n — oo i¢in
B (1;2) — 1HC[O,A] —0

|B5? (t;2) — Q:HC[O,A] —0

HBSvﬁ (tQ;x) _‘TQHC[O,A] = Orgnmang ¢+ - _
2
< B Ab
n

saglanir. Korovkin teoremine gore f € C'[0, A] igin

By (fix) = f (x)

gergeklenir. [0, A] araliginda B&# (f; x) operatoriiniin f fonksiyonuna yakimsakligimi

elde ettik.
Yaklagim hizini elde etmek icin agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.2 f fonksiyonu [0, c0) araliginda
f(z)=0(1+2%) (3.2.6)
kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir simirli [0, A]

By (fi) =  (2)] < Cwore (f, \/%

egitsizligi saglanir. Burada C, n” den bagimsiz bir sabittir, w4 ise f fonksiyonunun

0,1 + A] araligindaki siireklilik modiiliidiir (Ibikli ve Gadjiev 1995).

aralig1 iizerinde
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Ispat: = € [0, A] i¢in

B,

{k: (m+6ﬁbn21+A}
n

1 k;
Ek—{k: ax—i-ﬁgbngl—i—/l}

kiimelerini tanimlayalim. (3.2.3) den dolay:

Siers st () (2) ()

By (fi2) = f ()] =

k=0
n k k n—k
< S|t -r@| () () (1-1)
keE],
& k n\ [ z\" z\" "
3 |ftas+ st - @| () (2) (1- 1)
keB! " "
= I +1, (3.2.7)

yazilabilir.
Simdi I, ve I, ifadelerini hesaplayalim.

f fonksiyonu [0, co) araliginda siirekli bir fonksiyon oldugundan C; > 1 sayisi vardir
oyle ki
[f (@) < C1, w €0, 4]

yazilabilir. (3.2.6) dan dolay:

flaz +5b,) — 1 (2)

< Gy {1 + (az + B%bnf

olacak sekilde bir Cy > 1 sayis1 vardir. Bu iki esitsizlikten;
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flaz +5b,) — £ (2)

< 'f(oza: + B%bn)

+1f (z)

< Cs {(am + 5§bn)2 + 2]

elde edilir. Burada C3 = max{C}, Cy} alinmgtir.

k € E, ve z € [0, A] igin

k
ar+ f—=b, — x| >1
n

oldugundan,

k

flax +6§bn) —f(x)] < Cs _(a -1z +Bﬁbn_ (4—1—430 +l‘2)

IN

Cs -(oz — D+ ﬁgbn_ (A+2)°

- EoT
= Cil(a-Da+5b, (3.2.8)
bulunur. Burada Cy = C5 (A + 2)? olup (3.2.3), (3.2.4) ve (3.2.5) ifadelerinden;

2l veenin] () (i) (0-50)

n

= Z {(ax + 5%%)2 —2z(ax + ﬂgbn) + 2°

k=0
= BoFP (tQ;x) — 20B*P (t;x) + 22 B>P (1; )
= 2+ —ﬂQ.Z' (b = 2) — 227 4 2?
n
2

b, —
_ Pzl —a) (3.2.9)

n

bulunur. Boylece (3.2.8) ve (3.2.9) dan
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= et () (-5

k=0
2 J—
n
3% Ab,
n

IA

Cy

elde edilir. C5 = Cyf*A almirsa,

(3.2.10)

N\
IN

2
s |&

olur.

Simdi de ],'; ifadesini hesaplayalim. Siireklilik modiiliiniin 6zelliklerinden

() G) (-5

x € [0, 4] i¢in

n

I;L’:Z

keE)

Flaz+55b,) — 1 (&)

< Ses(ofln oot G) ) 0-2)
< B (= e () ) (-8)
< s Efo-vr b () &) (-2)

yazilabilir. Boylece (3.2.9) esitligi ve Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizligi kul-

lanilarak

In < W1+A(f;5n) 1+

< vz o Bl () 0 (-2
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< wipa (f56,)

< wipa (f56,)

elde edilir.

b
z € [0, 4] icin z (b, — z) < b, A dir. 6, = 1/ — alinirsa
n

(3.2.11)

bulunur. (3.2.10) ve (3.2.11) in (3.2.7) de yerine yazilmasiyla
a,fB bn bn
}Bn’ (féx)_f(x)’ < Cs— twiga | i) — (1+5\/Z>
n n

_|_ —

< Cp |wita <f; —
n n

elde edilir. Burada Cs = max{Cs, 1 + 8v/A} ile verilir.

b /by,
— dir. Ayrica siireklilik
n n

lim — = 0 oldugundan yeterince biiyiik n ler icin — <

Cf\/% <wita <f; \/%)

n—oo N
modiiliiniin 6zelliklerinden

1
olacak sekilde f fonksiyonuna bagh sabit bir C'y sayis1 bulabiliriz. C' = Cs (1 + C_)
f

alinirsa;
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|ByP (fi) = f (z)| < Cwipa (f; b—”)

n

elde edilir.

Eger f fonksiyonu ayni zamanda tiirevlenebilir bir fonksiyon ise yaklagim hizim

asagidaki teoremle verebiliriz.

Teorem 3.2.3 f(z), f (z) = O (z) (v — oo) kosulunu saglayan bir siirekli tiireve
sahip fonksiyon olsun. w; (d), f () fonksiyonunun [0, 1 + A] arahgmdaki stireklilik

modiilii olmak iizere,
a,fB bn bn
|1 By? (fix) = f (2)] < My[ -
gergeklenir. Burada M, n den bagimsiz bir sabittir (Ibikli ve Gadjiev 1995).

. k
Ispat: Ortalama deger teoremine gore &, x ve ax + f—b,, arasinda bir nokta olmak
n

lizere

Fartpin) 1@ = |@-vo+stn] s @
- <a—nx+6%4fxw

+la- e+ st (£ ©-r o)

gerceklenir. Bu egitlikten

s~ o (orest) o] () () (-2)”
n ' 1
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() (-5)
= f (2) [(a = 1) 2B’ (1;z) + BB’ (t; )]

n

3 [(a ~ D+ ﬁ%bnl (1 ©-7s @)

elde edilir. (3.2.3) ve (3.2.4) den ilk terim sifirdir. Ayrica

€~ al < |(a—Va+ B,

n

olup, Teorem 3.2.2 de oldugu gibi agagidaki esitsizligi elde ederiz.
n z\" z\" "
aB (.
1 - k 2 n T k T n—~k
— —1 Zb, =) (1-=
+5” k=0 {(O‘ )554‘5” ] (k) (bn) ( bn) ]

+C— (3.2.12)
n

(o — l)x—i-ﬁgbn

Ikinci toplam ifadesi (3.2.9) esitliginden,
1< k17 (n\ [ z\" z\"" 1 8% (b, — )
—_ -1 —b, = 1— = S i S
sl ()G) (-5) =™

oldugu gortliir.

Ayrica z € [0, A | igin

iﬁ% (b, — )
5n n (571 n

gerceklenir.

Ik terim ise Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizliginden
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IA

(Efe-reosa () 027

5\/x(bn_x) <B\/A_bn
vn AL

IN

elde edilir. Buldugumuz bu iki esitsizligi (3.2.12) de yerine yazarsak

|Be? (fi) = f ()] <w (5n>< BV Abn +Cot

iﬁ b, A b
vn (5 n
. s
elde edilir. §,, = 1/ — alirsak
n

B2 () - 1@ < (2 ) (B ) oo
= w % (W_\/7+52A\/7>+06—
= [y (Bx/ZJrﬁ?A)\/EJrCGb—"

n n n

olur. Yeterince biiyiik n ler i¢in

by [bn ( bn>
o <w [y
n n n

() ot ()
()

oldugundan

B (fi2) = f (2)]

IN

esitsizligi elde edilir.
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3.3 Szasz Operatorleri ve Yaklasim Ozellikleri

Bernstein polinomlarinin sinirsiz bir aralik tizerinde genellestirilmesi olan Szdsz

operatorleri, 1950 yilinda Otto Szdsz tarafindan

o0

s =38 (1) O

k

(3.3.1)

seklinde tammmlanmigtir (Szdsz 1950).

Sy (f; z) lineer pozitif operatordiir.

Gergekten; Vay,ay € R ve Vf1, fo € C'|0, A] igin

Sn (a1 fi +asfo;z) = e Z (arfi + azfo) (%)

= 1S, (f1;x) + azS, (fo; )

oldugundan S, (f;z) lineerdir.

(na)*

k!
Bundan dolay1 S, (f; x) pozitiftir.

ke Nveaz e [0,A] igin e

> 0 oldugundan f > 0 igin S, (f;x) > 0 olur.

Teorem 3.3.1 (3.3.1) ile tanimlanan Szdsz operatorleri A € R* olmak iizere [0, A]
kapali araliginda siirekli ve tiim pozitif yar1 eksende sinirli olan f fonksiyonuna [0, A]

araliginda diizgiin yakinsar. Yani f € C'[0, 4] ise
Su(fi2) = f(x), z€(0,A]

gerceklenir.

Ispat: S, (f; ) lineer pozitif operator oldugundan Korovkin teoreminin kogullarini
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gostermek yeterlidir.

olur. Sonug olarak

Sp(Liz) = e Z (nz)

e k()
Sp(t;z) = e ZE X
k=0 '
o O k—1pk—1,
- ¢ Z (k—1)!
k=1
na o (n2)"
= ey
k=0
= T
e B2 (n2)"
Dk
k=0
o o knk_lxk_lx
D (k1)
k=1
e kL) e s ()t
e k=1 2" Z(/g—1)!
k=2 k=1
2 _—nx - (nx>k_2 L o na = (n'x ‘
re Zk_2)|+ﬁe Z I

k=0
z® +
Sn(L;z) =1
Sn(tix) =2

(3.3.2)

(3.3.3)

(3.3.4)



esitliklerinden

lim ||S, (%

n—oo

L) = lgp.a =0

r)— $||C[0,A} =0

. 2, T 2
lim max ||z +— —x
n—oo 0<z<A n
A

lim —

n—oo M

0

C[0,A]

saglanir. Dolayisiyla Korovkin teoremi geregince Vf € C'[0, 4] igin

gerceklenir.

= f(z), z €][0,A4]

Simdi Szdsz operatorlerinin yaklagim hizin siireklilik modiilii yardimiyla hesapla-

yalim.

Teorem 3.3.2 Eger f € C'|0, 4] ise

1, (752) = F @l < (14 VA) o (£

esitsizligi gergeklenir.

Ispat: (3.3.2) esitligi ve Szdsz operatorlerinin lineerliginden

1S (f52) —

(502§ o
miom )
ONE
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k
elde edilir. Siireklilik modiiliiniin (vii) 6zelliginde ¢t = — segimiyle;
n

()6 < (% +1) W (f:60)

yazilabilir. Bunu yukaridaki egitsizlikte yerine yazarsak

S (f50)— f@)] < ey (;} . 1) (g 1)

k=0

bulunur. Toplamin ikinci kismina Cauchy-Schwarz esitsizligini uygulayip ayrica

(3.3.2) esitligini kullanacak olursak

1S (f32) = £ ()] £ (£562) 1+$<e“w2<”,j)) (Z (£-2) (”Z;))

k=0 ’

elde ederiz. Tekrar (3.3.2) esitligini uygulayalim. Bu durumda

On n k!
k=0

S0 (fs2) = F @) <w (300 |14 - (Z (5 -2) ) ) (335)

oo L 2 k
olur. e~"® Z (— — a:> m}j) =S, ((t — x)*;x) dir. S, lineer oldugundan

Sn ((t - )% ) = S, (t%z) — 225, (t;z) + 225, (1;z)

x
24 = — 20 + 2P
n

I
8

SIS

olup bunu (3.3.5) de yerine yazarsak

[Sn (f52) = f (@) <w(f;6n) {1 * éﬁ}
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elde ederiz. Yz € [0, 4] i¢in
\/E = orgnﬁng \/_ - \/Z

oldugundan ifademiz

. R
seklini alir. §,, = n™2 secilirse

s (A3

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlik bize, x € [0, A] olmak iizere S, (f;z) in
f fonksiyonuna yaklagim hizinin, n~2 nin sifira yaklagim hizindan daha kiiciik

oldugunu gosterir.

Simdi de Szdsz operatorlerinin yaklagim hizim1 Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla

hesaplayalim.

Teorem 3.3.3 Eger f € C?[0, A] ise

A
I8, (f50) = £ @, < 25 (£
: A : .-
gerceklenir. Burada K ( f; 4—> Peetre-K fonksiyonelidir.
n

Ispat: (2.3.3) esitligi ile verilen integral bagmtisinin kullanilmasiyla

t

Su(g(t) —g(x);x) = S, g’<x><t—x>+/g”<s><t—s>ds;a:
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olur. Son esitsizligin her iki yaninin mutlak degerini alir ve iiggen esitsizligini kul-

lanirsak

1Su(g (t) — g (x);2)| <

Sh (g/(x)(t—x);x)‘+ Sh, (/g”(s)(ts)ds;:v)

x

ve dolayisiyla

1Su(g () =g (2);2)] < N9 llco,a [5n ((E = 2) 5 )|

clon Sh (/ (t—s) ds;x) (3.3.6)

T

1

+19

bulunur. Ote yandan

olup bu ifade (3.3.6) da yerine yazilirsa

19a(g (8) =g (x);2)] < lg'll o190 ((E—2) 3 2)| +
% ‘ S, ((t = z)? ;)| (3.3.7)

olur. (3.3.2), (3.3.3) ve (3.3.4) egitliklerinden

9

C[0,A]

Sp((t—2z);2) = S,(t;x) — xS, (1;x)

= 0
ve

Sn ((t— z)?; ) = S, (%) — 225, (t;z) + 225, (1; )
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bulunur. Bu sonuglar (3.3.7) de kullanilirsa

"

1509 (8) — g () :2)] < =

T
2n

C[0,A]

elde edilir.

- / "
Il = Nl + 19 o + [

oldugundan

1z

[Su(g (8) = g (2)52)| < 5 llglleao.

yazilabilir. Diger taraftan;

(3.3.8)

|Sn (f3 ) = [ (2)] = [Sn (f;2) = f () + Sn (g;2) = Su (g52) + g (2) — g (2)]

seklinde yazilabilir.

1S (fi2) = f ()] = [(Sn (f52) = Sn (g52)) + (= (2) + g () + (Sn (g52) — g (2))]

diyebiliriz. Ucgen esitsizliginin uygulanmasiyla

190 (f52) = [ (2)] <[5 ((f = 9);2)| + |f (2) — g ()] + [0 (g 2) — g (2)]

olacaktir. S, lineer operator oldugundan

1Sn (f32) = F (@) < (I = glloo.a [Sn (L2)| + 11 = gllego.a + 150 (9:2) — g ()]

olur. Bu esitsizlikte (3.3.2) ve (3.3.8) in kullanilmasiyla

T
S (fi2) = F @) < 2If = gllci.m + 5, 19llc2po,a

elde edilir. O halde,

A
[0 (f;2) — f ('T)HC[O,A} <2f- 9||o[o,A] + m H9H02[0,A]
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bulunur. Her iki tarafin ¢ € C?0, A] iizerinden infimumu almirsa sol taraf g den

bagimsiz oldugundan

A
195 (f52) = [ (@)l 20,4 < 2K <f; R)

bulunur ve ispat tamamlanir.

Simdi Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar i¢in Szdsz operatorlerinin f fonksiyonlarina

yaklagim hizini hesaplayalim.
Teorem 3.3.4 f € Lipy (), 0 < a < 1 olmak {izere;
A\ 2
I5,:0) = F Doy =0 ( (2)
gerceklenir.

Ispat: (3.3.2) esitligi ve Szdsz operatorlerinin lineerliginden,

e g (R () e (n)"

5,050 - 1@l = |37 (5) B pwer s
k=0 ’ k=0 ’
[e%S) k k
k=0

k
bulunur. Ayricae™* > 0 ve (n]j) > 0 oldugu ve tiggen esitsizligi dikkate alindiginda,
e (F (na)*
5, (75) ~ F @l < Y |7 () - p | O (339
k=0

k
olur. Diger taraftan (2.3.2) de t = — segimiyle
n

r(5)-s@

<M

——x
n
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yazabiliriz. Bu esitsizligi (3.3.9) da kullanacak olursak

[0}

(na)* _,,
e (3.3.10)

k
——x
n

S, (fim) — f @] <MY
k=0

9 _
elde ederiz. Ayrica % + 5 ¢ oldugundan
oL R N T 5 A S ) L I
;n_x Ko C kzzon_x<k:‘€ Ko C

yazilabilir. Bu esitlik (3.3.10) da kullanilirsa

) 2 k 3 k 25
1S, (Fs2) — f (2)] < M ((g—) %) <%>

2 1
igin — + — =1 olur. Holder esitsizliginden
2—«w P q

bulunur. p = — ve ¢ =
e

|Sn (f5 ) = f ()]

VAN
N (_\
I 8
(=]
N
3| =
|
8
~_
(3]
: =~ 3
=
m‘
3
8
N——
vl
VN
I
8
(e}
x| 3
=
m‘
3
8
N———

S, (fi2) — f (@) < MS, ((t—2)*;2)¢
= M(S, (t*;z) — 228, (t;2) + 228, (1;2))%

olur. Dolayisiyla (3.3.2), (3.3.3) ve (3.3.4) den
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|Sn (f52) — f (2)]

IA
<
—
8
[\
+
38
)
S
_|_
S
~—

elde edilir. = € [0, A] oldugundan [Jnax r = A oldugu aciktir. O halde

2

1800 = F Do <1 (5)

bulunur ve ispat tamamlanir.

olur. Yani,

3.4 Baskakov Operatorii ve Yaklagim Ozellikleri

1957 yilinda V. A. Baskakov, bir diskte analitik fonksiyonun Taylor agilimindan

yararlanarak x € [0,00) ve f € C [0,00), olmak {izere
- k n+k—1 ¥
SUEEE) 2L e
=0\ (1+ )
bi¢iminde K, (f;x) operatoriinii tamimlamigtir (Baskakov 1957).
Baskakov operatorii lineer pozitif operatordiir.

Gergekten; Vay, ay € R ve Vf1, fo € C[0,00) igin

= E\ (n+k—1 a®
K, (a1fi + asfo;x) = Y (arfi + azfo) <ﬁ> < I )m

k=0
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B - EN (n+k—-1 zk

o n () (0
= kN (n+k—1 zk

e () ()

= a1 K, (fi;2) + ax K, (fo; 7)

oldugundan K, lineerdir.

> 0 olur. Dolaysiyla f > 0 icin

k—1 k
z € [0,00] oldugundan (TH_ ) *

K, (f;x) > 0 oldugundan K, lineer pozitif operatordiir.

Teorem 3.4.1 A € RT, z € [0, A] ve f € C]0, 00) olmak iizere (3.4.1) ile tanimlanan

Baskakov operatorii igin
Kn(fiz) = f(z), 0z < A

gerceklenir.

Ispat: f(t) = (1 +x — 2t) " fonksiyonunun ¢ = 0 noktasinda tirettigi Taylor serisi;

fO)=Q+z—at) "= f0)=1+2)"
F (O =no(1+a—at)" " = f (0) = na(l +2) !

fW=nn+)*QA+z—at) "> = fH 0)=n(n+1)2*(1+z)"?

ve boylece devam edilirse,
O =nn+1)..n+k—-1aFQ+z—axt) "

olup
f(k) 0)=nn+1)..(n+k—1) xk(l + :L’)_”_k
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olacaktir. O halde

(14+z—at)" =

bulunur. ¢ = 1 segersek;

$=1910),
k!
k=0
in(rm—l) (n+k—1) a* b
o kI (1 +x>n+k
i (n+k—1)! z® k
= (=D (14 2)mt
i (n +k— 1) zk b
— k (1 +x)n+k

elde ederiz.

(3.4.2)

Simdi (3.4.2) esitliginden faydalanarak Korovkin teoreminin kogullarini aragtiralim.

K, (1;z)

K, (t3 :L’) =

B i <n +k— 1> xk
— k (1+$)n+k
= 1+z—2)"

=1

> k(n+k—1)‘ k —(n+k)
EMTE )k

Zn (n—l)!k!x (1+2)

k=0

(k-1 —(n+k)
T Sem— 1

Z n!(k—l)!x( +2)

k=1

= (n+k)! k+1 (n+k+1)

Z nlk! v (1+a)

k=0

xz (n —]L— k’) ok (1+2) (n+k+1)

k=0
z(1+x—x) "
x

46
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00 79 — 1!
Ko (a) = S EOER=Dl

n
k(n+k-1", —(n+k)
B A U ) L
Zn n!(k—l)!$ (1+2)
k

S k—1(n+k—1) , ~(n+#)
_ 1
Z - n!(k_l)!az( + z)

Lin+k—-1)! , —(n+k)
i S 1
+;nn!(k—1)!x (1+2)

e}

1 (n+k—1)! —(n
_ _mek(l+x) (n+k)
=2 '

Lo~ (R ~(n+k+1)
2 ()

(3.4.5)

olur. Sonug olarak

esitliklerinden

Tim [ K5 (L 2) = g, = 0

Tim (|5, (5 2) = 2]l gp.a =0
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2
| . o . y T —i—x_ 2
lim || K, (#%52) — 2% = A e | T e clo.A]
. A2+ A
= lim
n—oo n
=0

saglanir. Dolayisiyla Korovkin teoremi geregince Vf € C[0, 00) igin
K (fio) = flz), 0z < A

gerceklenir.
Baskakov Operatorii icin yaklagim hizin1 veren bir teorem verelim.

Teorem 3.4.2 K, (f;z), (3.4.1) de oldugu gibi tanimlanmig olsun. z € [0, 4] i¢in
feC|o,A4]ise

esitsizligi gergeklenir.

Ispat: f € C'[0, A] olmak iizere K, (f;x) operatoriiniin lineerliginden,

2l G-l (e

e k—1 § e

olur. Burada ) <n+ >(I— = > P, (x) = 1 ifadesinden ve iicgen
k=0

esitsizliginden,

K (f52) = f (2)] =




k
elde edilir. Siireklilik modiiliiniin (vii) 6zelliginde ¢t = — segimiyle;
n

Ko (fi) - f@)] < Y (1+’55ﬂ)w<f;6n>zﬂk,n ®
k=0 "

bulunur. Toplamin ikinci kismina Cauchy-Schwarz esitsizligini uygulayip ayrica

> Ppn (z) =1 esitligini kullanacak olursak,
k=0

n

Ko (F) = F )] S @ (f60) [14 = (Z Pi <x>> (Z (£-2) n <x>)

elde ederiz. Tekrar ) Py, () = 1 esitligini uygulayalim. Bu durumda,
k=0

< (o 1 . (f; (§ - )P <x>>

N

JR gy 2 =k 5
= w(f;0n) 1+5_n(Zﬁpk’n(w)_kaZ:OﬁPk’n(x)—i_x ;Pkn(x)>

|

elde edilir. Bu egitsizlikte (3.4.3), (3.4.4) ve (3.4.5) ifadelerinin kullanilmasiyla

N

= (i) [T (K () - 20K, (152) + 07K, (15)

[SIE

W(f§5n) 1

8
I

_|._

8

[ K (f5) = f ()]

IN
+

|~
B

IN

w(f;0,) |1+ , €10, A

S =
§I‘

olur. §, = n-: secelim. Boylece

| K (f52) — f(2)] < <1 - m) “ (f; %)

elde ederiz.
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Simdi Baskakov operatoriiniin yaklagim hizin1 Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla hesapla-

yalim.

Teorem 3.4.3 Eger f € C?[0, A] ise

Cc2[0,4]

A2+ A
180 (F5) = @, <25 (555

A% +
4n

A
gerceklenir. Burada K ( f; ) Peetre-K fonksiyonelidir.

Ispat: (2.3.3) ile verilen integral bagintisinin uygulanmasiyla,

t

Kug(t) —g(2):2) = K, g'<x><t—x>+/g

"

(s)(t—s)ds;x
(s)(t—s)ds;x

olur. Son esitsizligin her iki yaninin mutlak degerini alir ve iiggen esitsizligini kul-

lanirsak

|Ku(g (t) — g (2);

SN—
2
AN
=
—
Q

ve dolayisiyla da,

[Kn(g () =g (2);2)] < N9 llco,a HKn ((E — )5 2))

+|lg K j(t _s)ds;z (3.4.6)

xT

"

C[0,4]

bulunur. Ote yandan

t

_ (=), _(t—2)
/(t—s)ds-— 5 —

* 2

xT

20



olup bu ifade (3.4.6) da yerine yazilirsa

[Knlg (1) =g (x);2)] < g lo,n Hn (8= 2) 5 2)]

+% ‘ g K, ((t —2)*; )] (3.4.7)

C[0,A]

olur. (3.4.3), (3.4.4) ve (3.4.5) egitliklerinden,

K,(t—x);x) = K,(t;x)— 2K, (1;z)

ve

K, ((t— z)? z) = K, (t%1) — 22K, (t;z) + 2°K, (1;2)

2
T +x
2

= x — 2% + 27
B P+
n
bulunur. Bu sonuglar (3.4.7) de yerine yazilirsa
Koo () —g():o) < 22 |
n - T);T)| > 5
g 9 2 n C0,4]

elde edilir.

||g||c2[0,A] = ||g||C[O,A] + ||gl”c[0,A} + Hg

Cl0,A]
oldugundan
122 +x
Kl (1) = 9250 < 5 5 gl (3.48)
yazilabilir. Diger taraftan
Ko (f;2) = f(@)] = [Kn(f;2) = f(2) + K (g5 2) — K (g52) + g () — g (o)

= (K (fi2) = K (g52) + (= f (2) + 9 (2))

+ (K (g57) — g (2))]

o1



diyebiliriz. Ucgen esitsizliginin uygulanmasiyla

K (f52) = f (@) < [Kn ((f = 9)s2)| + | (2) — g (2)| + | (g5.2) — g ()]

olacaktir. K, lineer operator oldugundan

K (fi2) = [ (@] < f = 9llepo,a [ EKn (L) + 1f = glloi,a + Kn (952) — g ()]

olur. Bu esitsizlikte (3.4.3) ve (3.4.8) in kullanilmasiyla

4+
K (f52) — f(2)] <2|f — 9“0[0,,4] + Ton ||9||c2[07A]

elde edilir. O halde

A2+ A
1K (f52) — f (@”c[o,A} <2[f- gHC[O,A] + Ton ||g||C’2[O,A]

bulunur. Her iki tarafin ¢ € C?0, A] iizerinden infimumu almirsa sol taraf g den

bagimsiz oldugundan

A2+A)

K (f;2) = f (x)HCQ[O,A} <2K <f7 in

bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.4 f € Lipy (), 0 < o < 1 olmak iizere;

1K (f52) = f (@)l = O ((AZ;:A)%)

gerceklenir.

, o ko1 k =

Ispat: > (n * )m—m = Y Pun(z) = 1 ifadesinden ve operatdriin
k=0 k (1+x) k=0

02



lineerliginden,

- k
K (f52) = f (@) = f{=) = F@)| Pen(2)

UORE

— k

< f\=) = (@) Pn(2)
k=0 (n)
elde edilir. (2.3.2) de t = - se¢imiyle
K (o) - F @ <MY |5 =] Po)

1 1
bulunur. — + — = 1 olacagindan
p

[0

ol (Pon @) (P (@)

——x
n

QR

Ko (fi) — [ (@) <MY
k=0

2 2
elde edilir. p = — ve ¢ = 5 i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa
o

Ko (fi0) = F )] < Mlij%—xf%Mm] Ejammi

IS

IN

M [K, (% 2) — 22K, (t;2) + 2’ K, (1; 7)]

bulunur. Dolayisiyla (3.4.3), (3.4.4) ve (3.4.5) den,

| K, (f;2)— f(z)] < M($2+x2:x —2x2+x2)2

_ M(:z:Q—i—x)g
n

elde edilir. = € [0, A] oldugundan Or<na<XA(x2 +x) = A*+ A dir. O halde

A2 £ A\ 2
WQMM—HMWWSM( *)
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olur. Yani,

1, (F32) = £ @)l gy = O ((A x A))

bulunur ve ispat tamamlanir.
3.5 Genellegtirilmig Baskakov Operatorii ve Yaklagim Ozellikleri

Bu kisimda Baskakov operatoriiniin bir genellestirilmesi verilip baz yaklagim 6zel-

likleri incelenecektir.

C*[a,b], (0 < k < o0) ile reel eksenin [a,b] (b > a) aralig tizerinde tanimh ve
bu aralikta k kere siirekli tiirevlenebilir tiim reel degerli fonksiyonlarin kiimesini

gosterelim. Bu aralik kapali, yar1 acik ve acik olarak diigiiniilebilir.

C*la,0) (0 < k,m < o) ile

olmak {izere, tiim f € C*[a, 00) fonksiyonlarmin kiimesini gosterelim.
V,, 1 C*°[0, 00) — C°[a, b]

olmak {izere

Vi) =2 (5) (0 el 0 (35.1)
k=0 '

seklinde taniml lineer porzitif operatorler dizisi genellestirilmis Baskakov operatorii
olarak adlandirilir. Burada ¢,, : C' — C olup asagidaki kosullar1 saglayan fonksiy-

onlar dizisidir.

i) ¢, (n=1,2,...), B={z € C:|z—b| <b} diskini igeren bir D bolgesinde anali-
tiktir.

o4



olur. Yani {¢,}, .y katl monotondur.

iv) o (2) = —ncpflk(;l)) (@) (14 agp(x), z €10,0], (n,k=1,2,...) olacak bicimde
bir m (n) pozitif tamsayis: vardir, burada n — oo iken ay,, (), [0, b] araliginda sifira
diizgiin olarak yakinsar ve

n

lim —— =1
n00 0 (1)

gerceklenir.

Teorem 3.5.1 Eger {y,} dizisi (i) ve (iv) kosullarim sagliyorsa, o taktirde (3.5.1)
ile tamimlanmig lineer pozitif operatorler dizisi [0, b] araliginda siirekli ve tiim reel
eksende

|f ()] < My (1+27)

esitsizligini saglayan her bir f fonksiyonuna aym aralikta diizgiin yakinsar. Yani,
n — oo iken

Vo(fi2) = f(2); 0<a<b

gerceklenir.

Ispat: ¢, bir analitik fonksiyon oldugundan,

o (x) "
NOEDY A (3.5.2)
k=0 ’

seklinde Taylor acilimina sahiptir. Dolayisiyla

00 (k) T 1
dot) =3 2Dy (35.3)
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ve

o ) (0
dot) =3 E 1y (- )

bulunur. (3.5.2), (3.5.3) ve (3.5.4) ifadelerinde y = 0 alirsak,

e 0) = Y k- 1l () = Y

esitliklerini buluruz.

(3.5.4)

(3.5.5)

(3.5.6)

(3.5.7)

Simdi bu egitliklerden faydalanarak Korovkin teoreminin kogullarini aragtiralim.

(ii) den ¢,, (0) = 1 oldugundan

i _ - (—x)k (k)
Valfiz) = D el (@)

= ¢,(0)

=1

bulunur. Dolayisiyla

Vo (Lx)=1

olur.




(3.5.6) dan dolay1 esitligin sag tarafindaki toplam ¢, (0) a esittir. O halde

Vo (t52) = =], (0)

bulunur. (iv) den dolay1 ¢, (0) = —NPp(ny (0) (1 4 1, (2)) olup,

lim oy, (z) =0

n—oo

bulunur. Bu sonuglar (3.5.8) de kullanirsak,

Va (t; I) =

X

_E [—n(pm(n) (0) (1 + a1n (J}))}

2 (%) @ (0) (1 + a1, ()

Py (0) =1 ve lim n_q olup buradan

elde edilir.

Va (tQ; :v)

n—oo M,

Vo) = o

Iy (‘lj)k Ko (2)

% g (z({; —m)f)l w (@)

. f; C -y e+ 4 f; e
B e o

- C e () - & i —2) e 1)

o7

(3.5.8)



(3.5.6) ve (3.5.7) den dolay esitligin sag tarafindaki ilk toplam ¢, (0) a, ikinci toplam
¢, (0) a esittir. Bunlar yukarida yazarsak,

.7:2 ” xr

Vo (#%57) = 50, (0) = 5, (0) (3.5.9)

ifadesi elde edilir. (iv) den dolay:

0 (0) = =110,y (0) (1 + a1 (2))

ve k(n) =m (m(n)) olmak iizere,

"

¢, (0) = —nm (1) Yy (0) (1 + 1 m(n) (;E)) (14 g, (7))

olup,

im oq ) () =0, lim asy, () =0, lim oq, (2) =0

n—oo n—o0 n—oo

dir. Bu sonuglar (3.5.9) da yerine yazarsak,

Vo (P2) = S5l (n) @y (0) (1+ Qg () (1 + az ()]

=5 [ (0) (L4 a1 ()]

bulunur. Burada

1 1
lim an(n) ) T 2~ tim — =0
n—oo n n—oo n n—oo W n—oo M n—oo N,

olup, dolayisiyla
V. (t2; :1:) = 22

buluruz.
Boylece Korovkin teoreminin sartlar1 saglanir. Dolayisiyla [0,b] araliginda siirekli

ve tiim reel eksende ,

|f ()] < My (1+27)
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esitsizligini saglayan her f fonksiyonu i¢in n — oo iken
Va(fix) = f(2); 0<w<b

saglanir.
3.6 Bleimann, Butzer ve Hahn Operatérleri ve Yaklasim Ozellikleri

1980 yilinda, Bleimann, Butzer ve Hahn [0, c0) araliginda tanimli reel degerli her-

hangi bir fonksiyon i¢in

H, (fiz) = ﬁ :Of (n_—’]zﬂ) (Z)xk 2 €0, 00) (3.6.1)

seklinde lineer pozitif operatorler tamimlamiglar ve bazi yaklasim 6zelliklerini in-

celemiglerdir (Bleimann, Butzer ve Hahn 1980).

Tanim 3.6.1 (w, Uzay1): Bu kisimda, 0 < a < 1 olmak tizere;
t z |*

£ - F @) < M| - =

seklindeki Lipschitz siifi fonksiyonlar: kullanacagiz ve bu fonksiyonlarin olugtur-

|

dugu uzay1 w, ile gosterecegiz. Yani;

t T

wQZ{f1|f(t)_f(x)|§M’1—+t_1+I

ile verilir (Gadjiev ve Cakar 1999).

Teorem 3.6.1 x € [0, b] igin f fonksiyonu tiim reel eksende simirh ve f € w, olsun.

Eger (3.6.1) ile verilen lineer pozitif operatorler dizisi igin,

H,(1;z) =1 (3.6.2)
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(3.6.3)

2
H, (£ 2) = ( - ) (3.6.4)
kosullar: saglaniyorsa o taktirde,
T}E{.lo | Hn (f;2) — f (x)”C[O,b} =0
gerceklenir (Gadjiev ve Cakar 1999).

Ispat: f € w, olsun. Bu durumda Ve > 0 icin 3§ > 0 vardir 6yle ki

t x <
1+t 14z

oldugunda
f (&)= flz) <e

kalir. Diger taraftan

t T

1+¢ 1+

> 1 olacagindan,

> 1 (3.6.5)

saglanir. Ayrica f sinirh oldugundan;

[f @) = F @) < [fF O+ |f ()] < 2M; (3.6.6)

esitsizligi vardir. Boylece (3.6.5) ve (3.6.6) dan

2Mf t T 2
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olur. Bu durumda V z € [0,b] ve ¢t € R igin

[f () = f ()] < e+

2Mf t B xr 2
5 1+t 14z

esitsizligi yazilabilir. O halde

lim sup [H, (f(t);x) = f ()| =0

n—09 5.¢0,b]

oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir.

[ (f (t);2) = f (@) = |Ha (f(8);2) = Hu (f (2);2) + Hi (f (2)52) = [ (2)]
= [(Hn (f () ;2) = Hy (f (2)52)) + (Ha (f (2) 5 2) = f (2))]

seklinde yazilabilir. Ucgen esitsizliginden ve H,, lineer oldugundan
|H (f (8);2) = f ()| < [Ha (f (8) = £ (2)52)| + [ Ha (f (2);2) = f (2)]
ve ayrica ozellik 2.2.2 den,
[Hy (f (t)52) = f (@) < Hy (If (8) = f (@)]52) + | f (@) [ Hp (1;2))]

bulunur.

f siurh oldugundan V¢ € [a,b] icin | f (t)| < My olur. Ayrica (3.6.2) den |H,, (1;2) — 1| —

0 gerceklenir. O halde operatoriin lineerliginden ve monotonlugundan;

Hy (If (8) = f ()5 2) < Hn<e+2Mf{ : - } ;x>

2 |1+t 142

2M; t T 2
eHn (1;2) 52 n(<1+t 1+x) ,x)

olarak yazilabilir. Diger taraftan H,, lineer oldugundan

61



t z \’ t\? x t
H, —_— = x| = H, — ) ;x| =2 H, — |z
1+t 1+=x 141 1+x 141
2

seklinde yazilabilir.

2
(3.6.8) de 2 (%) ekleyip cikartalim H,, lineer pozitif operator oldugundan ve
x

tiggen esitsizliginden,

n((h o)) = () ) - ()
2 (m ((75) ) - ()

+( )2<Hn<1;x>—1>

1+2x

8

bulunur. O halde (3.6.2), (3.6.3) ve (3.6.4) den n — oo i¢in

H, (If (1) = f(z)|;2) <e

olur. Dolayisiyla buradan n — oo i¢in

lim sup [H, (f(t);x) = f ()| =0

n—00 ye(0,b]

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.6.1 ’i kullanarak Bleimann, Butzer ve Hahn operator dizisinin yakinsak-

ligini1 elde edebiliriz

Teorem 3.6.2 x € [0, b] i¢in f fonksiyonu tiim reel eksende smirh ve f € w, olsun.
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Bu durumda (3.6.1) ile tanimlanan H,, operatorii i¢in

nlggo 1, (f) = fllcpy =0

gerceklenir (Gadjiev ve Cakar 1999).
Ispat: Teorem 3.6.1 ’in kosullarmin saglandigimi gostermek yeterli olacaktir.

(1+ )" in Binom agilimindan

(1+2)" = (Z) o (3.6.9)
k=0
bulunur. Boylece (3.6.9) dan
1 " /n
(1+a2)" = \k
1 n
B
=1 (3.6.10)

olur, dolayisiyla

Jim [1H (152) = T cgoyy = 0
gerceklenir.

t 1 - + n
Hn : —_ n—k+1 k
((1+¢> x) (1+aﬂ”;;1f%n§+l<k)x

n

1 k n! &
B (1+a:)”k2;n+1(n—k)!k!x

n

. on 1 (n—1)! A
- n—l—l(l—l—:z:)”kz_;(n—k)!(k;—l)!x

n 1 - n—1)! b1
_ Z_:( (n-1!

n+1(1+2)" < (n-k— 1)k
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k=0
n T 1 1l
n+1<1+$) (1+J;)n_1< z)
n T
T o+l (1—1—33) (36.11)
bulunur. Vz € [0, b] igin
- _”f - <1 (3.6.12)

esitsizliginin dogru oldugunu goz éniinde bulunduralim.

t T n T x
Hy((+—):2) -~ -

H (<1+t) ) I+ n—|—1(1+x) I+
T 1
1+2 n+1

= sup
C0,b] z€[0,b]

= sup
z€[0,b]

bulunur. (3.6.12) den

t T 1
Hy ({77 )% — <
1+1¢ 1+2 co.b) n+1
oldugundan
t
lim Hn((—>;a:)— v =0
n—o0 1+ 14z Clo.
gerceklenir.

Son olarak k? = k (k — 1) + k esitligini goz oniinde bulundurarak (3.6.4) kosulunu

inceleyelim.
2
k n! i

t\? 1
H"<(1_+t) ”) T At &=t 2 kR

1 k(k—1) nl Lk

(14 x)" (n+1)2 (n— k)k!

N 1 = k n! o
(14 x)" (n+1)%2 (n —k)!k!

\E

S

o

=2

k=1
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_onn—-1) 1 & (n —2)!
- Z(

(nt 12 (1) &= (n— k-2
n 1 = (n—1)!
HCESVEI TG 2 (n—k)(k—1)"

k=1
~onn-1) 1 2 (n —2)!
 (n+1)2 (1+$)";(n—k—2)!k!x

n 1 & (n=1)

n+12(1+a) ; (n—k— Dkl

- ?7571_1)12) <1im)2 (1 +i)”2 g <n;2)x,€
+(nf1)2 (1ix) (1 J;)"l :2_% (n ; 1)xk
S () e () @613

bulunur. Bu durumda

m((5) ) - (75)

+

= up
Clo.b] [0,6]

+(nj:1)2 (11:5) B (14%)2‘

o T(Léi_l)l?) (1433—93)2

esitligi elde edilir. Diger taraftan

72751_1)12) (1—T-x)2+ (nf1)2 <1j—x) a (1—316-3:)2

= <1ix)2 _(7(131;21)'

+(nf1)2 (11:5)

bulunur. (3.6.12) den

n(n—1) z \’ L™ x [z ? 3n+1 4"
(n+1)2 \1+4+=z (n+1)2\1+4+z 1+ (n+1)2  (n+1)?
dn +1

(n+1)2

<
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yazabiliriz. Boylece

2 2
H, t ) - T < 4dn + 1
1+t 1+z (n+1)2
C[0,b]
bulunur. Bu durumda
2 2
lim ||H, o x| — z =0
n—00 1+¢ 1+
C[0,b]

gergeklenir. Dolayisiyla (3.6.2), (3.6.3), (3.6.4) kogullar saglanir ve Teorem 3.6.1

den ispat tamamlanir.

Tanim 3.6.2 f € w, olmak iizere

@(f;0n) = sup  [f(t) = [(2)

z,t>0

|~ vz <on

seklinde bir siireklilik modiilii tanimlayalim. Bu durumda siireklilik modiiliiniin (vii)

ozelliginden faydalanarak,

£t~ f (@) < (1 + %_0 & (f360) (3.6.14)

oldugunu soyleyebiliriz.

Simdi BBH operatorlerinin yaklagim hizini (3.6.14) de tamimlanan siireklilik modiilii

yardimiyla hesaplayalim.

Teorem 3.6.3 Eger f € w, ise

| Hn (f;2) — f (x)HC[O,b] < 26 (f;0n)

esitsizligi gergeklenir.
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. 1 n n
Ispat: At 2 <Z> k= Z Py, (x) = 1 esitligi ve BBH operatorlerinin li-

neerliginden;

-1 = e (i) (1) -7

- (1 () @) P

- k
< L P
< Y (o) @) e @
k=0
. : k
olur. (3.6.14) ifadesinde t = ————— alirsak
n—k+1
k
n—Fk+1 z
1+—k T+
k n—k+1 ~
I . < .
(i) - r@) = |1 A 2 (f:6,)
ko
1 1
ol R e FICTN
On
elde edilir. Bunu (3.6.15) yerine yazarsak
Ho(f;2) = f@)] < > | |1+ & (f;0n) | Prn (2)
k=0
[ AR T

bulunur. Toplamin ikinci kismina Cauchy-Schwarz esitsizligini uygulayip ayrica

(3.6.10) esitligini kullanacak olursak
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N

n

<O(f;0n) [1—1—6i (ZP’“’”($>>

<§% (nf—l N 1f—x>2p’“’”(5”)>%]

elde ederiz. Tekrar (3.6.10) egitligini uygulayalim. Bu durumda

A I s \2 3
H,(f;z)— <O(f;0n) |14+ — — P,
(3.6.16)
olur. H, lineer oldugundan;
"k z \? "Lk Tk
_ P, = P, -2 B,
;(n—i—l 1+a:> ko (2) (1) " (=) 1+xk§n+1 e (7)

olup (3.6.10), (3.6.11) ve (3.6.12) den

i (n—lf—l N 11:(;)2]3’“”(33) - 727571_1)12) (lf—x>2+ (n—fl)Q <1—T—x)

k=0

LD T
(n+1)2\1+=z
elde edilir. Bunu (3.6.16) da yerine yazarsak
2 2
T n n 2n
< G(f:o) 14+ — _ . 1
< ol ){ s (1+x> <<n+1>2 12 ntl )

+(n—|7—11)2 (1135)}}

1
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olur. Burada;

5. (2) z \? n? n 2n 1)
nax \L) = - -
’ l+a n+1)2 (n+1)2 n+l (n+1)?
secimiyle,
1 9 3
5nzsup5n,m:{n(n 2)_ " + 1+ n 2} = -

z€(0,) (n+1)° n+l (n+1) n+1

olup,
lim §,, =0
bulunur. O halde ;
- 1
[y (f52) = f(2)] < @ (f50n) |14 =00
= 20(f;0n)

esitsizligini elde ederiz.
3.7 Balasz Operatorleri ve Yaklasim Ozellikleri

Balasz operatorleri 1975 yilinda Katalin Baldsz tarafindan agagidaki gibi tanimlan-

migtir.

f fonksiyonu [0, c0) arahiginda tanimh siirekli ve reel bir fonksiyon olmak iizere

i e S () () e

seklinde tamimlanir. Burada a,, ve b,, 2’ den bagimsiz olarak secilmis reel sayilar

olmak iizere n — oo iken

na,
__>1> ap —

by
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kogullar1 saglanmalidir (Baldsz 1975).
R, (f;z) lineer pozitif operatordiir.
Gergekten; Vaq,ay € R ve Vf1, fo € C'|0, A] igin

R, (a1fi +asfo;x) = ; Z (a1fi + azfs) (;) (Z) (anl')k

(1+ ayx) —

ek (4) ()
ek £ (8) () oo

= umR, (fl7 l’) + a2 R, (f?a $)

oldugundan R, (f;x) operatorii lineerdir.

z € [0,00) igin (Z

dolay1 R, pozitiftir.

) (anx)® > 0 oldugundan f > 0 icin R, (f;x) > 0 olur. Bundan

Teorem 3.7.1 f, [0,00) arahginda siirekli ve z € [0,00) igin f(z) = O (1 + 2?)
olsun. Bu durumda [0, A] C [0, 00) her kompakt alt araliginda

Ry (f;2) = f ()

gerceklenir.

Ispat: (1+ a,r)" in Binom agilimindan

(1+ anz)" = Y (Z) (anz)®

k=0



bulunur. Boylece

1 - n k
R, (Lz) = ——7 n
(1) (1+ ayx) — (k) (an)
1
= 1 n
(1+a,z)" (14 anz)
=1 (3.7.3)
olur. Dolayisiyla
R,(1;z) =1
bulunur.
(t;x) (14 )" 2= by (n— k)R] (an)

k=0
NanpT 1 1l
= 1
b, (LT ) (1+a,)

_ Napx 1 (3.7.4)

b, l4aux o
bulunur. O halde (3.7.2) den

R, (t;z) = x
oldugu goriiliir.
2 1 - k2 n! k
Ro(fa) = — L St
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1 1 ! N
AT ana) b2 (n— k)l(k — 1)! (an)

(@) n(n—1) <X (n—2)!
B2 (1+apr)

NG, T 1
b2 (1+ax)" &
(anz)® n(n—1)
b2 (1+a,x)"

NanT 1 (1+ )n_l
anx
b2 (14 apx)"”

B na,, 2 x? n A, T 2+ n  a,T
Co\b ) (1+a)? 82 \1l4a.m 021+ a,x

elde edilir. Bu durumda (3.7.2) den

R, (t2; :c) = 2
olur. Dolayisiyla Korovkin teoremi geregince Vf € C'[0, A] i¢in

Rn(ﬁx) Z?f(l‘), LS [OvA]

gerceklenir.

Teorem 3.7.2 Eger f € C[0, A] ise Baldsz operatorlerinin Peetre-K fonksiyoneli ile
yaklagim hizi

Ry (f;2) — f (x)|c[0,,4] < 2K (f;0,)

olarak hesaplanir.

Ispat: (2.3.3) ile verilen integral bagmtisini kullanirsak,

t

Ru(g (t) — g (2);2) = R, g’<x><t—x>+/g”<s><t—s>ds;m

T
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t

:Rn<g’(x)(t—a:);x>+Rn /g

xT

"(s)(t —s)ds; x
olur. Son esitligin her iki yaninin mutlak degerini alir ve iiggen esitsizligini kullanir-

sak;

t

Rulg () = g(2)i2)] < [Ru (¢ @) (¢ = 2)sz) |+ |Ra | [

T

"

(s)(t—s)ds;x

ve dolayisiyla

[Ra(g (t) — g (x);2)] < lg'llcpo.n | Ba ((t—z);52)|

t
R, t—s)ds; 3.7.6
—I—‘ Clos /( s)ds;x ( )

T

"

9

bulunur. Ote yandan

t

/(t—S)dS:—(t_8)2t:(t_x>2

2 7 2

T

olup bu ifade (3.7.6) da yerine yazilirsa

[Bn(g () =g (2);2) < N9 llcpp,a [Bn (= ) 5 7))

—l—%‘g" }Rn ((t—a:)2;x)‘

Co,A]

olur.

o / "
||9||c2[0,A] = ||9||c[0,A} +llg ”c[o,A} + Hg cloA

oldugundan (3.7.6) esitsizligi

Rala )~ 90052 < {1R (¢ = 2):0)] 4 5 | (¢ = 252) ol
(3.7.7)
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seklinde yazilabilir. Diger taraftan

R (f;2) = f(x)] = [Ru(f;2) = f(2) + Ru(g;7) — Ra(g;2) + g (2) — g (2)]
= |(R.(f;7) = Rn(g;2)) + (= f (z) + g (2))
+ (R, (g;7) — g ()]

seklinde yazilabilir. Ucgen esitsizliginin uygulanmasiyla

| By (f52) = f(2)] < By (f;2) = Bn (g5 2)| + | f (2) — g (2)| + | R (g52) — g (2)]

olur. (R,) operatorii lineer oldugundan

[ B (f32) = F (@) <A = gll o,y [Bn (G2)| + 1F = gllcpo.ap 1B (g5 7) = g ()]

olur. Bu esitsizlikte (3.7.3) ve (3.7.7) nin kullamilmasiyla

B (f52) = f(@)] < 20F = gl {|Bn ((t = 2); 2)]

1
+3 1 (= 0 50)] gl

bulunur.

1
5, = sup 8, (x) = sup {|Rn (t—2); )] + = | o ((t - x>2;x>|}
2€[0,4] 2€[0,4] 2
segersek; (3.7.3), (3.7.4) ve (3.7.5) den n — oo i¢in §,, — 0 elde edilir.

Bu durumda esitsizligimiz;

|Bn (f;2) = () < 211f = gllego,a) + On l9llcopo,a

seklini alir.

Son esitsizlikte g € C?[0, A] iizerinden infimum alirsak, sol taraf g den bagimsiz
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oldugundan

R (f52) = f (37>Hc2[o,A] < 2K (f;6n)

elde edilir.
3.8 Meyer-Kénig ve Zeller Operatorleri ve Yaklasim Ozellikleri

1960 yilinda Alman matematikgiler W. Meyer-Konig ve K. Zeller f (x) = (1 — x)_(”+1)
fonksiyonunun x = 0 daki Taylor seri acihmindan faydalanarak f € C'[0, 1] olmak

lizere

My (f; ) - "“Zf<n+k) (nzk)x’“ 0<z<1 (3.8.1)

bigiminde M, (f; ) operatoriinii tanimlamiglardir (Meyer-Koénig ve Zeller 1960).
M, (f;x) lineer pozitif operatordiir.
Gergekten; Vay,as € R ve Vfy, fo € C'[0, 1] igin
e k n+k
M, (arfi +asfo;2) = (1—2) HZ (arf1 + azfa) (—> < )xk
k=0 n
_ nt1 n+k\
- ety () (1)
k=0
> k n+k
1 o n+1 v k
co-te e (m) ()

= ay M, (f1; %) + axM,, (fo; )

oldugundan M, (f;z) operatorii lineerdir.

k
z € [0,1] igin (1 — )" (n—;{— ):L‘k > 0 oldugundan f > 0 iken M, (f;z) > 0 olur.
Bundan dolay1 M, (f;z) pozitiftir.
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Teorem 3.8.1 Meyer-Konig ve Zeller operatorii [0, 1] kapal arahginda siirekli ve
tiim pozitif yar1 eksende smirh olan f fonksiyonuna [0, 1] araliginda diizgiin yakinsar.

Yani f € C'[0,1] ise n — oo iken
M, (f;z) = f(x), 0<z <1

gerceklenir.

Ispat: fonksiyonunun Maclaurin acilimz;

o x)n—l—l

fl@)=(1-2)" = f0)=1
f)=mn+1)1—2) " =f0)=n+1

Ff@=m+1)n+2)1-2)"" = " 0)(n+1)(n+2)

ve boylece devam edersek;
fO @) =n+1)(n+2)...(n+k)(1—z) "D

olup,
fOO)=m+1)(n+2)...(n+k)

olur. O halde

1 =" ,
(1—2)"! % Ko
“ n+1)(n+2)...(n+k K
_ ];( ) ( k!> ( ).,

_ i (” Z k) b (3.8.2)

elde edilir.
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Simdi (3.8.2) esitliginden faydalanarak Korovkin teoreminin kogullarini aragtiralim.

M, (1;2) = (1—;;:)"“50:(”:’“)1;'6

=1 (3.8.3)

bulunur. Dolayisiyla

M, (1;z) =1

olur.

M, () — (1—x)"+1§: kk(nzk)xk

=z (3.8.4)

olup,

M, (t;x) = x

gerceklenir.

M, (Er) = (Y ﬁ (" . ’“) o

k=0

=k (n+k—1)
_ 1 n+1 k
Ol e Ak — 1) "

k=1
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k—1(n+k—1)
_ o oa\ntl k
= (-2 Zn+k; al(k— 1) "

n+1z n+k—1) k

n+/€ n!(k —1)! v

— (1= )™ (n+k-1! ,
Zn—i—k n!(k 2).x

o0

1 (n+k)!

n+1 k

to(l-x) Zk ntk+1 nlkl
=0

Zn+k+1(n+k)!
— 2 1— n+1 n k
w1 Z;n+k+2 ikl "

o)

1 (n+k)!
n+1 k
tr(l—7) z_;n—l—k—i-l Ak L

k+1 1 1
elde edilir. % S 1 ve m S E oldugundan
M, (t}z) < 5é(”+k> k E«l—xyﬁlfé(n+k>xk
AT - n k
k=0 k=0
= 2242 (3.8.5)
n
yazilabilir. Buradan
M, (2) —a? < 2 3.8.6
(%a) —a2 < - 350

elde edilir. Diger taraftan

M, (t2) = 22 (1—a2)" Z
k

n+k+1/n+k\ ,
_— T
:On+k+2

k

o0

1 n+k

n+1 k

te{l-2) E:n+k+1<k:)w
k=0

“n+k+1/n+k
> 21_ n+1 n k
>z x) kz—n—l—k—i—Q i T
- 1 n+k\ .
1 -
=S s (M)
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dir. 0 <2 < 1ic¢in # > 2? oldugundan

M, (£%2) > 22 (1 — 2)"* Z (n —]: k)xk

k=0

yazilabilir. Buradan

M, (t*z) —2*> >0 (3.8.7)

elde ederiz.

(3.8.6) ve (3.8.7) den

0§Mn(t2;a;)—x2§%

yazilir. Dolayisiyla n — oo iken istenen elde edilir.

Teorem 3.8.2 M, (f;z) (3.8.1) de oldugu gibi tanimlanmg olsun. [0, 1] araliginda

siirekli f fonksiyonu icin

1M, (f32) = £ (@)l opoy < 20 (f;n—%>

saglanir.

Ispat: f € C'[0,1] olmak tizere M, (f; ) operatoriiniin lineerliginden,

o Sl ) (1)

k=0

M, (f;2) = f(2)] =

. nrixs (n+k = e
yazilabilir. Burada (1 —z)"*! Z ( f )xk = ZP’“’” (x) = 1 ifadesini kullamnr-
k=0 k=0

sak,
- k
Mn ) - S 7] — P n
0 =1 1231 () 1) Pt
olur. Siireklilik modiiliiniin (vii) 6zelliginde ¢ = alirsak;

n +
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| M, (f; ) = f (2)]

IA
—_
+
3
+ | >
S| =
|
-8
—|— ;/
&
=
(%Y
2
s
3
0

toplamin ikinci kisminda Cauchy-Schwarz esitsizligini uygulayip ardindan Z P (x) =

k=0
1 esitligini kullanirsak

w (f;0n) [1+in<kzopk,n($)> (kz_o (nik—w) Pkn(x)> ]

1 [ K2 =k s :
= w(f;0,)1+ [5— (Z <Hk)QP,m (x)—2xzn+kpk,n (z) + ZPM (@)

IN
>,

n

S|

- ()14

n

elde edilir. Bu esitsizlikte (3.8.3), (3.8.4) ve (3.8.5) ifadelerinin kullanilmasiyla

M, (fi2)— [ @) < w(/f:6,) [1+ ”—ﬂ

n

S = &
S-S

IN

w(f;0,) {1+ },:pe[o,l]

olur. 6, =n"2 secelim. Boylece

[N

(M, (f5) = f (@)] < 20 (f5m

)

elde ederiz.
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4. KOROVKIN SARTLARINI GERCEKLEYEN GENEL BiR LINEER
POZITiF OPERATORLER DiziSsi

Uciincii kissmda belirttigimiz gibi Korovkin, Bohman’ m (1952) ifade ettigi teoremin
genel halde de gegerli oldugunu gostermistir. Bu teoremden sonra Baskakov, Stancu,
Haciyev-Ibrahimov, Meyer-Konig ve Zeller gibi bircok matematikci Korovkin teo-

reminin kosullarini saglayan lineer pozitif operatorler dizilerini olusturmuslardir.

Bu kissmda Haciyev-Ibrahimov’ un ¢alismast incelenecektir (Gadjiev ve Ibragimov

1970).

A > 0 keyfi bir say1 olmak iizere C [0, A] uzaymda {p,, (t)} ve {¥, (¢)} fonksiyon

dizilerini alahm. {a,} ise pozitif sayilar dizisi olsun ve agagidaki kosullar saglansin.

0<t<A n=1,2,..iinp,(0)=0, ¥, (0)#0ve ¥, () >0 (4.0.1)

olmak {izere

« 1
lim =% =1, lim ——— =0 4.0.2
nl—>n<;lo n ’ nl—>nolo n?v,, (0) ( )
K, (z,t,u) dizisi ise z,t € [0, 4], —00 < u < oo olmak iizere agagidaki kogullari

saglayan ii¢ degiskenli fonksiyonlar dizisi olsun.

1°) Bu dizinin her eleman z ve ¢’ nin [0, A] araligindaki her belirli degerine kargilik

u ya gore analitik fonksiyondur.

2°) Vx € [0, 4] igin K, (2,0,0) =1, n=1,2, ...

u=u1
t=0

3°) {(_1)V Lj_Kn (:E,t,u)} } >0, z,te[0,A], v,n=1,2,...
ul/
4°) m +n € Ny = NU {0} olacak bi¢imde 6yle bir m € Z vardir ki;

_wKn (I‘, t, u) |u:02n:\1(’)n(t) = Nnx WKn_i_m (1‘7 t, u) |u:an:\11n(t) (403)

au |: ayfl
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esitligi saglanir.

Simdi L, : C'[0, A] — C'[0, 4], (L,,) operatorler dizisini agagidaki gibi tanimlayalim.

Ln(f;x)::;i;f*(nng(o)) [;Z;Pgltat,u)htomgnuﬂ &:f@%%Lngi (4.0.4)

t=0

L, (f;x) operatoriiniin gekirdeginde bulunan K, (x,t, u) fonksiyonuna (4°) 6zelligini

v defa uygularsak;

8” au—l
%Kn (3:’ t’ 'LL) ’u:o;n:\gn(t) = —nx [_a_uyl Kn+m (:U7 t; u) |u:at"\16”(t)]
5 o v—2
—= (—1) xrn (Tl + m) WKH+QTH (.CE, t? u) ’u:an\Ifn,(t)
t=0

= (=1)*2°n(n+m) (n+2m)

au—?)
< | g Knram @ B0y
t=0

= (=1)"2"n(n+m)(n+2m)..n+ (v—1)m]

X Kn+Vm ('/E7 t’ U) ’u:an\I’n(t)
t=0

(4.0.4) operatorii Vn igin;

vl

Ln(fiz) = 2_%f<n2q,:(0))”(”+m><n+2m>--.[n+<u—1>m]

X (za, ¥y, (0) Kpom (2,8, 1) | (4.0.5)

u=an Wy (t)
t=0

seklinde elde edilir. (3°) ozelliginden L, (f;x) pozitiftir ve lineer oldugu agiktir.

Bu operatorler dizisinin yakinsaklik durumunu Haciyev ve Ibragimov, Korovkin teo-

remi yardimiyla agagidaki gibi ispatlamiglardir.
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Teorem 4.0.1 Eger [0,00) yar1 ekseninde tammlanmig bir f fonksiyonu
|f (@) < My (1+27)
esitsizligini sagliyor ve f € C'[0, A] ise o taktirde [0, A] araliginda, n — oo i¢in

L (f;2) = f ()

olur (Gadjiev ve Ibragimov 1970).
Ispat: Aciktir ki Korovkin teoreminin kogullarim gostermek yeterlidir.

K, (z,t,u) bir analitik fonksiyon oldugundan (u — u;) in kuvvetlerine gore Taylor

serisine acilabilir.

u=, (t), uy = a,¥, ()

oldugunu kabul edersek,

o (1) — W, (1)
Z (@() (t))

K, (z,t, @, (t
:0

Taylor serisi elde edilir. Bu egitlikte t = 0 alirsak (4.0.1) sartindan ve (2°) 6zelligin-

den;

K, (2,0,0) = Z;; (2,0, an W, (ODM

= 1
elde ederiz.

Simdi

S 0" (—an ¥y (0))

t=0
dizisini gozoniine alip Korovkin teoreminin kosullarini aragtiralim.

83



t=0 V!

o oY —an\I/n 0))”
Ln (171') = Z%Kn (I’,t,U) |U:an\1/n(t)< ( ))
v=0

(_O‘n\lln (O))V

vl

= — K, 707 nVn
> i 0,003, 0)
= K, (z,0,0)

=1

bulunur. Dolayisiyla
L,(1;z) =21

olur.

> v o —a, ¥, (0))”
3 ( (0))

n — o K (2, 1,1) Ju=a
" v=0 n*¥, (0) du” (@t u)] tl%n(t) vl
3 L (—a, ¥, (0))"1
K, (z,t,u) |y=a |
n? v=1 Ou (@8 u)| tn:%"(t) (v —1)!

(4.0.3) ile verilen (4°) ozelliginden

T o0 81’*1 (_anan (0))1171
Lu(tz) = — > [WKWH (2,¢,u) |u=anwn<t>] (v—1)!

v=1 t=0

Ot = [ 0¥ (—an ¥, (0))"
— Z [%KTFFM (xv t? U) ‘UZ&n\I’n(t):| I

|
n v=0 t=0 v

= K (2,0,0)
n

apx

n

olup (4.0.2) sartindan [0, A] arahgimda n — oo i¢in

L,(t;z) = x

saglanir.
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> V2 0" (—a, U, (0))”
Ln t2; - —_Kn ’t7 U=o L
( :p) Z n*02 (0) du (z,t,u) |u= tn:‘lén(t) ol

a, — v —a, U, (0))!
= Oy e ) e 0)
v=1

nt w0 (0) Qv e e, )

Qp = v—1 0 (—a, ¥, (0))1
- - _KTL 7t7 uU=uo

nt =0, (0) gu” (6,4 lu=ay 2.0 v — 1)

Un o= 1 0 (—a, ¥, (0))v1
Py _
\Ij (O) auy n (337 t) u) ”u,_ozn:\gn(t) (l/ - 1)|

e oY (_anan (0))1172
Z Jur Kn (I7 t? U) |u:02n:‘1(’)n(t) (V _ 2)]

(—an P, (0))"1
n4\IJ Z@u” (8 1) humarwn 00,7y,

t=0

Yukaridaki ifadede (4°) 6zelligi kullanilirsa

9 00 U1 v—2
) o a P (—a, U, (0))
[ o (0T (0))
Koim t
o (O)x; [au,, K (2, 0) | Cﬁ)ﬂ()] (v — 1)
02 & [ o (~0, 0, (0))
- T [a e 1.1.0) !u:anw] o]
t=0
Oén
T AN Kn m ) Yy 9
+n3\Ifn (0)1’ +m (7,0,0)

elde edilir. Bu ifadede tekrar (4°) ozelligi kullanildiginda

2 > 81/72 _an\Iln 0 v—2
L, (t*z) = —g n—+m x222 WKnHm (x,t,u) |u_021\16n(t)] ( (,/_(2))1)
o T -
B, (0)"
2 o0 v v
= S m) Y | K (0 t) |u:anq,n(t)] o OF
o v=0 | t=0
o, 0"
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[

On
= (7’L + m) T Kn+2m (JZ, 0, 0) + ’[’L?’\I/—n(())x

= (% ) (n+m) +(5) <n2\111n (0))

bulunur. Bu ise (4.0.2) den n — oo igin

w

L, (t2; :C) = 22

oldugunu gosterir.
Su halde Korovkin teoreminin kosullarin1 géstermis olduk. Bu ise ispati tamamlar.

(4°) sart1 yerine bagka bir sart vererek bu operatoriin yakinsakligi hakkinda genel

bir teorem ispatlayabiliriz.

Teorem 4.0.2 Eger K, (z,t,u) fonksiyonu (1°) ve (3°) sartlarindan dolay,

10
lim =K, (£,0,0) = — 4.0.
Jim - (x,0,0) x (4.0.6)

lim — =K, (z,0,0) = 2 (4.0.7)
u
sartlarin1 saghyorsa, o taktirde Teorem 4.0.1’ in sonucu gecerlidir. Yani
Ly (fi2) = f (2)

gerceklenir (Gadjiev ve Ibragimov 1970).

Ispat: K, (x,t,u) bir tam fonksiyon oldugundan,

(u—uyp)”
vl

:'U t u) |u an\I’n(t)
:0 t=0
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olacak sekilde Taylor serisi yazilabilir. u’ ya gore tiirevlerini alirsak,

8 S u—up) "
9 Z viw—w)"

, Ty

;. w5 v (v —1) (u—u)"
- Z .T t u) |u Oén\pn(t) '
:O ot v!

olup, t =0 i¢in u = ¢, (), u1 = a,, ¥, (t) alirsak, (4.0.1) sartindan

5 & (—n P, (0)!
%Kn (,0,0) = ; WK (2, 1) |u= octn_‘I’n() (v—1)!

a4 (—a, ¥, (0))~2
= t
) (x,0,0) E (2, t,0) |u= 027:‘](:’)71( ) (v —2)!

elde ederiz. Simdi bu esitlikleri gozoniine alip Korovkin teoreminin kogullarini

arastiralim.

(_O‘n\I’n (O»V

v!

L,(Lz) = a V (,t,u) |u= C;nqéﬂ()

(—an ¥, (0))"

vl

= Z 507 (2,0, a, ¥, (0))
= Kn (x,0,0)

— 1
bulunur. Bu durumda [0, A] arahiginda n — oo iken
L,(Lz)=1
oldugu aciktir.
L,(tx) = f: v 9 ay Ko (2,8, 1) o, 0 (—om ¥y (0))”

20, (0) du i )l

. (_O‘n\I’n (0))V_1
= Za S (2t u) o= an‘gn() (v —1)!

G 1K (x,0,0)
= —— Ny T,U,

nn
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bulunur. Dolayisiyla (4.0.2) ve (4.0.6) dan n — oo igin

gerceklenir.

L, (tQ; :v)

o0

2

v=0

(o)
ap v

L,(t;z) = x

V2 o
AT /AN _Kn ) t> U=«
n4W2 (0) du” (2,8, )] ti%"(t)

14

ot =, (0) Ou” pided

o= v —1 0

Kn (f,lf, t? U) |U:Cm\1’n(t)

KTL (.T, t7 U) |u=an‘11n(t)

(—an ¥ (0))”

vl

(oW, (0)

(v —1)!
(—om ¥y (0))"

n4 v=1 \Iln (0) w =0 (V a 1)'

U~ 1 0¥ (=¥, (0)""
NS 9 ke ) [

2 Gy e () bt 0"
ag 0 4 (—Oénlljn (0))1172
_n KTL ZL‘, t; U U=Cn ¥n
n ; ou” ( )] il © (v —2)!

a1 X0 (=¥, (0)"
I Kn ata u=a

n* ¥, (0) ; g i (@1 0)| o =]

(67% 21 82 n 1 ! a

- — Kn a070 __—__Kn 7070
(n) n2 ou2 (2,0,0) n n?W, (0) n du 0.0

bulunur. Boylece (4.0.2), (4.0.6) ve (4.0.7) den

L, (t2; m) = 2°

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

4.1 Toplam Bicimindeki Baz1 Operatorlerin Elde edilmesi

Belirtelim ki (4.0.4) operatériiniin 6zel durumlar: bir¢ok belirli lineer pozitif ope-

siklikla kullanilanilan bazi operatorleri elde edelim.
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1) Bernstein Polinomlari:

K, (z,t,u) = (1 . > olsun. Bu durumda
1+1

0 e
%Kn (x,t,u) \ut::%l =n(l—uz)" " (—x)

02 n—
w[(n (x,t,u) |ut::%1 =n(n—1)1—uz)"". (—z)

ve bu sekilde devam ederek K, (z,t,u) fonksiyonunun v defa tiirevini aldigimizda,

14

507 Ky (2t )z =n(n—=1) ... [n = (v = )] (1 — wx)"" . (—x)”

bulunur. Buradan

ay—l
WKTLW (x,t,u) \ut::%l = (n+m)(n+m—-1)...In+m— (v —2)]

% (1 . ull‘)n+m7(l/71) ) (_x)llfl

olup (4.0.3) ile verilen (4°) 6zelligini dikkate alirsak,

%K’”m (@ tu) |z = n(p—1)..[n— -1 -wuz)"". (-2)"

= —nzx(n+m)(n+m—1)...[n+m— (v—2)]

% (1 . ulw)n-&-m—(v—l) . (—$)V_1

au—l
= —Nnx |:

Wfﬂwm (z,t,u) ’“t::%l

esitliginden m = —1 bulunur. Bunu (4.0.5) de yerine yazarsak (4.0.4) operatorii;

vl

1s & v nn—1)n-2)..(n—v+1
L = 2 ()

X (Z‘Ozn\lfn (O))VKTL*U (:C’ t’ u) |u:an‘1’n(t)
t=0

_ é s (ﬁ) CL) (0T (0)* (1 — an, (0) 2)" (4.1.1)
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n—+1

Kn (‘7’.7 t? u)

seklinde olup (1°) ve (2°) sartlar1 saglanir. Burada —— luew, = 0 dir.
Quntl =0

Eger (4.1.1) de
1
n="n, \Ifn O = —
a, =n (0) "

secersek .
L =301 () (1) a-a

(3.0.1) ile ifade ettigimiz Bernstein polinomlarim elde ederiz.
2) Bernstein-Chlodowsky Polinomlar::

(4.1.1) ifadesinde

1 b
ap=n, ¥, (0)=—, lim b, =00, lim — =0
no,, n—oo n—oo N

sectigimizde ise;

L, (fix) = ,,Zof (%bn) (Z) (%>V (1_%)1_”

(3.2.1) ile tamimladigimiz Bernstein-Chlodowsky polinomlarini elde ederiz.
3) Genellestirilmis Bernstein-Chlodowsky Polinomlar::

a>0,8>0, a+ =1 olmak iizere (4.0.4) operatoriinii

0B ()= v o (£ 7. (0)
Ly (f;x) = VZ:O f <a$ + 6712\1/” <0)> {31” K (2,1, u) |u:an‘1’n(t)

t=0 v!

olarak kabul edelim. Bu durumda L (f;z) operatoriiniin cekirdeginde bulunan
K, (z,t,u) fonksiyonuna (4.0.3) ile verilen (4°) ozelligini v defa uyguladigimizda

L2 (f; x) ope-ratorii her n igin;
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LoF (fix) = ;f@“ﬁn?\IZ(O)) n (n+m) (n—i-QTrlL/)!...[n—i—(y—l)m]

X (.’L’Ckann (O))VKn—i-Vm (377 t’ U) ’

(4.1.2)

u=an ¥y (t)
t=0

seklinde elde edilir.

ux
1+¢

K, (z,t,u) = (1 -

yerine yazarsak;

) igin m = —1 bulmusgtuk. O halde bu degeri (4.1.2) de

LYP (fiz) = Zf(aﬁﬁnwi(o)) nn-1)(n—-2)..(n—v+1)

t=0
= s (e ) (")t 00 (1 - ant 02
v=0 v (0)
elde edilir. Eger bu operatorde
1 , . by
ap=mn, ¥V, (0)=—, lim b, =00, lim — =0
n n n—oo n—oo M

segersek

swun-Si(e ) () ) (-2)

genellestirilmis Bernstein-Chlodowsky polinomlar: elde edilir.
4) Szasz Operatorleri:

K, (x,t,u) = e " )olsun. Bu durumda

9 —nuiz

2

ou?

K, (.T, t, U) |ut::%1 = (_1)2 (TLQ})Q T
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bu gekilde devam ederek K, (x,t,u) fonksiyonunun v defa tiirevini aldigimizda;

14

o’

v

Kn (l’, t, u) |uti161 = (_1) (nx)V e

elde ederiz. Buradan

v—1 6—(m+n)u1$

au—l b
o Ko (2,10 [z = (=1)" 7 [(m + n) 2]

olup (4.0.3) ile verilen (4°) 6zelligini dikkate alirsak,

14

o’

K, (z,t,u) |ut:_u01 = (=1) (nz) e

= —nz (=1 [(m+n)a] e (mimuz

avfl
= —Nnx {WKner (ZL', t, U) ‘Ut::lél

esitliginden m = 0 buluruz. Bunu (4.0.5) de yerine yazarsak (4.0.4) operatorii

LY (fiz) = Zf <n2\py 0 ) BT (20, W, (0)) K, (2, ) N

|
V. 0

seklini alir. Eger bu operatorde

1
a, =n, ¥, (0)=—
n

secersek

s = S ()

Szdsz operatorlerini elde ederiz.
5) Baskakov Operatorii:

K, (z,t,u) = (1 +ux) """ olsun. Bu durumda
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9 n
S (@t g = (=1) ma(L+ )~
82 2 2 —(n+2)
w[(n (x,t,u) |ut::1(t)1 = (—1) TL(TL—|— 1)[L’ (1 +U1.T)

bu gekilde devam edildiginde K, (x,t,u) fonksiyonunun v. tiirevi

14

a_Kn (Iv t7u) |“t:%1 = (_I)VTL (TL + ].) (7’L + v — ]_) .I‘V<]_ + ulx)_(n+V)
uv =

olarak elde edilir. Buradan

ay—l .
WKner(%t,U)H::%l = (-1) 1(n—l—m)(n—l—m+1)...(n+m—|—1/—2)

XZEV_1<1 + u1x>—(n+m+u—1)

olup (4.0.3) ile verilen (4°) sartindan

al/

FKn (z,t,u) |ut=161 = (-)'nn+1)..(n+v—1)2"1 +wz)~ ")
u =

= —m:(—l)uf1 (n+m)(n+m+1)...(n+m-+v—2)
XIEV_1<1 + ulx>—(n+m+u—l)

au—l
= —Nnx {WKH_H” (.I', t, U) |ut=:161

m = 1 bulunur. Bunu (4.0.5) de yerine yazarsak (4.0.4) operatorii

3> & v nn+1)(n+2)..(n+rv—-1
LY (fiz) = Zf(n2wn(0)> (n+1)(n+2)...( )

V!
v=0
X (a:ozn\IJn (O))VKn-I—V (ZE, t, u) |u:an‘Iln(t)
t=0
v=0 "
x (14 oW, (0) ) "+ (4.1.3)

seklini alir.
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Eger (4.1.3) de
1
n — 1t ‘;[Jn 0) =—
o n (0) -

secersek

14

L (f:2) Zf(y) (n—iru—l)(1+90W

operatorii elde edilir. Bu operator Baskakov operatorii olarak bilinir.
6) Genellestirilmis Baskakov Operatorii:

(4.0.4) genel operatoriinde K, (z) bir analitik fonksiyon olsun ve (4°) sart1 saglansin.
K, (z,t,u) = K, (t + ux)

alalim. Bu durumda

14 14

0
Kn ) t? u=q = Kn t P

= 'K (a, ¥, (0) z)

oldugundan (4.0.4) operatorii

L (f;2) = ;f (nijy (0)) K%Y (a1, (0) ) (_m”f;" ) (4.1.4)

seklini alir.

Eger (4.1.4) de

secersek

olup K ( ) = ¢ (x) dersek,
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L (i) = 304 (2) o () S

genellestirilmis Baskakov operatoriinii elde ederiz.
7) Bleimann, Butzer ve Hahn Operatérleri:

(4.0.3) ile verilen (4°) sartim

o nx [ ot
__Kn 7ta u=a = —Kn m 7t7 u=a 4.1.5
e (0210 o0 = 1o | S Ko (08,0 0| (415)

olarak kabul edelim. (4.0.4) ile verilen L, (f;x) genel operatoriiniin ¢ekirdeginde

bulunan K, (x,t,u) fonksiyonuna bu 6zelligi v defa uygularsak

o x ot
wKn (ZE? t’ U) |U=Oén‘l’n(t) = (_1) ( ) n lauyl Kn+m (:L‘7 ta U) |u=an\I/n(t)]

=0 1+z t=0

- (4 )2n<n+m>

1+z

81/—2
X | Ggr=z Knam (2,8, 1) |u:a¢%n<t>

= (-1 (1ix)3n(n+m) (n + 2m)

au—3
X Our—3 Kn+3m (ZE, 2 U) |u:an_\11n(t)

I (1f$>yn(n+m)...[n+(u—l)m]

XKTL+Um ("L" t’ U/) |u:Oén‘I’n(t)
t=0

(4.0.4) operatorii Vn igin;
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Lo (f;7) = if( - )”(”+m>---[n+(V—1)m]
v
1

v!
) Zn OV L) e (at, 4.1.6
( + x)l/ + (ZE U) |u202"2%"(t) ( )

seklinde elde edilir.

Ux
1+z

n(t+1)
) olsun. Bu durumda

K, (z,t,u) = (1 -

0 x wpr \"
k(o) by = (-0 () (1- 122 )
82

2 n—2
x UrLxr
— K, (z,t,u) |u=u = (—=1)? —1 1—
u? (@t w) by = (=1 n(n )<1+x>( 1+:c)

bu sekilde devam ederek K, (z,t,u) fonksiyonunun v defa tiirevini aldigimizda

v
v

2 Kt tliy =0 1w (1) (1 2)

1+z 1+
elde edilir. Buradan

0 Kpim (z,t,u) |u —uy = (—1)%1 m+m)(n+m-—1)...[n+m— (v —2)]

Oour—1 =0
y T v—1 . LT n+m—v+1
14+ 14+

olup (4.1.5) ile ifade ettigimiz ozellikten

;VV n (2,8 u) Jumu = (—1)”n(n_1)_,_[n_(y_1)]( x >”(1_ w )n_y

14+ 1+

— nr ( 1)%1(n+m)(n+m—1)...[n+m—(u—2)]

x +
UL n+m—v+1
+x 1 +z

81/ 1
= { Knim Jt t u) |u 161}

8UV 1
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m = —1 bulunur. Bunu (4.1.6) da yerine yazarsak (4.0.4) operatorii;

B> . v nn—1)MnNn-2)..(n—v+1
L) = 2 ()

V!
(anVn (0) )
—VKTL—V (.:U, t? u) | —
1+2) w0 V(1)
_ zn:f v n\ (. ¥, (0) )" . a, ¥, (0)x\"™"
B " \n?¥, (0)) \v (1+z)” 1+
n+1
Klini alir. Burada —— K, (2, t,u) |,_,. = 0 dur.
seklini alr. Burada = -5 (x,t,u)| —u I
Eger L (f;z) de
n? 1
R n ):ﬁ(n—y—i—l)

secersek

1%

- ! () ()

0

B>/ p. - & v n Y 1 n-v
LY (fia) = Of(—n_yﬂ) (V)(HW (1+x>

operatorlerini elde ederiz. Bu da (3.6.1) de tamimlanan Bleimann, Butzer ve Hahn

operatoriidiir.
8) Baldsz Operatorleri:

(4.0.3) ile verilen (4°) sartin;

14

na,r [ 0’1
Kn ((Ea ta U) |u=an\I/n(t)

Ou” t=0 e Koy (2., 1) ’“Z%_‘I’n(t) (4.1.7)

olarak kabul edelim. (4.0.4) de tanimlanan L, (f;x) genel operatoriiniin i¢inde bu-

lunan K, (x,t,u) fonksiyonuna bu &zelligi v defa uygulayalim
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o T o1
_Kn ) t, u=a = -1 Kn m 4L t,

- (—1)2< n? )2n(n+m)

14+ ayx

aV—Q
X Our—2 Kn+2m (33'7 t’ U) |u:an\11n(t)

t=0

- (—1)3< An® )Bn(n+m)(n+2m)

1+a,x

ay—?)

'(—1)” (1 i;x)n(n +m) . [n+ @ —1)m]

X Kn+um (:1:7 t’ u) ’u:an‘ll’ﬂ(t)
t=0

O halde (4.0.4) operatorii Vn igin;

> v nn+m)..n+@v—-1m
Ltfie) = X (o) " |

v=0

ap,V,, (0) a,x)”

(
8 (14 anx)”

Kpyom (z,t,u) | (4.1.8)

u=an ¥y (t)
t=0

seklinde elde edilir.

Uy, T
1+a,z

n(t+1)
K, (z,t,u) = <1 - ) olsun. Bu durumda

0 anT urapr "
— K, (v, t,u) lu=u1 = (—1 1-—
ou (@ u)ltzo ( )n<1+anx) ( 1—|—anx)

82

2 n—2
e B an Uy AT
e e e N )

1+ a,zx _1—|—anx
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bulunur. Bu sekilde devam ederek K, (z, t, u) fonksiyonunun v defa tiirevini aldigimizda;

o v az \’ wanx \' "
—K u=u; = (—1 -1 .. In—(v—-1 1—
et e = (1) (0= Dl = 0= 0] (72 ) (1 12
elde edilir. Buradan

81/—1 o

an T v—1 Uy, T n+m—v+1
X 1-—
1+a,z 1+a,x

olup (4.1.7) den

%Kn (x,t,u) |ut::%1 = (-1)'nn-1)..[n—(v=1)

an® v wanr \'
X 1-—
<1+anx) ( 1+anx)
Na,x

= TGN Em) e m 1) m = (v = 2)

v—1 n+m—v+1
and U1Qp
X 1-—
<1+anx) 1+an$)

napr [ 0v71
1+ apr [8u”—1 Koim (2, ;1) |1€e:—161]

m = —1 bulunur. Bunu (4.1.8) de yerine yazarsak (4.0.4) operatori;

65 a v nn—1)Mm-2)..(n—v+1
) = S ()

V!
(0¥, (0) anz)”
14 anlj (337 t’ u) ’ —
(1+a,x) u=an¥n(t)
B i s v n\ (o, ¥, (0) a,z)” 1 a, ¥, (0)a,z\""
B " \n?¥, (0)) \v (1+ a,z)” 1+ apx
n—+1
seklini alir. Burada ———K,, (z,t,u) |,—,, = 0 dir. Eger bu operatorde
Qunt =0
n? b,
o, = E, \I’n (0) = ﬁ
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secersek

s = 30 (1) O)ntr e
f

() ()

elde edilir ki bu da (3.7.1) ile tanimlanan Baldsz operatoriidiir.

9) Meyer-Konig ve Zeller Operatorleri:

(4.0.4) genel operatoriinde n yerine n + 1 yazilmasiyla elde edilen ifadeye L (f;x)
diyelim

<7> . _ - v 01/
Ln (f’ .CC) - Z f ((n + 1)2\Ijn+1 (0)) |:au,/ Kn+1 (.CC, t? U) |u:04n+1_\11n+1(t)

v=0 -
—Yn \Ijn 0))”
X( o +1 U' +1( )) (4.19)
(4.0.3) ile verilen (4°) sartini ise
0¥ (n+1)x | 0¥ !
_wKn+1 (x, t, u) |U:an421:\110n+1(t) — 1 s aul/—l Kn+1+m (:L', t, u) ’u:an+L‘Pn+1(t)

(4.1.10)
olarak kabul edelim. L™ (f; z) operatoriiniin ¢ekirdeginde bulunan K, (z, t, u) fonksi-
yonuna (4.1.10) 6zelligini v defa uygularsak;

oY (n+ 1)z
wKnH (557 t u) ‘u=an+tl:\16n+1(t) -

ay—l
aul’*l Kn+1+m (.f, t? U) |u—an+1‘1’n+1(t)]

11—z tLe

l1—=x

- (—1)2( ’ )2(n+1)(n+1+m)

81/72
X —auV_Q Kn+1+2m (137 t; u) ‘U=Oén-;1_‘16n+1(t)
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— (—1)? (1:3) (n+1)(n+1+m)(n+1+2m)

81/ 3
X 8u”*3 Kn+1+3m (:B7 tv U) |U=Ctn+1‘1’n+1(t)

— (1) (1fx)y(n+1)...[n+1+(u—1)m]

XKn—i—l—l-l/m (ZL', t7 U) |u=an+1\11n+1(t)

LT (f; x) operatorii Vn igin,

L (fia) sz(nﬂ s (0)

v

XmKn+1+ym (.T,t,U) |u=Otn+1\I/n+1(t) (4111)

) (n+1)...[n+1+(v—-1)m]

vl

seklinde elde edilir.

olsun. Bu durumda

1—=x

—(n+1)(t+1)
Kn+1 (ZL‘7t,U) = (]‘ + - )

D et o = (1) () 1y (1)
ou " LLWINZE = 1—z n 1—zx

0? 2
@Krwrl (m,t,u) |Ut::’161 = (—1)

11—z

)2 (n+1)(n+2) (1 N 1ulg; )—(n+2)

— X

bulunur. Boylece K11 (z,t,u) fonksiyonunun v. tiirevi

oY B , T v UL —(n+v)

— X

olarak elde edilir. Buradan
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au—l b T v—1
—Kn+1+m(l‘,t,U)|u w = (—1) 1(1—33) m+m+1)....n+m+v-—1)

—(n+m+4v—1)
" <1 UL T )
l1—=x

bulunur. (4.1.10) dan

=0 1—=z —x

(5”” w1 (2,8, 0) umw = (—1)V< & )V(n+1)...(n+y) <1+ 1“1:'7 )_(n+y)

_ _QE%¥Q4YA(1fx)_(n+m+1%ﬁ%Hn+V—U

—(n+m+v—1)
y <1 UL )
1—2z

_(n+1)z { ot }

=2 |9p Kpi1om (z,t,u) |“t::%1

m = 1 bulunur. Bunu (4.1.1) de yerine yazarsak

m+1)(n+2)(n+3)...(n+v)

((n + 1)V, (0)> V!

v

L (fiz) = Y f

v=0
T
X v Kn+1+u (l’, t? u) |U:O¢n+1‘1’n+1(t)

(1—2) v

- i;f(mm?wm) ()t

X (1 + 11 Vni1 (0) 575) Sl

1—2z

elde edilir. Eger bu operatorde

n+12 n-+v
( ) ) \Iln-Fl (0) = 2
n-+v (n+1)

Qpy1 =

segersek

LT (frz) = if(nj—y) (njl/)ﬁ(l”)wm

v=0

S () ()
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Meyer-Konig ve Zeller operatorlerini elde ederiz.
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