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İkinci bölümde,  pozitif lineer operatör, ağırlıklı uzay kavramları tanıtılıp bunlara ilişkin 
bazı sonuçlar hatırlatılmıştır.  
 
Üçüncü bölümde, ağırlıklı uzaylarda klasik Korovkin tipi yaklaşım teoremleri ve 
bunlara ilişkin sonuçlar verilmiştir.  
 
Dördüncü bölümde, A-istatistiksel yakınsaklık kavramı tanıtılmış ve A-istatistiksel 
yakınsaklık kullanılarak ağırlıklı fonksiyon uzayları üzerinde tanımlı pozitif lineer 
operatör dizileri için Korovkin tipi yaklaşım teoremleri elde edilmiştir.  
 
Son bölümde ise, A-istatistisel yakınsaklık oranı kavramı tanıtılmıştır ve A-istatistiksel 
yakınsama oranına ilişkin bazı teorem ve sonuçlar verilmiştir. Ayrıca bu sonuçlardan 
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SİMGELER DİZİNİ

Ax := (Ax)n :

(
∞∑

k=1

ankxk

)
dönüşüm dizisi

Bρ
2

: ρ
2

fonksiyonuna göre sınırlı fonksiyonların ağırlıklı uzayı

c : Yakınsak dizilerin uzayı

C [a, b] : [a, b] üzerinde sürekli fonksiyonların uzayı

C1 : Cesaro matrisi

Cρ
1

: ρ
1

fonksiyonuna göre sınırlı ve sürekli fonksiyonların ağırlıklı uzayı

|E| : E kümesinin eleman sayısı

N : Doğal sayılar kümesi

R : Reel sayılar kümesi

δ(E) : E kümesinin doğal yoğunluğu

δA(E) : E kümesinin A-yoğunluğu

ρ : Ağırlık fonksiyonu

XE : E kümesinin karakteristik fonksiyonu

st : İstatistiksel yakınsak diziler uzayı

stA : A-istatistiksel yakınsak diziler uzayı

stA-o(ak) : o(ak) oranında A-istatistiksel yakınsak

stA-O(ak) : O(ak) oranında A-istatistiksel sınırlı

stA-oµ(ak) : oµ(ak) oranında A-istatistiksel yakınsak

stA-Oµ(ak) : Oµ(ak) oranında A-istatistiksel sınırlı
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1. GİRİŞ

İlk olarak 1949 yılında Steinhaus tarafından Polonya’da bir konferansta tanıtılan

istatistiksel yakınsaklık kavramı 1951 yılında Fast tarafından geli̧stirilmi̧stir. Topla-

nabilme Teorisi, Fonksiyonel Analiz, Fourier Serileri, Sayılar Teorisi, Ölçü Teorisi,

İstatistik, Optimizasyon Teorisi ve Yaklaşımlar Teorisi gibi birçok alanda kullanılan

bu kavram Salat (1980), Connor (1988) ve Fridy (1985) gibi birçok matematikçinin

ilgisini çekmi̧stir. İstatistiksel yakınsaklık kavramını genelleştirme fikri ilk defa 1953

yılında Buck tarafından ortaya atılmı̧stır. Freedman ve Sember 1981 yılında yoğunluk

ve negatif olmayan regüler matrisler arasındaki ili̧skiyi incelemi̧s, Kolk (1988, 1990)

ve Connor (1988, 1990) istatistiksel yakınsaklık kavramında C1 Cesaro matrisi yeri-

ne negatif olmayan regüler A matrisini koyarak A-istatistiksel yakınsaklık kavramını

tanıtmı̧slardır. A-istatistiksel yakınsaklık kavramı kullanılarak klasik yakınsaklık

yardımıyla çözülemeyen problemler çözülmeye çalı̧sılmı̧stır. 1974 yılında Gadjiev

tarafından verilmi̧s olan ağırlıklı uzaylar üzerinde tanımlı pozitif lineer operatörlerin

klasik Korovkin tipi yaklaşım sonuçlarının A-istatistiksel geni̧slemeleri 2004 yılında

Duman ve Orhan tarafından yayınlanan bir makalede verilmi̧stir. Yine Duman ve

Orhan 2005 yılında A-istatistiksel yakınsama oranı ile ilgili sonuçlar vermi̧slerdir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, “pozitif lineer operatörler”, “istatistiksel yakınsaklık” ve “A −
İstatistiksel yakınsaklık” konularına ili̧skin tez boyunca ihtiyaç duyulacak bazı

tanım, teorem ve notasyonlar hatırlatılacaktır.

2.1 Pozitif Lineer Operatörler

Bu kısımda pozitif lineer operatörlere ili̧skin bazı temel özellikler verilecektir.

Tanım 2.1.1 X ve Y reel değerli fonksiyonların iki uzayı olmak üzere L, X uzayını

Y uzayına dönüştüren lineer operatör olsun. X tanım uzayından alınan her f ≥ 0

fonksiyonu için L(f) ≥ 0 koşulu gerçekleniyor ise bu durumda L operatörüne “pozitif

lineer operatör” adı verilir.

Pozitif lineer operatörler aşağıdaki özellikleri gerçekler:

1. f ≤ g =⇒ L(f ; x) ≤ L(g ; x)

2. |L(f ; x)| ≤ L(|f | ; x).

Şimdi 1960 yılında Korovkin tarafından verilen ve literatürde “Korovkin Teoremi”

olarak bilinen aşağıdaki sonucu hatırlayalım.

Teorem 2.1.2 Ln : C [a, b]→ C [a, b] ile tanımlı pozitif lineer operatörlerin bir dizisi

{Ln} olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir:

(i) fi (t) = ti, i = 0, 1, 2 olmak üzere lim
n
‖Lnfi − fi‖C[a,b] = 0

(ii) Her f ∈ C [a, b] için lim
n
‖Lnf − f ‖C[a,b] = 0 (Korovkin 1960).
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2.2 Ağırlıklı Uzaylar

Bu kısımda ağırlıklı uzaylarla ilgili bazı temel özellikler hatırlatılacaktır.

Tanım 2.2.1 ρ fonksiyonu R reel sayılar kümesi üzerinde sürekli ve de

(i) lim
|x|→∞

ρ(x) =∞

(ii) ρ(x) ≥ 1 (her x ∈ R)

koşullarını sağlıyor ise bu fonksiyona “ağırlık fonksiyonu” denir.

Tanım 2.2.2 ρ bir ağırlık fonksiyonu olsun. |f(x)| ≤ Mf .ρ(x) (∀ x ∈ R) koşulunu

sağlayan R üzerinde tanımlı reel değerli f fonksiyonlarının uzayına “ağırlıklı uzay”

denir ve Bρ ile gösterilir. Burada Mf , f fonksiyonuna bağlı bir sabittir.

Cρ ağırlıklı uzayı ise Cρ := {f : f ∈ Bρ ve f fonksiyonu R de sürekli} şeklinde

tanımlanır.

Bρ ve Cρ ağırlıklı uzayları ‖f‖ρ :=sup
x∈R

|f(x)|
ρ(x)

normuna göre Banach uzayıdır (Gadjiev

1974/1976, Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995).

Önerme 2.2.3 L, operatörünün Cρ1 uzayını Bρ2 uzayına dönüştürmesi için gerek ve

yeter koşul ‖Lρ1‖ρ2 ≤M olacak biçimde bir M > 0 sabitinin mevcut olmasıdır.

İspat. Gereklilik: L operatörüCρ1uzayını Bρ2 uzayına dönüştürsün.Yani her f ∈ Cρ1

için L(f ; x) ∈ Bρ2 olsun. ρ1 fonksiyonu sürekli olduğundan ve |ρ1(x)| ≤ Hρ1(x)

koşulu sağlanacak şekilde bir H > 0 sayısı mevcut olduğundan ρ1 ∈ Cρ1 olup özel

olarak f = ρ1 alırsak L(ρ1; x) ∈ Bρ2 elde edilir. O halde |L(ρ1; x)| ≤Mρ2(x) olacak

biçimde bir M > 0 vardır. Buradan

‖Lρ1‖ρ2 =sup
x∈R

|L(ρ1;x)|
ρ2(x)

≤M

ifadesi elde edilir.

Yeterlilik: L(f ;x) ∈ Bρ2 olduğunu göstermeliyiz. ‖Lρ1‖ρ2 ≤ M olacak biçimde bir

M > 0 sayısının varlığını biliyoruz. Diğer yandan f ∈ Cρ1 olduğundan ‖f‖ρ1 ≤Mf
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olacak biçimde bir Mf > 0 vardır.

|L(f ; x)| ≤ L(|f | ; x)

= L(|f | ρ1(x)
ρ1(x)

; x)

≤
‖f‖ρ

1

L(ρ1; x)ρ2(x)

ρ2(x)

≤ ‖f‖ρ1 ‖Lρ1‖ρ2 ρ2(x)

≤ M.Mf .ρ2(x)

elde edilir. O halde K := M.Mf olmak üzere |L (f ; x)| ≤ Kρ2(x) olup bu da

L (f ; x) ∈ Bρ2 olduğunu gösterir.

Önerme 2.2.4 L, operatörü Cρ1 uzayını Bρ2 uzayına dönüştürsün. Bu taktirde

‖L‖Cρ1→Bρ2 := sup
‖f‖ρ1

=1

‖Lf‖ρ2 = ‖Lρ1‖ρ2 şeklindedir.

İspat.

‖L‖Cρ1→Bρ2 = sup
‖f‖ρ1

=1

‖Lf‖ρ2

= sup
‖f‖ρ1

=1

sup
x∈R

|L( f ; x)|
ρ2(x)

≤ sup
‖f‖ρ1

=1

sup
x∈R

L(| f | ρ1(x)
ρ1(x)

;x)

ρ2(x)
(i)

≤ sup
‖f‖ρ1

=1

‖f‖ρ1 sup
x∈R

L(ρ1;x)

ρ2(x)

= ‖Lρ1‖ρ2

Diğer yandan ‖L‖Cρ1→Bρ2 = sup
‖f‖ρ1

=1

‖Lf‖ρ2 ifadesinde f = ρ1 alırsak

‖L‖Cρ1→Bρ2 ≥ ‖Lρ1‖ρ2 (ii)

elde edilir. (i) ve (ii) eşitsizliklerini birlikte gözönüne alırsak ‖L‖Cρ1→Bρ2 = ‖Lρ1‖ρ2
olduğu görülür.
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3. AĞIRLIKLI UZAYLARDA YAKLAŞIM

Bu bölümde, ağırlıklı uzaylar için Korovkin tipi yaklaşım teoremleri ve bunların bazı

sonuçları verilecektir.

Lemma 3.1 Ln : Cρ1 → Bρ2 ile tanımlı pozitif lineer operatörlerin bir dizisi {Ln}
olsun ve aynı zamanda Ln : Cρ1 →Bρ1 üzerinde düzgün sınırlı olmak üzere ρ1 ve ρ2

ağırlık fonksiyonları da

lim
|x|→∞

ρ1(x)

ρ2(x)
= 0 (1)

koşulunu sağlasın.

ϕn(s) = sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|Ln(f ; x)|
ρ1(x)

olmak üzere herhangi bir s ∈ R için

lim
n

ϕn(s) = 0 (2)

ise

lim
n

‖Ln‖Cρ1→Bρ2 = 0

gerçeklenir (Gadjiev 1974, 1976).

İspat. (1) koşulu nedeniyle her ε > 0 için en az bir s0 > 0 vardır öyle ki |x| > s0 için
ρ1(x)
ρ2(x)

< ε eşitsizliği sağlanır. Diğer yandan ρ1 ve ρ2 fonksiyonlarının sürekli olması

nedeniyle |x| ≤ s0 için ρ1(x)
ρ2(x)

< H olacak biçimde bir H > 0 sayısı vardır. Ayrıca

‖Ln‖Cρ1→Bρ2 = sup
‖f‖ρ1

=1

sup
x∈R

|Ln(f ; x)|
ρ2(x)

≤ sup
‖f‖ρ1

=1

{

sup
|x|>s0

|Ln(f ; x)|
ρ2(x)

+ sup
|x|≤s0

|Ln(f ;x)|
ρ2(x)

}

≤ ε sup
‖f‖ρ1

=1

‖Lnf‖ρ1 +Hϕn(s0) (3)

= ε ‖Ln‖Cρ1→Bρ1 +Hϕn(s0)

elde edilir. (3)’de her iki tarafta n → ∞ için limit alırsak (2) ve düzgün sınırlılık

sebebiyle istenen sonuç elde edilir.
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Lemma 3.2 {Ln} , Lemma 3.1’deki gibi olmak üzere ρ1 ve ρ2 ağırlık fonksiyonları

için de (1) koşulu gerçeklensin. Eğer herhangi bir s ∈ R için

lim
n

sup
‖f‖

ρ1
=1

sup
|x|≤s

|Ln(f ;x)− f(x)| = 0 (4)

ise her f ∈ Cρ1 için

lim
n
‖Lnf − f‖ρ2 = 0

gerçeklenir (Gadjiev 1974, 1976).

İspat. E , Cρ1 uzayında birim operatör olsun. An := Ln −E alalım. Buradan

‖An‖
Cρ1

→Bρ1

≤ ‖Ln‖
Cρ1

→Bρ1

+ ‖E‖
Cρ1

→Bρ1

= ‖Ln‖
Cρ1

→Bρ1

+ 1

olduğundan

sup
n

‖An‖Cρ1→Bρ1 <∞

olduğu görülür. R üzerinde ρ1 ≥ 1 olduğundan herhangi bir s ∈ R için

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|An(f ;x)|
ρ1(x)

≤ sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|An(f ;x)|

= sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|Ln(f ; x)− f(x)|

sağlanır.(4) dolayısıyla

lim
n

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|An(f ;x)|
ρ1(x)

= 0

gerçeklenir. Bu durumda {An} dizisi Lemma 3.1’in koşullarını gerçekler. Bu ise

lim
n
‖Ln − E‖Cρ1→Bρ2 = 0 (5)

olduğunu verir. Bu durumda ispat,

‖Lnf − f‖ρ2 ≤ ‖Ln − E‖
Cρ1

→Bρ2

‖f‖ρ1

6



eşitsizliğinden elde edilir.

Şimdi esas teoremimizi verelim.

Teorem 3.3 Ln : Cρ1 → Bρ2 ile tanımlı pozitif lineer operatörlerin bir dizisi {Ln}
olsun. Ayrıca ρ1ve ρ2 ağırlık fonksiyonları (1) koşulunu sağlasın. Eğer j = 0, 1, 2 için

Fj(t) =
tjρ1(t)
1+t2

olmak üzere

lim
n
‖LnFj − Fj‖ρ1 = 0 (6)

ise her f ∈ Cρ1 için

lim
n
‖Lnf − f‖ρ2 = 0 (7)

gerçeklenir (Hacıyev ve Hacısalihoğlu, 1995) .

İspat. Kabul edelim ki (6) sağlansın.Bu durumda her bir n için

‖Ln‖Cρ1→Bρ1 = ‖Lnρ1 + ρ1 − ρ1‖ρ1

≤
∥∥∥∥Lnρ1

1 + t2

1 + t2
− ρ1

1 + t2

1 + t2

∥∥∥∥
ρ1

+ ‖ρ1‖ρ1
≤ ‖LnF2 − F2‖ρ1 + ‖LnF0 − F0‖ρ1 + 1 (8)

< M

olacak biçimde bir M > 0 vardır.

Şimdi de (4) ifadesinin sağlandığını gösterelim. Açık olarak

|Ln(f(t); x)− f(x)| ≤ Ln(|f(t)− f(x)| ; x) + |f(x)| |Ln(1; x)− 1| (9)

eşitsizliği gerçeklenir. Şimdi f ∈ Cρ1 ve |x| ≤ s olsun. f fonksiyonu R üzerinde

sürekli olduğundan her ε > 0 verildiğinde |t− x| < δ koşulunu sağlayan her t, x

için |f(t)− f(x)| < ε eşitsizliği gerçeklenecek biçimde bir δ > 0 sayısı vardır. Diğer

yandan |t− x| ≥ δ olduğunda da

|f(t)− f(x)| ≤ 2Mf ρ1(x)ρ1(t)

7



= 2Mf ρ1(x)F0(t)(1 + t2)

≤ Kρ1(x)(t− x)2F0(t)

gerçeklenir. Burada Kρ1(x) := 4Mf ρ1(x)(
1+x2

δ2
+ 1) şeklinde tanımlıdır. O halde her

t ∈ R ve |x| ≤ s için

|f(t)− f(x)| < ε+Kρ1(x)(t− x)2F0(t) (10)

olur. Herhangi bir s ∈ R için C1 := C1(s) = sup
|x|≤s

ρ1(x), C2 := C2(s) = sup
|x|≤s

Kρ1(x)

ve C3 := C3(s) = sup
|x|≤s

|f(x)| olmak üzere

zn : = sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|Ln(f(t);x)− f(x)| (11)

≤ C1ε ‖Ln1‖ρ1 + C2 sup
|x|≤s

Ln((t− x)2F0(t); x) + C3 sup
|x|≤s

|Ln(1; x)− 1|

gerçeklenir. Diğer yandan

Ln((t− x)2F0(t); x) ≤ |Ln(F2(t); x)− F2(x)|+ 2 |x| |Ln(F1(t); x)− F1(x)|

+x2 |Ln(F0(t);x)− F0(x)|

elde edilir. O halde B := B(s) = max{sup
|x|≤s

ρ1(x), 2 sup
|x|≤s

|x| ρ1(x),max
|x|≤s

x2ρ1(x)} olmak

üzere

un : = sup
|x|≤s

Ln((t− x)2F0(t); x)

≤ B
{
‖LnF2 − F2‖ρ1 + ‖LnF1 − F1‖ρ1 + ‖LnF0 − F0‖ρ1

}
(12)

sağlanır. Diğer yandan

‖Ln1‖ρ1 ≤ ‖Lnρ1‖ρ1 = ‖Ln‖Cρ1→Bρ1 (13)

olup (11), (12) ve (13)’den her n için

zn ≤ C1ε ‖Ln‖Cρ1→Bρ1 + C2 un + C3 sup
|x|≤s

|Ln(1; x)− 1| (14)
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elde ederiz. Yine

F0(x) |Ln(1; x)− 1| ≤ |Ln(F0(t); x)− F0(x)|+ Ln(|F0(t)− F0(x)| ; x)

yazabiliriz.

Her x ∈ R için F0(x) sürekli olup diğer yandan

|F0(x)| =

∣∣∣∣
ρ1(x)

1 + x2

∣∣∣∣

≤ ρ1(x)

eşitsizliği sağlanır. Böylece F0 ∈ Cρ1 elde edilir.

F0 ∈ Cρ1 olduğu ve (10) göz önüne bulundurulursa

|Ln(1; x)− 1| <
1

F0(x)
{|Ln(F0(t);x)− F0(x)|+ εLn(1; x) (15)

+Kρ1(x)Ln((t− x)2F0(t); x)}

sağlanır. (15)’den herhangi bir s ∈ R ve her n ∈ N için

sup
|x|≤s

|Ln(1;x)− 1| ≤ C4

{
‖LnF0 − F0‖ρ1 + ε ‖Ln‖Cρ1→Bρ1

}
+ C5un (16)

elde edilir. Burada C4 := C4(s) = sup
|x|≤s

ρ1(x)
F0(x)

ve C5 := C5(s) = sup
|x|≤s

Kρ1 (x)

F0(x)
olmak

üzere (12), (13) ve (16) gözönüne alınırsa

H := maks{C1 + C3C4, B(C2 + C5) + C3C4 } olmak üzere

zn ≤ εH ‖Ln‖Cρ1→Bρ1 +H ‖LnF0 − F0‖ρ
1

+H ‖LnF1 − F1‖ρ1 +H ‖LnF2 − F2‖ρ1 (17)

bulunur. (17)’de n→∞ için limit alırsak (6) ve (8) bağıntıları nedeniyle

lim
n

zn = lim
n

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|Ln(f(t); x)− f(x)| = 0

9



elde edilir. O halde Lemma 3.2 göz önüne alınırsa her f ∈ Cρ1 için

lim
n
‖Lnf − f‖ρ2 = 0

elde edilir.

Şimdi ω ağırlık fonksiyonu özel olarak seçilmi̧s olmak üzere Teorem 3.3 için bir

uygulama niteliği taşıyan aşağıdaki sonucu verelim.

Sonuç 3.4 ω(x) = 1 + x2 ağırlık fonksiyonu için Ln : Cω → Bω ile tanımlı {Ln}
pozitif lineer operatör dizisi olsun. Ayrıca ρ1 ve ρ2 ağırlık fonksiyonları için (1) koşulu

sağlansın. Şimdi

Pn : Cρ1 → Bρ2 pozitif lineer operatör dizisi

Pn(f(t), x) =
ρ1(x)

ω(x)
Ln(

1 + t2

ρ1(t)
f(t), x)

şeklinde tanımlansın. Eğer

lim
n

∥∥Lntj − xj
∥∥
ω
= 0 , (j = 0, 1, 2) (18)

ise bu taktirde her f ∈ Cρ1 için

lim
n
‖Pnf − f‖ρ2 = 0

olur (Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995).

İspat.

|Pn(Fj , x)− Fj(x)| =

∣∣∣∣
ρ1(x)

ω(x)
Ln(

1 + t2

ρ1(t)
Fj(t), x)− Fj(x)

∣∣∣∣

=
ρ1(x)

ω(x)

∣∣Ln(tj , x)− xj
∣∣ , (j = 0, 1, 2)

10



Eşitliğin her iki trafını ρ1(x) ifadesine bölerek x ∈ R için supremum alırsak

‖PnFj − Fj‖ρ1 =
∥∥Lntj − xj

∥∥
ω

, (j = 0, 1, 2) (19)

ifadesi elde edilir. (19)’da n→∞ için limit alınır ve (18) , T eorem 3.3’den

her f ∈ Cρ1 için

lim
n
‖Pnf − f‖ρ

2

= 0

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.

Şimdi ϕ, R üzerinde sürekli ve monoton artan bir fonksiyon olmak üzere

ρ1(x) = 1 + ϕ2(x) ağırlık fonksiyonu için Cρ1 üzerinde bir yakınsaklık teoremi ver-

meden önce buna ili̧skin bir lemma verelim.

Lemma 3.5 Ln : Cρ1 → Bρ2 ile tanımlı {Ln} pozitif lineer operatörlerin bir dizisi

olsun ayrıca ρ1 ve ρ2 ağırlık fonksiyonları için (1) koşulu sağlansın. Eğer

lim
n

∥∥Lnϕj − ϕj
∥∥
ρ1
= 0 , (j = 0, 1, 2) (20)

ise her f ∈ Cρ1 ve herhangi bir I = [a, b] kapalı aralığı için

lim
n

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
x∈I

|Ln(f, x)− f(x)| = 0

gerçeklenir (Hacıyev ve Hacısalihoğlu, 1995).

İspat. f ∈ Cρ1 olduğundan f fonksiyonu R üzerinde sürekli olup her ε > 0 ve-

rildiğinde |t− x| < δ koşulunu sağlayan her t, x için |f(t)− f(x)| < ε eşitsizliği

sağlanacak şekilde bir δ > 0 sayısı vardır.

Diğer yandan t ∈ R, x ∈ I için |t− x| ≥ δ olduğunda da

|f(t)− f(x)| ≤ 2Mf ρ1(x)ρ1(t)

= 2Mf ρ1(x)(1 + ϕ2(t)) (21)

11



≤ Kρ1(x) (ϕ(t)− ϕ(x))2

gerçeklenir.Burada ∆δ(x) := min {ϕ(t+ δ)− ϕ(x), ϕ(x)− ϕ(x− δ)} olmak üzere

Kρ1(x) := 2Mf ρ1(x)(
1+ϕ2(x)
∆2
δ
(x)

+ 2ϕ(x)
∆δ

+ 1) şeklinde tanımlıdır. O halde her t ∈ R
ve x ∈ I için

|f(t)− f(x)| < ε+Kρ1(x) (ϕ(t)− ϕ(x))2 (22)

olur. Ayrıca (9)’dan

|Ln(f(t); x)− f(x)| ≤ Ln(|f(t)− f(x)| ; x) + |f(x)| |Ln(1; x)− 1| (23)

olduğunu biliyoruz. (21)’i (23)’te yerine yazıp çeşitli düzenlemeler yaparsak

|Ln(f(t); x)− f(x)| ≤ εLn(1;x) +Kρ1Ln(((ϕ(t)− ϕ(x))2; x)

+ |f(x)| |Ln(1; x)− 1|

≤ ε+ (ε+ |f(x)|) |Ln(1; x)− 1|

+Kρ1(x){
∣∣Ln(ϕ2(t); x)− ϕ2(x)

∣∣

+2ϕ(x) |Ln(ϕ(t); x)− ϕ(x)|}

gerçeklenir. H := maks{sup
x∈I

ρ1(x)
[
ε+ |f(x)|+Kρ1(x) + ϕ2(x)

]
,

sup
x∈I

2ρ1(x)Kρ1(x) |ϕ(x)|}

olmak üzere,

zn : = sup
‖f‖ρ1

=1

sup
x∈I

|Ln(f(t); x)− f(x)| ≤ ε+H{‖Ln1− 1‖ρ1 + ‖Lnϕ− ϕ‖ρ1

+
∥∥Lnϕ2 − ϕ2

∥∥
ρ1
} (24)

elde ederiz. (24)’de n → ∞ için limit alırsak (20) nedeniyle her f ∈ Cρ1 ve x ∈ I

için

lim
n

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
x∈I

|Ln(f(t); x)− f(x)| = 0

elde edilir.

12



Teorem 3.6 Ln : Cρ1 → Bρ2 ile tanımlı {Ln} pozitif lineer operatörlerin bir dizisi

olsun. Ayrıca ρ1 ve ρ2 ağırlık fonksiyonları için (1) koşulu sağlansın.

lim
n

∥∥Lnϕj − ϕj
∥∥
ρ1
= 0 , (j = 0, 1, 2) (25)

ise her f ∈ Cρ1 için

lim
n
‖Lnf − f‖ρ2 = 0

olur (Hacıyev ve Hacısalihoğlu, 1995).

İspat. Lemma 3.2’nin koşullarının sağlandığını göstermeliyiz. (25) ve Lemma 3.5

gereğince herhangi bir s ∈ R için

lim
n

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
−s≤x≤s

|Ln(f(t);x)− f(x)| = 0

sağlanır.

Diğer yandan

‖Ln‖Cρ1→Bρ1 = ‖Lnρ1‖ρ1
≤

∥∥Lnϕ2 − ϕ2
∥∥
ρ
1

+ ‖Ln1− 1‖ρ
1

+ 1

< K

olacak biçimde bir K > 0 sayısı vardır. O halde {Ln} dizisi düzgün sınırlı olup

Lemma 3.2 gereğince her f ∈ Cρ
1

için

lim
n
‖Lnf − f‖ρ2 = 0

sağlanır ve böylece ispat tamamlanır.
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4. AĞIRLIKLI UZAYLARDA A-İSTATİSTİKSEL YAKLAŞIM

Bu bölümde, Bölüm 3’de verilen sonuçların benzerleri A-İstatistiksel yakıkınsaklık

yardımıyla geni̧sletilecektir.

4.1 A-İstatistiksel Yakınsaklık

Bu kısımda istatistiksel ve A-istatistiksel yakınsaklık kavramları hatırlatılacaktır.

Tanım 4.1.1 Bir E ⊂ N kümesi için En := {k ≤ n : k ∈ E} olmak üzere

En kümesinin eleman sayısı |En| ile gösterilsin.

lim
n

1

n
|En|

limiti mevcut ise, bu limit değerineE cümlesinin “yoğunluğu” (veya doğal yoğunluğu)

denir ve δ(E) ile gösterilir. Ayrıca λ(n) pozitif tamsayıların bir dizisi ve

E = {λ(n) : n ∈ N}

olmak üzere δ(E) mevcut ise bu durumda

δ(E) :=lim
n

n

λ(n)

ile verilir (Niven and Zuckerman 1980).

Örneğin

δ(N) = 1, δ({n2 : n ∈ N}) = 0

δ({2n : n ∈ N}) = δ({2n+ 1 : n ∈ N}) =1

2

olduğu yoğunluk tanımından kolaylıkla elde edilebilir. Hatta asal sayılar kümesi ve

doğal sayıların her bir sonlu alt kümesi sıfır yoğunlukludur. Ayrıca bir K kümesi

yoğunluğa sahip ise, bu durumda

δ(N \K) = 1− δ(K)
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olacaktır.(Niven and Zuckerman 1980, Freedman and Sember 1981).

Tanım 4.1.2 x := (xk) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer her ε > 0

için

δ {k ∈ N : |xk − L| ≥ ε} =lim
n

1

n
|{k ≤ n : |xk − L| ≥ ε}| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa bu durumda x dizisi L sayısına “istatistiksel yakınsak-

tır” denir ve

st− limx = L

şeklinde gösterilir (Fast 1951, Steinhaus 1951).

İstatistiksel yakınsaklık tanımından da anlaşılabileceği gibi, eğer x dizisi bir L sayısına

istatistiksel yakınsak ise, bu durumda L sayısının herhangi bir ε > 0 komşuluğunda

dizinin sonsuz çoklukta terimi bulunurken bu komşuluğun dı̧sında da, indis kümesinin

yoğunluğu sıfır olmak koşuluyla, yine diziye ait sonsuz çoklukta terim bulunabilir.

Bu durum, istatistiksel yakınsaklığın bilinen anlamdaki yakınsaklıktan daha genel

olduğunu göstermektedir. Dolayısıyla yakınsak diziler uzayını c ile ve istatistik-

sel yakınsak diziler uzayını da st ile gösterirsek bu durumda c ⊂ st olduğu kolayca

görülür. Üstelik aşağıdaki örnek bu önermenin kaŗsıtının doğru olamayacağını göster-

mektedir.

Örnek 4.1.3 x := (xk) dizisi

xk =

{
1, k = m2 ise

0, k �= m2 ise

şeklinde tanımlansın. Bu durumda Tanım 4.1.2 uyarınca st− lim
k

xk = 0 bulunur

fakat buradaki x dizisi alt ve üst limitlerin farklı olması nedeniyle yakınsak değildir.

Yakınsak her dizinin sınırlı olduğunu biliyoruz. Fakat istatistiksel yakınsak dizilerin

sınırlı olması gerekmez. Bu durum aşağıda örneklendirilmi̧stir.
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Örnek 4.1.4 x := (xk) dizisi

xk =






√
k, k = m2 ise

0 , k �= m2 ise

şeklinde tanımlansın. Burada st− lim
k

xk = 0 olmasına rağmen x dizisi üstten

sınırsızdır.

Aşağıda istatistiksel yakınsaklık için bazı karakterizasyonlar hatırlatılmı̧stır.

Teorem 4.1.5 Bir x := (xk) dizisinin bir L sayısına istatistiksel yakınsak olması için

gerek ve yeter şart

δ (nk : k ∈ N) = 1 ve lim
k

xnk = L

olacak biçimde en az bir (nk) indis dizisinin mevcut olmasıdır (Salat 1980, Fridy

1985, Connor 1989).

O halde Teorem 4.1.5’den st− lim
k

xk = L olması için gerek ve yeter şart her ε > 0

için δ (E) = 1 olacak şekilde öyle bir E ⊂ N alt kümesi ve n0 = n0 (ε) ∈ N sayısı

vardır ki n ≥ n0 olacak şekildeki her n ∈ E için |xn − L| < ε gerçeklenir. Kısaca

sıfır yoğunluklu indis kümesi dı̧sında (ya da buna eşdeğer olarak 1 yoğunluklu indis

kümesi üzerinde) x dizisi L değerine klasik anlamda yakınsak ise bu durumda x dizisi

L değerine istatistiksel yakınsaktır.

Şimdi A-İstatistiksel yakınsaklık kavramını hatırlayalım. Öncelikle istatistiksel yakın-

saklık için aşağıdaki denk tanımları verelim:

Bir x dizisinin bir L sayısına istatistiksel yakınsak olması demek her ε > 0 için

lim
n

1

n
|{k ≤ n : |xk − L| ≥ ε}| = 0

olması demektir; ya da buna denk olarak,

E := E (ε) = {k ≤ n : |xk − L| ≥ ε}
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olmak üzere her ε > 0 için

lim
n

(
C1XE(ε)

)
n
:=lim

n

1

n

n∑

k=1

XE(ε) (k) = 0

olması demektir. Burada XE , E kümesinin karakteristik fonksiyonu olup, C1 = (cnk)

matrisi ise

cnk =






1
n
; 1 ≤ k ≤ n ise

0; diğer durumlarda

ile verilir. Bu matris Cesaro matrisi olarak da adlandırılır.

Freadman ve Sember (1981) yukarıdaki düşünceyi kullanarak, istatistiksel yakınsak-

lık tanımında Cesaro matrisi yerine negatif olmayan regüler bir A = (ank) sonsuz

matrisini alarak istatistiksel yakınsaklığı daha da genelleştirmi̧slerdir. Bu durumu

incelemeden önce kullanacağımız bazı kavramları hatırlayalım.

Tanım 4.1.6 A = (ank), (k, n = 1, 2, ...) sonsuz bir matris ve x = (xk) bir dizi

olmak üzere,

(Ax)n :=
∞∑

k=1

ankxk

serisi her n için yakınsak ise Ax := ((Ax)n) dizisine x ’in “A-dönüşüm dizisi” denir.

Eğer lim
n

xn = L olduğunda lim
n

(Ax)n = L koşulu gerçekleniyorsa, bu durumda A

matrisine “regüler matris” denir (Boos 2000).

Örneğin C1 Cesaro matrisi regülerdir. Bir A = (ank) matrisinin regüler olması,

Silverman-Toeplitz koşulları olarak bilinen aşağıdaki teorem ile karakterize edilmek-

tedir.

Teorem 4.1.7 Bir A = (ank) matrisinin regüler olması için gerek ve yeter koşul

(i) sup
n

∞∑

k=1

|ank| <∞,

(ii) Her k için ak :=lim
n

ank = 0,

(iii) lim
n

∞∑

k=1

ank = 1
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koşullarının sağlanmasıdır ( Hardy 1949, Boos 2000).

Tanım 4.1.8 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris olsun. Bir E ⊂ N alt

kümesi için

lim
n

(AXE)n =limn
∞∑

k=1

ankXE(k) =lim
n

∑

k∈E

ank

limiti mevcut ise bu limit değerine E kümesinin “ A yoğunluğu” denir ve δA (E) ile

gösterilir (Freedman ve Sember 1981, Miller 1995).

Tanım 4.1.9 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris olsun. Eğer her ε > 0

için

E := E (ε) = {k : |xk − L| ≥ ε}

olmak üzere

lim
n

∞∑

k=1

ankXE(ε) (k) = 0

ise ya da buna denk olarak her ε > 0 için

lim
n

∑

k:|xk−L|≥ε

ank = 0

gerçekleniyorsa bu durumda x = (xk) dizisi L sayısına “A−istatistiksel yakınsaktır”
denir ve

stA − limx = L

ile gösterilir (Freedman ve Sember 1981, Miller 1995).

Teorem 4.1.5’in bir benzeri A-istatistiksel yakınsaklık için şöyle verilir:

Teorem 4.1.10 Bir x := (xk) dizisinin bir L sayısına A-istatistiksel yakınsak olması

için gerek ve yeter şart

δA {nk : k ∈ N} = 1 ve lim
k

xnk = L

olacak şekilde en az bir (nk) indis dizisinin mevcut olmasıdır. (Kolk 1993, Miller

1995).
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Tanım 4.1.9’da eğer A matrisi yerine I birim matrisi alınırsa, bu durumda klasik an-

lamdaki yakınsaklık elde edilir. Üstelik A matrisi yerine C1 Cesaro matrisi alındığı

taktirde ise A-istatistiksel yakınsaklık bilinen istatistiksel yakınsaklığa indirgenir.

Buradan yakınsak veya istatistiksel yakınsak her dizinin A-istatistiksel yakınsak

olduğu sonucunu çıkarabiliriz. Yani A-istatistiksel yakınsak diziler uzayını stA ile

gösterirsek c ⊂ stA bağıntısı sağlanır. Fakat bu önermenin kaŗsıtı her zaman doğru

değildir. Aşağıdaki teorem A-istatistiksel yakınsak bir dizinin yakınsak olmaması

durumunu daha da kesinleştirmektedir.

Teorem 4.1.11 A = (ank) negatif olmayan regüler matrisi için

lim
n

max
k
{ank} = 0

ise bu durumda A-istatistiksel yakınsaklık, klasik anlamdaki yakınsaklıktan daha

kuvvetlidir (Kolk 1993).

Tanım 4.1.12 Bir x := (xk) dizisi için δA {k : |xk| > M} = 0 olacak şekilde bir

M > 0 sayısı bulunabiliyorsa x dizisi “A− istatistiksel sınırlıdır” denir.

4.2 A-İstatistiksel Yaklaşım

Bu kısımda Bölüm 3’de verilen Korovkin tipi yaklaşım teoremlerinin A-istatistiksel

benzerlerini inceleyeceğiz.

Lemma 4.2.1 A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris ve Ln : Cρ1 → Bρ2

ile tanımlı {Ln} pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olmak üzere ρ1 ve ρ2 ağırlık

fonksiyonları (1) koşulunu sağlasın. Kabul edelim ki bir M > 0 için

K :=
{
n ∈ N : ‖Ln‖Cρ1→Bρ1 ≤M

}

olmak üzere δA (K) = 1 olsun. Eğer herhangi bir s ∈ R için

stA− lim
n

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|Ln(f ; x)|
ρ1(x)

= 0
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ise

stA − lim
n

‖Ln‖Cρ1→Bρ2 = 0 (26)

gerçeklenir (Duman ve Orhan, 2004).

İspat. δA (K) = 1 olsun. Ayrıca

ϕn(s) := sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|Ln(f ; x)|
ρ1(x)

olsun. Lemma 3.1’deki yöntemle her n ∈ K için

‖Ln‖Cρ1→Bρ2 ≤ ε+Hϕn(s0) (27)

olduğunu elde edebiliriz.

r > 0 verildiğinde ε < r olacak şekilde bir ε > 0 seçelim.

∑
ajn

n∈K:‖Ln‖Cρ1→Bρ2
≥r

≤
∑

ajn
n∈K:Hϕn(s0)≥r−ε

olduğu görülür. Burada j →∞ için limit alınırsa (26) elde edilir.

Lemma 4.2.2 A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris ve Ln : Cρ
1
→ Bρ

2

ile tanımlı {Ln} pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olmak üzere ρ1 ve ρ2 ağırlık

fonksiyonları (1) koşulunu sağlasın. Kabul edelim ki bir M > 0 için

K :=
{
n ∈ N : ‖Ln‖Cρ1→Bρ1 ≤M

}

olmak üzere δA (K) = 1 olsun. Eğer herhangi bir s ∈ R için

stA− lim
n

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|Ln(f ; x)− f(x)| = 0 (28)

ise her f ∈ Cρ1 için

stA − lim
n

‖Lnf − f‖ρ2 = 0

gerçeklenir (Duman ve Orhan, 2004).

20



İspat. E, Cρ1 üzerindeki özdeşlik operatörü olsun. An := Ln −E alalım. Buradan

‖An‖
Cρ1

→Bρ1

≤ ‖Ln‖
Cρ1

→Bρ1

+ 1

elde edilir. Şimdi

U :=
{
n ∈ N : ‖Ln‖Cρ1→Bρ1 ≤M

}

ve

V :=
{
n ∈ N : ‖An‖Cρ1→Bρ1 ≤M + 1

}

tanımlayalım. O halde U ⊂ V olduğu açıktır. Bu kapsama gereğince δA(U) = 1

olduğundan δA(V ) = 1 eşitliği de sağlanır.

Lemma 3.2’deki yöntemle her hangi bir s ∈ R ve her n ∈ K için

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|An(f ; x)|
ρ1(x)

≤ sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|Ln(f ;x)− f(x)| (29)

olduğunu gösterebiliriz.

Her iki tarafta A− istatistiksel limit alırsak (28) nedeniyle

stA − lim
n

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|An(f ;x)|
ρ1(x)

= 0

gerçeklenir. Bu durumda {An} dizisi Lemma 4.2.1’in koşullarını gerçekler. Bu ise

stA − lim
n
‖Ln − E‖Cρ1→Bρ2 = 0

olduğunu verir. Bu durumda

‖Lnf − f‖ρ
2

≤ ‖Ln − E‖
Cρ1

→Bρ2

‖f‖ρ
1

olduğundan her f ∈ Cρ1 için

stA− lim
n
‖Lnf − f‖ρ2 = 0
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elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.

Şimdi esas sonucumuzu verelim.

Teorem 4.2.3 A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris ve Ln : Cρ1 → Bρ2

ile tanımlı {Ln} pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olmak üzere, ρ1 ve ρ2 ağırlık

fonksiyonları (1) koşulunu sağlasın. Eğer ν = 0, 1, 2 için Fν(t) =
tνρ1(t)
1+t2

olmak üzere

stA − lim
n
‖LnFν − Fν‖ρ1 = 0 , (ν = 0, 1, 2) (30)

ise her f ∈ Cρ1 için

stA − lim
n
‖Lnf − f‖ρ2 = 0 (31)

gerçeklenir (Duman ve Orhan, 2004).

İspat. Kabul edelim ki (30) sağlansın. Teorem 4.1.10 gereğince ν = 0, 1, 2 için

Eν ⊂ N olmak üzere δA(Eν) = 1 ve lim
n∈Eν

‖LnFν − Fν‖ρ1 = 0 elde edilir. Yani

verilen bir ε > 0 için Nν(ε) vardır öyleki her n ∈ Eν için n ≥ Nν(ε) olacak biçimde

‖LnFν − Fν‖ρ1 < ε olur. İstatistiksel yakınsak her dizi istatistiksel sınırlı olduğundan

her n ∈ Eν için bir Mν > 0 sayısı vardır öyleki

‖LnFν − Fν‖ρ1 < Mν

eşitsizliği sağlanır.

E := E0 ∩ E1 ∩E2 tanımlayalım. δA(Eν) = 1 olduğundan δA(E) = 1 yazabiliriz.

Teorem 3.3’teki yöntemle her n ∈ K için

‖Ln‖Cρ1→Bρ1 ≤ ‖LnF2 − F2‖ρ1 + ‖LnF0 − F0‖ρ1 + 1

< M

olacak biçimde bir M sayısı bulunabilir.

K = {n ∈ N: ‖Ln‖Cρ1→Bρ1 ≤ M} olmak üzere E ⊂ K olduğundan δA(E) ≤ δA(K)
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eşitsizliği sağlanır. δA(E) = 1 olduğundan δA(K) = 1 elde edilir. Yani Lemma

4.2.2’nin birinci şartı sağlanır. Eğer (28)’in de sağlandığını gösterebilirsek ispat biter.

Teorem 3.3’teki yöntemle her n ∈ K ve s ∈ R için

H := max{C1 + C3C4, B(C2 + C5) + C3C4 } olmak üzere

zn := sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|Ln(f(t);x)− f(x)| ≤ Hε+H

2∑

ν=0

‖LnFν − Fν‖ρ1

olduğunu gösterilebilir.

Şimdi verilen bir r > 0 için Hε < r olacak biçimde bir ε seçelim.

D := {n ∈ K :
2∑

ν=0

‖LnFν − Fν‖ρ1 ≥
r−Hε
H
}

Dν := {n ∈ K : ‖LnFν − Fν‖ρ1 ≥
r−Hε
3H

} , (ν = 0, 1, 2)

tanımlarsak buradan kolayca D ⊂ 2∪
ν=0

Dν olduğu görülebilir. O halde

∑

n∈K:zn≥r

ajn ≤
∑

n∈D

ajn ≤
∑

n∈D0

ajn+
∑

n∈D1

ajn+
∑

n∈D2

ajn

olur. Burada j →∞ için limit alırsak (30) gereğince

lim
j→∞

∑

n∈K:zn≥r

ajn = 0

olup

stA − lim
n

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
|x|≤s

|Ln(f(t); x)− f(x)| = 0

elde edilir.O halde Lemma 4.2.2 göz önüne alınırsa her f ∈ Cρ1 için

stA − lim
n
‖Lnf − f‖ρ2 = 0

olur ve ispat tamamlanır.

Eğer A = I birim matrisi olarak alınırsa Teorem 3.3 elde edilir.
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Şimdi ω ağırlık fonksiyonu özel olarak seçilmi̧s olmak üzere Teorem 4.2.3 için bir

uygulama niteliği taşıyan aşağıdaki sonucu verelim.

Sonuç 4.2.4 ω(x) = 1 + x2 ağırlık fonksiyonu için Ln : Cω → Bω ile tanımlı {Ln}
pozitif lineer operatör dizisi, A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris olsun.

Ayrıca ρ1 ve ρ2 ağırlık fonksiyonları için (1) koşulu sağlansın.

Pn : Cρ
1
→ Bρ

2
, Pn(f(t), x) =

ρ1(x)

ω(x)
Ln(

1 + t2

ρ1(t)
f(t), x)

ile tanımlı pozitif lineer operatör dizisi {Pn} olsun. Eğer

stA− lim
n
‖Lntν − xν‖ω = 0 , (ν = 0, 1, 2) (32)

ise bu taktirde her f ∈ Cρ1 için

stA− lim
n
‖Pnf − f‖ρ2 = 0

olur (Duman ve Orhan, 2004).

İspat. Sonuç 3.4’te

|Pn(Fν, x)− Fν(x)|
ρ1(x)

=
|Ln(tν, x)− xν|

ω(x)
, (ν = 0, 1, 2)

olduğu elde edilmi̧sti. Eşitliğin her iki tarafında x ∈ R için supremum alırsak

‖PnFν − Fν‖ρ1 = ‖Lnt
ν − xν‖ω , (ν = 0, 1, 2)

ifadesi elde edilir. Burada n → ∞ için A-istatistiksel limit alınırsa (32) ve Teorem

4.2.3 gereğince

her f ∈ Cρ1 için

stA− lim
n
‖Pnf − f‖ρ2 = 0

olur ve tamamlanır.
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Şimdi ϕ reel eksende sürekli ve monoton artan bir fonksiyon olmak üzere

ρ1(x) = 1+ϕ2(x) ağırlık fonksiyonu için Cρ üzerinde bir yakınsaklık teoremi verme-

den önce buna ili̧skin bir lemma verelim.

Lemma 4.2.5 A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris, Ln : Cρ1 → Bρ2 ile

tanımlı pozitif lineer operatörlerin bir dizisi {Ln} olsun. Ayrıca ρ1 ve ρ2 ağırlık

fonksiyonları için (1) koşulu sağlansın.

stA− lim
n
‖Lnϕν − ϕν‖ρ1 = 0 , (ν = 0, 1, 2) (33)

ise her f ∈ Cρ1 ve herhangi bir I = [a, b] kapalı aralığı için

stA− lim
n

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
x∈I

|Ln(f, x)− f(x)| = 0

olur (Duman ve Orhan, 2004).

İspat. Lemma 3.5’te f ∈ Cρ1 olmasından faydalanarak

H := maks

{
sup
x∈I

ρ1(x)
[
ε+ |f(x)|+Kρ1(x) + ϕ2(x)

]
, sup
x∈I

2ρ1(x)Kρ1(x) |ϕ(x)|
}

olmak üzere

zn := sup
‖f‖ρ1

=1

sup
x∈I

|Ln(f(t);x)− f(x)| ≤ ε+H

{
2∑

ν=0

‖Lnϕν − ϕν‖ρ1

}

, (ν = 0, 1, 2)

eşitsizliğini elde etmi̧stik.

Şimdi verilen bir r > 0 için ε < r olacak şekilde bir ε > 0 seçelim.

D := {n ∈ K :
2∑

ν=0

‖Lnϕν − ϕν‖ρ1 ≥
r−ε
H
} , (ν = 0, 1, 2)

Dν := {n ∈ K : ‖Lnϕν − ϕν‖ρ1 ≥
r−ε
3H
} , (ν = 0, 1, 2)

tanımlarsak buradan kolayca D ⊂
2
∪
ν=0

Dν olduğu görülebilir.
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O halde
∑

n∈K:zn≥r

ajn ≤
∑

n∈D

ajn ≤
∑

n∈D0

ajn+
∑

n∈D1

ajn+
∑

n∈D2

ajn

olur. Burada j →∞ için limit alırsak (33) gereğince

stA − lim
n

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
x∈I

|Ln(f(t); x)− f(x)| = 0

elde edilir.

Teorem 4.2.6 A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris Ln : Cρ1 → Bρ2 ol-

mak üzere {Ln} pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olsun. Ayrıca ρ1 ve ρ2 ağırlık

fonksiyonları için (1) koşulu sağlansın.

stA− lim
n
‖Lnϕν − ϕν‖ρ1 = 0 , (ν = 0, 1, 2) (34)

ise her f ∈ Cρ1 için

stA− lim
n
‖Lnf − f‖ρ2 = 0

olur (Duman ve Orhan, 2004).

İspat. Lemma 4.2.2’nin koşullarının sağlandığını göstermeliyiz. (34) ve Lemma

4.2.5 gereğince herhangi bir s ∈ R için

stA − lim
n

sup
‖f‖ρ1

=1

sup
−s≤x≤s

|Ln(f(t);x)− f(x)| = 0

sağlanır.

Diğer yandan Teorem 4.2.3’ün ispatındaki gibi

δA{n ∈ N : ‖Ln‖Cρ1→Bρ1 ≤M} = 1

olacak biçimde bir M > 0 sayısının varlığı kolayca gösterilebilir. O halde Lemma

4.2.2’nin şartları sağlanır ve her f ∈ Cρ1 için

stA − lim
n
‖Lnf − f‖ρ2 = 0
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elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.

Örnek 4.2.7 {Ln} , Cρ1 uzayını Bρ2 uzayına dönüştüren ve klasik Korovkin teo-

remini gerçekleyen pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olsun. ρ1 ve ρ2 ağırlık

fonksiyonları da (1) koşulunu sağlasın. A = (ank) negatif olmayan regüler matrisi ise

lim
n

maks
k

{ank} = 0 koşulunu sağlayacak şekilde seçilsin. Teorem 4.1.11 gereğince

A-istatistiksel yakınsaklık, klasik anlamdaki yakınsalıktan daha kuvvetlidir. O halde

genellikten biŗsey kaybetmeden sıfıra A-istatistiksel yakınsak fakat klasik anlamda

yakınsak olmayan ve hatta terimleri negatif olmayan bir (un) dizisi seçebiriz. Cρ1

uzayını Bρ2 uzayına dönüştüren {Tn} pozitif lineer operatör dizisini her f ∈ Cρ1 için

Tn(f ; x) = (1 + un)Ln(f ; x)

biçiminde tanımlayalım. Buna göre açık olarak söylenebilir ki {Tn} dizisi f ∈ Cρ1

fonksiyonuna A-istatistiksel yakınsak olduğu halde klasik anlamda yakınsak değildir.
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5. A-İSTATİSTİKSEL YAKLAŞIM ORANI

Bu bölümde, “A− İstatistiksel yakınsama oranı” ve “A− İstatistiksel sınırlılık

oranı” kavramları tanıtılarak bu kavramlara ili̧skin bir takım sonuçlar elde edilecek-

tir.

Tanım 5.1 A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris, (an) reel sayıların pozitif

artmayan bir dizisi olsun. Her ε > 0 için

lim
j

1

aj

∑

n:|xn−L|≥ε

ajn = 0

koşulu sağlanıyorsa x = (xn) dizisi L sayısına “o(an) oranında A − İstatistiksel

yakınsaktır” denir ve xn − L = stA − o(an) (n→∞) biçiminde gösterilir.

Eğer her ε > 0 için

lim
j

∑

n:|xn−L|≥εan

ajn = 0

koşulu sağlanıyorsa x = (xn) dizisi L sayısına “oµ(an) oranında A − İstatistiksel

yakınsaktır” denir ve xn−L = stA− oµ(an) (n→∞) biçiminde gösterilir (Duman,

Khan ve Orhan, 2003).

Tanım 5.2 A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris, (an) reel sayıların pozitif

artmayan bir dizisi olsun. Her ε > 0 için

sup
j

1

aj

∑

n:|xn|≥ε

ajn <∞

koşulu sağlanıyorsa x = (xn) dizisi “O(an) oranında A − istatistiksel sınırlıdır”

denir ve xn = stA −O(an) (n→∞) biçiminde gösterilir.

Eğer

lim
j

∑

n:|xn|≥Man

ajn = 0

olacak biçimde bir pozitif M sayısı varsa x = (xn) dizisi “Oµ(an) oranında A −
istatistiksel sınırlıdır” denir ve xn = stA − Oµ(an) (n → ∞) biçiminde gösterilir
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(Duman, Khan ve Orhan, 2003).

Bu kısımda R de tanımlı ρ1(x) = 1 + x2 ağırlık fonksiyonu için “ăgırlıklı süreklilik

modülü” δ > 0 ve f ∈ Cρ1 olmak üzere

ωρ1(f, δ) = sup
|x−t|≤δ

|f(t)− f(x)|
ρ1(x)

biçiminde tanımlıdır (Doğru 2002).

Şimdi ağırlıklı süreklilik modülünün bazı özelliklerini verelim:

a) x, t ∈ R olmak üzere her f ∈ Cρ1 için

|f(t)− f(x)| ≤ ρ1(x)ωρ1(f, |t− x|) (35)

b) [H] , H ’ın tam değerini göstermek üzere herhangi bir H > 0 ve her f ∈ Cρ1 için

ωρ1(f,Hδ) ≤ (1 + [H])ωρ1(f, δ) (36)

özellikleri sağlanır.

Şimdi ilk lemmamızı verelim.

Lemma 5.3 A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris olsun. {Ln}, Cρ
1

üzerinde

tanımlı pozitif lineer operatör dizisi öyleki
{
‖Ln‖Cρ1→Bρ1

}
dizisi A-istatistiksel sınırlı

olsun. Yani M > 0 olmak üzere K :=
{
n ∈ N : ‖Ln‖Cρ1→Bρ1 ≤M

}
kümesi için

δA(K) = 1 gerçeklensin. ϕx(t) = (t− x)2, F0(t) = 1 olmak üzere Lnϕx , LnF0 ∈ Cρ1

olsun. Herhangi bir s > 0 ve her n ∈ K için

sup
‖f‖ρ1

=1

(sup
|x|≤s

|Ln(f ; x)− f(x)|) ≤ H

{

sup
‖f‖ρ1

=1

(ωρ1(f, αn)) + ‖LnF0 − F0‖ρ1

}

(37)

olacak biçimde en az bir H > 0 sayısı vardır. Burada αn :=
√
‖Lnϕx‖ρ1 olup H, s

sayısına bağlı pozitif bir sabittir (Duman ve Orhan, 2005).
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İspat.

F0(x) = 1 ve F0(t) = 1 ifadelerini ve (35) bağıntısını (9)’da yerine yazarsak her n ∈ N
ve herhangi bir δ > 0 için

|Ln(f(t); x)− f(x)| ≤ Ln(|f(t)− f(x)| ; x) + |f(x)| |Ln(F0(t); x)− F0(x)|

≤ Ln(ρ1ωρ1(f, δ
|t− x|
δ

); x) + |f(x)| |Ln(F0(t); x)− F0(x)|

ifadesi elde edilir. Şimdi bu eşitsizlikte (36) ifadesini ve Ln’nin lineerliğini de kulla-

narak,

|Ln(f(t);x)− f(x)| ≤ ρ1(x)ωρ1(f, δ)Ln(1 +

[ |t− x|
δ

]
);x)

+ |f(x)| |Ln(F0(t); x)− F0(x)|

≤ ρ1(x)ωρ1(f, δ)Ln(1 +
(t− x)2

δ2
);x)

+ |f(x)| |Ln(F0(t); x)− F0(x)|

≤ ρ1(x)ωρ1(f, δ)

{
Ln(1; x) +

1

δ2
Ln((t− x)2 ; x)

}

+ |f(x)| |Ln(F0(t); x)− F0(x)| (38)

≤ ρ1(x)ωρ1(f, δ)

{
Ln(ρ1; x) +

1

δ2
Ln(ϕx;x)

}

+ |f(x)| |Ln(F0(t); x)− F0(x)|

elde ederiz. (38)’de ϕx ∈ Cρ1, herhangi bir s > 0 ve her n ∈ N için |x| ≤ s üzerinden

supremum alırsak,

sup
|x|≤s

|Ln(f(t); x)− f(x)| ≤ sup
|x|≤s

{ρ1(x)ωρ1(f, δ)
{
Ln(ρ1;x) +

1

δ2
Ln(ϕx; x)

}

+ |f(x)| |Ln(F0(t); x)− F0(x)|}

≤ ωρ1(f, δ)

{

sup
|x|≤s

Ln(ρ1; x)
ρ1(x)

ρ1(x)
+

1

δ2
sup
|x|≤s

Ln(ϕx;x)
ρ1(x)

ρ1(x)

}

+ sup
|x|≤s

{
|f(x)| |Ln(F0(t); x)− F0(x)|

ρ1(x)

ρ1(x)

}
(39)

≤ c1ωρ1(f, δ)

{
c1 ‖Lnρ1‖ρ1 +

c1

δ2
‖Lnϕx‖ρ1

}

+c2 ‖LnF0 − F0‖ρ1
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olup burada c1 := c1(s) =sup
|x|≤s

ρ1(x) = 1+s2 ve c2 := c2(s) =sup
|x|≤s

|f(x)| ρ1(x) şeklinde

tanımlıdır. δ := αn =
√
‖Lnϕx‖ρ1 ifadesi ve Önerme 2.2.3’de verilen ‖Lnρ1‖ρ1 ≤M

eşitsizliği (39)’da kullanılırsa,

sup
|x|≤s

|Ln(f(t); x)− f(x)| ≤ c1ωρ1(f, αn) {c1M + c1}+ c2 ‖LnF0 − F0‖ρ
1

= (1 +M)c21ωρ1(f, αn) + c2 ‖LnF0 − F0‖ρ1 (40)

≤ H
{
ωρ1(f, αn) + ‖LnF0 − F0‖ρ

1

}

elde edilir. Burada H := maks {(1 +M)c21, c2} şeklinde tanımlanmı̧stır. (40)’da

‖f‖ρ1 = 1 üzerinden supremum alırsak,

sup
‖f‖ρ1

=1

{

sup
|x|≤s

|Ln(f(t); x)− f(x)|
}

≤ H

{

sup
‖f‖ρ1

=1

(ωρ1(f, αn)) + ‖LnF0 − F0‖ρ1

}

ifadesi elde edilir.

Aşağıdaki lemma Lemma 4.2.2 nin bir sonucudur.

Lemma 5.4 A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris olsun ayrıca ρ1 ve ρ2

fonksiyonları için (1) şartı sağlansın. Ln:Cρ1 → Bρ2 ile tanımlı {Ln} pozitif lineer

operatör dizisi olsun ve
{
‖Ln‖Cρ1→Bρ1

}
dizisi A-istatistiksel sınırlı olsun. Ayrıca

kabul edelim ki (cn) reel sayıların pozitif artmayan bir dizisi olsun. Eğer herhangi

bir s > 0 için

sup
‖f‖ρ1

=1

(sup
|x|≤s

|Ln(f ; x)− f(x)|) = stA − o(cn) , (n→∞) (41)

ise her f ∈ Cρ1 için

‖Lnf − f‖ρ2 = stA − o(cn) , (n→∞) (42)

gerçeklenir. Benzer sonuç “O”, “oµ” ve “Oµ” için de gösterilebilir (Duman ve Orhan,

2005).

Teorem 5.5 A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris olsun ayrıca ρ1 ve ρ2
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fonksiyonları için (1) şartı sağlansın. Ln:Cρ1 → Bρ2 ile tanımlı {Ln} pozitif lineer

operatör dizisi olsun ve
{
‖Ln‖Cρ1→Bρ1

}
dizisi A-istatistiksel sınırlı olsun. Ayrıca

ϕx(t) = (t − x)2, F0(t) = 1 olmak üzere Lnϕx , LnF0 ∈ Cρ1 olsun. (an) ve (bn)

artmayan pozitif diziler olmak üzere Ln operatörleri

(i) ‖LnF0 − F0‖ρ1 = stA − o(an) , (n→∞) ,

(ii) αn =
√
‖Lnϕx‖ρ1 olmak üzere sup

‖f‖ρ1
=1

(ωρ1(f, αn)) = stA − o(bn) , (n→∞)

şartlarını sağlıyorsa cn := maks {an, bn} olmak üzere her f ∈ Cρ
1

için

‖Lnf − f‖ρ2 = stA − o(cn) , (n→∞) (43)

gerçeklenir. Benzer sonuç “O” için de gösterilebilir (Duman ve Orhan, 2005).

İspat. Öncelikle

un := sup
‖f‖ρ1

=1

(sup
|x|≤s

|Ln(f ; x)− f(x)|)

tn := sup
‖f‖ρ1

=1

(ωρ1(f, αn))

zn := ‖LnF0 − F0‖ρ1

dizilerini tanımlayalım. Lemma 5.3’ün şartları sağlandığından her n ∈ K için

un ≤ H(tn + zn) olacak biçimde bir H > 0 sayısı vardır.

Verilen bir ε > 0 için

D :=
{
n ∈ K : tn + zn ≥ ε

H

}

D1 :=
{
n ∈ K : tn ≥ ε

2H

}

D2 :=
{
n ∈ K : zn ≥ ε

2H

}
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tanımlayalım. Burada D ⊂ D1 ∪D2 olduğu kolayca görülür. Her j ∈ N için

1

cj

∑

n∈K:un≥ε

ajn ≤
1

cj

∑

n∈D

ajn ≤
1

cj

∑

n∈D1

ajn +
1

cj

∑

n∈D2

ajn

yazabiliriz. cj := maks {aj , bj} olmak üzere her j ∈ N için

1

cj

∑

n∈K:un≥ε

ajn ≤
1

bj

∑

n∈D1

ajn +
1

aj

∑

n∈D2

ajn (44)

bulunur. (44)’deki eşitsizlikte j → ∞ için limit alıp, (i) ve (ii) şartlarını da kulla-

narak herhangi bir s > 0 için

sup
‖f‖ρ1

=1

(sup
|x|≤s

|Ln(f ; x)− f(x)|) = stA − o(cn) , (n→∞)

sonucunu elde ederiz. Yani Lemma 5.4’deki (41) şartı sağlanmı̧s olur. Böylece (42)

gerçeklenmi̧s olur ve ispat tamamlanır.

Teorem 5.5’de “o” yerine “oµ” alarak aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.6 A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris olsun ayrıca ρ1 ve ρ2

fonksiyonları için (1) şartı sağlansın. Ln:Cρ1 → Bρ2 ile tanımlı {Ln} pozitif lineer

operatör dizisi olsun ve
{
‖Ln‖Cρ1→Bρ1

}
dizisi A-istatistiksel sınırlı olsun. Ayrıca

ϕx(t) = (t − x)2, F0(t) = 1 olmak üzere Lnϕx , LnF0 ∈ Cρ1 olsun. (an) ve (bn)

artmayan pozitif diziler olmak üzere Ln operatörleri

(i) ‖LnF0 − F0‖ρ1 = stA − oµ(an) , (n→∞) ,

(ii) αn =
√
‖Lnϕx‖ρ1 olmak üzere sup

‖f‖ρ1
=1

(ωρ1(f, αn)) = stA − oµ(bn) , (n→∞)

şartlarını sağlıyorsa cn := maks {an, bn, anbn} olmak üzere her f ∈ Cρ1 için

‖Lnf − f‖ρ2 = stA − oµ(cn) , (n→∞) (45)

gerçeklenir. Benzer sonuç “Oµ” için de gösterilebilir (Duman ve Orhan, 2005).

33



Teorem 5.5 ve 5.6’da (an) ve (bn) dizilerinin özel seçimleri ile Teorem 4.2.3’ün elde

edilebileceğini vurgulayalım. Burada özdeşlik matrisini göz önüne alırsak aşağıdaki

sonucu kolayca elde edebiliriz.

Sonuç 5.7 Ln:Cρ1 → Bρ2 ile tanımlı {Ln} pozitif lineer operatör dizisi verilsin

ve
{
‖Ln‖Cρ1→Bρ1

}
dizisi sınırlı olsun. Ayrıca ρ1 ve ρ2 fonksiyonları için (1) şartı

sağlansın. ϕx(t) = (t − x)2, F0(t) = 1 olmak üzere Lnϕx , LnF0 ∈ Cρ1 olsun.

Ln operatörleri

(i) lim
n
‖LnF0 − F0‖ρ1 = 0

(ii) αn =
√
‖Lnϕx‖ρ1olmak üzere lim

n

{

sup
‖f‖ρ1

=1

(ωρ1(f, αn))

}

= 0

şartlarını sağlıyorsa her f ∈ Cρ1 için

lim
n
‖Lnf − f‖ρ2 = 0

olur (Duman ve Orhan, 2005).
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6. SONUÇ

Bu tezde Korovkin tipi yaklaşım teoremlerinin klasik yakınsaklıktan A-istatistiksel

yakınsaklığa taşınması ve A-istatistiksel yakınsama oranlarına ili̧skin bazı sonuçlar

verilerek klasik yakınsama oranının elde edilmesi amaçlanmı̧stır. Bunun için pozitif

lineer operatör, ağırlıklı uzay, A-istatistiksel yakınsaklık ve A-istatistiksel yakınsama

oranı gibi kavramlar tanıtılmı̧s, A-istatistiksel sonuçlara geçmeden klasik sonuçlar

verilmi̧s ve son olarak A-istatistiksel yakınsama oranı kavramından klasik yakınsama

oranı elde edilmi̧stir.
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