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Ikinci boliimde, pozitif lineer operator, agirlikli uzay kavramlari tamtilip bunlara iliskin
bazi sonuglar hatirlatilmistir.

Uciincii boliimde, agirhikli uzaylarda klasik Korovkin tipi yaklasim teoremleri ve
bunlara iligkin sonuglar verilmistir.

Dordiincii boliimde, A-istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilmig ve A-istatistiksel
yakinsaklik kullanilarak agirlikli fonksiyon uzaylarn iizerinde tanmimli pozitif lineer
operator dizileri i¢cin Korovkin tipi yaklagim teoremleri elde edilmistir.

Son boliimde ise, A-istatistisel yakinsaklik oran1 kavrami tamitilmistir ve A-istatistiksel
yakinsama oranina iliskin baz1 teorem ve sonuclar verilmistir. Ayrica bu sonuglardan
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SIMGELER DiZzZiNi

Az = (Ax), : (? ankxk> doniisiim dizisi
=1
B,, : p, fonksiyonuna gore siirli fonksiyonlarin agirhikl uzay:
c : Yakinsak dizilerin uzay:
C'la, b : |a, b] iizerinde siirekli fonksiyonlarin uzay:
(& : Cesaro matrisi
C,, : p; fonksiyonuna gore siirh ve siirekli fonksiyonlarin agirlikli uzay:
|E| : E kiimesinin eleman say1s1
N : Dogal sayilar kiimesi
R : Reel sayilar kiimesi
O(F) : E kiimesinin dogal yogunlugu
o4(F) : E kiimesinin A-yogunlugu
P : Agirlik fonksiyonu
Xg : E kiimesinin karakteristik fonksiyonu
st . Istatistiksel yakinsak diziler uzay1
sta . A-istatistiksel yakinsak diziler uzayi
st4-o(ag) : o(ay) oraninda A-istatistiksel yakinsak
st4-O(a) : O(ay) oranminda A-istatistiksel sinirh
sta-o,(ay) : o,(ay) oraninda A-istatistiksel yakinsak
st4-O,(ak) : O,(ag) oraninda A-istatistiksel siirh



1. GIRIS

Ik olarak 1949 yilinda Steinhaus tarafindan Polonya’da bir konferansta tanitilan
istatistiksel yakinsaklik kavrami 1951 yilinda Fast tarafindan gelistirilmigtir. Topla-
nabilme Teorisi, Fonksiyonel Analiz, Fourier Serileri, Sayilar Teorisi, Ol¢ii Teorisi,
Istatistik, Optimizasyon Teorisi ve Yaklasimlar Teorisi gibi bircok alanda kullanilan
bu kavram Salat (1980), Connor (1988) ve Fridy (1985) gibi birgok matematik¢inin
ilgisini cekmistir. Istatistiksel yakinsaklik kavramini genellestirme fikri ilk defa 1953
yilinda Buck tarafindan ortaya atilmistir. Freedman ve Sember 1981 yilinda yogunluk
ve negatif olmayan regiiler matrisler arasindaki iligkiyi incelemis, Kolk (1988, 1990)
ve Connor (1988, 1990) istatistiksel yakinsaklik kavraminda C; Cesaro matrisi yeri-
ne negatif olmayan regiiler A matrisini koyarak A-istatistiksel yakinsaklik kavramini
tanmitmiglardir.  A-istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilarak klasik yakinsaklik
yardimiyla ¢oziillemeyen problemler ¢oziilmeye calhisilmigtir. 1974 yilinda Gadjiev
tarafindan verilmis olan agirlikli uzaylar tizerinde tanimh pozitif lineer operatorlerin
klasik Korovkin tipi yaklagim sonuglarimin A-istatistiksel geniglemeleri 2004 yilinda
Duman ve Orhan tarafindan yayimlanan bir makalede verilmistir. Yine Duman ve

Orhan 2005 yilinda A-istatistiksel yakinsama orani ile ilgili sonuglar vermislerdir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, “pozitif lineer operatorler”, “istatistiksel yakinsaklik” ve “A —
Istatistiksel yakinsaklik” konularma iliskin tez boyunca ihtiyac duyulacak baz

tanim, teorem ve notasyonlar hatirlatilacaktir.
2.1 Pozitif Lineer Operatorler
Bu kisimda pozitif lineer operatorlere iligkin bazi temel 6zellikler verilecektir.

Tanim 2.1.1 X ve Y reel degerli fonksiyonlarin iki uzay1 olmak tizere L, X uzayini
Y uzayina doniigtiiren lineer operator olsun. X tanmim uzayindan alinan her f > 0
fonksiyonu i¢in L(f) > 0 kosulu gergekleniyor ise bu durumda L operatériine “poziti f

lineer operator” adi verilir.

Pozitif lineer operatorler agsagidaki 6zellikleri gergekler:
L f<g= L(f;z) < L(g ;)

2. [L(f;2)] < L(f] 5 2).

Simdi 1960 yilinda Korovkin tarafindan verilen ve literatiirde “Korovkin Teoremi”

olarak bilinen agagidaki sonucu hatirlayalim.

Teorem 2.1.2 L, : C'[a,b] — C[a,b] ile tanimh pozitif lineer operatorlerin bir dizisi

{L,} olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(i) f; () =t', i =0,1,2 olmak {izere lim || L, f; — fill ooy =0

(ii) Her f € C'la, 8] igin lim [[Lnf — f | cpy = O (Korovkin 1960).



2.2 Agirlikli Uzaylar
Bu kisimda agirlikh uzaylarla ilgili baz1 temel 6zellikler hatirlatilacaktir.

Tanim 2.2.1 p fonksiyonu R reel sayilar kiimesi iizerinde siirekli ve de

(i) lim p(x) = o0

|| —o0

(i) p(x) > 1 (her z € R)
kosullarini saghyor ise bu fonksiyona “aguritk fonksiyonu” denir.

Tamm 2.2.2 p bir agirhk fonksiyonu olsun. |f(z)| < M;.p(z) (V = € R) kosulunu
saglayan R iizerinde taniml reel degerli f fonksiyonlarinin uzayma “agerlikle uzay”

denir ve B, ile gosterilir. Burada My, f fonksiyonuna bagh bir sabittir.

C, agirhikh uzay1 ise C, := {f : f € B, ve f fonksiyonu R de stirekli} seklinde

tammlanir.

B, ve C, agirhikh uzaylan || f|| , I=Sup % normuna gore Banach uzayidir (Gadjiev
zeR

1974/1976, Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Onerme 2.2.3 L, operatoriiniin C),, uzaym B, uzayma doniigtiirmesi icin gerek ve

yeter kosul || Lp || p, < M olacak bi¢imde bir M > 0 sabitinin mevcut olmasidar.

Ispat. Gereklilik: L operatorii C,, uzaym B, uzayina doniigtiirsiin. Yani her f € C,,
i¢cin L(f;x) € B,, olsun. p; fonksiyonu siirekli oldugundan ve |p,(z)| < Hp,(x)
kosulu saglanacak sekilde bir H > 0 sayis1 mevcut oldugundan p, € C, olup o6zel
olarak f = p, alirsak L(p;;x) € B,, elde edilir. O halde |L(py; )| < Mp,(x) olacak
bi¢imde bir M > 0 vardir. Buradan

2o, =sup N < o

kS

ifadesi elde edilir.

Yeterlilik: L(f;z) € B,, oldugunu gostermeliyiz. ||Lp,||, < M olacak bi¢imde bir
M > 0 sayisiin varligini biliyoruz. Diger yandan f € C), oldugundan || f|| o < My
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olacak bigimde bir My > 0 vardir.

L(f:a) < Lf]:2)
(@)
= L2 )
11, Lipr; )pala)
= PXE)
< £l IZoull, po(a)
< M.Mj.py(x)

elde edilir. O halde K := M.M; olmak iizere |L(f;z)| < Kpy(x) olup bu da
L(f;x) € B,, oldugunu gosterir.

Onerme 2.2.4 L, operatorii C), uzaym B, uzayma doniistiirsiin. Bu taktirde

ILlle, —s, = suw ILS],, = Lo, seklinded.

11,y =1

ispat .

HLHCP1—>BP2 = Sup ||L-f||p2

£, =1
s e D5
= sup sup
£, =12eR  Po(T)
L(| f| 242 )

sup sup pu(@) (1)
Il =1eck  P2(Z)

L(Plﬂ“)
sup 11, sup =27

11, =1

= [[Lpdll,

IN

IN

Diger yandan || L]|| Cp = sup [ L f[|,, ifadesinde f = p; alirsak

—Bp,y | _
p1

1Lllg, —z,, = 1L aull,, (i)

elde edilir. (i) ve (i) esitsizliklerini birlikte gozoniine alirsak ||L|| Cpr—Bpy = ILp:ll,

oldugu goriiliir.



3. AGIRLIKLI UZAYLARDA YAKLASIM

Bu boliimde, agirlikli uzaylar icin Korovkin tipi yaklasim teoremleri ve bunlarin bazi

sonuclar1 verilecektir.

Lemma 3.1 L, : C,, — B,, ile tamumh poritif lineer operatorlerin bir dizisi {L,}
olsun ve aynmi1 zamanda L, : C,, — B, tizerinde diizgiin sinirh olmak tizere p; ve p,

agirlik fonksiyonlar1 da

. p1(z) _
\wl\linoo pa(T) =0 @

kosulunu saglasin.

Ly (f;
Pn(s) = sup sup LS5
11, =1lal<s  P1(Z)

olmak tizere herhangi bir s € R igin

lirrln ©n(s) =0 (2)

ise

llTILIl HLnHCm_’sz =0

gerceklenir (Gadjiev 1974, 1976).

Ispat. (1) kosulu nedeniyle her ¢ > 0 icin en az bir sy > 0 vardir dyle ki |z > ¢ i¢in

Z ;Eg < ¢ esitsizligi saglanir. Diger yandan p; ve p, fonksiyonlariin stirekli olmasi
nedeniyle |z| < sy igin %;% < H olacak bi¢cimde bir H > 0 sayis1 vardir. Ayrica
_ | L (f;2)]
HLnHCmHBP2 = sup sup ——=—

1fll,,=1 2k Pa(2)

< sup {sup 7‘L"(f;x)|_|_ sSup |Ln(f,x)\}

1, =1 |lel>s0  P2(T)  pajzso  P2(T)
< SHfS‘I‘upl!|Lnf!|p1+Hson(80) (3)
P

= clLulle, 5, + Henls0)

elde edilir. (3)’de her iki tarafta n — oo icin limit alirsak (2) ve diizgiin smirlihk

sebebiyle istenen sonug elde edilir.



Lemma 3.2 {L,}, Lemma 3.1’deki gibi olmak iizere p; ve p, agirhik fonksiyonlar:

i¢in de (1) kosulu gergeklensin. Eger herhangi bir s € R i¢in

lim sup sup |La(f;2) — f(2)] =0 (4)

" If,, =1 el <s

ise her f € C,, i¢in
lim [[Lf — £, = 0

gerceklenir (Gadjiev 1974, 1976).

Ispat. F | C,, uzayimda birim operator olsun. A, := L, — E alahm. Buradan

A IZall,, ., + 1B

Cp1—Bpy Cp1—Bp Cp1—Bpy

= Ll ., +1

Cpy —Bp

oldugundan

sup ’|AnHC,,1—>B,,1 < oo
n

oldugu goriiliir. R tizerinde p; > 1 oldugundan herhangi bir s € R i¢in

An(f;
sup supM < sup sup |A,(f;7)]
11, =1lal<s  P1(E) £, =1 [e]<s
= sup sup |La(f;2) — f(2)]
I1£1l,, =1 lel <s
saglanir.(4) dolayisiyla
An(f;
lim sup supM =0

m Ol =L lel<s  P1(2)

gergeklenir. Bu durumda {A,,} dizisi Lemma 3.1’in kogullarim gergekler. Bu ise

lim | L~ Bl -5, =0 )

—Bp,

oldugunu verir. Bu durumda ispat,

1Znf = fll,, < 1Za=Ell,, _, I1fll,,



esitsizliginden elde edilir.
Simdi esas teoremimizi verelim.

Teorem 3.3 L, : C,, — B,, ile tanimh pozitif lineer operatérlerin bir dizisi {L,}
olsun. Ayrica p,ve p, agirlik fonksiyonlar: (1) kogulunu saglasin. Eger j = 0,1, 2 i¢in

F;(t) = tﬁ% olmak iizere

lim | LnF; — F, =0 (6)

ise her f € C,, i¢in
lim Lo f — fll,, = 0 ™

gerceklenir (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995) .

Ispat. Kabul edelim ki (6) saglansin.Bu durumda her bir n icin

HLn||cpl—>Bp1 = |[Lnpy + p1 — lepl
1+ ¢ 14t
< L, -
< |reiia-niia] vl
< ||LnFz = Bofl, + [[LnFo — Foll,, +1 (8)
< M

olacak bicimde bir M > 0 vardir.

Simdi de (4) ifadesinin saglandigimi gosterelim. Agik olarak

[ Ln(f(t);7) = f(2)] < La(lf () = f(@)]52) + [ (2)] | Ln(1; 2) — 1 (9)

esitsizligi gerceklenir. Simdi f € C, ve |z| < s olsun. f fonksiyonu R tizerinde
siirekli oldugundan her ¢ > 0 verildiginde |t — x| < 6 kosulunu saglayan her ¢,
icin | f(t) — f(x)] < € esitsizligi gergeklenecek bigimde bir § > 0 sayis1 vardir. Diger
yandan |t — x| > ¢ oldugunda da

[f(8) = f(@)] < 2My py(2)p,(t)



— 2M; py (@) Fo()(1 + 22)
< K, (2)(t—2)’Ry(t)

gerceklenir. Burada K, (z) := 4M; p, (95)(122””2 + 1) seklinde tamimhdir. O halde her

t € R ve |z| < sigin
() = f(2)] < e+ K, (2)(t — 2)*Fo(t) (10)

olur. Herhangi bir s € R i¢in C; := Ci(s) = sup py(x), Cs := Ca(s) = sup K, (z)

la|<s jol<s

ve C3 := C3(s) = sup | f(x)| olmak iizere

|z[<s
zn = sup sup |[L(f(t);2) — f(2)| (11)
1£1l,, =1 |al<s
< Cie||Lal|,, + Casup Ly((t — x)?Fy(t); x) + Cz sup | Ly (1;2) — 1]

lz|<s |lz[<s
gerceklenir. Diger yandan

Lo((t — 2)*Fo(t);) < |Ln(Fa(t);2) — Fa(2)| + 2 |2] [ Ln(Fi(t); ) — Fi(2))]
+2* | Ln(Fo(t); 2) — Fo()]
elde edilir. O halde B := B(s) = max{sup p,(z), 2 sup |z| p;(z), 1‘%2%);; 22p;(7)} olmak

|z|<s |z|<s
uzere

u, : =sup L,((t —x)*Fy(t); x)
|z[<s
< B{ILaF2 = B, + |LaFy = Fill,, + |LuFo — Roll,, }  (12)

saglanir. Diger yandan
HLanpl S Han1||p1 = ||‘L77JHC',31—>‘BP1 (]‘3)
olup (11), (12) ve (13)’den her n igin

zn < Che HLn||Cpl_>Bp1 + Cyuy, + Cs sup |L,(1;2) — 1 (14)

lz|<s



elde ederiz. Yine

Fo(@) [Ln(1;2) = 1] < [La(Fo(t); ) — Fo(@)| + La([Fo(t) — Fo(x)|; )
yazabiliriz.
Her x € R igin Fy(x) siirekli olup diger yandan

Rl - [

< p(z)

esitsizligi saglanir. Boylece Iy € C,, elde edilir.

Fy € C,, oldugu ve (10) goz 6niine bulundurulursa

1
| Ln(L2) = 1] < m{an(Fo(t);éL‘)—Fo(fU)HéLn(l;x) (15)

+K,, () Ln((t — ) Fo(t); 2)}
saglanir. (15)’den herhangi bir s € R ve her n € N igin

sup | Ln(L:2) — 1] < 04{ |LoFo = Foll,, + ¢ | Lallg,

|z[<s

b+ G (16)

—Bp;

elde edilir. Burada Cy := Cy(s) = sup % ve Cy := Cs(s) = sup pr’;l(g) olmak
|z|<s |z <s

tizere (12), (13) ve (16) gozoniine alinirsa

H :=maks{ C + C5Cy, B(Cy + C5) + C3C4 } olmak iizere

20 < eH|Lullg, 5, +HIL.Fs— Rl
VH||LoFy — By, + H | L Fs — Fl|, (17)

bulunur. (17)’de n — oo igin limit alirsak (6) ve (8) bagmtilar: nedeniyle

lim z, = lim sup sup |L,(f(t);z) — f(z)] =0

n £, =1 el <s



elde edilir. O halde Lemma 3.2 goz 6niine alinirsa her f € C, igin

tim L, f — fl|,, =0

elde edilir.

Simdi w agirlik fonksiyonu ¢zel olarak secilmis olmak tizere Teorem 3.3 igin bir

uygulama niteligi tagiyan asagidaki sonucu verelim.

Sonug 3.4 w(z) = 1+ z? agrlik fonksiyonu igin L, : C, — B, ile tanimh {L,}

pozitif lineer operator dizisi olsun. Ayrica p, ve p, agirlik fonksiyonlar igin (1) kogulu

saglansin. Simdi

P, : C, — B,, pozitif lineer operator dizisi

seklinde tanimlansin. Eger
lim [|Lpt’ —27||, =0, (j=0,1,2)
ise bu taktirde her f € C,, i¢in
lim [P = £1],, =0

olur (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

ispat.
)| = pi(x) 1+
PF) = Ba)| = AL E R 0.0
= Zl((j:)) !Ln(tj,x)—:n]} ,

10
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Esitligin her iki trafin1 p;(x) ifadesine bolerek z € R icin supremum alirsak
|PFy = Fill,, = || Lat’ = 27[|, » (5 =0,1,2) (19)

ifadesi elde edilir. (19)’da n — oo i¢in limit alimir ve (18), T'eorem 3.3’den

her f € C,, i¢in
lim [P, f = £, =0

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Simdi ¢, R iizerinde siirekli ve monoton artan bir fonksiyon olmak iizere

p1(z) = 1+ ¢*(x) agirhk fonksiyonu i¢in C,, iizerinde bir yakinsaklik teoremi ver-

meden 6nce buna iligkin bir lemma verelim.

Lemma 3.5 L, :C, — B,, ile tammh {L,} porzitif lineer operatorlerin bir dizisi

olsun ayrica p, ve p, agirhik fonksiyonlar: i¢in (1) kosulu saglansin. Eger
lim [|L,g’ — '], =0, (j=0,1,2) (20)
ise her f € C,, ve herhangi bir I = [a, b] kapal aralig: i¢in

lim sup sup [Ln(f,z) = f(z)| =0

" fl,, =1zel
gergeklenir (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995).

Ispat. f € C), oldugundan f fonksiyonu R iizerinde siirekli olup her ¢ > 0 ve-
rildiginde |t — x| < & kogulunu saglayan her t, z icin |f(t) — f(x)| < € esitsizligi

saglanacak gekilde bir 6 > 0 sayis1 vardir.

Diger yandan t € R, z € [ igin |t — x| > ¢ oldugunda da

[f(t) = fa)] < 2Mypy(x)p,(2)

= 2M;py(2)(1 +¢*(1)) (21)

11



< K, (2) (o) — p(x))’

gergeklenir.Burada As(z) := min{p(t + 6) — p(x), p(z) — p(x — )} olmak iizere
K, (z) == 2M;y pl(z)(%ég) + 2%”? + 1) seklinde tanmimlidir. O halde her ¢ € R
ve x € [ igin

f(8) = f@)] < e+ K, (2) (p(t) — o(x)” (22)

olur. Ayrica (9)’dan

| Ln(f(t);2) = f(@)] < Lu([f(2) = f(2)];2) + [f (@) [ La(1; 2) — 1 (23)

oldugunu biliyoruz. (21)’i (23)’te yerine yazip gesitli diizenlemeler yaparsak

Lu(f(t);2) = f(2)] < eLn(L;2) + K, La(((¢(t) — o(2))*; 2)
+1f(@)] | Ln(1;2) = 1]
< et (e+|f(@))) [ Ln(1;2) — 1]

+ K, (@){|La(¢?(t); ) — ¢ ()]
+2¢(2) [Ln(p(t); 2) — ()}

gergeklenir. H := maks{sup p,(z) [e + | f(z)| + K, (z) + ¢*(z)],
zel

sup 2p, (2) K, (2) [p(2)]}

zel

olmak {izere,

i sup sup |Ln(f(t);2) = f(@)| < e+ H{|[Ln1 = 1], + [[Lnp — ¢,
p— %

+ | Lae® = &%, } (24)

elde ederiz. (24)’de n — oo i¢in limit alirsak (20) nedeniyle her f € Cp; ve z € I
icin

lim sup sup|Ln(f(t);z) = f(z)] =0

|\ fl, =1 wel

elde edilir.

12



Teorem 3.6 L, : C,, — B,, ile tamml {L,} pozitif lineer operatorlerin bir dizisi

olsun. Ayrica p, ve p, agirlik fonksiyonlar: i¢in (1) kosulu saglansin.
lim || Lng’ —¢'|| =0, (j=0,1,2) (25)

ise her f € C,, i¢in
lim [[L,f — f1],, =0

olur (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995).

Ispat. Lemma 3.2'nin kosullarmin saglandigin gostermeliyiz. (25) ve Lemma 3.5

geregince herhangi bir s € R icin

lim sup sup [Ln(f(t);2) — f(z)| =0

nfll,, =1 —s<a<s
saglanir.

Diger yandan

IZulley, 5, = ILapill,
< Lug® = |, +1Lal — 1, +1

< K

olacak bigimde bir K > 0 sayisi vardir. O halde {L,,} dizisi diizgiin smirh olup

Lemma 3.2 geregince her f € C, igin
lim | Lof — £, = 0

saglanir ve boylece ispat tamamlanir.
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4. AGIRLIKLI UZAYLARDA A-iSTATiSTIKSEL YAKLASIM

Bu boliimde, Boliim 3’de verilen sonuclarm benzerleri A-Istatistiksel yakikinsaklik

yardimiyla genigletilecektir.

4.1 A-Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda istatistiksel ve A-istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 hatirlatilacaktir.
Tanim 4.1.1 Bir F C N kiimesi i¢in £, := {k < n:k € E} olmak iizere

E,, kiimesinin eleman sayis1 |E,| ile gosterilsin.
1

lim — |E,|
non

limiti mevcut ise, bu limit degerine E ciimlesinin “yogunlugu” (veya dogal yogunlugu)

denir ve §(F) ile gosterilir. Ayrica A(n) pozitif tamsayilarin bir dizisi ve
E={\n):neN}

olmak {izere 6(F) mevcut ise bu durumda

O(F) :zliT{n )

ile verilir (Niven and Zuckerman 1980).

Ornegin

6(N) =1, 5({n*:neN}) =0

6({2n:n € N}) =5({2n+1:n €N}) =3

oldugu yogunluk tanimindan kolaylikla elde edilebilir. Hatta asal sayilar kiimesi ve
dogal sayilarin her bir sonlu alt kiimesi sifir yogunlukludur. Ayrica bir K kiimesi

yogunluga sahip ise, bu durumda

S(N\ K) =1 — 8(K)
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olacaktir.(Niven and Zuckerman 1980, Freedman and Sember 1981).

Tanim 4.1.2 z := (x;) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0
icin

1
5{k€N:\:Bk—L\ze}zlimEHk‘Sn:\xk—L\zs}\zo

olacak sekilde bir L sayis1 varsa bu durumda x dizisi L sayisina “istatistiksel yakinsak-
tur” denir ve

st—limx =1L
seklinde gosterilir (Fast 1951, Steinhaus 1951).

Istatistiksel yakinsaklik tanimindan da anlagilabilecegi gibi, eger « dizisi bir L sayisina
istatistiksel yakinsak ise, bu durumda L sayisinin herhangi bir ¢ > 0 komsgulugunda
dizinin sonsuz ¢oklukta terimi bulunurken bu komsgulugun diginda da, indis kiimesinin
yogunlugu sifir olmak kosuluyla, yine diziye ait sonsuz ¢oklukta terim bulunabilir.
Bu durum, istatistiksel yakinsakligin bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha genel
oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla yakinsak diziler uzaymi c ile ve istatistik-
sel yakinsak diziler uzayimi da st ile gosterirsek bu durumda ¢ C st oldugu kolayca
goriiliir. Ustelik asagidaki 6rnek bu énermenin karsitinin dogru olamayacagini goster-

mektedir.
Ornek 4.1.3 z := (x3,) dizisi

1, k=m? ise
T =
F 0, k#m? ise

seklinde tanimlansin. Bu durumda T'anim 4.1.2 uyarinca st— liin zr = 0 bulunur

fakat buradaki = dizisi alt ve iist limitlerin farkli olmasi nedeniyle yakinsak degildir.

Yakinsak her dizinin sinirh oldugunu biliyoruz. Fakat istatistiksel yakinsak dizilerin

sinirli olmasi gerekmez. Bu durum asagida oérneklendirilmistir.
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Ornek 4.1.4 z := (2;,) dizisi

VEk, k=m? ise
0, k#m? ise

T =
seklinde tamimlansin. Burada st— lilgn xr = 0 olmasina ragmen z dizisi iistten
sinirsizdir.
Asagida istatistiksel yakinsaklik i¢in bazi karakterizasyonlar hatirlatilmigtar.

Teorem 4.1.5 Bir = := (z},) dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter sart

6(nk:kEN)zlve1iI£n:Bnk:L

olacak bicimde en az bir (n) indis dizisinin mevcut olmasidir (Salat 1980, Fridy

1985, Connor 1989).

O halde Teorem 4.1.5’den st— liin xr = L olmas i¢in gerek ve yeter sart her € > 0
icin § (F) = 1 olacak sekilde 6yle bir £ C N alt kiimesi ve ng = ng (¢) € N sayist
vardir ki n > ng olacak sekildeki her n € E igin |z, — L| < € gerceklenir. Kisaca
sifir yogunluklu indis kiimesi diginda (ya da buna egdeger olarak 1 yogunluklu indis
kiimesi tizerinde) x dizisi L degerine klasik anlamda yakinsak ise bu durumda x dizisi

L degerine istatistiksel yakinsaktir.

Simdi A-Istatistiksel yakisaklik kavramini hatirlayalim. Oncelikle istatistiksel yakin-

saklik icin agagidaki denk tanimlari verelim:

Bir z dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi demek her € > 0 igin
.1
lim—{k<n:lzy—L|>e}|=0
non
olmasi1 demektir; ya da buna denk olarak,

E=FE(E)={k<n:|zy—L|>¢}
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olmak tizere her € > 0 igin
. 1
lim (C1 X)), +=lim — > Xpe (k) =0
k=1

olmasi demektir. Burada Xz , E kiimesinin karakteristik fonksiyonu olup, Cy = (c¢x)

matrisi ise

%; 1<Ek<n ise
Cnk = .
0; diger durumlarda

ile verilir. Bu matris Cesaro matrisi olarak da adlandirilir.

Freadman ve Sember (1981) yukaridaki diigiinceyi kullanarak, istatistiksel yakinsak-
lik tamiminda Cesaro matrisi yerine negatif olmayan regiiler bir A = (a,;) sonsuz
matrisini alarak istatistiksel yakinsakligi daha da genellestirmiglerdir. Bu durumu

incelemeden once kullanacagimiz bazi kavramlari hatirlayalim.

Tanim 4.1.6 A = (a,), (k,n = 1,2,...) sonsuz bir matris ve x = (x}) bir dizi

olmak tizere,

(Az), ::Z Anke T
k=1

serisi her n igin yakinsak ise Az := ((Az),) dizisine x ’in “A-déniigim dizisi” denir.
Eger lim x, = L oldugunda lim (Az), = L kosulu ger¢ekleniyorsa, bu durumda A

matrisine “regiiler matris” denir (Boos 2000).

Ornegin C; Cesaro matrisi regiilerdir. Bir A = (a,;) matrisinin regiiler olmasi,
Silverman-Toeplitz kogullar1 olarak bilinen agagidaki teorem ile karakterize edilmek-

tedir.

Teorem 4.1.7 Bir A = (a,;) matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

o0
(i) supd_ |ank| < o0,
n k=1

(13) Her k igin ay :=lim a,; = 0,

(1931) lim ) app =1
" k=1
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kogullarimin saglanmasidir ( Hardy 1949, Boos 2000).
Tanim 4.1.8 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Bir £ C N alt

kiimesi icin

lim (AXEg), :limz kX (k) :limz (nk
k=1 kEE

limiti mevcut ise bu limit degerine F kiimesinin “ A yogunlugu” denir ve 64 (F) ile

gosterilir (Freedman ve Sember 1981, Miller 1995).

Tanim 4.1.9 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Eger her ¢ > 0
icin

E:=FE()={k: |z, — L| > ¢}

olmak tizere

k=1

ise ya da buna denk olarak her £ > 0 icin

lign Z ant =0

k:lzi—L|>e

gercekleniyorsa bu durumda z = (xy) dizisi L sayisina “A—istatistiksel yakinsaktir”
denir ve

sty —limz =L
ile gosterilir (Freedman ve Sember 1981, Miller 1995).
Teorem 4.1.5’in bir benzeri A-istatistiksel yakinsaklik i¢in soyle verilir:

Teorem 4.1.10 Bir = := (z},) dizisinin bir L sayisina A-istatistiksel yakinsak olmasi

icin gerek ve yeter sart
6A{nk:k€N}:1velz'l;mxnk =1L

olacak sekilde en az bir (ny) indis dizisinin mevcut olmasidir. (Kolk 1993, Miller

1995).
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Tanvm 4.1.9'da eger A matrisi yerine I birim matrisi alinirsa, bu durumda klasik an-
lamdaki yakimsaklik elde edilir. Ustelik A matrisi yerine C; Cesaro matrisi alindig
taktirde ise A-istatistiksel yakinsaklik bilinen istatistiksel yakinsakliga indirgenir.
Buradan yakinsak veya istatistiksel yakinsak her dizinin A-istatistiksel yakinsak
oldugu sonucunu ¢ikarabiliriz. Yani A-istatistiksel yakinsak diziler uzayimi sty ile
gosterirsek ¢ C sty bagintisi saglanir. Fakat bu 6nermenin karsiti1 her zaman dogru
degildir. Asagidaki teorem A-istatistiksel yakinsak bir dizinin yakinsak olmamasi

durumunu daha da kesinlegtirmektedir.

Teorem 4.1.11 A = (a,) negatif olmayan regiiler matrisi igin
lim max {an} =0

ise bu durumda A-istatistiksel yakinsaklik, klasik anlamdaki yakinsakliktan daha
kuvvetlidir (Kolk 1993).

Tamm 4.1.12 Bir x := (x;) dizisi i¢in 64 {k : |xx| > M} = 0 olacak sekilde bir

M > 0 sayis1 bulunabiliyorsa = dizisi “A — istatistiksel sinarlider” denir.
4.2 A-Istatistiksel Yaklagim

Bu kisimda Boliim 3’de verilen Korovkin tipi yaklagim teoremlerinin A-istatistiksel

benzerlerini inceleyecegiz.

Lemma 4.2.1 A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir matris ve L, : C, — B,,
ile tammh {L,} pozitif lineer operatoérlerin bir dizisi olmak iizere p; ve p, agirhk

fonksiyonlar1 (1) kogulunu saglasin. Kabul edelim ki bir M > 0 igin
K = {n EN: |Lullg, 5, < M}
olmak {izere 6 4 (K) = 1 olsun. Eger herhangi bir s € R i¢in

| Ln(f; )]

sta— lim sup sup ——— =0
i, = el<s  P1(Z)
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ise

sta—lim [|Lol, _p, =0 (26)
gerceklenir (Duman ve Orhan, 2004).

Ispat. 64 (K) =1 olsun. Ayrica

|Ln(fa37)‘

©n(8) := sup sup ———
11, =1]al<s  P1(Z)

olsun. Lemma 3.1’deki yontemle her n € K icin

ILulle, —5,, <=+ Hpu(s0) (27)

oldugunu elde edebiliriz.

r > 0 verildiginde ¢ < r olacak sekilde bir € > 0 secelim.

Z Ajn S Z Qjn

nEK:HLnHCp1 —Bpy >r neK:He,(so)>r—e

oldugu goriiliir. Burada j — oo igin limit alinirsa (26) elde edilir.

Lemma 4.2.2 A = (aj,) negatif olmayan regiiler bir matris ve L, : C, — B,,
ile tammh {L,} pozitif lineer operatérlerin bir dizisi olmak iizere p; ve p, agirhk

fonksiyonlar1 (1) kogulunu saglasin. Kabul edelim ki bir M > 0 igin
K = {n EN: |Lullg, 5, < M}
olmak {izere 6 4 (K) = 1 olsun. Eger herhangi bir s € R i¢in

sta—lim sup sup |Ly(fiz) — f(&)] =0 (28)

£, =1 fel<s

ise her f € C, icin
sta —li}Ln | Lnf = fll,, =0

gerceklenir (Duman ve Orhan, 2004).
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ispat. F, C,, tizerindeki 6zdeslik operatorii olsun. A, := L, — E alahm. Buradan

14l <Ml +1

Cp1—Bp Cp1—Bpy

elde edilir. Simdi
U= {n €N | L, 5, < M}

ve

Vo= {n EN: | Aullg, 5, <M+ 1}

tanmmlayalim. O halde U C V oldugu agiktir. Bu kapsama geregince 64(U) = 1
oldugundan 64(V') = 1 esitligi de saglanir.

Lemma 3.2’deki yontemle her hangi bir s € R ve her n € K igin

sup sup 2SI 0 La(Fi2) — £()] (20)

1, =tlel<s  P1(Z) T g, =1lal<s
oldugunu gosterebiliriz.
Her iki tarafta A — istatistiksel limit alirsak (28) nedeniyle

|An(f;2)]

sty —lim sup sup ——— =0
gl = fal<s  P1(T)

gergeklenir. Bu durumda {A,,} dizisi Lemma 4.2.1’in kogullarim gergekler. Bu ise
sty — han | L, — E||Cp1_>sz =0
oldugunu verir. Bu durumda

|Zf = Fll,, < 120 =Bl W11,

oldugundan her f € C,, i¢in

Sta— liT{n [Lnf = fll,, =0
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elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.
Simdi esas sonucumuzu verelim.

Teorem 4.2.3 A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir matris ve L, : C, — B,,
ile tammmh {L,} pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olmak iizere, p, ve p, agirhk

fonksiyonlar1 (1) kogulunu saglasm. Eger v = 0,1,2 i¢in F,(t) = tszlg) olmak iizere

sta—lim||L,F, — F,], =0, (v=0,1,2) (30)

ise her f € C,, i¢in
sta—lim||L,f ~ fl],, =0 (31)

gergeklenir (Duman ve Orhan, 2004).

Ispat. Kabul edelim ki (30) saglansin. Teorem 4.1.10 geregince v = 0, 1,2 icin
E, C N olmak iizere 64(E,) = 1 ve é?ﬁ |LnF, — F|, = 0 elde edilir. Yani
verilen bir € > 0 i¢in N, (e) vardwr dyleki her n € E, i¢in n > N, (¢) olacak bigimde
|L.F, — F,| o <€ olur. Istatistiksel yakinsak her dizi istatistiksel siirli oldugundan

her n € E, i¢in bir M,, > 0 sayis1 vardir dyleki
|LnF), — Fl,le <M,

esitsizligi saglanir.
E := EyN By N Ey tammlayalim. §4(F,) = 1 oldugundan 64(E) = 1 yazabiliriz.
Teorem 3.3’teki yontemle her n € K igin

ILalle, 5, < ILaFo— Fall, +[LaFo — Foll, +1

< M

olacak bicimde bir M sayis1 bulunabilir.

K={neN: ||LnHo,,1 < M} olmak tizere E C K oldugundan 64(E) < 64(K)

—Bp,
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esitsizligi saglamir. 04(F) = 1 oldugundan 64(K) = 1 elde edilir. Yani Lemma

4.2.2’nin birinci sart1 saglanir. Eger (28)’in de saglandigini gosterebilirsek ispat biter.
Teorem 3.3'teki yontemle her n € K ve s € R i¢in

H :=max{ Cy + C5Cy, B(Cy + C5) + C3Cy } olmak iizere

2
2= sup sup |La(f(t);7) = f(2)| < He+ H Y | LaFy = B,

1£ll,,=1 lz|<s 0
oldugunu gosterilebilir.
Simdi verilen bir » > 0 i¢in He < r olacak bi¢imde bir € segelim.

2
Di={n€K:y |[LnF, = B, > =5

D,:={n€K:|LnF, - F|, >} , (»=0,1,2)

— 3H

2
tanimlarsak buradan kolayca D C L_JO D,, oldugu goriilebilir. O halde

Z Ajn SZ Ajn SZ Ajn+ Z Ajnt Z @jn

neK:zp,>r neD neDy neDy neDs

olur. Burada j — oo igin limit alirsak (30) geregince

Ju ) an=0

neK:zp>r

olup
sta—lim sup sup |L,(f(t);z) — f(z)[ =0

£, =1 f2l<s

elde edilir.O halde Lemma 4.2.2 goz 6niine alimirsa her f € C, i¢in
sta — li;bn |Lnf — fll,, =0
olur ve ispat tamamlanir.

Eger A = I birim matrisi olarak alinirsa T'eorem 3.3 elde edilir.
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Simdi w agirlik fonksiyonu 6zel olarak secilmis olmak tizere Teorem 4.2.3 igin bir

uygulama niteligi tagiyan asagidaki sonucu verelim.

Sonug 4.2.4 w(z) = 1 + 2? agirlik fonksiyonu igin L,, : C, — B, ile tammh {L,}
pozitif lineer operator dizisi, A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir matris olsun.

Ayrica p, ve py agirlik fonksiyonlar: igin (1) kogulu saglansin.

14+ ¢2

P Cpy = B, Pu(7(0).0) = 2L, (10,
ile tamimh pozitif lineer operator dizisi { P, } olsun. Eger
sta— liTan |Lpt" —2"||, =0, (¥»=0,1,2) (32)
ise bu taktirde her f € C,, i¢in
sta=tim [Buf = £, = 0
olur (Duman ve Orhan, 2004).
Ispat. Sonu¢ 3.4te
PulFoa) = Ble) _ L) =o'

p1(2) w(z)

oldugu elde edilmisti. Esitligin her iki tarafinda x € R i¢in supremum alirsak

(v=0,1,2)

w )

[Py — Fr/le = [|Lnt” — "]

ifadesi elde edilir. Burada n — oo igin A-istatistiksel limit aliirsa (32) ve Teorem

4.2.3 geregince

her f € C,, i¢in
sta— ligbn |1 Paf = fll,, =0

olur ve tamamlanir.
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Simdi ¢ reel eksende siirekli ve monoton artan bir fonksiyon olmak tizere

p1(x) = 1+ ¢*(z) agirlik fonksiyonu igin C, iizerinde bir yakinsaklik teoremi verme-

den 6nce buna iligkin bir lemma verelim.

Lemma 4.2.5 A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir matris, L, : C,, — B,, ile
tamumli pozitif lineer operatorlerin bir dizisi {L,} olsun. Ayrica p, ve p, agirhk

fonksiyonlari igin (1) kosulu saglansin.
sta—lim [|[L,¢” —¢"[|, =0, (r=0,1,2) (33)
ise her f € C,, ve herhangi bir I = [a, b] kapal aralig1 i¢in

sta—lim sup sup |Lo(f,) — f(z)] = 0
" |fll,, =1zel

olur (Duman ve Orhan, 2004).

Ispat. Lemma 3.5'te f € C,, olmasindan faydalanarak

H i= maks {sup pu(o) -+ 1) + K5 0 + (01 s0p 201 (), (o) (o)

olmak tizere

Zn 1= Sup sup |Ln(f<t)7x) - f(x)‘ <e+H {Z ||Ln90V - (pprl} ) (V =0, 172)

I£1l,, =1zl o
esitsizligini elde etmistik.
Simdi verilen bir r > 0 i¢in € < r olacak sekilde bir € > 0 segelim.
2
D:={neK :Zo ILne” =", 2 75}, (¥»=0,1,2)
Dy:={neK:|Lw"—¢"[,, =55} . =012

2
tanimlarsak buradan kolayca D C L_JO D,, oldugu goriilebilir.
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O halde

Z Ajn SZ Ajn SZ Ajn+ Z Ajnt Z @jn

neK:zp>r nebD n€Dg neDy neDsy

olur. Burada j — oo i¢in limit alirsak (33) geregince

sta —lim sup sup|L,(f(t);x) — f(z)] =0
"l =1 z€l

elde edilir.

Teorem 4.2.6 A = (aj,) negatif olmayan regiiler bir matris L, : C, — B,, ol-
mak iizere {L,} pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Ayrica p; ve p, agirhik

fonksiyonlari igin (1) kogulu saglansin.
sta—lim || L,¢” —¢”[|, =0, (¥=0,1,2) (34)
ise her f € C,, i¢in
sta i [L.f  fl,, =0
olur (Duman ve Orhan, 2004).

Ispat. Lemma 4.2.2'nin kosullarimin saglandigim gostermeliyiz. (34) ve Lemma

4.2.5 geregince herhangi bir s € R icin

sta—lim sup  sup |Ln(f(t);z) — f(z)] =0

n £, =1 —s<a<s
saglanir.

Diger yandan T'eorem 4.2.3’iin ispatindaki gibi

<M}=1

—B,, =

Safn €N | Lale,

olacak bicimde bir M > 0 sayisinin varligi kolayca gosterilebilir. O halde Lemma

4.2.2'nin sartlarn saglamr ve her f € C, i¢in

sta —lingLnf— fll,, =0
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elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Ornek 4.2.7 {Ln}, C,, uzaymi B, uzayna doniistiiren ve klasik Korovkin teo-
remini gercekleyen pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. p; ve p, agirhk
fonksiyonlar1 da (1) kogulunu saglasin. A = (a,) negatif olmayan regiiler matrisi ise
liZIn m%ks {anr} = 0 kosulunu saglayacak sekilde segilsin. T'eorem 4.1.11 geregince
A-istatistiksel yakinsaklik, klasik anlamdaki yakinsaliktan daha kuvvetlidir. O halde
genellikten birgey kaybetmeden sifira A-istatistiksel yakinsak fakat klasik anlamda
yakinsak olmayan ve hatta terimleri negatif olmayan bir (u,) dizisi segebiriz. C,,

uzayin B,, uzayma doniistiiren {7, } pozitif lineer operator dizisini her f € C,, icin

T.(f;2) = (1 + un)Lu(f; @)

bi¢iminde tanimlayalim. Buna gore agik olarak soylenebilir ki {7},} dizisi f € C,,

fonksiyonuna A-istatistiksel yakinsak oldugu halde klasik anlamda yakinsak degildir.
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5. A-ISTATISTIKSEL YAKLASIM ORANI

Bu boliimde, “A — Istatistiksel yakinsama orant’ ve “A — Istatistiksel sinirliik
orany” kavramlar: tanitilarak bu kavramlara iliskin bir takim sonuclar elde edilecek-

tir.

Tamm 5.1 A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir matris, (a,) reel sayilarin pozitif

artmayan bir dizisi olsun. Her € > 0 igin

1
llIIl - Z Ajn = 0
J Gy
n:|lzn—L|>e
kosulu saglaniyorsa © = (x,) dizisi L sayisma “o(a,) oraminda A — Istatistiksel

yakinsaktur” denir ve x, — L = sty — o(a,) (n — 00) bigiminde gosterilir.

Eger her ¢ > 0 icin

li§n Z aj, =0

n:|zn,—L|>ean
kosulu saglaniyorsa = = (x,) dizisi L sayisima “o,(a,) oranmnda A — Istatistiksel
yakwinsakter” denir ve x, — L = sta —ou(a,) (n — o0) biciminde gosterilir (Duman,

Khan ve Orhan, 2003).

Tamm 5.2 A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir matris, (a,) reel sayilarin pozitif

artmayan bir dizisi olsun. Her € > 0 igin

1
sup — E Ajn, < OO
i G
n:|zn|>e

kogulu saglaniyorsa = = (z,,) dizisi “O(a,) oraminda A — istatistiksel sinariidur”

denir ve z, = st4 — O(a,) (n — 00) bigiminde gosterilir.

Eger

hm Z Ajn = 0

J
n:|zn|>Man
olacak bi¢imde bir pozitif M sayis1 varsa @ = (z,) dizisi “O,(a,) oraminda A —

istatistiksel sinarlider” denir ve x, = stqa — Op(a,) (n — oo0) biciminde gosterilir
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(Duman, Khan ve Orhan, 2003).

Bu kissmda R de tammli p;(z) = 1 + 2? agirhik fonksiyonu igin “agurlikle siireklilik

modiili” 6 > 0 ve f € C, olmak tizere

Wy, (f,6) = sup If®) = f(=)]

lz—t|<6 p1()
bi¢iminde tamimhidir (Dogru 2002).
Simdi agirlikli siireklilik modiiliiniin baz1 6zelliklerini verelim:

a) z,t € R olmak tizere her f € C,, icin

[f(t) = f(2)] < pr(@)wp, (f, [t — ) (35)

b) [H], H 'm tam degerini gostermek tizere herhangi bir H > 0 ve her f € C,, icin
wp, (f, H6) < (1+ [H])w,, (f,6) (36)

ozellikleri saglanir.
Simdi ilk lemmamiz verelim.

Lemma 5.3 A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. {L,}, C,, tizerinde
tanimh pozitif lineer operator dizisi 6yleki { | L || Cpr— By, } dizisi A-istatistiksel sinirl
olsun. Yani M > 0 olmak iizere K := {n eN: ||LnHC,,1HB,,1 < M} kiimesi igin
64(K) =1 gergeklensin. ¢, (t) = (t —x)?, Fy(t) = 1 olmak iizere L,p, , L,Fy € C),

olsun. Herhangi bir s > 0 ve her n € K igin

sup (sup |Ln(f;z) — f(2)]) < H{ sup  (wp, (f; an)) + [ LnFo — Fo!lpl} (37)

1], =1 lal<s 1£1,,=1

olacak bi¢imde en az bir H > 0 sayis1 vardir. Burada o, = /[|Lng, ||, olup H, s

sayisina bagh pozitif bir sabittir (Duman ve Orhan, 2005).
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ispat .

Fy(x) =1 ve Fy(t) = 1 ifadelerini ve (35) bagntisini (9)’da yerine yazarsak her n € N

ve herhangi bir 6 > 0 i¢in

[ Lu(f(t);2) = f(@)] < Lu([f(2) = f(2)|;2) + [f(2)| [ La(Fo(t); ) — Fo(z)]

< Lalprn (1.8 ) 4 1@ 1L (F0);2) — Foo)

ifadesi elde edilir. Simdi bu egitsizlikte (36) ifadesini ve L, nin lineerligini de kulla-

narak,

L(f@5a) = F@] < pialen (100014 [ o
@) La(Folt)i2) — Fyfe)
< pu@hon 8L+ E
@) La(Fot):2) ~ Fyfe)
1 2
< 0o (£ { Lallio) + Lal(e - 2)52)
@ L(Fot:2) — Fofa) (39
1
< A0 { Lalpii o)+ Lalio)
@) La(Folt):2) ~ Fyfe)

elde ederiz. (38)’de ¢, € C,, , herhangi bir s > 0 ve her n € N i¢in |z| < s iizerinden

supremum alirsak,

sup (L, (0 2) = £@)] < sup (b (£:0) { L) + L)

lz|<s |z|<s

+ | (@) [ Ln(Fo(t); ) — Fo(x)|}

- p1() 1 su - p1()
S wﬂ1(.f75) {Sml|1§ps Ln(pla )p1<$) + 62 |z|§ps Ln(gpz, )01(33)}
) — o p1(z)
+ s {1 L (R0 - R 2D, @

IN

G
cwon(£.0){er ILupil, + 5 Lo,
+e2 || LnFo — Fol,
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olup burada ¢; := ¢;(s) =sup p,(z) = 1+s% ve ¢z := co(s) =sup |f(z)| p;(z) seklinde

|lz|<s |z|<s

tammhdir. § := a, = /|| Lnp,||,, ifadesi ve Onerme 2.2.3'de verilen [ Lnpsll,, <M

esitsizligi (39)’da kullanilirsa,

sup [Ln(f(t);2) — f(z)] < aw, (fian){aM +a}+ || Lo — Fol,

|z[<s

= (L+M)clw,, (f,an) + o | LnFo — R, (40)

< H {wpl(fa ) + || LnFo — F0HP1}

elde edilir. Burada H := maks{(1+ M)c}, cs} seklinde tammlanmigtir.  (40)’da

If1l,, = 1 tizerinden supremum alirsak,

sup {Sup | L (f(2); ) —f($)|} < H{ sup (wp, (f; an)) + [[LnFo — Fo||p1}

11, =1 | lel<s 1#ll,, =1
ifadesi elde edilir.
Agagidaki lemma Lemma 4.2.2 nin bir sonucudur.

Lemma 5.4 A = (aj,) negatif olmayan regiiler bir matris olsun ayrica p; ve p,
fonksiyonlar1 icin (1) sart: saglansm. L,:C, — B, ile tamml {L,} pozitif lineer
operator dizisi olsun ve {HLnHC,,l . Bm} dizisi A-istatistiksel sinirli olsun. Ayrica
kabul edelim ki (c,) reel sayilarin pozitif artmayan bir dizisi olsun. Eger herhangi

bir s > 0 icin

sup (sup |Ln(f;2) = f(z)]) = sta —o(cn) (0 — o0) (41)

17, =1 lel<s

ise her f € C,, i¢in
[Lnf = fll,, = sta—olcy) , (n— o0) (42)

gerceklenir. Benzer sonug “O”, “0,” ve “O,,” i¢in de gosterilebilir (Duman ve Orhan,

2005).

Teorem 5.5 A = (aj,) negatif olmayan regiiler bir matris olsun ayrica p; ve p,
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fonksiyonlar1 icin (1) sart: saglansm. L,:C, — B,, ile tamml {L,} pozitif lineer
operator dizisi olsun ve {HLnHC,,l . Bm} dizisi A-istatistiksel sinirli olsun. Ayrica
©.(t) = (t — x)?, Fo(t) = 1 olmak tizere L,p, , L,fy € C, olsun. (ay) ve (by,)

artmayan pozitif diziler olmak iizere L,, operatorleri
(i) 2o = Foll,, = sta—olan) , (n— 00),

(1) an = /[ Lnp,ll,, olmak tizere sup (wp,, (f, o)) = sta —o(bn) , (n — o0)
I1£1l, =1

sartlarini sagliyorsa ¢, := maks {an, b, } olmak tizere her f € C,, icin
[ Lnf = fll,, = sta—o(cn) , (1 — o0) (43)

gergeklenir. Benzer sonug “O” igin de gosterilebilir (Duman ve Orhan, 2005).

Ispat. Oncelikle

up = sup (sup |L,(f;7)— f(2)])

Ifll,, =1 lz|<s
tp == sup (wpl (f7 an))
I1£1,,=1
Zp = ||LnF0 — F()le
dizilerini tanimlayalim. Lemma 5.3’iin sartlar saglandigindan her n € K igin
u, < H(t, + z,) olacak bi¢cimde bir H > 0 sayis1 vardir.
Verilen bir € > 0 i¢in
D::{nGK:tn+zn2§}

Dlzz{neK:tnzﬁ}

DQ::{nEK:znZﬁ
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tanimlayalim. Burada D C D; U D, oldugu kolayca goriiliir. Her 57 € N igin

% Z ajnégzajnggzajn_l'%zajn
J J J

) neKiup>e neD neD; neDy

yazabiliriz. ¢; := maks{a;,b;} olmak {izere her j € N i¢in

% Z Qjn < bl Z Ajn —I—ai Z Ajn (44)
J J

nEK un>e n€eD; J neDs
bulunur. (44)’deki esitsizlikte j — oo i¢in limit alip, (i) ve (i¢) sartlarim da kulla-

narak herhangi bir s > 0 icin

s (‘81‘1<p |Ln(f;2) = f(2)]) = sta—olca) , (n— 00)

sonucunu elde ederiz. Yani Lemma 5.4’deki (41) sart1 saglanmug olur. Boylece (42)

gerceklenmis olur ve ispat tamamlanir.
Teorem 5.5’de “0” verine “0,” alarak asagidaki teoremi verebiliriz.
“w 3

Teorem 5.6 A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir matris olsun ayrica p; ve p,
fonksiyonlar1 icin (1) sart: saglansm. L,:C, — B, ile tamml {L,} pozitif lineer
operator dizisi olsun ve {HLnHCplﬂ Bm} dizisi A-istatistiksel sinirli olsun. Ayrica
@, (t) = (t — x)?, Fo(t) = 1 olmak tizere L,p, , L,fy € C, olsun. (ay) ve (by)

artmayan pozitif diziler olmak {iizere L,, operatorleri

(@) [| LnFo = Foll ,, = sta —ou(an) , (n— 00),

(1) an = /[ Lnip,ll,,, olmak tizere sup (wp, (f, o)) = sta — 0u(bn) , (n — o0)
I1£1l,,=1

sartlarini saghyorsa ¢, := maks {an, by, a,b,} olmak iizere her f € C, igin

[nf = fll,, = sta = oulca) s (0 — 0) (45)

gerceklenir. Benzer sonug “O,,” icin de gosterilebilir (Duman ve Orhan, 2005).
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Teorem 5.5 ve 5.6’'da (a,) ve (b,) dizilerinin 6zel segimleri ile T'eorem 4.2.3%in elde
edilebilecegini vurgulayalim. Burada 6zdeslik matrisini gbz 6niine alirsak agagidaki

sonucu kolayca elde edebiliriz.

Sonug 5.7 L,:C, — B,, ile tammh {L,} pozitif lineer operator dizisi verilsin
ve {||Ln||op1 HBM} dizisi smirh olsun. Ayrica p; ve p, fonksiyonlari igin (1) sart:
saglansin. ¢, (t) = (t — z)?, Fo(t) = 1 olmak tizere L,p, , L,Fy € C, olsun.

L,, operatorleri

(i) lim |LnFy = Foll,, =0

(1) an = /|| Lnip, ||, olmak tizere lim { sup  (w,, (f, an))} =0

m L, =

sartlarim saghyorsa her f € C,, i¢in

tim LS — fll,, = 0

olur (Duman ve Orhan, 2005).
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6. SONUC

Bu tezde Korovkin tipi yaklagim teoremlerinin klasik yakinsakliktan A-istatistiksel
yakinsakliga taginmasi ve A-istatistiksel yakinsama oranlarina iligskin bazi sonuclar
verilerek klasik yakinsama oraninin elde edilmesi amaglanmigtir. Bunun icin pozitif
lineer operator, agirlikh uzay, A-istatistiksel yakinsaklik ve A-istatistiksel yakinsama
orani gibi kavramlar tanitilmis, A-istatistiksel sonuclara ge¢gmeden klasik sonuclar
verilmig ve son olarak A-istatistiksel yakinsama orani kavramindan klasik yakinsama

orani elde edilmistir.
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