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1. GIRIS

W™P Sobolev uzaylar1 kendisi ve zayif tiirevleri L” uzayina ait olan fonksiyonlarin
Banach uzaylaridir. Kismi tiirevli denklemlerin ¢oziimleri ¢aligmalarinda Sergei
L. Sobolev tarafindan 1938’ de tanimlanmigtir. Yaklagim teorisi ve matematigin
diger dallarinda da énemli uygulamalara sahiptir. Matematiksel fizik ve varyasyonel
hesabin ¢ogu probleminde diferensiyel denklemlerin klasik ¢oziimleriyle ilgilenmek
yeterli olmamaktadir. Zayif tiirev kavramini tanimlamak ve Sobolev uzayinda calis-

mak gereklidir.

Sobolev uzaylar1 Banach uzayina veya bazen Hilbert uzayima bir érnek olarak bagh
bagina ilging bir alandir. Fakat bu uzaylarin 6nemi, kismi tiirevli denklemler teorisinin
boyle bir uzayda daha kolay gelistirilebilir olmasindan kaynaklanir. Sobolev uzay-
larinda diferensiyel operatorlerin kapaliligi eliptik operatorlerin Sobolev uzayinda
kapali (veya kapatilabilir) olmasi 6zelliginin yaninda bu tiir uzaylarin bir bagka
onemli 6zelligi bunlarin gémme teoremlerinde ifade edilen diger fonksiyon uzaylari
ile giizel ve zengin baglantilaridir. Diizgiin Sobolev uzaylarinda (uzay1 tanimlayan
m, p parametrelerinin biiyiik olmasi durumunda) kismi tiirevli denklemlerin ¢oziim-
leri ile calisirken bu c¢oziimlerin dogrudan C* uzaymin elemanlar1 oldugunu gormek

kolaydr.

Singiiler integraller konusu bagta Mihlin, Calderon ve Zygmund’un ¢aligmalari olmak
tizere son 60 yil igerisinde oldukca gelismistir. Harmonik analizin énemli konular:

arasinda yer alan

Tf () =p.v./f<y>K<x—y>dy

singiiler integral operatorleri kismi tiirevli denklemler teorisinde, analitik fonksi-
yonlarin sinir deger problemleri teorisinde, Fourier serilerinde, matematiksel fizik ve
matematigin diger dallarinda bir ¢ok uygulamalar: olan oldukca giincel bir konudur.
Singiiler integral operatorlerinin sinirlilik kogullarinin belirlenmesi bu alandaki ¢alig-

malarin en 6nemli problemlerinden birisidir.



Bu tezdeki temel amacimiz Sobolev uzaylari ve singiiler integral operatorleri hakkinda
genig olarak inceleme yaptiktan sonra Sobolev uzaylar iizerinde etki eden singiiler
integral operatorlerinin siirlhiligi (ve dolayisiyla siirekliligi) i¢in kogullar belirlemek

olacaktir.

Tezin ikinci boliimiinde temel tanim ve teoremlerden bahsedilecektir. Uciincii boliim-
de Sobolev uzaylar1 caligmasinda gerekli olan baz fonksiyon siniflar1 ve dagilim
kavrami tanitilacaktir. Bu fonksiyonlarin ve dagilimlarin temel 6zellikleri verilip bun-
larin Fourier doniisiimleri incelenecektir. Dordiincii boliimde singiiler integraller ve-
rilip onlarin simirliligh icin kogullar belirlenecektir. Daha sonra singiiler konvoliisyon-
gekirdekler ile belirlenen singiiler konvoliisyon-operatorler incelenecektir. Ayrica bu
boliimde singiiler ¢ekirdeklerin Fourier doniisiimlerinden de bahsedilecektir. Besinci
boliimde zayif tiirev kavrami verilip bu tiirevler yardimiyla m negatif olmayan bir
tamsay1 ve 1 < p < oo olmak tizere W™P Sobolev uzaylar1 tanitilip onlarin temel
ozellikleri verilecektir. Ek olarak s herhangi bir reel say1 olmak iizere W*? smiflar
tanitilacak ve bunlarin W™? ile olan iligkilerinden bahsedilecektir. Altinci boliimde,
dordiincii boliimde belirtilen singiiler konvoliisyon-operatorleri de iceren singiiler in-
tegral operatorler tanmitilip onlarin bazi o6zellikleri verilecektir. Burada dordiincii
boliimde aliman k (z) singiiler konvoliisyon-gekirdegi yerine k (x,2) = k(x,2) 2| ™"
cekirdegi alinacaktir. Daha genis genellestirmeler yapmak i¢in bu cekirdekler iize-
rine bazi diizgiinliik sartlar1 konulacaktir. Daha sonra bu operatorlerin W™P Sobolev

uzaylarindaki ozellikleri ve sinirhilig1 verilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1. X bir Hausdorff topolojik uzay1 olsun. Eger X x X ve C x X topolojik

carpim uzaylarindan X uzayinin igine olan
(x,y) = x+y ve (c,z)—cx

doniigtimleri siirekli ise bu durumda X uzayina bir topolojik vektor uzayidir denir.
Burada C, Oklidyen metrigi tarafindan belirlenmis olan alisilmis topolojiye sahiptir

(Adams and Fournier 2003).

Tanim 2.2. X bir topolojik vektor uzay1 olsun. Eger X uzayindaki bos olmayan
her bir acik kiime bos olmayan bir konveks acik alt kiime kapsiyorsa bu durumda
X uzayma lokal konvekstir denir. Her bir normlu X vektor uzay1 lokal konvekstir

(Kolmogorov and Fomin 1970).

Tanmim 2.3. Bir X vektor uzay: iizerinde tanimlanan skaler-degerli bir fonksiyona

fonksiyonel adi verilir. Eger z, y € X ve a, b € C olmak {izere

flax+by) = af (x) +bf (y)

ise f lineerdir denir. X bir topolojik vektor uzayi olsun. Eger bir fonksiyonel X

uzayindan C igine siirekli ise X {iizerinde siireklidir denir.

Tamim 2.4. Bir X topolojik vektor uzayi iizerindeki biitiin siirekli, lineer fonksi-
yonellerin kiimesi X in duali olarak adlandirihr ve X ile gosterilir. Noktasal toplam
ve skalerle carpma altinda X' bir vektor uzayidir: f, g € X', € X, ¢ € C olmak

lizere

(f+9)(x) = f(2) +g(x), (cf) () = cf (z)

tammlanir.



X' icin uygun bir topoloji belirlenirse bu durumda X bir topolojik vektor uzayi
yapilabilir. Boyle bir topoloji zayif-yildiz topolojisidir. Bu da her bir f € X icin
X' iizerinde F, (f) = f (z) ile tanimlannus her bir z € X igin siirekli olan F}, fonksi-

yoneline gore en zayif topolojidir.

Tamm 2.5. X ve Y iki normlu uzay olsun. Her z € X i¢in ||L(z)|y = ||z]x
ozelligine sahip X i Y iizerine doniistiiren bire-bir, lineer L operatorii varsa L, X
ve Y arasinda bir izometrik izomorfizmdir ve X ve Y izometrik olarak izomorfiktir

denir (Adams and Fournier 2003).

Tanim 2.6. X normlu uzaymdaki bir {z,} dizisi z( limitine yakinsaktir ancak ve

ancak R de lim ||z, — x| = 0 ise.
n—oo

Tanim 2.7. X normlu bir uzay ve S C X olsun. Eger her bir x € X noktas1 S nin

elemanlarimin bir dizisinin limiti ise S ye X te yogundur denir.

Tanim 2.8. Eger bir X normlu uzay1 sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahip ise

ayrilabilirdir denir.

Tanim 2.9. X normlu uzayindaki bir {z,,} dizisi bir Cauchy dizisi olarak adlandirilir
ancak ve ancak her ¢ > 0 i¢in bir N tamsayisi vardir 6yleki her m, n > N iken

|zm — || < € saglanir.

Tanim 2.10. Eger X normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X te bir limite yakinsi-

yorsa X uzayima bir Banach uzayidir denir.

Tanim 2.11. X bir vektor uzay1 olsun. X x X {izerinde tanimh bir (., .) fonksiyoneli
her z, y € X ve a, b € C igin

(i) (z,y) = (y,x) (burada ¢, ¢ € C nin kompleks eslenegini gostermektedir)

(i) (az + by, 2) = a(z,2) + b(y,2)

(iii) (z,z) = 0 ancak ve ancak x = 0 dir



kosullarii sagliyorsa X iizerinde bir i¢ carpim olarak adlandirilir. Boyle bir fonksi-

yonel ile donatilmig X bir i¢ ¢carpim uzay1 olarak adlandirilir ve
]l =/ (2, x)

fonksiyoneli X iizerinde bir normdur.

Tanim 2.12. Eger X i¢ ¢arpim uzay1 ||z| = /(x,2) normu altinda tam (yani bir

Banach uzay1) ise X uzaymna bir Hilbert uzay: denir.

Tamm 2.13. Bir X normlu uzaymm X  duali iizerindeki bir norm her bir 2" € X
icin
|, =sup {|o" @)| - Il <1}
X

alimarak tanimlanir. C tam oldugundan, bu norm tarafindan belirlenen topolojiye
gore X' bir Banach uzayidir (X in Banach uzay1 olup olmamasindan bagimsiz olarak)

ve X in normlu duali olarak adlandirilir.
Teorem 2.1. (Riesz Gosterim Teoremi) X bir Hilbert uzayi olsun. X iizerindeki
bir 2" lineer fonksiyoneli X ne aittir ancak ve ancak her y € X icin

!

v (y) = (y,2)

olacak sekilde z € X vardir ve bu durumda ||z’| v = llzllx gerceklenir. Bundan

baska, 7, ' € X tarafindan tek olarak belirlenir (Adams and Fournier 2003).

Bu teorem X bir Hilbert uzay: ise X in kendi normlu duali ile belirlenebilecegini

gostermektedir.

Teorem 2.2 (Hahn-Banach Genisleme Teoremi). M, X normlu uzaymin bir

’

T

‘m/ H v Olacak sekilde

alt uzay1 olsun. Eger m’ € M ise bu durumda | ¥ = ‘

¢ € X' vardir ve her m € M icin 2’ (m) = m' (m) dir (Adams and Fournier 2003).



Tanim 2.14. Bir X normlu uzay: iizerindeki zayif topoloji X uzaymin X normlu

dualindeki her bir 2’ elemaninin siirekli oldugu en zayif topolojidir.

Tanmim 2.15. X iizerindeki zayif topolojiye gore yakinsak bir dizi, zayif yakinsak
olarak adlandirilir. Boylece her #° € X igin C de 2 (z,) — ' () saglanirsa X te

x, dizisi r elemanina zayif yakisar denir.

Tanmim 2.16. X bir kiime olsun. X in alt kiimelerinin bir A siifi agagidaki sartlar
saglarsa X {iizerinde bir cebir olarak adlandirilir:
i) Xed
(ii) Hr Ac Aigin A°=X —-Ae A
(iil) j = 1,2, ...,n icin A, € A ise ﬂl AjeA
j=
(iii) sartinm yerine, her j € N igin A; € A ise fjl A; € A sart1 alinirsa A cebirine

]:
bir o-cebiri denir.

Tanim 2.17. Bir £ smifim1 kapsayan a-cebirlerinin en kiigiigiine ' nin iirettigi
(dogurdugu) o-cebiri denir. R™ deki biitiin agik (a,b) araliklarmin dogurdugu o-
cebirine Borel cebiri denir ve B(R") ile gosterilir. n = 1 olmasi halinde B(R') Borel

cebiri B(R) ile gosterilir. B(R™) nin her bir elemanina Borel kiimesi denir.

Tanim 2.18. X bir kiime ve A, X iizerinde bir o-cebiri olsun. Bu durumda (X, A)
ikilisine bir olciilebilir uzay, A daki her bir kiimeyede A-6l¢iilebilir kiime veya kisaca

olciilebilir kiime ad1 verilir.

Tamim 2.19. (X, A) bir 6lgiilebilir uzay olsun. A iizerinde tanimlh genisletilmis reel
degerli bir p fonksiyonu

(i) (@) =0

(ii) Her A € Aigin u(A) >0

(iii) Her ayrik A, dizisi igin p < Ej An) = i w(Ay)

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksi;grlla olgii dgllir. Eger her A € A icin p(A) < oo ise

1 ye sonlu 6l¢ii adi verilir.



Tamim 2.20. Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o-cebiri ve A {izerinde

tanuml bir p olgiisiinden olusan (X, A, p) tigliisiine bir 6l¢ii uzay1 adi verilir.

Tanim 2.21. X bir kiime ve P (X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P (X) iizerinde
tanimli, genigletilmis reel degerli bir y* fonksiyonu

(i) p= (@) =0

(ii) Her £ € P (X) i¢in u* (E) >0

(iii) A C B C X i¢in pu* (A) < pu* (B)

(iv) Her bir n € N i¢in A,, € P (X) ise p* ( fjl An> < il w(Ay)

sartlarini saglarsa p* fonksiyonuna X iizerinde bir dig 6l¢iidiir denir.

Tanim 2.22. (i), R nin sinirh ve agik alt araliklarimin bir dizisi,

Ta= {([k) CAC Ufk}

olsun. P (R) tizerinde

N (A) = inf{il(]k) c (1) € TA}

bi¢iminde tanimlanan \* bir dig 6l¢iidiir. Bu dig 6l¢iiye Lebesgue dig 6l¢iisii denir.

Lebesgue dig 6lciisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.

Tanim 2.23. M (R, \*), \* dig 6l¢iisiine gore 6lgiilebilen R nin alt kiimelerinin simifi
olmak tizere A\* Lebesgue dis 6l¢iisiiniin M (R, \*) simifina da B (R) siufina da olan

kisitlanmasina Lebesgue olciisii denir, A ile gosterilir.

Tamim 2.24. (X, A) bir 6lgiilebilir uzay olsun. f : X — R fonksiyonu 6lgiilebilirdir<>
Va € R igin
(e, +0))={zcX:f(z)>alc A

Olgiilebilir fonksiyonlarin ailesi M (X, A) ile gosterilir.



Tamim 2.25. (X, A, p) bir 6lgii uzay1 olsun. Eger bir énerme 6lgiisii sifir olan bir

kiime diginda dogru ise, o 6nerme hemen her yerde dogrudur denir.

Tamim 2.26. (X, A, 1) bir 6lgii uzay: olsun. 0 < p < oo olmak iizere
i feM(X,A):/|f|pdu<oo
X

kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir. LP uzayinda bir

f fonksiyonunun normu

glflpdp&)p , 1<p<oo

ess sup |f(x)] , p=o0

I1f1l, =

ile tanumlanir.

Tanim 2.27. p > 1 ve % + % = 1 olmak tizere f € LP, g € L? olsun. Bu durumda
fg € L' ve
1 glly < A1, gl

saglanir. Bu esitsizlige Holder Esitsizligi denir.

Tanim 2.28. p > 1 igin eger f, g € LP ise (f +¢g) € LP ve
1f =+ gll, < WA, + llgll,

dir. Bu esitsizlige Minkowski Esitsizligi denir.

Teorem 2.3. (Integraller i¢in Minkowski Esitsizligi) f, R™ x R" iizerinde
olgiilebilir olsun. 1 < p < oo olmak itizere hemen her y € R” igin f (.,y) € L? (R™)

vey — || f (- y)ll,gm fonksiyonu L' (R") ye ait olsun. Bu durumda z — [ f (z,y) dy
Rn



fonksiyonu LP (R™) ye aittir ve

p

[ twwa] i) < [{ [ir@ora) a

gerceklenir, yani

hSA
hSA

[reaoan| < [0 ol s

p7Rm R™

ile verilir (Adams and Fournier 2003).

Teorem 2.4. (Fubini Teoremi) f, R™" iizerinde 6lgiilebilir bir fonksiyon ve

L - / 1f (&, )| dady

. / [|f<x,y>|dx dy
Iy :/ Z|f(x,y)|dy di

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. I icin bu R” iizerinde bir ¢ in-
tegrallenebilen fonksiyonu vardir 6yleki ¢ (y) hemen her y i¢in icteki integrale esittir
anlamindadir ve I3 icin de aynisi gecerlidir. Bu durumda

(a) Hemen her y € R™ igin f (.,y) € L' (R") dir.

(b) Hemen her x € R" igin f (z,.) € L' (R™) dir.

(c) f f(,y)dy € L' (R")

() f [ (z,.)dx € L} (R™)

(e) I = 1 =1 =13

elde edilir (Adams and Fournier 2003).

Teorem 2.5. Eger 1 < p < oo ise LP bir Banach uzayidir.

Tanim 2.29. f fonksiyonu 6lgiilebilir olsun. Eger her kompakt K C R” iizerinde



[ 1f] < oo ise f lokal integrallenebilirdir denir (Rudin 1973).
K

Teorem 2.6. Eger 1 < p < oo ise LP C L}, saglanr.

E™ n-boyutlu Oklidyen uzay1 (z,y) =

x;y; i¢ carpimi ve buna karsilik gelen

Jj=1

st ]
J=1

" 3
|z| = (Z x2> ile R™ deki ttim = = (z1, ..., x,) noktalarimin kiimesidir.

Bir @ = (o, ..., @) negatif olmayan «; tamsayilarinin n-lisine kath-indis denir.

la] = aq + ... + o, dir. Eger a ve 3 iki katli-indis ise a + 5 = (a1 + B4, ..., an + 5,,)
dir. Ayrica her 1 < j < nigin 8; < o ise § < a dir. Bu durumda o — 3 bir
katli-indis olur ve | — 8| + |B] = |o| dir. Ayrica, 2 = z7"...2%" dir. Benzer sekilde,

D; = -2 olmak {izere
J Ox;

olel Hartazt..tan

0z 0x5?...0x%n 071 0x5>...0x8n

D~ = D¢ DY Don

|a| mertebeden bir diferensiyel operatordiir. Ozel olarak D0 f = f dir. Bir-
boyutlu durumda D%, % e indirgenir. Ornek olarak E? te o = (2,0, 5) ise

ot 2 5
D* = ———==DiD
dx30x3 s

bicimindedir.
al = aql...a,! dir. Eger 5 < « ise

()= a6 ()

dir. z in bir komgulugunda |a| defa siirekli diferensiyellenebilen f ve g fonksiyonlari

i¢cin Leibniz formiilii

D (fg) (1) = 3" (C“) DPf (2) D (2)

BLa 5
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ile tanimlanir.

E™ iizerinde dx = dxy...dx, ile Lebesgue olciisiinii gosterecegiz. Biitiin kiimeleri ve
fonksiyonlar1 Lebesgue olgiilebilir olarak goz oniine alacagiz. E™ tam uzay: iizerinde

f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

[r@ar= [ [ sy m) e,

ile gosterilir. Aksi belirtilmedikge biitiin fonksiyonlar kompleks degerli olacaktir ve

biitiin integraller E" iizerinde alinacaktir.

Cok kath bir integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek cogu kez kullanigh ol-
maktadir. r = |z| olsun ve ¥ = {z : |z| = 1} ile birim kiireyi gosterelim. dx hacim
elemanimi dr = " 'drdo biciminde yazariz, burada do, ¥ tizerinde dz tarafindan be-
lirlenen yiizey 6lgiisiidiir. Bu durumda eger f () > 0 integrallenebilir bir fonksiyon

ise Fubini teoreminden

(e o]

/f(x) dw:/ f(x)do Tn_ldT:/ 7f(x) rdr S do

by

elde edilir. Eger z # 0 = (0,...,0) ise bu durumda = = |z| oy = ra’ dir, burada
= Ii_l’ Y iizerinde z in izdiigimiidiir. ¥ tizerindeki degiskeni ¢cogukez ' ile goster-

digimizden do yerine dx’ yazmak uygundur.

Tanmim 2.30. Bir f fonksiyonunun destegi

suppf = {z : f (z) # 0}

ile tanimlanir. Yani f nin destegi onun sifirdan farkli oldugu noktalarin kiimesinin

kapanigidir. Eger suppf sinirh bir kiime ise f kompakt destege sahiptir denir.

Teorem 2.7. E C E", |E| < oo olsun. Eger r < s ise bu durumda L® (E) C L" (E)

saglanir.
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Teorem 2.8. (Baskin Yakinsaklik Teoremi) A C E" 6lgiilebilir olsun ve {f;},
A iizerinde noktasal olarak bir limite yakinsayan 6l¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi
olsun. Her x € A ve her j i¢in | f; (2)| < g () olacak sekilde bir g € L' (A) fonksiyonu

varsa bu durumda
lim [ f;(z)de = / (hm fi (93)) dx
J 4 4 J

gerceklenir.

Tanim 2.31. A C E™ olsun.

1, z€A
0, z¢ A

XA =
ile tanimlanan y 4 fonksiyonu A nin karakteristik fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tanim 2.32. Bir s fonksiyonunun goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana geli-

yorsa s ye bir basit fonksiyondur denir.

Teorem 2.9. Eger 1 < p < oo ise LP deki basit fonksiyonlarin kiimesi LP de

yogundur (Adams and Fournier 2003).

Teorem 2.10. Eger 1 < p < oo ise C§° (E™), LP (E™) de yogundur (Adams and
Fournier 2003).

Tanim 2.33. f, D C E™ bolgesinde tanimli bir fonksiyon ve x, y € D olsun. Eger
If (x) — f(y)] < K|z —y|” olacak sekilde K > 0 ve 0 < a < 1 sayilar varsa bu

durumda f fonksiyonuna o mertebeden Holder kogulunu saglar denir.

Tanim 2.34. f(z) ve g (z), x € E™ nin dlgiilebilir fonksiyonlar1 olsunlar. Basitlik

icin f ve g yi reel degerli alalhm. h = f * g konvoliisyonu

h(:v)=(f*g)(:v)=/f(y)g(x—y)dy

12



ile tanimlanir.

Teorem 2.11. Eger f, g € L' ise bu durumda h = f * ¢ hemen her yerde vardir ve

L' e aittir. Ayrica
1Rl < [1f11 lglly

saglanir.

Teorem 2.12. (W. H. Young Teoremi) 1 < p < oo olsun. Eger f € [P ve g € L

ise bu durumda h = f % g hemen her yerde vardir ve L” uzayma aittir. Ayrica

120, < 171 gl

gerceklenir.

Teorem 2.13. (Young Teoremi) f € L? ve g € L? olsun, burada 119 + % > 1 ve

T

1:%+%—1dir. Eger h = f * g ise bu durumda h € L" ve

120l < 11711, llgll,

saglanir.
Tanim 2.35. f € L (E™) olsun.

£ 1 —i(z,y
f(r>—WE[f(y)e () gy

ile verilen f fonksiyonu f fonksiyonunun Fourier déniisiimii olarak adlandirilir. Bu-
rada

(x,y) = 2191 + ... + Ty, dir. Fourier doniigiimii

f(x) = @2n) / £ (y) e i@ dy

13



veya

fx) = / £ (y) e i gy

En

olarak da alnabilir. Eger n =1 ve f € L (E") ise bu durumda
1
¢ _ —izy ]
fa) =5 [ 1we =y
olur.

Lemma 2.1. Eger f (z) = f1 (z1) fa (x2) ... fn (x,,) ise

saglanir, burada her bir f; (x;) € L (E") ile verilir.

Lemma 2.2. a € E" ve f, (z) = f (z + a) olsun. Bu durumda

~

Jalz) = @D f ()

oldugu goriiliir.

Lemma 2.3. )\ # 0 bir reel skaler ve f\ () = f (Az) olsun. Bu durumda

gerceklenir.

Teorem 2.14. (Riemann-Lebesgue Teoremi) Eger f € L (E™) ise bu durumda

f smurh ve diizgiin siireklidir; bundan baska |z| — oo iken f () — 0 saglanir.

Teorem 2.15. f, g € L olsun. Eger h = f * ¢ ise bu durumda h = f§ gerceklenir.

14



Teorem 2.16. f, g € L olsun. Bu durumda

[F@g@ = [ )o@ i

saglanir.
Tanim 2.36. Eger f (z) = f (|z|) ise f bir radyal fonksiyondur.
Teorem 2.17. Bir radyal fonksiyonun Fourier doniisiimii radyaldir.

Tanmim 2.37. f € L(E") ve

onun Fourier doniigiimii ise bu durumda

f(z) = / f (w) €@y

formiiliine Fourier doniisiimleri icin invers formiilii denir. Invers formiiliinden dolay1
j(z) = / g (y) eV dy
En

doniisiimii ters Fourier doniigiimii olarak adlandirilir.

Teorem 2.18. (Parseval-Plancherel Teoremi) f € L% (E") ve

£ 1 —i(z,y
fu@) = o [ Fw)e ey

ly|<R

olsun. Bu durumda

£ 1 —i(z,y
f(:v>—w/f(y)e (e gy

Fourier doniigiimii R — oo iken fg () nin L? normunda bir limiti olarak vardir.

15



Ayrica,
Hf H “2||fll,  (Parseval Formiilii)

[ Fpee

1x,y)
=g [ Fw e

ly|I<R

saglanir. Bundan bagka

invers formiilii

anlaminda saglanir, burada limit L? de alinmaktadir.

Teorem 2.19 (Plancherel Formiilii). Eger f, g € L? (E™) ise bu durumda

[ F@i@dn = a7 [ £@) 5

ile verilir.

Uyar1 2.1. Eger

— [ femenay

Hf”2 =||fll  (Parseval Formiilii)

aliirsa

ve

< 1 g) = (f,g9) (Plancherel Formiilii)

elde edilir. Burada (f,g), f ile g nin

(.9) = [ rgis

ile tanmimlanan i¢ carpimidir.

[1, ile k. dereceden homojen olan (z1,...,x,) e gore biitiin polinomlarin kiimesini

gosterelim. Burada n > 2 dir. Basitlik icin polinomlar: reel katsayili olarak alacagiz.
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Lemma 2.4. [], sonlu boyutlu bir vektor uzayidir. Eger g (k) ile [ [, nin boyutunu

gosterirsek, bu durumda

ile verilir.

[1, da her bir P (z) = ) a,x® polinomuna, her bir 2% monomiali ile kargilik gelen
|a|=k

(8%)& diferensiyel monomialinin yer degistirilmesiyle P (z) ten elde edilen

P (a%) = > aq (%)a (homojen) diferensiyel polinomunu kargilik getirebiliriz.

al=k

|af = [6] i¢in

( 0 )a 5 al , a=pfise
R xrw =
0 , aksi halde

ile verilir.
Lemma 2.5. Her [[, bir (reel) i¢ carpim uzayidir.

| < k olmak tizere, P € [[, ve @ € [, olsun. Bu durumda (P,Q) = P (%) Q (x),
[1,_; ye aittir. Buradan her bir P € [], icin karsihk gelen P (8%) diferensiyel poli-
nomu [], y1 [[,_, nin igine déniigtiiren bir P (£) : Q(z) — P (2)Q (z) lineer

operatorii tanimlar.

Lemma 2.6. | < k, P € [],, P(z) # 0 olsun. Bu durumda P (Z) : [], — L,

lineer doniigiimii tizerinedir.

Teorem 2.20. (Ayrisma Teoremi) | <k, P € [[,, P (z) # 0 olsun. Bu durumda

her T € ], elemam

T(x)=) P"(x)Rn(2)

bigiminde tek olarak ayrigtirilabilirdir, burada R, € [[,_,.;» P (a%) R, (x) =0 dir
ve biitiin m > 0 tamsayilar tizerinde ml < k olacak gekilde toplam aliriz. Bundan

baska R,, (z) # 0, P ile boliinebilir degildir.
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2. dereceden |z|* = 22 + 23+ ... + z2 homojen polinomunun galigmamizda énemli bir
yeri vardir. Bu polinomun Laplasyeni A = > <88—;2> ile verilir.

=1 N1
Tamm 2.38. AP = 0 Laplace denklemini saglayan biitiin P € [], lar k. dereceden
kat1 harmonikler olarak adlandirilir. Bu kati harmoniklerin birim kiireye kisitlan-

malar: k. dereceden kiiresel harmonikler olarak adlandirilir. k. dereceden biitiin kat:

harmonikler {S}} ile, k. dereceden biitiin kiiresel harmonikler ise {Q}} ile gosterilir.
Uyarilar 2.2.

(a) Tanim 2.38 ve Lemma 2.6 dan { Sy} nin [[, dan [], , tizerine bir lineer doniistim
olarak Laplasyenin agikar uzay1 oldugu goriilir. Eger £ = 0,1 ise bu durumda
{Sk} =11, dir. &> 2igin {S}, d (k) = g (k) — g (k — 2) boyutlu [ ], mn uygun bir
alt uzayidir. Agik olarak bu son ifade g (—1) = g (—2) = 0 olmas1 sartiyla her & > 0
tamsayisi icin saglanir.
(b) Eger Sy € {Sk} ise bu durumda her x # 0 igin

1) = 5 (1ol %) = ot () = bt Qo)

|

dir, burada Qj, (z') = Sk (2'), {Qr} da karsilik gelen kiiresel harmoniktir. Bu ben-
zerlik bir izomorfizm oldugundan (a) dan {Qx} nin d (k) = g (k) — g (k — 2) boyutlu
bir vektor uzay1 oldugu goriiliir.

(c) E? tizerinde g (k) = (*I') =k + 1, eger k > O ise g (k — 2) = k — 1, dir. Boylece
eger k =0,1ised (k) =g (k) =k+1dir,k > 2ikend (k) =g (k)—g(k —2) = 2dir.
2z = x + iy = re? kompleks degiskenine gore, z* = r* cos kf + ir¥ sin k6 elde edilir.
Buradan her £ icin cos kf ve sin kf diizlem iizerinde sadece lineer bagimsiz kiiresel
harmoniklerdir. E? tizerinde d (k) = 2k + 1 oldugunu gérmek kolaydir. Boylece {S},}
nin boyutu ve buradan {Q} nin boyutu tek tamsayilar olarak artar.

(d) Genel olarak, E™ de, k — oo iken

~J

k+n—1\ (h+n—1(k+n—-2)..(k+1) fn—1
g<k>:< )Z (n—1)! (n —1)!

n—1
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elde edilir. Ortalama deger teoreminin kullanilmasiyla

A ) S I i
(n—1!  (n—1) - (n—2)!

d(k) =g (k) —g(k—-2)~
elde edilir. Buradan herhangi bir n > 2 i¢in £ — oo iken
d (k) ~ ck"?
sonucu elde edilir, burada c sabiti sadece n ye baghdir.

Sonug 2.1. ¥ iizerinde siirekli olan herhangi bir fonksiyona kiiresel harmoniklerin

bir sonlu lineer bilegimi ile diizgiin olarak yaklagilabilir.

Lemma 2.7. Q; € {Q;} ve S;(z) = |z|' Q; (¢') ona kargilik gelen kat1 harmonik

olsun. Bu durumda m # k icin
(a) mede:L‘l =0
5

lz|<1
saglanir.

{Qy} vektor uzaylarim

(f,9) = E/ fod!

i¢ carpimhi L? () reel Hilbert uzaymin lineer alt uzayr olarak ele alahm. Bu ig
carpima gore her bir {Qy} da bir {Y};} ortonormal tabanni inga edebiliriz, burada

l=1,2,...,d (k) dir. Bagka bir degisle, her k sabiti igin

(Y;k, Y}k) = /Y;ky}kdfﬂl = 5ij
)

dir. Biitiin bu sonuclarin birlestirilmesiyle agsagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 2.21. | =1,2,....d(k) ve k = 0,1,2, ... olmak tizere {Y};} kolleksiyonu X

tizerinde bir tam ortonormal sistemdir.
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Amacimiz Y}, kiiresel harmonikleri ve onlarin tiirevleri i¢in bazi sinirlar elde etmek

olacaktir. Bu simirlar her bir £ ve her x € ¥ igin

d(k)
PR AGEPN
=1

olmasi gerceginden goriilebilir, burada Ay sadece k ve n boyutuna bagh bir sabittir.

Bu sonucu ispatlamak icin bolgesel harmonik kavramini tanimlayalim.

Lemma 2.8. Her bir k£ ve her bir z € ¥ noktasi i¢in, x kutuplu bolgesel harmonik
olarak adlandirilan bir Z, € {Q;} kiiresel harmonigi vardir, dyleki her @ € {Qx}
icin

Q(r) = (Q Z:)

dir. Bundan bagka her y € ¥ icin

Zy(y) = Vi (2) Y ()
I
dir, burada | = 1,2, ..., d (k) dur.

Lemma 2.9. Herhangi bir v : ¥ — Y donmesi ve herhangi bir Z, bolgesel harmonigi
i¢in

Zva (VY) = Zy (y)

saglanir.

Uyar: 2.3. Eger bir Z, bolgesel harmoniginin z € > kutbu bir v dénmesinin ekseni

iizerinde bulunuyorsa bu durumda vx = x tir, boylece Lemma 2.9 dan her y € ¥ icin

Zo (y) = Zs (vy)

dir. Baska bir degisle bir Z, bolgesel harmonigi x kutbuna bagl olarak her bir

"paralel" boyunca sabittir.
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Lemma 2.10. Her bir k£ ve her x € ¥ i¢in

~—

n

d(k
Y2 (z) = —2=
Z i () w
!
gerceklenir, burada w,,, > nin yiizey alanidir.

Teorem 2.22. Her 2/ € ¥ i¢in

n—2

Yi (2)] < ck > (2.1)
dir, burada c sabiti sadece n boyutuna baghdir. Daha genel olarak
DN (1ol Vi )] < 221 o1 (2.2
ox -

elde edilir, burada c sabiti sadece |a| ve n ye baghdir.

Teorem 2.21 e doniilmesiyle herhangi bir f € L? () nin

oo d(k)
fla) =Y anYu (@) =) > anYy (2) (2.3)

Lk k=0 I=1

Fourier serileri tarafindan belirtilebilecegi aciktir ki, Riesz-Fisher Teoremi'nden, L?

normunda f ye yakinsaktir. a;, katsayilar
ap = /f (") Yy, (2) da’ (2.4)
b

ile verilir ve

3 lauf? = / 1 (@) e’ (2.5)

Parseval egitligini saglar.

Uyar1 2.4. ¥ iizerindeki herhangi bir f siirekli fonksiyonunun E" — {0} a sifirinc

dereceden homojen olan bir f = f <|%‘> siirekli geniglemesi vardir. Karsit olarak
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sifirinct dereceden homojen olan herhangi bir g € C (Ef), g = f bicimindedir, bu-
rada f, onun X birim kiiresine kisitlanigidir. Genel olarak, f ve f arasinda ayrim

yapilmayacaktir ve f € C () yazldiginda f € C (E) anlamina gelecektir.

Eger f € C* (X) ise bu durumda (2.3) teki Fourier serileri f ye mutlak ve diizgiin

olarak yakimsar. Aslinda, biz daha fazlasim gosterecegiz, soyleki bir f € C* (X)

i " i ; n . k=0,1,2,... C e )
fonksiyonunun "harmonik Fourier katsayilar1" olan bir {ay.},—; 5" agy dizisi igin bir

gerek ve yeter kosul dizinin hizla azalan olmasidir. Bu son sonug yukaridaki (2.4)

formiiliiniin benzerinin bir sonucudur. ilk olarak
Lf=|z[*Af

ile verilen bir fonksiyonun homojenliginin derecesini koruyan bir L operatoriinii

tanmimlayalim. Acik olarak Y iizerinde Lf = Af dir.

Lemma 2.11. Her Y}, ve her r > 0 tamsayilar igin
Lrlflk = (—]{J)r (/{3 +n— 2)T Ylk
saglanir.

Lemma 2.12. Eger f, g € C* (E}) ve sifirncr dereceden homojen iseler, bu du-

E/ fL gdo = / gL fdo

by

rumda

elde edilir.

Teorem 2.23. f € C*(X) ve {a;} onun {Y}} ya gore Fourier katsayilar1 olsun.

Bu durumda her r» > 0 tamsayisi icin

ajp = (—]{?)77“ (k’ +n — 2)7T / YL fdo

by
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gerceklenir.

Teorem 2.24. f € C* (X) ve {a;} onun {Y}} ya gore Fourier katsayilar1 olsun.

Bu durumda her r» > 0 tamsayisi icin
Z k" |alk| < 00 (26)
Lk

dur. Karsit olarak (2.6) y1 saglayan {alk}fjlo’zlj%"c‘l'(k) sabitlerinin herhangi bir ailesi
verilsin.

F@) = anYi ()

1k

olacak gekilde bir f € C* (%) vardir.

Lemma 2.13. Eger P € {S;} ise bu durumda
F [P (z) e—ﬂlﬂ — (—i)* P (z) e~mlol’
saglanir.

Teorem 2.25. ) € {Q}, k > 1 olsun. Bu durumda

F[p.Q(2) |2]"] = 7,Q (')

saglanir, burada

ile verilir.

Uyar1 2.5. v, nin tanimindan k£ — oo iken
‘7,;1‘ ~ ck?
dir, burada c¢ sabiti sadece n boyutuna baghdir.
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3. DAGILIMLAR VE FOURIER DONUSUMLERI

Bu boliimde daha sonra ihtiyag duyacagimiz dagilimlarin Schwartz teorisinden bahse-
decegiz. Integrallenebilir bir fonksiyonun zayif veya dagilimsal tiirevi kavrami 6zel
bir 6neme sahiptir. Ciinkii Sobolev uzaylarinin standart tanimlarindan birisi boyle

tiirevler yardimiyla ifade edilir.

3.1 Test Fonksiyonlari

Cee = C§° (E™) ile kompakt destekli u : E™ — C diizgiin fonksiyonlarimin simifim
gosterelim. Agk olarak C§° bir (kompleks) vektor uzayidir. Simdi C§° iizerinde
verecegimiz bir yakinsaklik kriteri ile bir topolojiyi tammlayacagiz: {u,}, C§° (E™)
ye ait fonksiyonlarn bir dizisi ve u € C§° (E™) olsun. Eger u,, sabit bir K kompakt
kiimesinde destege sahip ve {u,}, u ya biitiin tiirevleri ile birlikte diizgiin yakinsiyor
ise bu durumda {u,}, u ya S-yakimsar deriz ve u, ~ u semboliiyle belirtiriz. Daha
kesin bir ifade ile her « kath-indisi i¢in K {iizerinde diizgiin olarak
nhl& D%u,, = D%u

saglanir. Bu topoloji ile donatilmig C§° bir topolojik vektor uzayidir ve ® ile goste-
rilir. ® nin elemanlarina test fonksiyonlar: denir. ® normlanabilir bir uzay degildir.

® nin duali tek olarak belirlenir ve bu dual uzay amaglarimiz igin oldukca elveriglidir.

Test fonksiyonlar1 agagidaki ozellikleri saglar:

(i) uy,uz € © olsun. Bu durumda c¢juy + coug de ® dedir, burada ¢; ve ¢ kompleks
sayilardir.

(ii) Eger u € ® ise bu durumda D%u € © olur.

(iii) Bir f € C*° ve u € ® igin fu € D olur.

(iv) Eger w (1, ..., x,,) bir m-boyutlu test fonksiyonu ve ¥ (2,41, ..., ) bir (n — m)-
boyutlu test fonksiyonu ise bu durumda wui), xi,zs,...,z, degiskenlerine gore n-

boyutlu bir test fonksiyonudur.
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Ornek 3.1.1.
e , t>0

0 , t<0

olsun. Bu durumda f € (' un ve onun biitiin tiirevlerinin sinirh oldugu goriiliir.

é(t)=f(1+1t)f(1—t)olsun. Bu durumda

=2
e |t <1
0 , aksihalde

¢ (t) =

dir ve ® = D (E?) e aittir. Simdi ¢ den n-boyutlu durumu elde edelim. x € E™ igin
Y (z) = ¢ (x1) ¢ (22)...0 (z,) olsun. Bu durumda ¢ € ® = D (E") oldugundan

—2

ei-ls? | |z| <1

0 , aksi halde

() =
oldugu goriiliir ve 1) € © =D (E™) elde edilir.
® test fonksiyonlar: uzay: tizerindeki bir lineer fonksiyonel her u test fonksiyonuna
T (u) = (T,u) ile gosterilen bir kompleks say1 kargilik getiren bir iglem (veya bir
kural) dir; 6yle ki keyfi u; ve ug test fonksiyonlar: ve ¢; ve ¢o kompleks sayilari igin

(T, cruy + coug) = ¢1 (T, ur) + co (T, ug)

saglanir. Ayrica,

(T,0) =0
ve
(T, Z Cjuj> = Z Cj (T, uj)
j=1 j=1

saglanir, burada c; ler keyfi kompleks sayilardir.

Simdi lineer fonksiyonellerin siirekliligi kavramini verelim.

Tanim 3.1.1. © iizerindeki bir lineer fonksiyonelin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter
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kosul {u,,} test fonksiyonlarimin bir dizisinin bir u test fonksiyonuna S-yakinsak iken
(T, ty,) sayilarimin dizisinin de C de (7', u) degerine yakinsamasidir. Bu durumda

lim (T, up,) = (T, im u,,)

m—0o0 m—0o0

gerceklenir.

Test fonksiyonlar1 uzayinda Fourier doniigiimiinii incelerken basitlik igin ® = D (E*') i
g6z oniine alacagiz. Ciinkii tiim incelemelerimizi aligilmig diizenlemelerle ¢cok degisken-
li reel fonksiyonlara uygulayabiliriz. Eger u € D (E') ve (suppu) C {z: |z| < a}

alirsak bu durumda

oldugu goriiliir. Bundan bagka

u(C) = /e_%mcu (x)dx = /e‘zmzée%x”u (x) dz
ile verilen bir ( = & + i kompleks degiskenli bir fonksiyona genisletilebilir. ( ya
gore integral igareti altinda diferensiyelleme ile tam (-diizlemi iizerinde @ (¢) nin
holomorfik oldugunu goriiriiz. Diger bir degisle 4 (¢) tam analitik bir fonksiyondur.

I

Du (z) = w (x) in Fourier doniigiimiiniin kismi integrasyon ile

/e_%ngu (x) dx = 27i / u (x) e 2™ dy = 27i ¢ ()
oldugu goriiliir. « nun D*, k = 0,1,2, ..., kuvvetlerinin alinmasiyla ve diisiincenin

tekrar edilmesiyle

F (D*u) (¢) = (2mi¢)* 4 (¢) (3.1.1)

bulunur.
a

}F (Dk“) (C)| = /e%mchu (z)dz| < cpe2maln

—a

26



oldugundan |z| > a igin sifir olan herhangi bir v € © nin @ (¢) (kompleks) Fourier

doniistimiiniin her £ = 0,1, ... i¢in
‘(mg)’f a (o) < cpe2mal (3.1.2)

egitsizligini saglayan ¢ = & 4 ¢n nin bir tam analitik fonsiyonu oldugu goriiliir. Bu
iddianin karsiti da dogrudur ve ikisi birlikte genel olarak Paley-Wiener Teoremi
olarak bilinir. Ozel olarak, ® deki fonksiyonlarin Fourier doniisiimlerinin ¢ok 6zel

bir fonksiyonlar smifi oldugu goriiliir. Bu F' (D) sinifi genellikle Z ile gosterilir.
3.2 Dagilimlar

Tanmim 3.2.1. D tizerindeki biitiin stirekli lineer fonksiyonellerin ®" topolojik vek-
tor uzayma © nin duali denir ve E™ iizerinde (Schwartz) dagilimlar uzay1 olarak
adlandirihir. ®'zayif-yildiz topolojisi ile donatildiginda bir lokal konveks topolojik
vektor uzay1 olur. S, T € ® ve ¢ € C olsun. ®" deki vektor uzay: iglemleri u € D

olmak iizere

(S+T,u) = (S,u) + (T ,u)y ve (T, ,u)=c(T, u)
bicimindedir.
3.2.1 Dagilimlarin yakinsakhgi
Dagilimlar teorisinde yakinsaklik kavrami ¢ok onemlidir. T}, T' € D' olsun. ® de
T; — T dir ancak ve ancak her v € ® i¢in C de j — oo iken (Tj,u) — (T, u)
dir. Dagilimsal yakinsama ayrica zayif yakinsama olarak da adlandirilir. 7} dizisinin
limiti yine bir dagilim oldugundan asagidaki énemli sonucu elde ederiz.

Teorem 3.2.1.1. ®' zayif yakinsakhiga gore tamdir.

D' icerdigi elemanlar bakimimdan oldukca zengindir. Ayrica @' iizerinde cok sayida

cebirsel ve analitik iglem tanimlayabiliriz. ©' nin temel 6zellikleri agagidaki sekilde
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ozetlenebilir:

0.1. 9, L} (E™) yi kapsayan bir vektor uzayidir.

loc

Gergekten , eger f lokal integrallenebilir ise bu durumda © deki her « igin

() = [ @) ule)ds (3.22.1)

fonksiyoneli tamimlanir. Bu fonksiyonelin lineerligi agiktir. Ayrica

[(f,u)] < max |u ()] / |f (z)] dz < o0

reEsuppu
suppu

saglanir. Boylece u,, — 0 iken (f,u,) — 0 oldugu goriiliir. Buradan f siireklidir.

Dolayisiyla f € © dir.

D' deki her dagihm sadece bir f € L}, (E") igin (3.2.2.1) ile tanimlanan bicimde

loc

degildir. Gergekten her u € ® i¢in

/6(x)u(x)da::u(0)

olacak sekilde E" de lokal integrallenemeyen § fonksiyonu olabilir. Ustelik, ® ii-

zerinde

(0,u) = u(0)

ile tanimlanan ¢ lineer fonksiyonelinin siirekli oldugu kolayca goriilebilir. Buradan o

bir dagihmdir ve Dirac dagilim olarak adlandirilir.

0.2. ©', C>® = C> (E") iizerinde bir modiildiir. Burada her f € ®', u € C*® ve

v e D ler icin fu € ® carpimin

(fu,v) = (f,uv)

ile tamimlayabiliriz, ciinkii uv € © dir. Genel olarak iki dagilim fonksiyonunun
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carpimimi tanimlamak zordur. Iki fonksiyon lokal integrallenebilir olsa bile carpimi

olmayabilir. Ornegin f (z) = g (z) =

Eger f € L1 ve u € D ise bu durumda

<7=“>:/7udxzmz<fﬂ

oldugu goriiliir. Buradan her g € ®" ve u € D icin (g, u) = (g, %) tanimlariz.

loc

0.3. f €D ise bu durumda f € ® dir.

Benzer sekilde f lokal integrallenebilir olsun. f(z) = f(—=) tammlarsak bu du-
rumda ® deki her v icin

G = [F@us= [ f-s)utde= [ f)u-

_ /f<y>a<y>dy=<f,a>

elde ederiz. Boylece herhangi bir g € @ ve her v € ® icin (§,u) = (g, @) ile § y1

tanimlariz. Bu ise bize agagidaki sonucu verir.
0.4. f €D ise bu durumda f € ®' dir.

Lj,.. de verilen bir f igin (7,f) (z) = f (x — a) 6telemesi yine lokal integrallenebilirdir.
Ayrica © deki her u igin

(rofo) = [ F=@u@ds= [ F@uly+a)dy = (frum)

dir. Boylece her u € D icin (1,9,u) = (g, 7_qu) formiilii ile bir g € ®" dagiliminin

Tag Otelemesini tanimlariz. Buradan asagidaki sonucu elde ederiz.

0.5. Eger f € ®'ise bu durumda 7,f € ®" olur.
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3.2.2 Dagilimlarin tiirevleri

feC (E") veu€e€Digin D; = 5, alarak

(D, fu) = / %u(w) a1

yazabiliriz. u, E™ nin bir kompakt alt kiimesinin diginda sifir oldugundan z; degiske-

nine gore kismi integrasyonla

elde ederiz. gTuj de ayrica bir test fonksiyonu oldugundan D, f dagilimsal tiirevini
<Djfau> = = <f,D]U>

ile tanimlariz. Benzer sekilde eger f € Cl°l(E™) ise bu durumda |a|-kere kismi

[ @@y u@dr=(-0° [ @ o

elde edilir. Buradan bir f € ®" dagiliminin yiiksek mertebeden D®f tiirevi

integrasyonla

(Df,u)y = (=1 (f, D) (3.2.2.1)

ile verilir. Simdi D*f € ®" oldugunu gosterelim. v € ® iken D € ® oldugundan
D« f, ® iizerinde bir fonksiyoneldir ve agik olarak lineerdir. Siirekliligini gostermek

icin © de u,,  u olsun. Bu durumda

suppD“u,, C suppu,
oldugundan D®u,, nin destegi bir K kompakt kiimesinde bulunur. Bundan bagka her
bir 3 kath-indisi i¢in

DP (D%u,) = D**u,
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n — oo iken K iizerinde D’*y ya diizgiin olarak yakinsar. Buradan ® de

D%u,, — D%u elde edilir. f € ®" oldugundan C de
(D f,un) = (=1) (f, D*up) = (=1)*1(f, D) = (D" f, )

dir. Boylece D*f € ®" dir. Buradan agagidaki sonucu elde ederiz.
0.6. Eger f € ®'ise bu durumda D;f e D' olur.

Yukarida ® deki her dagilimn, (3.2.2.1) anlaminda, her mertebeden tiirevlere sahip
oldugunu gosterdik. Ayrica, D* : ®" — @' doniisiimii siireklidir. Eger ® de f, — f

ve u € ® ise bu durumda
(D fuyu) = (=) (fo, D*u) — (=1)!*1 (f, D*u) = (D" f,u)

elde edilir.
Asgagida dagilimlarin tiirevi ile ilgili iki 6rnek verecegiz.

Ornek 3.2.2.1. E! iizerinde

1, t>0

H(t)=
0, t<0

ile tamimli Heaviside fonksiyonunu gtz oniine alahm. Aqk olarak H € L (E') dir

ve boylece bir dagihm olarak goz 6niine almabilir. Bu anlamda DH (t) = £ H (1)

tiirevini goz oniine alabiliriz. © = D (E') deki her u i¢in

elde edilir. Buradan E* {izerinde %H = 0 elde ederiz. Yani Heaviside dagiliminin

tiirevi Dirac dagilimidir.
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Ornek 3.2.2.2. 0 € E" olmak iizere § € ®' (E") Dirac dagihmmin D5 dagilimsal
tiirevi

(D8, u) = (—1)1*I D (0)

ile verilir.
3.2.3 Bir dagilimin destegi

f € ®' verilsin. Eger destegi bir agtk U C E™ kiimesi tarafindan kapsanan her u € ©
icin (f,u) = 0 ise bu durumda U iizerinde f = 0 dir. Ayrica, U iizerinde f — g =0
ise bu durumda U da f = g dir. Eger bir x € E" noktasinin bir acik V, komgulugu
tizerinde f = 0 oluyorsa, bu durumda x noktasina f nin bir esash olmayan noktasi

denir. Aksi halde x noktasma f nin bir esash noktasi adi verilir.

Tanim 3.2.3.1. f nin biitiin esasli noktalarinin kiimesine f nin destegi denir ve

suppf ile gosterilir.

Boylece bir f dagiliminin destegini f nin sifir oldugu en biiyiik agik kiimenin tiimleye-
ni olarak tamimlayabiliriz. Buradan suppf nin kapali bir kiime oldugu kolaylikla

goriilebilir.

Ornek 3.2.3.1. H (r) Heaviside fonksiyonu olmak tizere suppH (z), = > 0 yari-

eksenidir.

Ornek 3.2.3.2. Eger f dagihmi = € U icin f = 0 ise bu durumda z € U icin
D*f = 0 dir. Boylece D*f Csuppf dir. Gergekten, destegi U da kapsanan bir
u € ® fonksiyonu i¢in D%u € ® nin de destegi U da kapsanir. Dolayisiyla

<Dafv u> = (_1)|a| <f7 Dau> =0

oldugu goriiliir. Buradan x € U i¢in D*f = 0 oldugu goriiliir.
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Ornek 3.2.3.3. suppf (z) g () CsuppfNsuppyg dir. Gercekten, eger

xz esuppf (z) g (z) ise bu durumda z in her komsulugu i¢in f(z)g(z) # 0 dir.
Buradan z in biitiin komguluklar ic¢in f(z) # 0 ve g(z) # 0 dir. Dolaysiyla
x €suppfNsuppg dir.

@6 ile kompakt destekli dagilimlarin alt vektor uzayini gosterecegiz. Simdi dagilimlar

icin iki gosterim teoremini ifade edelim.

Teorem 3.2.3.1. f € ®' olsun. Bu durumda @6 de asagidaki 6zelliklere sahip bir
{fx} dizisi vardur:

(i) £™ nin herhangi bir simrli A alt kiimesi i¢in sonlu g¢okluktaki & lar diginda
(suppfi) N A =0 dir.

(il) Her u € © i¢in (f,u) = > (fx,u) dir (Neri 1971).

k
Dikkat edilirse (i) den dolay1 her bir w icin (ii) deki toplam sonludur.

Teorem 3.2.3.2. Eger f € D, ise ® de bir 1 fonksiyonu ve C° = C° (E") de siirekli
bir g fonksiyonu vardir oyleki bir o kathi-indisi i¢in f = ¢ D¢ dir, burada D%g ler

1
loc

dagilim tiirevleridir; yani, C° ¢ L: < @ oldugundan D%y, ®" nin bir elemam

olarak ¢ nin tiirevleridir (Neri 1971).
3.2.4 © deki fonksiyonlar ile dagilimlarin konvoliisyonu

f lokal integrallenebilir ve u € ® olsun. Bu durumda f * u konvoliisyonu vardir ve

(f*u)(2) = /f(x—y)U(y)dyz/f(y)U(w—y)dy
- /f(y)ﬂ(y—x)dy=<f,mﬂ>

bicimindedir. Integral isareti altinda diferensiyelleme ile goriilebilecegi gibi = in bir

diizgiin fonksiyonudur. Buradan f € ®  ve u € ® i¢in f * u konvoliisyonunu
(f = u) (x) = {f, 720) (3.2.4.1)
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ile verilen fonksiyon olarak tanimlariz.

Alternatif olarak f € L . in bir dagihm olarak goz oniine alinmasiyla her u,v € ®

loc

(fru0) = /(f*U)(:r) = [{[1e-puwarfowa
- /{/f @} (¢)dz  (Fubini)
_ /f(y){/u(:c—y)v(x)dx}dy
_ /f {/ x)v(x)d:c}dy

(f i v)

icin

elde ederiz. Diger bir degisle, eger f € @' ve u € D ise

(f xu,v) = (f,uxv) (3.2.4.2)

formiilii ile fxu dagilimini tammlayabiliriz. (3.2.4.1) ve (3.2.4.2) tamimlar1 esdegerdir.

Ayrica u, v € © iken
f*(uxv)=(f*u)*xv

saglanir.

3.2.5 Dagilimlarin ©, deki dagilimlar ile konvoliisyonu

Ik olarak kompakt destekli dagilimlarin daha énce C$° a konulan topolojiye gore
stirekli olan C'>° = C*° (E™) iizerindeki lineer fonksiyoneller olduguna dikkat edelim.
Aslinda, eger f € D, ve ¢, suppf nin bir komsulugu tizerinde ¢ () = 1 olacak sekilde
® de herhangi bir reel degerli fonksiyon ise bu durumda ¢f = f dir ve buradan her
u € C* igin

(fiu) = (of u) = (f, ou)

saglanir, burada simdi ¢u € © dir.
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Uyar1 3.2.5.1. Kompakt kiimeler {izerinde biitiin tiirevlerinin diizgiin yakinsaklig

ile C* smifi cogukez & ile gosterilir. Sonug olarak Dy cogu kez £ ile gosterilir.

Simdi f € @E) de ve g € ® olsun. Her u € ® icin konvoliisyonu agagidaki gibi iki

sekilde tanimlayabiliriz:

{g* fou) = (g, [*u) (3.2.5.1)
(fxgu) = (f,gxu) (3.2.5.2)

Gergekten (3.2.5.1) ve (3.2.5.2) nin ikiside anlamhdir. (3.2.5.1) de

(suppf*u) - {ac—l—y :x € suppf ve y € suppu}

dir. Boylece dnceki ozellikten f u, ® ye aittir ve buradan < g, f * u> iyi tamimlidir.
(3.2.5.2) de g *u, C*° da oldugundan baglangigtaki uyarimizdan (f, g * u) iyi tanim-
lidir. Bundan bagka (3.2.5.1) ve (3.2.5.2) nin egdeger oldugu goriilebilir. Bagka bir
degisle aligilmig skaler degerli fonksiyonlarda oldugu gibi konvoliisyon degismelidir.
Diger bir degisle, biitiin f € Dy ve g € @ ler icin f x g = g * f dir. Ayrica f % g

dagimimin D® (f * g) dagilim tiirevlerini goz 6niine alabiliriz. Her u € D igin

(DY (f*g),u) = (=) (fxg,D%) = (=) (f, g% D)
= ()£, (D) xu) = (1) (f, D* (g *u))

elde ederiz. Simdi bir taraftan

(1)1 (f, D (g % u)) = (D*f, g% u) = (D*f) * g, u)

iken diger taraftan

(1) (f, D (g u)) = (1)1 (f,(D°g) % u) = (f * (D°g) ,u)
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oldugu goriiliir. Buradan

D*(f*g)=(D"f)xg=f* (D)

elde edilir.

Uyar1 3.2.5.2. § Dirac dlciisii D, ne aittir. Ciinkii E” de orijinde "nokta destek"
e sahiptir. Bu yiizden herhangi bir f € @' icin § * f yine bir dagihmdir. Bundan
baska

Sxf=Ff
saglanir. Gergekten, her v € © igin

(0% f,u) = <5,f*u>: (f*u) (O):<f,11> = (f,u)

elde ederiz. Benzer sekilde f * 0 = f dir. Buradan ¢ dagilimlar1 "konvoliisyon

carpim" altinda (2-tarafli) bir 6zdeslik gibi davranir.

f smurh siirekli bir fonksiyon ve K (z) = K (|z]) > 0, || < 1 de destekli ve

[ K (x)dx =1 olacak sekilde E™ tizerinde "gan-bigiminde" bir fonksiyon olsun ve

K (z)=€¢"K (%)

almsm. D' niin topolojisinde lir% K. (z) = 6 dir. Buradan K, a gore f x K, kon-

voliisyonunun siirekliliginden her bir x noktasinda ¢ — 0 iken

(Kex f)(z) = (f*K)(z) = fxd=f

elde edilir. Bundan dolay1 K, fonksiyonlar1 bazen "yaklasik 6zdeglikler" olarak ad-

landirihir. Bu diisiinceler bize asagidaki 6nemli sonucu vermemizi saglar.

Lemma 3.2.5.1. © nin (zayif) topolojisine gére ®, ®  de yogundur. Diger bir
degisle D" deki her f, ® deki bir f,, dizisinin zayif limitidir (Neri 1971).
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Ispat. f, ®' de sabit tutulsun ve m — oo iken ¥,, (r) — 1 noktasal olacak sekilde ©
de bir 1,, dizisi secilsin. Ornegin |z| < m ise ¢,, (z) = 1 dir. Bu durumda herhangi

bir u € ® ve (suppu) C {x : |x| < m} olacak gekildeki biitiin ¢ok biiyiik m ler igin

(Y fru) = (fu) = (f,u)

elde ederiz. Daha sonra orijin komgulugunda ¢ (x) = 1, eger |z| > 1 ise ¢ (z) = 0 ve
[ ¢ () dz =1 olacak sekilde ¢ € D segeriz. ¢, (z) = e "¢ (£) yaklasik 6zdesliklerini
olusturdugumuzda ¢, nin ® ye ait oldugunu ve ¢ — 0 iken, zayif olarak, ¢, — 9

oldugunu goriiriiz. Boylece € = % alinmasiyla ve

konvoliisyonlarmin gz oniine alinmasiyla f,, € ® oldugu goriiliir, ciinkii 1, f € D,
dir. Boylece © deki ¢1 ile konvoliisyon © de bir fonksiyonu verir. Bundan bagka

her v € ® igin m — oo iken

{fms ) = (f,w)

oldugunu dogrulamak kolaydir.

Simdi orijinde (kompakt) destekli dagilimlarin énemli bir karakterizasyonunu vere-

biliriz:

Lemma 3.2.5.2. Eger f € © ve (suppf) = 0 € E” ise bu durumda f, § Dirac
olgiisiiniin tiirevlerinin sonlu bir lineer bilegimidir. Yani, N negatif olmayan bir

tamsay1 olmak tizere

f=> cad™

la|<N

saglanir, burada c, lar kompleks sabitlerdir.
3.3 Tempered Dagilimlar ve Fourier Doniisiimii

Bir T (z) dagilminin Fourier doniisiimiinii tanimlamak istedigimizde E! de
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o0

T =F(T(x)= /e‘zm{xT (x)dx

formiiliinii kullanmak isteriz. e~2™%? bir test fonksiyonu olmadigindan bu fonksiyon
tizerinde 7' nin etkisi tanimh degildir. Klasik analizden f ve g gibi iki fonksiyonun

Fourier doniigiimleriyle ilgili

o0

]Of<x>g<x>dx: [ 1@

Parseval Formiiliinii kullanabiliriz. Yani, v € ® olmak iizere

tanimlariz. u bir test fonksiyonu olmasina ragmen « olmayabileceginden bu zorluk
test fonksiyonlar1 sinifinin biiyiitiilmesiyle ve dagilimlarin yeni bir sinifinin tanim-

lanmasiyla asilabilir.
3.3.1 Hizla azalan fonksiyonlarin sinifi

S ile, |x| — oo iken biitiin tiirevleri ile birlikte |z| in herhangi bir negatif kuvvetinden
daha hizh sifira yaklagan C'*° fonksiyonlarinin vektor uzayini gosterelim. Daha kesin

bir ifadeyle, eger her o ve 3 kath-indisleri icin
|2*D%u (z)| < cap (3.3.1.1)

olacak sekilde c,g pozitif sabitleri varsa u € S dir. Egdeger olarak V || > 0 ve
V s > 0 sayist igin
|Dﬁu ()] < e (1+ |x\2)78 (3.3.1.2)

ise u € S dir.
Tanmim 3.3.1.1. S deki fonksiyonlara hizla azalan diizgiin fonksiyonlar denir.
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Ornegin e~lel’ fonksiyonu S ye aittir. ® deki fonksiyonlardan farkli olarak S deki
fonksiyonlarin kompakt destege sahip olmalar1 gerekmez. © deki biitiin test fonksi-
yonlar1 bir kompakt kiimenin diginda 6zdes olarak sifir oldugundan bunlar S de iken

sadece sonsuzda hizla azalandir. Bundan dolay1 ® C & dir.
3.3.2 S deki yakinsaklik

Eger V |a| > 0 igin her kompakt K C E" iizerinde D%u — D®u diizgiin ve k den

bagimsiz olarak secilebilen ¢,z sabitleri i¢in
2" Dy, ()| < cap (3.3.2.1)

oluyorsa bu durumda S deki bir {u;} dizisi u ya yakinsaktir denir. Bu durumda
(3.3.2.1) de k — oo almirsa u limit fonksiyonunun da S ye ait oldugu goriiliir.

Boylece S uzay1 bu yakinsaklhiga gore kapalidir.

S tizerindeki bir lineer fonksiyonel siireklidir ancak ve ancak {u;} dizisi S tizerinde

u ya yakimsarken (f,uy) — (f,u) dir.

Teorem 3.3.2.1. 1 < p < oo olmak tizere S den LP nin igine siirekli 6zdeslik

déniigiimii ile S, L? nin bir yogun alt uzayidir (Al-Gwaiz 1992).
3.3.3 Tempered dagilimlar

Tanmim 3.3.3.1. S iizerindeki biitiin siirekli lineer f fonksiyonellerinin S* topolojik

vektor uzayl tempered dagilimlar uzay: olarak adlandirilir.

® deki dagilimlarin ¢ogu § iizerinde de dagilimdir. ® iizerindeki bu dagilimlarin
sadece sonsuzda c¢ok hizlica biiyiiyenleri S ye genisletilemez. Bunu asagidaki oner-

mede de gorebiliriz.

Onerme 3.3.3.1. S smufi diferensiyelleme ve polinomlarla carpma islemlerinin
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altinda kapali olan integrallenebilir fonksiyonlarin bir cebiridir. Eger £ kompakt
kiimeler tizerinde biitiin tiirevlerin diizgiin yakinsakligi ile C'*° fonksiyonlarinin sinifini
gosterirse ® CS C € elde ederiz. Sonug olarak dualiteden £ = D, ¢ S’ ¢ ®’ dir,

burada kapsamalar uygun, yogun ve siireklidir.

ispat ilk iddia (3.3.1.1) ve (3.3.1.2) sartlarmm direkt bir sonucudur. u (z) = e’
fonksiyonu S ve S’ ne ait olmasina ragmen ® ve @6 ne ait degildir. v (x) = elel”
fonksiyonu £ ve @ ne aittir fakat S ve S’ ne ait degildir. Bdylece biitiin kapsamalar
uygundur. Kapsama doniigiimlerinin siirekliligi direkt olarak goriilebilir. Ciinkii ®
deki yakinsaklik & deki yakinsakliktan daha kuvvetlidir ve & deki yakinsaklikta £
deki yakinsakliktan daha kuvvetlidir. Kapsamalarin yogunlugunu gostermek icin

ornek olarak ® nin S de yogun oldugunu gosterecegiz.

7] <1

Y

0, |z|>2

¢ () =

olacak sekilde ¢; € D olsun. ¢, (z) = ¢, (£) dizisini goz niine alahm. Bu durumda
S de verilen herhangi bir v i¢in u;y = u¢, fonksiyonlar1 ® ye aittir ve kolaylikla

goriilebilirki S de uy, u ya yakinsar.
Ornek 3.3.3.1. 1 < p < oo olmak iizere her f € LP (E™), her u € S (E") igin

(f0) = [ fuds

ile bir tempered dagilim tanmimlar. Gergekten 119 + % = 1 olmak tiizere Holder esit-
sizliginden

[(fs )] < A Ml

elde edilir. Bir {u,} dizisinin S de sifira yakinsamas: ayn1 zamanda L? da da sifira
yakinsamasim gerektirdiginden her f € LP(E™) nin S iizerinde bir siirekli lineer
fonksiyonel tanimladigi sonucuna varihr. Bundan bagka L? nin S nin bir alt vektor

uzay1 olarak tanimlanabilecegi goriiliir.
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3.3.4 S de Fourier doniistimii

(Ff) (€)= f(€) = / O £ (2) da

Fourier doéniisiimiiniin L? = L? (E™) uzayindan kendi iizerine bir izometrik izomor-
fizm oldugu klasik bir sonuctur, burada x ve &, (z,£) = ©1&; + ... + x,€,, bilineer
ciftine gore dual degiskenlerdir. Boylece E™ nin x-kopyast ve £-kopyast olmak iizere

iki kopyasim elde ederiz ve sonug olarakta L? (E™) nin iki kopyasim elde ederiz.

u € S (E") olmak iizere

(&) = /e‘zm(x’g)u(x) dx (3.3.4.1)

Fourier doniisiimiinii goz oniine alahm. S uzayr L? de yogundur. S deki Fourier
doniisiimii L? dekinden farkh olarak dogrudan tamimlanabilirdir. u nun integral-
lenebilirliginden dolay1 @ (£) her yerde vardir. Gergekten @, u nun L' normu ile

siirhdir, diizgiin siireklidir ve [{] — oo iken @ (§) — 0 dir.

Teorem 3.3.4.1. u — 4 = Fu Fourier doniisiimii S nin kendi igine olan siirekli bir
doéniigiimdiir. Bundan bagka herhangi bir || > 0 igin

(i) D@ (&) = F ((—2mix)" u) (£)

(i) F'(D%u) (€) = (2mi&)" @ (€)

gerceklenir.

Ispat. u € S oldugundan integral isareti altinda (3.3.4.1) i diferensiyelleyebiliriz

(¢linkii elde ettigimiz integral aslinda diizgiin yakinsaktir).
Du (&) = /6_27”(“”’5) (—2miz)" u (v) dx (3.3.4.2)

oldugundan @ € C* dur ve (i) esitligi saglanir. (3.3.4.2) ye |3|-kere kismi integrasyon

uygularsak

(2mi€)’ D0 (€) = / e~ 2@ DB [(—27ix)* u (z)] da (3.3.4.3)
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elde ederiz. Boylece
(2mi€)? / | D [(—2miz)® u (2)]| dz = cap (3.3.4.4)

elde edilir. Bu ise Fu = 4 nin S ye ait oldugunu gosterir. Ayrica (3.3.4.3) te
a = (0,...,0) alinmasiyla (ii) esitliginin saglandigin goriiriiz. Son olarak (3.3.4.4) te
u nun yerine S de uy — 0 olacak gekildeki bir dizinin alinmasiyla S de 4, — 0 oldugu

kolaylikla goriilebilir. Boylece S de Fourier doniigiimiiniin siirekliligi ispatlanmaisg olur.

Simdi S deki her fonksiyonun yine S deki bir fonksiyonun Fourier déniigiimii oldugunu

ifade eden ters Fourier doniigiimiiniin saglandigini gosterelim.

Teorem 3.3.4.2. (Ters Fourier formiilii) V u € S igin

u(z) = / @O (€) de (3.3.4.5)

veya

)

u(—x) =

saglanir. Sonug olarak Fourier doniisiimii S nin kendi tizerine olan bir izomorfizmidir.

ispat.

/627ri(ar,§) {/6—2ﬂi(y,§)u (y) dy} d£

ardigik inregralini hesaplamak zorundayiz. Ciftkatli integral mutlak yakinsak ol-
madigindan integrasyon sirasini degistiremeyiz. Bu zorluktan kurtulmak icin v € §
olmak iizere daha sonra belirtecegimiz bir v (x) "yakinsaklik garpam" tanimlariz.
Bu yontem ciftkath integrali mutlak yakinsak yapar. Boylece integrasyon sirasinin

degistirilmesiyle

/ e2mi@8)y () { / e 2miWE)y () dy} d¢ = / u (y) { / e 2mil—r8)y (¢) dg}

:/u(y)@(y—x)dyz/@(y)u(m+y)dy
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elde edilir. Kisaca

/627” @y (€) 6 (€) dE = / (r+y)dy (3.3.4.6)

dir. Herhangi bir € > 0 igin v (¢£) nin Fourier déniigiimii € "0 (%) ile verilir. Boylece

(3.3.4.6) formiiliinde v (§) yi v (e€) ile degistirirsek

/ 2mi(x,&) (65) a dé" / 1‘ + 6y) dy (3347)

elde edilir. @ ve 9,8 C L' de olduklarindan ve u ve v smurh ve siirekli olduklarimdan

eger (3.3.4.7) de € — 0 iken limit alinirsa integral isareti altinda limite gegilebilir ve

v (0) / TG (€) de = u (2) / o (y) dy (3.3.4.5)

elde edilir. Son olarak (3.3.4.8) den (3.3.4.5) i elde etmek icin v (y) = e~*° al-
narak v fonksiyonu belirtilir. Bu fonksiyon E™ de Weierstrass ¢ekirdegidir ve Fourier

doniisiimii kendisine egittir, ayrica integral degeri 1 dir.

Teorem 3.3.4.3. ¥V u, v € S igin

(i) [avdz = [ubdx

(i) [wvde = [ dddz (Plancherel Formiilii)
(i) F (usv) (€) = 4.(€) 9 (€)

(iv) F'(wv) (€§) = (@ 0) (€)

elde ederiz (Neri 1971).

Ispat. Bir énceki teoremin ispatindaki (3.3.4.6) formiilinde = = 0 alinmasiyla (i)

formiiliinii elde ederiz. (ii) yi ispatlamak icin © = w aliriz, boylece

w (&) = /62”i(x’f)ﬁ(x) dx

elde edilir ve ters Fourier formiiliinden w = v elde edilir. (i) formiiliiniin kullanil-

masiyla
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/uz‘;daj = /uzi)dx = /ﬁwdaz = /fﬁdx
oldugunu goriiriiz, boylece (ii) ispatlanmig olur. (iii) nin ispat1 agagidaki gibidir:

Flusv)(€) = /-m5 {/ oo =)y} do
Jmsn oot

(&)o

I
>

Son olarak (iv) yi ispatlamak icin her iki tarafin aym Fourier doniigiimiine sahip

oldugunu gostermek yeterlidir. uv = w alinmasiyla ve ters formiiliin kullanilmasiyla

S,

(2) = / 2 EOT (€) dE = w (—2) = u(—2) v (—2)

elde ederiz. Diger taraftan (iii) ve ters formiilden

elde edilir.

Simdi Fourier doniigiimiinii tempered dagihimlarm S’ topolojik vektor uzayina genisle-

tecegiz.
3.3.5 Tempered dagilimlarin Fourier doniisiimleri

Kisim 3.3 te © deki bir dagilimin Fourier déniistimiinii tanimlamak i¢in Parseval For-
miiliinii kullanirken zorluklarla kargilagmigtik. S deki test fonksiyonlarinin uzayina

gecip tempered dagilimlar1 kullandigimizda bu zorluklar kaybolur.

Tanim 3.3.5.1. Bir f € S’ tempered dagilimimin f = Ff Fourier doniigiimii her
u € S igin
(f.u) = (f.4) (3.3.5.1)
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ile tanimlanir.

(3.3.5.1) in sag tarafindaki fonksiyonel iyi tammmhdir, ¢iinkii @ € S dir. Buradan
f eS8 ise f ninda S’ de oldugu goriiliir. Ustelik Teorem 3.3.4.3 {in (i) formiiliinden
eger f, L' den veya L? den bir fonksiyon ise yeni tanimin klasik olanla uygun oldugu

goriiliir. Yani

(G = (i) = [ 1@ [ut)e=ony
= Juty [ rwer = [Fiutdy

saglanir, burada F' (f), f nin klasik Fourier doniigiimiidiir.

Ozel olarak her 1 < p < oo igin LP (E") C S oldugundan LP deki fonksiyonlarin
Fourier doniisiimleri genel olarak tempered dagihmlardir. Ek olarak S  niin bir m
icin

/ (14 o)™ |du (2)] < o0

olacak sekildeki biitiin dyu 6lciilerini icerdigini dogrulamak kolaydir.

@ (x) = u(—z) oldugundan i =u (—x) = @ dir, buradan 4 = @ formiilii elde edilir.

Eger g bir dagilim ise O.4 ten § de bir dagihmdir ve

dir. Buradan asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.3.5.1. /57\: § ters Fourier formiilii V ¢ € S’ icin gecerlidir. Dolayisiyla

Fourier doniistimii S’ nin kendi iizerine olan bir izomorfizmidir.
Ispat. Teorem 3.3.4.2 ve Tamim 3.3.5.1denV g € S ve Y u € S i¢in
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dir. Boylece S’ de /g?\ = g dir. S iizerinde u — @ siirekli ve S zayif topolojiye
sahip oldugundan Tamm 3.3.5.1 Fourier doniistimiiniin ayrica S’ iizerinde de stirekli

olmasini gerektirir.

Teorem 3.3.5.2. Fourier doniisiimii L? den kendi iizerine bir izomorfizmdir ve

1ot dc= [l as

izometridir, yani

Parseval Formiilii elde edilir.
Ispat. V g € L? ve Y u € S icin Tamim 3.3.5.1 ve Schwarz esitsizliginden

< llgll; llally

6] = g, )| = \/gadx

elde ederiz. Sonug olarak u = v alirsak Plancherel Formiiliinden

(g, )| < lgll, [lully

elde ederiz. Bu da ¢ nin L? iizerinde bir simirli u — (g, u) lineer fonksiyoneli tanim-
ladigin1 gosterir dyle ki normu < ||g||, yi saglar. Riesz Gosterim Teoremi’nden
19ll, < llgll, olacak sekilde yine g ile gosterecegimiz L? nin bir elemam vardir. Bu

son egitsizligin iki kez kullanilmasiyla

lgll, = |[3]], < 131l < gl

oldugu goriiliir. Boylece |/g|, = ||g]|, dir ve Parseval Formiilii saglanir.

Ornek 3.3.5.1. § Dirac dlciisii ve u € S olmak {izere

(5.u) = (5.0) = (0) :/u(y)dy: (1, u)

oldugundan 6 = 1 elde edilir.
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4. SINGULER INTEGRALLER

Bu boliimdeki esas amaclarimizdan birisi singiiler integralleri tanitip onlarin bazi
temel 6zelliklerini vermek ve L? sinirliligini elde etmek olacaktir. Bu boliimde ayrica

singiiler ¢ekirdeklerin Fourier doniisiimleride incelenecektir.

Singiiler integraller en genel sekilde

Z/K@wfy@
E’n

bi¢iminde ifade edilebilirler. Burada K ya cekirdek denir ve K, x = y de singiilerdir.
Bu yiizden yukaridaki ifade limit durumunda anlamh hale getirilebilir (Stein 1993).

f(x), E™ de odlgiilebilir ve bir ¢ € E™ igin her bir |z —t| > € > 0 kiimesi iizerinde

mutlak integrallenebilir olsun. Eger
lx—t|>e

var ve sonlu ise bu durumda f(z), E™ iizerinde esas deger anlaminda integral-

lenebilirdir denir. Bu limitin degeri

. / f (@) da

En

ile gosterilir. n = 1 iken

p.v./f( alaf—eli%l+ / /

E™ 00 t+e

olur.

Simdi E*' de singiiler integralleri inceleyelim.
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4.1 Hilbert Doniisiimii

Tanim 4.1.1. 1 < p < co olmak tizere f € LP (E') olsun.

“+oo
; L[ f() .1 f (@)
=pu.— dt = lim — dt
/(@) pvﬂ/ﬂ:—t s—lgiw r—1t
—o0o lx—t|>e

esas deger konvoliisyonu f nin Hilbert doniigiimii olarak adlandirilir.

Buradaki esas amacimiz f nin varligini gostermek ve 1 < p < oo igin LP de H f = f
operatoriiniin siirekli oldugunu ifade eden M. Riesz’in klasik sonucunu elde etmek
olacaktir. Bicimsel olarak f , file % ¢ekirdeginin konvoliisyonudur. Fakat bu kon-
voliisyon esas deger anlaminda alinmaldir, ¢tinkii % cekirdegi E' iizerinde integral-
lenebilir degildir. 1 < p < oo ve f € LP olmak iizere

f (z) = lim f. (x)

e—0

yazalim, burada

fw-~ [ I 4

T r—1t
lx—t|>e

ile verilir. Holder esitsizliginden fe (z) in var oldugu goriiliir, ¢iinkii orijinin bir
e-komsulugu-nun diginda % cekirdegi her ¢ > 1 igin L9 ya aittir. W. H. Young

teoreminden p > 1 olmak iizere eger f € L N L? ise f. € L? dir.

Teorem 4.1.1. (M. Riesz Teoremi) 1 < p < oo olmak iizere f € L? (E') olsun.

ﬂ(@z% / @dt:1 PAGI

T T—1
[t|>e |z—t|>€

kesik Hilbert doniigtimiinii g6z oniine alahm. Bu durumda A, sadece p ye bagh pozitif

bir sabit olmak {izere
() ||
(ii) € — 0 iken Hf 7

< A, |Ifll, saglanir.
P

— 0 olacak sekilde bir f € LP fonksiyonu vardir.
p
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(i)

7] < 4,151, sagtan

Teorem 4.1.2. 1 < p < oo olmak iizere f € L? (E') olsun, bu durumda

T =t =t [ [
|z—t|>e

hemen her yerde vardir.

Sonug 4.1.1. 1 < p < 0o olmak iizere f € L? (E') ise bu durumda

saglanir.

Sonug 4.1.2. 1 <p < oo, f € LP(E') ve q = £ olmak tizere g € L1 (L') ise bu

durumda
) +0o0 ~ “+oo
(i) [ fgdz= [ fgdx

+oo _ +oo
(i) | fodv=— [ fido

saglanir.

1 < p < oo olmak tizere f € LP (E') olsun. z = x + iy olmak iizere y = Im (2) > 0

iist yar1 diizleminde

400
F(z)= 1 Mdt

i t—=z
fonksiyonunu géz oniine alalim. ¢ nin bir fonksiyonu olarak (¢ — z)_1 her ¢ > 1 icin
L (E') e ait oldugundan Holder esitsizliginden integral sonludur ve boylece F (z)
tanmmhdir. Bundan bagka F'(z), iist yar1 diizlemde analitiktir. Gergekten, eger f (t)

sonlu destege sahipse bu durumda




ve

a

L Fetra)—F()] = f(t)i{ ! ! }dt

i t—2—Az t—2

—a

- % f(t)[(t_z_iz)(t—z)}dt

—a

saglanir. —a < t < a i¢in Az — 0 iken parantez icindeki ifadeler (t — 2) ™ ye diizgiin

olarak yakinsar. Buradan

a

py_ L[ _f®)
F (Z)_m'_[ (t—z)th

vardir ve Im (z) > 0 da F'(z) analitiktir. Genel bir f € L? igin

f@)y , Jtl<n
fa () =
0 , aksihalde
olsun. Bu durumda -
1 n (T
™ t—z

fonksiyonlarinin hepsi analitiktir ve n — oo iken Im (z) > 0 da her bir z nin yakininda

F (z) ye diizgiin olarak yakinsar. Buradan Im (z) > 0 da F (z) analitiktir.

Simdi z =z 4+ iy ve y > 0 ile

1 1 t—x+1y 1y r—t

t=z t—o—iy (-2l +y? (-2 g (-a)

elde edilir, boylece

1 1 1 1 —t ~
1 1 y2 LS ~ =P, (x—t)+iP,(z —t)
mt—z 7w (x—1t)"+y>? T (x —t)* 4 32

dir, burada P, () Poisson Cekirdegidir ve P, () Eslenik Poisson Cekirdegidir. Bu-
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radan
F(z)=F(z+iy) = /f (x —t) dt—i—z/f y (x—t)dt =U (z,y)+iV (z,y)

dir, burada U (x,%), f nin Poisson Integralidir ve V (z,y), f nin Eslenik Poisson
Integralidir.

Ozel olarak eger f reel degerli ise F'(z), y > 0 da analitik oldugundan U ve V nin
eslenik harmonik fonksiyonlar oldugu goriiliir. Bundan bagka 1 < p < oo olmak

tizere her f € LP (E') igin y — 0T iken

Ulz,y) = (f*By)(z) = f ()

dir. Buradan U (x,y) Poisson integrali y = 0 reel dogrusu iizerinde f (x) sinir sartiyla

iist yar1 diizlem icin Dirichlet Probleminin bir ¢oziimiidiir.
4.2 E" de Singiiler Integraller
4.2.1 Tek gekirdekler

Bu boliimde Hilbert dontisiimleri hakkindaki sonuglar1 E™ ye genigletecegiz. Bu
sebeple tek cekirdekli singiiler integraller bazen E™ de Hilbert doniistimleri olarak
adlandirilir. Bu teorideki temel caligma Mihlin, Calderon ve Zygmund tarafindan

yapilmigtir.

Bir K (z) cekirdegi, eger her A > 0 ve x € E” i¢in K (A\x) = A\*K () ise a. dereceden
(pozitif olarak) homojendir denir. Eger z # 0 ise 2’ ile z in ¥ = {z : || = 1} birim
kiiresi iizerindeki izdiistimiinii gosterecegiz. Yani 2’ = ‘ﬁ—| dir. Boylece eger K (z), .

dereceden homojen ise
o x « /
K (z) = [z]" K Tl = [z[" K (2)
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||

elde edilir. Q(z) = K (i> fonksiyonu sifirinci dereceden homojendir. Boylece
Q(z) = Q(2), X iizerinde bir fonksiyon olarak goz oniine alinabilir. 2 fonksiyonu

K cekirdeginin karakteristigi olarak adlandirilir.

Simdi f — f* K doniigiimiinii gbz oniine alalim, burada K (z), —« negatif dereceden

homojen ve f * K

(f*K)(:v)=/f(y)K(:c—y)dy

konvoliisyonudur. Buna gore agagidaki ii¢ farkli durum elde edeilir:
(i) 0 < a < m ise integral zayif singiiler integraldir.
(ii) a = n ise integral singiilerdir.

(iii) o > n ise integral hipersingiilerdir.

Tanmim 4.2.1.1. n > 1 olmak lizere £™ de

gekirdegini goz oniine alalim. Eger

(i) © sifirinci dereceden homojen, yani her A > 0 igin
Q(A\z) = Q(2)
(ii) Q birim kiire iizerinde sifir ortalama degerine sahip, yani

/Q(m')dm':O

by

ise K ya Calderon-Zygmund ¢ekirdegi veya kisaca C-Z ¢ekirdegi denir (Sadosky
1979).

Bir f(z) = (f * K) () singiiler integralini goz oniine alalm, burada K (x), —n.
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dereceden homojen ve integral esas deger anlamindadir.

Fa) = po [ $0) K (o= )dy= lim f.(a)
P = [ twKE-gd

|z—y|>€

alinsin, burada fe
K(z) , |z|>e¢
0 , aksi halde

olmak tizere f. = f % K. biciminde bir konvoliisyon olarak yazilabilir. Baslangic

olarak ¥ iizerinde Q) (z) = K (2') nin integrallenebilir oldugunu kabul edelim.

Lemma 4.2.1.1. 1 < p < oo olmak iizere f € LP(E") ve Q € L'(X) ise bu

durumda f, () hemen her yerde vardir.

Lemma 4.2.1.2. 1 < p < oo olmak iizere f € LP (E™) ve Q siirhi ise bu durumda

fe (x) her yerde vardir.

f(x) = 11_1% fo(z) nin varhgim elde etmek icin en azindan LP nin yogun bir alt
kiimesine ait fonksiyonlar icin
i) Qe L' (®)
(ii) [Q(2")d2' =0
5

oldugunu kabul edelim.

Teorem 4.2.1.1. 1 < p < oovel < a < 1icin f € LP, a dereceden Holder
sartim saglayan bir fonksiyon olsun ve €2, yukaridaki (i) ve (ii) sartlarim saglasin.
Bu durumda hemen her z icin f (z) = lir% f.(z) vardir. Ek olarak Q suurli ise bu

durumda f (z) her yerde vardr.

Ornek 4.2.1.1. n = 1 durumu
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Burada birim kiire {—1, 1} noktalarindan olugur, boylece sifir ortalama deger sartin-

dan dolay1
K () = Q(2') _ sgnx ¢

c =
] EI

buluruz, burada c bir kompleks sabittir. Bagka bir degisle E' deki singiiler integraller

Hilbert doniisiimiiniin skaler katlaridir.

Ornek 4.2.1.2. n = 2 durumu

Kutupsal bicimde E? nin noktalarmim z = re ile gosterilmesiyle

elde edilir, burada €2, 27w peryotlu periyodik ve integrallenebilirdir. €2 nin Fourier

serileri
o

Q) ~ Z cre™ = Y cpekf
k0
dir, ¢iinkii (ii) sartindan ¢y = 0 dir. Bu yiizden K nin Fourier serileri

1 )
K (z) ~ EE'cke’kG

olacaktir. Ozel olarak Kj (z) = GT# ¢ekirdeklerini elde ederiz, burada k sifirdan
farkli herhangi bir tamsayidir. k& = —2 alimmasiyla K (z) = z% cekirdegini elde
ederiz. Onun kargilik gelen

singiiler integrali Beurling doniisiimii olarak adlandirilir.

Ornek 4.2.1.3. n > 2 durumu
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Eger x = (21, ...,x,) € E" ise j = 1,2,...,n olmak iizere

M. Riesz gekirdeklerini elde ederiz. Karsilik gelen
f=Rif=[x*K,

singiiler integralleri (esas deger konvoliisyonlar1) Riesz doniisiimii olarak adlandirilir.

Simdi 1 < p < oo olmak iizere LP (E™) uzaylarinda f=fxK = liII(l) f. singiiler
integral operatorlerinin siirekliligini goz 6niine alacagiz, burada K, —n. dereceden
homojen bir tek fonksiyondur. Diger bir degisle 2 (—z') = —§ (2’) dir ki bu Q nin

3] iizerinde sifir ortalama degerine sahip olmasini gerektirir.

Teorem 4.2.1.2. 1 < p < oo olmak iizere f € LP(E™), Q tek ve X iizerinde

integrallenebilir olsun. Bu durumda
(i ||.
(ii) € — 0 iken Hf 7
(iii)

< B, [|f]l, saglanir.
p

— 0 olacak gekilde bir f € LP fonksiyonu vardir.
p

( pr < B, | f|| dir, burada B, = A, ||, || ve A,, M.Riesz Teoremi'nin sabitidir.

Genel durumda K ¢ekirdegini K (z) = 1 [K (z) + K (—2)] + 3 [K (z) — K (—2)] ola-

cak gekilde tek ve ¢ift kisimlarina ayrigtirabiliriz. Tek kisim igin Teorem 4.2.1.2 yi

kullaniriz. Cift kisim i¢in sonuclar daha sonra elde edilecektir.

Teorem 4.2.1.3. 1 < p < oo olmak iizere f € LP (E™) ve € ¢ift olsun. Ayrica
[Q(2)de’ = 0 ve Q € Llog" L(X) olsun. Bu durumda bir B, > 0 sabiti igin
)

Teorem 4.2.1.2 nin sonugclar1 saglanir. Burada

/yQ (/)| log™ |2 (/)] da’ < o0
b))

anlamina gelen ) € Llog® L (X) sart1 zayiflatilamaz. Ozel olarak Q € L' (%) yeterli
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degildir, fakat r > 1 olmak iizere Q2 € L" () kabulii yeterlidir (Neri 1971).

Ozel olarak degisken katsayilh kismi diferensiyel operatorlerle olmak iizere, cesitli
uygulamalarla baglantili olarak "degisken" cekirdekli singiiler integral operatorleri

tanimlamak kullanighdir:

burada Q (x, 2'), x e gore siirh olan E™ x 3 iizerinde bir fonksiyondur.
Q* (2") = sup|Q (x, 2")|
alinmasiyla Teorem 4.2.1.2 nin agagidaki genislemesini elde ederiz.

Teorem 4.2.1.4. 1 < p < oo olmak iizere f € LP (E") ve Q (x, %), 2/ nin bir tek

fonksiyonu olsun ve Q* (2), ¥ {izerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda

f(@) = / f ) K (2.2 — ) dy

lz—y|>e
hemen her yerde vardir ve
() ||
(ii) € — 0 iken Hﬁ—f

< B, || f]l, saglanr.
P

— 0 olacak sekilde bir f € L? fonksiyonu vardr.
p

(ii) Hf“ < B, |||, dir, burada B, = £, |||, ile verilir.
p

7 =1,2,...,n olmak iizere
x .
|z
Riesz doniisiimlerini ele alalim.

Lemma 4.2.1.3. Eger K (r) = —2 ise bu durumda K () = 7% dir, burada

|=|™
n+1
= _i% ile verilir.
2
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Yukaridaki lemmadan dolay1 eger Riesz doniigiimlerinin j = 1,2, ..., n olmak iizere

) = L vy Y
(B1) @) = ~pv. / =) ey

ile yeniden tanimlanmasiyla normalize edersek asagidaki sonucu elde ederiz:

Teorem 4.2.1.5. 1 < p < oo olmak iizere I, L? (E"™) de 6zdeslik operatoriinii

gostersin. Bu durumda
n
2
Z Rj=1
j=1

saglanir.
4.2.2 Cift gekirdekler

Bu kisimda Teorem 4.2.1.2 nin benzerini elde edecegiz. Bir g¢ekirdegin ve karsilik
gelen operatoriin aym harfle gosterilmesiyle bir K f = p.v. (K * f) singiiler integral
operatoriinii gbz oniine alacagiz, burada K (z) = Q (2') |z|™" bir ¢ift fonksiyon, Q, 2
tizerinde sifir ortalama degerine sahiptir ve basitlik igin ¢ > 1 olmak iizere 2 € L? (X))

oldugunu kabul edecegiz.
1 Z;
Rif =pv.(Rjxf)=—pov. | f*—7
v ]

(normallestirilmig) Riesz doniigiimleri ) Rjz f = f olacak sekildeki tek gekirdekli
j=1
operatorlerdir. Buradan bicimsel olarak

Kf=>Y RKf=) [Rj(R;K)f
j=1 J=1

saglanir, burada

1 ; 1 ;
Rij:;mTjH x (K (x)  f) :; (‘xfjﬂ *K(az)) * f

dir ve asagidaki Lemma 4.2.2.1 de bu son R;K ¢ekirdeklerinin tek ve —n. dereceden
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homojen oldugu goriilecektir. Buradan cift ¢ekirdekli K singiiler integral operatorleri

tek g¢ekirdekli operatorlerin carpimlarinin sonlu bir toplami olarak ifade edilebilir.

Simdi K () in yukaridaki kabulleri sagladigim goz éniine alalim ve f, = f* K, olsun,

burada
K (z) x| > €

0 , aksi halde

K (r) =

ile verilir.

Lemma 4.2.2.1. h(z) = (f *xg) (z), z € E" olsun. Bu durumda eger f ve g ikisi
de tek veya ikisi de cift ise h ¢ifttir, eger f ve g nin biri tek digeri ¢ift ise h tektir.
Eger f ve g sirasiyla a; ve as dereceden homojen ise bu durumda h, a; + as +n

dereceden homojendir.

Lemma 4.2.2.2. f € L'(E") ve 1 < ¢ < oo olmak iizere € L4 () olsun. Bu
durumda

Rj (Kcf) = (RiKe) * f

saglanir.

Lemma 4.2.2.3. K (z) = Q(2') |z| ™" ¢ift ve —n. dereceden homojen olsun. Ayrica
g > 1 olmak iizere Q € L7(X) ve ¥ iizerinde sifir ortalama degerine sahip olsun.
Jj € [1,n] sabit bir tamsay1 olsun. Bu durumda tek, —n. dereceden homojen ve
orijini icermeyen E™ nin herhangi bir kapali alt kiimesi {izerindeki L*° metriginde

e — 0 iken R; K. — K olacak sekilde bir K cekirdegi vardir.

Lemma 4.2.2.4. K ve K, Lemma 4.2.2.3 teki gibi olsun. Eger 1 < ¢ < 0o ise bu

durumda
) J |& @)
<I~( ) , € da kesik K olmak iizere, eger A, = RjK, — <I~( ) alirsak bu durumda A,

€

dr’ < Ay 19|, saglanur.

integrallenebilirdir ve

(ii) [[Acll, < Ay [12]], gergeklenir.
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Teorem 4.2.2.1. K (z) = Q(2') |z|™", ¥ iizerinde sifir ortalama degerli bir ¢ift
gekirdek olsun ve ¢ > 1 i¢in Q € L9(X) olsun. Eger 1 < p < oo olmak iizere
felr(E")ise f. = K.f = K, % [ yazariz, burada K,

K(z) , |z|>e€
0 , aksi halde

K () =

kesik cekirdegidir. Bu durumda
(i ||
(ii) € — 0 iken Hﬂ—f

» < Ay ||Q||q ||f||p saglanir.

— 0 olacak sekilde bir f € LP fonksiyonu vardir.
p

(i) |7]] < Anali€, 171, sagtamr

Yukaridaki teoremde ¢ > 1 igin Q € L7 (%) kabulii daha zayif Q € Llog™ L (X) sarti
ile degistirilirse (uygun sabitler ile carpilarak) yine gecerli kalir. Ornegin
@ 7], < 4 {10 @hog @1+ ab s,
D)
dir.

Teorem 4.2.1.2 ile yukaridaki Teorem 4.2.2.1 in birlestirilmesiyle bu bdéliimiin esas

sonucunu elde ederiz.

Teorem 4.2.2.2. (Calderon-Zygmund Teoremi) 1 < p < oo, f € LP(E™) ve
f. = K. * f olsun, burada K (z) = Q(z/) |z| ™", ¥ tizerinde sifir ortalama degerine
sahip ve ¢ > 1 i¢in 2 € L7 (X) dir. Bu durumda

(i ||.

(ii) € — 0 iken

» < Apg ”Q”q Hf”p saglanir.
— 0 olacak sekilde bir f € L fonksiyonu vardir.

fe - f
(iii) Hf” < Apq 19l 1 f1], saglanir (Neri 1971).

Ispat. (i) yi gostermek yeterlidir. f € C} olsun. K c¢ekirdegini
K = K’ + K" olacak sekilde onun ¢ift ve tek kisimlarina ayristirabiliriz, burada
K'(z) = (K (z)+ K ()] ve K" (z) = {[K (z) — K (—z)] dir ve ' ve Q" ile

karsihk gelen karakteristikleri gosterelim. Acgik olarak 7 tek ve X iizerinde in-
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tegrallenebilirdir. Ozel olarak ¥ iizerinde sifir ortalama degerine sahiptir. Dolayisiyla
Q' =0 —Q" de ayrica ¥ iizerinde sifir ortalama degerine sahiptir. Ayrica ¢ > 1 igin

Ve L1(X) dir. Simdi

|

dir. Teorem 4.2.1.2 den

f~€

SNE s fll, + K fll, = 1"+ 1
p

"< By [ /11, < Bog 12115 I1f 11, < Brag 1211, 1111

p

dir. Teorem 4.2.2.1 den

I' < cpg |11 1N, < cpg 121 1111,

dir. Boylece istenen elde edilmig olur.

Teorem 4.2.2.2 nin hipotezleri pek ¢cok uygulamada kullanigh olmaktadir. Eger sadece
Q" e LX) ve ¥ € Llog" L(X) ve ¥ iizerinde sifir ortalama degerine sahip ise

teoremin sonuclari yine gecerlidir.

Onceki sonucu su sekilde yeniden ifade edebiliriz: K, ¥ birim kiiresi iizerinde sifir
ortalama degerli ve ¢ > 1 ic¢in L7 (X) da 2 karakteristigi ile E™ de bir singiiler

cekirdek olsun. Bu durumda eger 1 < p < oo ise
];:Kf:p.v.(K*f):lirr(%(KE>!<f)zlin%fE

esas deger konvoliisyonu LP normunda bir limit olarak vardir ve L? (E™) de sirh

lineer bir operatordiir.
4.3 Singiiler Cekirdekler ve Onlarin Fourier Doniisiimleri

x € E™ olmak tizere k. (z) = ¢ "k (£) olacak sekilde bir k (z) fonksiyonu tanmm-

lamigtik. Simdi & () lokal integrallenebilir olsun. u € C§° olmak iizere V A > 0
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icin

veya diger bir degisle

(k(Az),u(z)) = (k(z),ux (2))

dir. Ozel olarak eger k (), m. dereceden (pozitif olarak) homojen, yani V A > 0 icin
k(Ax) = A"k (x) ise

A" (ks ) = (k (M) u () = (k (2) , ux (7))

elde ederiz. Daha genel olarak herhangi bir f € S’ tempered dagilimu icin IT, islemi
Vu e S icin
(I fyu) = (f,un) (4.3.1)

formiilii ile tanimlanir. Bu durumda eger f lokal integrallenebilir bir fonksiyon
ise (IIyf) () = f(\z) dir. Ayrica (4.3.1) den f € S iken II,f nin de S’ ne ait
oldugu agiktir. Bundan bagka f (Az) in bilinen Fourier déniigiim formiiliiniin agag-

daki geniglemesini elde ederiz:
F (I f) = )\_"H%F (f) (4.3.2)
Ispat. Tamm 3.3.5.1 ve yukaridaki (4.3.1) tammundan V v € S icin
(F () u) = (I f. ) = (f, A" TLa)
saglanir, benzer sekilde
ATLLF (f) u) = (fu(Az)) = (f,A"T114)
oldugu goriiliir. Dolayisiyla

(F(ILf) u) = (AL F (/) )
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elde edilir. Buradan (4.3.2) elde edilir.

Tanmmm 4.3.1. S deki bir f dagiimma eger II,f = A™f ise m. dereceden bir

homojen dagilimdir denir.

Eger f(x) = f (|z]) ise f ye radyal (veya kiiresel simetrik) fonksiyondur denir. Bir

radyal fonksiyonun Fourier déniigiimii yine bir radyal fonksiyondur (Neri 1971).

< a < nven > 2 olmak iizere |x|”“ lokal integrallenebilir fonksiyonunu goz

N3

oniine alalim ve onun Fourier doniigtimiinii hesaplayahm. |z|™ y1 || = f + ¢
olacak sekilde iki fonksiyonun toplamina ayiralm. Burada f, || min {z : |z| < 1}
kiimesine, ¢ ise |z|”* nm {x : |z| > 1} kiimesine kisitlamgidir. o < n oldugundan
f € L' ve @ > % oldugundan g € L? olmahdir. Gergekten f fonksiyonu icin v < n

oldugundan

1 1

I = / lz| " dx = /da/r“r"ldr = c/r”“ldr < 00

|z[<1 )y 0 0

gergeklenir. Burada c¢ birim kiirenin yiizey alamdir. g fonksiyonu ig¢inde o > %

oldugundan

o0 o0
I, = / ]x|_2°‘ dor = /da/r_2ar"_1dr = c/r”_2a_1dr < 00
> 1 1

|z|>1

saglanir. f € L! oldugundan Riemann-Lebesgue Teoremi’nden f sinirh ve siireklidir.
g € L? oldugundan Parseval formiiliinden ¢ da L? de bir fonksiyondur. Dolayisiyla
F (|x\_a) = f + ¢ smurh, siirekli bir fonksiyon ile L? ye ait bir fonksiyonun toplami
olan lokal integrallenebilir bir fonksiyondur. Bundan bagka |x|™® lokal integral-

lenebilir oldugundan

Oy x| = |Az| " = A" |z|* (4.3.3)
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saglanir. (4.3.2) formiiliinden
F (I |z] %) = ATMILE (J=|~%)
olur ve (4.3.3) formiiliinden de
F (I |z| ™) = A7F (|z| %)

elde edilir. Bu iki esitligin birlegtirilmesiyle

veya esdeger olarak % nin A ile degistirilmesiyle
ILF (Jz|™%) = X*7"F (=] ) (4.3.4)

elde edilir. Boylece F (|z|™), (o —n). dereceden homojen bir fonksiyondur. Ek
olarak |z|™* radyal oldugundan F (|z|™") bir radyal fonksiyondur. Sonug olarak
(a —n). dereceden homojen bir radyal fonksiyon olan F (|z|™) bir ¢, kompleks
sayisl i¢in

F(lz]") (&) = cale]™™ (4.3.5)

biciminde olmalhdir. Simdi ¢, sabitini hesaplayalim. el € S ve

F(e ™= (¢) = e ™6 oldugundan Plancherel Formiilii ve (4.3.5) in kullanilmasiyla
(|7 ey = e (je]o ™, e el (4.3.6)

- I .. . N b :
elde edilir. ¥ = {2 : |z| = 1} birim kiireyi, w,, ¥ nin yiizey alanmi, 2’ = T in
Y. iizerindeki izdiigiimiinii ve dz’ de X iizerindeki yiizey elemanim gostersin. r = |z|,

dx = r"tdrda’ kutupsal koordinatlarin kullanilmasiyla
<’x‘—a 77r|:1:\ /’x‘—a —7|x| dZE_/diU/ —r? rn 1— e dr
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2

elde edilir. Buradan 7r® = u ise dr = ﬁdu = %7‘(‘71/ 2u12du degisken degistirmesi

yapilirsa
1 a—n n—o

/dx'/e_“’"Qr”_l_adr = GUWaT 2 /e‘“u z Ldu

) 0 0
oldugu goriiliir. T'(s) = [ e “u* 'du Gamma fonksiyonunun kullanilmasiyla

0
—a —7T|1,“2 1 a—n n—uo
(||~ e ) = g WnT 2 r 5 (4.3.7)

elde edilir. Benzer sekilde

1
call€l* ™ e = o Junm =T (3) (4.38)

olur. (4.3.6) dan dolay1 (4.3.7) ve (4.3.8) nin esitlenmesiyle

(4.3.9)

elde edilir. Boylece agsagidaki sonug ispatlanmig olur:

Onerme 4.3.1. Egern > 2 ve 2 < a < nise|z|” fonksiyonunun Fourier doniistimii

F(Jz| ) (&) = cal€|*™

ile verilir, buradaki ¢, sabiti yukaridaki (4.3.9) ifadesi ile verilir.
Ek olarak (4.3.4) formiiliinii veren diisiince agagidaki sonucu verir:

Onerme 4.3.2. Herhangi bir « reel sayis1 icin —a. dereceden homojen bir dagilimin

Fourier doniigiimii (v — n) . dereceden homojen bir dagilimdir.

Simdi n > 1 olmak iizere E™ de lokal integrallenemeyen bazi cekirdekler iizerinde
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calisalim. Ilk basta belirttigimiz notasyona gére —n. dereceden homojen bir cekirdegi

bi¢iminde yazabiliriz, burada x’ = %, Y} birim kiiresine aittir ve k ¢ekirdeginin karak-
teristigi olarak adlandirilan €2 fonksiyonu k£ nin 3 ya kisitlanmigidir. Boyle herhangi

bir k£ g¢ekirdegi icin k£ nin esas degeri olarak adlandirilan p.v.k dagilim

(pv.k, f) =lim k(z) f (z)dx

e—0
|x|>€

ile verilir. Bicimsel olarak bu p.v.k dagilimi ve 0 < € < 1 olmak {izere

(Kf) (@) = po. / k(e —y) f (v) dy

= lim k(z—y) f(y)dy

e—0

|lx—y|>e€

= lir% (ke * f) () (4.3.10)
ile verilen konvoliisyon tipinden bir K operatoriinii birlestiririz, burada

k(z) , |z|>e€
0 , aksihalde

ile verilir. Kesilimden dolay1 eger ) karakteristigi 3 iizerinde integrallenebilir ise k.,

cekir-dekleri lokal integrallenebilirdir.
Bu operatorlerin f fonksiyonlarinin yeterince genis bir sinifi i¢in var olmasi ve boyle
siniflar iizerinde sinirh operatorler bulabilmek igin singiiler ¢ekirdekler iizerine agagi-

daki sartlar ytiikleriz:

Tanim 4.3.2. Bir k (z) = Q(2/) |z| ™" fonksiyonuna
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(a) k, ¥ tizerinde sifir ortalama degerine sahip; yani

/k:/ﬂ(m’)dm’zo

(b) ¢ > 1 olmak iizere Q € L7 (X)

sartlar1 saglanirsa singiiler konvoliisyon-cekirdek denir.

Tanim 4.3.3. Bir singiiler konvoliisyon gekirdegine (4.3.10) ile karsihik gelen K

operatorii bir singiiler konvoliisyon-operator olarak adlandirilir.

1/q

o), = / ()] do’
>

yazalim. Singiiler konvoliisyon-operatorlerle ilgili olan agagidaki sonu¢ Calderon ve
Zygmund’un singiiler integral operatorler teorisi i¢in baglangic noktasi tegkil etmek-

tedir.

Teorem 4.3.1. 1 < p < oo olmak iizere f € LP (E™) ve f. = ke * f olsun, burada k.
bir £ singiiler konvoliisyon-cekirdeginin kesilimidir. Bu durumda f ve ¢ dan bagimsiz
bir A > 0 sabiti i¢in
i |%

P
baghdir.
(ii) € — 0 iken { fe}, LP de bir Cauchy dizisidir.
(iii) Eger { fe} nin L? normundaki limiti f = K f ise

< Alfl, dir, burada A = A,,[|2|, ve A,, sadece p,q ve n boyutuna

|7l <A,

saglanir.
Bu teoremin ispati Teorem 4.2.2.2 nin ispatimin bir benzeridir ve burada tekrar

edilmeyecektir.

Teorem 4.3.1 e gore 1 < p < 0o olmak {izere singiiler konvoliisyon-operatorler
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fe = ke * f kesik konvoliisyonlarimin L? normundaki limitleri olarak vardir. Ayrica

f — K f operatorleri LP (E™) de sinirli lineer doniigtimler tanimlar.

Lemma 4.3.1. k(z) = Q(2')|z|™" bir sitingiiler konvoliisyon-gekirdek olsun. Bu

durumda u € ®© olmak iizere

(pv.k,u) = 11_1% k(x)u(z)dx

|x|>€

ile verilen p.v.k lineer fonksiyoneli vardir ve bir dagilimdir (Neri 1971).

Ispat. u € © olmak iizere

/k(aj)u(aj)dm: / +/:1+11

|z|>e 1>]z|>e  |z|>1

olsun. % + ? = 1 olmak tizere Holder egitsizliginden

1/q
11| = /k(:c)u(:c)da: < /|k:(:c)|qd:c el
z|>1 z|>1
dir. Burada -
1
[ erar= [lo@ra [ L <o
|z|>1 ) 1

dir, giinkii ¢ > 1 oldugundan ng —n > 0 dir ve Q € L7 (%) dir. Sonug olarak /7

sonludur. 2 nin sifir ortalama deger sartindan dolay1

[ ko= [owar [,

r
1>|z|>e b)) €

dir. Boylece

I= / k(@) [u(2) — u (0)]dz = / g (2)dz

1>|z|>e€ 1>|z|>e

yazabiliriz ve ¢ — 0 alabiliriz, ¢iinkii g (z) birim kiire iizerinde mutlak integral-
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lenebilir oldugundan integral yakinsaktir. Gergekten, eger ¢, v nun birinci mertebe-

den tiirevleri icin bir sinir ise
1—
lg ()] < | (a")] ||

dir. Buradan Q € L?(X) C L' (¥) oldugundan

1

/ Ig(x)ld:cgc/|9(x’)|da:’/dr<oo

|z|<1 2 0

dir. Buradan
k(z) , |z|>e€

0 , aksihalde

alinmasiyla V u € © i¢in € — 0 iken (k¢,u) — (p.v.k,u) oldugu ispatlanir.
12, = f]Q ") dz' ve bir 0 < 6 < 1 igin

olsun. K kompakt olmak iizere eger (suppu) C K ise

(e, ) / / — w(0)]rtdrda’

elde edilir.

5
||

ou

(e, u)] < e |2 D sup p.
j=1 ° J

elde edilir. Buradan e — 0 alinmasiyla

ou

(k] < a2, Y- s 5

sonucu elde edilir. Bu egitsizlikten eger {u,,}, m — oo iken © de 0 a yakinsiyor ise
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bu durumda (p.v.k, u,,) — 0 oldugu goriiliir. Sonug olarak p.v.k bir dagilhimdir.

Asgagidaki teorem p.v.k ve onun Fourier doniigiimii iizerinde 6énemli bir ek bilgi ver-

mektedir.

Teorem 4.3.2. Eger k (z) = Q(2')|z|™" bir singiiler konvoliisyon-cekirdek ise bu
durumda p.v.k (x) bir tempered dagilimdir ve F (p.v.k), ¥ lizerinde sifir ortalama
degerli, sifirmci dereceden homojen sinirh bir fonksiyondur. Ek olarak V f € ® igin
() Kf = (po-k) + f

(i) F(Kf) = F (pk) F (f)

elde edilir (Neri 1971).

Ispat. | = (p.v.k) (1 + ]33\2)71 in bir tempered dagilim oldugunu gostermek yeter-
lidir. Gergekten bu saglamrsa (p.v.k) =1 (1 + |x\2) yine bir tempered dagilhm olur.
I, I nin {z : |z| < 1} e kisitlamist ve Iy de [ nin {z : |z| > 1} e kisitlamigi olmak iizere
[ nin | = l; + I bigiminde yazilmasiyla [; in kompakt destekli bir dagilhim oldugu
goriiliir. Buradan ®, C S oldugundan [; tempered dagilimdir. Diger taraftan
lz| > 1ic¢in lh = k(z) (1+ |x|2)_1 dir ve kutupsal koordinatlarin kullanilmasiyla
q>1igin Q € L1(X) C L' (¥) oldugundan

o0

/ Ik (z)] (1+\x!2)1dx—/|Q($’)\da:’/rirr3 <

|2 >1 1

elde edilir. Diger bir degisle /> integrallenebilir bir fonksiyon ile ¢akisir ve buradan
ayrica bir tempered dagilimdir. Sonug olarak (p.v.k) bir tempered dagilimdir. (i)
formiilii K f in (4.3.10) tammimin ve ® deki fonksiyonlar ile S’ C ®' nin eleman-
larinin konvoliisyonu taniminin direkt bir sonucudur. Eger Boliim 3 iin sonuclarini
ve Teorem 3.3.4.3 iin (iii) formiiliinii goz oniine alirsak (i)=-(ii) yi gostermek zor

degildir.

Simdi F (p.v.k) nin istenen 6zelliklere sahip oldugunu gosterelim. Eger f € ® C L2

ise bu durumda p = 2 alarak Teorem 4.3.1 in kullamilmasiyla K f € L? elde ederiz
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ve buradan (ii) den F' (K f) = F (p.v.k) F (f) ayrica L? dedir. Verilen herhangi bir
C' C E™ kompakt kiimesi i¢in F'(f) asla sifir olmayacak sekilde bir f € © secelim
ve C iizerinde F (f) F (p.v.k) = F(Kf) olsun. Bu durumda F (f) F (p.v.k) € L?
ve ﬁ, C {izerinde siirh oldugundan F (p.v.k) € L* (C) oldugu goriiliir. Buradan
F (p.v.k), L* de lokal integrallenebilir bir fonksiyonla gakigir. (ii), L? de Parseval

Formiilii ve Teorem 4.3.1 den her f € ® igin

1 (pv-k) E (Nl = I1F (Kl = 1K flly < Allfll
sonucu elde edilir. Buradan her f € ® icin
1 (pv-k) E ()l < ANE (Pl (4.3.11)

dir. Fakat F' (D), L? de yogun oldugundan (4.3.11) formiilii F' (p.v.k) mn L™ a ait

olmasini gerektirir.

k(x), —n. dereceden homojen oldugundan p.v.k min —n. dereceden homojen bir
dagihim oldugunu goérmek kolaydir. Buradan Onerme 4.3.2 den dolay1 F (p.v.k) nm

sifirinci dereceden homojen bir dagilim oldugu goriiliir. Yani her A > 0 i¢in
ILF (p.v.k) = F (pu.k)

dir. Fakat F (p.v.k), L™ da bir fonksiyon oldugundan lokal integrallenebilirdir ve

boylece her u € ® icin
(F (pv.k),u)y = (ILF (pv.k),uy = (F(pv.k),uy) = (F(p.v.k) (A\x),u)
oldugu goriiliir. Buradan her bir A > 0 i¢in, hemen her x igin
F (pv.k)(\x) = F (pv.k) (x) (4.3.12)

elde edilir. Burada (4.3.12) esitliginin saglanmadigi = noktalarinin kiimesi A dan

bagimsizdir.
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Iddia. F (p.v.k) fonksiyonunu her z # 0 ve her A > 0 icin (4.3.12) saglanacak sekilde

bir metotla sifir 6lgiilii bir kiime iizerinde degistirebiliriz.

Ispat. h = F (p.v.k) almip h (z) in ol¢iilebilirligi gerceginin kullanilmasiyla (4.3.12)
den h (A\x) = h () esitliginin £" x (0, co) daki hemen her (z, ) noktas i¢in saglandig
goriiliir. Pozitif lineer 6l¢iiye sahip A nin degerlerinin bir kiimesi iizerinde

h (\x) # h(x) olacak gekildeki x noktalarmin kiimesi Z ile gosterilsin. E™ x (0, o)
tizerinde hemen her yerde h (Ax) = h(x) oldugundan Z sifir 6lgiiye sahip olmak
zorundadir. Fakat bu durumda Fubini Teoremi'nden bir p > 0icin ¥, = {z : |z| = p}

kiiresi ile Z nin kesigimi sifir yiizey olgiisiine sahiptir. Bu p sabiti ile

h(p‘i—') : x%Ovep%géZ
0 , aksi halde

h* (x) =

tamimlamir. Agik olarak h* (x) olgiilebilir ve sifirinci dereceden homojendir. Simdi

hemen her yerde h* = h oldugunu gostermeliyiz.

x # 0, 2, = p7 € Xy olsun. Eger z, ¢ Z ise bu durumda h* (z,) = h(z,) dur.
Buradan X, N Z sifir ytizey olgiistine sahip oldugundan ¥ tizerinde hemen her yerde
h* = h dir. Bundan bagka her A > 0 icin A* (Az,) = h* (z,) = h(x,) dur ve hemen
her A > 0 i¢in h(z,) = h(Az,) oldugundan hemen her yerde h* (z) = h (z) sonucu

elde edilir. Buradan iddia ispatlanir.

F (p.v.k) mn sifirmc dereceden homojen, sinirh bir fonksiyon oldugunu gostermigtik.
Simdi F' (p.v.k) nin ¥ birim kiiresi iizerinde sifir ortalama degerine sahip oldugunu

.. . / .o . .
gosterelim. § iizerinde F' nin tanimindan

(F k), e ) = (puk,ee)

dir, boylece
/F (pv.k) (&) ™ d¢ = lim k (x) el dy

e—0
|z|>e€
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dir. Fakat €2, ¥ tizerinde sifir ortalama degerine sahip oldugundan

/ k(z) e ™ dy = /Q(a:’) d:z:'/rle”?dr =0
|z|>€ P €
dir. Sonug olarak
L/ﬁF(pﬂLk)(f)eﬁfﬁdfzzO (4.3.13)

dir. Diger taraftan p = [¢] ve £’ = % olmak tizere

[Fom© e ic= [ Fpony€)de [
5 0
dir, burada son integral pozitiftir ¢iinkii integrant pozitif integrallenebilir bir fonksi-

yondur. Buradan (4.3.13) den dolay1

/F@ﬂ@:o

by

buluruz. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 4.3.3. k € C®(E}), —n.dereceden homojen ve ¥ iizerinde sifir orta-
lama degerine sahip olsun. Bu durumda C* (Ef) ye ait olan F (p.v.k) = h sifirinct
dereceden homojen ve ¥ iizerinde sifir ortalama degerine sahiptir. Kargit olarak,
eger h € C™ (E}) sifirinci dereceden homojen ve ¥ iizerinde sifir ortalama degerine

sahip ise bu durumda yukaridaki gibi bir k i¢in h = F (p.v.k) dir.

Ispat. Teorem 4.3.2 den h smirl, sifirmer dereceden homojen ve ¥ iizerinde sifir
ortalama degerine sahip bir fonksiyondur. Bu yiizden ilk sonucu elde etmek icin

h € C* (E}) oldugunu ispatlayalim. Herhangi bir 7' tempered dagilimi i¢in

F(é%mﬂ):_%iﬁun
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oldugunu gormek kolaydir. Sonug olarak

_xjﬁixiF (pvk)=F (8i [z; (pvk)]) (4.3.14)

Zj

dir. Simdi her v € © igin basitlik agisindan u = @ reel alinmasiyla

0 ou . ou
<(9_ [z; (p.v.k)] ,u> =— <p.v.k,xia—xj> = —lim k (x) xia—xjdx

e—0

L
|z|>e

oldugu goriiliir. Iika% + <% [xlk‘]> u= 8%7_ [(z;k) u] oldugundan eger
(suppu) C {z: |z| < R} ise bu durumda € < |z| < R bolgesi iizerinde Gauss For-

miilii’niin uygulanmasiyla

| s lahyide == [ ak@u) o,

|z
|z|>e |z|=€

oldugu goriiliir, burada do., || = € kiiresi iizerinde yiizey elemanidir ve buradan

— / k () xi%dx = / (% [k (:z:)]) u(x)dr + / zik (z) u(x) ’9;—1010E

J
|| >e€ |x|>e |x|=€

dir. € — 0 iken son integral bir ¢ sabiti i¢in cu (0) a gider. Buradan

%, 0
ar, [z; (pv.k)] = s [v:k] + 6 (4.3.15)

formiilii elde edilir, burada ¢ Dirac 6lgiisiidiir. F' (§) = 1 oldugundan (4.3.15) te

Fourier doniigiimiiniin alinmasiyla ve (4.3.14) iin kullanilmasiyla

0 0
—ajja—xiF (pv.k)=F (p.v.a—xj [mﬂc]) +c (4.3.16)

sonucu elde edilir.

k € C* (E}) ve —n. dereceden homojen oldugundan agik olarak % [z;k] fonksiyonu
da bu ozelliklere sahiptir. Bundan bagka, bu fonksiyonun k£ da oldugu gibi birim

kiire iizerinde sifir ortalama degerine sahip oldugunu goriiriiz. Ashnda kutupsal
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koordinatlarin kullanilmasiyla

/ (a% mm) (2) dz = (log 2) 2/ a% (23] da’

1<|2]<2

oldugu goriiliir. Ancak, Gauss Formiilii'nden ilk integral

x; x;
ZL’@k’ (.Z’) —JdO'Q — / IEZ]{Z (LE) —de'l =0
/ || |z
|x|=2 |z|=1
dir, ¢iinkii integrant (1 —n). dereceden homojen oldugundan buradaki iki integral

esittir. Buradan

0 :
b

dir. Simdi Teorem 4.3.2 den F <p.v.% [a:lk]> simirh bir fonksiyondur. Fakat bu
durumda (4.3.16) dan dolay: %F (p.v.k) nin z; # 0 olacak sekildeki biitiin kompakt
kiimeler iizerinde sinirh bir fonksiyon ile cakistigi goriiliir. Ustelik bu her bir

Jj = 1,...,n i¢in saglanmak zorunda oldugundan %F(p.v.k) nn B} = E" — {0}

iizerinde lokal olarak siirli bir fonksiyon ile cakistigr goriiliir.

Bu diisiincenin tekrar edilmesiyle |a| > 0 olmak iizere her bir « kath-indisi igin

olal olal
—a (2% (p.v.k)] = p.v. Ia\ [2%k] + cod
Ox; Ox;

olacak sekilde bir ¢, sabiti vardir ve

@ o] lat]
(_1)|al xlja\ (%) F(pv.k)=F (% [z (pvk)]) =F <p.v.aia| [x“k:]) + Ca

J J

dir. Bu durumda onceki gibi ispat edilmesiyle 8'?;“ [z*k] mn Teorem 4.3.2 nin
hipotezlerini saglayan bir ¢ekirdek oldugu goriiliir. Buradan (a%)aF (pv.k), EY

nin her kompakt alt kiimesi iizerinde sinirl olan bir fonksiyon ile cakigir. Buradan
F(puv.k) € C®(E}) elde edilir ve onun tiirevleri negatif derecelerden homojen-

lige sahip olduklarindan orijinin herhangi bir acik komgsulugunun tiimleyeni {izerinde
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sinirll olmalidirlar.

Kargit olarak h € C* (EY) sifirinc1 dereceden homojen ve ¥ iizerinde sifir ortalama
degerine sahip olsun. F' (p.v.G) = h olacak sekilde yukaridaki k ile ayni 6zelliklere
sahip bir G fonksiyonu bulmaliyiz.

h, sifirinc1 dereceden homojen bir tempered dagilim oldugundan F' (H) = h olacak
sekilde —n. dereceden homojen bir H tempered dagilimi vardir. Bu durumda her bir

j=1,...,nicin
an
ox”

J

h = (2mi)" F (&7 H) (4.3.17)

oldugunu gérmek kolaydir. Diger taraftan a‘i—nnh € C* (EY), —n. dereceden homo-
J

o | ot
— | ===
Oz, lﬁxgll ]

bigiminde yazilmasi ve 1 < |z| < 2 iizerinde integre edilmesiyle ispatin baginda

jendir ve onun

kullanilan diisiinceden dolay1 ¥ iizerinde sifir ortalama degerine sahip oldugu goriiliir.

Boylece Lemma 4.3.1 ve Teorem 4.3.2 den dolay1

. h
pv@x

j
bir tempered dagilimdir. Ayrica,

n "

h v.—h
63:? ve pv 093}1

orijinde destekli bir dagihim kadar farklidir. Sonug olarak Lemma 3.2.5.2 den dolay1

bir m > 0 igin
o" a"
= p.v. @ 4.3.1
ax’-‘h pv@x’?h+ E ca D6 (4.3.18)

J J o] <m

elde edilir. (4.3.17) ve (4.3.18) de ters Fourier doniisiimiiniin alimmasi ve sonuglarin
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karsilagtirilmasiyla

aTL
AN () _ -1 a
2mi)""H = F <p.v.8$?h) + %: Caé (4.3.19)
elde edilir. Fakat —n. dereceden homojen bir tempered dagilimin ters Fourier doniisii-
mii olan (4.3.19) un sag tarafindaki ilk terim sifirmci dereceden homojendir. &7 H
da ayrica sifirinci dereceden homojen oldugundan (4.3.19) daki polinom bir sabit

olmalidir. Boylece

(2mi)" &PH = F~* (p.v. 0 nh) + co (4.3.20)
ox’

dir. Bundan bagka %h € C™ (EY) ve X iizerinde sifir ortalama degerli —n. derece-
den homojen oldué;unjdan ve F' ve F~! 6zdes ozelliklere sahip oldugundan (4.3.20) ve
bu teoremin daha énce ispatlanan kismindan & H m C* (Eg) ye ait oldugu ve sifirinc
dereceden homojen smirl bir fonksiyon oldugu goriiliir. Buradan j = 1,...,n keyfi
oldugundan ve &7 ile boliinmesiyle H nin —n. dereceden homojen bir G € C*° (Ey)

fonksiyonu ile £ iizerinde gakistig1 sonucuna varilir. Daha sonra GG nin ¥ {izerinde

sifir ortalama degerine sahip oldugunu gosterecegiz. u € ® yi

u>0 , 1<|z]<2

0 , 1>]z[>2

olacak gekilde bir radyal fonksiyon olarak secelim. Bu durumda G nin tanimindan

(H, ) :/G(:p)u(:p)dx:c/G(x’)dx’

oldugu goriiliir, burada ¢ = [u (r)r~'dr > 0 dir. Diger taraftan H = F'~' (h) ve h

1
sifirci dereceden homojen oldugundan
(Hyu) = (F" (k) ,u) = (h, F" (u)) = / [F~u] (r) r”_ldr/h (z')dx' =0
0 b

dir, ¢iinkii F~! (u) yine bir radyal fonksiyondur ve h, Y {izerinde sifir ortalama

degerine sahiptir. Buradan G, ¥ iizerinde sifir ortalama degerine sahiptir.
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Son olarak H — p.v.G dagilimi orijinde destege sahip oldugundan onun h — F' (p.v.G)
Fourier doniisitimii bir polinomdur ki o bir sabit olmalidir. Ciinkii hem A hem de
F (p.v.G) smirh fonksiyonlardir. Bundan bagka bu sabit sifir olmalidir, ¢iinkii ~ ve
F (p.v.G) nin her ikiside ¥ iizerinde sifir ortalama degerine sahiptir. Sonug olarak

h = F (p.v.G) dir, burada G istenen biitiin 6zelliklere sahiptir.
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5. W™P SOBOLEV UZAYLARI

Bu kisimda Sobolev uzaylarini ve onun bazi énemli 6zelliklerini tanitacagiz. Sobolev

uzayinin tanimini vermeden 6nce zayif tiirev kavramini verelim.
5.1 Zay:f Tiirevler

f € L}, olsun. « herhangi bir katl-indis olmak iizere, eger V u € D igin

/ f () Du () dz = (1) / 0o () u (2) de

1

i fonksiyonu f nin a. zayif veya dagihmsal tiirevi olarak adlandirihir ve

ise g, € L
go = D°f olarak yazilir. D*f € L} oldugundan sifir Lebesgue 6lgiilii kiimeler
tizerinde degistirilebilirdir. Bu kiimelerin disinda D* f tektir. Eger f klasik anlamda
bir siirekli D*f kismi tiirevine sahip olacak bicimde yeteri kadar diizgiin ise bu

durumda D®f aym zamanda f nin bir zayif tiirevidir. Tabii ki D“f klasik anlamda

var olmadan zayif anlamda var olabilir.

Ornek 5.1.1. E' de f () = |z| fonksiyonunun zayif tiirevi

1, >0
sgnx = 0 , =0
-1, <0

fonksiyonudur.

Ornek 5.1.2. E'de f (z) = sgnz olsun. Kabul edelimki g € L} _(E"), f (z) = sgnz

loc
in zayif tiirevi olsun. Kismi integrasyon ile her u € ® (E') icin
[ g(x)u(z)de = 2u(0) elde edilir. Keyfi bir ¢y € © (E') ile u(z) = 29 () aln-
El
masiyla [ zg(z) 1 (x) dz = 0 oldugu goriiliir. Boylece hemen her yerde g = 0 dir ki

Bl
bu bir geligkidir. Dolayisiyla f (z) = sgnz in E' de zayif tiirevi yoktur.
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3. Boliimde V p > 1 icin L? nin biitiin tempered dagihmlarm S’ uzayimn bir alt
uzay1 gibi degerlendirilebilecegini gordiik. Buradan LP deki fonksiyonlar dagilimlar
anlaminda diferensiyellenebilirdir. Boylece V u € ® i¢in g, € LP fonksiyonlar: vardir

oyleki
<Daf7 u> = (_1)|a| <fa Dau> = <ga7u>

anlaminda D® f zayif tiirevleri de ayrica LP ye ait olan bu f € L? fonksiyonlarini g6z

oniine alalim. Boylece dagilimsal olarak D*f = g, € LP dir.

Tanim 5.1.1. 1 < p < oo ve m negatif olmayan bir tamsay1 olsun. Bu durumda
Sobolev uzay1, |a| < m olacak gekildeki her o kath-indisi i¢in D®f zayif tiirevleri
de ayrica LP ye ait olan biitiin f € LP fonksiyonlarinin siifi olarak tanimlanir ve

Wmr = WmrP (E") ile gosterilir.

W™P gimifi
1/2
1y = > IDfI 1 <p<oo
0< o <m
e = max 101

normu ile donatilir.

Acik olarak W™P, LP nin bir lineer altmanifoldudur ve W% = LP dir. Ayrica
yukarida tanimlanan || f[],,  lineer fonksiyonelinin gergekten W™? lineer uzay: i-

zerinde bir norm oldugunu gormek kolaydir.

Y IDfl,  ve  sup DI,

la|<m la|<m

fonksiyonelleri W™® sinifi iizerinde esdeger normlardir. Her 0 < 7 < m icin
WmP c WP C LP dir, burada kapsamalar siireklidir, ¢iinkii V f € W™? icin
1AL, < £, < ., div. Wo™?, WP uzaymda Cg° un kapamst olarak tanimlanir

ve ayn1 normla donatilir. Eger 1 < p < oo ise C§°, L” de yogun oldugundan
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Wy? = L dir.
Teorem 5.1.1. V p > 1 ve m pozitif tamsayilar1 i¢cin WP bir Banach uzayidir.

Ispat. {f.}, W™ de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda normun tanimmdan
0 < |a| < m igin {D%f,}, LP de bir Cauchy dizisidir. Ozel olarak {f,}, L? de bir
Cauchy dizisidir. L? tam oldugundan n — oo iken L? normunda 0 < |a] < m igin
fn — go ve D*f, — g, olacak sekilde gy € L? ve g, € L” fonksiyonlar1 vardir.
L C Lj,. oldugundan f, bir dagihm tammlar. Herhangi bir u € D i¢in Holder

esitsizliginden
[ (frs 1) = (g0, u)| < / [fn (2) = g0 ()| |u (z)] de < [Jull, |[fn = goll,

elde edilir, burada p’, p nin eslenik {issiidiir. Buradan her v € ® i¢in n — oo iken
(fn,u) — (go,u) dir. Benzer sekilde her u € © igin (D* f,,, u) — (gq, u) dir. Buradan

her u € ® igin
(D fy ) = (=1)*N(fo, D*u) — (=1)* (g, D*u) = (D"go, u)

dir. Buradan 0 < |a| < m igin D%y = g, € LP oldugu goriiliir. Boylece gg € WP

olur. 1}13)10 |fn = 9ol ,,,, = 0 oldugundan W™ uzay1 tamdur.

| K (x) dz = 1 olacak sekilde verilen bir K (x) € L' fonksiyonu i¢in € > 0 olmak iizere
K. (z) = e"K (f) alimmasiyla K. () in agagidaki ozellikleri sagladigini gérmek
kolaydir:

(a) V eicin |K ||, = || K||, saglanir.

(b) [ K. (z)dx = 1 gergeklenir.

(c) Herhangi bir a > 0 i¢in € — 0 iken [ |K, (x)|dx — 0 elde edilir.

|z|>a
Bundan dolay1 1 < p < oo olmak {izere, eger f € L? ise

(f*Ke)(x):/f(y)Ke(x—y)dy
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konvoliisyonlar1 ¢ — 0 iken LP normunda f ye yakinsar (Neri 1971). 1 < p < o0
olmak tizere L” deki kompakt destekli fonksiyonlarin L? de yogun oldugunu biliyoruz
ve ayrica kompakt destekli f € LP ve g € © ler igin f * g konvoliisyonu ® ye aittir.

Sonug olarak onceki gergeklerden agagidaki sonug elde edilir.

Onerme 5.1.1. 1 < p < oo olmak iizere f € L? ve K (z) € ® igin [ K (z)dz = 1
olsun. Eger K, (z) = ¢ "K (f) ise bu durumda f * K. konvoliisyonlar1 ¢ — 0 iken

L? normunda f ye yakinsar. Ayrica her sonlu p > 1 i¢in ®, LP de yogundur.
Teorem 5.1.2. Eger p sonlu ise ©, W™? de yogundur (Neri 1971).
Ispat. f € W™P icin

he(x)=(f*Ke>(x)=/f(y)Ke(w—y)dy

konvoliisyonlarini goz oniine alahm, burada K, (z) = ¢ "K (f), K(z) € © ve
[ K (z)dx = 1 olsun. Onerme 5.1.1 den ¢ — 0 iken L? normunda h, — f oldugunu
biliyoruz. Her « kath-indisi i¢in D*h. = D*(f x K.) = f % D*K, oldugundan
he () € C*° oldugu kolayca goriiliir. Bundan bagka

(%)ahe(x) = /f(y) ((%)a&(w—y)dy
= (—1)'a/f(y) (a%)af@ (x —y)dy

dir, boylece eger |a| < m ise kismi integrasyonla
D, (@)= [(D"N WK =y = (DN K) @) (51.)
elde edilir, burada D f € L dir. Buradan Young Teoremi’'nden dolay1
[D%hell,, < [ID*f1l, [ Kell, = ADfI],
dir, ¢tinkii || K|, = || K[|, = A dir. Sonug olarak V € > 0 i¢in h, € W™ dir ve (5.1.1)
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formiilime Onerme 5.1.1 in uygulanmasiyla V |a| < m icin € — 0 iken L? normunda
D%he — D*f oldugu goriiliir. Buradan h, (z) € C* ve € — 0 iken WP normunda
he — f dir.

Son olarak |z| < 1 ise u(z) = 1 olacak sekilde ® de u(x) > 0 in segilmesiyle

ge (x) = u (ex) h, (x) fonksiyonlarim goz éniine alalm. Bu durumda

D% (ge (x) = he (x)) = D% (he (2) [u(ex) —1])
= Y 5D’ (z) DVu(ex) M + (u(ex) — 1) DD ()

[v]+]8]=lcl
[v|>1

dir. Her 0 < |a] < m ve € > 0 igin € dan bagumsiz A ile [[D%h[|, < A|Df][,
oldugundan € — 0 iken

|D%ge = D%hel|,, — 0

oldugu goriiliir. Sonug olarak W™? normunda (g — he) — 0 dir. Buradan g. € ©

ve € — 0 iken W™P normunda g. — f elde edilir.
Uyar1 5.1.1. Eger p = 2 olursa WW™?

(f,9)m= >, (D*f,D%)

0<]al<m

i¢ garpimina gore bir Hilbert uzayidir, burada (f,¢) = [ f (= dx L? {izerindeki
i¢ arpimdir. Buradaki norm || f],,, = (f, f):f ile verilir.

Simdi LP deki fonksiyonlarin kuvvetli tiirevlerini tanmimlayacagiz ve daha sonra
1 < p < o igin zayif ve kuvvetli tiirev kavramlarinin cakigtigini gosterecegiz.
{e1,...,en}, E™ de standart tabani gostersin ve h bir reel parametre olsun.

w diferensiyel

Tanim 5.1.2. 1 < p < oo olmak iizere f € LP olsun. Eger
orani h — 0 iken L” normunda bir g; € LP fonksiyonuna yakinsiyor ise bu durumda

gi = % ye f nin bir kuvvetli LP-tiirevi denir.
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Yiiksek mertebeden kuvvetli LP-tiirevleri iterasyonla tanimlanir. Her zamanki gibi

awa 25; = % <%> seklinde yazilir.
J g J i

Teorem 5.1.3. 1 < p < oo olsun. Bu durumda W™?_ |a| < m olacak sekildeki her
a i¢in D*f kuvvetli LP-tiirevlerine sahip f € LP fonksiyonlarinin simifi ile cakigir.

Ayrica bir D f kuvvetli LP-tiirevi bir dagilim olarak, f nin karsilik gelen zayif tiirevi

ile gakigir (Neri 1971).

Ispat. Sadece m = 1 durumunu ele alacagiz, ciinkii diisiincenin tekrariyla herhangi

bir W™ icin istenilen elde edilir. Teoremin son iddiasini ispatlamayla baslayalim.

feWtlveg = %, f nin bir kuvvetli LP-tiirevi olsun. Bu fonksiyonlarin dagilimlar
olarak goz oniine alinmasiyla ve LP” normundaki yakinsakligin dagilimlar anlaminda

yakinsaklig1 gerektirdiginin géz oéniinde bulundurulmasiyla V u € ® icin

" :11m<f(“h€li)_f(x),U> :}L.m<f7u(x—hei)—U(x)> :< 7_%>

h—0 —0 h ox;

dir, c¢iinkii son adimda integralin icinde limit alabiliriz. Buradan ¢g; = % ayni

zamanda zayif tiirevdir.

Karsit olarak, verilen bir f € W? ve f nin bir 5—1{: zayif tiirevi igin g—i nin ayni
zamanda f nin bir kuvvetli LP-tiirevi oldugunu gosterecegiz. ©, WP de yogun
oldugundan verilen herhangi bir ¢ > 0 i¢cin f = u + g olacak gekilde bir u € ®

fonksiyonu bulabiliriz, burada [|gl|, , < € dir. Buradan tiggen esitsizliginden

u(x+ he;) —u(x) Ou

Hf(“hei)—f(fc} of

h _8@ p h _8CIIZ »
L ||glzthe) —g(x) g
h aZL’Z »

— A+B

dir. v € ® oldugundan g—; zayilf tiirevi alisilmis kismi tiirev ile cakigsir. Boylece

bir 6 > 0 igin |h| < ¢ olmak iizere A < e oldugunu gérmek kolaydir. B igin ii¢gen
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esitsizliginden ve W normunun tanimmdan

B <

+ llgll, (5.1.2)

p

Hg(:wrhe}i)—g(w)

esitsizligini elde ederiz. n — oo iken W' normunda v, — ¢ olacak sekilde ® de bir

{v,} dizisini alahm. Bu durumda her n igin

>

v, (2 + he;) — v, ()
h

) dt

| =

0

dir. Boylece integraller icin Minkowski esitsizliginin kullanilmasiyla

vn (x + he;) — vy, (2) < vy, < Jlonll,
h » a.fl » P
bulunur. Sonug olarak n — oo iken
g (x+ he;) — g ()
|zt < lgl, (5.1.3
p

elde edilir. Buradan, (5.1.2), (5.1.3) ve ¢ nin tanimimdan
B <2]lgll,, < 2e

oldugu goriiliir. Esitsizliklerin birlegtirilmesiyle herhangi bir € > 0 igin || < ¢ olmak
luzere

< 3¢
p

Hf(“hei) —f(x) 9f

olacak sekilde bir 6 > 0 vardir. Buradan 2 7 ayni zamanda f nin bir kuvvetli LP-

tiirevidir.

Yukaridaki teoremin kullanilmasiyla kullanigh bir genel sonucu kolaylikla elde ede-
biliriz. Fakat ilk olarak bazi elementer kavramlar: hatirlayalim. Her a € E™ vek-
torti icin (7.f) (x) = f(x — a) ile 7, teleme operatoriinii tanimlariz. Her a € E™

icin eger T, = 7,71 ise bir T operatorii telemeler ile degismelidir denir. Ornegin
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C> (E™) iizerindeki P (D) = >  ¢,D* sabit katsayili lineer diferensiyel operator-
|o|<k
leri otelemeler ile degigsmelidir, ¢iinkii diferensiyel ve bir sabitle ¢arpimin ikiside

otelemeler ile degismelidir. Bundan bagka konvoliisyon operatorleri de ttelemeler
ile degismelidir. Gergekten eger Tf = g x f = f * g ise bu durumda herhangi bir

a € E" i¢cin
(T (raf)) (x) = (9%7af) (@) = (Taf * g) (x)
= /f —a)g(x—y)dy (z=y— aalinmasiyla)

_ /f(z)g(a:—a—z)dz:(f*g)(l’—a):(Ta(Tf))(?C)

dir. Bu diisgiince singiiler konvoliisyon-operatorlerin de dtelemeler ile degismeli oldugu-

nu gosterir. Buradan asagidaki 6nemli sonucu verebiliriz.

Teorem 5.1.4. 1 < p,q < ocoveT, LP den L? ya 6telemeler ile degismeli olan sinirh
lineer bir operator olsun. Bu durumda 7', diferensiyeller ile degismelidir. Ayrica her

m > 0 igin T, W™P den W™ ya sinirhdir. Gercekten

1T f g < IS

saglanir, burada ||T'||, L den L? ya bir operatér olarak 7" nin normudur.

Ispat. Her m > 0 icin W™? C L? dir, boylece T herhangi bir WP nin iizerinde
tanimhidir. Onceki gibi teoremi m = 1 durumunda ispatlamak yeterlidir. Verilen

f € WP icin L? nun elemanlar1 olarak

(T (gg)) (@) = <a§;i (Tf )) () (5.1.4)

oldugunu gostermeliyiz, burada o7 - yi bir kuvvetli LP-tiirevi ve % (T'f) yi de bir

kuvvetli Li-tiirevi olarak goz oniine alabiliriz. T lineer ve ttelemeler ile degismeli

85



oldugundan

T (f(y+ he;i) - f(y)) () = (T'f) (= + hefi) — (T'f) (x) (5.1.5)

elde ederiz. T nin siirekliliginden (5.1.5) nin sol tarafi L¢ normunda h — 0 iken
(5.1.4) in sol tarafina yakinsar. Buradan (5.1.5) nin sag tarafi L? normunda yakin-
saktir ve kuvvetli Li-tiirevinin tanimindan (5.1.4) in sag tarafina yakinsar. Boylece,

T diferensiyeller ile degismelidir. Sonug olarak

1/2 1/2
ITfl, = D ID @Ay =< D IT DI
|| <1 o<1
1/2
< ATIS Y ID A e = ITIHIAl,

lal<1

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Wmp = JW™P (E™) Banach uzaylarini gz éniine alahm, burada n > 2 ve
m > 0 tamsayilardir. Bir sonraki amacimiz 1 < p < oo olmak tizere her bir p icin
biitiin W™P uzaylarimin izomorfik oldugunu ispatlamak olacaktir. Bunun igin biitiin

f tempered dagihmlarimin S uzay: iizerinde

(Jf) =d©)"f

formiilii ile bir gesit J integrasyon operatorii tanimlariz, burada d () kesin olarak
pozitif, |£] > 1 i¢in || ile ¢akigan sonsuz diferensiyellenebilir bir radyal fonksiyondur.
Diger bir degisle .J, J = F~1d(£)"" F bicimindeki Fourier carpamdir, burada F ve
F~! sirasiyla Fourier ve ters Fourier doniigtimleridir. J nin S’ {izerinde

Jt = F~1d (&) F ile verilen 2-tarafli inverse sahip olduguna dikkat edelim.
Her bir 1 < j < n i¢in R, f, j-inci Riesz doniistimiiniin bir singiiler konvoliisyon-
operator oldugunu hatirlayalim. Sonug olarak Teorem 4.3.1 ve Teorem 5.1.4 ten

dolay1 1 < p < oo ve her m > 0 tamsayilar1 i¢in R; nin WP nin kendi icine sinirh
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lineer bir doniistim oldugu goriiliir. Ayrica eger f € L? ise

formiilii elde edilir.
Lemma 5.1.1.

(a) Her sonlu p > 1 ve m > 0 tam sayilar1 igin J : W™P — W™P siireklidir.

(b) Eger 1 < p < oo ise bu durumda J : W™ — WL giireklidir.

Ispat. Ilk olarak d(f)_1 in integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier doniigiimii
oldugunu gosterelim. u; (£), |£] > 1 igin sifir ve orijin komsulugunda u; (§) = 1 ola-
cak sekilde ® de bir fonksiyon olsun. Bu durumda uy (§) = d (&)™ =& 7" (1 — uy (€))
fonksiyonu orijin komsulugunda d (€)' ile cakisir ve |¢] > 1 icin sifir olur. Boylece
U,ue € D ile

A& =167 (1 —ui (§) +uz (€) (5.1.6)

elde edilir. n > 1 oldugundan bir ¢ sabiti igin |£ |71 in ters Fourier doniigiimiiniin
lokal integrallenebilir bir fonksiyon olan ¢|z|" ™" ile verildigini biliyoruz. Eger j (z),
v1, vy sirastyla d (€ )_1, Uy ve ug nin ters Fourier doniisiimlerini gosterirse bu durumda
(5.1.6) dan

j@)=clal"™" —c (2] xv1) +va (2) (5.1.7)

elde edilir, burada vy, v, € S dir. Bundan bagka |£| ™" u (€) integrallenebilir fonksi-
yonunun ters Fourier doniistimii olan \:U]lfn * v fonksiyonu sinirhdir. Sonug olarak
(5.1.7), j () in lokal integrallenebilir oldugunu gosterir. d (£)' = F (j (x)) oldugun-

n
dan A = > % alinmastyla
m=1 """

AR (e = F <(27rz')2k 2| (@) (5.1.8)

n+1

- olmak fizere yeterince biiyiik her k& tamsayisi i¢in (5.1.8)

oldugu goriiliir. k£ >

in sol tarafi integrallenebilirdir. Boylece ters Fourier doniisiimiiniin alinmasiyla
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|x|2k Jj (x) in keyfi biiyiikliikteki & ler igin simirh oldugu goriiliir. Buradan j (z) son-
suzda hizla azalan lokal integrallenebilir bir fonksiyondur. Buradan da j (=) integral-

lenebilirdir. Simdi
Jf=F(d© T F () =j*f

elde ederiz, burada j(x) € L' dir. Boylece 1 < p < oo olmak iizere her p igin
Young Teoremi J : LP — LP nin sinirh bir operator olmasimi gerektirir. Ayrica
bir konvoliisyon operator olan J 6telemeler ile degigsmelidir. Boylece Teorem 5.1.4,
1 < p < oo ve her m pozitif tamsayist i¢in J : W™P — W™P nin sinirll olmasini

gerektirir. Buradan (a) ispatlanir.

(b) yi ispatlamak i¢in
F(D;Jf) () =) f(©)

oldugunu goz oniine aliriz ve (5.1.6) formiiliinii kullanarak

F(D,J1)(€) = f—|f (6 -

§

R ur (&) (&) +&uz (€) f (€)

elde ederiz. Boylece ters Fourier doniigiimii alinarak
DiJf =R;f — RjK.if + Ky f (5.1.9)

elde edilir, burada R;, j-inci Riesz doniigtimii, K f = F~* <u1 f) =y f ise

vy = F71(uy) € S C L' ¢ekirdegi ile bir konvoliisyon ve benzer sekilde

Kyf =F~! <§'ju2f> =wy x f de wy = F~1 (ﬁqu) € S integrallenebilir ¢ekirdegi ile
bir konvoliisyondur. Sonug olarak ¢ = 1,2 i¢in Young Teoremi ve Teorem 5.1.4 her
1 < p < oo veherm > 0 tamsayisi icin K; : W™P — W™P nin siirekli olmasim
gerektirir. Ek olarak her 1 < p < oo ve m > 0 i¢in R; : W™P — WP nin stirekli
oldugunu biliyoruz. Buradan (5.1.9) dan her 1 < p < oo, m > 0 tamsayilar1 ve
Jj=1,...,nler i¢in D;J : W™P — W"™P nin siirekli oldugu sonucu ¢ikartihr. Bu
sonug (a) ile birlestirildiginde (b) elde edilir.

Lemma 5.1.2. Eger 1 < p < 0o ise bu durumda her m > 0 tamsayisi icin
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JL o wmthe — Jme siireklidir.
ispat. f e Wmtr olsun. F (J71f) = d(€) f dir ve onceki lemmada oldugu gibi

d (&) = 1&[ (1 —u1 (§)) + u2 (€) (5.1.10)

elde edilir, burada uy,us € ® dir. Buradan

A

FI) =16 f = 18w (€) f +u2 (€) f

dir ve [£] = > ¢ j% oldugundan
j=1

F () = Z% (67) O3 S (6,F) + w2 €) F = g - wag + uaf

J=1

yazabiliriz. Sonug olarak

T = FY(g) — F (urg) + F! (ugf) (5.1.11)

dir, burada g = ) % (£ ; f) almmustir. Simdi f € W™LP olmasi

j=1
F1 <£Jf) = D;f € W™P olmasimu gerektirir, boylece F~!(g) = ;Rj (D;f) de
Wm™P dedir. R; Riesz doniistimlerinin stireklilik 6zelliklerinden f ve m den bagimsiz

bir A, > 0 sabiti icin
1F @), < A0S 1Dy < A 1l (5.1.12)
j=1

bulunur. vy ve vy sirasiyla u; ve us nin ters Fourier doniisiimlerini gosterirse
F~'(upg) = vy x F71(g) ve F7! <u2f> = vy x [ oldugu goriiliir, burada v; ve s,
S C L' e aittir. Buradan Young Teoremi, Teorem 5.1.4 ve (5.1.12) esitsizliginin

kullanilmasiyla

17 @ag)l], < sl [F78 ()], < Bo  fllins, (5.1.13)

89



elde edilir. Son olarak

|7t (), < Wl 151y < Nl (5.1.14)

dir. Buradan (5.1.12), (5.1.13) ve (5.1.14) esitsizliklerinin (5.1.11) formiiliinde kul-
lanilmasiyla 1 < p < oo ve her m > 0 tam sayilari icin J~! : WP — JW/™P nin

siirekli oldugu goriiliir.
Onceki iki lemmanin birlestirilmesiyle asagidaki sonucu elde ederiz:

Teorem 5.1.5. Eger 1 < p < oo ise bu durumda n > 2 olmak {izere

Wmr = WP (E™) Banach uzaylari her m > 0 tamsayisi i¢in izomorfiktir.
Ispat. J : W™ — WP operatorii her m > 0 icin siirekli lineer bir izomorfizmdir.

Yukardaki sonuglarda gordiik ki 1 < p < oo igin WP = J(LP) ve J nin ardigik
kuvvetlerinin alinmasiyla her pozitif m tamsayisi i¢in

Wwmp = J(Wm=1r) = . = J™(LP) dir. Daha genel olarak herhangi bir s reel sayist
icin S tizerinde

JP=F () F

operatoriinii tanimlayabiliriz. Bu J* operatorleri bilegke islemi altinda bir-parametreli

degismeli bir grup olusturur ve J° = I 6zdeslik operatoriidiir.

Ayrica, eger 0 < s < n ise Lemma 5.1.1 (a) nin ispatinda kullanilan diigiince

J*f = js = f nin bir konvoliisyon oldugunu gosterir, burada j, = F~' (d (&)™)
gekirdegi integrallenebilir bir fonksiyondur. Sonug olarak her 1 < p < oo igin eger
0 < s <mniseJ? LP nin kendi i¢ine olan sinirh lineer bir doniigiimdiir ve buradan

iterasyon ile sonucun her s > 0 reel sayisi icin saglandigr goriiliir.

Tanim 5.1.3. s herhangi bir reel say1 ve 1 < p < oo olsun. W*? = W*P (E™) sinifini

J* operatorii altinda LP nin goriintiisii olarak tanimlariz. Herhangi bir f € W*P nin
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| f]l,, normunu soyle tammlariz: Eger f € W ise bu durumda bir g € L” i¢in

f = J%¢g dir, gercekten g = J~°f tektir ve

1715, = llgll,

saglanir.

Uyar: 5.1.2. Eger s = m bir pozitif tamsay1 ve eger 1 < p < oo ise bu durumda
daha 6nce tanimlanan W™ Sobolev uzay1 ile W*? cakisir. Eger [f],, , W™ deki

eski normu gosterirse, bu durumda g = J~™f alinmasiyla ve Lemma 5.1.1 (b) nin

kullanilmasiyla

oy = 7T ] =170l < gl = €111,

elde edilir. Kargit olarak W™P deki 6zdeglik operatoriine uygulanan Banach Agik
Déniistim Teoremi bir ¢; > 0 sabiti icin || f{|,, , < c1|f],,, olmasmi gerektirir. Bu-

radan yeni normlar ile eskilerin esdeger oldugu goriiliir.
Teorem 5.1.6.
a) W#P uzaylar1 L” ye izometrik olarak izomorfik olan Banach uzaylaridir.

(a)
(b) Her s ve r reel sayilar igin J” : WP — WP bir izometrik izomorfizmdir.
(c) Eger s <t ise bu durumda WP > W*P dir ve kapsama siireklidir.

(d) Eger 1 < p < oo ise bu durumda D;, W*? yi W* 1P nin igine siirekli olarak

doniigtiiriir.

Ispat. (a) kismi Tamm 5.1.3 iin dogrudan bir sonucudur. (b) icin W*? = J* (LP)
ise bu durumda J” (W#P) = J" (J5 (LF)) = J5t" (LP) = W*TP oldugu goriiliir. (c)
yi ispatlamak i¢in f € W% olsun. Bu durumda f = J'g dir, burada ¢ € L? ve
1£1l;, = llgll, dir. £ —s > 0 oldugundan 6nceki gibi J*~* operatérii L? yi kendi igine

stirekli olarak doniistiiriir. Boylece J' *g ayrica L? dedir ve buradan f = J* (J' %),

91



W#P ye aittir. Bundan bagka

1Al = 17729l < cligll, = cll fIl.,,

dir. Sonug olarak eger ¢t > s ise WhP, WP de siirekli olarak igerilir. Son olarak (d)
yi ispatlamak i¢in D; = F~1¢ ;F nin her J*® ile degismeli olduguna dikkat edelim.
Boylece

D;=J"1(J"*D;) = JH(D;J) J*

yazilabilir. Fakat Lemma 5.1.1 (b) nin ispatinda oldugu gibi D;J, L? yi kendi icine
siirekli olarak doniistiiriir. Buradan g € LP olmak iizere eger f = J°%g, WP ye ait

ise bu durumda D, f = J*~1(D;J) g, W*™bP ye aittir ve

1D flls-r, = 105 ) gll, < cllgll, = cllflls,

elde edilir.

Teorem 5.1.7. 1 < p < 0o ve s reel olsun.

(a) S, her W#? de yogundur.

(b) Eger s < t ise bu durumda WP, W*? de yogundur.
(c) ®, her WP de yogundur.

Ispat. Herhangi bir reel s icin J* nin S nin kendi tizerine olan bire-bir bir déniistimii
oldugunu gérmek kolaydir. S, L” de yogun oldugundan ve WP = J*(LP), LP
nin siirekli bir goriintiisii oldugundan (a) sonucu kolaylikla goriiliir. Eger s < t
ise bu durumda Teorem 5.1.6 (¢) den W*? C W*P dir. Buradan (b), (a) dan ve

S C WP C WP kapsamalarindan direkt olarak goriiliir.

Teorem 5.1.2 den her m > 0 tamsayisi ve herhengi bir 1 < p < oo icin ©, WP de
yogundur. Verilen herhangi bir s reeli i¢in bir m > s pozitif tamsayis1 secilsin. Bu
durumda (b) den dolay1 ® C W™P C W*P kapsamalar1 yogundur. Bundan bagka

Teorem 5.1.6 (¢) den W™P C W*P kapsamas: siireklidir. Boylece bir ¢ > 0 sabiti
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icin ||ull,,, < cllull,,,, dir. Simdi verilen herhangi bir f € W*? ve herhangi bir ¢ > 0
icin || f — gll,, < € olacak sekilde g € WP vardwr. Ayrica [|g — hl|,,,, < ¢ olacak
sekilde h € ® secebiliriz. Buradan

If = bl < =9llop+ llg = bll,, <etcllg—hll,, <2€

$;p —

elde edilir.

Teorem 5.1.6 nin (¢) kismindan dolayr WP yi her s reelleri iizerinden 1 < p < o0
olmak tizere W*P lerin kesigimi olarak tanimlariz. Egdeger olarak WP her pozitif
m tamsayisi icin WP Sobolev uzaylarmin kesisimi olarak tanimlanabilir. Onceki
teoremden eger 1 < p < oo ise ® C WP oldugunu gortirtiz ve buradan herhangi

bir s reeli igin WP WP de yogundur.
Teorem 5.1.8.

(a) f € WP ve g € W1 olsun, burada 1 < p < oo ve g = -5 dir.

() = [ foda

bilineer fonksiyonelini gtz ¢niine alalim. Bu durumda herhangi bir s reeli icin
Kol < flls, llgll s, dir ve (f,g) fonksiyoneli W*P x W= ya stirekli olarak
genigler.

(b) W#? iizerindeki her siirekli lineer fonksiyonel bir ¢ € W4 i¢in A (f) = (f,¢)

bicimindedir.

Ispat. s > 0 olsun. Eger 0 < s < n ise bu durumda J*f = j,* f dir, burada j, € L',
d (£)”° radyal fonksiyonunun ters Fourier doniigiimii olan bir radyal fonksiyondur.
Simdi eger f € WP ve ¢ € W1 ise bu durumda J®g ayrica W4 dadir ve

Holder esitsizligi (f, J®¢) nin var oldugunu gosterir. Boylece integrasyon sirasmin
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degistirilmesiyle ve j, nin radyal olmasiin dikkate alinmasiyla

e = [rof fie-nswa}a

= [ow{ [i-nr@arfa
= /{/js(y—w)f(x)dm}g(y)dyz<Jsf,9>

oldugu goriiliir. Sonug olarak her s > 0 i¢in

(f,J°g) =(J°f. ) (5.1.15)

dir, ¢iinkit s = 0 durumu asikardir ve s > n durumu 0 < s < n durumunun iterasyonu

ile goriiliir.

f e WeP  J=5f nin ayrica WP de olmasi gerektirdiginden f yi J~°f ile degisti-
rerek (5.1.15) in uygulanmasiyla

(f.g9) = (J°T°f,g) = (J°f, J°g) (5.1.16)

elde edilir. Buradan Holder esitsizliginden

(ool = [T f. 72y < T FI, 17 gll, = £l gl (5.1.17)

elde edilir. Simdi eger f € W*P ise bu durumda f = J* (J*f) dir, burada J~*f € L?
dir ve eger g € W7 ise bu durumda J*¢g € L? dur. Bu durumda (f, g) siireklilikten
dolayr W*P x W=7 ya, genisler ve (5.1.16) y1 saglar, buradan da (5.1.17) yi saglar.

Boylece (a) ispatlanir.

(b) yi ispatlamak igin A (f), W*? nin iizerinde siirekli lineer bir fonksiyonel olsun.
h € LP olmak iizere f = J*h oldugundan A (f) = A (J*h) nin 1 < p < oo olmak iizere
L? tizerinde siirekli lineer bir fonksiyonel oldugu goriiliir ve buradan F. Riesz in klasik

teoreminden A (J°h) = (h, g) bigimindedir, burada § € L9, ¢ = S dir. g =J7"g
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alinmasiyla § = J°g ve A (f) = A (J®h) = (h,§) = (h, J°g) = (J°h, g) = (f, g) oldugu
gortiliir, burada g € W4 dir.

Daha once, eger 1 < p < oo ve s = m pozitif bir tamsay1 ise bu durumda W#*?
uzaylarinin Tanim 5.1.1 deki WP Sobolev uzaylar ile gakigtigini belirttik. Ayrica
1 < p < oo ve herhangi bir s reeli igin L” yansimali uzayimin bir izomorfik goriintiisii
olan W#P = J* (LP) nin yansimali olmasi gerekir. Bundan bagka Teorem 5.1.8, W*?
nin dualinin W= uzay ile belirlenebilecegini gosterir, burada p’ = 1%’ p nin eslenik
tisstidiir. Ozel olarak W~=™2, TW™»" Sobolev uzaymin duali ile belirlenebilir. Bu sonug
bazen 1 < p < oo ve m bir pozitif tamsayr iken W ~""? uzaylarinin tanimi olarak
alimir. W= uzaylarinin diger bir kullanigh karakterizasyonu agagidaki teorem ile

verilir.

Teorem 5.1.9. 1 < p < oo ve m > 0 bir tamsay1 olsun. Bu durumda ¢ € W~—""

dir ancak ve ancak bir g, € L? igin ¢ = »_ D%g, dir, burada D zayif tiirevlerdir.

|oe|<m
Ispat. Teorem 5.1.8 den f € W™ olmak iizere herhangi bir ¢ € W~"? ye simurh
lineer bir g (f) = (f, g) fonksiyoneli goziiyle bakabiliriz.

1/2

bl =9 > llhally

laj<m

normuile J] L¥ carpim uzaym goz 6niine alalim, burada h = (ha)|aj<m dir. Budu-

|a|<m
rumda f — (D*f ) la|<m doniisiimii W™ nin  [[ L icine bir izometrik gémmesini
|| <m
verir. Boylece Hahn-Banach Teoreminden g € W~ yi [[ L” iizerindeki simrh

lal<m
lineer bir ¢ fonksiyoneline siirekli olarak genisletebiliriz. Bu ¢arpim uzaymmin duali

[ L? carpim uzay: oldugundan g, € L* olmak iizere § = (QQ)M <m €lde edilir.

la|<m

Simdi her f € W™ i¢in

<f7g>:<f7§>: Z Daf goc Z <f |06\Da§a> <f Z DOC _ |0“ >

la|<m || <m |a|<m
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dir. Boylece g = > D%g, dir, burada g, = (—1)‘0‘| Jo € LP dir. Kargit olarak,
|a| <m

Teorem 5.1.6 nin (c) ve (d) kisimlarindan bu bigimdeki herhangi bir g, W~="? ye

aittir.

Tanmim 5.1.4. 1 < p,q < oo ve s ve t keyfi reel sayilar olsunlar. Verilen sinirh lineer
bir T : W*? — W4 operatorii icin, 7" : W4 — W= transpozu dual uzaylar

tizerinde belirtilen ve her f € W*? ve g € W47 icin

(Tf,g9)=(f.Tg)

ile verilen smurli lineer operator olarak tanimlanir. Iyi bilinir ki 7 ve 7" ayni norma
sahiptir. Eger s > 0 ve a € E™ ise WP iizerinde (7, f) (x) = f (x — a) ile tanimlanan
To Oteleme operatériinii hatirlayalm. Eger f € W—? ise 7,f yi her ¢ € W*? ler
icin

(af;9) = {f;7-a9)

ile verilen W ~*? nin elemani olarak tanimlariz. Kolayca goriilebilir ki iki tanim s = 0
iken gakigir. Benzer gekilde s > 0 olmak iizere eger f € W*? ise (pf) (z) = f(—x)

ile p operatoriinii tammlariz. Eger f € WP ise pf yi her g € W** icin

(pf,9) = (f,pg)

ile verilen W %P nin elemani olarak tanimlariz.

(Dagilimlar anlaminda) D; diferensiyel operatorii her W*P uzayi tizerinde tanimlanir,
ciinkii W*? C S’ dir. Ayrica Teorem 5.1.6 (d) den eger 1 < p < oo ise bu durumda
D : WP — W5=bP siirh lineer bir operatordiir. Her f,g € D i¢in kismi integrasyon
ile

(Djf,g) = {f,—Dj;g)

oldugu kolayca goriiliir. Daha genel olarak 1 < p < oo i¢in ©, her W*P de yogun
oldugundan 6nceki formiil siireklilikten dolay1 her f € W*P? ve her g € W*# icin

de saglanir. Sonug olarak D; nin transpozu —D); ile verilir ve genel olarak D nin
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transpozu (—1)* D dur.

Eger 1 < p < oo ise bu durumda her s > 0 i¢in J* = F~'d ()" F in L nin kendi
icine siirekli lineer bir doéniistimii oldugunu hatirlayalm. Ayrica J*, S’ iizerinde iyi
tanmimhdir. Eger 1 < p < oo ise herhangi bir K singiiler konvoliisyon-operatorii L?
nin kendi icine siirekli lineer bir déniistimiinii verir ve ayrica S tizerinde K : S — S,
K = F~'h (€) F bigiminde ifade edilebilir, burada eger k, K nin gekirdegi ise

h = F (p.v.k) smurh bir fonksiyondur. Bu Teorem 4.3.1 ve Teorem 4.3.2 den goriiliir.

Teorem 5.1.10. 1 < p < oo ve s > 0 olsun. Eger K bir singiiler konvoliisyon-
operator ise bu durumda

(a) LP iizerinde KJ* = J*K saglanir.

(b) K : WP — WP ||K|, < ||K| normlu smirh lineer bir operatordiir, burada

| K|, L? iizerinde bir operator olarak K nin normudur.

Ispat. k, K nin cekirdegi olmak tizere h = F (pw.k) olsun. J* : S — S ve S
tizerinde K = F~'h (§) F oldugundan her f € S igin

KJf = KF'd(&) f=F"'h(&)d©)"f
= (FY(E)F) (Fh()F) f=JTKf

elde edilir. &, L? de yogun oldugundan ve J® ve K nin her ikiside L? nin kendi
igine siirekli doniigiimler oldugundan her f € L? i¢in KJ°f = J°K f oldugu goriiliir.

Boylece (a) ispatlanir.

s > 0 oldugundan W*P C L? dir. Boylece K, W*P {izerinde tanimlamir. KEger
f € W*Pise bu durumda f = J°g dir, burada g € L? ve ||g||, = | f||,,, dir. Buradan

(a) nin kullanilmasiyla
1K Sl = 1K gl = 177Kl = 1591l < (1K lgll, = 1AL,

elde edilir, ki bu (b) yi ispatlar.
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Lemma 5.1.3. 1 <p<oove K: LP — LP k(x) ¢ekirdekli bir singiiler konvoliisyon
operator olsun. Bu durumda K’ : LP' — L? transpozu (pk) () = k (—x) gekirdekli
bir singiiler konvoliisyon-operatordiir. Ozel olarak eger k (x) bir ¢ift fonksiyon ise

K' =K dir ve k (z) tek ise K/ = —K dur.

Ispat. Tamimdan her f € L? ve g € L¥ icin (f, K'g) = (K f,g) dir. K ve K’ nin
siirekliliginden ® de f ve g nin goz oniine alinmasi yeterlidir. Bu durumda eger

ko (2) = k(z) , e<|z]<? o
0 , aksihalde

(Kfa) = iyt fg) =t [{ [he s v} do
= lim f(y){/ke(x—y)g(x)dw}dy—liglg(f,pke*g>

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 5.1.11. 1 < p < oo ve s > 0 olsun. || K| normlu herhangi bir K : LP — LP
singiiler konvoliisyon-operatorii < || K || normlu W~%? nin kendi igine olan siirekli

lineer bir doniisiime tek olarak genigletilebilir.

Ispat. K : L» — L? smurh oldugundan onun K’ : L¥ — LP transpozu da sir-
hdir ve ||K'|| = ||K]| dir. Onceki lemmadan K’ de ayrica bir singiiler konvoliisyon-
operatoriidiir. Boylece Teorem 5.1.10, ||K'||, < ||K’|| normlu K’ : W — W
nin siirh olmasimi gerektirir. K, K' nin W*¥ ne kisitlamasimin transpozu olsun.
Bu durumda Hf(” = |K'||, < |K'|| = | K| normlu K : W=? — W~ simrhdr.

Bundan bagka her f € L? ve L* de yogun olan g € W™ i¢in K nin tammindan

(Kf.g) = (f,K'g) = (K[.g)

elde edilir. Sonug olarak L? iizerinde K = K dir. LP, W=*? de yogun oldugundan

ve I, W~ iizerinde siirekli oldugundan bu genislemenin tek oldugu goriiliir.
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Asgagidaki sonug Teorem 5.1.4 e ek olarak énceki teoremin bir benzeridir.

Teorem 5.1.12. 1 < p,q < oo ve m pozitif bir tamsay1 olsun. Eger T : P — L4
otelemeler ile degismeli olan sinirh lineer bir operator ise bu durumda T 6telemeler
ve diferensiyeller ile degismeli olan bir tek T : WP — W4 gimrh geniglemesine

sahiptir. Bundan bagka HTH < ||T| dir.

Ispat. ||77|| = ||T|| ile T" : LY — L¥ transpozu smrhdir ve ayrica Stelemeler ile

degismelidir. Gercekten her f € L? ve g € LY icin

(f;T'1ag) =(T-aTf,9) = (TT_af,9) = ([, TaT"g)

dir, ¢iinkii T 6telemeler ile degigmelidir. Sonug olarak Teorem 5.1.4 ten || 17|, < ||T"||
normlu 7" : W™ — W™+ smirhdir ve diferensiyeller ile degismelidir. 7', 7" nin
W™ ne kisitlamasinin transpozu olsun. Bu durumda

HTH = 7|, < |7l = IIT|| normlu T : W~™F — W4 simrhdir ve énceki
diigiinceden T 6telemeler ile degismelidir. T’ nin diferensiyeller ile degismeli oldugunu

gosterelim. Her f € W'=™? ve W™ 14 de yogun olan g € W™ icin
(TD;f,g) = (D;f. T'g) = = (£, D;T'g) = = {f,T'Dyg) = (DiTf.9)

dir, ciinkii 7" diferensiyeller ile degismelidir. Ispatin geri kalan1 6nceki teoremdeki

gibi goriiliir.

Bir T': LP — L% sinirh lineer operatorii eger 6telemeler ile degismeli ise bu durumda
T ye oteleme invaryant denir. Asagidaki iki teorem gosteriyor ki bunlar p < ¢ icin
sadece agikar olmayan operatorlerdir ve ikinci olarak aslinda cekirdegi bir tempered

dagilhim olan konvoliisyonlardir.

Teorem 5.1.13. 1 < p,q < oo ve T : LP — L7 ¢teleme invaryant sinirh lineer bir

operator olsun. Eger p > ¢ ise bu durumda 7" = 0 dir.
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Ispat. ilk olarak 1 < r < 0o olmak iizere, eger u € L" ise bu durumda |a| — oo iken
lu+ Taul], — 2V7 |ull, (5.1.18)

olduguna dikkat edelim. Gergekten, verilen herhangi bir ¢ > 0 i¢cin v = v + w
yazabiliriz, burada v kompakt destege sahiptir ve ||w||, < € dir. Yeterince biiyiik her

la| igin v ve 7,v nin destekleri ayrik oldugundan eger |a| biiyiik ise

v+ 70|, = 2" ||v]l, (5.1.19)
elde edelir. Simdi w+7r,w = (v + T,u)— (v + T7,0) ve || w]|, = ||w]], < € oldugundan

llu+ Taull, = flv + 7avll,| < lw+ Tawl], < 2[jw]], < 2€
dur. Boylece (5.1.19) dan dolay1 eger |a| biiyiik ise
llu+ 7aull, =27 |lu]],| < 2
oldugu goriiliir. Sonug olarak |||v]|, — [Ju||,| < ||w||, < € oldugundan biiyiik |a| i¢in
[llu+7aull, =247 [lull,| < [llu+ 7aull, — 27 [Jv]l, | +2"7e < de
dir ve (5.1.18) ispatlanir. Acik olarak ¢ = ||T||, her f € L i¢in
ITfll, < cllfll, (5.1.20)

olacak sekildeki en kiigiik sayidir. Bundan bagka T lineer ve 6teleme invaryant

oldugundan

1T+ 7T flly = 1T (f +7af)lly < cllf +7afll,

dir, buradan |a| — oo iken (5.1.18) in kullanilmasiyla

1_1
TN, <20 ac|fll, (5.1.21)
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elde edilir. Fakat, eger 1 < ¢ < p < oo ise bu durumda % — % < 0 dir. Boylece eger
¢ > 0 ise (5.1.21) deki sabit (5.1.20) ye tezat olarak ¢ den daha kiigiiktiir. Buradan
eger p > q ise ¢ = ||T|| = 0 olmalidir, yani 7" = 0 dur.

Sobolev’in bazi klasik sonuclarinin ¢ok 6zel bir durumu olan asagidaki lemmaya

ihtiyac duyacagiz.

Lemma 5.1.4. Eger E™ deki bir v fonksiyonu ve onun < n mertebeden tiirevleri
1 < p < oo olmak iizere LP de lokal ise bu durumda v sifir 6lgiilii bir kiime {izerinde

diizeltildikten sonra siireklidir ve bir ¢ > 0 sabiti icin

1/p

p@l<e 8 [ Dy

fol=n y—al<t

dir.

Ispat. Holder esitsizliginden L” de lokal olan fonksiyonlar L' de lokaldir ve herhangi
bir K kompakt kiimesi i¢in

1/p
JEE e AL
K K
dir, p = 1 i¢in lemmay: ispatlamak yeterlidir. Q", E™ de rasyonel koordinath biitiin
noktalarin kiimesini gostersin. Bir x € ()" noktasinin sabitlestirilmesiyle, w = wv
yazariz, burada u (y), x in bir komgulugu iizerinde 1 e egit olan ve |y — x| > 1 iken

sifir olan © de bir fonksiyondur. Eger H (t),

1, t>0
0, t<0

H(t) =

bigiminde tanimlanan Heaviside fonksiyonu ise h (y) = H (y1) ...H (y,) yazariz. No-

o)

tasyonu basitlegtirmek icin 0" = B

ai yazallm. Bu durumda dagilimlar an-
Y1

laminda
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0"h = § Dirac olgiisiidiir ve
w=w*xd=w*x0"h=09"wxh

dir. w kompakt destege sahip oldugundan hipotezlerden 0"w nin integrallenebilir
oldugu goriiliir. Buradan A sinirh oldugundan Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi
0"w * h konvoliisyonunun siirekli bir fonksiyon olmasini gerektirir. Buna gore, bir
fonksiyon olarak, w hemen her yerde 0"w x h ile ¢akigir. Boylece sifir olgiilii bir
kiime {iizerinde diizeltilmesiyle w y1 siirekli yapabiliriz. Buradan z in bir komsu-
lugu tizerinde v = w siireklidir. Q™ de = degisirken, sifir 6lgiilii bir kiime iizerinde

diizeltilmesinden sonra, v nin her yerde siirekli oldugu sonucunu cikartiriz. Bundan

bagka
v(z)=w(x)= / O"w (y) h(x —y) dy

ly—z|<1
dir. Boylece |k (y)| < 1 oldugundan Leibnitz Formiilii'niin kullanilmasiyla istenilen

esitsizlik olan

v ()] < / rwldy <Y / D% dy

ly—z|<1 led<my <1

elde edilir.

Teorem 5.1.14. 1 < p,q < oo ve T : [P — L9 6teleme invaryant siirh lineer
bir operator olsun. Bu durumda her u € S igin T'u = f * u olacak gekilde bir tek

f € W= vardir (Neri 1971).

Ispat. Teorem 5.1.4 ten T nin diferensiyeller ile degismeli ve W™? den W™ ya
sinirli bir operator oldugunu biliyoruz. Eger u € W™P ise bu durumda Tu € W™
dir. Boylece 6nceki lemmadan, sifir 6l¢iilii bir kiime iizerinde diizeltmeden sonra, Tu

nun bir siirekli fonksiyon oldugu sonucunu ¢ikartiriz ve

(Tu) ()] < e IDTull, <er Y 1Dl

la|<n la|<n
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dir. Buise (Tu) (0) n W™? iizerinde siirekli lineer bir fonksiyonel oldugunu gosterir.
Buradan Teorem 5.1.8 den dolay1 (Tw) (0) = (u, g) olacak sekilde bir tek g € W~

elemani vardir. ¢ = pf alinmasiyla 6zel olarak her u € § i¢in

(w,9) = (u, pf) = {pu, f) = / f () u(—y) dy

oldugu goriiliir. Buradan her u € S i¢in

(Tu) (0) = (f *u) (0)

dir. Bu formiiliin her iki tarafinin 6teleme degismezliginden dolay1, her z igin

(Tu) () = (f * u) (x) sonucunu gikarirz.
Son olarak agagidaki sonu¢ Lemma 5.1.4 ten direkt olarak goriiliir.
Sonug 5.1.1. 1 < p < oo olsun. Bu durumda f € WP dir ancak ve ancak f,

kendisi ve biitiin tiirevleri L ye ait olacak sekildeki bir C'*° fonksiyonu ile hemen her

yerde cakigir.
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6. SOBOLEV UZAYLARINDA SINGULER INTEGRAL OPERATOR-
LER

Burada dordiincii boliimde tanimlanan singiiler konvoliisyon-operatorlerini 6zel bir
durum olarak iceren singiiler integral operatorlerin bir sinifindan bahsedilecektir.
Tamm 4.3.2 deki k (z) singiiler konvoliisyon-gekirdegi yerine k (x, z) = k (x,2’) |z| ™"
cekirdegi alinacaktir. Burada k icin x parametresine gore baz diizgiinliik sartlar:
ve |z| > 0 iizerinde z nin fonksiyonu olarak C'* smifina ait olma sart1 konulacak-
tir. x ve z ye gore diizgiinliik kabullerimiz daha genis genellestirmeler yapmamizi

saglayacaktir.

Burada g6z oniine alinan WP uzaylarinda m daima bir tamsay1 olacaktir. S > 0 bir
reel say1 olsun ve b = ] onun tam degeri olsun. Bj ile, < b = [§] mertebeden zayif
tiirevleri sinirli fonksiyonlar ile cakisan ve b mertebeden tiirevleri 8 — b dereceden
diizgiin Holder sartim1 saglayacak sekildeki sinirli fonksiyonlarin sinifin1 gosterecegiz.
Baska bir deyisle eger f € B ve |a| = b ise bu durumda E" deki her z ve y igin

o ey -b
[D°f (y) = D*f ()] < Ma o =y’

olacak sekilde bir pozitif M, sabiti vardir.

Herhangi bir f € Bz nin normu

171, = { sup |0 (@)1, 0 < Jal < b5 Mo ol =3}
zeER™

formiilii ile tamimlanmir, burada M, lar Holder esitsizliginin saglandigi en kiigiik

sabitlerdir.

Uyar1 6.1. 8 = b bir tamsay1 iken Bz = By, W»> Sobolev uzaylan ile gakisir.

104



Teorem 6.1.

(a) Eger f, g € Bg ise bu durumda f + ¢ ve fg de ayrica Bg dadir. Bundan bagka
17+ glls < 1715+ lglls ve gl < 171 llal dir. burada c sadece 3 ya baghd.
(b) Eger |m| < § ise bu durumda W™? bir Bg-modiildiir, yani eger f € Bj ve
g € WmP ise bu durumda (fg) € W™ ve || fgll,,,, < cllfllsllgll,,, dir, burada c
sadece [ ya baghdir (Neri 1971).

Ispat. (a) kismu acgiktir. (b) kismu m = 0 igin aciktir. 0 < m < 3 olsun. Eger

g € W™P ise bu durumda

falln, = D ID Ul < > D> el D9l < cllflIs gl

laf<m laf<m |p|+|v]=|a|

dir. Eger g € WP 1 < p < oovep = p%l eglenik iis ise bu durumda her

h € W™ icin Teorem 5.1.8 den ve yukaridaki sonuctan

(b F9) = 1R )] < Nl 191 < MLF g 1Rl 17 11911

elde edilir. Sonug olarak (fg) € W=7 ve || fg|_,,, <cllfllzlgl_,,, dir.

Tanim 6.1. Eger her # € E” sabiti i¢in & (z, 2), z ye gore —n. dereceden homojen,

|z| > 0 iizerinde C*° simifindan ve |z| = 1 iizerinde sifir ortalama degerine sahip ise
(Kf) (x) = a(z) f () + lim k(z,z—y)f(y)dy (6.1)
bi¢imindeki bir f — K f operatoriine singiiler integral operatordiir denir.

Her x sabiti i¢in k (x, z) nin verilen bu 6zellikleri i¢in

h(z,() =k (x, é’) = lim e AL (2, 2) dz

e—0

e<|z|<%
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ile gosterilen z ye gore esas deger Fourier doniigiimii vardir ve |(| = 1 de sifir ortalama
degerli, || > 0 iizerinde C'* smufindan, ¢ ya gore sifirnci dereceden homojen bir

fonksiyon tanimlar. Bunun i¢in Teorem 4.3.3 e bakilabilir.

Tamim 6.2. Bir K singiiler integral operatorii igin

o (K) (2,¢) = a(2) + h (2.¢) = a () + & (=.0) (6.2)

ile verilen o (K') fonksiyonu K nin sembolii olarak adlandirilir.

h(x,C), |¢| = 1 iizerinde sifir ortalama degerine sahip oldugundan (6.2) den a ()
in kesinlikle || = 1 iizerinde semboliin ortalama degeri oldugu agiktir. Bundan
bagka ¢ ya gore sifirinci dereceden homojen ve |¢| > 0 iizerinde C*° smifindan olan
herhangi bir s (z, () fonksiyonu bir K singiiler integral operatoriin s = o (K') sembolii
olmalidir. Ashinda 2 in sabit tutulmasiyla ve m (z) in || = 1 tizerinde s (x,() nin
ortalama degeri olmasiyla s (z, () = m (z) + (s (x,() — m (x)) yazabiliriz ve Teorem
4.3.3 iin ikinci kismuni ¢ nin bir fonksiyonu olarak s(z,() — m (x) fonksiyonuna

uygulayabiliriz.
Tanim 6.3. Eger |(| = 1 iizerindeki her bir { ve 0 < |a| < 2n olacak sekildeki

(3) o

x in fonksiyonlar1 Bg ya ait ise K bir Bg-singiiler integral operatordiir. Bir K Bgs-

herhangi bir « i¢in

singiler integral operatoriintin || K[| ; normu

(2) oo

|K|l; = max {sup

0<|af<2n | |¢|=1

olarak tamimlanir.

Ozel olarak, herhangi bir K Bg-singiiler integral operatérii icin (6.1) ve (6.2) formiil-
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lerindeki x in fonksiyonlar1 olan
a(x), k(z,z) ve h(z,()
larm hepsi Bs siifina aittir.

Teorem 6.2. K bir Bg-singiiler integral operator olsun. Eger f € W™ 1 <p < 00

ve 0 < m < f3 ise bu durumda

lim / k(ez—y) f (y) dy

e—0

|lz—y|>€

WP normunda bir limit olarak vardir. Bundan baska |m| < § olacak sekildeki

herhangi bir m tamsayisi igin

I F oy < g 111

elde edilir, buradaki ¢ sabiti sadece p ve 5 ya baghdir (Neri 1971).

Ispat. {Y}k}f:lo 721,7..2.’,21@) k. dereceden kiiresel harmoniklerin bir tam ortonormal sistemi

olsun. Uyarilar 2.2 (d) den bir ¢ > 0 sabiti i¢in
d(k) < ck™? (6.3)

esitsizligini elde ederiz. Bundan bagka Teorem 2.22 deki (2.1) formiiliinden her 2’ € 3
icin

Vi ()] < k™3 (6.4)

elde edilir, buradaki yeni ¢ sabiti [ ve k dan bagimsizdir. Eger F' (2), |z| > 0 iizerinde

C* smifindan ve sifirinci dereceden homojen ise
o d(k)

F()=cot+ > ) eunYu(?)

k=1 l=1
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yakimsak Fourier serisine acilabilir ve Teorem 2.23 ten (LF) (2) = |2|* (Af) (z) aln-

masiyla c;. katsayilari

ar=(1D)"kT"(k+n—-2)" Y. (2') d2' (6.5)

M\

formiilii ile ifade edilebilir ki bu herhangi bir » > 0 tamsayisi igin saglanir. Ayrica

Teorem 2.25 ten her £ > 1 ve n ye de bagl olan bir v, sabiti icin
F (pv- |27 Y () (€) = 7Y (¢') (6.6)
dir, burada ¢, k£ den bagimsiz bir sabit olmak tizere
v t| < ck? (6.7)
esitsizligi saglanir.

Simdi bir an i¢in z in sabit tutulmastyla sadece z nin bir fonksiyonu olarak |z|" k (z, 2)
fonksiyonunu g6z oniine alalim. z nin bu fonksiyonu sifirinci dereceden homojendir,

|z| > 0 tizerinde C'* smifindan ve |z| = 1 {izerinde sifir ortalama degerine sahiptir.

oo d(k)
Buradan }_ = > > alinmasiyla
Lk k=11=1

|2|" K (z, 2) ZalkY}k

acilimini elde ederiz, yani

{Z apYi (2 } Bl (6.8)

dir. Benzer gekilde ¢ ya gore sifirci dereceden homojen olan h (z,() = 0 (K)—a (x)

de
2,¢) =Y Y () (6.9)

acilimina sahip olur. Simdi, eger = i degisken olarak alirsak a;, ve by, katsayilarinin
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Bg simifinda z in fonksiyonlar1 oldugu goriiliir.

(6.5) formiiliine gére herhangi bir r > 0 tamsayisi igin

b (1) = (~1) K (k40— 2)~" / (L7h) (2.¢") Yie (¢') dC

by

elde edilir, burada L = | \2 A dir ve A¢, ¢ ya gore Laplasyen dir. x degiskeni yukari-

daki integralde sadece bir paremetre olarak goriindiigiinden x e gore integral isareti

altinda diferensiyelleyebiliriz. Bundan bagka b = [/3] dereceden (%)a tiirevlerinin x

teki artiglarinin siirlandinlmasiyla || K| ; nin tanimindan herhangi bir » < n igin
ol < ek~ 161, [ i (©)]dC

elde edilir, burada r = n iken egitsizlik en kesin haldedir. Boylece r = n alinmasiyla

ve son integrale Schwarz Esitsizliginin uygulanmasiyla
bl < k2" K], (6.10)
elde edilir, ¢iinkii Y}, lar normaldir. Ayrica
la (@)ll5 < cllKll, (6.11)

esitsizligi de saglanir ve (6.10) ve (6.11) deki ¢ sabitleri sadece 5 ve n boyutuna
baghdir.

Agik olan by (x)] < ||bix || 5 esitsizliginin (6.3), (6.4) ve (6.10) esitsizlikleriyle birlesti-

rilmesiyle sadece 3 ve n ye bagh bir ¢ > 0 sabiti icin
Z b ()] Vi ()] < | K[|y k72 k"2 k2 = ¢ | K[|y k773

oldugu goriiliir. Buradan h (x,() = o (K) (z,() — a(z) in (6.9) seri agilimi mutlak

ve diizgiin yakinsaktir.
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Simdi ® deki herhangi bir u igin Plancherel Teoremi ve A (x, () nin tammindan

e—0

i [ k2 uE = [0 = [ {me@mk@')}mdc

|z|>€

= Zblk (z) ’Yi:l/%yik (¢")a(¢)d¢

elde edilir. h 1n seri agiliminin diizgiin yakinsakligindan dolay1 terim terime integre

edilebilir. Sonug olarak (6.6) formiiliinden ve Plancherel Teoremi’nden

lim [ k(z,2)u(z)dz = Zblk (m)’y,;llir% / |2] 7" Yk (2") u (2)dz
Lk

e—0

|z[>€ ' |z|>€

= Z bis () v5* <p.v. 127" Y (2') ,u (Z)>

sonucu elde edilir.

Lemma 4.3.1 in ispatindan ve Schwarz Esitsizliginden u ya bagh fakat [ veya k ya

bagl olmayan bazi ¢ sabitleri i¢in
[(pv. 2| " Y (), @) | < c/ Yir (2')]d2' < ¢
)

elde edilir. Boylece (6.3), (6.7) ve (6.10) formiillerinin dikkate alinmasiyla son seri-

lerin mutlak ve diizgiin yakinsak oldugu sonucu goriiliir. Buradan

lim [k (2, 2)u(z)dz = lim {Z bur () 7 Yin <z’>} [ " u(2)dz

|z]>€ |z|>¢€

dir ve bu ifade her v € ® i¢in saglandigindan
k(z,z) = {Z b (2) V3, 'Yk (z')} |z] " (6.12)
Lk

oldugu goriiliir. (6.12) nin (6.8) ile karsilagtirilmas: ve (6.7) ve (6.10) esitsizliklerinin
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kullanilmasiyla

ae () = b () 7

s (6.13)
(el

lawllg < ck™2

oldugu goriiliir. Ayrica |ay, ()| < [lai[|; oldugundan (6.3), (6.4) ve (6.13) esitsizlik-

leri

Z |a ()] [Yie (2)] < e || K5 k72

olmasii gerektirir. Sonug olarak & (z,z) nin (6.12) seri a¢ihmi mutlak ve diizgiin

yakinsaktir.
Simdi

(Kf) (1) = ale)f(0)+ / k(oo —y) f () dy

|lz—y|>€

@D = [ -y Vel fw)dy

|lx—y|>e

ile K. ve G'* "kesik" operatorlerini tanimlayalim. Holder Esitsizligi'nden integraller
1 < p < o0 olmak iizere her f € L? i¢in vardir. Bundan baska k (z,2 — y) nin (6.12)

deki gibi seriye acilip terim terime integre edilmesiyle
Kef = CL f + Z alk lef (614)

gosterimini elde ederiz. ¢ = 2 durumunda Teorem 4.3.1 in uygulanmasiyla

||Gl€kap < c||fll, elde edilir, burada ¢ = A, {f ]YEk|2d0} = A, sadece p ve n
by

boyutuna baghdir ve ¢ — 0 iken G!*f, LP normunda G f ile gosterilen bir limite

yakinsar. Daha genel olarak, Teorem 5.1.10 ve Teorem 5.1.11 den herhangi bir m

tamsayist i¢in eger f € W™P ise bu durumda

IGE N < €1F (6.15)

dir, burada c sadece p ve n ye baghdir ve herhangi bir m > 0 tamsayisi i¢in € — 0

iken W™P normunda G* f — G f dir.
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Simdi 1 < p < oo ve 0 < |m| < B olmak iizere f € W™P olsun. Bu durumda
Teorem 6.1 ve (6.14) ve (6.15) formiillerinden (en ¢ok 3, p ve n ye bagh) degisik

¢ > 0 sabitleri icin

1K F o < €Nl 1y + €1 Ny D Ml
N

oldugu goriiliir. Fakat (6.3) ve (6.13) den

IN

c||l K| o 2

d(k)
> llawll
=1

s d(k) -
Sllawlly = DD lawlly <cllKl, Y k>3
Ik

k=1 I=1 k=1
dir ve (6.11) den [|al|; < c[[K|; dir. Buradan herhangi bir € > 0 igin ve 1 < p < o0,

0 < |m| < B olmak iizere her f € W™P i¢in

K fllmp < I g 1 F 1l p (6.16)

sonucu elde edilir, burada ¢ sabiti sadece p ve 5 (ve n boyutuna) ya baghdir. Bundan
bagka (6.14) ten ve K min tanimindan W™? normunda ¢ — 0 iken K f — K f dir

ve normun siirekliliginden ayrica K f de (6.16) esitsizligini saglar.

Yukaridaki ispat sirasinda ayrica asagidaki sonucu da elde ederiz.

Sonug 6.1. K, k(z,z) = > aw () Yie (2/) ¢ |2|™" ¢ekirdekli bir Bg-singiiler in-
1k

tegral operator olsun, burada {Yj;} kiiresel harmoniklerin bir tam ortonormal sis-

temidir. Ayrica G'*

(G") @) =ty [ o= sl "Vielo ) f () dy
lz—y|>e
Giraud operatorleri olsun. Bu durumda a (z) + 3 ai, () G™* operatorlerinin serileri
Lk

1 <p<oovel < |m| < p olmak iizere W™P uzaylan iizerinde K operatoriine
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yakinsar.

(K1) () = i (K f) (2) = a(a) f () +lim [ b, —y) £ () dy

|lz—y|>e

olmak tizere verilen bir &K' Bg-singiiler integral operatorii i¢in onun K™ adjointi

(K*f) (@) =lim (K2 ) (1) =a (@) [ (0) +im [ Fyy—2) )y (6.17)

singiiler integral operatorii olarak tanmimlanir, burada @ ve k sirasiyla a ve k fonksi-
yonlarinin kompleks eglenikleridir. FEsdeger olarak ® iizerinde K* 1 her f, g € ©
icin

/ (K f)gde = / f(K*g)da (6.18)

aligilmig formiilii ile tanmimlayabiliriz ve integrasyon sirasinin degistirilmesiyle K™* in

(6.17) bigiminde yazilabilecegini de gosterebiliriz.

Teorem 6.2 den her 1 < p < oo ve her |m| < 3 igin K, W™? iizerinde siirekli oldugun-
dan dualiteden dolay1 ayni sonu¢ K* adjoint operatorii igin de saglanir. Boylece, eger
K*, ® iizerinde (6.18) ile tanimlanirsa, bu durumda siireklilikten dolayi her WP

uzay1 iizerinde tanmmlanabilir. Buradan (6.18) in
(Kf.9)=(fK"g)

biciminde yeniden yazilmasiyla bu formiil her f € WP ve g € W~ icin gecerlidir,

burada 1 < p < oo, p' = £ ve |m| < 3 dur.

(6.17) den goriildiigii gibi, K operatorii o (K) (x, z) = o (K) (z) sembolii = ten bagim-
siz olan bir singiiler konvoliisyon-operator olmadik¢a K* bir Bg-singiiler integral o-
peratorii olamaz. Benzer sekilde iki Bg-singiiler integral operatoriiniin bilinen K5/
birlesimi genel olarak ayni tipin bir operatorii degildir. Ancak, bu durum Bg-singtiler

integral operatorlerin bir "pseudo-carpim" ve bir "pseudo-adjoint" inin tanimlan-
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masiyla kismen diizeltilebilir ki bunlar yine ayni tipin operatorleri olurlar ve bilinen

birlesim ve adjointten "¢ok fazla farkli olmazlar".

Tamim 6.4. Eger K, K; ve K, ler Bg-singiiler integral operatorler ise bu durumda

K# pseudo-adjointi ve K; o K, pseudo-carpimlari sirasiyla,

o (K*) = o(K) (6.19)
o(Ki0Ky) = o(Ki)o(K) (6.20)

sembollii Bg-singiiler integral operatorleri olarak tanimlanir.

Uyarilar 6.2. Tamm 6.3 ve ondan 6nceki acgiklamalardan o (K) ve o (K1) o (K,)
fonksiyonlarinin ashinda Bg-singiiler integral operatorlerin sembolleri oldugu aciktir
ve ayrica bu operatorlerin tekligi de aciktir. Buradan K# ve K; o K, iyi tammhidir.
Bundan bagka K# = K dir ancak ve ancak o (K) reel-degerlidir ve

Ki 0 Ky = Ky 0 K, dir. Boylece operatorlerin bilinen birlesimlerinden farkl olarak

pseudo-carpim degismelidir.

Onerme 6.1. K, K ve Ks, x ten bagimsiz sembollii Bg-singiiler integral operatorler
olsunlar. Bu durumda

(a) K* = K% ve K, 0 Ky = K1 Ky = Ky K, saglanir.

(b) Eger o (K) asla sifir olmazsa bu durumda K nin yine bir Bg-singiiler integral

operator olan bir tersi vardir (Neri 1971).

ispat. f € D ve f onun Fourier déniisiimii olsun. Teorem 6.2 nin ispatindaki (6.14)

formiiliine gore

Kf=af+)Y axG¥f
L,k

dir, burada a ve ay lar sabittir, ¢iinkii onlar ¢ (K) nmin harmonik geniglemesinde

ortaya gikarlar. G nin tammindan ve (6.6) formiiliinden, énceki ifadede Fourier

114



doniigtimlerinin alinmasiyla € — 0 iken

(Kf) Q) =af Q)+ anyYu () £ (Q)

Lk

elde edilir. (6.9) ve (6.13) ten dolay:

(Kf) =o(K)f (6.21)

dir. Bundan basgka her iki taraftaki iglemlerin siirekliliginden f € L? igin (6.21)

saglanir. Bu formiilden her ¢ € ® i¢in

(K1) .5) = (oK) .5

W n

oldugu goriiliir. Diger taraftan Plancherel Formiilii'nden ve K* in tanimindan

() .3) = (£.9) = (£.Kg) = (£.(K°9) )

dir. Sonug olarak (K*g) = o (K)g dir. (6.21) den ve K# mn tammimdan ayrica

(K #g) = 0 (K)g elde edilir. Ters Fourier doniigimlerinin alinmasiyla her g € ©

icin K*g = K#g oldugu goriiliir.
Simdi (6.21) den ve K; o K5 nin tamimindan her f € ® igin

(KyoKy) f) =0 (K)o (Ks) f = (KiKaf)

oldugu goriiliir ki bu ® {tizerinde 0Ky = K; K5 olmasim gerektirir. Bu gerceklerden

ve LP deki operatorlerimizin siirekliliginden (a) sonucu kolaylikla goriiliir.
Eger o (K) (') birim kiire iizerinde asla sifir olmazsa siireklilikten dolay1 o (K) nin

v v NS T —1 . . .
sifirin uzaginda simirh oldugu goriiliir. Buradan onun o (K)™ tersi yine bir sem-

boldiir. Boylece o (H) = o (K)~" olacak sekilde bir H Bg-singtiler operatorii vardir.
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Bu durumda (6.21) formiiliinden her f € ® i¢in
(HKf) =o(H)o(K)f=f

dir ki bu ® iizerinde HK = [ olmasim gerektirir ve buradan siireklilikten dolay1

1 < p < oo olmak tizere herhangi bir L? tizerinde de saglanir.

Jj=1

ile verilen A operatorii diferensiyeller ve R; Riesz doniigtimleri ile degismeli olan,
1 < p < oo olmak iizere, W™1? den W™? icine bir siirekli doniistimdiir. Asagidaki
teoremde K* ile K# arasindaki ve KK, ile K, o K, arasindaki iliskiden ve genel

durumda ek olarak KA — AK komiitatoriiniin sinirhiligindan bahsedecegiz.

Teorem 6.3. K ile || K[| ; normlu biitiin K Bg-singiiler integral operatorlerin siifini
gosterelim.
(a) Kz bir Banach uzayidir. Eger K; ve K, Kg ya ait ise bu durumda

1K1+ Kally < [[Killg + Kzl ve [[Kio Kallp < el Kl ][ Ky

g < 1P

dir, burada ¢ sadece 3 ya baghdir.
(b) Eger 5 > 1 ise K1Ky; — K; o Ky ve K} — Kf& operatorleri her 1 < p < o©
ve —3 < m < 8 —1icin W™P yi W™LP qnin igine siirekli olarak doniigtiiriir ve

her f € W™P i¢in

(K1 K2 — Ky 0 K>) f] < cllKallg 1Kzl 11

m—+1,p
| (11 = ) 1] MBS

IA

m+1,p

dir, burada c sabitleri sadece p ve § ya baghdir.
(c) Eger > 1ise 1 < p < oove|m| <pf—1igin KA — AK operatorii WP nin
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kendi icine siirekli bir doniistimiidiir ve her f € W™P ic¢in
(KA = AK) fll, < clKg 11l

dir, burada ¢ sadece p ve S ya baghdir.
ispat.

(a) Kz nmin tamhgr Bz nin tamhgnin ve Tanim 6.3 iin direkt bir sonucudur. Norm
esitsizlikleri tanimlardan ve Teorem 6.1 den kolaylikla goriiliir.

(b) Sonug 6.1 e gore K, ve Ky operatorlerini

Kl = Zalkle ve K2 = Zb)\MG)\’u

k>0 u>0

biciminde yazalim, burada basitlik i¢in a = agy, b = bgg, G = I 6zdeslik operatorii
aldik ve toplamlar1 [ = 1,2,...,d (k) ve A = 1,2,...,d (n) indisleri iizerinde yazmay1

ihmal ettik. Teorem 6.2 nin ispatindaki (6.13) formiiliinden

—3n
) <clk+1) 2 ||K
ol < e+ )% 622)
1bxully < e(u+1)72 [[Kal,

sinirlarini elde ederiz. Ayrica
KKy = apG*y,GM
elde edilir, o (K;) ve o (K3) kiiresel harmoniklere gore ifade edildiginde
KyoKy =Y aybyG*GM
oldugu goriiliir. Sonug olarak

KKy — KoKy =Y ay, (G*¥by, — by, G™) G (6.23)
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dir ve ispatin ana unsuru G'*b,, — b,,G"* operatoriiniin siirhligini gostermektir.
Burada G'*by, — by,G", G'* singiiler konvoliisyon-operatoriiniin 3 > 1 olmak iizere
By smifindan by, fonksiyonu ile carpimimin bir komiitatortidiir. 1 < p < oo ve

—0 <m < 3 — 1 olmak iizere herhangi bir f € W™P icin istenen esitsizlik

[(G"bru = bauG™) f],r,y < €llorall g K2 (6.24)

m7p

dir, burada ¢ sadece p, § (ve n boyutuna) ya baghdir.

(6.24) formiiliiniin ispatini bir an igin erteleyelim ve (b) kisminin ispatinin geri kalani
ile devem edelim. G operatorleri W™ de siirekli oldugundan (6.23) ve (6.24) ten

en ¢ok p, B ve n boyutuna baglh olan degisik ¢ sabitleri ile

(K1 Ky — Ky 0 K2) fllyr, <D [l (G% b — b0, G™) GMF|
< e lanlls [ (G*oxe = 00,G™) G,
< o> Ny 1baull %2
< > Nawlls 1osull s %2 ¢ 111
k>0
1=0

sonucu elde edilir ve (6.22) den ve d (k) < ck" 2 simirindan

(.}

IN

[%d (n+1)" ]

&l 1525 [Zd(k ) (k+1)"

k>0

cl[Kallg [[Kallg x [Z kQ]
k=1

IN

dir, buradaki niimerik seriler acik olarak yakinsaktir. Buradan

(K1 K = Ky o KS) g, < el 1Kl 1 £,

dir. K7 —K f icin kargilik gelen egitsizligi elde etmek daha kolaydir. Teorem 2.25 ten

Vi = (—1)k 7, kompleks egleneginden Plancherel Formiilii'niin kullamlmasiyla G'*
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nin adjointinin (—l)k G ye esit oldugu goriiliir. Boylece, K; in acilimidan

K=Y (-1)"G"ay

k>0

sonucu elde edilir, burada a,, a;; nin kompleks eglenegidir. Diger taraftan o (K7) in

kiiresel harmoniklerde genigletilmesiyle
Kt =Y (-1 aG"

elde ederiz. Sonug olarak 1 < p < oo, =3 < m < —1, f > 1 olmak iizere eger
feWm™Pise (6.24) ve (6.22) formiillerinden

| (ki = 57) 4]

IN

> (G an = anG™) 1],
e Nawlls k2 1y < €505 111

elde edilir, burada c sadece p, 3 ve n boyutuna baghdir.

m—+1,p

IN

Simdi (6.24) formiiliiniin ispatina doniilmesiyle, k& > 1 olmak iizere G = G* ve 3 > 1

olmak tizere a = a(x) € Bs alahm ve f € D olsun.

(00— Ga) L —tm [ ¥ (@) (@)~ aw) i) dy

T; e—0
|lz—y|>e€

operatoriinii goz oniine alalm, burada Y (2) = |z| " Y (2') ve f; = g—a{: aldik.

Ha

_ a
aj = 5y alinmasiyla

n

a(r) —a(y) = Z (z; = y5) a; (x) + b (z,y) (6.25)

J

ve

|a; (x) — a; ()| < llallg |z = y|”
14+«

(6.26)
b(z,y)] < nllallg|z—yl

egitsizliklerini elde ederiz, burada eger f < 2ise 0 < a = [ — 1 ve eger § > 2
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ise a = 1 dir. ((6.25) te basitlik icin @ (x) in alsilmig anlamda diferensiyellenebilir
oldugunu kabul edebiliriz ve buradan limite gegilmesiyle sondaki kisitlamay: kaldira-

biliriz) Kismi integrasyon ile

| YEe-ne-aw) fiudy

|z—y[>e
— / Y(z—y)ai(y) f(y)dy
lz—y|>e
+ / Y (2 =) (a (@) —a () f (y) 1e"'do
|z—y|=e
4+ / Yi(r —y)(a(z) —a(y)) f(y)dy
|[z—y|>e
— 1eie [ Y-y - al) £ ) dy
e<|z—y|<1
4 / Yi(z —y)(a(z) —a(y) f(y)dy
|z—y[>1
oldugu goriiliir, burada I integralinde v;, |z —y| = € yiizeyine normalin ko-

siniisiiniin i—inci yoniidiir ve € !'do bu yiizeyin alan elemanidir. Ayrica son in-

tegralden bir 6nceki integralde (6.25) in yerine konulmasiyla

/Y(x—y)(a(@—a(y))fi(y)dy

|lz—y|>e€

= 1etre [ Y- Y- we @ f W)

J

e<|z—y|<1
1 / Yi(z—y)b(x,y) f(y)dy
e<|z—y|<1
n / Yi(z—y) (a(z) —a() f (y)dy
lz—y[>1
= I+ II+1II+1IV4+V (6.27)
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elde edilir. IIT teki z;Y; (2) fonksiyonlarmin —n. dereceden homojen ve |z| = 1
kiiresi iizerinde sifir ortalama degerine sahip olduguna dikkat edelim (aksi halde,
eger f(y) # 0 ise ve a; (v) = 0;; alirsak € — 0 iken /7] integrali wraksak olacaktir,
(6.27) deki diger terimlerin yakinsak oldugunu gérmek zor degildir). Bundan bagka

Teorem 2.22 den
V(2 —y)| < k™5 |z —y|™"

) (6.28)
Vi (z —y)| < ck? |z —y|""

simirlarim elde ederiz.

I'= [ Y(z—y)a(y)f(y)dy oldugundan ¢ = 2 ile Teorem 4.3.1 in kullaml-
lz—y[>e
masiyla

2

1], < Ap2 /Isz\2d0 laifll, < cllallg 171,
I

elde edilir, burada ¢ sadece p ve n ye baghdir. Ayni sinir tabii ki € — 0 iken [ in limiti
igin de saglamr. Benzer olarak 1] iin I[I] = [ — [  bi¢iminde yazilmasiyla
le—y|>e  |z—y|>1

ve her bir terime Teorem 4.3.1 in uygulanmasiyla (6.28) den dolay1 sadece p ve n ye

bagh c ile

2

I1LI]], < llall Ap. / %Y () do o |If1, < cllalls K2 1171,

|z]=1

elde edilir. (6.26) ve (6.28) in kullanilmasiyla sadece n ye bagh c sabitleri ile

V< b fall, [ el Wldy

|lz—y|<1

V] < ok fal, / =y f ()] dy

|z—y|>1

oldugu goriiliir. Sonug olarak integrallenebilir ¢ekirdekli konvoliisyonlar tizerindeki
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Young Teoremi’nden

1V, < ek |all; 1,
VI, < ck?llallslIf1,

elde edilir, burada ¢ sabitleri encok p, n ve  ya baghdir. (giinkii «, 5 ya baghdir)

Agik olarak aymi egitsizlikler € — 0 iken IV ve V in limitleri igin de saglanir.

Son olarak

1= / Y (@ —y) (a (@) —aly) f (5) v do

|z —y|=e

goz 6niine alahm. |a (z) —a(y)| < nlz —yllall; ve [y;] <1 oldugundan (6.28) den

n—2
1l <l k'™ [ 17 )ldo

|z—y|=¢

oldugu goriiliir, buradan sadece n ye bagh yeni bir ¢ sabiti ile
11o] = |tim 71| < ck? [lal|f (=)
oldugu goriiliir. Sonug olarak,
11 Lo]l,, < k3 Jlall 111,
dir. Buradan esitsizliklerin birlestirilmesiyle her f € ® ve sadece p, § ve n boyutuna

bagli ¢ sabiti i¢in

(aG — Ga) gf

< ck? |lall5 1 f1I, (6.29)

p

i

sonucu elde edilir. Simdi

(Ga = aG) fly, = (aG = Ga) [y,
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ifadesi

0
8:61-

I(aG — Ga) fll, + > || 5= (aG — Ga) f

p

ye esdegerdir. Acik olarak

[(aG = Ga) fl, < cllallg [1£11,

dir. Bundan baska 52, G = G' ile degismeli oldugundan (6.29) dan

H O we—cayf| < <aaG—Gaa>f tl(aG - Gay ¥/
J; » 0x; ox; » Oz ||,
< claligllfll, + ck2 lallg 1£1l, < k2 llall; I £,

oldugu goriiliir. Boylece ® deki her f icin ve sadece p, 5 ve n boyutuna bagh ¢ sabiti
ile

I(Ga = aG) fll,,, < ck? [lallg lIf1l, (6.30)

sonucu elde edilir. Ayrica ©, LP de yogun oldugundan (6.30) un herhangi bir f € L?

i¢in saglandig aciktir. Buradan (6.24) esitsizligi m = 0 durumunda ispatlanmig oldu.

Simdi tiimevarim ile 0 < m < f — 1 igin

[(Ga = aG) [l < ck? [lallg | £l (6.31)

m+1l,p —

oldugunu gosterelim. (6.31) in 0 < m = r — 1 i¢in saglandigimi varsayalim, burada

r < pB—1dir. f € W' olsun. a € Bg ve 8 > r + 1 oldugundan a; = g—; ile

laifll,, < cllallz If]l., elde edilir. Sonug olarak

™np —
0 o
. < G B
. of
< cllallz I fll,, + k= [lall ’ i, 1,

< ck? |allg I fll,,

dir, ki buradan ||(Ga — aG) f]| < ckz lall4 Il f]l,, oldugu goriilir. Simdi (6.31)

r+1,p
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egitsizliginin —f3 < m < 0 i¢inde saglandigin1 gostermek kaldi. f € ® ve ¢ = z%
olsun. Eger 0 < m < 3 ise bu durumda ||gl[,, , , < 1 ile biitiin g € D ler {izerinden

supremum alinmasiyla ve az énce ispatlanan durumda (6.31) in kullanilmasiyla

(Ga = aG) [ = (G = Ga) [

—m—+1,p —m~+1,p

csup |((aG — Ga) f, g)] (HgHmfl,q>
esup|(f. (Ga — a@) )| (g,

NIy NG = G gy (19101,

< ck? lallg I fll

IN

IN

IN

elde edilir. Bu (6.24) esitsizliginin ispatin1 sonuglandirir ve buradan teoremin (b)

kismi ispatlanir.

(c) R; bir Riesz déniisiimii ve D; = 52 olmak {izere A = Y R;D; = > D;R;
! j=1 j=1

oldugundan agagidaki incelemeyle baglayalim.

Iddia. 8 > 1 ve |m| < B — 1 olmak {izere, eger K € Kz ise bu durumda W™?
tizerinde bir operator olarak D; K — KD, komiitatorii Kp_q e aittir ve Do (K) ile

verilen sembole sahiptir. Aslinda Sonug 6.1 e gore Bg daki ay ile K y1

K= Z alkle

k>0

serisine acgabiliriz ve Teorem 6.2 den eger f, W™P ye ait ise K f nin de ait oldugunu

biliyoruz. G'* ve D; degismeli oldugundan

D;Kf—KD;f =Y (D; (anG"f) — auD; (G*f))
k>0
elde edilir ve b € Bg ve g € W™P ile D; (bg) = (D;b) g + b(D;g) esitliginin kullanl-
masiyla

(D;K — KDj) f = Z (Dja) lef

k>0

elde edilir. Djay, D;o (K) sembollii bir Bsz_; singiiler integral operatoriin seri
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acilimindaki katsayilar oldugundan iddia elde edilir.

KA—AK =) (KD;R; — D;R;K) =Y (KD; — D;K)R;+Y» D;(KR; — R;K)
J J J
komiitatoriinii g6z oniine alalm. 1 < p < oo ve |m| < 8 —1, 8 > 1 olmak iizere eger

f € W™P ise bu durumda

(KA = AK) fll,,,, < 22 (KD; = D; K) Rif|l,,,,,
J (6.32)
"‘Z ||DJ (KR] - RJK) f”m,p

dir. Onceki iddiadan
DK — KD; =Y (Djay) G*

k>0
elde edilir ve ¢ sadece p ve n ye bagh olmak tizere ||G*R; f|| , < cllf]];,, oldugundan

(6.22) egitsizliginin kullamlmasiyla

I(DiK = KD) Rifllnyy < €llf gy Y I Dsaell sy

k>0

Ny > Nl

k>0

- —3n
N oy 1K D (k) k™
k=1

NN 1 Ny D k22 = KN 11

k=1

IN

IN

IN

sonucu elde edilir. Diger taraftan (6.32) deki ikinci toplam i¢in pseudo-garpimin

degismeliliginden ve (b) kisminda elde edilen sonugtan

1D; (KR; = B K) fll,,, < (KR — BEK) f

m—+1,p

IN

(KR — K o R;) fl

m—+1,p

+I(Rjo K = R;K) f|

I g 11

m+1,p

IN
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sonucu elde edilir. Buradan esitsizliklerin birlestirilmesiyle
(KA = AK) fll, < clKg 11l

sonucu elde edilir.

Yukaridaki teoremin bir ¢ok uygulamada oldukca kullanigh olan bir sonucunu vere-

lim.

Sonug 6.2. 3 > 1 olmak tizere H ve K, K3 ya ait olsunlar. Bu durumda her
l<p<oove—-B<m<f—1ign <cl|H|,||K|znormlu HK — KH komiitatorii
WP vi W™FLP nin icine siirekli olarak doniistiiriir, burada c sadece p ve 3 ya bagh

bir sabittir.

Ispat. Pseudo-carpim degismeli oldugundan
HK —KH=(HK —-HoK)+ (KoH — KH)
dir. Boylece Teorem 6.3 iin (b) kisminin uygulanmasiyla istenen sonucu elde ederiz.

Ayrica ispatin1 burada vermeyecegimiz agagidaki sonug daha sonrasinda verecegimiz
Teorem 6.5 ile birlikte kismi tiirevli denklemlerin galigmalar igin singiiler integraller

teorisinin pekcok bagarili uygulamasinda bir temel olusturmaktadir.

Teorem 6.4. a”, 5 > 1 olmak {izere biitiin Bg-singiiler integral operatorler ve onlarin
adjointleri tarafindan iiretilen L” iizerindeki sinirli operatorlerin cebirini gostersin,
burada 1 < p < oo dir. Bu durumda asagidaki sonuglar saglanir:

(a) ¢ ya gore sifirmc dereceden homojen, || > 0 iizerinde C'™ a ait ve her

(&) ano

fonksiyonlar1 Bz da olacak gekildeki biitiin a (x, ¢) fonksiyonlarinin tizerine a” nin bir

0 < |a| <£2ni¢in z in
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o, cebir homomorfizmi vardir. o (K) sembollii her K Bg-singiiler integral operatorii
i¢in 0, (K) = 0 (K) ve 0, (K*) = 0 (K) elde ederiz.

(b) Herhangi bir H € a” igin 0, (H) = 0 dir ancak ve ancak her f € WP igin
IHAf]l, < Allf]|, olacak sekilde H ya bagh bir A > 0 sabiti vardr.

(c) Eger H € a? ve 0, (H) sifirin uzaginda smirh ise bu durumda o, <ﬁ ) =0, (H)
olacak sekilde a? de bir tersi olan H operatorii vardir.

(d) a? deki her operator ile degismeli olan L? iizerindeki her sinirli operator dzdeglik
operatoriiniin bir katidir.

(e) 1 < p, ¢ < oo olmak tizere herhangi iki L” ve L7 uzaylarina kargihk gelen a”
ve a? cebirleri izomorfiktir ve 0, = 0,¢ olacak sekilde a” nin a? iizerine bir dogal ¢

izomorfizmi vardir (Neri 1971).

Teorem 6.5. P (z,D)u= > a,(x) D*u, > 0 olmak iizere Bj da a, (z) katsayil
la|=k
k dereceden bir lineer homojen diferensiyel operator olsun. Eger 1 < p < oo olmak

tizere u € W*? ise bu durumda o (K) = P (z,¢)|¢| ™" sembollii
P (z,D)u = KAFu

olacak sekilde bir K Bg-singiiler integral operatorii vardir, burada

P(z,() = > aq(x)(, P(x,D) nin karakteristik polinomudur.
la|=k

Ispat. WP {izerinde D; = R;A formiilii gegerlidir. Sonug olarak eger |a| = k ve

u € Wk? ise R; Riesz doniistimleri A ile degismeli oldugundan
D = R ..RO" A*u = R*A*u

dir, burada R = (R, ..., R,) vektorel Riesz doniigiimiidiir. K = > a, (z) R* aln-
la|=k
masiyla K nmin P (z, D)u = KA*u yu saglayan bir Bg-singiiler integral operatorii

oldugu elde edilir. o (R;) = % oldugundan K nin sembolii

o(K)= ) as(@)o(R) =) aa(x)¢"[¢]" = P(2,¢)I¢|™

|a|=k la|=k
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ile verilir.
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7. SONUC

Bu calisma temel olarak dagilim teorisi, singiiler integraller ve Sobolev uzaylarini

icermektedir. Bu konular boliimler halinde incelenmis ve bazi sonuglara varilmigtir.

Uciincii boliimde dagilim teorisi incelenmis ve burada cesitli fonksiyon uzaylar: tani-
tilmigtir. Bu uzaylarin temel 6zellikleri verilip buradaki fonksiyonlarin Fourier donii-
stimleri incelenmistir. Bu boliimde S C LP ve LP C S’ oldugu goriilmiis ve boylece LP
deki fonksiyonlarin tempered dagilimlar olarak goz 6niine alinabilecegi ispat edilmistir.
Bu ise tempered dagilimlarin Fourier doniigtimlerinden yararlanilarak LP deki fonksi-

yonlarin Fourier doniigiimlerinin tanimlanabilecegini gostermistir.

Dordiincii boliimde Hilbert dontistimleri ve £™ de singiiler integraller tanitilip singtiler
integrallerin LP de sinirli operatorler oldugu elde edilmisgtir. Ayrica bu boliimde

singiiler ¢ekirdeklerin Fourier doniisiimlerine ait bazi énemli 6zellikler elde edilmistir.

Besinci boliimde klasik tiirev kavraminin bir genellestirmesi olan zayif tiirev kavrami
tanimlanmig, bunun ise iigiincii boliimde tamimlanan dagilimsal tiirev kavraminin
ozel bir hali oldugu goriilmiigtiir. Daha sonra WP Sobolev uzaylar1 ve temel tzel-
likleri tanitilmigtir. Bu uzaylarin Banach ve Hilbert uzaylari olarakta gz 6niine
alinabilecegi gosterilmistir. Ayrica bu boliimde Sobolev uzaylari tizerinde tanim-
lanan bazi operatorlerin sinirhihigir gosterilmigtir. WP uzaylariminda tanimi verilip

bunlarin diger uzaylarla 6nemli baglantilar: elde edilmigtir.

Altinc1 boliimde dordiincii boliimde tanimlanan singiiler konvoliisyon-operatorleri
iceren singiiler integral operatorler tanimlanmigtir. Daha sonra bu operatorlerin
Sobolev uzaylari iizerinde sinirh operatorler oldugu elde edilmigtir. Ayrica bu boliimde
baz1 diferensiyel operatorlerle singiiler integral operatorler arasida bir baglant1 ku-
rulmustur. Bu ise kismi tiirevli denklemlerin ¢aligmalar: i¢in énemli bir uygulama

saglamaktadir.
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