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SİMGELER DİZİNİ 

 

En n-boyutlu Öklid uzay

E0
n  E0

n − 0 Orijini çıkartılmış reel Öklidyen n-uzayı

CEn Kendisi ve bütün türevleri sürekli olan fonksiyonların sınıfı

C0
En En de kompakt destekli bütün C fonsiyonlarının sınıfı

Wm ,p Sobolev uzayı

D Test fonksiyonları uzayı

D
′ Dağılımlar uzayı

S Hızla azalan fonksiyonlar uzayı

S ′ Tempered dağılımlar uzayı

Lloc
1 En  En de lokal integrallenebilen fonksiyonlar sınıfı

f ∗ g f ile g fonksiyonunun konvolüsyonu

p.v Esas değer
Qk k. dereceden bütün küresel harmonikler

suppf f fonksiyonunun desteği

D | | dereceden diferensiyel operatörü

Rj Riesz dönüşümü

f̃ f nin Hilbert dönüşümü

f̂ f nin Fourier dönüşümü

  



1. G·IR·IŞ

Wm;p Sobolev uzaylar¬kendisi ve zay¬f türevleri Lp uzay¬na ait olan fonksiyonlar¬n

Banach uzaylar¬d¬r. K¬smi türevli denklemlerin çözümleri çal¬̧smalar¬nda Sergei

L. Sobolev taraf¬ndan 1938� de tan¬mlanm¬̧st¬r. Yaklaş¬m teorisi ve matemati¼gin

di¼ger dallar¬nda da önemli uygulamalara sahiptir. Matematiksel �zik ve varyasyonel

hesab¬n ço¼gu probleminde diferensiyel denklemlerin klasik çözümleriyle ilgilenmek

yeterli olmamaktad¬r. Zay¬f türev kavram¬n¬tan¬mlamak ve Sobolev uzay¬nda çal¬̧s-

mak gereklidir.

Sobolev uzaylar¬Banach uzay¬na veya bazen Hilbert uzay¬na bir örnek olarak başl¬

baş¬na ilginç bir aland¬r. Fakat bu uzaylar¬n önemi, k¬smi türevli denklemler teorisinin

böyle bir uzayda daha kolay geli̧stirilebilir olmas¬ndan kaynaklan¬r. Sobolev uzay-

lar¬nda diferensiyel operatörlerin kapal¬l¬¼g¬ eliptik operatörlerin Sobolev uzay¬nda

kapal¬ (veya kapat¬labilir) olmas¬ özelli¼ginin yan¬nda bu tür uzaylar¬n bir başka

önemli özelli¼gi bunlar¬n gömme teoremlerinde ifade edilen di¼ger fonksiyon uzaylar¬

ile güzel ve zengin ba¼glant¬lar¬d¬r. Düzgün Sobolev uzaylar¬nda (uzay¬tan¬mlayan

m; p parametrelerinin büyük olmas¬durumunda) k¬smi türevli denklemlerin çözüm-

leri ile çal¬̧s¬rken bu çözümlerin do¼grudan Ck uzay¬n¬n elemanlar¬oldu¼gunu görmek

kolayd¬r.

Singüler integraller konusu başta Mihlin, Calderon ve Zygmund�un çal¬̧smalar¬olmak

üzere son 60 y¬l içerisinde oldukça geli̧smi̧stir. Harmonik analizin önemli konular¬

aras¬nda yer alan

Tf (x) = p:v:

Z
En

f (y)K (x� y) dy

singüler integral operatörleri k¬smi türevli denklemler teorisinde, analitik fonksi-

yonlar¬n s¬n¬r de¼ger problemleri teorisinde, Fourier serilerinde, matematiksel �zik ve

matemati¼gin di¼ger dallar¬nda bir çok uygulamalar¬olan oldukça güncel bir konudur.

Singüler integral operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬n¬n belirlenmesi bu alandaki çal¬̧s-

malar¬n en önemli problemlerinden birisidir.
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Bu tezdeki temel amac¬m¬z Sobolev uzaylar¬ve singüler integral operatörleri hakk¬nda

geni̧s olarak inceleme yapt¬ktan sonra Sobolev uzaylar¬üzerinde etki eden singüler

integral operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬(ve dolay¬s¬yla süreklili¼gi) için koşullar belirlemek

olacakt¬r.

Tezin ikinci bölümünde temel tan¬m ve teoremlerden bahsedilecektir. Üçüncü bölüm-

de Sobolev uzaylar¬ çal¬̧smas¬nda gerekli olan baz¬ fonksiyon s¬n¬�ar¬ ve da¼g¬l¬m

kavram¬tan¬t¬lacakt¬r. Bu fonksiyonlar¬n ve da¼g¬l¬mlar¬n temel özellikleri verilip bun-

lar¬n Fourier dönüşümleri incelenecektir. Dördüncü bölümde singüler integraller ve-

rilip onlar¬n s¬n¬rl¬l¬¼g¬için koşullar belirlenecektir. Daha sonra singüler konvolüsyon-

çekirdekler ile belirlenen singüler konvolüsyon-operatörler incelenecektir. Ayr¬ca bu

bölümde singüler çekirdeklerin Fourier dönüşümlerinden de bahsedilecektir. Beşinci

bölümde zay¬f türev kavram¬verilip bu türevler yard¬m¬yla m negatif olmayan bir

tamsay¬ve 1 � p � 1 olmak üzere Wm;p Sobolev uzaylar¬tan¬t¬l¬p onlar¬n temel

özellikleri verilecektir. Ek olarak s herhangi bir reel say¬olmak üzere W s;p s¬n¬�ar¬

tan¬t¬lacak ve bunlar¬n Wm;p ile olan ili̧skilerinden bahsedilecektir. Alt¬nc¬bölümde,

dördüncü bölümde belirtilen singüler konvolüsyon-operatörleri de içeren singüler in-

tegral operatörler tan¬t¬l¬p onlar¬n baz¬ özellikleri verilecektir. Burada dördüncü

bölümde al¬nan k (z) singüler konvolüsyon-çekirde¼gi yerine k (x; z) = k (x; z0) jzj�n

çekirde¼gi al¬nacakt¬r. Daha geni̧s genelleştirmeler yapmak için bu çekirdekler üze-

rine baz¬düzgünlük şartlar¬konulacakt¬r. Daha sonra bu operatörlerinWm;p Sobolev

uzaylar¬ndaki özellikleri ve s¬n¬rl¬l¬¼g¬verilecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1. X bir Hausdor¤ topolojik uzay¬olsun. E¼ger X �X ve C�X topolojik

çarp¬m uzaylar¬ndan X uzay¬n¬n içine olan

(x; y)! x+ y ve (c; x)! cx

dönüşümleri sürekli ise bu durumda X uzay¬na bir topolojik vektör uzay¬d¬r denir.

Burada C, Öklidyen metri¼gi taraf¬ndan belirlenmi̧s olan al¬̧s¬lm¬̧s topolojiye sahiptir

(Adams and Fournier 2003).

Tan¬m 2.2. X bir topolojik vektör uzay¬olsun. E¼ger X uzay¬ndaki boş olmayan

her bir aç¬k küme boş olmayan bir konveks aç¬k alt küme kaps¬yorsa bu durumda

X uzay¬na lokal konvekstir denir. Her bir normlu X vektör uzay¬lokal konvekstir

(Kolmogorov and Fomin 1970).

Tan¬m 2.3. Bir X vektör uzay¬üzerinde tan¬mlanan skaler-de¼gerli bir fonksiyona

fonksiyonel ad¬verilir. E¼ger x, y 2 X ve a, b 2 C olmak üzere

f (ax+ by) = af (x) + bf (y)

ise f lineerdir denir. X bir topolojik vektör uzay¬olsun. E¼ger bir fonksiyonel X

uzay¬ndan C içine sürekli ise X üzerinde süreklidir denir.

Tan¬m 2.4. Bir X topolojik vektör uzay¬üzerindeki bütün sürekli, lineer fonksi-

yonellerin kümesi X in duali olarak adland¬r¬l¬r ve X
0
ile gösterilir. Noktasal toplam

ve skalerle çarpma alt¬nda X
0
bir vektör uzay¬d¬r: f; g 2 X

0
, x 2 X, c 2 C olmak

üzere

(f + g) (x) = f (x) + g (x) , (cf) (x) = cf (x)

tan¬mlan¬r.
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X
0
için uygun bir topoloji belirlenirse bu durumda X

0
bir topolojik vektör uzay¬

yap¬labilir. Böyle bir topoloji zay¬f-y¬ld¬z topolojisidir. Bu da her bir f 2 X
0
için

X
0
üzerinde Fx (f) = f (x) ile tan¬mlanm¬̧s her bir x 2 X için sürekli olan Fx fonksi-

yoneline göre en zay¬f topolojidir.

Tan¬m 2.5. X ve Y iki normlu uzay olsun. Her x 2 X için kL (x)kY = kxkX
özelli¼gine sahip X i Y üzerine dönüştüren bire-bir, lineer L operatörü varsa L, X

ve Y aras¬nda bir izometrik izomor�zmdir ve X ve Y izometrik olarak izomor�ktir

denir (Adams and Fournier 2003).

Tan¬m 2.6. X normlu uzay¬ndaki bir fxng dizisi x0 limitine yak¬nsakt¬r ancak ve

ancak R de lim
n!1

kxn � x0k = 0 ise.

Tan¬m 2.7. X normlu bir uzay ve S � X olsun. E¼ger her bir x 2 X noktas¬S nin

elemanlar¬n¬n bir dizisinin limiti ise S ye X te yo¼gundur denir.

Tan¬m 2.8. E¼ger bir X normlu uzay¬ say¬labilir yo¼gun bir alt kümeye sahip ise

ayr¬labilirdir denir.

Tan¬m 2.9. X normlu uzay¬ndaki bir fxng dizisi bir Cauchy dizisi olarak adland¬r¬l¬r

ancak ve ancak her � > 0 için bir N tamsay¬s¬vard¬r öyleki her m, n > N iken

kxm � xnk < � sa¼glan¬r.

Tan¬m 2.10. E¼ger X normlu uzay¬ndaki her Cauchy dizisi X te bir limite yak¬ns¬-

yorsa X uzay¬na bir Banach uzay¬d¬r denir.

Tan¬m 2.11. X bir vektör uzay¬olsun. X�X üzerinde tan¬ml¬bir (:; :) fonksiyoneli

her x, y 2 X ve a, b 2 C için

(i) (x; y) = (y; x) (burada c, c 2 C nin kompleks eşlene¼gini göstermektedir)

(ii) (ax+ by; z) = a (x; z) + b (y; z)

(iii) (x; x) = 0 ancak ve ancak x = 0 d¬r
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koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa X üzerinde bir iç çarp¬m olarak adland¬r¬l¬r. Böyle bir fonksi-

yonel ile donat¬lm¬̧s X bir iç çarp¬m uzay¬olarak adland¬r¬l¬r ve

kxk =
p
(x; x)

fonksiyoneli X üzerinde bir normdur.

Tan¬m 2.12. E¼ger X iç çarp¬m uzay¬kxk =
p
(x; x) normu alt¬nda tam (yani bir

Banach uzay¬) ise X uzay¬na bir Hilbert uzay¬denir.

Tan¬m 2.13. Bir X normlu uzay¬n¬n X
0
duali üzerindeki bir norm her bir x

0 2 X 0

için 


x0



X0
= sup

n���x0 (x)��� : kxkX � 1o
al¬narak tan¬mlan¬r. C tam oldu¼gundan, bu norm taraf¬ndan belirlenen topolojiye

göreX
0
bir Banach uzay¬d¬r (X in Banach uzay¬olup olmamas¬ndan ba¼g¬ms¬z olarak)

ve X in normlu duali olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 2.1. (Riesz Gösterim Teoremi)X bir Hilbert uzay¬olsun. X üzerindeki

bir x
0
lineer fonksiyoneli X

0
ne aittir ancak ve ancak her y 2 X için

x
0
(y) = (y; x)

olacak şekilde x 2 X vard¬r ve bu durumda


x0



X0 = kxkX gerçeklenir. Bundan

başka, x, x
0 2 X 0

taraf¬ndan tek olarak belirlenir (Adams and Fournier 2003).

Bu teorem X bir Hilbert uzay¬ ise X in kendi normlu duali ile belirlenebilece¼gini

göstermektedir.

Teorem 2.2 (Hahn-Banach Geni̧sleme Teoremi). M , X normlu uzay¬n¬n bir

alt uzay¬olsun. E¼ger m
0 2 M

0
ise bu durumda



x0


X0 =



m0


M 0 olacak şekilde

x
0 2 X 0

vard¬r ve her m 2M için x
0
(m) = m

0
(m) dir (Adams and Fournier 2003).
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Tan¬m 2.14. Bir X normlu uzay¬üzerindeki zay¬f topoloji X uzay¬n¬n X
0
normlu

dualindeki her bir x0 eleman¬n¬n sürekli oldu¼gu en zay¬f topolojidir.

Tan¬m 2.15. X üzerindeki zay¬f topolojiye göre yak¬nsak bir dizi, zay¬f yak¬nsak

olarak adland¬r¬l¬r. Böylece her x
0 2 X

0
için C de x0 (xn) ! x

0
(x) sa¼glan¬rsa X te

xn dizisi x eleman¬na zay¬f yak¬nsar denir.

Tan¬m 2.16. X bir küme olsun. X in alt kümelerinin bir A s¬n¬f¬aşa¼g¬daki şartlar¬

sa¼glarsa X üzerinde bir cebir olarak adland¬r¬l¬r:

(i) X 2 A

(ii) Her A 2 A için Ac = X � A 2 A

(iii) j = 1; 2; :::; n için Aj 2 A ise
nS
j=1

Aj 2 A

(iii) şart¬n¬n yerine, her j 2 N için Aj 2 A ise
1S
j=1

Aj 2 A şart¬al¬n¬rsa A cebirine

bir �-cebiri denir.

Tan¬m 2.17. Bir K s¬n¬f¬n¬ kapsayan �-cebirlerinin en küçü¼güne K n¬n üretti¼gi

(do¼gurdu¼gu) �-cebiri denir. Rn deki bütün aç¬k (a; b) aral¬klar¬n¬n do¼gurdu¼gu �-

cebirine Borel cebiri denir ve B(Rn) ile gösterilir. n = 1 olmas¬halinde B(R1) Borel

cebiri B(R) ile gösterilir. B(Rn) nin her bir eleman¬na Borel kümesi denir.

Tan¬m 2.18. X bir küme ve A, X üzerinde bir �-cebiri olsun. Bu durumda (X;A)

ikilisine bir ölçülebilir uzay, A daki her bir kümeyede A-ölçülebilir küme veya k¬saca

ölçülebilir küme ad¬verilir.

Tan¬m 2.19. (X;A) bir ölçülebilir uzay olsun. A üzerinde tan¬ml¬geni̧sletilmi̧s reel

de¼gerli bir � fonksiyonu

(i) � (;) = 0

(ii) Her A 2 A için � (A) � 0

(iii) Her ayr¬k An dizisi için �
� 1S
n=1

An

�
=

1P
n=1

� (An)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona ölçü denir. E¼ger her A 2 A için � (A) <1 ise

� ye sonlu ölçü ad¬verilir.
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Tan¬m 2.20. Bir X kümesi, X in alt kümelerinin bir A �-cebiri ve A üzerinde

tan¬ml¬bir � ölçüsünden oluşan (X;A; �) üçlüsüne bir ölçü uzay¬ad¬verilir.

Tan¬m 2.21. X bir küme ve P (X) de X in kuvvet kümesi olsun. P (X) üzerinde

tan¬ml¬, geni̧sletilmi̧s reel de¼gerli bir �� fonksiyonu

(i) �� (;) = 0

(ii) Her E 2 P (X) için �� (E) � 0

(iii) A � B � X için �� (A) � �� (B)

(iv) Her bir n 2 N için An 2 P (X) ise ��
� 1S
n=1

An

�
�

1P
n=1

�� (An)

şartlar¬n¬sa¼glarsa �� fonksiyonuna X üzerinde bir d¬̧s ölçüdür denir.

Tan¬m 2.22. (Ik), R nin s¬n¬rl¬ve aç¬k alt aral¬klar¬n¬n bir dizisi,

�A =
n
(Ik) : A �

[
Ik

o
olsun. P (R) üzerinde

�� (A) = inf

( 1X
k=1

l (Ik) : (Ik) 2 �A

)

biçiminde tan¬mlanan �� bir d¬̧s ölçüdür. Bu d¬̧s ölçüye Lebesgue d¬̧s ölçüsü denir.

Lebesgue d¬̧s ölçüsü R nin her bir alt aral¬¼g¬na onun uzunlu¼gunu kaŗs¬l¬k getirir.

Tan¬m 2.23. M (R; ��), �� d¬̧s ölçüsüne göre ölçülebilen R nin alt kümelerinin s¬n¬f¬

olmak üzere �� Lebesgue d¬̧s ölçüsününM (R; ��) s¬n¬f¬na da B (R) s¬n¬f¬na da olan

k¬s¬tlanmas¬na Lebesgue ölçüsü denir, � ile gösterilir.

Tan¬m 2.24. (X;A) bir ölçülebilir uzay olsun. f : X ! R fonksiyonu ölçülebilirdir,

8� 2 R için

f�1 ((�;+1)) = fx 2 X : f (x) > �g 2 A

Ölçülebilir fonksiyonlar¬n ailesiM (X;A) ile gösterilir.
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Tan¬m 2.25. (X;A; �) bir ölçü uzay¬olsun. E¼ger bir önerme ölçüsü s¬f¬r olan bir

küme d¬̧s¬nda do¼gru ise, o önerme hemen her yerde do¼grudur denir.

Tan¬m 2.26. (X;A; �) bir ölçü uzay¬olsun. 0 < p <1 olmak üzere

Lp =

8<:f 2M (X;A) :
Z
X

jf jp d� <1

9=;
kümesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar s¬n¬f¬denir. Lp uzay¬nda bir

f fonksiyonunun normu

kfkp =

8>><>>:
�R
X

jf jp d�
� 1

p

; 1 � p <1

ess sup jf (x)j ; p =1

ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.27. p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere f 2 Lp, g 2 Lq olsun. Bu durumda

fg 2 L1 ve

kfgk1 � kfkp kgkq

sa¼glan¬r. Bu eşitsizli¼ge Hölder Eşitsizli¼gi denir.

Tan¬m 2.28. p � 1 için e¼ger f , g 2 Lp ise (f + g) 2 Lp ve

kf + gkp � kfkp + kgkp

dir. Bu eşitsizli¼ge Minkowski Eşitsizli¼gi denir.

Teorem 2.3. (·Integraller ·Için Minkowski Eşitsizli¼gi) f , Rm � Rn üzerinde

ölçülebilir olsun. 1 � p < 1 olmak üzere hemen her y 2 Rn için f (:; y) 2 Lp (Rm)

ve y ! kf (:; y)kp;Rm fonksiyonu L1 (Rn) ye ait olsun. Bu durumda x!
R
Rn
f (x; y) dy

8



fonksiyonu Lp (Rm) ye aittir ve

0@Z
Rm

������
Z
Rn

f (x; y) dy

������
p

dx

1A
1
p

�
Z
Rn

0@Z
Rm

jf (x; y)jp dx

1A 1
p

dy

gerçeklenir, yani 






Z
Rn

f (:; y) dy








p;Rm

�
Z
Rn

kf (:; y)kp;Rm dy

ile verilir (Adams and Fournier 2003).

Teorem 2.4. (Fubini Teoremi) f , Rm+n üzerinde ölçülebilir bir fonksiyon ve

I1 =

Z
Rn+m

jf (x; y)j dxdy

I2 =

Z
Rm

0@Z
Rn

jf (x; y)j dx

1A dy

I3 =

Z
Rn

0@Z
Rm

jf (x; y)j dy

1A dx

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. I2 için bu Rn üzerinde bir g in-

tegrallenebilen fonksiyonu vard¬r öyleki g (y) hemen her y için içteki integrale eşittir

anlam¬ndad¬r ve I3 için de ayn¬s¬geçerlidir. Bu durumda

(a) Hemen her y 2 Rm için f (:; y) 2 L1 (Rn) dir.

(b) Hemen her x 2 Rn için f (x; :) 2 L1 (Rm) dir.

(c)
R
Rm

f (:; y) dy 2 L1 (Rn)

(d)
R
Rn
f (x; :) dx 2 L1 (Rm)

(e) I1 = I2 = I3

elde edilir (Adams and Fournier 2003).

Teorem 2.5. E¼ger 1 � p � 1 ise Lp bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.29. f fonksiyonu ölçülebilir olsun. E¼ger her kompakt K � Rn üzerinde

9



R
K

jf j <1 ise f lokal integrallenebilirdir denir (Rudin 1973).

Teorem 2.6. E¼ger 1 � p � 1 ise Lp � L1loc sa¼glan¬r.

En n-boyutlu Öklidyen uzay¬ (x; y) =
nP
j=1

xjyj iç çarp¬m¬ ve buna kaŗs¬l¬k gelen

jxj =
 

nP
j=1

x2j

! 1
2

ile Rn deki tüm x = (x1; :::; xn) noktalar¬n¬n kümesidir.

Bir � = (�1; :::; �n) negatif olmayan �j tamsay¬lar¬n¬n n-lisine katl¬-indis denir.

j�j = �1 + :::+ �n dir. E¼ger � ve � iki katl¬-indis ise � + � = (�1 + �1; :::; �n + �n)

dir. Ayr¬ca her 1 � j � n için �j � �j ise � < � d¬r. Bu durumda � � � bir

katl¬-indis olur ve j�� �j+ j�j = j�j d¬r. Ayr¬ca, x� = x�11 :::x
�n
n dir. Benzer şekilde,

Dj =
@
@xj

olmak üzere

D� =
@j�j

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

=
@�1+�2+:::+�n

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

= D�1
1 D

�2
2 :::D

�n
n

j�j mertebeden bir diferensiyel operatördür. Özel olarak D(0;:::;0)f = f dir. Bir-

boyutlu durumda D�, d
dx
e indirgenir. Örnek olarak E3 te � = (2; 0; 5) ise

D� =
@7

@x21@x
5
3

= D2
1D

5
3

biçimindedir.

�! = �1!:::�n! dir. E¼ger � � � ise

�
�

�

�
=

�!

�! (�� �)!
=

�
�1
�1

�
:::

�
�n
�n

�

dir. x in bir komşulu¼gunda j�j defa sürekli diferensiyellenebilen f ve g fonksiyonlar¬

için Leibniz formülü

D� (fg) (x) =
X
���

�
�

�

�
D�f (x)D���g (x)

10



ile tan¬mlan¬r.

En üzerinde dx = dx1:::dxn ile Lebesgue ölçüsünü gösterece¼giz. Bütün kümeleri ve

fonksiyonlar¬Lebesgue ölçülebilir olarak göz önüne alaca¼g¬z. En tam uzay¬üzerinde

f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

Z
f (x) dx =

Z
� � �
Z
f (x1; :::; xn) dx1:::dxn

ile gösterilir. Aksi belirtilmedikçe bütün fonksiyonlar kompleks de¼gerli olacakt¬r ve

bütün integraller En üzerinde al¬nacakt¬r.

Çok katl¬bir integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek ço¼gu kez kullan¬̧sl¬ ol-

maktad¬r. r = jxj olsun ve � = fx : jxj = 1g ile birim küreyi gösterelim. dx hacim

eleman¬n¬dx = rn�1drd� biçiminde yazar¬z, burada d�, � üzerinde dx taraf¬ndan be-

lirlenen yüzey ölçüsüdür. Bu durumda e¼ger f (x) � 0 integrallenebilir bir fonksiyon

ise Fubini teoreminden

Z
f (x) dx =

1Z
0

8<:
Z
�

f (x) d�

9=; rn�1dr =

Z
�

8<:
1Z
0

f (x) rn�1dr

9=; d�

elde edilir. E¼ger x 6= 0 = (0; :::; 0) ise bu durumda x = jxj xjxj = rx0 dir, burada

x0 = x
jxj , � üzerinde x in izdüşümüdür. � üzerindeki de¼gi̧skeni ço¼gukez x

0 ile göster-

di¼gimizden d� yerine dx0 yazmak uygundur.

Tan¬m 2.30. Bir f fonksiyonunun deste¼gi

suppf = fx : f (x) 6= 0g

ile tan¬mlan¬r. Yani f nin deste¼gi onun s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gu noktalar¬n kümesinin

kapan¬̧s¬d¬r. E¼ger suppf s¬n¬rl¬bir küme ise f kompakt deste¼ge sahiptir denir.

Teorem 2.7. E � En, jEj <1 olsun. E¼ger r < s ise bu durumda Ls (E) � Lr (E)

sa¼glan¬r.

11



Teorem 2.8. (Bask¬n Yak¬nsakl¬k Teoremi) A � En ölçülebilir olsun ve ffjg,

A üzerinde noktasal olarak bir limite yak¬nsayan ölçülebilir fonksiyonlar¬n bir dizisi

olsun. Her x 2 A ve her j için jfj (x)j � g (x) olacak şekilde bir g 2 L1 (A) fonksiyonu

varsa bu durumda

lim
j!1

Z
A

fj (x) dx =

Z
A

�
lim
j!1

fj (x)

�
dx

gerçeklenir.

Tan¬m 2.31. A � En olsun.

�A =

8<: 1 ; x 2 A

0 ; x =2 A

ile tan¬mlanan �A fonksiyonu A n¬n karakteristik fonksiyonu olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.32. Bir s fonksiyonunun görüntü kümesi sonlu elemandan meydana geli-

yorsa s ye bir basit fonksiyondur denir.

Teorem 2.9. E¼ger 1 � p < 1 ise Lp deki basit fonksiyonlar¬n kümesi Lp de

yo¼gundur (Adams and Fournier 2003).

Teorem 2.10. E¼ger 1 � p < 1 ise C10 (E
n), Lp (En) de yo¼gundur (Adams and

Fournier 2003).

Tan¬m 2.33. f , D � En bölgesinde tan¬ml¬bir fonksiyon ve x, y 2 D olsun. E¼ger

jf (x)� f (y)j � K jx� yj� olacak şekilde K > 0 ve 0 < � � 1 say¬lar¬varsa bu

durumda f fonksiyonuna � mertebeden Hölder koşulunu sa¼glar denir.

Tan¬m 2.34. f (x) ve g (x), x 2 En nin ölçülebilir fonksiyonlar¬olsunlar. Basitlik

için f ve g yi reel de¼gerli alal¬m. h = f � g konvolüsyonu

h (x) = (f � g) (x) =
Z
En

f (y) g (x� y) dy

12



ile tan¬mlan¬r.

Teorem 2.11. E¼ger f , g 2 L1 ise bu durumda h = f � g hemen her yerde vard¬r ve

L1 e aittir. Ayr¬ca

khk1 � kfk1 kgk1

sa¼glan¬r.

Teorem 2.12. (W. H. Young Teoremi) 1 � p � 1 olsun. E¼ger f 2 Lp ve g 2 L

ise bu durumda h = f � g hemen her yerde vard¬r ve Lp uzay¬na aittir. Ayr¬ca

khkp � kfkp kgk1

gerçeklenir.

Teorem 2.13. (Young Teoremi) f 2 Lp ve g 2 Lq olsun, burada 1
p
+ 1

q
� 1 ve

1
r
= 1

p
+ 1

q
� 1 dir. E¼ger h = f � g ise bu durumda h 2 Lr ve

khkr � kfkp kgkq

sa¼glan¬r.

Tan¬m 2.35. f 2 L (En) olsun.

f̂ (x) =
1

(2�)n

Z
En

f (y) e�i(x;y)dy

ile verilen f̂ fonksiyonu f fonksiyonunun Fourier dönüşümü olarak adland¬r¬l¬r. Bu-

rada

(x; y) = x1y1 + :::+ xnyn dir. Fourier dönüşümü

f̂ (x) = (2�)�
n
2

Z
En

f (y) e�i(x;y)dy

13



veya

f̂ (x) =

Z
En

f (y) e�2�i(x;y)dy

olarak da al¬nabilir. E¼ger n = 1 ve f 2 L (E1) ise bu durumda

f̂ (x) =
1

2�

+1Z
�1

f (y) e�ixydy

olur.

Lemma 2.1. E¼ger f (x) = f1 (x1) f2 (x2) :::fn (xn) ise

f̂ (x) = f̂1 (x1) f̂2 (x2) :::f̂n (xn)

sa¼glan¬r, burada her bir fj (xj) 2 L (E1) ile verilir.

Lemma 2.2. a 2 En ve fa (x) = f (x+ a) olsun. Bu durumda

f̂a (x) = ei(x:a)f̂ (x)

oldu¼gu görülür.

Lemma 2.3. � 6= 0 bir reel skaler ve f� (x) = f (�x) olsun. Bu durumda

f̂� (x) =
1

j�jn f̂
�x
�

�
gerçeklenir.

Teorem 2.14. (Riemann-Lebesgue Teoremi) E¼ger f 2 L (En) ise bu durumda

f̂ s¬n¬rl¬ve düzgün süreklidir; bundan başka jxj ! 1 iken f̂ (x)! 0 sa¼glan¬r.

Teorem 2.15. f , g 2 L olsun. E¼ger h = f � g ise bu durumda ĥ = f̂ ĝ gerçeklenir.

14



Teorem 2.16. f , g 2 L olsun. Bu durumda

Z
f̂ (x) g (x) dx =

Z
f (x) ĝ (x) dx

sa¼glan¬r.

Tan¬m 2.36. E¼ger f (x) = f (jxj) ise f bir radyal fonksiyondur.

Teorem 2.17. Bir radyal fonksiyonun Fourier dönüşümü radyaldir.

Tan¬m 2.37. f 2 L (En) ve

f̂ (y) =
1

(2�)n

Z
f (x) e�i(x;y)dx

onun Fourier dönüşümü ise bu durumda

f (x) =

Z
f̂ (y) ei(x;y)dy

formülüne Fourier dönüşümleri için invers formülü denir. ·Invers formülünden dolay¬

�g (x) =

Z
En

g (y) ei(x;y)dy

dönüşümü ters Fourier dönüşümü olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 2.18. (Parseval-Plancherel Teoremi) f 2 L2 (En) ve

f̂R (x) =
1

(2�)n

Z
jyj�R

f (y) e�i(x;y)dy

olsun. Bu durumda

f̂ (x) =
1

(2�)n

Z
f (y) e�i(x;y)dy

Fourier dönüşümü R ! 1 iken f̂R (x) nin L2 normunda bir limiti olarak vard¬r.

15



Ayr¬ca, 


f̂



2
= (2�)�

n
2 kfk2 (Parseval Formülü)

sa¼glan¬r. Bundan başka

f (x) =

Z
f̂ (y) ei(x;y)dy

invers formülü

f (x) = lim
R!1

Z
jyj�R

f̂ (y) ei(x;y)dy

anlam¬nda sa¼glan¬r, burada limit L2 de al¬nmaktad¬r.

Teorem 2.19 (Plancherel Formülü). E¼ger f , g 2 L2 (En) ise bu durumda

Z
f̂ (x) ĝ (x)dx = (2�)�n

Z
f (x) g (x)dx

ile verilir.

Uyar¬2.1. E¼ger

f̂ (x) =

Z
f (y) e�2�i(x;y)dy

al¬n¬rsa 


f̂



2
= kfk (Parseval Formülü)

ve �
f̂ ; ĝ
�
= (f; g) (Plancherel Formülü)

elde edilir. Burada (f; g), f ile g nin

(f; g) =

Z
fgdx

ile tan¬mlanan iç çarp¬m¬d¬r.

Q
k ile k: dereceden homojen olan (x1; :::; xn) e göre bütün polinomlar¬n kümesini

gösterelim. Burada n � 2 dir. Basitlik için polinomlar¬reel katsay¬l¬olarak alaca¼g¬z.
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Lemma 2.4.
Q
k sonlu boyutlu bir vektör uzay¬d¬r. E¼ger g (k) ile

Q
k n¬n boyutunu

gösterirsek, bu durumda

g (k) =

�
k + n� 1
n� 1

�
ile verilir.

Q
k da her bir P (x) =

P
j�j=k

a�x
� polinomuna, her bir x� monomiali ile kaŗs¬l¬k gelen�

@
@x

��
diferensiyel monomialinin yer de¼gi̧stirilmesiyle P (x) ten elde edilen

P
�
@
@x

�
=
P
j�j=k

a�
�
@
@x

��
(homojen) diferensiyel polinomunu kaŗs¬l¬k getirebiliriz.

j�j = j�j için �
@

@x

��
x� =

8<: �! ; � = � ise

0 ; aksi halde

ile verilir.

Lemma 2.5. Her
Q
k bir (reel) iç çarp¬m uzay¬d¬r.

l � k olmak üzere, P 2
Q
l ve Q 2

Q
k olsun. Bu durumda hP;Qi = P

�
@
@x

�
Q (x),Q

k�l ye aittir. Buradan her bir P 2
Q
l için kaŗs¬l¬k gelen P

�
@
@x

�
diferensiyel poli-

nomu
Q
k y¬

Q
k�l nin içine dönüştüren bir P

�
@
@x

�
: Q (x) ! P

�
@
@x

�
Q (x) lineer

operatörü tan¬mlar.

Lemma 2.6. l � k, P 2
Q
l, P (x) 6� 0 olsun. Bu durumda P

�
@
@x

�
:
Q
k !

Q
k�l

lineer donüşümü üzerinedir.

Teorem 2.20. (Ayr¬̧sma Teoremi) l � k, P 2
Q
l, P (x) 6� 0 olsun. Bu durumda

her T 2
Q
k eleman¬

T (x) =
X
m

Pm (x)Rm (x)

biçiminde tek olarak ayr¬̧st¬r¬labilirdir, burada Rm 2
Q
k�ml, P

�
@
@x

�
Rm (x) � 0 d¬r

ve bütün m � 0 tamsay¬lar¬üzerinde ml � k olacak şekilde toplam al¬r¬z. Bundan

başka Rm (x) 6� 0, P ile bölünebilir de¼gildir.
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2: dereceden jxj2 = x21+x
2
2+ :::+x

2
n homojen polinomunun çal¬̧smam¬zda önemli bir

yeri vard¬r. Bu polinomun Laplasyeni � =
nP
i=1

�
@2

@x2i

�
ile verilir.

Tan¬m 2.38. �P = 0 Laplace denklemini sa¼glayan bütün P 2
Q
k lar k: dereceden

kat¬harmonikler olarak adland¬r¬l¬r. Bu kat¬harmoniklerin birim küreye k¬s¬tlan-

malar¬k: dereceden küresel harmonikler olarak adland¬r¬l¬r. k: dereceden bütün kat¬

harmonikler fSkg ile, k: dereceden bütün küresel harmonikler ise fQkg ile gösterilir.

Uyar¬lar 2.2.

(a) Tan¬m 2.38 ve Lemma 2.6 dan fSkg n¬n
Q
k dan

Q
k�2 üzerine bir lineer dönüşüm

olarak Laplasyenin aşikar uzay¬ oldu¼gu görülür. E¼ger k = 0; 1 ise bu durumda

fSkg =
Q
k d¬r. k � 2 için fSkg, d (k) = g (k)� g (k � 2) boyutlu

Q
k n¬n uygun bir

alt uzay¬d¬r. Aç¬k olarak bu son ifade g (�1) = g (�2) = 0 olmas¬şart¬yla her k � 0

tamsay¬s¬için sa¼glan¬r.

(b) E¼ger Sk 2 fSkg ise bu durumda her x 6= 0 için

Sk (x) = Sk

�
jxj xjxj

�
= jxjk Sk

�
x

jxj

�
= jxjkQk (x0)

dir, burada Qk (x0) = Sk (x
0), fQkg da kaŗs¬l¬k gelen küresel harmoniktir. Bu ben-

zerlik bir izomor�zm oldu¼gundan (a) dan fQkg n¬n d (k) = g (k)� g (k � 2) boyutlu

bir vektör uzay¬oldu¼gu görülür.

(c) E2 üzerinde g (k) =
�
k+1
1

�
= k + 1, e¼ger k > 0 ise g (k � 2) = k � 1, dir. Böylece

e¼ger k = 0; 1 ise d (k) = g (k) = k+1 dir, k � 2 iken d (k) = g (k)�g (k � 2) = 2 dir.

z = x + iy = rei� kompleks de¼gi̧skenine göre, zk = rk cos k� + irk sin k� elde edilir.

Buradan her k için cos k� ve sin k� düzlem üzerinde sadece lineer ba¼g¬ms¬z küresel

harmoniklerdir. E3 üzerinde d (k) = 2k+1 oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Böylece fSkg

n¬n boyutu ve buradan fQkg n¬n boyutu tek tamsay¬lar olarak artar.

(d) Genel olarak, En de, k !1 iken

g (k) =

�
k + n� 1
n� 1

�
=
(k + n� 1) (k + n� 2) ::: (k + 1)

(n� 1)! � kn�1

(n� 1)!
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elde edilir. Ortalama de¼ger teoreminin kullan¬lmas¬yla

d (k) = g (k)� g (k � 2) �
"

kn�1

(n� 1)! �
(k � 2)n�1

(n� 1)!

#
� 2 kn�2

(n� 2)!

elde edilir. Buradan herhangi bir n � 2 için k !1 iken

d (k) � ckn�2

sonucu elde edilir, burada c sabiti sadece n ye ba¼gl¬d¬r.

Sonuç 2.1. � üzerinde sürekli olan herhangi bir fonksiyona küresel harmoniklerin

bir sonlu lineer bileşimi ile düzgün olarak yaklaş¬labilir.

Lemma 2.7. Qi 2 fQig ve Si (x) = jxjiQi (x0) ona kaŗs¬l¬k gelen kat¬harmonik

olsun. Bu durumda m 6= k için

(a)
R
�

QmQkdx
0 = 0

(b)
R

jxj�1
SmSkdx = 0

sa¼glan¬r.

fQkg vektör uzaylar¬n¬

(f; g) =

Z
�

fgdx0

iç çarp¬ml¬L2 (�) reel Hilbert uzay¬n¬n lineer alt uzay¬ olarak ele alal¬m. Bu iç

çarp¬ma göre her bir fQkg da bir fYlkg ortonormal taban¬n¬inşa edebiliriz, burada

l = 1; 2; :::; d (k) d¬r. Başka bir de¼gi̧sle, her k sabiti için

(Yik; Yjk) =

Z
�

YikYjkdx
0 = �ij

dir. Bütün bu sonuçlar¬n birleştirilmesiyle aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Teorem 2.21. l = 1; 2; :::; d (k) ve k = 0; 1; 2; ::: olmak üzere fYlkg kolleksiyonu �

üzerinde bir tam ortonormal sistemdir.
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Amac¬m¬z Ylk küresel harmonikleri ve onlar¬n türevleri için baz¬s¬n¬rlar elde etmek

olacakt¬r. Bu s¬n¬rlar her bir k ve her x 2 � için

d(k)X
l=1

Y 2
lk (x) = Ak

olmas¬gerçe¼ginden görülebilir, burada Ak sadece k ve n boyutuna ba¼gl¬bir sabittir.

Bu sonucu ispatlamak için bölgesel harmonik kavram¬n¬tan¬mlayal¬m.

Lemma 2.8. Her bir k ve her bir x 2 � noktas¬için, x kutuplu bölgesel harmonik

olarak adland¬r¬lan bir Zx 2 fQkg küresel harmoni¼gi vard¬r, öyleki her Q 2 fQkg

için

Q (x) = (Q;Zx)

dir. Bundan başka her y 2 � için

Zx (y) =
X
l

Ylk (x)Ylk (y)

dir, burada l = 1; 2; :::; d (k) d¬r.

Lemma 2.9. Herhangi bir v : �! � dönmesi ve herhangi bir Zx bölgesel harmoni¼gi

için

Zvx (vy) = Zx (y)

sa¼glan¬r.

Uyar¬2.3. E¼ger bir Zx bölgesel harmoni¼ginin x 2 � kutbu bir v dönmesinin ekseni

üzerinde bulunuyorsa bu durumda vx = x tir, böylece Lemma 2.9 dan her y 2 � için

Zx (y) = Zx (vy)

dir. Başka bir de¼gi̧sle bir Zx bölgesel harmoni¼gi x kutbuna ba¼gl¬ olarak her bir

"paralel" boyunca sabittir.
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Lemma 2.10. Her bir k ve her x 2 � için

X
l

Y 2
lk (x) =

d (k)

wn

gerçeklenir, burada wn, � n¬n yüzey alan¬d¬r.

Teorem 2.22. Her x0 2 � için

jYlk (x0)j � ck
n�2
2 (2.1)

dir, burada c sabiti sadece n boyutuna ba¼gl¬d¬r. Daha genel olarak����� @

@x

�� h
jxjk Ylk (x0)

i���� � ck
n�2
2
+j�j jxjk�j�j (2.2)

elde edilir, burada c sabiti sadece j�j ve n ye ba¼gl¬d¬r.

Teorem 2.21 e dönülmesiyle herhangi bir f 2 L2 (�) nin

f (x0) =
X
l;k

alkYlk (x
0) =

1X
k=0

d(k)X
l=1

alkYlk (x
0) (2.3)

Fourier serileri taraf¬ndan belirtilebilece¼gi aç¬kt¬r ki, Riesz-Fisher Teoremi�nden, L2

normunda f ye yak¬nsakt¬r. alk katsay¬lar¬

alk =

Z
�

f (x0)Ylk (x
0) dx0 (2.4)

ile verilir ve X
l;k

jalkj2 =
Z
�

jf (x0)j2 dx0 (2.5)

Parseval eşitli¼gini sa¼glar.

Uyar¬2.4. � üzerindeki herhangi bir f sürekli fonksiyonunun En � f0g a s¬f¬r¬nc¬

dereceden homojen olan bir ~f = f
�
x
jxj

�
sürekli geni̧slemesi vard¬r. Kaŗs¬t olarak
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s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen olan herhangi bir g 2 C (En0 ), g = ~f biçimindedir, bu-

rada f , onun � birim küresine k¬s¬tlan¬̧s¬d¬r. Genel olarak, f ve ~f aras¬nda ayr¬m

yap¬lmayacakt¬r ve f 2 C1 (�) yaz¬ld¬¼g¬nda ~f 2 C1 (En0 ) anlam¬na gelecektir.

E¼ger f 2 C1 (�) ise bu durumda (2.3) teki Fourier serileri f ye mutlak ve düzgün

olarak yak¬nsar. Asl¬nda, biz daha fazlas¬n¬gösterece¼giz, şöyleki bir f 2 C1 (�)

fonksiyonunun "harmonik Fourier katsay¬lar¬" olan bir falkgk=0;1;2;:::l=1;2;:::;d(k) dizisi için bir

gerek ve yeter koşul dizinin h¬zla azalan olmas¬d¬r. Bu son sonuç yukar¬daki (2.4)

formülünün benzerinin bir sonucudur. ·Ilk olarak

Lf = jxj2�f

ile verilen bir fonksiyonun homojenli¼ginin derecesini koruyan bir L operatörünü

tan¬mlayal¬m. Aç¬k olarak � üzerinde Lf = �f dir.

Lemma 2.11. Her Ylk ve her r � 0 tamsay¬lar¬ için

LrYlk = (�k)r (k + n� 2)r Ylk

sa¼glan¬r.

Lemma 2.12. E¼ger f , g 2 C2r (En0 ) ve s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen iseler, bu du-

rumda Z
�

fLrgd� =

Z
�

gLrfd�

elde edilir.

Teorem 2.23. f 2 C1 (�) ve falkg onun fYlkg ya göre Fourier katsay¬lar¬olsun.

Bu durumda her r � 0 tamsay¬s¬için

alk = (�k)�r (k + n� 2)�r
Z
�

YlkL
rfd�
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gerçeklenir.

Teorem 2.24. f 2 C1 (�) ve falkg onun fYlkg ya göre Fourier katsay¬lar¬olsun.

Bu durumda her r � 0 tamsay¬s¬için

X
l;k

kr jalkj <1 (2.6)

dur. Kaŗs¬t olarak (2:6) y¬sa¼glayan falkgk=0;1;2;:::l=1;2;:::;d(k) sabitlerinin herhangi bir ailesi

verilsin.

f (x0) =
X
l;k

alkYlk (x
0)

olacak şekilde bir f 2 C1 (�) vard¬r.

Lemma 2.13. E¼ger P 2 fSkg ise bu durumda

F
h
P (x) e��jxj

2
i
= (�i)k P (x) e��jxj

2

sa¼glan¬r.

Teorem 2.25. Q 2 fQkg, k � 1 olsun. Bu durumda

F
�
p:v:Q (x0) jxj�n

�
= 
kQ (x

0)

sa¼glan¬r, burada


k = (�i)
k �

n
2
�
�
k
2

�
�
�
n+k
2

�
ile verilir.

Uyar¬2.5. 
k n¬n tan¬m¬ndan k !1 iken

��
�1k �� � ck
n
2

dir, burada c sabiti sadece n boyutuna ba¼gl¬d¬r.
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3. DA¼GILIMLAR VE FOURIER DÖNÜŞÜMLER·I

Bu bölümde daha sonra ihtiyaç duyaca¼g¬m¬z da¼g¬l¬mlar¬n Schwartz teorisinden bahse-

dece¼giz. ·Integrallenebilir bir fonksiyonun zay¬f veya da¼g¬l¬msal türevi kavram¬özel

bir öneme sahiptir. Çünkü Sobolev uzaylar¬n¬n standart tan¬mlar¬ndan birisi böyle

türevler yard¬m¬yla ifade edilir.

3.1 Test Fonksiyonlar¬

C10 = C10 (E
n) ile kompakt destekli u : En ! C düzgün fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬n¬

gösterelim. Aç¬k olarak C10 bir (kompleks) vektör uzay¬d¬r. Şimdi C10 üzerinde

verece¼gimiz bir yak¬nsakl¬k kriteri ile bir topolojiyi tan¬mlayaca¼g¬z: fung, C10 (En)

ye ait fonksiyonlar¬n bir dizisi ve u 2 C10 (En) olsun. E¼ger un sabit bir K kompakt

kümesinde deste¼ge sahip ve fung, u ya bütün türevleri ile birlikte düzgün yak¬ns¬yor

ise bu durumda fung, u ya S-yak¬nsar deriz ve un � u sembolüyle belirtiriz. Daha

kesin bir ifade ile her � katl¬-indisi için K üzerinde düzgün olarak

lim
n!1

D�un = D�u

sa¼glan¬r. Bu topoloji ile donat¬lm¬̧s C10 bir topolojik vektör uzay¬d¬r ve D ile göste-

rilir. D nin elemanlar¬na test fonksiyonlar¬denir. D normlanabilir bir uzay de¼gildir.

D nin duali tek olarak belirlenir ve bu dual uzay amaçlar¬m¬z için oldukça elveri̧slidir.

Test fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

(i) u1,u2 2 D olsun. Bu durumda c1u1 + c2u2 de D dedir, burada c1 ve c2 kompleks

say¬lard¬r.

(ii) E¼ger u 2 D ise bu durumda D�u 2 D olur.

(iii) Bir f 2 C1 ve u 2 D için fu 2 D olur.

(iv) E¼ger u (x1; :::; xm) bir m-boyutlu test fonksiyonu ve  (xm+1; :::; xn) bir (n�m)-

boyutlu test fonksiyonu ise bu durumda u , x1; x2; :::; xn de¼gi̧skenlerine göre n-

boyutlu bir test fonksiyonudur.
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Örnek 3.1.1.

f (t) =

8<: e�
1
t ; t > 0

0 ; t � 0

olsun. Bu durumda f 2 C1 un ve onun bütün türevlerinin s¬n¬rl¬oldu¼gu görülür.

� (t) = f (1 + t) f (1� t) olsun. Bu durumda

� (t) =

8<: e
�2
1�t2 ; jtj < 1

0 ; aksi halde

dir ve D = D (E1) e aittir. Şimdi � den n-boyutlu durumu elde edelim. x 2 En için

 (x) = � (x1)� (x2) :::� (xn) olsun. Bu durumda  2 D = D (En) oldu¼gundan

 (x) =

8<: e
�2

1�jxj2 ; jxj < 1

0 ; aksi halde

oldu¼gu görülür ve  2 D = D (En) elde edilir.

D test fonksiyonlar¬uzay¬üzerindeki bir lineer fonksiyonel her u test fonksiyonuna

T (u) = hT; ui ile gösterilen bir kompleks say¬kaŗs¬l¬k getiren bir i̧slem (veya bir

kural) d¬r; öyle ki key� u1 ve u2 test fonksiyonlar¬ve c1 ve c2 kompleks say¬lar¬için

hT; c1u1 + c2u2i = c1 hT; u1i+ c2 hT; u2i

sa¼glan¬r. Ayr¬ca,

hT; 0i = 0

ve

hT;
mX
j=1

cjuji =
mX
j=1

cjhT; uji

sa¼glan¬r, burada cj ler key� kompleks say¬lard¬r.

Şimdi lineer fonksiyonellerin süreklili¼gi kavram¬n¬verelim.

Tan¬m 3.1.1. D üzerindeki bir lineer fonksiyonelin sürekli olmas¬için gerek ve yeter
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koşul fumg test fonksiyonlar¬n¬n bir dizisinin bir u test fonksiyonuna S-yak¬nsak iken

hT; umi say¬lar¬n¬n dizisinin de C de hT; ui de¼gerine yak¬nsamas¬d¬r. Bu durumda

lim
m!1

hT; umi = hT; lim
m!1

umi

gerçeklenir.

Test fonksiyonlar¬uzay¬nda Fourier dönüşümünü incelerken basitlik içinD = D (E1) i

göz önüne alaca¼g¬z. Çünkü tüm incelemelerimizi al¬̧s¬lm¬̧s düzenlemelerle çok de¼gi̧sken-

li reel fonksiyonlara uygulayabiliriz. E¼ger u 2 D (E1) ve (suppu) � fx : jxj � ag

al¬rsak bu durumda

û (�) =

aZ
�a

e�2�ix�u (x) dx

oldu¼gu görülür. Bundan başka û

û (�) =

aZ
�a

e�2�ix�u (x) dx =

aZ
�a

e�2�ix�e2�x�u (x) dx

ile verilen bir � = � + i� kompleks de¼gi̧skenli bir fonksiyona geni̧sletilebilir. � ya

göre integral i̧sareti alt¬nda diferensiyelleme ile tam �-düzlemi üzerinde û (�) n¬n

holomor�k oldu¼gunu görürüz. Di¼ger bir de¼gi̧sle û (�) tam analitik bir fonksiyondur.

Du (x) = u
0
(x) in Fourier dönüşümünün k¬smi integrasyon ile

aZ
�a

e�2�ix�Du (x) dx = 2�i�

aZ
�a

u (x) e�2�ix�dx = 2�i�û (�)

oldu¼gu görülür. u nun Dk, k = 0; 1; 2; :::; kuvvetlerinin al¬nmas¬yla ve düşüncenin

tekrar edilmesiyle

F
�
Dku

�
(�) = (2�i�)k û (�) (3.1.1)

bulunur. ��F �Dku
�
(�)
�� =

������
aZ

�a

e�2�ix�Dku (x) dx

������ � cke
2�aj�j
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oldu¼gundan jxj � a için s¬f¬r olan herhangi bir u 2 D nin û (�) (kompleks) Fourier

dönüşümünün her k = 0; 1; ::: için

���(2�i�)k û (�)��� � cke
2�aj�j (3.1.2)

eşitsizli¼gini sa¼glayan � = � + i� n¬n bir tam analitik fonsiyonu oldu¼gu görülür. Bu

iddian¬n kaŗs¬t¬ da do¼grudur ve ikisi birlikte genel olarak Paley-Wiener Teoremi

olarak bilinir. Özel olarak, D deki fonksiyonlar¬n Fourier dönüşümlerinin çok özel

bir fonksiyonlar s¬n¬f¬oldu¼gu görülür. Bu F (D) s¬n¬f¬genellikle Z ile gösterilir.

3.2 Da¼g¬l¬mlar

Tan¬m 3.2.1. D üzerindeki bütün sürekli lineer fonksiyonellerin D
0
topolojik vek-

tör uzay¬na D nin duali denir ve En üzerinde (Schwartz) da¼g¬l¬mlar uzay¬ olarak

adland¬r¬l¬r. D
0
zay¬f-y¬ld¬z topolojisi ile donat¬ld¬¼g¬nda bir lokal konveks topolojik

vektör uzay¬olur. S; T 2 D0
ve c 2 C olsun. D0

deki vektör uzay¬i̧slemleri u 2 D

olmak üzere

hS + T; ui = hS; ui+ hT; ui ve hcT; ui = c hT; ui

biçimindedir.

3.2.1 Da¼g¬l¬mlar¬n yak¬nsakl¬¼g¬

Da¼g¬l¬mlar teorisinde yak¬nsakl¬k kavram¬çok önemlidir. Tj, T 2 D
0
olsun. D

0
de

Tj ! T dir ancak ve ancak her u 2 D için C de j ! 1 iken hTj; ui ! hT; ui

dir. Da¼g¬l¬msal yak¬nsama ayr¬ca zay¬f yak¬nsama olarak da adland¬r¬l¬r. Tj dizisinin

limiti yine bir da¼g¬l¬m oldu¼gundan aşa¼g¬daki önemli sonucu elde ederiz.

Teorem 3.2.1.1. D0
zay¬f yak¬nsakl¬¼ga göre tamd¬r.

D
0
içerdi¼gi elemanlar bak¬m¬ndan oldukça zengindir. Ayr¬ca D

0
üzerinde çok say¬da

cebirsel ve analitik i̧slem tan¬mlayabiliriz. D
0
nin temel özellikleri aşa¼g¬daki şekilde
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özetlenebilir:

Ö.1. D0
, L1loc (E

n) yi kapsayan bir vektör uzay¬d¬r.

Gerçekten , e¼ger f lokal integrallenebilir ise bu durumda D deki her u için

hf; ui =
Z
f (x)u (x) dx (3.2.2.1)

fonksiyoneli tan¬mlan¬r. Bu fonksiyonelin lineerli¼gi aç¬kt¬r. Ayr¬ca

jhf; uij � max
x2suppu

ju (x)j
Z

suppu

jf (x)j dx <1

sa¼glan¬r. Böylece un � 0 iken hf; uni ! 0 oldu¼gu görülür. Buradan f süreklidir.

Dolay¬s¬yla f 2 D0
dir.

D
0
deki her da¼g¬l¬m sadece bir f 2 L1loc (E

n) için (3:2:2:1) ile tan¬mlanan biçimde

de¼gildir. Gerçekten her u 2 D için

Z
� (x)u (x) dx = u (0)

olacak şekilde En de lokal integrallenemeyen � fonksiyonu olabilir. Üstelik, D ü-

zerinde

h�; ui = u (0)

ile tan¬mlanan � lineer fonksiyonelinin sürekli oldu¼gu kolayca görülebilir. Buradan �

bir da¼g¬l¬md¬r ve Dirac da¼g¬l¬m¬olarak adland¬r¬l¬r.

Ö.2. D0
, C1 = C1 (En) üzerinde bir modüldür. Burada her f 2 D0

, u 2 C1 ve

v 2 D ler için fu 2 D0
çarp¬m¬n¬

hfu; vi = hf; uvi

ile tan¬mlayabiliriz, çünkü uv 2 D dir. Genel olarak iki da¼g¬l¬m fonksiyonunun
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çarp¬m¬n¬tan¬mlamak zordur. ·Iki fonksiyon lokal integrallenebilir olsa bile çarp¬m¬

olmayabilir. Örne¼gin f (x) = g (x) = 1
x1=2

durumunda bu aç¬k olarak görülebilir.

E¼ger f 2 L1loc ve u 2 D ise bu durumda



f; u

�
=

Z
fudx =

Z
fudx = hf; ui

oldu¼gu görülür. Buradan her g 2 D0
ve u 2 D için hg; ui = hg; ui tan¬mlar¬z.

Ö.3. f 2 D0
ise bu durumda f 2 D0

dir.

Benzer şekilde f lokal integrallenebilir olsun. �f (x) = f (�x) tan¬mlarsak bu du-

rumda D deki her u için

h �f; ui =

Z
�f (x)u (x) dx =

Z
f (�x)u (x) dx =

Z
f (y)u (�y) dy

=

Z
f (y) �u (y) dy = hf; �ui

elde ederiz. Böylece herhangi bir g 2 D0
ve her u 2 D için h�g; ui = hg; �ui ile �g y¬

tan¬mlar¬z. Bu ise bize aşa¼g¬daki sonucu verir.

Ö.4. f 2 D0
ise bu durumda �f 2 D0

dir.

L1loc de verilen bir f için (�af) (x) = f (x� a) ötelemesi yine lokal integrallenebilirdir.

Ayr¬ca D deki her u için

h�af; ui =
Z
f (x� a)u (x) dx =

Z
f (y)u (y + a) dy = hf; ��aui

dir. Böylece her u 2 D için h�ag; ui = hg; ��aui formülü ile bir g 2 D
0
da¼g¬l¬m¬n¬n

�ag ötelemesini tan¬mlar¬z. Buradan aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Ö.5. E¼ger f 2 D0
ise bu durumda �af 2 D

0
olur.
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3.2.2 Da¼g¬l¬mlar¬n türevleri

f 2 C1 (En) ve u 2 D için Dj =
@
@xj

alarak

hDjf; ui =
Z

@f

@xj
u (x) dx

yazabiliriz. u, En nin bir kompakt alt kümesinin d¬̧s¬nda s¬f¬r oldu¼gundan xj degi̧ske-

nine göre k¬smi integrasyonla

Z
@f

@xj
u (x) dx = �

Z
f (x)

@u

@xj
dx

elde ederiz. @u
@xj

de ayr¬ca bir test fonksiyonu oldu¼gundan Djf da¼g¬l¬msal türevini

hDjf; ui = �hf;Djui

ile tan¬mlar¬z. Benzer şekilde e¼ger f 2 C j�j (En) ise bu durumda j�j-kere k¬smi

integrasyonla

Z
(D�f (x))u (x) dx = (�1)j�j

Z
f (x)D�u (x) dx

elde edilir. Buradan bir f 2 D0
da¼g¬l¬m¬n¬n yüksek mertebeden D�f türevi

hD�f; ui = (�1)j�j hf;D�ui (3.2.2.1)

ile verilir. Şimdi D�f 2 D0
oldu¼gunu gösterelim. u 2 D iken D�u 2 D oldu¼gundan

D�f , D üzerinde bir fonksiyoneldir ve aç¬k olarak lineerdir. Süreklili¼gini göstermek

için D de un � u olsun. Bu durumda

suppD�un � suppun

oldu¼gundan D�un nin deste¼gi bir K kompakt kümesinde bulunur. Bundan başka her

bir � katl¬-indisi için

D� (D�un) = D�+�un
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n!1 iken K üzerinde D�+�u ya düzgün olarak yak¬nsar. Buradan D de

D�un � D�u elde edilir. f 2 D0
oldu¼gundan C de

hD�f; uni = (�1)j�j hf;D�uni ! (�1)j�j hf;D�ui = hD�f; ui

dir. Böylece D�f 2 D0
dir. Buradan aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Ö.6. E¼ger f 2 D0
ise bu durumda Djf 2 D

0
olur.

Yukar¬da D
0
deki her da¼g¬l¬m¬n, (3:2:2:1) anlam¬nda, her mertebeden türevlere sahip

oldu¼gunu gösterdik. Ayr¬ca, D� : D
0 ! D

0
dönüşümü süreklidir. E¼ger D

0
de fn ! f

ve u 2 D ise bu durumda

hD�fn; ui = (�1)j�j hfn; D�ui ! (�1)j�j hf;D�ui = hD�f; ui

elde edilir.

Aşa¼g¬da da¼g¬l¬mlar¬n türevi ile ilgili iki örnek verece¼giz.

Örnek 3.2.2.1. E1 üzerinde

H (t) =

8<: 1 ; t > 0

0 ; t � 0

ile tan¬ml¬Heaviside fonksiyonunu göz önüne alal¬m. Aç¬k olarak H 2 L1loc (E1) dir

ve böylece bir da¼g¬l¬m olarak göz önüne al¬nabilir. Bu anlamda DH (t) = d
dt
H (t)

türevini göz önüne alabiliriz. D = D (E1) deki her u için

hDH; ui = �hH;Dui = �
1Z
0

u0 (t) dt = u (0) = h�; ui

elde edilir. Buradan E1 üzerinde d
dt
H = � elde ederiz. Yani Heaviside da¼g¬l¬m¬n¬n

türevi Dirac da¼g¬l¬m¬d¬r.

31



Örnek 3.2.2.2. 0 2 En olmak üzere � 2 D0
(En) Dirac da¼g¬l¬m¬n¬n D�� da¼g¬l¬msal

türevi

hD��; ui = (�1)j�jD�u (0)

ile verilir.

3.2.3 Bir da¼g¬l¬m¬n deste¼gi

f 2 D0
verilsin. E¼ger deste¼gi bir aç¬k U � En kümesi taraf¬ndan kapsanan her u 2 D

için hf; ui = 0 ise bu durumda U üzerinde f = 0 d¬r. Ayr¬ca, U üzerinde f � g = 0

ise bu durumda U da f = g dir. E¼ger bir x 2 En noktas¬n¬n bir aç¬k Vx komşulu¼gu

üzerinde f = 0 oluyorsa, bu durumda x noktas¬na f nin bir esasl¬olmayan noktas¬

denir. Aksi halde x noktas¬na f nin bir esasl¬noktas¬ad¬verilir.

Tan¬m 3.2.3.1. f nin bütün esasl¬noktalar¬n¬n kümesine f nin deste¼gi denir ve

suppf ile gösterilir.

Böylece bir f da¼g¬l¬m¬n¬n deste¼gini f nin s¬f¬r oldu¼gu en büyük aç¬k kümenin tümleye-

ni olarak tan¬mlayabiliriz. Buradan suppf nin kapal¬ bir küme oldu¼gu kolayl¬kla

görülebilir.

Örnek 3.2.3.1. H (x) Heaviside fonksiyonu olmak üzere suppH (x) ; x > 0 yar¬-

eksenidir.

Örnek 3.2.3.2. E¼ger f da¼g¬l¬m¬x 2 U için f = 0 ise bu durumda x 2 U için

D�f = 0 d¬r. Böylece D�f �suppf dir. Gerçekten, deste¼gi U da kapsanan bir

u 2 D fonksiyonu için D�u 2 D nin de deste¼gi U da kapsan¬r. Dolay¬s¬yla

hD�f; ui = (�1)j�j hf;D�ui = 0

oldu¼gu görülür. Buradan x 2 U için D�f = 0 oldu¼gu görülür.
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Örnek 3.2.3.3. suppf (x) g (x) �suppf\suppg dir. Gerçekten, e¼ger

x 2suppf (x) g (x) ise bu durumda x in her komşulu¼gu için f (x) g (x) 6= 0 d¬r.

Buradan x in bütün komşuluklar¬ için f (x) 6= 0 ve g (x) 6= 0 d¬r. Dolay¬s¬yla

x 2suppf\suppg dir.

D
0
0 ile kompakt destekli da¼g¬l¬mlar¬n alt vektör uzay¬n¬gösterece¼giz. Şimdi da¼g¬l¬mlar

için iki gösterim teoremini ifade edelim.

Teorem 3.2.3.1. f 2 D0
olsun. Bu durumda D

0
0 de aşa¼g¬daki özelliklere sahip bir

ffkg dizisi vard¬r:

(i) En nin herhangi bir s¬n¬rl¬ A alt kümesi için sonlu çokluktaki k lar d¬̧s¬nda

(suppfk) \ A = ; dir.

(ii) Her u 2 D için hf; ui =
P
k

hfk; ui dir (Neri 1971).

Dikkat edilirse (i) den dolay¬her bir u için (ii) deki toplam sonludur.

Teorem 3.2.3.2. E¼ger f 2 D0
0 ise D de bir  fonksiyonu ve C

0 = C0 (En) de sürekli

bir g fonksiyonu vard¬r öyleki bir � katl¬-indisi için f =  D�g dir, burada D�g ler

da¼g¬l¬m türevleridir; yani, C0 � L1loc � D
0
oldu¼gundan D�g, D

0
nin bir eleman¬

olarak g nin türevleridir (Neri 1971).

3.2.4 D deki fonksiyonlar ile da¼g¬l¬mlar¬n konvolüsyonu

f lokal integrallenebilir ve u 2 D olsun. Bu durumda f � u konvolüsyonu vard¬r ve

(f � u) (x) =

Z
f (x� y)u (y) dy =

Z
f (y)u (x� y) dy

=

Z
f (y) �u (y � x) dy = hf; �x�ui

biçimindedir. ·Integral i̧sareti alt¬nda diferensiyelleme ile görülebilece¼gi gibi x in bir

düzgün fonksiyonudur. Buradan f 2 D0
ve u 2 D için f � u konvolüsyonunu

(f � u) (x) = hf; �x�ui (3.2.4.1)
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ile verilen fonksiyon olarak tan¬mlar¬z.

Alternatif olarak f 2 L1loc in bir da¼g¬l¬m olarak göz önüne al¬nmas¬yla her u; v 2 D

için

hf � u; vi =

Z
(f � u) (x) v (x) dx =

Z �Z
f (x� y)u (y) dy

�
v (x) dx

=

Z �Z
f (y)u (x� y) dy

�
v (x) dx (Fubini)

=

Z
f (y)

�Z
u (x� y) v (x) dx

�
dy

=

Z
f (y)

�Z
�u (y � x) v (x) dx

�
dy

= hf; �u � vi

elde ederiz. Di¼ger bir de¼gi̧sle, e¼ger f 2 D0
ve u 2 D ise

hf � u; vi = hf; �u � vi (3.2.4.2)

formülü ile f�u da¼g¬l¬m¬n¬tan¬mlayabiliriz. (3:2:4:1) ve (3:2:4:2) tan¬mlar¬eşde¼gerdir.

Ayr¬ca u, v 2 D iken

f � (u � v) = (f � u) � v

sa¼glan¬r.

3.2.5 Da¼g¬l¬mlar¬n D0
0 deki da¼g¬l¬mlar ile konvolüsyonu

·Ilk olarak kompakt destekli da¼g¬l¬mlar¬n daha önce C10 a konulan topolojiye göre

sürekli olan C1 = C1 (En) üzerindeki lineer fonksiyoneller oldu¼guna dikkat edelim.

Asl¬nda, e¼ger f 2 D0
0 ve �, suppf nin bir komşulu¼gu üzerinde � (x) = 1 olacak şekilde

D de herhangi bir reel de¼gerli fonksiyon ise bu durumda �f = f dir ve buradan her

u 2 C1 için

hf; ui = h�f; ui = hf; �ui

sa¼glan¬r, burada şimdi �u 2 D dir.
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Uyar¬3.2.5.1. Kompakt kümeler üzerinde bütün türevlerinin düzgün yak¬nsakl¬¼g¬

ile C1 s¬n¬f¬ço¼gukez E ile gösterilir. Sonuç olarak D0
0 ço¼gu kez E

0
ile gösterilir.

Şimdi f 2 D0
0 de ve g 2 D

0
olsun. Her u 2 D için konvolüsyonu aşa¼g¬daki gibi iki

şekilde tan¬mlayabiliriz:

hg � f; ui =


g; �f � u

�
(3.2.5.1)

hf � g; ui = hf; �g � ui (3.2.5.2)

Gerçekten (3:2:5:1) ve (3:2:5:2) nin ikiside anlaml¬d¬r. (3:2:5:1) de

�
supp �f � u

�
� fx+ y : x 2 suppf ve y 2 suppug

dir. Böylece önceki özellikten �f � u, D ye aittir ve buradan


g; �f � u

�
iyi tan¬ml¬d¬r.

(3:2:5:2) de �g � u, C1 da oldu¼gundan başlang¬çtaki uyar¬m¬zdan hf; �g � ui iyi tan¬m-

l¬d¬r. Bundan başka (3:2:5:1) ve (3:2:5:2) nin eşde¼ger oldu¼gu görülebilir. Başka bir

de¼gi̧sle al¬̧s¬lm¬̧s skaler de¼gerli fonksiyonlarda oldu¼gu gibi konvolüsyon de¼gi̧smelidir.

Di¼ger bir de¼gi̧sle, bütün f 2 D0
0 ve g 2 D

0
ler için f � g = g � f dir. Ayr¬ca f � g

da¼g¬l¬m¬n¬n D� (f � g) da¼g¬l¬m türevlerini göz önüne alabiliriz. Her u 2 D için

hD� (f � g) ; ui = (�1)j�j hf � g;D�ui = (�1)j�j hf; �g �D�ui

= (�1)j�j hf; (D��g) � ui = (�1)j�j hf;D� (�g � u)i

elde ederiz. Şimdi bir taraftan

(�1)j�j hf;D� (�g � u)i = hD�f; �g � ui = h(D�f) � g; ui

iken di¼ger taraftan

(�1)j�j hf;D� (�g � u)i = (�1)j�j hf; (D��g) � ui = hf � (D�g) ; ui
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oldu¼gu görülür. Buradan

D� (f � g) = (D�f) � g = f � (D�g)

elde edilir.

Uyar¬3.2.5.2. � Dirac ölçüsü D0
0 ne aittir. Çünkü E

n de orijinde "nokta destek"

e sahiptir. Bu yüzden herhangi bir f 2 D0
için � � f yine bir da¼g¬l¬md¬r. Bundan

başka

� � f = f

sa¼glan¬r. Gerçekten, her u 2 D için

h� � f; ui =


�; �f � u

�
=
�
�f � u

�
(0) =



�f; �u
�
= hf; ui

elde ederiz. Benzer şekilde f � � = f dir. Buradan � da¼g¬l¬mlar¬ "konvolüsyon

çarp¬m¬" alt¬nda (2-tara�¬) bir özdeşlik gibi davran¬r.

f s¬n¬rl¬ sürekli bir fonksiyon ve K (x) = K (jxj) � 0, jxj � 1 de destekli veR
K (x) dx = 1 olacak şekilde En üzerinde "çan-biçiminde" bir fonksiyon olsun ve

K� (x) = ��nK
�x
�

�
al¬ns¬n. D

0
nün topolojisinde lim

�!0
K� (x) = � d¬r. Buradan K� a göre f � K� kon-

volüsyonunun süreklili¼ginden her bir x noktas¬nda �! 0 iken

(K� � f) (x) = (f �K�) (x)! f � � = f

elde edilir. Bundan dolay¬K� fonksiyonlar¬bazen "yaklaş¬k özdeşlikler" olarak ad-

land¬r¬l¬r. Bu düşünceler bize aşa¼g¬daki önemli sonucu vermemizi sa¼glar.

Lemma 3.2.5.1. D0
nin (zay¬f) topolojisine göre D, D

0
de yo¼gundur. Di¼ger bir

de¼gi̧sle D
0
deki her f , D deki bir fm dizisinin zay¬f limitidir (Neri 1971).
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·Ispat. f; D0
de sabit tutulsun vem!1 iken  m (x)! 1 noktasal olacak şekildeD

de bir  m dizisi seçilsin. Örne¼gin jxj � m ise  m (x) = 1 dir. Bu durumda herhangi

bir u 2 D ve (suppu) � fx : jxj � mg olacak şekildeki bütün çok büyük m ler için

h mf; ui = hf;  mui = hf; ui

elde ederiz. Daha sonra orijin komşulu¼gunda � (x) = 1, e¼ger jxj � 1 ise � (x) = 0 veR
� (x) dx = 1 olacak şekilde � 2 D seçeriz. �� (x) = ��n�

�
x
�

�
yaklaş¬k özdeşliklerini

oluşturdu¼gumuzda �� nin D ye ait oldu¼gunu ve � ! 0 iken, zay¬f olarak, �� ! �

oldu¼gunu görürüz. Böylece � = 1
m
al¬nmas¬yla ve

fm = ( mf) � � 1
m

konvolüsyonlar¬n¬n göz önüne al¬nmas¬yla fm 2 D oldu¼gu görülür, çünkü  mf 2 D
0
0

dir. Böylece D deki � 1
m
ile konvolüsyon D de bir fonksiyonu verir. Bundan başka

her u 2 D için m!1 iken

hfm; ui ! hf; ui

oldu¼gunu do¼grulamak kolayd¬r.

Şimdi orijinde (kompakt) destekli da¼g¬l¬mlar¬n önemli bir karakterizasyonunu vere-

biliriz:

Lemma 3.2.5.2. E¼ger f 2 D0
ve (suppf) = 0 2 En ise bu durumda f , � Dirac

ölçüsünün türevlerinin sonlu bir lineer bileşimidir. Yani, N negatif olmayan bir

tamsay¬olmak üzere

f =
X
j�j�N

c�@
��

sa¼glan¬r, burada c� lar kompleks sabitlerdir.

3.3 Tempered Da¼g¬l¬mlar ve Fourier Dönüşümü

Bir T (x) da¼g¬l¬m¬n¬n Fourier dönüşümünü tan¬mlamak istedi¼gimizde E1 de
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T̂ (�) = F (T (x)) =

1Z
�1

e�2�i�xT (x) dx

formülünü kullanmak isteriz. e�2�i�x bir test fonksiyonu olmad¬¼g¬ndan bu fonksiyon

üzerinde T nin etkisi tan¬ml¬de¼gildir. Klasik analizden f ve g gibi iki fonksiyonun

Fourier dönüşümleriyle ilgili

1Z
�1

f̂ (x) g (x) dx =

1Z
�1

f (x) ĝ (x) dx

Parseval Formülünü kullanabiliriz. Yani, u 2 D olmak üzere

hT̂ ; ui = hT; ûi

tan¬mlar¬z. u bir test fonksiyonu olmas¬na ra¼gmen û olmayabilece¼ginden bu zorluk

test fonksiyonlar¬s¬n¬f¬n¬n büyütülmesiyle ve da¼g¬l¬mlar¬n yeni bir s¬n¬f¬n¬n tan¬m-

lanmas¬yla aş¬labilir.

3.3.1 H¬zla azalan fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬

S ile, jxj ! 1 iken bütün türevleri ile birlikte jxj in herhangi bir negatif kuvvetinden

daha h¬zl¬s¬f¬ra yaklaşan C1 fonksiyonlar¬n¬n vektör uzay¬n¬gösterelim. Daha kesin

bir ifadeyle, e¼ger her � ve � katl¬-indisleri için

��x�D�u (x)
�� � c�� (3.3.1.1)

olacak şekilde c�� pozitif sabitleri varsa u 2 S dir. Eşde¼ger olarak 8 j�j � 0 ve

8 s � 0 say¬s¬için ��D�u (x)
�� � cs�

�
1 + jxj2

��s
(3.3.1.2)

ise u 2 S dir.

Tan¬m 3.3.1.1. S deki fonksiyonlara h¬zla azalan düzgün fonksiyonlar denir.
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Örne¼gin e�jxj
2

fonksiyonu S ye aittir. D deki fonksiyonlardan farkl¬olarak S deki

fonksiyonlar¬n kompakt deste¼ge sahip olmalar¬gerekmez. D deki bütün test fonksi-

yonlar¬bir kompakt kümenin d¬̧s¬nda özdeş olarak s¬f¬r oldu¼gundan bunlar S de iken

sadece sonsuzda h¬zla azaland¬r. Bundan dolay¬D � S dir.

3.3.2 S deki yak¬nsakl¬k

E¼ger 8 j�j � 0 için her kompakt K � En üzerinde D�uk ! D�u düzgün ve k den

ba¼g¬ms¬z olarak seçilebilen c�� sabitleri için

��x�D�uk (x)
�� � c�� (3.3.2.1)

oluyorsa bu durumda S deki bir fukg dizisi u ya yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda

(3:3:2:1) de k ! 1 al¬n¬rsa u limit fonksiyonunun da S ye ait oldu¼gu görülür.

Böylece S uzay¬bu yak¬nsakl¬¼ga göre kapal¬d¬r.

S üzerindeki bir lineer fonksiyonel süreklidir ancak ve ancak fukg dizisi S üzerinde

u ya yak¬nsarken hf; uki ! hf; ui dir.

Teorem 3.3.2.1. 1 � p < 1 olmak üzere S den Lp nin içine sürekli özdeşlik

dönüşümü ile S, Lp nin bir yo¼gun alt uzay¬d¬r (Al-Gwaiz 1992).

3.3.3 Tempered da¼g¬l¬mlar

Tan¬m 3.3.3.1. S üzerindeki bütün sürekli lineer f fonksiyonellerinin S 0
topolojik

vektör uzay¬tempered da¼g¬l¬mlar uzay¬olarak adland¬r¬l¬r.

D deki da¼g¬l¬mlar¬n ço¼gu S üzerinde de da¼g¬l¬md¬r. D üzerindeki bu da¼g¬l¬mlar¬n

sadece sonsuzda çok h¬zl¬ca büyüyenleri S ye geni̧sletilemez. Bunu aşa¼g¬daki öner-

mede de görebiliriz.

Önerme 3.3.3.1. S s¬n¬f¬ diferensiyelleme ve polinomlarla çarpma i̧slemlerinin
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alt¬nda kapal¬ olan integrallenebilir fonksiyonlar¬n bir cebiridir. E¼ger E kompakt

kümeler üzerinde bütün türevlerin düzgün yak¬nsakl¬¼g¬ileC1 fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬n¬

gösterirse D �S � E elde ederiz. Sonuç olarak dualiteden E 0 = D0
0 � S 0 � D

0
dir,

burada kapsamalar uygun, yo¼gun ve süreklidir.

·Ispat ·Ilk iddia (3:3:1:1) ve (3:3:1:2) şartlar¬n¬n direkt bir sonucudur. u (x) = e�jxj
2

fonksiyonu S ve S 0
ne ait olmas¬na ra¼gmen D ve D

0
0 ne ait de¼gildir. v (x) = ejxj

2

fonksiyonu E ve D0
ne aittir fakat S ve S 0

ne ait de¼gildir. Böylece bütün kapsamalar

uygundur. Kapsama dönüşümlerinin süreklili¼gi direkt olarak görülebilir. Çünkü D

deki yak¬nsakl¬k S deki yak¬nsakl¬ktan daha kuvvetlidir ve S deki yak¬nsakl¬kta E

deki yak¬nsakl¬ktan daha kuvvetlidir. Kapsamalar¬n yo¼gunlu¼gunu göstermek için

örnek olarak D nin S de yo¼gun oldu¼gunu gösterece¼giz.

�1 (x) =

8<: 1 ; jxj � 1

0 ; jxj � 2

olacak şekilde �1 2 D olsun. �k (x) = �1
�
x
k

�
dizisini göz önüne alal¬m. Bu durumda

S de verilen herhangi bir u için uk = u�k fonksiyonlar¬D ye aittir ve kolayl¬kla

görülebilirki S de uk, u ya yak¬nsar.

Örnek 3.3.3.1. 1 � p � 1 olmak üzere her f 2 Lp (En), her u 2 S (En) için

hf; ui =
Z
fudx

ile bir tempered da¼g¬l¬m tan¬mlar. Gerçekten 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere Hölder eşit-

sizli¼ginden

jhf; uij � kfkp kukq

elde edilir. Bir fung dizisinin S de s¬f¬ra yak¬nsamas¬ayn¬zamanda Lq da da s¬f¬ra

yak¬nsamas¬n¬ gerektirdi¼ginden her f 2 Lp (En) nin S üzerinde bir sürekli lineer

fonksiyonel tan¬mlad¬¼g¬sonucuna var¬l¬r. Bundan başka Lp nin S 0
nin bir alt vektör

uzay¬olarak tan¬mlanabilece¼gi görülür.
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3.3.4 S de Fourier dönüşümü

(Ff) (�) = f̂ (�) =

Z
e�2�i(x;�)f (x) dx

Fourier dönüşümünün L2 = L2 (En) uzay¬ndan kendi üzerine bir izometrik izomor-

�zm oldu¼gu klasik bir sonuçtur, burada x ve �, (x; �) = x1�1 + ::: + xn�n bilineer

çiftine göre dual de¼gi̧skenlerdir. Böylece En nin x-kopyas¬ve �-kopyas¬olmak üzere

iki kopyas¬n¬elde ederiz ve sonuç olarakta L2 (En) nin iki kopyas¬n¬elde ederiz.

u 2 S (En) olmak üzere

û (�) =

Z
e�2�i(x;�)u (x) dx (3.3.4.1)

Fourier dönüşümünü göz önüne alal¬m. S uzay¬L2 de yo¼gundur. S deki Fourier

dönüşümü L2 dekinden farkl¬ olarak do¼grudan tan¬mlanabilirdir. u nun integral-

lenebilirli¼ginden dolay¬ û (�) her yerde vard¬r. Gerçekten û, u nun L1 normu ile

s¬n¬rl¬d¬r, düzgün süreklidir ve j�j ! 1 iken û (�)! 0 d¬r.

Teorem 3.3.4.1. u! û = Fu Fourier dönüşümü S nin kendi içine olan sürekli bir

dönüşümdür. Bundan başka herhangi bir j�j � 0 için

(i) D�û (�) = F ((�2�ix)� u) (�)

(ii) F (D�u) (�) = (2�i�)� û (�)

gerçeklenir.

·Ispat. u 2 S oldu¼gundan integral i̧sareti alt¬nda (3:3:4:1) i diferensiyelleyebiliriz

(çünkü elde etti¼gimiz integral asl¬nda düzgün yak¬nsakt¬r).

D�û (�) =

Z
e�2�i(x;�) (�2�ix)� u (x) dx (3.3.4.2)

oldu¼gundan û 2 C1 dur ve (i) eşitli¼gi sa¼glan¬r. (3:3:4:2) ye j�j-kere k¬smi integrasyon

uygularsak

(2�i�)�D�û (�) =

Z
e�2�i(x;�)D� [(�2�ix)� u (x)] dx (3.3.4.3)
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elde ederiz. Böylece

���(2�i�)�D�û (�)
��� � Z ��D� [(�2�ix)� u (x)]

�� dx = c�� (3.3.4.4)

elde edilir. Bu ise Fu = û n¬n S ye ait oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca (3:3:4:3) te

� = (0; :::; 0) al¬nmas¬yla (ii) eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬görürüz. Son olarak (3:3:4:4) te

u nun yerine S de uk ! 0 olacak şekildeki bir dizinin al¬nmas¬yla S de ûk ! 0 oldu¼gu

kolayl¬kla görülebilir. Böylece S de Fourier dönüşümünün süreklili¼gi ispatlanm¬̧s olur.

Şimdi S deki her fonksiyonun yine S deki bir fonksiyonun Fourier dönüşümü oldu¼gunu

ifade eden ters Fourier dönüşümünün sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.

Teorem 3.3.4.2. (Ters Fourier formülü) 8 u 2 S için

u (x) =

Z
e2�i(x;�)û (�) d� (3.3.4.5)

veya

u (�x) = bbu
sa¼glan¬r. Sonuç olarak Fourier dönüşümü S nin kendi üzerine olan bir izomor�zmidir.

·Ispat. Z
e2�i(x;�)

�Z
e�2�i(y;�)u (y) dy

�
d�

ard¬̧s¬k inregralini hesaplamak zorunday¬z. Çiftkatl¬ integral mutlak yak¬nsak ol-

mad¬¼g¬ndan integrasyon s¬ras¬n¬de¼gi̧stiremeyiz. Bu zorluktan kurtulmak için v 2 S

olmak üzere daha sonra belirtece¼gimiz bir v (x) "yak¬nsakl¬k çarpan¬" tan¬mlar¬z.

Bu yöntem çiftkatl¬integrali mutlak yak¬nsak yapar. Böylece integrasyon s¬ras¬n¬n

de¼gi̧stirilmesiyle

Z
e2�i(x;�)v (�)

�Z
e�2�i(y;�)u (y) dy

�
d� =

Z
u (y)

�Z
e�2�i(y�x;�)v (�) d�

�
dy

=

Z
u (y) v̂ (y � x) dy =

Z
v̂ (y)u (x+ y) dy
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elde edilir. K¬saca

Z
e2�i(x;�)v (�) û (�) d� =

Z
v̂ (y)u (x+ y) dy (3.3.4.6)

dir. Herhangi bir � > 0 için v (��) nin Fourier dönüşümü ��nv̂
�
y
�

�
ile verilir. Böylece

(3:3:4:6) formülünde v (�) yi v (��) ile de¼gi̧stirirsek

Z
e2�i(x;�)v (��) û (�) d� =

Z
v̂ (y)u (x+ �y) dy (3.3.4.7)

elde edilir. û ve v̂,S � L1 de olduklar¬ndan ve u ve v s¬n¬rl¬ve sürekli olduklar¬ndan

e¼ger (3:3:4:7) de �! 0 iken limit al¬n¬rsa integral i̧sareti alt¬nda limite geçilebilir ve

v (0)

Z
e2�i(x;�)û (�) d� = u (x)

Z
v̂ (y) dy (3.3.4.8)

elde edilir. Son olarak (3:3:4:8) den (3:3:4:5) i elde etmek için v (y) = e��jxj
2

al¬-

narak v fonksiyonu belirtilir. Bu fonksiyon En de Weierstrass çekirde¼gidir ve Fourier

dönüşümü kendisine eşittir, ayr¬ca integral de¼geri 1 dir.

Teorem 3.3.4.3. 8 u; v 2 S için

(i)
R
ûvdx =

R
uv̂dx

(ii)
R
u�vdx =

R
ûv̂dx (Plancherel Formülü)

(iii) F (u � v) (�) = û (�) v̂ (�)

(iv) F (uv) (�) = (û � v̂) (�)

elde ederiz (Neri 1971).

·Ispat. Bir önceki teoremin ispat¬ndaki (3:3:4:6) formülünde x = 0 al¬nmas¬yla (i)

formülünü elde ederiz. (ii) yi ispatlamak için v̂ = w al¬r¬z, böylece

ŵ (�) =

Z
e2�i(x;�)v̂ (x) dx

elde edilir ve ters Fourier formülünden ŵ = v elde edilir. (i) formülünün kullan¬l-

mas¬yla
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Z
u�vdx =

Z
uŵdx =

Z
ûwdx =

Z
ûv̂dx

oldu¼gunu görürüz, böylece (ii) ispatlanm¬̧s olur. (iii) nin ispat¬aşa¼g¬daki gibidir:

F (u � v) (�) =

Z
e�2�i(x;�)

�Z
u (y) v (x� y) dy

�
dx

=

Z
e�2�i(y;�)u (y)

�Z
e�2�i(x�y;�)v (x� y) dx

�
dy

= û (�) v̂ (�)

Son olarak (iv) yi ispatlamak için her iki taraf¬n ayn¬Fourier dönüşümüne sahip

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. uv = w al¬nmas¬yla ve ters formülün kullan¬lmas¬yla

bbw (x) = Z e�2�i(x;�) bw (�) d� = w (�x) = u (�x) v (�x)

elde ederiz. Di¼ger taraftan (iii) ve ters formülden

F [(û � v̂) (�)] (x) = bbu (x)bbv (x) = u (�x) v (�x)

elde edilir.

Şimdi Fourier dönüşümünü tempered da¼g¬l¬mlar¬n S 0
topolojik vektör uzay¬na geni̧sle-

tece¼giz.

3.3.5 Tempered da¼g¬l¬mlar¬n Fourier dönüşümleri

K¬s¬m 3.3 teD deki bir da¼g¬l¬m¬n Fourier dönüşümünü tan¬mlamak için Parseval For-

mülünü kullan¬rken zorluklarla kaŗs¬laşm¬̧st¬k. S deki test fonksiyonlar¬n¬n uzay¬na

geçip tempered da¼g¬l¬mlar¬kulland¬¼g¬m¬zda bu zorluklar kaybolur.

Tan¬m 3.3.5.1. Bir f 2 S 0
tempered da¼g¬l¬m¬n¬n f̂ = Ff Fourier dönüşümü her

u 2 S için

hf̂ ; ui = hf; ûi (3.3.5.1)
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ile tan¬mlan¬r.

(3:3:5:1) in sa¼g taraf¬ndaki fonksiyonel iyi tan¬ml¬d¬r, çünkü û 2 S dir. Buradan

f 2 S 0
ise f̂ n¬nda S 0

de oldu¼gu görülür. Üstelik Teorem 3.3.4.3 ün (i) formülünden

e¼ger f , L1 den veya L2 den bir fonksiyon ise yeni tan¬m¬n klasik olanla uygun oldu¼gu

görülür. Yani

hf̂ ; ui = hf; ûi =
Z
f (x) dx

Z
u (y) e�2�ixydy

=

Z
u (y) dy

Z
f (y) e�2�ixydx =

Z
F (f)u (y) dy

sa¼glan¬r, burada F (f), f nin klasik Fourier dönüşümüdür.

Özel olarak her 1 � p � 1 için Lp (En) � S 0
oldu¼gundan Lp deki fonksiyonlar¬n

Fourier dönüşümleri genel olarak tempered da¼g¬l¬mlard¬r. Ek olarak S 0
nün bir m

için Z
(1 + jxj)�m jd� (x)j <1

olacak şekildeki bütün d� ölçülerini içerdi¼gini do¼grulamak kolayd¬r.

�u (x) = u (�x) oldu¼gundan bbu = u (�x) = �u dir, buradan bbu = �u formülü elde edilir.

E¼ger g bir da¼g¬l¬m ise Ö.4 ten �g de bir da¼g¬l¬md¬r ve

h�g; ui = hg; �ui

dir. Buradan aşa¼g¬daki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.3.5.1. bbg = �g ters Fourier formülü 8 g 2 S 0
için geçerlidir. Dolay¬s¬yla

Fourier dönüşümü S 0
nin kendi üzerine olan bir izomor�zmidir.

·Ispat. Teorem 3.3.4.2 ve Tan¬m 3.3.5.1 den 8 g 2 S 0
ve 8 u 2 S için

hbbg; ui = hĝ; ûi = hg; bbui = hg; �ui = h�g; ui
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dir. Böylece S 0
de bbg = �g d¬r. S üzerinde u ! û sürekli ve S 0

zay¬f topolojiye

sahip oldu¼gundan Tan¬m 3.3.5.1 Fourier dönüşümünün ayr¬ca S 0
üzerinde de sürekli

olmas¬n¬gerektirir.

Teorem 3.3.5.2. Fourier dönüşümü L2 den kendi üzerine bir izomor�zmdir ve

izometridir, yani Z
jĝj2 d� =

Z
jgj2 dx

Parseval Formülü elde edilir.

·Ispat. 8 g 2 L2 ve 8 u 2 S için Tan¬m 3.3.5.1 ve Schwarz eşitsizli¼ginden

jhĝ; uij = jhg; ûij =
����Z gûdx

���� � kgk2 kûk2
elde ederiz. Sonuç olarak u = v al¬rsak Plancherel Formülünden

jhĝ; uij � kgk2 kuk2

elde ederiz. Bu da ĝ n¬n L2 üzerinde bir s¬n¬rl¬u! hĝ; ui lineer fonksiyoneli tan¬m-

lad¬¼g¬n¬gösterir öyle ki normu � kgk2 yi sa¼glar. Riesz Gösterim Teoremi�nden

kĝk2 � kgk2 olacak şekilde yine ĝ ile gösterece¼gimiz L2 nin bir eleman¬vard¬r. Bu

son eşitsizli¼gin iki kez kullan¬lmas¬yla

kgk2 =



bbg




2
� kĝk2 � kgk2

oldu¼gu görülür. Böylece kĝk2 = kgk2 dir ve Parseval Formülü sa¼glan¬r.

Örnek 3.3.5.1. � Dirac ölçüsü ve u 2 S olmak üzere

D
�̂; u
E
= h�; ûi = û (0) =

Z
u (y) dy = h1; ui

oldu¼gundan �̂ = 1 elde edilir.
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4. S·INGÜLER ·INTEGRALLER

Bu bölümdeki esas amaçlar¬m¬zdan birisi singüler integralleri tan¬t¬p onlar¬n baz¬

temel özelliklerini vermek ve Lp s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬elde etmek olacakt¬r. Bu bölümde ayr¬ca

singüler çekirdeklerin Fourier dönüşümleride incelenecektir.

Singüler integraller en genel şekilde

(Tf) (x) =

Z
En

K (x; y) f (y) dy

biçiminde ifade edilebilirler. Burada K ya çekirdek denir ve K; x = y de singülerdir.

Bu yüzden yukar¬daki ifade limit durumunda anlaml¬hale getirilebilir (Stein 1993).

f (x), En de ölçülebilir ve bir t 2 En için her bir jx� tj > � > 0 kümesi üzerinde

mutlak integrallenebilir olsun. E¼ger

lim
�!0+

Z
jx�tj>�

f (x) dx

var ve sonlu ise bu durumda f (x), En üzerinde esas de¼ger anlam¬nda integral-

lenebilirdir denir. Bu limitin de¼geri

p:v:

Z
En

f (x) dx

ile gösterilir. n = 1 iken

p:v:

Z
En

f (x) dx = lim
�!0+

0@ t��Z
�1

+

1Z
t+�

1A f (x) dx

olur.

Şimdi E1 de singüler integralleri inceleyelim.
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4.1 Hilbert Dönüşümü

Tan¬m 4.1.1. 1 � p <1 olmak üzere f 2 Lp (E1) olsun.

~f (x) = p:v:
1

�

+1Z
�1

f (t)

x� t
dt = lim

�!0+
1

�

Z
jx�tj>�

f (t)

x� t
dt

esas de¼ger konvolüsyonu f nin Hilbert dönüşümü olarak adland¬r¬l¬r.

Buradaki esas amac¬m¬z ~f n¬n varl¬¼g¬n¬göstermek ve 1 < p <1 için Lp de Hf = ~f

operatörünün sürekli oldu¼gunu ifade eden M. Riesz�in klasik sonucunu elde etmek

olacakt¬r. Biçimsel olarak ~f , f ile 1
x
çekirde¼ginin konvolüsyonudur. Fakat bu kon-

volüsyon esas de¼ger anlam¬nda al¬nmal¬d¬r, çünkü 1
x
çekirde¼gi E1 üzerinde integral-

lenebilir de¼gildir. 1 � p <1 ve f 2 Lp olmak üzere

~f (x) = lim
�!0

~f� (x)

yazal¬m, burada

~f� (x) =
1

�

Z
jx�tj>�

f (t)

x� t
dt

ile verilir. Hölder eşitsizli¼ginden ~f� (x) in var oldu¼gu görülür, çünkü orijinin bir

�-komşulu¼gu-nun d¬̧s¬nda 1
x
çekirde¼gi her q > 1 için Lq ya aittir. W. H. Young

teoreminden p > 1 olmak üzere e¼ger f 2 L \ Lp ise ~f� 2 Lp dir.

Teorem 4.1.1. (M. Riesz Teoremi) 1 < p <1 olmak üzere f 2 Lp (E1) olsun.

~f� (x) =
1

�

Z
jtj>�

f (x� t)

t
dt =

1

�

Z
jx�tj>�

f (t)

x� t
dt

kesik Hilbert dönüşümünü göz önüne alal¬m. Bu durumda Ap sadece p ye ba¼gl¬pozitif

bir sabit olmak üzere

(i)



 ~f�




p
� Ap kfkp sa¼glan¬r.

(ii) �! 0 iken



 ~f� � ~f





p
! 0 olacak şekilde bir ~f 2 Lp fonksiyonu vard¬r.
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(iii)



 ~f




p
� Ap kfkp sa¼glan¬r.

Teorem 4.1.2. 1 < p <1 olmak üzere f 2 Lp (E1) olsun, bu durumda

~f (x) = lim
�!0

~f� (x) = lim
�!0

1

�

Z
jx�tj>�

f (t)

x� t
dt

hemen her yerde vard¬r.

Sonuç 4.1.1. 1 < p <1 olmak üzere f 2 Lp (E1) ise bu durumda

eef = �f
sa¼glan¬r.

Sonuç 4.1.2. 1 < p < 1; f 2 Lp (E1) ve q = p
p�1 olmak üzere g 2 Lq (L1) ise bu

durumda

(i)
+1R
�1

~f~gdx =
+1R
�1

fgdx

(ii)
+1R
�1

~fgdx = �
+1R
�1

f~gdx

sa¼glan¬r.

1 < p < 1 olmak üzere f 2 Lp (E1) olsun. z = x + iy olmak üzere y = Im (z) > 0

üst yar¬düzleminde

F (z) =
1

�i

+1Z
�1

f (t)

t� z
dt

fonksiyonunu göz önüne alal¬m. t nin bir fonksiyonu olarak (t� z)�1 her q > 1 için

Lq (E1) e ait oldu¼gundan Hölder eşitsizli¼ginden integral sonludur ve böylece F (z)

tan¬ml¬d¬r. Bundan başka F (z), üst yar¬düzlemde analitiktir. Gerçekten, e¼ger f (t)

sonlu deste¼ge sahipse bu durumda

F (z) =
1

�i

aZ
�a

f (t)

t� z
dt
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ve

1

�z
[F (z +�z)� F (z)] =

1

�i

aZ
�a

f (t)
1

�z

�
1

t� z ��z �
1

t� z

�
dt

=
1

�i

aZ
�a

f (t)

�
1

(t� z ��z) (t� z)

�
dt

sa¼glan¬r. �a � t � a için �z ! 0 iken parantez içindeki ifadeler (t� z)�2 ye düzgün

olarak yak¬nsar. Buradan

F 0 (z) =
1

�i

aZ
�a

f (t)

(t� z)2
dt

vard¬r ve Im (z) > 0 da F (z) analitiktir. Genel bir f 2 Lp için

fn (t) =

8<: f (t) ; jtj � n

0 ; aksi halde

olsun. Bu durumda

Fn (z) =
1

�i

1Z
�1

fn (t)

t� z
dt

fonksiyonlar¬n¬n hepsi analitiktir ve n!1 iken Im (z) > 0 da her bir z nin yak¬n¬nda

F (z) ye düzgün olarak yak¬nsar. Buradan Im (z) > 0 da F (z) analitiktir.

Şimdi z = x+ iy ve y > 0 ile

1

t� z
=

1

t� x� iy
=

t� x+ iy

(t� x)2 + y2
=

iy

(t� x)2 + y2
� x� t

(t� x)2 + y2

elde edilir, böylece

1

�i

1

t� z
=
1

�

y

(x� t)2 + y2
+ i
1

�

x� t

(x� t)2 + y2
= Py (x� t) + i ~Py (x� t)

dir, burada Py (x) Poisson Çekirde¼gidir ve ~Py (x) Eşlenik Poisson Çekirde¼gidir. Bu-
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radan

F (z) = F (x+ iy) =

1Z
�1

f (t)Py (x� t) dt+i

1Z
�1

f (t) ~Py (x� t) dt = U (x; y)+iV (x; y)

dir, burada U (x; y), f nin Poisson ·Integralidir ve V (x; y), f nin Eşlenik Poisson

·Integralidir.

Özel olarak e¼ger f reel de¼gerli ise F (z), y > 0 da analitik oldu¼gundan U ve V nin

eşlenik harmonik fonksiyonlar oldu¼gu görülür. Bundan başka 1 � p < 1 olmak

üzere her f 2 Lp (E1) için y ! 0+ iken

U (x; y) = (f � Py) (x)! f (x)

dir. Buradan U (x; y) Poisson integrali y = 0 reel do¼grusu üzerinde f (x) s¬n¬r şart¬yla

üst yar¬düzlem için Dirichlet Probleminin bir çözümüdür.

4.2 En de Singüler ·Integraller

4.2.1 Tek çekirdekler

Bu bölümde Hilbert dönüşümleri hakk¬ndaki sonuçlar¬En ye geni̧sletece¼giz. Bu

sebeple tek çekirdekli singüler integraller bazen En de Hilbert dönüşümleri olarak

adland¬r¬l¬r. Bu teorideki temel çal¬̧sma Mihlin, Calderon ve Zygmund taraf¬ndan

yap¬lm¬̧st¬r.

BirK (x) çekirde¼gi, e¼ger her � > 0 ve x 2 En içinK (�x) = ��K (x) ise �: dereceden

(pozitif olarak) homojendir denir. E¼ger x 6= 0 ise x0 ile x in � = fx : jxj = 1g birim

küresi üzerindeki izdüşümünü gösterece¼giz. Yani x0 = x
jxj dir. Böylece e¼ger K (x), �:

dereceden homojen ise

K (x) = jxj�K
�
x

jxj

�
= jxj�K (x0)
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elde edilir. 
 (x) = K
�
x
jxj

�
fonksiyonu s¬f¬r¬nc¬ dereceden homojendir. Böylece


 (x) = 
 (x0), � üzerinde bir fonksiyon olarak göz önüne al¬nabilir. 
 fonksiyonu

K çekirde¼ginin karakteristi¼gi olarak adland¬r¬l¬r.

Şimdi f ! f �K dönüşümünü göz önüne alal¬m, burada K (x), �� negatif dereceden

homojen ve f �K

(f �K) (x) =
Z
En

f (y)K (x� y) dy

konvolüsyonudur. Buna göre aşa¼g¬daki üç farkl¬durum elde edeilir:

(i) 0 < � < n ise integral zay¬f singüler integraldir.

(ii) � = n ise integral singülerdir.

(iii) � > n ise integral hipersingülerdir.

Tan¬m 4.2.1.1. n > 1 olmak üzere En de

K (x) =

 (x0)

jxjn

çekirde¼gini göz önüne alal¬m. E¼ger

(i) 
 s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen, yani her � > 0 için


 (�x) = 
 (x)

(ii) 
 birim küre üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip, yani

Z
�


 (x0) dx0 = 0

ise K ya Calderon-Zygmund çekirde¼gi veya k¬saca C-Z çekirde¼gi denir (Sadosky

1979).

Bir ~f (x) = (f �K) (x) singüler integralini göz önüne alal¬m, burada K (x), �n:
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dereceden homojen ve integral esas de¼ger anlam¬ndad¬r.

~f (x) = p:v:

Z
f (y)K (x� y) dy = lim

�!0+
~f� (x)

~f� (x) =

Z
jx�yj>�

f (y)K (x� y) dy

al¬ns¬n, burada ~f�

K� (x) =

8<: K (x) ; jxj > �

0 ; aksi halde

olmak üzere ~f� = f � K� biçiminde bir konvolüsyon olarak yaz¬labilir. Başlang¬ç

olarak � üzerinde 
 (x) = K (x0) nin integrallenebilir oldu¼gunu kabul edelim.

Lemma 4.2.1.1. 1 � p < 1 olmak üzere f 2 Lp (En) ve 
 2 L1 (�) ise bu

durumda ~f� (x) hemen her yerde vard¬r.

Lemma 4.2.1.2. 1 � p � 1 olmak üzere f 2 Lp (En) ve 
 s¬n¬rl¬ise bu durumda
~f� (x) her yerde vard¬r.

~f (x) = lim
�!0

~f� (x) nin varl¬¼g¬n¬ elde etmek için en az¬ndan Lp nin yo¼gun bir alt

kümesine ait fonksiyonlar için

(i) 
 2 L1 (�)

(ii)
R
�


 (x0) dx0 = 0

oldu¼gunu kabul edelim.

Teorem 4.2.1.1. 1 � p < 1 ve 0 < � � 1 için f 2 Lp, � dereceden Hölder

şart¬n¬sa¼glayan bir fonksiyon olsun ve 
, yukar¬daki (i) ve (ii) şartlar¬n¬sa¼glas¬n.

Bu durumda hemen her x için ~f (x) = lim
�!0

~f� (x) vard¬r. Ek olarak 
 s¬n¬rl¬ise bu

durumda ~f (x) her yerde vard¬r.

Örnek 4.2.1.1. n = 1 durumu
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Burada birim küre f�1; 1g noktalar¬ndan oluşur, böylece s¬f¬r ortalama de¼ger şart¬n-

dan dolay¬

K (x) =

 (x0)

jxj = c
sgnx

jxj =
c

x

buluruz, burada c bir kompleks sabittir. Başka bir de¼gi̧sle E1 deki singüler integraller

Hilbert dönüşümünün skaler katlar¬d¬r.

Örnek 4.2.1.2. n = 2 durumu

Kutupsal biçimde E2 nin noktalar¬n¬n z = rei� ile gösterilmesiyle

K (z) =

 (�)

r2

elde edilir, burada 
, 2� peryotlu periyodik ve integrallenebilirdir. 
 n¬n Fourier

serileri


 (�) �
1X
�1
k 6=0

cke
ik� = �0cke

ik�

d¬r, çünkü (ii) şart¬ndan c0 = 0 d¬r. Bu yüzden K n¬n Fourier serileri

K (z) � 1

r2
�0cke

ik�

olacakt¬r. Özel olarak Kk (z) =
eik�

r2
çekirdeklerini elde ederiz, burada k s¬f¬rdan

farkl¬ herhangi bir tamsay¬d¬r. k = �2 al¬nmas¬yla K (z) = 1
z2
çekirde¼gini elde

ederiz. Onun kaŗs¬l¬k gelen

~f (z) = p:v:

Z
E2

f (�)

(� � z)2
d�

singüler integrali Beurling dönüşümü olarak adland¬r¬l¬r.

Örnek 4.2.1.3. n � 2 durumu
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E¼ger x = (x1; :::; xn) 2 En ise j = 1; 2; :::; n olmak üzere

Kj (x) =
xj

jxjn+1

M. Riesz çekirdeklerini elde ederiz. Kaŗs¬l¬k gelen

~f = Rjf = f �Kj

singüler integralleri (esas de¼ger konvolüsyonlar¬) Riesz dönüşümü olarak adland¬r¬l¬r.

Şimdi 1 < p < 1 olmak üzere Lp (En) uzaylar¬nda ~f = f � K = lim
�!0

~f� singüler

integral operatörlerinin süreklili¼gini göz önüne alaca¼g¬z, burada K, �n: dereceden

homojen bir tek fonksiyondur. Di¼ger bir de¼gi̧sle 
 (�x0) = �
 (x0) dir ki bu 
 n¬n

� üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip olmas¬n¬gerektirir.

Teorem 4.2.1.2. 1 < p < 1 olmak üzere f 2 Lp (En), 
 tek ve � üzerinde

integrallenebilir olsun. Bu durumda

(i)



 ~f�




p
� Bp kfkp sa¼glan¬r.

(ii) �! 0 iken



 ~f� � ~f





p
! 0 olacak şekilde bir ~f 2 Lp fonksiyonu vard¬r.

(iii)



 ~f




p
� Bp kfk dir, burada Bp = �

2
Ap k
1k ve Ap;M.Riesz Teoremi�nin sabitidir.

Genel durumda K çekirde¼gini K (x) = 1
2
[K (x) +K (�x)] + 1

2
[K (x)�K (�x)] ola-

cak şekilde tek ve çift k¬s¬mlar¬na ayr¬̧st¬rabiliriz. Tek k¬s¬m için Teorem 4.2.1.2 yi

kullan¬r¬z. Çift k¬s¬m için sonuçlar daha sonra elde edilecektir.

Teorem 4.2.1.3. 1 < p < 1 olmak üzere f 2 Lp (En) ve 
 çift olsun. Ayr¬caR
�


 (x0) dx0 = 0 ve 
 2 L log+ L (�) olsun. Bu durumda bir Bp > 0 sabiti için

Teorem 4.2.1.2 nin sonuçlar¬sa¼glan¬r. Burada

Z
�

j
 (x0)j log+ j
 (x0)j dx0 <1

anlam¬na gelen 
 2 L log+ L (�) şart¬zay¬�at¬lamaz. Özel olarak 
 2 L1 (�) yeterli
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de¼gildir, fakat r > 1 olmak üzere 
 2 Lr (�) kabulü yeterlidir (Neri 1971).

Özel olarak de¼gi̧sken katsay¬l¬ k¬smi diferensiyel operatörlerle olmak üzere, çeşitli

uygulamalarla ba¼glant¬l¬olarak "de¼gi̧sken" çekirdekli singüler integral operatörleri

tan¬mlamak kullan¬̧sl¬d¬r:

K (x; z) =

 (x; z0)

jzjn

burada 
 (x; z0), x e göre s¬n¬rl¬olan En � � üzerinde bir fonksiyondur.


� (z0) = sup
x
j
 (x; z0)j

al¬nmas¬yla Teorem 4.2.1.2 nin aşa¼g¬daki geni̧slemesini elde ederiz.

Teorem 4.2.1.4. 1 < p < 1 olmak üzere f 2 Lp (En) ve 
 (x; z0), z0 nin bir tek

fonksiyonu olsun ve 
� (z0), � üzerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda

~f� (x) =

Z
jx�yj>�

f (y)K (x; x� y) dy

hemen her yerde vard¬r ve

(i)



 ~f�




p
� Bp kfkp sa¼glan¬r.

(ii) �! 0 iken



 ~f� � ~f





p
! 0 olacak şekilde bir ~f 2 Lp fonksiyonu vard¬r.

(iii)



 ~f




p
� Bp kfkp dir, burada Bp = �

2
Ap k
�k1 ile verilir.

j = 1; 2; :::; n olmak üzere

Rjf = p:v:

�
f � xj

jxjn+1
�

Riesz dönüşümlerini ele alal¬m.

Lemma 4.2.1.3. E¼ger K (x) = xj

jxjn+1 ise bu durumda K̂ (x) = 

xj
jxj dir, burada


 = �i(
p
�)

n+1

�(n+12 )
ile verilir.
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Yukar¬daki lemmadan dolay¬e¼ger Riesz dönüşümlerinin j = 1; 2; :::; n olmak üzere

(Rjf) (x) =
1



p:v:

Z
f (x� y)

yi

jyjn+1
dy

ile yeniden tan¬mlanmas¬yla normalize edersek aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz:

Teorem 4.2.1.5. 1 < p < 1 olmak üzere I, Lp (En) de özdeşlik operatörünü

göstersin. Bu durumda
nX
j=1

R2j = I

sa¼glan¬r.

4.2.2 Çift çekirdekler

Bu k¬s¬mda Teorem 4.2.1.2 nin benzerini elde edece¼giz. Bir çekirde¼gin ve kaŗs¬l¬k

gelen operatörün ayn¬har�e gösterilmesiyle bir Kf = p:v: (K � f) singüler integral

operatörünü göz önüne alaca¼g¬z, burada K (x) = 
 (x0) jxj�n bir çift fonksiyon, 
, �

üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahiptir ve basitlik için q > 1 olmak üzere 
 2 Lq (�)

oldu¼gunu kabul edece¼giz.

Rjf = p:v: (Rj � f) =
1



p:v:

�
f � xj

jxjn+1
�

(normalleştirilmi̧s) Riesz dönüşümleri
nP
j=1

R2jf = f olacak şekildeki tek çekirdekli

operatörlerdir. Buradan biçimsel olarak

Kf =

nX
j=1

R2jKf =

nX
j=1

[Rj (RjK)] f

sa¼glan¬r, burada

RjKf =
1




xj

jxjn+1
� (K (x) � f) = 1




�
xj

jxjn+1
�K (x)

�
� f

dir ve aşa¼g¬daki Lemma 4.2.2.1 de bu son RjK çekirdeklerinin tek ve �n: dereceden
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homojen oldu¼gu görülecektir. Buradan çift çekirdekliK singüler integral operatörleri

tek çekirdekli operatörlerin çarp¬mlar¬n¬n sonlu bir toplam¬olarak ifade edilebilir.

Şimdi K (x) in yukar¬daki kabulleri sa¼glad¬¼g¬n¬göz önüne alal¬m ve ~f� = f �K� olsun,

burada

K� (x) =

8<: K (x) ; jxj > �

0 ; aksi halde

ile verilir.

Lemma 4.2.2.1. h (x) = (f � g) (x), x 2 En olsun. Bu durumda e¼ger f ve g ikisi

de tek veya ikisi de çift ise h çifttir, e¼ger f ve g nin biri tek di¼geri çift ise h tektir.

E¼ger f ve g s¬ras¬yla �1 ve �2 dereceden homojen ise bu durumda h, �1 + �2 + n

dereceden homojendir.

Lemma 4.2.2.2. f 2 L1 (En) ve 1 < q < 1 olmak üzere 
 2 Lq (�) olsun. Bu

durumda

Rj (K�f) = (RjK�) � f

sa¼glan¬r.

Lemma 4.2.2.3. K (x) = 
 (x0) jxj�n çift ve �n: dereceden homojen olsun. Ayr¬ca

q � 1 olmak üzere 
 2 Lq (�) ve � üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip olsun.

j 2 [1; n] sabit bir tamsay¬ olsun. Bu durumda tek, �n: dereceden homojen ve

orijini içermeyen En nin herhangi bir kapal¬alt kümesi üzerindeki L1 metri¼ginde

�! 0 iken RjK� ! ~K olacak şekilde bir ~K çekirde¼gi vard¬r.

Lemma 4.2.2.4. K ve ~K, Lemma 4.2.2.3 teki gibi olsun. E¼ger 1 < q < 1 ise bu

durumda

(i)
R
�

��� ~K (x0)��� dx0 � Aq k
kq sa¼glan¬r.�
~K
�
�
, � da kesik ~K olmak üzere, e¼ger �� = RjK� �

�
~K
�
�
al¬rsak bu durumda ��

integrallenebilirdir ve

(ii) k��k1 � A0q k
kq gerçeklenir.
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Teorem 4.2.2.1. K (x) = 
 (x0) jxj�n, � üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerli bir çift

çekirdek olsun ve q > 1 için 
 2 Lq (�) olsun. E¼ger 1 < p < 1 olmak üzere

f 2 Lp (En) ise ~f� = K�f = K� � f yazar¬z, burada K�

K� (x) =

8<: K (x) ; jxj > �

0 ; aksi halde

kesik çekirde¼gidir. Bu durumda

(i)



 ~f�




p
� Ap;q k
kq kfkp sa¼glan¬r.

(ii) �! 0 iken



 ~f� � ~f





p
! 0 olacak şekilde bir ~f 2 Lp fonksiyonu vard¬r.

(iii)



 ~f




p
� Ap;q k
kq kfkp sa¼glan¬r.

Yukar¬daki teoremde q > 1 için 
 2 Lq (�) kabulü daha zay¬f 
 2 L log+ L (�) şart¬

ile de¼gi̧stirilirse (uygun sabitler ile çarp¬larak) yine geçerli kal¬r. Örne¼gin

(i
0
)



 ~f�




p
� Ap

�R
�

j
 (x0)j log+ j
 (x0)j dx0 + A

�
kfkp

dir.

Teorem 4.2.1.2 ile yukar¬daki Teorem 4.2.2.1 in birleştirilmesiyle bu bölümün esas

sonucunu elde ederiz.

Teorem 4.2.2.2. (Calderon-Zygmund Teoremi) 1 < p < 1, f 2 Lp (En) ve

~f� = K� � f olsun, burada K (x) = 
 (x0) jxj�n, � üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine

sahip ve q > 1 için 
 2 Lq (�) d¬r. Bu durumda

(i)



 ~f�




p
� Ap;q k
kq kfkp sa¼glan¬r.

(ii) �! 0 iken



 ~f� � ~f





p
! 0 olacak şekilde bir ~f 2 Lp fonksiyonu vard¬r.

(iii)



 ~f




p
� Ap;q k
kq kfkp sa¼glan¬r (Neri 1971).

·Ispat. (i) yi göstermek yeterlidir. f 2 C10 olsun. K çekirde¼gini

K = K 0 + K 00 olacak şekilde onun çift ve tek k¬s¬mlar¬na ayr¬̧st¬rabiliriz, burada

K 0 (x) = 1
2
[K (x) +K (�x)] ve K 00 (x) = 1

2
[K (x)�K (�x)] dir ve 
0 ve 
00 ile

kaŗs¬l¬k gelen karakteristikleri gösterelim. Aç¬k olarak 
00 tek ve � üzerinde in-
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tegrallenebilirdir. Özel olarak � üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahiptir. Dolay¬s¬yla


0 = 
�
00 de ayr¬ca � üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahiptir. Ayr¬ca q > 1 için


0 2 Lq (�) d¬r. Şimdi




 ~f�



p
� kK 0

� � fkp + kK 00
� � fkp = I 0 + I 00

dir. Teorem 4.2.1.2 den

I 00 � Bp k
00k1 kfkp � Bp;q k
00kq kfkp � Bp;q k
kq kfkp

dir. Teorem 4.2.2.1 den

I 0 � cp;q k
0kq kfkp � cp;q k
kq kfkp

dir. Böylece istenen elde edilmi̧s olur.

Teorem 4.2.2.2 nin hipotezleri pek çok uygulamada kullan¬̧sl¬olmaktad¬r. E¼ger sadece


00 2 L1 (�) ve 
0 2 L log+ L (�) ve � üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip ise

teoremin sonuçlar¬yine geçerlidir.

Önceki sonucu şu şekilde yeniden ifade edebiliriz: K, � birim küresi üzerinde s¬f¬r

ortalama de¼gerli ve q > 1 için Lq (�) da 
 karakteristi¼gi ile En de bir singüler

çekirdek olsun. Bu durumda e¼ger 1 < p <1 ise

~f = Kf = p:v: (K � f) = lim
�!0

(K� � f) = lim
�!0

~f�

esas de¼ger konvolüsyonu Lp normunda bir limit olarak vard¬r ve Lp (En) de s¬n¬rl¬

lineer bir operatördür.

4.3 Singüler Çekirdekler ve Onlar¬n Fourier Dönüşümleri

x 2 En olmak üzere k� (x) = ��nk
�
x
�

�
olacak şekilde bir k (x) fonksiyonu tan¬m-

lam¬̧st¬k. Şimdi k (x) lokal integrallenebilir olsun. u 2 C10 olmak üzere 8 � > 0
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için Z
k (�x)u (x) dx = ��n

Z
k (x)u

�x
�

�
dx

veya di¼ger bir de¼gi̧sle

hk (�x) ; u (x)i = hk (x) ; u� (x)i

dir. Özel olarak e¼ger k (x), m. dereceden (pozitif olarak) homojen, yani 8 � > 0 için

k (�x) = �mk (x) ise

�m hk; ui = hk (�x) ; u (x)i = hk (x) ; u� (x)i

elde ederiz. Daha genel olarak herhangi bir f 2 S 0
tempered da¼g¬l¬m¬için �� i̧slemi

8 u 2 S için

h��f; ui = hf; u�i (4.3.1)

formülü ile tan¬mlan¬r. Bu durumda e¼ger f lokal integrallenebilir bir fonksiyon

ise (��f) (x) = f (�x) dir. Ayr¬ca (4:3:1) den f 2 S 0
iken ��f nin de S

0
ne ait

oldu¼gu aç¬kt¬r. Bundan başka f (�x) in bilinen Fourier dönüşüm formülünün aşa¼g¬-

daki geni̧slemesini elde ederiz:

F (��f) = ��n� 1
�
F (f) (4.3.2)

·Ispat. Tan¬m 3.3.5.1 ve yukar¬daki (4:3:1) tan¬m¬ndan 8 u 2 S için

hF (��f) ; ui = h��f; ûi = hf; ��n� 1
�
ûi

sa¼glan¬r, benzer şekilde

h��n� 1
�
F (f) ; ui = hf̂ ; u (�x)i = hf; ��n� 1

�
ûi

oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla

hF (��f) ; ui = h��n� 1
�
F (f) ; ui
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elde edilir. Buradan (4:3:2) elde edilir.

Tan¬m 4.3.1. S 0
deki bir f da¼g¬l¬m¬na e¼ger ��f = �mf ise m. dereceden bir

homojen da¼g¬l¬md¬r denir.

E¼ger f (x) = f (jxj) ise f ye radyal (veya küresel simetrik) fonksiyondur denir. Bir

radyal fonksiyonun Fourier dönüşümü yine bir radyal fonksiyondur (Neri 1971).

n
2
< � < n ve n � 2 olmak üzere jxj�� lokal integrallenebilir fonksiyonunu göz

önüne alal¬m ve onun Fourier dönüşümünü hesaplayal¬m. jxj�� y¬ jxj�� = f + g

olacak şekilde iki fonksiyonun toplam¬na ay¬ral¬m. Burada f , jxj�� n¬n fx : jxj � 1g

kümesine, g ise jxj�� n¬n fx : jxj > 1g kümesine k¬s¬tlan¬̧s¬d¬r. � < n oldu¼gundan

f 2 L1 ve � > n
2
oldu¼gundan g 2 L2 olmal¬d¬r. Gerçekten f fonksiyonu için � < n

oldu¼gundan

I1 =

Z
jxj�1

jxj�� dx =
Z
�

d�

1Z
0

r��rn�1dr = c

1Z
0

rn���1dr <1

gerçeklenir. Burada c birim kürenin yüzey alan¬d¬r. g fonksiyonu içinde � > n
2

oldu¼gundan

I2 =

Z
jxj>1

jxj�2� dx =
Z
�

d�

1Z
1

r�2�rn�1dr = c

1Z
1

rn�2��1dr <1

sa¼glan¬r. f 2 L1 oldu¼gundan Riemann-Lebesgue Teoremi�nden f̂ s¬n¬rl¬ve süreklidir.

g 2 L2 oldu¼gundan Parseval formülünden ĝ da L2 de bir fonksiyondur. Dolay¬s¬yla

F
�
jxj��

�
= f̂ + ĝ s¬n¬rl¬, sürekli bir fonksiyon ile L2 ye ait bir fonksiyonun toplam¬

olan lokal integrallenebilir bir fonksiyondur. Bundan başka jxj�� lokal integral-

lenebilir oldu¼gundan

�� jxj�� = j�xj�� = ��� jxj�� (4.3.3)
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sa¼glan¬r. (4:3:2) formülünden

F
�
�� jxj��

�
= ��n� 1

�
F
�
jxj��

�
olur ve (4:3:3) formülünden de

F
�
�� jxj��

�
= ���F

�
jxj��

�
elde edilir. Bu iki eşitli¼gin birleştirilmesiyle

F
�
jxj��

�
= ���n� 1

�
F
�
jxj��

�
veya eşde¼ger olarak 1

�
n¬n � ile de¼gi̧stirilmesiyle

��F
�
jxj��

�
= ���nF

�
jxj��

�
(4.3.4)

elde edilir. Böylece F
�
jxj��

�
, (�� n) : dereceden homojen bir fonksiyondur. Ek

olarak jxj�� radyal oldu¼gundan F
�
jxj��

�
bir radyal fonksiyondur. Sonuç olarak

(�� n) : dereceden homojen bir radyal fonksiyon olan F
�
jxj��

�
bir c� kompleks

say¬s¬için

F
�
jxj��

�
(�) = c� j�j��n (4.3.5)

biçiminde olmal¬d¬r. Şimdi c� sabitini hesaplayal¬m. e��jxj
2 2 S ve

F (e��jxj
2

) (�) = e��j�j
2

oldu¼gundan Plancherel Formülü ve (4:3:5) in kullan¬lmas¬yla

hjxj�� ; e��jxj
2

i = c�hj�j��n ; e��j�j
2

i (4.3.6)

elde edilir. � = fx : jxj = 1g birim küreyi, wn, � n¬n yüzey alan¬n¬, x0 = x
jxj , x in

� üzerindeki izdüşümünü ve dx0 de � üzerindeki yüzey eleman¬n¬göstersin. r = jxj,

dx = rn�1drdx0 kutupsal koordinatlar¬n kullan¬lmas¬yla

hjxj�� ; e��jxj
2

i =
Z
jxj�� e��jxj

2

dx =

Z
�

dx0
1Z
0

e��r
2

rn�1��dr
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elde edilir. Buradan �r2 = u ise dr = 1
2�r
du = 1

2
��1=2u�1=2du de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi

yap¬l¬rsa Z
�

dx0
1Z
0

e��r
2

rn�1��dr =
1

2
wn�

��n
2

1Z
0

e�uu
n��
2
�1du

oldu¼gu görülür. � (s) =
1R
0

e�uus�1du Gamma fonksiyonunun kullan¬lmas¬yla

hjxj�� ; e��jxj
2

i = 1

2
wn�

��n
2 �

�
n� �

2

�
(4.3.7)

elde edilir. Benzer şekilde

c�hj�j��n ; e��j�j
2

i = c�
1

2
wn�

��=2�
��
2

�
(4.3.8)

olur. (4:3:6) dan dolay¬(4:3:7) ve (4:3:8) nin eşitlenmesiyle

c� = ���
n
2
�
�
n��
2

�
�
�
�
2

� (4.3.9)

elde edilir. Böylece aşa¼g¬daki sonuç ispatlanm¬̧s olur:

Önerme 4.3.1. E¼ger n � 2 ve n2 < � < n ise jxj�� fonksiyonunun Fourier dönüşümü

F
�
jxj��

�
(�) = c� j�j��n

ile verilir, buradaki c� sabiti yukar¬daki (4:3:9) ifadesi ile verilir.

Ek olarak (4:3:4) formülünü veren düşünce aşa¼g¬daki sonucu verir:

Önerme 4.3.2. Herhangi bir � reel say¬s¬için ��: dereceden homojen bir da¼g¬l¬m¬n

Fourier dönüşümü (�� n) : dereceden homojen bir da¼g¬l¬md¬r.

Şimdi n � 1 olmak üzere En de lokal integrallenemeyen baz¬çekirdekler üzerinde
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çal¬̧sal¬m. ·Ilk başta belirtti¼gimiz notasyona göre�n: dereceden homojen bir çekirde¼gi

k (x) = k

�
jxj xjxj

�
= 
(x0) jxj�n

biçiminde yazabiliriz, burada x0 = x
jxj , � birim küresine aittir ve k çekirde¼ginin karak-

teristi¼gi olarak adland¬r¬lan 
 fonksiyonu k n¬n � ya k¬s¬tlan¬̧s¬d¬r. Böyle herhangi

bir k çekirde¼gi için k n¬n esas de¼geri olarak adland¬r¬lan p:v:k da¼g¬l¬m¬

hp:v:k; fi = lim
�!0

Z
jxj>�

k (x) f (x) dx

ile verilir. Biçimsel olarak bu p:v:k da¼g¬l¬m¬ve 0 < � < 1 olmak üzere

(Kf) (x) = p:v:

Z
k (x� y) f (y) dy

= lim
�!0

Z
jx�yj>�

k (x� y) f (y) dy

= lim
�!0

(k� � f) (x) (4.3.10)

ile verilen konvolüsyon tipinden bir K operatörünü birleştiririz, burada

k� (x) =

8<: k (x) ; jxj > �

0 ; aksi halde

ile verilir. Kesilimden dolay¬e¼ger 
 karakteristi¼gi � üzerinde integrallenebilir ise k�

çekir-dekleri lokal integrallenebilirdir.

Bu operatörlerin f fonksiyonlar¬n¬n yeterince geni̧s bir s¬n¬f¬için var olmas¬ve böyle

s¬n¬�ar üzerinde s¬n¬rl¬operatörler bulabilmek için singüler çekirdekler üzerine aşa¼g¬-

daki şartlar¬yükleriz:

Tan¬m 4.3.2. Bir k (x) = 
 (x0) jxj�n fonksiyonuna
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(a) k, � üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip; yani

Z
�

k =

Z
�


 (x0) dx0 = 0

(b) q > 1 olmak üzere 
 2 Lq (�)

şartlar¬sa¼glan¬rsa singüler konvolüsyon-çekirdek denir.

Tan¬m 4.3.3. Bir singüler konvolüsyon çekirde¼gine (4:3:10) ile kaŗs¬l¬k gelen K

operatörü bir singüler konvolüsyon-operatör olarak adland¬r¬l¬r.

k
kq =

0@Z
�

j
 (x0)jq dx0
1A1=q

yazal¬m. Singüler konvolüsyon-operatörlerle ilgili olan aşa¼g¬daki sonuç Calderon ve

Zygmund�un singüler integral operatörler teorisi için başlang¬ç noktas¬teşkil etmek-

tedir.

Teorem 4.3.1. 1 < p <1 olmak üzere f 2 Lp (En) ve ~f� = k� � f olsun, burada k�
bir k singüler konvolüsyon-çekirde¼ginin kesilimidir. Bu durumda f ve � dan ba¼g¬ms¬z

bir A > 0 sabiti için

(i)



 ~f�




p
� A kfkp dir, burada A = Ap;q k
kq ve Ap;q sadece p; q ve n boyutuna

ba¼gl¬d¬r.

(ii) �! 0 iken
n
~f�

o
, Lp de bir Cauchy dizisidir.

(iii) E¼ger
n
~f�

o
nin Lp normundaki limiti ~f = Kf ise




 ~f



p
� A kfkp

sa¼glan¬r.

Bu teoremin ispat¬ Teorem 4.2.2.2 nin ispat¬n¬n bir benzeridir ve burada tekrar

edilmeyecektir.

Teorem 4.3.1 e göre 1 < p <1 olmak üzere singüler konvolüsyon-operatörler
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~f� = k� � f kesik konvolüsyonlar¬n¬n Lp normundaki limitleri olarak vard¬r. Ayr¬ca

f ! Kf operatörleri Lp (En) de s¬n¬rl¬lineer dönüşümler tan¬mlar.

Lemma 4.3.1. k (x) = 
 (x0) jxj�n bir süngüler konvolüsyon-çekirdek olsun. Bu

durumda u 2 D olmak üzere

hp:v:k; ui = lim
�!0

Z
jxj>�

k (x)u (x) dx

ile verilen p:v:k lineer fonksiyoneli vard¬r ve bir da¼g¬l¬md¬r (Neri 1971).

·Ispat. u 2 D olmak üzere

Z
jxj>�

k (x)u (x) dx =

Z
1>jxj>�

+

Z
jxj�1

= I + II

olsun. 1
q
+ 1

q0 = 1 olmak üzere Hölder eşitsizli¼ginden

jIIj =

�������
Z

jxj�1

k (x)u (x) dx

������� �
0B@ Z
jxj�1

jk (x)jq dx

1CA
1=q

kukq0

dir. Burada Z
jxj�1

jk (x)jq dx =
Z
�

j
 (x0)jq dx0
1Z
1

1

rnq�n+1
dr <1

dir, çünkü q > 1 oldu¼gundan nq � n > 0 d¬r ve 
 2 Lq (�) d¬r. Sonuç olarak II

sonludur. 
 n¬n s¬f¬r ortalama de¼ger şart¬ndan dolay¬

Z
1>jxj>�

k (x) dx =

Z
�


 (x0) dx0
1Z
�

dr

r
= 0

d¬r. Böylece

I =

Z
1>jxj>�

k (x) [u (x)� u (0)]dx =

Z
1>jxj>�

g (x) dx

yazabiliriz ve � ! 0 alabiliriz, çünkü g (x) birim küre üzerinde mutlak integral-
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lenebilir oldu¼gundan integral yak¬nsakt¬r. Gerçekten, e¼ger c, u nun birinci mertebe-

den türevleri için bir s¬n¬r ise

jg (x)j � c j
 (x0)j jxj1�n

dir. Buradan 
 2 Lq (�) � L1 (�) oldu¼gundan

Z
jxj�1

jg (x)j dx � c

Z
�

j
 (x0)j dx0
1Z
0

dr <1

dir. Buradan

k� (x) =

8<: k (x) ; jxj > �

0 ; aksi halde

al¬nmas¬yla 8 u 2 D için �! 0 iken hk�; ui ! hp:v:k; ui oldu¼gu ispatlan¬r.

k
k1 =
R
�

j
 (x0)j dx0 ve bir 0 < � < 1 için

u (x)� u (0) =
nX
j=1

xj
@u

@xj
(�x)

olsun. K kompakt olmak üzere e¼ger (suppu) � K ise

jhk�; uij =

������
1Z
�

Z
�


 (x0) [u (x)� u (0)] r�1drdx0

������
elde edilir.

��� xjjxj ��� � 1 oldu¼gundan K ya ba¼gl¬bir ck sabiti için

jhk�; uij � ck k
k1
nX
j=1

sup
x

���� @u@xj
����

elde edilir. Buradan �! 0 al¬nmas¬yla

jhp:v:k; uij � ck k
k1
nX
j=1

sup
x

���� @u@xj
����

sonucu elde edilir. Bu eşitsizlikten e¼ger fumg, m !1 iken D de 0 a yak¬ns¬yor ise
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bu durumda hp:v:k; umi ! 0 oldu¼gu görülür. Sonuç olarak p:v:k bir da¼g¬l¬md¬r.

Aşa¼g¬daki teorem p:v:k ve onun Fourier dönüşümü üzerinde önemli bir ek bilgi ver-

mektedir.

Teorem 4.3.2. E¼ger k (x) = 
 (x0) jxj�n bir singüler konvolüsyon-çekirdek ise bu

durumda p:v:k (x) bir tempered da¼g¬l¬md¬r ve F (p:v:k), � üzerinde s¬f¬r ortalama

de¼gerli, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen s¬n¬rl¬bir fonksiyondur. Ek olarak 8 f 2 D için

(i) Kf = (p:v:k) � f

(ii) F (Kf) = F (p:v:k)F (f)

elde edilir (Neri 1971).

·Ispat. l = (p:v:k)
�
1 + jxj2

��1
in bir tempered da¼g¬l¬m oldu¼gunu göstermek yeter-

lidir. Gerçekten bu sa¼glan¬rsa (p:v:k) = l
�
1 + jxj2

�
yine bir tempered da¼g¬l¬m olur.

l1, l nin fx : jxj < 1g e k¬s¬tlan¬̧s¬ve l2 de l nin fx : jxj � 1g e k¬s¬tlan¬̧s¬olmak üzere

l nin l = l1 + l2 biçiminde yaz¬lmas¬yla l1 in kompakt destekli bir da¼g¬l¬m oldu¼gu

görülür. Buradan D
0
0 � S 0

oldu¼gundan l1 tempered da¼g¬l¬md¬r. Di¼ger taraftan

jxj � 1 için l2 = k (x)
�
1 + jxj2

��1
dir ve kutupsal koordinatlar¬n kullan¬lmas¬yla

q > 1 için 
 2 Lq (�) � L1 (�) oldu¼gundan

Z
jxj�1

jk (x)j
�
1 + jxj2

��1
dx =

Z
�

j
 (x0)j dx0
1Z
1

dr

r + r3
<1

elde edilir. Di¼ger bir de¼gi̧sle l2 integrallenebilir bir fonksiyon ile çak¬̧s¬r ve buradan

ayr¬ca bir tempered da¼g¬l¬md¬r. Sonuç olarak (p:v:k) bir tempered da¼g¬l¬md¬r. (i)

formülü Kf in (4:3:10) tan¬m¬n¬n ve D deki fonksiyonlar ile S 0 � D
0
nin eleman-

lar¬n¬n konvolüsyonu tan¬m¬n¬n direkt bir sonucudur. E¼ger Bölüm 3 ün sonuçlar¬n¬

ve Teorem 3.3.4.3 ün (iii) formülünü göz önüne al¬rsak (i))(ii) yi göstermek zor

de¼gildir.

Şimdi F (p:v:k) n¬n istenen özelliklere sahip oldu¼gunu gösterelim. E¼ger f 2 D � L2

ise bu durumda p = 2 alarak Teorem 4.3.1 in kullan¬lmas¬yla Kf 2 L2 elde ederiz
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ve buradan (ii) den F (Kf) = F (p:v:k)F (f) ayr¬ca L2 dedir. Verilen herhangi bir

C � En kompakt kümesi için F (f) asla s¬f¬r olmayacak şekilde bir f 2 D seçelim

ve C üzerinde F (f)F (p:v:k) = F (Kf) olsun. Bu durumda F (f)F (p:v:k) 2 L2

ve 1
F (f)

; C üzerinde s¬n¬rl¬oldu¼gundan F (p:v:k) 2 L2 (C) oldu¼gu görülür. Buradan

F (p:v:k), L2 de lokal integrallenebilir bir fonksiyonla çak¬̧s¬r. (ii), L2 de Parseval

Formülü ve Teorem 4.3.1 den her f 2 D için

kF (p:v:k)F (f)k2 = kF (Kf)k2 = kKfk2 � A kfk2

sonucu elde edilir. Buradan her f 2 D için

kF (p:v:k)F (f)k2 � A kF (f)k2 (4.3.11)

dir. Fakat F (D), L2 de yo¼gun oldu¼gundan (4:3:11) formülü F (p:v:k) n¬n L1 a ait

olmas¬n¬gerektirir.

k (x), �n: dereceden homojen oldu¼gundan p:v:k n¬n �n: dereceden homojen bir

da¼g¬l¬m oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Buradan Önerme 4.3.2 den dolay¬F (p:v:k) n¬n

s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen bir da¼g¬l¬m oldu¼gu görülür. Yani her � > 0 için

��F (p:v:k) = F (p:v:k)

d¬r. Fakat F (p:v:k), L1 da bir fonksiyon oldu¼gundan lokal integrallenebilirdir ve

böylece her u 2 D için

hF (p:v:k) ; ui = h��F (p:v:k) ; ui = hF (p:v:k) ; u�i = hF (p:v:k) (�x) ; ui

oldu¼gu görülür. Buradan her bir � > 0 için, hemen her x için

F (p:v:k) (�x) = F (p:v:k) (x) (4.3.12)

elde edilir. Burada (4:3:12) eşitli¼ginin sa¼glanmad¬¼g¬x noktalar¬n¬n kümesi � dan

ba¼g¬ms¬zd¬r.
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·Iddia. F (p:v:k) fonksiyonunu her x 6= 0 ve her � > 0 için (4:3:12) sa¼glanacak şekilde

bir metotla s¬f¬r ölçülü bir küme üzerinde de¼gi̧stirebiliriz.

·Ispat. h = F (p:v:k) al¬n¬p h (x) in ölçülebilirli¼gi gerçe¼ginin kullan¬lmas¬yla (4:3:12)

den h (�x) = h (x) eşitli¼gininEn�(0;1) daki hemen her (x; �) noktas¬için sa¼gland¬¼g¬

görülür. Pozitif lineer ölçüye sahip � n¬n de¼gerlerinin bir kümesi üzerinde

h (�x) 6= h (x) olacak şekildeki x noktalar¬n¬n kümesi Z ile gösterilsin. En � (0;1)

üzerinde hemen her yerde h (�x) = h (x) oldu¼gundan Z s¬f¬r ölçüye sahip olmak

zorundad¬r. Fakat bu durumda Fubini Teoremi�nden bir � > 0 için �� = fx : jxj = �g

küresi ile Z nin kesi̧simi s¬f¬r yüzey ölçüsüne sahiptir. Bu � sabiti ile

h� (x) =

8<: h
�
� x
jxj

�
; x 6= 0 ve � x

jxj =2 Z

0 ; aksi halde

tan¬mlan¬r. Aç¬k olarak h� (x) ölçülebilir ve s¬f¬r¬nc¬dereceden homojendir. Şimdi

hemen her yerde h� = h oldu¼gunu göstermeliyiz.

x 6= 0, x� = � x
jxj 2 �p olsun. E¼ger x� =2 Z ise bu durumda h� (x�) = h (x�) dur.

Buradan �p \ Z s¬f¬r yüzey ölçüsüne sahip oldu¼gundan � üzerinde hemen her yerde

h� = h d¬r. Bundan başka her � > 0 için h� (�x�) = h� (x�) = h (x�) dur ve hemen

her � > 0 için h (x�) = h (�x�) oldu¼gundan hemen her yerde h� (x) = h (x) sonucu

elde edilir. Buradan iddia ispatlan¬r.

F (p:v:k) n¬n s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen, s¬n¬rl¬bir fonksiyon oldu¼gunu göstermi̧stik.

Şimdi F (p:v:k) n¬n � birim küresi üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip oldu¼gunu

gösterelim. S 0
üzerinde F nin tan¬m¬ndan

D
F (p:v:k) ; e��j�j

2
E
=
D
p:v:k; e��jxj

2
E

dir, böylece Z
F (p:v:k) (�) e�j�j

2

d� = lim
�!0

Z
jxj>�

k (x) e��jxj
2

dx

71



dir. Fakat 
, � üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip oldu¼gundan

Z
jxj>�

k (x) e��jxj
2

dx =

Z
�


 (x0) dx0
1Z
�

r�1e��r
2

dr = 0

d¬r. Sonuç olarak Z
F (p:v:k) (�) e��j�j

2

d� = 0 (4.3.13)

d¬r. Di¼ger taraftan � = j�j ve �0 = �
j�j olmak üzere

Z
F (p:v:k) (�) e��j�j

2

d� =

Z
�

F (p:v:k) (�0) d�0
1Z
0

e���
2

�n�1d�

d¬r, burada son integral pozitiftir çünkü integrant pozitif integrallenebilir bir fonksi-

yondur. Buradan (4:3:13) den dolay¬

Z
�

F (p:v:k) = 0

buluruz. Bu ise teoremin ispat¬n¬tamamlar.

Teorem 4.3.3. k 2 C1 (En0 ) ; �n:dereceden homojen ve � üzerinde s¬f¬r orta-

lama de¼gerine sahip olsun. Bu durumda C1 (En0 ) ye ait olan F (p:v:k) = h s¬f¬r¬nc¬

dereceden homojen ve � üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahiptir. Kaŗs¬t olarak,

e¼ger h 2 C1 (En0 ) s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen ve � üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine

sahip ise bu durumda yukar¬daki gibi bir k için h = F (p:v:k) d¬r.

·Ispat. Teorem 4.3.2 den h s¬n¬rl¬, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen ve � üzerinde s¬f¬r

ortalama de¼gerine sahip bir fonksiyondur. Bu yüzden ilk sonucu elde etmek için

h 2 C1 (En0 ) oldu¼gunu ispatlayal¬m. Herhangi bir T tempered da¼g¬l¬m¬için

F

�
@

@xj
[xiT ]

�
= �xj

@

@xi
F (T )

72



oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Sonuç olarak

�xj
@

@xi
F (p:v:k) = F

�
@

@xj
[xi (p:v:k)]

�
(4.3.14)

dir. Şimdi her u 2 D için basitlik aç¬s¬ndan u = �u reel al¬nmas¬yla

�
@

@xj
[xi (p:v:k)] ; u

�
= �

�
p:v:k; xi

@u

@xj

�
= � lim

�!0

Z
jxj>�

k (x)xi
@u

@xj
dx

oldu¼gu görülür. xik @u
@xj
+
�

@
@xj
[xik]

�
u = @

@xj
[(xik)u] oldu¼gundan e¼ger

(suppu) � fx : jxj < Rg ise bu durumda � < jxj < R bölgesi üzerinde Gauss For-

mülü�nün uygulanmas¬yla

Z
jxj>�

@

@xj
[(xik)u] dx = �

Z
jxj=�

xik (x)u (x)
xj
jxjd��

oldu¼gu görülür, burada d��, jxj = � küresi üzerinde yüzey eleman¬d¬r ve buradan

�
Z

jxj>�

k (x)xi
@u

@xj
dx =

Z
jxj>�

�
@

@xj
[xik (x)]

�
u (x) dx+

Z
jxj=�

xik (x)u (x)
xj
jxjd��

dir. �! 0 iken son integral bir c sabiti için cu (0) a gider. Buradan

@

@xj
[xi (p:v:k)] = p:v:

@

@xj
[xik] + c� (4.3.15)

formülü elde edilir, burada � Dirac ölçüsüdür. F (�) = 1 oldu¼gundan (4:3:15) te

Fourier dönüşümünün al¬nmas¬yla ve (4:3:14) ün kullan¬lmas¬yla

�xj
@

@xi
F (p:v:k) = F

�
p:v:

@

@xj
[xik]

�
+ c (4.3.16)

sonucu elde edilir.

k 2 C1 (En0 ) ve �n: dereceden homojen oldu¼gundan aç¬k olarak @
@xj
[xik] fonksiyonu

da bu özelliklere sahiptir. Bundan başka, bu fonksiyonun k da oldu¼gu gibi birim

küre üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip oldu¼gunu görürüz. Asl¬nda kutupsal
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koordinatlar¬n kullan¬lmas¬yla

Z
1�jxj�2

�
@

@xj
[xik]

�
(x) dx = (log 2)

Z
�

@

@xj
[xik] dx

0

oldu¼gu görülür. Ancak, Gauss Formülü�nden ilk integral

Z
jxj=2

xik (x)
xj
jxjd�2 �

Z
jxj=1

xik (x)
xj
jxjd�1 = 0

d¬r, çünkü integrant (1� n) : dereceden homojen oldu¼gundan buradaki iki integral

eşittir. Buradan Z
�

@

@xj
[xik] dx

0 = 0

d¬r. Şimdi Teorem 4.3.2 den F
�
p:v: @

@xj
[xik]

�
s¬n¬rl¬ bir fonksiyondur. Fakat bu

durumda (4:3:16) dan dolay¬ @
@xi
F (p:v:k) n¬n xj 6= 0 olacak şekildeki bütün kompakt

kümeler üzerinde s¬n¬rl¬bir fonksiyon ile çak¬̧st¬¼g¬görülür. Üstelik bu her bir

j = 1; :::; n için sa¼glanmak zorunda oldu¼gundan @
@xi
F (p:v:k) n¬n En0 = En � f0g

üzerinde lokal olarak s¬n¬rl¬bir fonksiyon ile çak¬̧st¬¼g¬görülür.

Bu düşüncenin tekrar edilmesiyle j�j > 0 olmak üzere her bir � katl¬-indisi için

@j�j

@x
j�j
j

[x� (p:v:k)] = p:v:
@j�j

@x
j�j
j

[x�k] + c��

olacak şekilde bir c� sabiti vard¬r ve

(�1)j�j xj�jj
�
@

@x

��
F (p:v:k) = F

 
@j�j

@x
j�j
j

[x� (p:v:k)]

!
= F

 
p:v:

@j�j

@x
j�j
j

[x�k]

!
+ c�

d¬r. Bu durumda önceki gibi ispat edilmesiyle @j�j

@x
j�j
j

[x�k] n¬n Teorem 4.3.2 nin

hipotezlerini sa¼glayan bir çekirdek oldu¼gu görülür. Buradan
�
@
@x

��
F (p:v:k), En0

nin her kompakt alt kümesi üzerinde s¬n¬rl¬olan bir fonksiyon ile çak¬̧s¬r. Buradan

F (p:v:k) 2 C1 (En0 ) elde edilir ve onun türevleri negatif derecelerden homojen-

li¼ge sahip olduklar¬ndan orijinin herhangi bir aç¬k komşulu¼gunun tümleyeni üzerinde
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s¬n¬rl¬olmal¬d¬rlar.

Kaŗs¬t olarak h 2 C1 (En0 ) s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen ve � üzerinde s¬f¬r ortalama

de¼gerine sahip olsun. F (p:v:G) = h olacak şekilde yukar¬daki k ile ayn¬özelliklere

sahip bir G fonksiyonu bulmal¬y¬z.

h; s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen bir tempered da¼g¬l¬m oldu¼gundan F (H) = h olacak

şekilde �n: dereceden homojen bir H tempered da¼g¬l¬m¬vard¬r. Bu durumda her bir

j = 1; :::; n için
@n

@xnj
h = (2�i)n F

�
�njH

�
(4.3.17)

oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Di¼ger taraftan @n

@xnj
h 2 C1 (En0 ), �n: dereceden homo-

jendir ve onun
@

@xj

"
@n�1

@xn�1j

h

#
biçiminde yaz¬lmas¬ ve 1 � jxj � 2 üzerinde integre edilmesiyle ispat¬n baş¬nda

kullan¬lan düşünceden dolay¬� üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip oldu¼gu görülür.

Böylece Lemma 4.3.1 ve Teorem 4.3.2 den dolay¬

p:v:
@n

@xnj
h

bir tempered da¼g¬l¬md¬r. Ayr¬ca,

@n

@xnj
h ve p:v:

@n

@xnj
h

orijinde destekli bir da¼g¬l¬m kadar farkl¬d¬r. Sonuç olarak Lemma 3.2.5.2 den dolay¬

bir m � 0 için
@n

@xnj
h = p:v:

@n

@xnj
h+

X
j�j�m

c�D
�� (4.3.18)

elde edilir. (4:3:17) ve (4:3:18) de ters Fourier dönüşümünün al¬nmas¬ve sonuçlar¬n
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kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬yla

(2�i)n �njH = F�1
�
p:v:

@n

@xnj
h

�
+
X
j�j�m

c��
� (4.3.19)

elde edilir. Fakat�n: dereceden homojen bir tempered da¼g¬l¬m¬n ters Fourier dönüşü-

mü olan (4:3:19) un sa¼g taraf¬ndaki ilk terim s¬f¬r¬nc¬dereceden homojendir. �njH

da ayr¬ca s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen oldu¼gundan (4:3:19) daki polinom bir sabit

olmal¬d¬r. Böylece

(2�i)n �njH = F�1
�
p:v:

@n

@xnj
h

�
+ c0 (4.3.20)

d¬r. Bundan başka @n

@xnj
h 2 C1 (En0 ) ve � üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerli �n: derece-

den homojen oldu¼gundan ve F ve F�1 özdeş özelliklere sahip oldu¼gundan (4:3:20) ve

bu teoremin daha önce ispatlanan k¬sm¬ndan �njH ¬nC1 (En0 ) ye ait oldu¼gu ve s¬f¬r¬nc¬

dereceden homojen s¬n¬rl¬bir fonksiyon oldu¼gu görülür. Buradan j = 1; :::; n key�

oldu¼gundan ve �nj ile bölünmesiyle H n¬n �n: dereceden homojen bir G 2 C1 (En0 )

fonksiyonu ile En0 üzerinde çak¬̧st¬¼g¬sonucuna var¬l¬r. Daha sonra G nin � üzerinde

s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip oldu¼gunu gösterece¼giz. u 2 D yi

u =

8<: u > 0 ; 1 < jxj < 2

0 ; 1 � jxj � 2

olacak şekilde bir radyal fonksiyon olarak seçelim. Bu durumda G nin tan¬m¬ndan

hH; ui =
Z
G (x)u (x) dx = c

Z
�

G (x0) dx0

oldu¼gu görülür, burada c =
2R
1

u (r) r�1dr > 0 d¬r. Di¼ger taraftan H = F�1 (h) ve h

s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen oldu¼gundan

hH; ui =


F�1 (h) ; u

�
=


h; F�1 (u)

�
=

1Z
0

�
F�1u

�
(r) rn�1dr

Z
�

h (x0) dx0 = 0

d¬r, çünkü F�1 (u) yine bir radyal fonksiyondur ve h, � üzerinde s¬f¬r ortalama

de¼gerine sahiptir. Buradan G, � üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahiptir.
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Son olarak H�p:v:G da¼g¬l¬m¬orijinde deste¼ge sahip oldu¼gundan onun h�F (p:v:G)

Fourier dönüşümü bir polinomdur ki o bir sabit olmal¬d¬r. Çünkü hem h hem de

F (p:v:G) s¬n¬rl¬fonksiyonlard¬r. Bundan başka bu sabit s¬f¬r olmal¬d¬r, çünkü h ve

F (p:v:G) nin her ikiside � üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahiptir. Sonuç olarak

h = F (p:v:G) dir, burada G istenen bütün özelliklere sahiptir.
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5. Wm;p SOBOLEV UZAYLARI

Bu k¬s¬mda Sobolev uzaylar¬n¬ve onun baz¬önemli özelliklerini tan¬taca¼g¬z. Sobolev

uzay¬n¬n tan¬m¬n¬vermeden önce zay¬f türev kavram¬n¬verelim.

5.1 Zay¬f Türevler

f 2 L1loc olsun. � herhangi bir katl¬-indis olmak üzere, e¼ger 8 u 2 D için

Z
f (x)D�u (x) dx = (�1)j�j

Z
g� (x)u (x) dx

ise g� 2 L1loc fonksiyonu f nin �: zay¬f veya da¼g¬l¬msal türevi olarak adland¬r¬l¬r ve

g� = D�f olarak yaz¬l¬r. D�f 2 L1loc oldu¼gundan s¬f¬r Lebesgue ölçülü kümeler

üzerinde de¼gi̧stirilebilirdir. Bu kümelerin d¬̧s¬nda D�f tektir. E¼ger f klasik anlamda

bir sürekli D�f k¬smi türevine sahip olacak biçimde yeteri kadar düzgün ise bu

durumda D�f ayn¬zamanda f nin bir zay¬f türevidir. Tabii ki D�f klasik anlamda

var olmadan zay¬f anlamda var olabilir.

Örnek 5.1.1. E1 de f (x) = jxj fonksiyonunun zay¬f türevi

sgnx =

8>>><>>>:
1 ; x > 0

0 ; x = 0

�1 ; x < 0

fonksiyonudur.

Örnek 5.1.2. E1 de f (x) = sgnx olsun. Kabul edelim ki g 2 L1loc (E1), f (x) = sgnx

in zay¬f türevi olsun. K¬smi integrasyon ile her u 2 D (E1) içinR
E1
g (x)u (x) dx = 2u (0) elde edilir. Key� bir  2 D (E1) ile u (x) = x (x) al¬n-

mas¬yla
R
E1
xg (x) (x) dx = 0 oldu¼gu görülür. Böylece hemen her yerde g = 0 d¬r ki

bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla f (x) = sgnx in E1 de zay¬f türevi yoktur.
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3: Bölümde 8 p � 1 için Lp nin bütün tempered da¼g¬l¬mlar¬n S 0
uzay¬n¬n bir alt

uzay¬gibi de¼gerlendirilebilece¼gini gördük. Buradan Lp deki fonksiyonlar da¼g¬l¬mlar

anlam¬nda diferensiyellenebilirdir. Böylece 8 u 2 D için g� 2 Lp fonksiyonlar¬vard¬r

öyleki

hD�f; ui = (�1)j�j hf;D�ui = hg�; ui

anlam¬nda D�f zay¬f türevleri de ayr¬ca Lp ye ait olan bu f 2 Lp fonksiyonlar¬n¬göz

önüne alal¬m. Böylece da¼g¬l¬msal olarak D�f = g� 2 Lp dir.

Tan¬m 5.1.1. 1 � p � 1 ve m negatif olmayan bir tamsay¬olsun. Bu durumda

Sobolev uzay¬, j�j � m olacak şekildeki her � katl¬-indisi için D�f zay¬f türevleri

de ayr¬ca Lp ye ait olan bütün f 2 Lp fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬olarak tan¬mlan¬r ve

Wm;p = Wm;p (En) ile gösterilir.

Wm;p s¬n¬f¬

kfkm;p =

0@ X
0�j�j�m

kD�fk2p

1A1=2

,1 � p <1

kfkm;1 = max
0�j�j�m

kD�fk1

normu ile donat¬l¬r.

Aç¬k olarak Wm;p, Lp nin bir lineer altmanifoldudur ve W 0;p = Lp dir. Ayr¬ca

yukar¬da tan¬mlanan kfkm;p lineer fonksiyonelinin gerçekten Wm;p lineer uzay¬ü-

zerinde bir norm oldu¼gunu görmek kolayd¬r.

X
j�j�m

kD�fkp ve sup
j�j�m

kD�fkp

fonksiyonelleri Wm;p s¬n¬f¬üzerinde eşde¼ger normlard¬r. Her 0 � j � m için

Wm;p � W j;p � Lp dir, burada kapsamalar süreklidir, çünkü 8 f 2 Wm;p için

kfkp � kfkj;p � kfkm;p dir. W
m;p
0 ,Wm;p uzay¬nda C10 un kapan¬̧s¬olarak tan¬mlan¬r

ve ayn¬normla donat¬l¬r. E¼ger 1 � p <1 ise C10 , L
p de yo¼gun oldu¼gundan
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W 0;p
0 = Lp dir.

Teorem 5.1.1. 8 p � 1 ve m pozitif tamsay¬lar¬için Wm;p bir Banach uzay¬d¬r.

·Ispat. ffng, Wm;p de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda normun tan¬m¬ndan

0 � j�j � m için fD�fng, Lp de bir Cauchy dizisidir. Özel olarak ffng, Lp de bir

Cauchy dizisidir. Lp tam oldu¼gundan n ! 1 iken Lp normunda 0 � j�j � m için

fn ! g0 ve D�fn ! g� olacak şekilde g0 2 Lp ve g� 2 Lp fonksiyonlar¬ vard¬r.

Lp � L1loc oldu¼gundan fn bir da¼g¬l¬m tan¬mlar. Herhangi bir u 2 D için Hölder

eşitsizli¼ginden

jhfn; ui � hg0; uij �
Z
jfn (x)� g0 (x)j ju (x)j dx � kukp0 kfn � g0kp

elde edilir, burada p0, p nin eşlenik üssüdür. Buradan her u 2 D için n ! 1 iken

hfn; ui ! hg0; ui dir. Benzer şekilde her u 2 D için hD�fn; ui ! hg�; ui dir. Buradan

her u 2 D için

hD�fn; ui = (�1)j�j hfn; D�ui ! (�1)j�j hg0; D�ui = hD�g0; ui

dir. Buradan 0 � j�j � m için D�g0 = g� 2 Lp oldu¼gu görülür. Böylece g0 2 Wm;p

olur. lim
n!1

kfn � g0km;p = 0 oldu¼gundan Wm;p uzay¬tamd¬r.

R
K (x) dx = 1 olacak şekilde verilen birK (x) 2 L1 fonksiyonu için � > 0 olmak üzere

K� (x) = ��nK
�
x
�

�
al¬nmas¬yla K� (x) in aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glad¬¼g¬n¬ görmek

kolayd¬r:

(a) 8 � için kK�k1 = kKk1 sa¼glan¬r.

(b)
R
K� (x) dx = 1 gerçeklenir.

(c) Herhangi bir a > 0 için �! 0 iken
R

jxj>a
jK� (x)j dx! 0 elde edilir.

Bundan dolay¬1 � p <1 olmak üzere, e¼ger f 2 Lp ise

(f �K�) (x) =

Z
f (y)K� (x� y) dy
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konvolüsyonlar¬ � ! 0 iken Lp normunda f ye yak¬nsar (Neri 1971). 1 � p < 1

olmak üzere Lp deki kompakt destekli fonksiyonlar¬n Lp de yo¼gun oldu¼gunu biliyoruz

ve ayr¬ca kompakt destekli f 2 Lp ve g 2 D ler için f � g konvolüsyonu D ye aittir.

Sonuç olarak önceki gerçeklerden aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Önerme 5.1.1. 1 � p < 1 olmak üzere f 2 Lp ve K (x) 2 D için
R
K (x) dx = 1

olsun. E¼ger K� (x) = ��nK
�
x
�

�
ise bu durumda f � K� konvolüsyonlar¬� ! 0 iken

Lp normunda f ye yak¬nsar. Ayr¬ca her sonlu p � 1 için D, Lp de yo¼gundur.

Teorem 5.1.2. E¼ger p sonlu ise D, Wm;p de yo¼gundur (Neri 1971).

·Ispat. f 2 Wm;p için

h� (x) = (f �K�) (x) =

Z
f (y)K� (x� y) dy

konvolüsyonlar¬n¬ göz önüne alal¬m, burada K� (x) = ��nK
�
x
�

�
, K (x) 2 D veR

K (x) dx = 1 olsun. Önerme 5.1.1 den �! 0 iken Lp normunda h� ! f oldu¼gunu

biliyoruz. Her � katl¬-indisi için D�h� = D� (f �K�) = f � D�K� oldu¼gundan

h� (x) 2 C1 oldu¼gu kolayca görülür. Bundan başka

�
@

@x

��
h� (x) =

Z
f (y)

�
@

@x

��
K� (x� y) dy

= (�1)j�j
Z
f (y)

�
@

@y

��
K� (x� y) dy

dir, böylece e¼ger j�j � m ise k¬smi integrasyonla

D�h� (x) =

Z
(D�f) (y)K� (x� y) dy = ((D�f) �K�) (x) (5.1.1)

elde edilir, burada D�f 2 Lp dir. Buradan Young Teoremi�nden dolay¬

kD�h�kp � kD�fkp kK�k1 = A kD�fkp

dir, çünkü kK�k1 = kKk1 = A d¬r. Sonuç olarak 8 � > 0 için h� 2 Wm;p dir ve (5:1:1)
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formülüne Önerme 5.1.1 in uygulanmas¬yla 8 j�j � m için �! 0 iken Lp normunda

D�h� ! D�f oldu¼gu görülür. Buradan h� (x) 2 C1 ve � ! 0 iken Wm;p normunda

h� ! f dir.

Son olarak jxj � 1 ise u (x) = 1 olacak şekilde D de u (x) � 0 in seçilmesiyle

g� (x) = u (�x)h� (x) fonksiyonlar¬n¬göz önüne alal¬m. Bu durumda

D� (g� (x)� h� (x)) = D� (h� (x) [u (�x)� 1])

=
X

j
j+j�j=j�j
j
j�1

c�
D
�h� (x)D


u (�x) �j
j + (u (�x)� 1)D�h� (x)

dir. Her 0 � j�j � m ve � > 0 için � dan ba¼g¬ms¬z A ile kD�h�kp � A kD�fkp
oldu¼gundan �! 0 iken

kD�g� �D�h�kp ! 0

oldu¼gu görülür. Sonuç olarak Wm;p normunda (g� � h�) ! 0 d¬r. Buradan g� 2 D

ve �! 0 iken Wm;p normunda g� ! f elde edilir.

Uyar¬5.1.1. E¼ger p = 2 olursa Wm;2

(f; g)m =
X

0�j�j�m

(D�f;D�g)

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, burada (f; g) =
R
f (x) g (x)dx, L2 üzerindeki

iç çarp¬md¬r. Buradaki norm kfkm;2 = (f; f)
1=2
m ile verilir.

Şimdi Lp deki fonksiyonlar¬n kuvvetli türevlerini tan¬mlayaca¼g¬z ve daha sonra

1 � p < 1 için zay¬f ve kuvvetli türev kavramlar¬n¬n çak¬̧st¬¼g¬n¬ gösterece¼giz.

fe1; :::; eng, En de standart taban¬göstersin ve h bir reel parametre olsun.

Tan¬m 5.1.2. 1 � p <1 olmak üzere f 2 Lp olsun. E¼ger f(x+hei)�f(x)
h

diferensiyel

oran¬h! 0 iken Lp normunda bir gi 2 Lp fonksiyonuna yak¬ns¬yor ise bu durumda

gi =
@f
@xi

ye f nin bir kuvvetli Lp-türevi denir.
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Yüksek mertebeden kuvvetli Lp-türevleri iterasyonla tan¬mlan¬r. Her zamanki gibi
@2f

@xj@xi
= @

@xj

�
@f
@xi

�
şeklinde yaz¬l¬r.

Teorem 5.1.3. 1 � p <1 olsun. Bu durumda Wm;p, j�j � m olacak şekildeki her

� için D�f kuvvetli Lp-türevlerine sahip f 2 Lp fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬ ile çak¬̧s¬r.

Ayr¬ca bir D�f kuvvetli Lp-türevi bir da¼g¬l¬m olarak, f nin kaŗs¬l¬k gelen zay¬f türevi

ile çak¬̧s¬r (Neri 1971).

·Ispat. Sadece m = 1 durumunu ele alaca¼g¬z, çünkü düşüncenin tekrar¬yla herhangi

bir Wm;p için istenilen elde edilir. Teoremin son iddias¬n¬ispatlamayla başlayal¬m.

f 2 W 1;p ve gi =
@f
@xi
, f nin bir kuvvetli Lp-türevi olsun. Bu fonksiyonlar¬n da¼g¬l¬mlar

olarak göz önüne al¬nmas¬yla ve Lp normundaki yak¬nsakl¬¼g¬n da¼g¬l¬mlar anlam¬nda

yak¬nsakl¬¼g¬gerektirdi¼ginin göz önünde bulundurulmas¬yla 8 u 2 D için

hgi; ui = lim
h!0

�
f (x+ hei)� f (x)

h
; u

�
= lim

h!0

�
f;
u (x� hei)� u (x)

h

�
=

�
f;� @u

@xi

�

dir, çünkü son ad¬mda integralin içinde limit alabiliriz. Buradan gi =
@f
@xi

ayn¬

zamanda zay¬f türevdir.

Kaŗs¬t olarak, verilen bir f 2 W 1;p ve f nin bir @f
@xi

zay¬f türevi için @f
@xi

nin ayn¬

zamanda f nin bir kuvvetli Lp-türevi oldu¼gunu gösterece¼giz. D, W 1;p de yo¼gun

oldu¼gundan verilen herhangi bir � > 0 için f = u + g olacak şekilde bir u 2 D

fonksiyonu bulabiliriz, burada kgk1;p < � dir. Buradan üçgen eşitsizli¼ginden





f (x+ hei)� f (x)

h
� @f

@xi






p

�




u (x+ hei)� u (x)

h
� @u

@xi






p

+





g (x+ hei)� g (x)

h
� @g

@xi






p

= A+B

dir. u 2 D oldu¼gundan @u
@xi

zay¬f türevi al¬̧s¬lm¬̧s k¬smi türev ile çak¬̧s¬r. Böylece

bir � > 0 için jhj < � olmak üzere A < � oldu¼gunu görmek kolayd¬r. B için üçgen
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eşitsizli¼ginden ve W 1;p normunun tan¬m¬ndan

B �




g (x+ hei)� g (x)

h






p

+ kgk1;p (5.1.2)

eşitsizli¼gini elde ederiz. n!1 iken W 1;p normunda vn ! g olacak şekilde D de bir

fvng dizisini alal¬m. Bu durumda her n için

vn (x+ hei)� vn (x)

h
=
1

h

hZ
0

@vn
@xi

(x+ tei) dt

dir. Böylece integraller için Minkowski eşitsizli¼ginin kullan¬lmas¬yla



vn (x+ hei)� vn (x)

h






p

�




@vn@xi






p

� kvnk1;p

bulunur. Sonuç olarak n!1 iken



g (x+ hei)� g (x)

h






p

� kgk1;p (5.1.3)

elde edilir. Buradan, (5:1:2), (5:1:3) ve g nin tan¬m¬ndan

B � 2 kgk1;p < 2�

oldu¼gu görülür. Eşitsizliklerin birleştirilmesiyle herhangi bir � > 0 için jhj < � olmak

üzere 



f (x+ hei)� f (x)

h
� @f

@xi






p

< 3�

olacak şekilde bir � > 0 vard¬r. Buradan @f
@xi

ayn¬zamanda f nin bir kuvvetli Lp-

türevidir.

Yukar¬daki teoremin kullan¬lmas¬yla kullan¬̧sl¬bir genel sonucu kolayl¬kla elde ede-

biliriz. Fakat ilk olarak baz¬elementer kavramlar¬hat¬rlayal¬m. Her a 2 En vek-

törü için (�af) (x) = f (x� a) ile �a öteleme operatörünü tan¬mlar¬z. Her a 2 En

için e¼ger T�a = �aT ise bir T operatörü ötelemeler ile de¼gi̧smelidir denir. Örne¼gin
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C1 (En) üzerindeki P (D) =
P
j�j�k

c�D
� sabit katsay¬l¬ lineer diferensiyel operatör-

leri ötelemeler ile de¼gi̧smelidir, çünkü diferensiyel ve bir sabitle çarp¬m¬n ikiside

ötelemeler ile de¼gi̧smelidir. Bundan başka konvolüsyon operatörleri de ötelemeler

ile de¼gi̧smelidir. Gerçekten e¼ger Tf = g � f = f � g ise bu durumda herhangi bir

a 2 En için

(T (�af)) (x) = (g � �af) (x) = (�af � g) (x)

=

Z
f (y � a) g (x� y) dy (z = y � a al¬nmas¬yla)

=

Z
f (z) g (x� a� z) dz = (f � g) (x� a) = (�a (Tf)) (x)

dir. Bu düşünce singüler konvolüsyon-operatörlerin de ötelemeler ile de¼gi̧smeli oldu¼gu-

nu gösterir. Buradan aşa¼g¬daki önemli sonucu verebiliriz.

Teorem 5.1.4. 1 � p; q <1 ve T , Lp den Lq ya ötelemeler ile de¼gi̧smeli olan s¬n¬rl¬

lineer bir operatör olsun. Bu durumda T , diferensiyeller ile de¼gi̧smelidir. Ayr¬ca her

m > 0 için T , Wm;p den Wm;q ya s¬n¬rl¬d¬r. Gerçekten

kTfkm;q � kTk kfkm;p

sa¼glan¬r, burada kTk, Lp den Lq ya bir operatör olarak T nin normudur.

·Ispat. Her m > 0 için Wm;p � Lp dir, böylece T herhangi bir Wm;p nin üzerinde

tan¬ml¬d¬r. Önceki gibi teoremi m = 1 durumunda ispatlamak yeterlidir. Verilen

f 2 W 1;p için Lq nun elemanlar¬olarak

�
T

�
@f

@xi

��
(x) =

�
@

@xi
(Tf)

�
(x) (5.1.4)

oldu¼gunu göstermeliyiz, burada @f
@xi

yi bir kuvvetli Lp-türevi ve @
@xi
(Tf) yi de bir

kuvvetli Lq-türevi olarak göz önüne alabiliriz. T lineer ve ötelemeler ile de¼gi̧smeli
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oldu¼gundan

T

�
f (y + hei)� f (y)

h

�
(x) =

(Tf) (x+ hei)� (Tf) (x)
h

(5.1.5)

elde ederiz. T nin süreklili¼ginden (5:1:5) nin sol taraf¬Lq normunda h ! 0 iken

(5:1:4) in sol taraf¬na yak¬nsar. Buradan (5:1:5) nin sa¼g taraf¬Lq normunda yak¬n-

sakt¬r ve kuvvetli Lq-türevinin tan¬m¬ndan (5:1:4) in sa¼g taraf¬na yak¬nsar. Böylece,

T diferensiyeller ile de¼gi̧smelidir. Sonuç olarak

kTfk1;q =

8<:X
j�j�1

kD� (Tf)k2q

9=;
1=2

=

8<:X
j�j�1

kT (D�f)k2q

9=;
1=2

� kTk

8<:X
j�j�1

kD�fk2p

9=;
1=2

= kTk kfk1;p

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Wm;p = Wm;p (En) Banach uzaylar¬n¬göz önüne alal¬m, burada n � 2 ve

m � 0 tamsay¬lard¬r. Bir sonraki amac¬m¬z 1 < p < 1 olmak üzere her bir p için

bütün Wm;p uzaylar¬n¬n izomor�k oldu¼gunu ispatlamak olacakt¬r. Bunun için bütün

f tempered da¼g¬l¬mlar¬n¬n S 0
uzay¬üzerinde

(Jf)^ = d (�)�1 f̂

formülü ile bir çeşit J integrasyon operatörü tan¬mlar¬z, burada d (�) kesin olarak

pozitif, j�j � 1 için j�j ile çak¬̧san sonsuz diferensiyellenebilir bir radyal fonksiyondur.

Di¼ger bir de¼gi̧sle J , J = F�1d (�)�1 F biçimindeki Fourier çarpan¬d¬r, burada F ve

F�1 s¬ras¬yla Fourier ve ters Fourier dönüşümleridir. J nin S 0
üzerinde

J�1 = F�1d (�)F ile verilen 2-tara�¬inverse sahip oldu¼guna dikkat edelim.

Her bir 1 � j � n için Rjf , j-inci Riesz dönüşümünün bir singüler konvolüsyon-

operatör oldu¼gunu hat¬rlayal¬m. Sonuç olarak Teorem 4.3.1 ve Teorem 5.1.4 ten

dolay¬1 < p < 1 ve her m � 0 tamsay¬lar¬için Rj nin Wm;p nin kendi içine s¬n¬rl¬
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lineer bir dönüşüm oldu¼gu görülür. Ayr¬ca e¼ger f 2 L2 ise

(Rjf)
^ =

�j
j�j f̂

formülü elde edilir.

Lemma 5.1.1.

(a) Her sonlu p � 1 ve m � 0 tam say¬lar¬için J : Wm;p ! Wm;p süreklidir.

(b) E¼ger 1 < p <1 ise bu durumda J : Wm;p ! Wm+1;p süreklidir.

·Ispat. ·Ilk olarak d (�)�1 in integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier dönüşümü

oldu¼gunu gösterelim. u1 (�), j�j � 1 için s¬f¬r ve orijin komşulu¼gunda u1 (�) = 1 ola-

cak şekildeD de bir fonksiyon olsun. Bu durumda u2 (�) = d (�)�1�j�j�1 (1� u1 (�))

fonksiyonu orijin komşulu¼gunda d (�)�1 ile çak¬̧s¬r ve j�j � 1 için s¬f¬r olur. Böylece

u1,u2 2 D ile

d (�)�1 = j�j�1 (1� u1 (�)) + u2 (�) (5.1.6)

elde edilir. n > 1 oldu¼gundan bir c sabiti için j�j�1 in ters Fourier dönüşümünün

lokal integrallenebilir bir fonksiyon olan c jxj1�n ile verildi¼gini biliyoruz. E¼ger j (x),

v1, v2 s¬ras¬yla d (�)
�1, u1 ve u2 nin ters Fourier dönüşümlerini gösterirse bu durumda

(5:1:6) dan

j (x) = c jxj1�n � c
�
jxj1�n � v1

�
+ v2 (x) (5.1.7)

elde edilir, burada v1; v2 2 S dir. Bundan başka j�j�1 u1 (�) integrallenebilir fonksi-

yonunun ters Fourier dönüşümü olan jxj1�n � v1 fonksiyonu s¬n¬rl¬d¬r. Sonuç olarak

(5:1:7); j (x) in lokal integrallenebilir oldu¼gunu gösterir. d (�)�1 = F (j (x)) oldu¼gun-

dan � =
nP

m=1

@2

@�2m
al¬nmas¬yla

�kd (�)�1 = F
�
(2�i)2k jxj2k j (x)

�
(5.1.8)

oldu¼gu görülür. k > n+1
2
olmak üzere yeterince büyük her k tamsay¬s¬için (5:1:8)

in sol taraf¬ integrallenebilirdir. Böylece ters Fourier dönüşümünün al¬nmas¬yla
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jxj2k j (x) in key� büyüklükteki k ler için s¬n¬rl¬oldu¼gu görülür. Buradan j (x) son-

suzda h¬zla azalan lokal integrallenebilir bir fonksiyondur. Buradan da j (x) integral-

lenebilirdir. Şimdi

Jf = F�1
�
d (�)�1 F (f)

�
= j � f

elde ederiz, burada j (x) 2 L1 dir. Böylece 1 � p � 1 olmak üzere her p için

Young Teoremi J : Lp ! Lp nin s¬n¬rl¬ bir operatör olmas¬n¬ gerektirir. Ayr¬ca

bir konvolüsyon operatör olan J ötelemeler ile de¼gi̧smelidir. Böylece Teorem 5.1.4,

1 � p < 1 ve her m pozitif tamsay¬s¬için J : Wm;p ! Wm;p nin s¬n¬rl¬olmas¬n¬

gerektirir. Buradan (a) ispatlan¬r.

(b) yi ispatlamak için

F (DjJf) (�) = �jd (�)
�1 f̂ (�)

oldu¼gunu göz önüne al¬r¬z ve (5:1:6) formülünü kullanarak

F (DjJf) (�) =
�j
j�j f̂ (�)�

�j
j�ju1 (�) f̂ (�) + �ju2 (�) f̂ (�)

elde ederiz. Böylece ters Fourier dönüşümü al¬narak

DjJf = Rjf �RjK1f +K2f (5.1.9)

elde edilir, burada Rj, j-inci Riesz dönüşümü, K1f = F�1
�
u1f̂
�
= v1 � f ise

v1 = F�1 (u1) 2 S � L1 çekirde¼gi ile bir konvolüsyon ve benzer şekilde

K2f = F�1
�
�ju2f̂

�
= w2 � f de w2 = F�1

�
�ju2

�
2 S integrallenebilir çekirde¼gi ile

bir konvolüsyondur. Sonuç olarak i = 1; 2 için Young Teoremi ve Teorem 5.1.4 her

1 � p < 1 ve her m � 0 tamsay¬s¬ için Ki : W
m;p ! Wm;p nin sürekli olmas¬n¬

gerektirir. Ek olarak her 1 < p < 1 ve m � 0 için Rj : Wm;p ! Wm;p nin sürekli

oldu¼gunu biliyoruz. Buradan (5:1:9) dan her 1 < p < 1, m � 0 tamsay¬lar¬ve

j = 1; :::; n ler için DjJ : W
m;p ! Wm;p nin sürekli oldu¼gu sonucu ç¬kart¬l¬r. Bu

sonuç (a) ile birleştirildi¼ginde (b) elde edilir.

Lemma 5.1.2. E¼ger 1 < p <1 ise bu durumda her m � 0 tamsay¬s¬için
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J�1 : Wm+1;p ! Wm;p süreklidir.

·Ispat. f 2 Wm+1;p olsun. F (J�1f) = d (�) f̂ d¬r ve önceki lemmada oldu¼gu gibi

d (�) = j�j (1� u1 (�)) + u2 (�) (5.1.10)

elde edilir, burada u1,u2 2 D dir. Buradan

F
�
J�1f

�
= j�j f̂ � j�ju1 (�) f̂ + u2 (�) f̂

d¬r ve j�j =
nP
j=1

�j
�j
j�j oldu¼gundan

F
�
J�1f

�
=

nX
j=1

�j
j�j

�
�j f̂
�
� u1 (�)

nX
j=1

�j
j�j

�
�j f̂
�
+ u2 (�) f̂ = g � u1g + u2f̂

yazabiliriz. Sonuç olarak

J�1f = F�1 (g)� F�1 (u1g) + F�1
�
u2f̂
�

(5.1.11)

d¬r, burada g =
nP
j=1

�j
j�j

�
�j f̂
�
al¬nm¬̧st¬r. Şimdi f 2 Wm+1;p olmas¬

F�1
�
�j f̂
�
= Djf 2 Wm;p olmas¬n¬gerektirir, böylece F�1 (g) =

nP
j=1

Rj (Djf) de

Wm;p dedir. Rj Riesz dönüşümlerinin süreklilik özelliklerinden f ve m den ba¼g¬ms¬z

bir Ap > 0 sabiti için



F�1 (g)


m;p
� Ap

nX
j=1

kDjfkm;p � Ap kfkm+1;p (5.1.12)

bulunur. v1 ve v2 s¬ras¬yla u1 ve u2 nin ters Fourier dönüşümlerini gösterirse

F�1 (u1g) = v1 � F�1 (g) ve F�1
�
u2f̂
�
= v2 � f oldu¼gu görülür, burada v1 ve v2,

S � L1 e aittir. Buradan Young Teoremi, Teorem 5.1.4 ve (5.1.12) eşitsizli¼ginin

kullan¬lmas¬yla



F�1 (u1g)

m;p � kv1k1 

F�1 (g)

m;p � Bp kfkm+1;p (5.1.13)
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elde edilir. Son olarak




F�1 �u2f̂�



m;p
� kv2k1 kfkm;p � c kfkm+1;p (5.1.14)

dir. Buradan (5:1:12), (5:1:13) ve (5:1:14) eşitsizliklerinin (5:1:11) formülünde kul-

lan¬lmas¬yla 1 < p < 1 ve her m � 0 tam say¬lar¬için J�1 : Wm+1;p ! Wm;p nin

sürekli oldu¼gu görülür.

Önceki iki lemman¬n birleştirilmesiyle aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz:

Teorem 5.1.5. E¼ger 1 < p <1 ise bu durumda n � 2 olmak üzere

Wm;p = Wm;p (En) Banach uzaylar¬her m � 0 tamsay¬s¬için izomor�ktir.

·Ispat. J : Wm;p ! Wm+1;p operatörü herm � 0 için sürekli lineer bir izomor�zmdir.

Yukardaki sonuçlarda gördük ki 1 < p < 1 için W 1;p = J (Lp) ve J nin ard¬̧s¬k

kuvvetlerinin al¬nmas¬yla her pozitif m tamsay¬s¬için

Wm;p = J (Wm�1;p) = ::: = Jm (Lp) dir. Daha genel olarak herhangi bir s reel say¬s¬

için S 0
üzerinde

Js = F�1d (�)�s F

operatörünü tan¬mlayabiliriz. Bu Js operatörleri bileşke i̧slemi alt¬nda bir-parametreli

de¼gi̧smeli bir grup oluşturur ve J0 = I özdeşlik operatörüdür.

Ayr¬ca, e¼ger 0 < s < n ise Lemma 5.1.1 (a) n¬n ispat¬nda kullan¬lan düşünce

Jsf = js � f nin bir konvolüsyon oldu¼gunu gösterir, burada js = F�1
�
d (�)�s

�
çekirde¼gi integrallenebilir bir fonksiyondur. Sonuç olarak her 1 � p � 1 için e¼ger

0 � s < n ise Js, Lp nin kendi içine olan s¬n¬rl¬lineer bir dönüşümdür ve buradan

iterasyon ile sonucun her s � 0 reel say¬s¬için sa¼gland¬¼g¬görülür.

Tan¬m 5.1.3. s herhangi bir reel say¬ve 1 � p � 1 olsun. W s;p = W s;p (En) s¬n¬f¬n¬

Js operatörü alt¬nda Lp nin görüntüsü olarak tan¬mlar¬z. Herhangi bir f 2 W s;p nin
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kfks;p normunu şöyle tan¬mlar¬z: E¼ger f 2 W s;p ise bu durumda bir g 2 Lp için

f = Jsg dir, gerçekten g = J�sf tektir ve

kfks;p = kgkp

sa¼glan¬r.

Uyar¬5.1.2. E¼ger s = m bir pozitif tamsay¬ve e¼ger 1 < p < 1 ise bu durumda

daha önce tan¬mlanan Wm;p Sobolev uzay¬ile W s;p çak¬̧s¬r. E¼ger jf jm;p, Wm;p deki

eski normu gösterirse, bu durumda g = J�mf al¬nmas¬yla ve Lemma 5.1.1 (b) nin

kullan¬lmas¬yla

jf jm;p =
��JmJ�mf ��

m;p
= jJmgjm;p � c kgkp = c kfkm;p

elde edilir. Kaŗs¬t olarak Wm;p deki özdeşlik operatörüne uygulanan Banach Aç¬k

Dönüşüm Teoremi bir c1 > 0 sabiti için kfkm;p � c1 jf jm;p olmas¬n¬gerektirir. Bu-

radan yeni normlar ile eskilerin eşde¼ger oldu¼gu görülür.

Teorem 5.1.6.

(a) W s;p uzaylar¬Lp ye izometrik olarak izomor�k olan Banach uzaylar¬d¬r.

(b) Her s ve r reel say¬lar¬için Jr : W s;p ! W s+r;p bir izometrik izomor�zmdir.

(c) E¼ger s � t ise bu durumda W s;p � W t;p dir ve kapsama süreklidir.

(d) E¼ger 1 < p < 1 ise bu durumda Dj, W s;p yi W s�1;p nin içine sürekli olarak

dönüştürür.

·Ispat. (a) k¬sm¬Tan¬m 5.1.3 ün do¼grudan bir sonucudur. (b) için W s;p = Js (Lp)

ise bu durumda Jr (W s;p) = Jr (Js (Lp)) = Js+r (Lp) = W s+r;p oldu¼gu görülür. (c)

yi ispatlamak için f 2 W t;p olsun. Bu durumda f = J tg dir, burada g 2 Lp ve

kfkt;p = kgkp dir. t� s � 0 oldu¼gundan önceki gibi J t�s operatörü Lp yi kendi içine

sürekli olarak dönüştürür. Böylece J t�sg ayr¬ca Lp dedir ve buradan f = Js (J t�sg),
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W s;p ye aittir. Bundan başka

kfks;p =


J t�sg



p
� c kgkp = c kfkt;p

dir. Sonuç olarak e¼ger t � s ise W t;p, W s;p de sürekli olarak içerilir. Son olarak (d)

yi ispatlamak için Dj = F�1�jF nin her Js ile de¼gi̧smeli oldu¼guna dikkat edelim.

Böylece

Dj = Js�1
�
J1�sDj

�
= Js�1 (DjJ) J

�s

yaz¬labilir. Fakat Lemma 5.1.1 (b) nin ispat¬nda oldu¼gu gibi DjJ , Lp yi kendi içine

sürekli olarak dönüştürür. Buradan g 2 Lp olmak üzere e¼ger f = Jsg, W s;p ye ait

ise bu durumda Djf = Js�1 (DjJ) g, W s�1;p ye aittir ve

kDjfks�1;p = k(DjJ) gkp � c kgkp = c kfks;p

elde edilir.

Teorem 5.1.7. 1 � p <1 ve s reel olsun.

(a) S, her W s;p de yo¼gundur.

(b) E¼ger s < t ise bu durumda W t;p, W s;p de yo¼gundur.

(c) D, her W s;p de yo¼gundur.

·Ispat. Herhangi bir reel s için Js nin S nin kendi üzerine olan bire-bir bir dönüşümü

oldu¼gunu görmek kolayd¬r. S, Lp de yo¼gun oldu¼gundan ve W s;p = Js (Lp), Lp

nin sürekli bir görüntüsü oldu¼gundan (a) sonucu kolayl¬kla görülür. E¼ger s < t

ise bu durumda Teorem 5.1.6 (c) den W t;p � W s;p dir. Buradan (b), (a) dan ve

S � W t;p � W s;p kapsamalar¬ndan direkt olarak görülür.

Teorem 5.1.2 den her m � 0 tamsay¬s¬ve herhengi bir 1 � p < 1 için D, Wm;p de

yo¼gundur. Verilen herhangi bir s reeli için bir m > s pozitif tamsay¬s¬seçilsin. Bu

durumda (b) den dolay¬D � Wm;p � W s;p kapsamalar¬yo¼gundur. Bundan başka

Teorem 5.1.6 (c) den Wm;p � W s;p kapsamas¬süreklidir. Böylece bir c > 0 sabiti
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için kuks;p � c kukm;p dir. Şimdi verilen herhangi bir f 2 W s;p ve herhangi bir � > 0

için kf � gks;p < � olacak şekilde g 2 Wm;p vard¬r. Ayr¬ca kg � hkm;p < �
c
olacak

şekilde h 2 D seçebiliriz. Buradan

kf � hks;p � kf � gks;p + kg � hks;p < �+ c kg � hkm;p < 2�

elde edilir.

Teorem 5.1.6 n¬n (c) k¬sm¬ndan dolay¬W1;p yi her s reelleri üzerinden 1 � p � 1

olmak üzere W s;p lerin kesi̧simi olarak tan¬mlar¬z. Eşde¼ger olarak W1;p her pozitif

m tamsay¬s¬ için Wm;p Sobolev uzaylar¬n¬n kesi̧simi olarak tan¬mlanabilir. Önceki

teoremden e¼ger 1 � p < 1 ise D � W1;p oldu¼gunu görürüz ve buradan herhangi

bir s reeli için W1;p, W s;p de yo¼gundur.

Teorem 5.1.8.

(a) f 2 W1;p ve g 2 W1;q olsun, burada 1 � p <1 ve q = p
p�1 dir.

hf; gi =
Z
fgdx

bilineer fonksiyonelini göz önüne alal¬m. Bu durumda herhangi bir s reeli için

jhf; gij � kfks;p kgk�s;q dir ve hf; gi fonksiyoneli W s;p � W�s;q ya sürekli olarak

geni̧sler.

(b) W s;p üzerindeki her sürekli lineer fonksiyonel bir g 2 W�s;q için � (f) = hf; gi

biçimindedir.

·Ispat. s � 0 olsun. E¼ger 0 < s < n ise bu durumda Jsf = js�f dir, burada js 2 L1,

d (�)�s radyal fonksiyonunun ters Fourier dönüşümü olan bir radyal fonksiyondur.

Şimdi e¼ger f 2 W1;p ve g 2 W1;q ise bu durumda Jsg ayr¬ca W1;q dad¬r ve

Hölder eşitsizli¼gi hf; Jsgi nin var oldu¼gunu gösterir. Böylece integrasyon s¬ras¬n¬n
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de¼gi̧stirilmesiyle ve js nin radyal olmas¬n¬n dikkate al¬nmas¬yla

hf; Jsgi =

Z
f (x)

�Z
js (x� y) g (y) dy

�
dx

=

Z
g (y)

�Z
js (x� y) f (x) dx

�
dy

=

Z �Z
js (y � x) f (x) dx

�
g (y) dy = hJsf; gi

oldu¼gu görülür. Sonuç olarak her s � 0 için

hf; Jsgi = hJsf; gi (5.1.15)

dir, çünkü s = 0 durumu aşikard¬r ve s � n durumu 0 < s < n durumunun iterasyonu

ile görülür.

f 2 W1;p, J�sf nin ayr¬ca W1;p de olmas¬n¬gerektirdi¼ginden f yi J�sf ile de¼gi̧sti-

rerek (5:1:15) in uygulanmas¬yla

hf; gi =


JsJ�sf; g

�
=


J�sf; Jsg

�
(5.1.16)

elde edilir. Buradan Hölder eşitsizli¼ginden

jhf; gij =
��
J�sf; Jsg��� � 

J�sf



p
kJsgkq = kfks;p kgk�s;q (5.1.17)

elde edilir. Şimdi e¼ger f 2 W s;p ise bu durumda f = Js (J�sf) dir, burada J�sf 2 Lp

dir ve e¼ger g 2 W�s;q ise bu durumda Jsg 2 Lq dur. Bu durumda hf; gi süreklilikten

dolay¬W s;p �W�s;q ya geni̧sler ve (5:1:16) y¬sa¼glar, buradan da (5:1:17) yi sa¼glar.

Böylece (a) ispatlan¬r.

(b) yi ispatlamak için � (f), W s;p nin üzerinde sürekli lineer bir fonksiyonel olsun.

h 2 Lp olmak üzere f = Jsh oldu¼gundan � (f) = � (Jsh) nin 1 � p <1 olmak üzere

Lp üzerinde sürekli lineer bir fonksiyonel oldu¼gu görülür ve buradan F. Riesz in klasik

teoreminden � (Jsh) = hh; ~gi biçimindedir, burada ~g 2 Lq, q = p
p�1 dir. g = J�s~g
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al¬nmas¬yla ~g = Jsg ve � (f) = � (Jsh) = hh; ~gi = hh; Jsgi = hJsh; gi = hf; gi oldu¼gu

görülür, burada g 2 W�s;q dir.

Daha önce, e¼ger 1 < p < 1 ve s = m pozitif bir tamsay¬ ise bu durumda W s;p

uzaylar¬n¬n Tan¬m 5.1.1 deki Wm;p Sobolev uzaylar¬ile çak¬̧st¬¼g¬n¬belirttik. Ayr¬ca

1 < p <1 ve herhangi bir s reeli için Lp yans¬mal¬uzay¬n¬n bir izomor�k görüntüsü

olan W s;p = Js (Lp) nin yans¬mal¬olmas¬gerekir. Bundan başka Teorem 5.1.8, W s;p

nin dualininW�s;p0 uzay¬ile belirlenebilece¼gini gösterir, burada p0 = p
p�1 , p nin eşlenik

üssüdür. Özel olarakW�m;p,Wm;p0 Sobolev uzay¬n¬n duali ile belirlenebilir. Bu sonuç

bazen 1 < p < 1 ve m bir pozitif tamsay¬ iken W�m;p uzaylar¬n¬n tan¬m¬olarak

al¬n¬r. W�m;p uzaylar¬n¬n di¼ger bir kullan¬̧sl¬karakterizasyonu aşa¼g¬daki teorem ile

verilir.

Teorem 5.1.9. 1 < p < 1 ve m > 0 bir tamsay¬olsun. Bu durumda g 2 W�m;p

dir ancak ve ancak bir g� 2 Lp için g =
P
j�j�m

D�g� dir, burada D� zay¬f türevlerdir.

·Ispat. Teorem 5.1.8 den f 2 Wm;p0 olmak üzere herhangi bir g 2 W�m;p ye s¬n¬rl¬

lineer bir g (f) = hf; gi fonksiyoneli gözüyle bakabiliriz.

jhj =

8<:X
j�j�m

kh�k2p0

9=;
1=2

normu ile
Q

j�j�m
Lp

0
çarp¬m uzay¬n¬göz önüne alal¬m, burada h = (h�)j�j�m dir. Bu du-

rumda f ! (D�f)j�j�m dönüşümü W
m;p0 nin

Q
j�j�m

Lp
0
içine bir izometrik gömmesini

verir. Böylece Hahn-Banach Teoremi�nden g 2 W�m;p yi
Q

j�j�m
Lp

0
üzerindeki s¬n¬rl¬

lineer bir ~g fonksiyoneline sürekli olarak geni̧sletebiliriz. Bu çarp¬m uzay¬n¬n dualiQ
j�j�m

Lp çarp¬m uzay¬oldu¼gundan ~g� 2 Lp olmak üzere ~g = (~g�)j�j�m elde edilir.

Şimdi her f 2 Wm;p0 için

hf; gi = hf; ~gi =
X
j�j�m

hD�f; ~g�i =
X
j�j�m

D
f; (�1)j�jD�~g�

E
=

*
f;
X
j�j�m

D� (�1)j�j ~g�

+
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dir. Böylece g =
P
j�j�m

D�g� dir, burada g� = (�1)j�j ~g� 2 Lp dir. Kaŗs¬t olarak,

Teorem 5.1.6 n¬n (c) ve (d) k¬s¬mlar¬ndan bu biçimdeki herhangi bir g, W�m;p ye

aittir.

Tan¬m 5.1.4. 1 < p; q <1 ve s ve t key� reel say¬lar olsunlar. Verilen s¬n¬rl¬lineer

bir T : W s;p ! W t;q operatörü için, T 0 : W�t;q0 ! W�s;p0 transpozu dual uzaylar

üzerinde belirtilen ve her f 2 W s;p ve g 2 W�t;q0 için

hTf; gi = hf; T 0gi

ile verilen s¬n¬rl¬lineer operatör olarak tan¬mlan¬r. ·Iyi bilinir ki T ve T 0 ayn¬norma

sahiptir. E¼ger s � 0 ve a 2 En iseW s;p üzerinde (�af) (x) = f (x� a) ile tan¬mlanan

�a öteleme operatörünü hat¬rlayal¬m. E¼ger f 2 W�s;p ise �af yi her g 2 W s;p0 ler

için

h�af; gi = hf; ��agi

ile verilenW�s;p nin eleman¬olarak tan¬mlar¬z. Kolayca görülebilir ki iki tan¬m s = 0

iken çak¬̧s¬r. Benzer şekilde s � 0 olmak üzere e¼ger f 2 W s;p ise (�f) (x) = f (�x)

ile � operatörünü tan¬mlar¬z. E¼ger f 2 W�s;p ise �f yi her g 2 W s;p0 için

h�f; gi = hf; �gi

ile verilen W�s;p nin eleman¬olarak tan¬mlar¬z.

(Da¼g¬l¬mlar anlam¬nda)Dj diferensiyel operatörü herW s;p uzay¬üzerinde tan¬mlan¬r,

çünkü W s;p � S 0
dir. Ayr¬ca Teorem 5.1.6 (d) den e¼ger 1 < p <1 ise bu durumda

Dj : W
s;p ! W s�1;p s¬n¬rl¬lineer bir operatördür. Her f ,g 2 D için k¬smi integrasyon

ile

hDjf; gi = hf;�Djgi

oldu¼gu kolayca görülür. Daha genel olarak 1 < p < 1 için D, her W s;p de yo¼gun

oldu¼gundan önceki formül süreklilikten dolay¬her f 2 W s;p ve her g 2 W 1�s;p0 için

de sa¼glan¬r. Sonuç olarak Dj nin transpozu �Dj ile verilir ve genel olarak D� n¬n
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transpozu (�1)j�jD� d¬r.

E¼ger 1 � p � 1 ise bu durumda her s � 0 için Js = F�1d (�)�s F in Lp nin kendi

içine sürekli lineer bir dönüşümü oldu¼gunu hat¬rlayal¬m. Ayr¬ca Js, S 0
üzerinde iyi

tan¬ml¬d¬r. E¼ger 1 < p < 1 ise herhangi bir K singüler konvolüsyon-operatörü Lp

nin kendi içine sürekli lineer bir dönüşümünü verir ve ayr¬ca S üzerinde K : S ! S 0
,

K = F�1h (�)F biçiminde ifade edilebilir, burada e¼ger k, K n¬n çekirde¼gi ise

h = F (p:v:k) s¬n¬rl¬bir fonksiyondur. Bu Teorem 4.3.1 ve Teorem 4.3.2 den görülür.

Teorem 5.1.10. 1 < p < 1 ve s � 0 olsun. E¼ger K bir singüler konvolüsyon-

operatör ise bu durumda

(a) Lp üzerinde KJs = JsK sa¼glan¬r.

(b) K : W s;p ! W s;p, kKks � kKk normlu s¬n¬rl¬ lineer bir operatördür, burada

kKk, Lp üzerinde bir operatör olarak K n¬n normudur.

·Ispat. k, K n¬n çekirde¼gi olmak üzere h = F (p:v:k) olsun. Js : S ! S ve S

üzerinde K = F�1h (�)F oldu¼gundan her f 2 S için

KJsf = KF�1d (�)�s f̂ = F�1h (�) d (�)�s f̂

=
�
F�1d (�)�s F

� �
F�1h (�)F

�
f = JsKf

elde edilir. S, Lp de yo¼gun oldu¼gundan ve Js ve K n¬n her ikiside Lp nin kendi

içine sürekli dönüşümler oldu¼gundan her f 2 Lp için KJsf = JsKf oldu¼gu görülür.

Böylece (a) ispatlan¬r.

s � 0 oldu¼gundan W s;p � Lp dir. Böylece K, W s;p üzerinde tan¬mlan¬r. E¼ger

f 2 W s;p ise bu durumda f = Jsg dir, burada g 2 Lp ve kgkp = kfks;p dir. Buradan

(a) n¬n kullan¬lmas¬yla

kKfks;p = kKJsgks;p = kJsKgks;p = kKgkp � kKk kgkp = kKk kfks;p

elde edilir, ki bu (b) yi ispatlar.
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Lemma 5.1.3. 1 < p <1 veK : Lp ! Lp, k (x) çekirdekli bir singüler konvolüsyon

operatör olsun. Bu durumda K 0 : Lp
0 ! Lp

0
transpozu (�k) (x) = k (�x) çekirdekli

bir singüler konvolüsyon-operatördür. Özel olarak e¼ger k (x) bir çift fonksiyon ise

K 0 = K d¬r ve k (x) tek ise K 0 = �K d¬r.

·Ispat. Tan¬mdan her f 2 Lp ve g 2 Lp
0
için hf;K 0gi = hKf; gi dir. K ve K 0 nin

süreklili¼ginden D de f ve g nin göz önüne al¬nmas¬yeterlidir. Bu durumda e¼ger

k� (x) =

8<: k (x) ; � < jxj < 1
�

0 ; aksi halde
ise

hKf; gi = lim
�!0

hk� � f; gi = lim
�!0

Z �Z
k� (x� y) f (y) dy

�
g (x) dx

= lim
�!0

Z
f (y)

�Z
k� (x� y) g (x) dx

�
dy = lim

�!0
hf; �k� � gi

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 5.1.11. 1 < p <1 ve s > 0 olsun. kKk normlu herhangi bir K : Lp ! Lp

singüler konvolüsyon-operatörü � kKk normlu W�s;p nin kendi içine olan sürekli

lineer bir dönüşüme tek olarak geni̧sletilebilir.

·Ispat. K : Lp ! Lp s¬n¬rl¬oldu¼gundan onun K 0 : Lp
0 ! Lp

0
transpozu da s¬n¬r-

l¬d¬r ve kK 0k = kKk d¬r. Önceki lemmadan K 0 de ayr¬ca bir singüler konvolüsyon-

operatörüdür. Böylece Teorem 5.1.10, kK 0ks � kK 0k normlu K 0 : W s;p0 ! W s;p0

nin s¬n¬rl¬olmas¬n¬gerektirir. ~K, K 0 nin W s;p0 ne k¬s¬tlamas¬n¬n transpozu olsun.

Bu durumda



 ~K


 = kK 0ks � kK 0k = kKk normlu ~K : W�s;p ! W�s;p s¬n¬rl¬d¬r.

Bundan başka her f 2 Lp ve Lp0 de yo¼gun olan g 2 W s;p0 için ~K n¬n tan¬m¬ndan

D
~Kf; g

E
= hf;K 0gi = hKf; gi

elde edilir. Sonuç olarak Lp üzerinde ~K = K d¬r. Lp, W�s;p de yo¼gun oldu¼gundan

ve ~K, W�s;p üzerinde sürekli oldu¼gundan bu geni̧slemenin tek oldu¼gu görülür.
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Aşa¼g¬daki sonuç Teorem 5.1.4 e ek olarak önceki teoremin bir benzeridir.

Teorem 5.1.12. 1 < p; q < 1 ve m pozitif bir tamsay¬olsun. E¼ger T : Lp ! Lq

ötelemeler ile de¼gi̧smeli olan s¬n¬rl¬lineer bir operatör ise bu durumda T ötelemeler

ve diferensiyeller ile de¼gi̧smeli olan bir tek ~T : W�m;p ! W�m;q s¬n¬rl¬geni̧slemesine

sahiptir. Bundan başka



 ~T


 � kTk dir.

·Ispat. kT 0k = kTk ile T 0 : Lq0 ! Lp
0
transpozu s¬n¬rl¬d¬r ve ayr¬ca ötelemeler ile

de¼gi̧smelidir. Gerçekten her f 2 Lp ve g 2 Lq0 için

hf; T 0�agi = h��aTf; gi = hT��af; gi = hf; �aT 0gi

dir, çünkü T ötelemeler ile de¼gi̧smelidir. Sonuç olarak Teorem 5.1.4 ten kT 0km � kT 0k

normlu T 0 : Wm;q0 ! Wm;p0 s¬n¬rl¬d¬r ve diferensiyeller ile de¼gi̧smelidir. ~T , T 0 nin

Wm;q0 ne k¬s¬tlamas¬n¬n transpozu olsun. Bu durumda


 ~T


 = kT 0km � kT 0k = kTk normlu ~T : W�m;p ! W�m;q s¬n¬rl¬d¬r ve önceki

düşünceden ~T ötelemeler ile de¼gi̧smelidir. ~T n¬n diferensiyeller ile de¼gi̧smeli oldu¼gunu

gösterelim. Her f 2 W 1�m;p ve Wm�1;q0 de yo¼gun olan g 2 Wm;q0 için

D
~TDjf; g

E
= hDjf; T

0gi = �hf;DjT
0gi = �hf; T 0Djgi =

D
Dj
~Tf; g

E
dir, çünkü T 0 diferensiyeller ile de¼gi̧smelidir. ·Ispat¬n geri kalan¬önceki teoremdeki

gibi görülür.

Bir T : Lp ! Lq s¬n¬rl¬lineer operatörü e¼ger ötelemeler ile de¼gi̧smeli ise bu durumda

T ye öteleme invaryant denir. Aşa¼g¬daki iki teorem gösteriyor ki bunlar p � q için

sadece aşikar olmayan operatörlerdir ve ikinci olarak asl¬nda çekirde¼gi bir tempered

da¼g¬l¬m olan konvolüsyonlard¬r.

Teorem 5.1.13. 1 < p; q < 1 ve T : Lp ! Lq öteleme invaryant s¬n¬rl¬lineer bir

operatör olsun. E¼ger p > q ise bu durumda T = 0 d¬r.
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·Ispat. ilk olarak 1 � r <1 olmak üzere, e¼ger u 2 Lr ise bu durumda jaj ! 1 iken

ku+ �aukr ! 21=r kukr (5.1.18)

oldu¼guna dikkat edelim. Gerçekten, verilen herhangi bir � > 0 için u = v + w

yazabiliriz, burada v kompakt deste¼ge sahiptir ve kwkr < � dir. Yeterince büyük her

jaj için v ve �av nin destekleri ayr¬k oldu¼gundan e¼ger jaj büyük ise

kv + �avkr = 21=r kvkr (5.1.19)

elde edelir. Şimdi w+�aw = (u+ �au)�(v + �av) ve k�awkr = kwkr < � oldu¼gundan

jku+ �aukr � kv + �avkrj � kw + �awkr � 2 kwkr < 2�

dur. Böylece (5:1:19) dan dolay¬e¼ger jaj büyük ise

��ku+ �aukr � 21=r kvkr
�� < 2�

oldu¼gu görülür. Sonuç olarak jkvkr � kukrj � kwkr < � oldu¼gundan büyük jaj için

��ku+ �aukr � 21=r kukr
�� � ��ku+ �aukr � 21=r kvkr

��+ 21=r� � 4�
dir ve (5:1:18) ispatlan¬r. Aç¬k olarak c = kTk, her f 2 Lp için

kTfkq � c kfkp (5.1.20)

olacak şekildeki en küçük say¬d¬r. Bundan başka T lineer ve öteleme invaryant

oldu¼gundan

kTf + �aTfkq = kT (f + �af)kq � c kf + �afkp

dir, buradan jaj ! 1 iken (5:1:18) in kullan¬lmas¬yla

kTfkq � 2
1
p
� 1
q c kfkp (5.1.21)
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elde edilir. Fakat, e¼ger 1 � q < p <1 ise bu durumda 1
p
� 1

q
< 0 d¬r. Böylece e¼ger

c > 0 ise (5:1:21) deki sabit (5:1:20) ye tezat olarak c den daha küçüktür. Buradan

e¼ger p > q ise c = kTk = 0 olmal¬d¬r, yani T = 0 d¬r.

Sobolev�in baz¬ klasik sonuçlar¬n¬n çok özel bir durumu olan aşa¼g¬daki lemmaya

ihtiyaç duyaca¼g¬z.

Lemma 5.1.4. E¼ger En deki bir v fonksiyonu ve onun � n mertebeden türevleri

1 � p � 1 olmak üzere Lp de lokal ise bu durumda v s¬f¬r ölçülü bir küme üzerinde

düzeltildikten sonra süreklidir ve bir c > 0 sabiti için

jv (x)j � c
X
j�j�n

8><>:
Z

jy�xj�1

jD�vjp dy

9>=>;
1=p

dir.

·Ispat. Hölder eşitsizli¼ginden Lp de lokal olan fonksiyonlar L1 de lokaldir ve herhangi

bir K kompakt kümesi için

Z
K

jD�vj dy � jKj
p�1
p

8<:
Z
K

jD�vjp dy

9=;
1=p

dir, p = 1 için lemmay¬ispatlamak yeterlidir. Qn, En de rasyonel koordinatl¬bütün

noktalar¬n kümesini göstersin. Bir x 2 Qn noktas¬n¬n sabitleştirilmesiyle, w = uv

yazar¬z, burada u (y), x in bir komşulu¼gu üzerinde 1 e eşit olan ve jy � xj > 1 iken

s¬f¬r olan D de bir fonksiyondur. E¼ger H (t),

H (t) =

8<: 1 ; t > 0

0 ; t � 0

biçiminde tan¬mlanan Heaviside fonksiyonu ise h (y) = H (y1) :::H (yn) yazar¬z. No-

tasyonu basitleştirmek için @n = @
@yn

::: @
@y1

yazal¬m. Bu durumda da¼g¬l¬mlar an-

lam¬nda
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@nh = � Dirac ölçüsüdür ve

w = w � � = w � @nh = @nw � h

d¬r. w kompakt deste¼ge sahip oldu¼gundan hipotezlerden @nw nin integrallenebilir

oldu¼gu görülür. Buradan h s¬n¬rl¬oldu¼gundan Lebesgue Bask¬n Yak¬nsakl¬k Teoremi

@nw � h konvolüsyonunun sürekli bir fonksiyon olmas¬n¬gerektirir. Buna göre, bir

fonksiyon olarak, w hemen her yerde @nw � h ile çak¬̧s¬r. Böylece s¬f¬r ölçülü bir

küme üzerinde düzeltilmesiyle w y¬ sürekli yapabiliriz. Buradan x in bir komşu-

lu¼gu üzerinde v = w süreklidir. Qn de x de¼gi̧sirken, s¬f¬r ölçülü bir küme üzerinde

düzeltilmesinden sonra, v nin her yerde sürekli oldu¼gu sonucunu ç¬kart¬r¬z. Bundan

başka

v (x) = w (x) =

Z
jy�xj�1

@nw (y)h (x� y) dy

dir. Böylece jh (y)j � 1 oldu¼gundan Leibnitz Formülü�nün kullan¬lmas¬yla istenilen

eşitsizlik olan

jv (x)j �
Z

jy�xj�1

j@nwj dy � c
X
j�j�n

Z
jy�xj�1

jD�vj dy

elde edilir.

Teorem 5.1.14. 1 � p; q < 1 ve T : Lp ! Lq öteleme invaryant s¬n¬rl¬ lineer

bir operatör olsun. Bu durumda her u 2 S için Tu = f � u olacak şekilde bir tek

f 2 W�n;p0 vard¬r (Neri 1971).

·Ispat. Teorem 5.1.4 ten T nin diferensiyeller ile de¼gi̧smeli ve W n;p den W n;q ya

s¬n¬rl¬bir operatör oldu¼gunu biliyoruz. E¼ger u 2 W n;p ise bu durumda Tu 2 W n;q

dir. Böylece önceki lemmadan, s¬f¬r ölçülü bir küme üzerinde düzeltmeden sonra, Tu

nun bir sürekli fonksiyon oldu¼gu sonucunu ç¬kart¬r¬z ve

j(Tu) (0)j � c
X
j�j�n

kD�Tukq � c1
X
j�j�n

kD�ukp
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dir. Bu ise (Tu) (0) ¬nW n;p üzerinde sürekli lineer bir fonksiyonel oldu¼gunu gösterir.

Buradan Teorem 5.1.8 den dolay¬(Tu) (0) = hu; gi olacak şekilde bir tek g 2 W�n;p0

eleman¬vard¬r. g = �f al¬nmas¬yla özel olarak her u 2 S için

hu; gi = hu; �fi = h�u; fi =
Z
f (y)u (�y) dy

oldu¼gu görülür. Buradan her u 2 S için

(Tu) (0) = (f � u) (0)

d¬r. Bu formülün her iki taraf¬n¬n öteleme de¼gi̧smezli¼ginden dolay¬, her x için

(Tu) (x) = (f � u) (x) sonucunu ç¬kar¬r¬z.

Son olarak aşa¼g¬daki sonuç Lemma 5.1.4 ten direkt olarak görülür.

Sonuç 5.1.1. 1 � p � 1 olsun. Bu durumda f 2 W1;p dir ancak ve ancak f ,

kendisi ve bütün türevleri Lp ye ait olacak şekildeki bir C1 fonksiyonu ile hemen her

yerde çak¬̧s¬r.
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6. SOBOLEV UZAYLARINDA S·INGÜLER ·INTEGRAL OPERATÖR-

LER

Burada dördüncü bölümde tan¬mlanan singüler konvolüsyon-operatörlerini özel bir

durum olarak içeren singüler integral operatörlerin bir s¬n¬f¬ndan bahsedilecektir.

Tan¬m 4.3.2 deki k (z) singüler konvolüsyon-çekirde¼gi yerine k (x; z) = k (x; z0) jzj�n

çekirde¼gi al¬nacakt¬r. Burada k için x parametresine göre baz¬düzgünlük şartlar¬

ve jzj > 0 üzerinde z nin fonksiyonu olarak C1 s¬n¬f¬na ait olma şart¬konulacak-

t¬r. x ve z ye göre düzgünlük kabullerimiz daha geni̧s genelleştirmeler yapmam¬z¬

sa¼glayacakt¬r.

Burada göz önüne al¬nanWm;p uzaylar¬ndam daima bir tamsay¬olacakt¬r. � � 0 bir

reel say¬olsun ve b = [�] onun tam de¼geri olsun. B� ile, � b = [�] mertebeden zay¬f

türevleri s¬n¬rl¬ fonksiyonlar ile çak¬̧san ve b mertebeden türevleri � � b dereceden

düzgün Hölder şart¬n¬sa¼glayacak şekildeki s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬n¬gösterece¼giz.

Başka bir deyi̧sle e¼ger f 2 B� ve j�j = b ise bu durumda En deki her x ve y için

jD�f (y)�D�f (x)j �M� jx� yj��b

olacak şekilde bir pozitif M� sabiti vard¬r.

Herhangi bir f 2 B� n¬n normu

kfk� = max
�
sup
x2En

jD�f (x)j , 0 � j�j � b; M�, j�j = b

�

formülü ile tan¬mlan¬r, burada M� lar Hölder eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ en küçük

sabitlerdir.

Uyar¬6.1. � = b bir tamsay¬iken B� = Bb, W b;1 Sobolev uzaylar¬ile çak¬̧s¬r.
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Teorem 6.1.

(a) E¼ger f , g 2 B� ise bu durumda f + g ve fg de ayr¬ca B� dad¬r. Bundan başka

kf + gk� � kfk� + kgk� ve kfgk� � c kfk� kgk� d¬r, burada c sadece � ya ba¼gl¬d¬r.

(b) E¼ger jmj � � ise bu durumda Wm;p bir B�-modüldür, yani e¼ger f 2 B� ve

g 2 Wm;p ise bu durumda (fg) 2 Wm;p ve kfgkm;p � c kfk� kgkm;p dir, burada c

sadece � ya ba¼gl¬d¬r (Neri 1971).

·Ispat. (a) k¬sm¬aç¬kt¬r. (b) k¬sm¬m = 0 için aç¬kt¬r. 0 < m � � olsun. E¼ger

g 2 Wm;p ise bu durumda

kfgk2m;p =
X
j�j�m

kD� (fg)k2p �
X
j�j�m

X
j�j+j�j=j�j

c k(D�f) (D�g)k2p � c kfk2� kgk
2
m;p

dir. E¼ger g 2 W�m;p, 1 � p < 1 ve p0 = p
p�1 eşlenik üs ise bu durumda her

h 2 Wm;p0 için Teorem 5.1.8 den ve yukar¬daki sonuçtan

j(h; fg)j = j(fh; g)j � kfhkm;p0 kgk�m;p � c kfk� khkm;p0 kgk�m;p

elde edilir. Sonuç olarak (fg) 2 W�m;p ve kfgk�m;p � c kfk� kgk�m;p dir.

Tan¬m 6.1. E¼ger her x 2 En sabiti için k (x; z), z ye göre �n: dereceden homojen,

jzj > 0 üzerinde C1 s¬n¬f¬ndan ve jzj = 1 üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip ise

(Kf) (x) = a (x) f (x) + lim
�!0

Z
jx�yj>�

k (x; x� y) f (y) dy (6.1)

biçimindeki bir f ! Kf operatörüne singüler integral operatördür denir.

Her x sabiti için k (x; z) nin verilen bu özellikleri için

h (x; �) = k
�
x; �̂
�
= lim

�!0

Z
�<jzj< 1

�

e�2�i(�;z)k (x; z) dz
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ile gösterilen z ye göre esas de¼ger Fourier dönüşümü vard¬r ve j�j = 1 de s¬f¬r ortalama

de¼gerli, j�j > 0 üzerinde C1 s¬n¬f¬ndan, � ya göre s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen bir

fonksiyon tan¬mlar. Bunun için Teorem 4.3.3 e bak¬labilir.

Tan¬m 6.2. Bir K singüler integral operatörü için

� (K) (x; �) = a (x) + h (x; �) = a (x) + k
�
x; �̂
�

(6.2)

ile verilen � (K) fonksiyonu K n¬n sembolü olarak adland¬r¬l¬r.

h (x; �), j�j = 1 üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip oldu¼gundan (6:2) den a (x)

in kesinlikle j�j = 1 üzerinde sembolün ortalama de¼geri oldu¼gu aç¬kt¬r. Bundan

başka � ya göre s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen ve j�j > 0 üzerinde C1 s¬n¬f¬ndan olan

herhangi bir s (x; �) fonksiyonu birK singüler integral operatörün s = � (K) sembolü

olmal¬d¬r. Asl¬nda x in sabit tutulmas¬yla ve m (x) in j�j = 1 üzerinde s (x; �) n¬n

ortalama de¼geri olmas¬yla s (x; �) = m (x) + (s (x; �)�m (x)) yazabiliriz ve Teorem

4.3.3 ün ikinci k¬sm¬n¬ � n¬n bir fonksiyonu olarak s (x; �) � m (x) fonksiyonuna

uygulayabiliriz.

Tan¬m 6.3. E¼ger j�j = 1 üzerindeki her bir � ve 0 � j�j � 2n olacak şekildeki

herhangi bir � için �
@

@�

��
� (K)

x in fonksiyonlar¬B� ya ait ise K bir B�-singüler integral operatördür. Bir K B�-

singüler integral operatörünün kKk� normu

kKk� = max
0�j�j�2n

(
sup
j�j=1





� @

@�

��
� (K) (x; �)






�

)

olarak tan¬mlan¬r.

Özel olarak, herhangi bir K B�-singüler integral operatörü için (6:1) ve (6:2) formül-
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lerindeki x in fonksiyonlar¬olan

a (x) , k (x; z) ve h (x; �)

lar¬n hepsi B� s¬n¬f¬na aittir.

Teorem 6.2. K bir B�-singüler integral operatör olsun. E¼ger f 2 Wm;p, 1 < p <1

ve 0 � m � � ise bu durumda

lim
�!0

Z
jx�yj>�

k (x; x� y) f (y) dy

Wm;p normunda bir limit olarak vard¬r. Bundan başka jmj � � olacak şekildeki

herhangi bir m tamsay¬s¬için

kKfkm;p � c kKk� kfkm;p

elde edilir, buradaki c sabiti sadece p ve � ya ba¼gl¬d¬r (Neri 1971).

·Ispat. fYlkgk=0;1;2;:::l=1;2;:::;d(k) k: dereceden küresel harmoniklerin bir tam ortonormal sistemi

olsun. Uyar¬lar 2.2 (d) den bir c > 0 sabiti için

d (k) � ckn�2 (6.3)

eşitsizli¼gini elde ederiz. Bundan başka Teorem 2.22 deki (2:1) formülünden her z0 2 �

için

jYlk (z0)j � ck
n�2
2 (6.4)

elde edilir, buradaki yeni c sabiti l ve k dan ba¼g¬ms¬zd¬r. E¼ger F (z), jzj > 0 üzerinde

C1 s¬n¬f¬ndan ve s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen ise

F (z0) = c0 +
1X
k=1

d(k)X
l=1

clkYlk (z
0)
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yak¬nsak Fourier serisine aç¬labilir ve Teorem 2.23 ten (LF ) (z) = jzj2 (�f) (z) al¬n-

mas¬yla clk katsay¬lar¬

clk = (�1)r k�r (k + n� 2)�r
Z
�

(Lrf) (z0)Ylk (z
0) dz0 (6.5)

formülü ile ifade edilebilir ki bu herhangi bir r � 0 tamsay¬s¬için sa¼glan¬r. Ayr¬ca

Teorem 2.25 ten her k � 1 ve n ye de ba¼gl¬olan bir 
k sabiti için

F
�
p:v: jzj�n Ylk (z0)

�
(�) = 
kYlk (�

0) (6.6)

dir, burada c; k den ba¼g¬ms¬z bir sabit olmak üzere

��
�1k �� � ck
n
2 (6.7)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Şimdi bir an için x in sabit tutulmas¬yla sadece z nin bir fonksiyonu olarak jzjn k (x; z)

fonksiyonunu göz önüne alal¬m. z nin bu fonksiyonu s¬f¬r¬nc¬dereceden homojendir,

jzj > 0 üzerinde C1 s¬n¬f¬ndan ve jzj = 1 üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahiptir.

Buradan
P
l;k

=
1P
k=1

d(k)P
l=1

al¬nmas¬yla

jzjn k (x; z) =
X
l;k

alkYlk (z
0)

aç¬l¬m¬n¬elde ederiz, yani

k (x; z) =

(X
l;k

alkYlk (z
0)

)
jzj�n (6.8)

dir. Benzer şekilde � ya göre s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen olan h (x; �) = � (K)�a (x)

de

h (x; �) =
X
l;k

blkYlk (�
0) (6.9)

aç¬l¬m¬na sahip olur. Şimdi, e¼ger x i de¼gi̧sken olarak al¬rsak alk ve blk katsay¬lar¬n¬n
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B� s¬n¬f¬nda x in fonksiyonlar¬oldu¼gu görülür.

(6.5) formülüne göre herhangi bir r � 0 tamsay¬s¬için

blk (x) = (�1)r k�r (k + n� 2)�r
Z
�

(Lrh) (x; � 0)Ylk (�
0) d� 0

elde edilir, burada L = j�j2�� d¬r ve �� , � ya göre Laplasyen dir. x de¼gi̧skeni yukar¬-

daki integralde sadece bir paremetre olarak göründü¼günden x e göre integral i̧sareti

alt¬nda diferensiyelleyebiliriz. Bundan başka b = [�] dereceden
�
@
@x

��
türevlerinin x

teki art¬̧slar¬n¬n s¬n¬rland¬r¬lmas¬yla kKk� n¬n tan¬m¬ndan herhangi bir r � n için

kblkk� � ck�2r kKk�
Z
�

jYlk (� 0)j d� 0

elde edilir, burada r = n iken eşitsizlik en kesin haldedir. Böylece r = n al¬nmas¬yla

ve son integrale Schwarz Eşitsizli¼ginin uygulanmas¬yla

kblkk� � ck�2n kKk� (6.10)

elde edilir, çünkü Ylk lar normaldir. Ayr¬ca

ka (x)k� � c kKk� (6.11)

eşitsizli¼gi de sa¼glan¬r ve (6:10) ve (6:11) deki c sabitleri sadece � ve n boyutuna

ba¼gl¬d¬r.

Aç¬k olan jblk (x)j � kblkk� eşitsizli¼ginin (6:3); (6:4) ve (6:10) eşitsizlikleriyle birleşti-

rilmesiyle sadece � ve n ye ba¼gl¬bir c > 0 sabiti için

d(k)X
l=1

jblk (x)j jYlk (� 0)j � c kKk� k�2nk
n�2
2 kn�2 = c kKk� k�3�

n
2

oldu¼gu görülür. Buradan h (x; �) = � (K) (x; �) � a (x) in (6:9) seri aç¬l¬m¬mutlak

ve düzgün yak¬nsakt¬r.
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Şimdi D deki herhangi bir u için Plancherel Teoremi ve h (x; �) n¬n tan¬m¬ndan

lim
�!0

Z
jzj>�

k (x; z)u (z)dz =

Z
h (x; �) û (�)d� =

Z (X
l;k

blk (x)Ylk (�
0)

)
û (�)d�

=
X
l;k

blk (x) 

�1
k

Z

kYlk (�

0) û (�)d�

elde edilir. h ¬n seri aç¬l¬m¬n¬n düzgün yak¬nsakl¬¼g¬ndan dolay¬terim terime integre

edilebilir. Sonuç olarak (6:6) formülünden ve Plancherel Teoremi�nden

lim
�!0

Z
jzj>�

k (x; z)u (z)dz =
X
l;k

blk (x) 

�1
k lim

�!0

Z
jzj>�

jzj�n Ylk (z0)u (z)dz

=
X
l;k

blk (x) 

�1
k

D
p:v: jzj�n Ylk (z0) ; u (z)

E

sonucu elde edilir.

Lemma 4.3.1 in ispat¬ndan ve Schwarz Eşitsizli¼ginden u ya ba¼gl¬fakat l veya k ya

ba¼gl¬olmayan baz¬c sabitleri için

��
p:v: jzj�n Ylk (z0) ; u��� � c

Z
�

jYlk (z0)j dz0 � c

elde edilir. Böylece (6:3); (6:7) ve (6:10) formüllerinin dikkate al¬nmas¬yla son seri-

lerin mutlak ve düzgün yak¬nsak oldu¼gu sonucu görülür. Buradan

lim
�!0

Z
jzj>�

k (x; z)u (z)dz = lim
�!0

Z
jzj>�

(X
l;k

blk (x) 

�1
k Ylk (z

0)

)
jzj�n u (z)dz

dir ve bu ifade her u 2 D için sa¼gland¬¼g¬ndan

k (x; z) =

(X
l;k

blk (x) 

�1
k Ylk (z

0)

)
jzj�n (6.12)

oldu¼gu görülür. (6:12) nin (6:8) ile kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬ve (6:7) ve (6:10) eşitsizliklerinin
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kullan¬lmas¬yla

alk (x) = blk (x) 

�1
k

kalkk� � ck
�3n
2 kKk�

9=; (6.13)

oldu¼gu görülür. Ayr¬ca jalk (x)j � kalkk� oldu¼gundan (6:3); (6:4) ve (6:13) eşitsizlik-

leri
d(k)X
l=1

jalk (x)j jYlk (z0)j � c kKk� k�3

olmas¬n¬gerektirir. Sonuç olarak k (x; z) nin (6:12) seri aç¬l¬m¬mutlak ve düzgün

yak¬nsakt¬r.

Şimdi

(K�f) (x) = a (x) f (x) +

Z
jx�yj>�

k (x; x� y) f (y) dy

�
Glk� f

�
(x) =

Z
jx�yj>�

jx� yj�n Ylk (x� y) f (y) dy

ile K� ve Glk� "kesik" operatörlerini tan¬mlayal¬m. Hölder Eşitsizli¼gi�nden integraller

1 < p <1 olmak üzere her f 2 Lp için vard¬r. Bundan başka k (x; x� y) nin (6:12)

deki gibi seriye aç¬l¬p terim terime integre edilmesiyle

K�f = a (x) f +
X
l;k

alk (x)G
lk
� f (6.14)

gösterimini elde ederiz. q = 2 durumunda Teorem 4.3.1 in uygulanmas¬yla

Glk� f

p � c kfkp elde edilir, burada c = Ap;2

�R
�

jYlkj2 d�
� 1

2

= Ap;2 sadece p ve n

boyutuna ba¼gl¬d¬r ve � ! 0 iken Glk� f , L
p normunda Glkf ile gösterilen bir limite

yak¬nsar. Daha genel olarak, Teorem 5.1.10 ve Teorem 5.1.11 den herhangi bir m

tamsay¬s¬için e¼ger f 2 Wm;p ise bu durumda



Glk� f

m;p � c kfkm;p (6.15)

dir, burada c sadece p ve n ye ba¼gl¬d¬r ve herhangi bir m � 0 tamsay¬s¬için � ! 0

iken Wm;p normunda Glk� f ! Glkf dir.
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Şimdi 1 < p < 1 ve 0 � jmj � � olmak üzere f 2 Wm;p olsun. Bu durumda

Teorem 6.1 ve (6:14) ve (6:15) formüllerinden (en çok �, p ve n ye ba¼gl¬) de¼gi̧sik

c > 0 sabitleri için

kK�fkm;p � c kak� kfkm;p + c kfkm;p
X
l;k

kalkk�

oldu¼gu görülür. Fakat (6:3) ve (6:13) den

d(k)X
l=1

kalkk� � c kKk� k
�3n
2 kn�2

X
l;k

kalkk� =

1X
k=1

d(k)X
l=1

kalkk� � c kKk�
1X
k=1

k�2�
n
2

dir ve (6:11) den kak� � c kKk� dir. Buradan herhangi bir � > 0 için ve 1 < p <1,

0 � jmj � � olmak üzere her f 2 Wm;p için

kK�fkm;p � c kKk� kfkm;p (6.16)

sonucu elde edilir, burada c sabiti sadece p ve � (ve n boyutuna) ya ba¼gl¬d¬r. Bundan

başka (6:14) ten ve K n¬n tan¬m¬ndan Wm;p normunda � ! 0 iken K�f ! Kf dir

ve normun süreklili¼ginden ayr¬ca Kf de (6:16) eşitsizli¼gini sa¼glar.

Yukar¬daki ispat s¬ras¬nda ayr¬ca aşa¼g¬daki sonucu da elde ederiz.

Sonuç 6.1. K, k (x; z) =

(P
l;k

alk (x)Ylk (z
0)

)
jzj�n çekirdekli bir B�-singüler in-

tegral operatör olsun, burada fYlkg küresel harmoniklerin bir tam ortonormal sis-

temidir. Ayr¬ca Glk

�
Glkf

�
(x) = lim

�!0

Z
jx�yj>�

jx� yj�n Ylk (x� y) f (y) dy

Giraud operatörleri olsun. Bu durumda a (x) +
P
l;k

alk (x)G
lk operatörlerinin serileri

1 < p < 1 ve 0 � jmj � � olmak üzere Wm;p uzaylar¬üzerinde K operatörüne
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yak¬nsar.

(Kf) (x) = lim
�!0

(K�f) (x) = a (x) f (x) + lim
�!0

Z
jx�yj>�

k (x; x� y) f (y) dy

olmak üzere verilen bir K B�-singüler integral operatörü için onun K� adjointi

(K�f) (x) = lim
�!0

(K�
� f) (x) = �a (x) f (x) + lim

�!0

Z
jx�yj>�

�k (y; y � x) f (y) dy (6.17)

singüler integral operatörü olarak tan¬mlan¬r, burada �a ve �k s¬ras¬yla a ve k fonksi-

yonlar¬n¬n kompleks eşlenikleridir. Eşde¼ger olarak D üzerinde K� ¬her f , g 2 D

için Z
(Kf) �gdx =

Z
f(K�g)dx (6.18)

al¬̧s¬lm¬̧s formülü ile tan¬mlayabiliriz ve integrasyon s¬ras¬n¬n de¼gi̧stirilmesiyle K� ¬n

(6:17) biçiminde yaz¬labilece¼gini de gösterebiliriz.

Teorem 6.2 den her 1 < p <1 ve her jmj � � içinK,Wm;p üzerinde sürekli oldu¼gun-

dan dualiteden dolay¬ayn¬sonuçK� adjoint operatörü için de sa¼glan¬r. Böylece, e¼ger

K�, D üzerinde (6:18) ile tan¬mlan¬rsa, bu durumda süreklilikten dolay¬her Wm;p

uzay¬üzerinde tan¬mlanabilir. Buradan (6:18) in

hKf; �gi =


f;K�g

�
biçiminde yeniden yaz¬lmas¬yla bu formül her f 2 Wm;p ve g 2 W�m;p0 için geçerlidir,

burada 1 < p <1, p0 = p
p�1 ve jmj � � d¬r.

(6:17) den görüldü¼gü gibi,K operatörü � (K) (x; z) = � (K) (z) sembolü x ten ba¼g¬m-

s¬z olan bir singüler konvolüsyon-operatör olmad¬kça K� bir B�-singüler integral o-

peratörü olamaz. Benzer şekilde iki B�-singüler integral operatörünün bilinen K2K1

birleşimi genel olarak ayn¬tipin bir operatörü de¼gildir. Ancak, bu durum B�-singüler

integral operatörlerin bir "pseudo-çarp¬m" ve bir "pseudo-adjoint" inin tan¬mlan-
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mas¬yla k¬smen düzeltilebilir ki bunlar yine ayn¬tipin operatörleri olurlar ve bilinen

birleşim ve adjointten "çok fazla farkl¬olmazlar".

Tan¬m 6.4. E¼ger K, K1 ve K2 ler B�-singüler integral operatörler ise bu durumda

K# pseudo-adjointi ve K1 �K2 pseudo-çarp¬mlar¬s¬ras¬yla,

�
�
K#
�
= � (K) (6.19)

� (K1 �K2) = � (K1)� (K2) (6.20)

sembollü B�-singüler integral operatörleri olarak tan¬mlan¬r.

Uyar¬lar 6.2. Tan¬m 6.3 ve ondan önceki aç¬klamalardan � (K) ve � (K1)� (K2)

fonksiyonlar¬n¬n asl¬nda B�-singüler integral operatörlerin sembolleri oldu¼gu aç¬kt¬r

ve ayr¬ca bu operatörlerin tekli¼gi de aç¬kt¬r. Buradan K# ve K1 �K2 iyi tan¬ml¬d¬r.

Bundan başka K# = K d¬r ancak ve ancak � (K) reel-de¼gerlidir ve

K1 �K2 = K2 �K1 dir. Böylece operatörlerin bilinen birleşimlerinden farkl¬olarak

pseudo-çarp¬m de¼gi̧smelidir.

Önerme 6.1. K, K1 veK2, x ten ba¼g¬ms¬z sembollü B�-singüler integral operatörler

olsunlar. Bu durumda

(a) K� = K# ve K1 �K2 = K1K2 = K2K1 sa¼glan¬r.

(b) E¼ger � (K) asla s¬f¬r olmazsa bu durumda K n¬n yine bir B�-singüler integral

operatör olan bir tersi vard¬r (Neri 1971).

·Ispat. f 2 D ve f̂ onun Fourier dönüşümü olsun. Teorem 6.2 nin ispat¬ndaki (6:14)

formülüne göre

K�f = af +
X
l;k

alkG
lk
� f

dir, burada a ve alk lar sabittir, çünkü onlar � (K) n¬n harmonik geni̧slemesinde

ortaya ç¬karlar. Glk� n¬n tan¬m¬ndan ve (6:6) formülünden, önceki ifadede Fourier

114



dönüşümlerinin al¬nmas¬yla �! 0 iken

(Kf)^ (�) = af̂ (�) +
X
l;k

alk
kYlk (�
0) f̂ (�)

elde edilir. (6:9) ve (6:13) ten dolay¬

(Kf)^ = � (K) f̂ (6.21)

d¬r. Bundan başka her iki taraftaki i̧slemlerin süreklili¼ginden f 2 L2 için (6:21)

sa¼glan¬r. Bu formülden her g 2 D için

D
(Kf)^ ; ĝ

E
=
D
� (K) f̂ ; ĝ

E
=
D
f̂ ; � (K)ĝ

E
oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan Plancherel Formülü�nden ve K� ¬n tan¬m¬ndan

D
(Kf)^ ; ĝ

E
= hKf; �gi =



f;K�g

�
=
D
f̂ ; (K�g)^

E
d¬r. Sonuç olarak (K�g)^ = � (K)ĝ d¬r. (6:21) den ve K# n¬n tan¬m¬ndan ayr¬ca�
K#g

�^
= � (K)ĝ elde edilir. Ters Fourier dönüşümlerinin al¬nmas¬yla her g 2 D

için K�g = K#g oldu¼gu görülür.

Şimdi (6:21) den ve K1 �K2 nin tan¬m¬ndan her f 2 D için

((K1 �K2) f)
^ = � (K1)� (K2) f̂ = (K1K2f)

^

oldu¼gu görülür ki buD üzerindeK1�K2 = K1K2 olmas¬n¬gerektirir. Bu gerçeklerden

ve Lp deki operatörlerimizin süreklili¼ginden (a) sonucu kolayl¬kla görülür.

E¼ger � (K) (� 0) birim küre üzerinde asla s¬f¬r olmazsa süreklilikten dolay¬� (K) n¬n

s¬f¬r¬n uza¼g¬nda s¬n¬rl¬oldu¼gu görülür. Buradan onun � (K)�1 tersi yine bir sem-

boldür. Böylece � (H) = � (K)�1 olacak şekilde bir H B�-singüler operatörü vard¬r.
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Bu durumda (6:21) formülünden her f 2 D için

(HKf)^ = � (H)� (K) f̂ = f̂

d¬r ki bu D üzerinde HK = I olmas¬n¬gerektirir ve buradan süreklilikten dolay¬

1 < p <1 olmak üzere herhangi bir Lp üzerinde de sa¼glan¬r.

� =

nX
j=1

RjDj

ile verilen � operatörü diferensiyeller ve Rj Riesz dönüşümleri ile de¼gi̧smeli olan,

1 < p <1 olmak üzere, Wm+1;p den Wm;p içine bir sürekli dönüşümdür. Aşa¼g¬daki

teoremde K� ile K# aras¬ndaki ve K1K2 ile K1 � K2 aras¬ndaki ili̧skiden ve genel

durumda ek olarak K�� �K komütatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan bahsedece¼giz.

Teorem 6.3. K� ile kKk� normlu bütünK B�-singüler integral operatörlerin s¬n¬f¬n¬

gösterelim.

(a) K� bir Banach uzay¬d¬r. E¼ger K1 ve K2, K� ya ait ise bu durumda

kK1 +K2k� � kK1k� + kK2k� ve kK1 �K2k� � c kK1k� kK2k�

d¬r, burada c sadece � ya ba¼gl¬d¬r.

(b) E¼ger � > 1 ise K1K2 � K1 � K2 ve K�
1 � K#

1 operatörleri her 1 < p < 1

ve �� � m � � � 1 için Wm;p yi Wm+1;p nin içine sürekli olarak dönüştürür ve

her f 2 Wm;p için

k(K1K2 �K1 �K2) fkm+1;p � c kK1k� kK2k� kfkm;p


�K�
1 �K#

1

�
f




m+1;p

� c kK1k� kfkm;p

dir, burada c sabitleri sadece p ve � ya ba¼gl¬d¬r.

(c) E¼ger � > 1 ise 1 < p < 1 ve jmj � � � 1 için K� � �K operatörü Wm;p nin
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kendi içine sürekli bir dönüşümüdür ve her f 2 Wm;p için

k(K�� �K) fkm;p � c kKk� kfkm;p

dir, burada c sadece p ve � ya ba¼gl¬d¬r.

·Ispat.

(a) K� n¬n taml¬¼g¬B� n¬n taml¬¼g¬n¬n ve Tan¬m 6.3 ün direkt bir sonucudur. Norm

eşitsizlikleri tan¬mlardan ve Teorem 6.1 den kolayl¬kla görülür.

(b) Sonuç 6.1 e göre K1 ve K2 operatörlerini

K1 =
X
k�0

alkG
lk ve K2 =

X
��0

b��G
��

biçiminde yazal¬m, burada basitlik için a = a00, b = b00, G00 = I özdeşlik operatörü

ald¬k ve toplamlar¬l = 1; 2; :::; d (k) ve � = 1; 2; :::; d (�) indisleri üzerinde yazmay¬

ihmal ettik. Teorem 6.2 nin ispat¬ndaki (6:13) formülünden8<: kalkk� � c (k + 1)
�3n
2 kK1k�

kb��k� � c (�+ 1)
�3n
2 kK2k�

(6.22)

s¬n¬rlar¬n¬elde ederiz. Ayr¬ca

K1K2 =
X

alkG
lkb��G

��

elde edilir, � (K1) ve � (K2) küresel harmoniklere göre ifade edildi¼ginde

K1 �K2 =
X

alkb��G
lkG��

oldu¼gu görülür. Sonuç olarak

K1K2 �K1 �K2 =
X

alk
�
Glkb�� � b��G

lk
�
G�� (6.23)
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dir ve ispat¬n ana unsuru Glkb�� � b��G
lk operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ göstermektir.

Burada Glkb�� � b��G
lk, Glk singüler konvolüsyon-operatörünün � > 1 olmak üzere

B� s¬n¬f¬ndan b�� fonksiyonu ile çarp¬m¬n¬n bir komütatörüdür. 1 < p < 1 ve

�� � m � � � 1 olmak üzere herhangi bir f 2 Wm;p için istenen eşitsizlik



�Glkb�� � b��G
lk
�
f



m+1;p

� c kb��k� k
n
2 kfkm;p (6.24)

dir, burada c sadece p, � (ve n boyutuna) ya ba¼gl¬d¬r.

(6:24) formülünün ispat¬n¬bir an için erteleyelim ve (b) k¬sm¬n¬n ispat¬n¬n geri kalan¬

ile devem edelim. Glk operatörleri Wm;p de sürekli oldu¼gundan (6:23) ve (6:24) ten

en çok p, � ve n boyutuna ba¼gl¬olan de¼gi̧sik c sabitleri ile

k(K1K2 �K1 �K2) fkm+1;p �
X

alk �Glkb�� � b��G

lk
�
G��f




m+1;p

� c
X

kalkk�


�Glkb�� � b��G

lk
�
G��f




m+1;p

� c
X

kalkk� kb��k� k
n
2



G��f


m;p

� c

8><>:
X
k�0
��0

kalkk� kb��k� k
n
2

9>=>; kfkm;p
sonucu elde edilir ve (6:22) den ve d (k) � ckn�2 s¬n¬r¬ndan

f:::g � c kK1k� kK2k�

"X
k�0

d (k) (k + 1)�n
#
�
"X
��0

d (�) (�+ 1)
�3n
2

#

� c kK1k� kK2k� �
" 1X
k=1

k�2

#" 1X
�=1

�
�n
2
�2

#

dir, buradaki nümerik seriler aç¬k olarak yak¬nsakt¬r. Buradan

k(K1K2 �K1 �K2) fkm+1;p � c kK1k� kK2k� kfkm;p

dir. K�
1 �K

#
1 için kaŗs¬l¬k gelen eşitsizli¼gi elde etmek daha kolayd¬r. Teorem 2.25 ten

�
k = (�1)k 
k kompleks eşlene¼ginden Plancherel Formülü�nün kullan¬lmas¬yla Glk
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n¬n adjointinin (�1)kGlk ye eşit oldu¼gu görülür. Böylece, K1 in aç¬l¬m¬ndan

K�
1 =

X
k�0

(�1)kGlk�alk

sonucu elde edilir, burada �alk, alk n¬n kompleks eşlene¼gidir. Di¼ger taraftan � (K1) in

küresel harmoniklerde geni̧sletilmesiyle

K#
1 =

X
k�0

(�1)k �alkGlk

elde ederiz. Sonuç olarak 1 < p < 1, �� � m � � � 1, � > 1 olmak üzere e¼ger

f 2 Wm;p ise (6:24) ve (6:22) formüllerinden




�K�
1 �K#

1

�
f




m+1;p

�
X

�Glk�alk � �alkGlk� f

m+1;p

� c
X

kalkk� k
n
2 kfkm;p � c kK1k� kfkm;p

elde edilir, burada c sadece p, � ve n boyutuna ba¼gl¬d¬r.

Şimdi (6:24) formülünün ispat¬na dönülmesiyle, k � 1 olmak üzere G = Glk ve � > 1

olmak üzere a = a (x) 2 B� alal¬m ve f 2 D olsun.

(aG�Ga)
@f

@xi
= lim

�!0

Z
jx�yj>�

Y (x� y) (a (x)� a (y)) fi (y) dy

operatörünü göz önüne alal¬m, burada Y (z) = jzj�n Ylk (z0) ve fi = @f
@xi

ald¬k.

aj =
@a
@xj

al¬nmas¬yla

a (x)� a (y) =
nX
j=1

(xj � yj) aj (x) + b (x; y) (6.25)

ve 8<: jaj (x)� aj (y)j � kak� jx� yj�

jb (x; y)j � n kak� jx� yj1+�
(6.26)

eşitsizliklerini elde ederiz, burada e¼ger � � 2 ise 0 < � = � � 1 ve e¼ger � > 2
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ise � = 1 dir. ((6:25) te basitlik için a (x) in al¬̧s¬lm¬̧s anlamda diferensiyellenebilir

oldu¼gunu kabul edebiliriz ve buradan limite geçilmesiyle sondaki k¬s¬tlamay¬kald¬ra-

biliriz) K¬smi integrasyon ile

Z
jx�yj>�

Y (x� y) (a (x)� a (y)) fi (y) dy

=

Z
jx�yj>�

Y (x� y) ai (y) f (y) dy

+

Z
jx�yj=�

Y (x� y) (a (x)� a (y)) f (y) 
i�
n�1d�

+

Z
jx�yj>�

Yi (x� y) (a (x)� a (y)) f (y) dy

= I + II +

Z
�<jx�yj<1

Yi (x� y) (a (x)� a (y)) f (y) dy

+

Z
jx�yj�1

Yi (x� y) (a (x)� a (y)) f (y) dy

oldu¼gu görülür, burada II integralinde 
i, jx� yj = � yüzeyine normalin ko-

sinüsünün i�inci yönüdür ve �n�1d� bu yüzeyin alan eleman¬d¬r. Ayr¬ca son in-

tegralden bir önceki integralde (6.25) in yerine konulmas¬yla

Z
jx�yj>�

Y (x� y) (a (x)� a (y)) fi (y) dy

= I + II +

Z
�<jx�yj<1

Yi (x� y)
X
j

(xj � yj) aj (x) f (y) dy

+

Z
�<jx�yj<1

Yi (x� y) b (x; y) f (y) dy

+

Z
jx�yj�1

Yi (x� y) (a (x)� a (y)) f (y) dy

= I + II + III + IV + V (6.27)
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elde edilir. III teki zjYi (z) fonksiyonlar¬n¬n �n: dereceden homojen ve jzj = 1

küresi üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip oldu¼guna dikkat edelim (aksi halde,

e¼ger f (y) 6� 0 ise ve aj (x) = �ij al¬rsak � ! 0 iken III integrali ¬raksak olacakt¬r,

(6:27) deki di¼ger terimlerin yak¬nsak oldu¼gunu görmek zor de¼gildir). Bundan başka

Teorem 2.22 den 8<: jY (x� y)j � ck
n�2
2 jx� yj�n

jYi (x� y)j � ck
n
2 jx� yj�n�1

(6.28)

s¬n¬rlar¬n¬elde ederiz.

I =
R

jx�yj>�
Y (x� y) ai (y) f (y) dy oldu¼gundan q = 2 ile Teorem 4.3.1 in kullan¬l-

mas¬yla

kIkp � Ap;2

8<:
Z
�

jYlkj2 d�

9=;
1
2

kaifkp � c kak� kfkp

elde edilir, burada c sadece p ve n ye ba¼gl¬d¬r. Ayn¬s¬n¬r tabii ki �! 0 iken I in limiti

için de sa¼glan¬r. Benzer olarak III ün III =
R

jx�yj>�
�

R
jx�yj�1

biçiminde yaz¬lmas¬yla

ve her bir terime Teorem 4.3.1 in uygulanmas¬yla (6:28) den dolay¬sadece p ve n ye

ba¼gl¬c ile

kIIIkp � kak� Ap;2

8><>:
Z

jzj=1

jzjYi (z)j2 d�

9>=>;
1
2

kfkp � c kak� k
n
2 kfkp

elde edilir. (6.26) ve (6.28) in kullan¬lmas¬yla sadece n ye ba¼gl¬c sabitleri ile

jIV j � ck
n
2 kak�

Z
jx�yj<1

jx� yj�n+� jf (y)j dy

jV j � ck
n
2 kak�

Z
jx�yj�1

jx� yj�n�1 jf (y)j dy

oldu¼gu görülür. Sonuç olarak integrallenebilir çekirdekli konvolüsyonlar üzerindeki
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Young Teoremi�nden

kIV kp � ck
n
2 kak� kfkp

kV kp � ck
n
2 kak� kfkp

elde edilir, burada c sabitleri ençok p, n ve � ya ba¼gl¬d¬r. (çünkü �, � ya ba¼gl¬d¬r)

Aç¬k olarak ayn¬eşitsizlikler �! 0 iken IV ve V in limitleri için de sa¼glan¬r.

Son olarak

II =

Z
jx�yj=�

Y (x� y) (a (x)� a (y)) f (y) 
i�
n�1d�

göz önüne alal¬m. ja (x)� a (y)j � n jx� yj kak� ve j
ij � 1 oldu¼gundan (6:28) den

jIIj � n kak� ck
n�2
2

Z
jx�yj=�

jf (y)j d�

oldu¼gu görülür, buradan sadece n ye ba¼gl¬yeni bir c sabiti ile

jII0j =
���lim
�!0

II
��� � ck

n
2 kak� jf (x)j

oldu¼gu görülür. Sonuç olarak,

kII0kp � ck
n
2 kak� kfkp

dir. Buradan eşitsizliklerin birleştirilmesiyle her f 2 D ve sadece p, � ve n boyutuna

ba¼gl¬c sabiti için 



(aG�Ga)
@f

@xi






p

� ck
n
2 kak� kfkp (6.29)

sonucu elde edilir. Şimdi

k(Ga� aG) fk1;p = k(aG�Ga) fk1;p
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ifadesi

k(aG�Ga) fkp +
nX
i=1





 @

@xi
(aG�Ga) f






p

ye eşde¼gerdir. Aç¬k olarak

k(aG�Ga) fkp � c kak� kfkp

dir. Bundan başka @
@xi
, G = Glk ile de¼gi̧smeli oldu¼gundan (6:29) dan





 @

@xi
(aG�Ga) f






p

�




� @a

@xi
G�G

@a

@xi

�
f






p

+





(aG�Ga)
@f

@xi






p

� c kak� kfkp + ck
n
2 kak� kfkp � ck

n
2 kak� kfkp

oldu¼gu görülür. Böylece D deki her f için ve sadece p, � ve n boyutuna ba¼gl¬c sabiti

ile

k(Ga� aG) fk1;p � ck
n
2 kak� kfkp (6.30)

sonucu elde edilir. Ayr¬ca D, Lp de yo¼gun oldu¼gundan (6:30) un herhangi bir f 2 Lp

için sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r. Buradan (6:24) eşitsizli¼gim = 0 durumunda ispatlanm¬̧s oldu.

Şimdi tümevar¬m ile 0 � m � � � 1 için

k(Ga� aG) fkm+1;p � ck
n
2 kak� kfkm;p (6.31)

oldu¼gunu gösterelim. (6:31) in 0 � m = r � 1 için sa¼gland¬¼g¬n¬varsayal¬m, burada

r � � � 1 dir. f 2 W r;p olsun. a 2 B� ve � � r + 1 oldu¼gundan ai = @a
@xi

ile

kaifkr;p � c kak� kfkr;p elde edilir. Sonuç olarak



 @

@xi
(Ga� aG) f






r;p

� k(Gai � aiG) fkr;p +




(Ga� aG)

@f

@xi






r;p

� c kak� kfkr;p + ck
n
2 kak�





 @f@xi





r�1;p

� ck
n
2 kak� kfkr;p

dir, ki buradan k(Ga� aG) fkr+1;p � ck
n
2 kak� kfkr;p oldu¼gu görülür. Şimdi (6:31)
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eşitsizli¼ginin �� � m � 0 içinde sa¼gland¬¼g¬n¬göstermek kald¬. f 2 D ve q = p
p�1

olsun. E¼ger 0 � m � � ise bu durumda kgkm�1;q � 1 ile bütün g 2 D ler üzerinden

supremum al¬nmas¬yla ve az önce ispatlanan durumda (6:31) in kullan¬lmas¬yla

k(Ga� aG) fk�m+1;p = k(aG�Ga) fk�m+1;p

� c sup jh(aG�Ga) f; gij
�
kgkm�1;q

��1
� c sup jhf; (Ga� aG) gij

�
kgkm�1;q

��1
� c kfk�m;p k(Ga� aG) gkm;q

�
kgkm�1;q

��1
� ck

n
2 kak� kfk�m;p

elde edilir. Bu (6:24) eşitsizli¼ginin ispat¬n¬sonuçland¬r¬r ve buradan teoremin (b)

k¬sm¬ispatlan¬r.

(c) Rj bir Riesz dönüşümü ve Dj =
@
@xj

olmak üzere � =
nP
j=1

RjDj =
nP
j=1

DjRj

oldu¼gundan aşa¼g¬daki incelemeyle başlayal¬m.

·Iddia. � � 1 ve jmj � � � 1 olmak üzere, e¼ger K 2 K� ise bu durumda Wm;p

üzerinde bir operatör olarak DjK � KDj komütatörü K��1 e aittir ve Dj� (K) ile

verilen sembole sahiptir. Asl¬nda Sonuç 6.1 e göre B� daki alk ile K y¬

K =
X
k�0

alkG
lk

serisine açabiliriz ve Teorem 6.2 den e¼ger f , Wm;p ye ait ise Kf nin de ait oldu¼gunu

biliyoruz. Glk ve Dj de¼gi̧smeli oldu¼gundan

DjKf �KDjf =
X
k�0

�
Dj

�
alkG

lkf
�
� alkDj

�
Glkf

��
elde edilir ve b 2 B� ve g 2 Wm;p ile Dj (bg) = (Djb) g + b (Djg) eşitli¼ginin kullan¬l-

mas¬yla

(DjK �KDj) f =
X
k�0

(Djalk)G
lkf

elde edilir. Djalk, Dj� (K) sembollü bir B��1 singüler integral operatörün seri
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aç¬l¬m¬ndaki katsay¬lar oldu¼gundan iddia elde edilir.

K���K =
X
j

(KDjRj �DjRjK) =
X
j

(KDj �DjK)Rj+
X
j

Dj (KRj �RjK)

komütatörünü göz önüne alal¬m. 1 < p <1 ve jmj � � � 1; � > 1 olmak üzere e¼ger

f 2 Wm;p ise bu durumda8>><>>:
k(K�� �K) fkm;p �

P
j

k(KDj �DjK)Rjfkm;p

+
P
j

kDj (KRj �RjK) fkm;p
(6.32)

dir. Önceki iddiadan

DjK �KDj =
X
k�0

(Djalk)G
lk

elde edilir ve c sadece p ve n ye ba¼gl¬olmak üzere


GlkRjf

m;p � c kfkm;p oldu¼gundan

(6:22) eşitsizli¼ginin kullan¬lmas¬yla

k(DjK �KDj)Rjfkm;p � c kfkm;p
X
k�0

kDjalkk��1

� c kfkm;p
X
k�0

kalkk�

� c kfkm;p kKk�
1X
k=1

d (k) k
�3n
2

� c kKk� kfkm;p
1X
k=1

k�2�
n
2 = c kKk� kfkm;p

sonucu elde edilir. Di¼ger taraftan (6:32) deki ikinci toplam için pseudo-çarp¬m¬n

de¼gi̧smelili¼ginden ve (b) k¬sm¬nda elde edilen sonuçtan

kDj (KRj �RjK) fkm;p � k(KRj �RjK) fkm+1;p
� k(KRj �K �Rj) fkm+1;p

+ k(Rj �K �RjK) fkm+1;p
� c kKk� kfkm;p
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sonucu elde edilir. Buradan eşitsizliklerin birleştirilmesiyle

k(K�� �K) fkm;p � c kKk� kfkm;p

sonucu elde edilir.

Yukar¬daki teoremin bir çok uygulamada oldukça kullan¬̧sl¬olan bir sonucunu vere-

lim.

Sonuç 6.2. � > 1 olmak üzere H ve K, K� ya ait olsunlar. Bu durumda her

1 < p <1 ve �� � m � � � 1 için � c kHk� kKk� normlu HK �KH komütatörü

Wm;p yi Wm+1;p nin içine sürekli olarak dönüştürür, burada c sadece p ve � ya ba¼gl¬

bir sabittir.

·Ispat. Pseudo-çarp¬m de¼gi̧smeli oldu¼gundan

HK �KH = (HK �H �K) + (K �H �KH)

d¬r. Böylece Teorem 6.3 ün (b) k¬sm¬n¬n uygulanmas¬yla istenen sonucu elde ederiz.

Ayr¬ca ispat¬n¬burada vermeyece¼gimiz aşa¼g¬daki sonuç daha sonras¬nda verece¼gimiz

Teorem 6.5 ile birlikte k¬smi türevli denklemlerin çal¬̧smalar¬için singüler integraller

teorisinin pekçok başar¬l¬uygulamas¬nda bir temel oluşturmaktad¬r.

Teorem 6.4. ap, � > 1 olmak üzere bütünB�-singüler integral operatörler ve onlar¬n

adjointleri taraf¬ndan üretilen Lp üzerindeki s¬n¬rl¬operatörlerin cebirini göstersin,

burada 1 < p <1 dir. Bu durumda aşa¼g¬daki sonuçlar sa¼glan¬r:

(a) � ya göre s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen, j�j > 0 üzerinde C1 a ait ve her

0 � j�j � 2n için x in �
@

@�

��
a (x; �)

fonksiyonlar¬B� da olacak şekildeki bütün a (x; �) fonksiyonlar¬n¬n üzerine ap nin bir
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�p cebir homomor�zmi vard¬r. � (K) sembollü her K B�-singüler integral operatörü

için �p (K) = � (K) ve �p (K�) = � (K) elde ederiz.

(b) Herhangi bir H 2 ap için �p (H) = 0 d¬r ancak ve ancak her f 2 W 1;p için

kH�fkp � A kfkp olacak şekilde H ya ba¼gl¬bir A > 0 sabiti vard¬r.

(c) E¼ger H 2 ap ve �p (H) s¬f¬r¬n uza¼g¬nda s¬n¬rl¬ise bu durumda �p
�
~H
�
= �p (H)

olacak şekilde ap de bir tersi olan ~H operatörü vard¬r.

(d) ap deki her operatör ile de¼gi̧smeli olan Lp üzerindeki her s¬n¬rl¬operatör özdeşlik

operatörünün bir kat¬d¬r.

(e) 1 < p, q < 1 olmak üzere herhangi iki Lp ve Lq uzaylar¬na kaŗs¬l¬k gelen ap

ve aq cebirleri izomor�ktir ve �p = �q� olacak şekilde ap nin aq üzerine bir do¼gal �

izomor�zmi vard¬r (Neri 1971).

Teorem 6.5. P (x;D)u =
P
j�j=k

a� (x)D
�u, � � 0 olmak üzere B� da a� (x) katsay¬l¬

k dereceden bir lineer homojen diferensiyel operatör olsun. E¼ger 1 < p < 1 olmak

üzere u 2 W k;p ise bu durumda � (K) = P (x; �) j�j�k sembollü

P (x;D)u = K�ku

olacak şekilde bir K B�-singüler integral operatörü vard¬r, burada

P (x; �) =
P
j�j=k

a� (x) �
�, P (x;D) nin karakteristik polinomudur.

·Ispat. W 1;p üzerinde Dj = Rj� formülü geçerlidir. Sonuç olarak e¼ger j�j = k ve

u 2 W k;p ise Rj Riesz dönüşümleri � ile de¼gi̧smeli oldu¼gundan

D�u = R�11 :::R
�n
n �

ku = R��ku

dir, burada R = (R1; :::; Rn) vektörel Riesz dönüşümüdür. K =
P
j�j=k

a� (x)R
� al¬n-

mas¬yla K n¬n P (x;D)u = K�ku yu sa¼glayan bir B�-singüler integral operatörü

oldu¼gu elde edilir. � (Rj) =
�j
j�j oldu¼gundan K n¬n sembolü

� (K) =
X
j�j=k

a� (x)� (R
�) =

X
j�j=k

a� (x) �
� j�j�k = P (x; �) j�j�k
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ile verilir.
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7. SONUÇ

Bu çal¬̧sma temel olarak da¼g¬l¬m teorisi, singüler integraller ve Sobolev uzaylar¬n¬

içermektedir. Bu konular bölümler halinde incelenmi̧s ve baz¬sonuçlara var¬lm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde da¼g¬l¬m teorisi incelenmi̧s ve burada çeşitli fonksiyon uzaylar¬tan¬-

t¬lm¬̧st¬r. Bu uzaylar¬n temel özellikleri verilip buradaki fonksiyonlar¬n Fourier dönü-

şümleri incelenmi̧stir. Bu bölümde S � Lp ve Lp � S 0
oldu¼gu görülmüş ve böylece Lp

deki fonksiyonlar¬n tempered da¼g¬l¬mlar olarak göz önüne al¬nabilece¼gi ispat edilmi̧stir.

Bu ise tempered da¼g¬l¬mlar¬n Fourier dönüşümlerinden yararlan¬larak Lp deki fonksi-

yonlar¬n Fourier dönüşümlerinin tan¬mlanabilece¼gini göstermi̧stir.

Dördüncü bölümde Hilbert dönüşümleri veEn de singüler integraller tan¬t¬l¬p singüler

integrallerin Lp de s¬n¬rl¬ operatörler oldu¼gu elde edilmi̧stir. Ayr¬ca bu bölümde

singüler çekirdeklerin Fourier dönüşümlerine ait baz¬önemli özellikler elde edilmi̧stir.

Beşinci bölümde klasik türev kavram¬n¬n bir genelleştirmesi olan zay¬f türev kavram¬

tan¬mlanm¬̧s, bunun ise üçüncü bölümde tan¬mlanan da¼g¬l¬msal türev kavram¬n¬n

özel bir hali oldu¼gu görülmüştür. Daha sonra Wm;p Sobolev uzaylar¬ve temel özel-

likleri tan¬t¬lm¬̧st¬r. Bu uzaylar¬n Banach ve Hilbert uzaylar¬ olarakta göz önüne

al¬nabilece¼gi gösterilmi̧stir. Ayr¬ca bu bölümde Sobolev uzaylar¬ üzerinde tan¬m-

lanan baz¬operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬gösterilmi̧stir. W s;p uzaylar¬n¬nda tan¬m¬verilip

bunlar¬n di¼ger uzaylarla önemli ba¼glant¬lar¬elde edilmi̧stir.

Alt¬nc¬ bölümde dördüncü bölümde tan¬mlanan singüler konvolüsyon-operatörleri

içeren singüler integral operatörler tan¬mlanm¬̧st¬r. Daha sonra bu operatörlerin

Sobolev uzaylar¬üzerinde s¬n¬rl¬operatörler oldu¼gu elde edilmi̧stir. Ayr¬ca bu bölümde

baz¬diferensiyel operatörlerle singüler integral operatörler aras¬da bir ba¼glant¬ku-

rulmuştur. Bu ise k¬smi türevli denklemlerin çal¬̧smalar¬için önemli bir uygulama

sa¼glamaktad¬r.
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Lise : K¬ŗsehir Lisesi (1997)

Lisans : Ankara Üniversitesi Fen Fakültesi Matematik Bölümü (2004)

Yüksek Lisans : Ankara Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬(Temmuz 2007)

132


