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SIMGELER DiZzZiNi

A, (f;2) n € N olmak tizere bir operator dizisi

B, (f;z) Bernstein polinom dizisi

M, (f;z) Meyer-Konig ve Zeller operator dizisi

Cla,b] la, b] araliginda tanimh ve siirekli tiim reel degerli fonksiyonlarin uzay:
C?[a, b 9,9 ,4g" € Cla,b] olan fonksiyon uzay1

(fn) n € N olmak tizere bir fonksiyon dizisi

fn(x) = f(2) (fn) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi
w(f,9) f fonksiyonunun siireklilik modiilii

1l o x € [a,b] i¢in || fll g = max |f ()] ile tamimlanan norm

191l c2a,py 19l c2pany = 19l cran + 119 lcgan + 119" oa,p ile tammlanan norm
K (f,9) f fonksiyonunun Peetre K —fonksiyoneli

Lipy («) Lipschitz smifi

Lz';) v (@) Modifiye Lipschitz sinifi

B(a,7) Beta fonksiyonu
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1. GIRIS

Bu tezde oncelikle lineer pozitif operatorler tanitilacak ve sagladigi temel ozellikler
incelenecektir. Ayrica daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar
verilecek ve lineer pozitif operatorlerin énemine deginilecektir. Siireklilik modiiliiniin
tanimi verilecek ve 6zellikleri ispatlanacaktir. Bernstein’in Weierstrass problemi igin

verdigi teorem ve Korovkin teoremi ifade ve ispat edilecektir.

Sonra ise dogurucu fonksiyon igeren tek ve iki degiskenli genellestirilmis lineer po-
zitif operatorler tanitilacak ve bunlarin yakinsama hizlar siireklilik modiilii, Pee-
tre K-fonksiyoneli ve modifiye Lipschitz sinifindan olan fonksiyonlar yardimiyla he-
saplanacaktir. Ayrica bu operatorlerin r—inci basamaktan genellesmeleri verilecek
ve bu genellesmis operatoriinde yakinsama hizi, siireklilik modiilii ve modifiye Lip-
schitz siifindan olan fonksiyonlar yardimiyla hesaplanacaktir. Daha sonra bu ope-
ratorlerin diferensiyel denklemlere ve kismi tiirevli denklemlere uygulanmasi konusu

tizerinde durulacaktur.



2. LINEER POZIiTiF OPERATORLER

2.1 Lineer Pozitif Operatorlerin Tanimi

Tamim 2.1.1 X ve Y iki fonksiyon uzay1 olsun. Eger X den alinan herhangi bir
f fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kural varsa buna X

uzaymda bir operatordiir denir ve L(f;x) = g(x) biciminde gosterilir.

Burada L(f;z) = L(f(t); ) olmak iizere L operatorii f fonksiyonunun bagh oldugu
t degiskenine gore uygulanmaktadir. Sonug ise = degiskenine bagh bir fonksiyondur.
Bundan dolay1 = degiskeni L igleminde sabit gibidir ve L(f(x);z) = f(z)L(1;z)
yazilabilir.

X uzay1 lineer bir uzay oldugunda lineer operatoriin tanimi yapilabilir.

Tanim 2.1.2 X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere,

L: X—-=Y

seklindeki L operatoriinii gozoniine alalim. Eger V f, g € X ve V a, S € R icin

L(af + Bg;x) = aL(f;z) + BL(g; x)

kosulu saglaniyorsa o taktirde L operatoriine lineer operator denir.

Tanmim 2.1.3 Eger bir L operatorii pozitif degerli fonksiyonu yine pozitif degerli bir

fonksiyona doniigtiiriiyor ise yani, f bir fonksiyon ve L bir operator olmak tizere

f>0iken L(f;2) >0

oluyor ise L operatoriine pozitif operator denir.
Hem lineerlik hem de porzitiflik sartin1 saglayan operatore lineer pozitif operator

denir.



Uyar1 2.1.1 f <0 iken L(f;x) < 0 gergeklenir mi?

Kabul edelim ki f < 0 olsun.Bu durumda
—f=0
elde edilir. L operatorii pozitif oldugundan
L(—fix) >0
bulunur. L operatoriiniin lineerlik ¢zelligi kullanilirsa
—L(f;2) > 0= L(f;2) <0

elde edilir. Yani istenilen 6zelligin gerceklendigi goriilmiis olur.

2.2 Lineer Pozitif Operatorlerin Ozellikleri

Lemma 2.2.1 Lineer pozitif operatorler monoton artandir.Yani;

f<g=L(f) < L(g)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Kabul edelim ki f < ¢ olsun. Bu durumda g — f > 0 olacagindan ve L
operatorii pozitif oldugundan

Lig—f)=0 (2.2.1)

yazilabilir. Diger taraftan L operatorii lineer oldugundan

L(g = f) = L(g) = L()



elde edilir. Bunun (1.2.1) de kullanilmasiyla

L(g = f) = L(g) = L(f) 2 0 = L(f) < L(9)

bulunur.

Lemma 2.2.2 L bir lineer pozitif operator ise o taktirde;

IL(f)] < L(If1D)
esitsizligi saglanir.
Ispat: Keyfi bir f fonksiyonu igin

=A< f<If] (2.2.2)

dir. L operatoriiniin lineerliginden, monoton artanhgindan ve de (1.2.2) den

—L(|f]) < L(f) < L(|f]) (2.2.3)

yazilabilir. Bu ise

IL(H) < L(If1)

oldugunu gosterir.

Tanim 2.2.1 n € N olmak iizere f, (z)’e bir fonksiyon dizisi denir ve (f,) ile

gosterilir.

Tanmim 2.2.2 n € N olmak iizere L, (f;x)’e bir operatir dizisi denir ve (L,) ile

gosterilir.

Tanim 2.2.3 Kapali bir [a, b] aralig1 tizerinde siirekli ve reel degerli fonksiyonlardan



olugan kiimeye C'[a, b] fonksiyon uzay: denir. Bu uzaydaki norm,

1f (@)l oo = max  |f (z)]

a<z<b

seklinde tanimlanir. Burada

1. Vf,geCla,b]icin f+ g€ Cla,b]

2. Vf,g€eClablicin f+g=g+f

3. Vf,g,heClab]igin(f+g)+h=f+(g+h)
4. VfeClla,bligin 0 vardir ki f+0 =60+ f=f
5. VfeCla,b igin 3f vardiwki f+ f'=f'+f=10
6. VfeCla,b veeCigin \f € Cla,b]

7. WfeClab ve, ueCicn () f=A(uf)

8. VfeClabicnlf=f

9. VfeClCla,bjve N, peCigin (A4 pu) f=Af+uf
10. Vf,geCla,bjve e Cigin A(f+g) =+ Ag
11. Vf e Cla,b] icin || f|| > 0

12. VfeCla,bligin ||f|| =0 <= f=0

13. VfeCla,b ve A € Cigin |[Af] = Al f]]

14. Vf,geClab] igin ||f + gl < [If[| + ]l
kosullart saglandigindan C'[a, b] Lineer Normlu Uzaydir.

Tanim 2.2.4 Bir (f,,) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna C' [a, b] normunda diizgiin

yakinsak olmas1 Vz € [a, b] igin

lim [ fn (z) = f (2)]l ga = 0

n—oo

olmasidir. Daha agik olarak ise

lim max |f,(z)— f(z)]=0

n—oo a<z<b

esitliginin saglanmasi demektir.

Diizgiin yakinsama f, () = f (x) seklinde gosterilir.



2.3 Siireklilik Modiilii
f € Cla,b] olsun. Vo > 0 igin

w(f;0) = g&ﬂﬂﬂ—f@ﬂ (2.3.1)
jt—z|<5

ile tammmlanan w (f;¢) ifadesine f fonksiyonunun sireklilik modiilii denir.

Lemma 2.3.1 Siireklilik modiilii agagidaki 6zellikleri saglar.
(1). w(f;0)=>0
(7). 01 <daisew(f;61) <w(f;02)

(#i) . m € Nigin w (f;md) <m w(f;0)

(iw). XeRTiginw(f; M) < (1+Nw(f;9)

(v). lim w(f;8) =0

(vi) . |f () = f (@) Sw (f; ]t —=l)

wii). 170~ F@) < (1452w (5:6)

ispat:

(1) . Tanim geregince, siireklilik modiilii mutlak degerin supremumu oldugundan ispat

aciktir.

(1) . 61 < 09 i¢in |t — x| < g bolgesinin |t — z| < §; bolgesinden daha biiyiik oldugu

aciktir. Bolge biiyiidiikce alinan supremumda biiyiiyeceginden ispat tamamlanir.

(i4) . Siireklilik modiiliiniin tanimindan dolay1

w(fymo) = i;pmlf(ﬂ-—f(xﬂ
[t—z|<md

yazilabilir.

t—z|<mé=>x—mdé<t<z+md



olup, t = x + mh secilmesiyle

r—mo < xz+mh<z+md
—md < mh <md

—0<h<9

¢l

|h| <6

ve

w(fymd) = fél[pb] |f (z+mh) — f(z)]
I

seklinde yazilabilir. Diger yandan

m—1
su[pb] |f (x+mh) — f(z)] = su[pb] Z [f(x+ (k+1)h)— f(z+ kh)]
z,t€la, z,t€la, k=0

|h|<6 |h|<6

olup, sag tarafa tiggen esitsizligi uygulanirsa

f;l[pb}lf(:wmh)—f(w)! < ) fg[pb]\f(xﬂkﬂ)h)—f(x+kh)|
s k=0T s

< w(f;0)+ ... +w(f;9)

= mw(f;9)

elde edilir.

(iv) . A € R sayisiun tam kismu [|A|] ile gosterilirse bu durumda

Al <A <A +1

esitsizliginin gegerli oldugu agiktir. Simdi bu egitsizlikten ve (iz) de ispatlanan

w (f;0) min azalmayan fonksiyon olmasim kullanarak

w (f5A8) <w (f; ([IAl] +1)6)



esitsizligi yazilabilir. [|\|] pozitif bir tamsay1 oldugundan iistteki esitsizligin sag

tarafina (i47) ozelligi uygulanabilir. Bu durumda

w (f; (A +1)0) < (A +1) w(f39)

esitsizligi elde edilir. Ayrica V A € R i¢in

(A +1<A+1

oldugu goz oniine alinirsa

w(f([(AT+1) 0) < (A+1) w(/f;9)

olur. Sonug olarak

w(f;A0) < A+ 1w (f;0)

elde edilir ki, bu ise ispat1 tamamlar.

(v). |t — x| <9 esitsizligindeki 6 — 0 olmasi ¢ — x olmasi anlamina gelir. f fonksi-
yonu siirekli oldugundan, siireklilik tanimina gore ¢ — z igin |f (¢) — f(z)] — 0

oldugundan ispat aciktir.
(vi). w(f;0) ifadesinde § = |t — x| segilirse
w(f;]t —xf) = Sup, [f (t) = f (2)]
z€|a,

elde edilir. O halde |f (¢) — f (x)]| lerin supremumu w (f; |t — x|) olacagindan, |f (t) — f ()|

ifadesi w (f; |t — x|) den kiigiik kalacaktir. Bu ise istenilendir.

(vii) . (vi) bzelliginden

70 - F@ < il = o) = (5:15700)



yazilabilir. Bu esitsizlikte (iv) ozelligi kullanilirsa

ro-f@l< (5o

bulunur ki bu ise ispat1 tamamlar.
2.4 Lineer Pozitif Operatérlerin Onemi

Cagdasg fonksiyonel analiz ve fonksiyonlar teorisinde yer alan lineer pozitif operator-

lerle yaklagim konusu son elli yil i¢inde ortaya c¢ikmig bir aragtirma alanidir.

Alman Matematikci Weierstrasse 1895 yilinda sonlu aralikta siirekli olan her fonksi-
yona bu aralikta yakinsayan bir polinomun varligini ispatlamigtir. 1912 yilinda ise

Rus Matematikgi S.N.Bernstein bu polinomun, z € [0, 1] igin

B, (f;z) = go f (%) (Z) 2 (1 — )" (2.4.1)

seklinde oldugunu ispatlamigtir.
Bernstein’in bu ispatin1 vermeden 6nce kullanacagimiz baz ifadeleri ve ispatlarini

verelim.

Lemma 2.4.1 (2.4.1) de tamimlanan Bernstein operatorleri igin

B, (Lz)=1 (2.4.2)
B, (t;x) ==z (2.4.3)
B, (t*;2) = 2% + @ (2.4.4)

dir.



Ispat: Binom agihimindan

((I + b)n _ <Z> akbn—k
k=0

olup, bu agilimda a = x ve b = 1 — x alinirsa
B, (l;z)=1

bulunur. Bu ise (2.4.2) esitsizligini verir. (2.4.1) esitliginde f (¢) = ¢ alinirsa

B, (t;z) = Zn: % (Z)mk (1— z)"*

k=0
n—1 n—1
= 7 Z ( K )I’k (1 )n,k,1
k=0
olup Binom ac¢ilimindan
B,(t;z)=x

elde edilir ki bu ise (2.4.3) iin ispatim1 tamamlar. Son olarak (2.4.1) esitliginde
[ (t) = t* alimirsa

. k2 n k n—k
- k2 n! k n—k
- Y i 1
kz:;nz (n—k‘)‘k'x (1-2)
- - k (n B 1)' k n—k
T -k (1-2)

10



elde edilir.

n ~ (n—k)(k-2)
T (n —1)! k—1 n—k
=z 1 —
T =R (k- 1)t (1-2)
2 (n — 1) — (12 k n—k—2
N n Z( k )x (1-2)
k=0
E L x — X
k=0
olup Binom agilimindan
Bn(tQ;:U)—ﬁ(n_l) T_ 2 z (1 —x)
n n n

bulunur. Bu ise (2.4.4) egitligini verir.

Teorem 2.4.1 (S.N.Bernstein) (2.4.1) ile tanimh Bernstein operatorleri [0, 1] a-

raliginda siirekli olan f fonksiyonuna ayni aralikta diizgiin yakinsaktir.

11



Ispat: (2.4.1) ve (2.4.2) den

B (i) - f0l = 327 (%

=130 (5) - ren(})et amar

den

n

IN

By (f;2) = f()|

r(E)-rw

<Z> o (1= z)"

k=0

- Z ) -rel @a
E_z|<s
OREINEE

yazilabilir. f fonksiyonu siirekli oldugundan

r(E)-rw

< ¢ iken <eg

——x
n

dur. Oyleyse

B, (fiw) = f2)] < & Y (Z)x’““—@”‘k

<o
() -r@| () a-ar

+ 2
elde edilir. f siirh oldugundan Vz € [0, 1] i¢in 6yle bir M > 0 vardir ki

|%fx|>5

[f ()] <M

12



dir. O halde

yazilabilir. Boylece

B (fi2) = fx)| <e > (Z)Ik(l—x)"’“

Efx|§6

n

%—z’>5
< sz (Z) a* (1 —x)" "
k=0
+2M Z (Z) * (1 —xz)" "
%—x’>6
bulunur. (2.4.2) den
Bufio - sl e o B ()eta-at 4
’%—m‘>5
dir. Diger taraftan
Eoo\? E_p)?
'——m >5:><——:v> >62:>M>1 (2.4.6)
n n o

olup (2.4.6), (2.4.5) de kullanilirsa

B (f;2) — f(z)] < e+2M Z M(Z)xk(l_x)n—k

13



bulunur. Burada

Vv

R

PP LI

0<k<n

(x € ]0,1] ve § yeterince kiigiik) oldugundan

B (f;2) = ()] <

yazilabilir. Dolayisiyla (2.4.2), (2.4.3) ve (2.4.4) den

By (f5 ) — f()|

IN

3

elde edilir. = € [0, 1] oldugundan

flx) =

=

=

=

€r —

max{:c —,IQ} = -

2M z(l—ux)
*7[$Z+T
LM e 2

8% |n

2M
+W[$—ZB2

= f(r)=1-20=0

1

diir. O halde z € [0, 1] igin maksimum alinirsa

| Bn (f;

z) = f

1
@lepa e+ o5

14

FECY (o



bulunur. Bu ise

| B (f;2) — f(x)HO[U,l] — 0 (n—o0)

olmasi demektir.

1953 yilinda P. P. Korovkin siirekli fonksiyonlarin sonlu aralikta lineer pozitif ope-
ratorlerin yardimiyla yaklagtirilmasina iligkin asagidaki teoremi vermistir. P. P.
Korovkin’in kendi adiyla verilen bu teorem bu konudaki caligmalara biiyiik katk:

saglamistir.

2.5 P. P. Korovkin Teoremi f € (' [a,b] ve tiim reel eksende siirh

(If @)] < My) (2.5.1)

olsun. Eger L, (f; ) lineer pozitif operator dizisi Vo € [a, b] igin
(). L,(Liz)y=1
(13). L,(t;x)=x
(ii7). L, (1% ) = 2?
kogullarim sagliyorsa bu durumda [a, b] araliginda L, (f;z) = f (z) dir.

Ispat: Kabul edelim ki f € C [a, b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimindan dolay:
t—z|<d=[f(t) - fla)] <e
saglanir. |t — z| > § oldugunda ise (2.5.1) den ve iiggen esitsizliginden dolay1

[f @) = f @) < [f O+ |f (2)] < 2M; (2.5.2)

yazilabilir. Diger taraftan

olacagindan

> 1 (2.5.3)



saglanir. (2.5.2) ve (2.5.3) den

() = f ()] < 21, < 22, =0

yazilabilir. O halde

-2 < d=[f()-f)] <e

t—x] > 0= |f(t)— f(x)] <2M;

(t —2$)2

elde edilir. Dolayisiyla Vt € R ve Vz € [a,b] igin

(t — o)’
52

[f (@) = f(2)] <e+2M;
dir. Eger (i), (i), (¢i7) kosullarim saglayan (L, ) operator dizisinin

lim [ Ly, (f (1) ;2) = f (2)[cpap) = 0

n—o0

esitligini de saglandigi gosterilirse ispat tamamlanir.

Lineerlikten;

1L (f @)52) = f (@) = |Ln (f (8);2) = f (2) + L (f (2) 52) —

(2.5.4)

Ly (f () ;)]

= L ((f (1) = [ (@));2) + f (2) (Ln (1;2) = 1)]

dir. Burada ii¢gen egitsizliginin kullanilmasiyla

Lo (f () 52) = f (@)| < | Lo ((F (&) = f (@)); )] + [ (@) [(L (15.2) = 1)

yazilabilir. Diger taraftan lineer pozitif operatorler monoton artan ve

f@) = f@) <|f@)— f(2)
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saglayacagindan

oldugundan

dir. O halde

L (f (8)52) = f ()] < L (If () = S (2)]52) + [f (@) [(Ln (15.2) — 1))

oldugu gosterilmis olur. (2.5.1) den

L (f @) ;2) = f (@)] < Lo (| (8) = f (2)];2) + My [(Ln (1;2) = 1)
yazilabilir. (L,) monoton artan oldugundan (2.5.4) iin kullanilmas: ile

(t—a)’

La(F (8);2) = f (@)] < L <s+2Mf =

;x> My |(La (132) — )| (25.5)
bulunur. Diger taraftan

Ln<€+25—]\gf(t—x)2;x) = Ly,(e;3) + Ly <2§4f(t :U)2;m)

25%[/ (t2 — 2zt 4 2% a:)
2

= ¢el,(L;x)+

f

= ¢eL,(L;x)+ L, (t*z) — 2?

[
+22% — 2z L, ( z) + 2L, (1;2) — 2]
S (L (50 = )
)+ 2*(Ln (L2) — 1)]

= ¢eL,(1;x)

+2z(x — ( x)
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yazilabilir. Son bulunan ifadenin (2.5.5) de kullanilmasiyla

Lo (f(t)52) = f(2)] < eln(l;2) + My (L (1;2) — 1)
+25—]\;[f [(Ln (t2;x) — %)

+22(x — Ly, (t;x)) + 2*(L, (1;2) — 1)]  (2.5.6)
elde edilir. (7), (i7), (¢i7) kosullarinin (2.5.6) da kullamlmasiyla

Lo (f(t);2) = fo)] <€

bulunur. O halde
lim max |L,(f(t);z)— f(z)]=0

n—oo a<z<b

dir.

Goriildiigii gibi Korovkin teoremi bu konudaki caligmalara biiyiik katk: saglamigtir.
Ciinkii verilen operatoriin sadece 1, t, t? ifadelerini sirasiyla 1, x, 2% ye diizgiin
yakinsamasi, sonlu aralikta siirekli biitiin fonksiyonlarin bu operator yardimiyla

yakinsamasini soylememize yetmektedir.
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3. DOGURUCU FONKSiYON iCEREN MEYER-KONIG ve ZELLER
TiPLI OPERATORLERIN GENELLESTIRILMESI

Bu boliimde, dogurucu fonksiyon igeren Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin yak-
lasim o6zellikleri Korovkin tipli bir teorem yardimiyla verilecektir. Burada bu ope-
ratorlerin yakinsama hizlar siireklilik modiilii, Peetre K —fonksiyoneli ve modifiye
Lipschitz sinifindan olan fonksiyonlar yardimiyla hesaplanacaktir. Ayrica bu ope-
ratorlerin r—inci basamaktan genellesmesi ve bunlarin yaklagim ozellikleri verile-
cektir. Son olarakta bu operatorlerin diferensiyel denklemlere uygulanmasi iizerinde

durulacaktir (Altin et al 2005).
3.1 Giris

1960 yilinda Meyer-Konig ve Zeller tarafindan tanimlanan

k+n+1

Mn(f;x)_§f< i )(nzk)xk(l—x)”+l,0§x<l (3.1.1)

operatorii Meyer-Konig ve Zeller operatorii olarak bilinir.

(3.1.1) de

yerine alinirsa, operator Cheney and Sharma (1964)

k
k+n+1 kE+n
tarafindan tamimlanan Bernstein kuvvet serisine doéner. Bu operatorler hakkinda
birgok ¢aligma vardir. Bunlardan bazlar1 Miiller’in (1967), Sikkema’'nin (1970),
Lupag and Miiller’in (1970), Becker and Nessel’in (1978), Khan’'in (1989) ve son

olarak Abel’in (1995) yaptig1 caligmalardir.

Son zamanlarda bu operatorlerin baz genellegtirilmesi Dogru (1998) tarafindan ve

Agratini (2001) tarafindan incelenmigtir.
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3.2 Operatorlerin Olusturulmasi

A, (0,1) araliginda reel bir say1 ve 0 < L—:b < A olmak {izere
Q.n n
Lo(fir) = e S () 321)
o (fix) = — NOF 2.
ho (8) 227 N +02) "

lineer pozitif operator dizisidir. Burada {h, (2;?)},cy ler {Crp (8)},cy, fonksiyon

neN

dizisi i¢in bir dogurucu fonksiyondur. Yani,
hy (8) =Y C () 2" (3.2.2)
k=0

seklindedir. Kabul edelim ki asagidaki gsartlar saglansin.
1. hy(x;t) = (1 — ) hypyq (230)
2. b,Cnt1 (t) = a1, Chrrn (t)
bn
3. b, — o0, b“ —1veb, #0 (VneN)

n

4. Ci,(t) >0 (Vt eI CR)
5

Ak+1,n = Ak n+1 + ©n ‘90n| <m < oo ve Aon = 0

Uyar1 3.2.1 (3.2.1) de

n+k

hy (z5t) = (1 — :z:)_n_l y g =k, Cpn(t) = ( f

) ve b,=n+1

segilirse L,, (f;x) operatorii

oo

L) = g () ()

k=0

> k n+k .
- () (1)

= M, (f;z)

olup (3.1.1) ile tammlanan MKZ operatoriine doner.
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3.3 Korovkin Tipli Bir Teorem

(1 ji x) ) ve (1 i"jnx> ’ , (v =0,1,2) test fonksiyonu igeren genel Lipschitz tipli
maksimal fonksiyon uzayindaki bazi Korovkin tipli teoremler sirasiyla Gadjiev and
Cakar (1999) ve Dogru (2002b) tarafindan verilmigtir. Lipschitz tipli maksimal
fonksiyon uzay1 Lenze (1990) tarafindan tanimlanmisgtir. Ilave olarak Dogru (2002a)
ve Gadjiev and Qakar (1999) tarafindan da yaklasim o6zellikleri Bleimann, Butzer

ve Hahn operatorleri ve onlarin Korovkin tipli teoremleri ile Balazs operatorlerinin

genellesmesi i¢in hesaplanmigtir.

Bu boliimde, (3.2.1) operatoriiniin yaklagim ozelliklerinin aragtirmasi (1 z > :
-

(v =0, 1, 2) test fonksiyonlar1 kullanmilarak Korovkin tipli bir teoremle kanitlanmigtir.

(3.2.1) de

Qkn
§ = ———
Ak.n + bn
denirse
S ak,n
1—3s b,

olup bu ifadenin paydasi k£ dan bagimsizdir.

w stireklilik modiilii tipinde bir fonksiyon olsun ve asagidaki 6zelliklere sahip olsun.

a) w, [0, B] de negatif olmayan artan bir fonksiyondur. B = T4 dir.
b) w(51 +52) Sw(él) +W((52)
c) (lsirr(l) w(d)=0
H,, f € C'[0, A] da tamml fonksiyonlarin ve agagidaki sartlari saglayan fonksiyonlar

uzay1 olsun.

S T

11—z

,:L’); x,s €10, A]

=0; (¥=0,1,2) (3.3.1)
c[0,A]

) s\’ z \’
i | ((125) ) - (22)
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olsun. O taktirde Vf € H,, i¢in

Tim [A, (f) = fllego, =0

dir. Burada ||.[[¢( 4 » C'[0, A] uzaymmdaki supremum normudur.

Ispat: f € H, ve gir% w () = 0 oldugundan

| <o ) - sl <

yazilabilir. z,s € [0, A] ve f € C'[0, A] oldugundan f simirhdir. O halde

[f(s) = F @) < [f(s)]+[f (@)

< 2M
yazilabilir.
s T
— >4
‘ l1—-s 1—2x|—
iken s .
( - )?
1—s 521 —7 o
bulunur. Buradan
2M s R )2

18 = @] € S - T

elde edilir. O halde Vz, s € [0, A] icin
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yazilabilir. O taktirde

||An (f) - fHC[O,A]

IN

IA

VAN

IN

[An (f (s);2) = f (@) An (1 2) [l 00 a

[An (f (s)52) = f () A (12) + () = (@)l oo,

[An (f (s) = f () ;2) = f (2) (An (1;2) = Dl a

[An ([ (s) = F (@) 2) o a) + 1 @)H[(An (12) = Dl o, a9

2M s T o
(e + - )
+M (A, (L z) — 1)||c[0,A}

2M s T

s G5l + S | A (5 = 1250
+M [|(A, (L) — 1)||c[0,A}
[An (&52) + & = ellcpo.ay + M [[(An (1;2) = Dll o4
2M 5

A 2.
250 | (2 0e)

B (N N B G 214(1-)
11—z "\1-s" 1—2x b ®
etelAn (L) — 1||c[0,A]
2M 5 z \’
()
1—=x 1—s 1—x

+(2 )2{An<1;x>—1}

l1—=z

Co,A]

C0,A]

_|_

+ M4, (1;z) — 1||c[o,A}
Co,A]

£

dir. Bu ise ispat1 tamamlar.

3.4 L, Operatoriiniin Yaklagim Ozellikleri

(3.2.1) ile tamimh L,, nin pozitif ve lineer oldugunu gosterelim.

z € [0, A] oldugundan bu araliktaki her z pozitiftir. 4—iincii 6zellikten Cy, (t) > 0
(Vt € I C R) dir. O halde h,, (z;t) > 0 dir. Aym diisiinceyle Cy,, (¢) 2" ifadesi de
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pozitiftir. O taktirde f > 0 igin L, (f;z) > 0 olup L, pozitif bir operatordiir.
Vf, g€ Cl0,A] ve a,b € R olmak iizere;

Lo(af 4bgi0) = s Y- af +19) (0 ) Cua )2

o <ﬁ> j 02
D) Z f(akn+b )OMU K

o0

—_— bg | ———— n(t
*hn@;w,; g(%ﬁbn)ck, (1)
= alL,(f;z)+bL, (g;)

dir. O halde L, lineerdir. Bu iki ifade L, operatoriiniin bir lineer pozitif operator

oldugunu gosterir. Ayrica (3.2.2) den
L,(1;z) = (3.4.1)

dir.

Lemma 3.4.1 (3.2.1) deki gibi tamimlanan L,, operatorii i¢in

s T
<1—s x) 1—x (34.2)

dir.

Ispat: (3.2.1) de f(s) yerine 1 ° almir ve 1—inci, 2—inci ve 5—inci 6zellikler
s

kullanilirsa

1 2. Gpn
L"(is”) - : ok Crn (1) 2"

k=0



k=0
= ic (t)x
T (230) Fintl
k=0
. X
1 —=x

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Lemma 3.4.2 (3.2.1) deki gibi tanimli L,, operatérii igin

2 2
S T bn+1 2 x
L ;x| = - 4.
n((l—s) ’x> (1—m> b, +b 11—z (3:4:3)

dir.

s
1—s

2
Ispat: L, operatoriiniin (3.2.1) ile verilen ifadesinde f (s) = < ) alinir ve

1—inci ve 5—inci ozellikler goz oniinde tutulursa

() - b ) o

11 = N
= gm Z ak’an,n (t) X

k=1

1 1 00
= g D Gl (D
bnhn(xt kla/k’ k=1, +1()SE

1 o0
. Z ah—1,n41 + @) Cr—1,n41 (1) a*

1

k=
{Zak 1n+1Ck—1n41 (t) T bl
+ Z gonckfl,nle (t) ZE - }
k=1
v 1 io:a C (t) x*
— bn hn (mt) — kn+1YEkn+1

I

+0, Y Chnpr (t) 2 }

SAES

E
by




x 1 = i
= b I @ 0) {; bn1Ck—1n42 ()

+¢n Z Chnt1 (1) xk}

k=0

2
x bn+1 1 k

= Chnra (t
(1—:6) b, hn+2(:1:;t)z bt (B) 2

Son T 1 - k
— Chnar (t
+bn1—:chn+1(a:;t);0 k,+1()3:

2
B x an+ TP
B (1—:}5) bn 1—2b,

elde edilir ki bu ise istenilendir.

Teorem 3.4.1 Vf € H, ve L,, (3.2.1) seklinde tamimlanan bir operator ise, bu

durumda

7}520 ILn (f) = fllep,.a =0

dir.

Ispat: Lemma 3.4.1, Lemma 3.4.2 ve (3.4.1) esitliginden dolay ispat agiktir.
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3.5 L, Operatoriiniin Yakinsama Hizi

Bu kisimda L, (f) operatorlerinin f ye yakinsama hizi, siireklilik modiilii, modi-

fiye Lipschitz sinifindan olan fonksiyonlar ve Peetre K —fonksiyoneli yardimiyla he-

saplanacaktir.

Teorem 3.5.1 L, operatorii (3.2.1) seklinde tanimh ve Vf € H, ise

dir. Burada

K, :max{

ve w (f;0,) f nin siireklilik modiilii olup (2.3.1) ile tammlandig: gibidir.

120 (F) = Fllegon < (1+ VED) @ (f362)

n+1

A A\ b PR
()} e {2 o)

Ispat: Bu teoremi ispatlamak i¢in Popoviciu’nun (1935) teknigini kullanalhm. f €

H,,, L, nin lineerlik ve monotonluk ¢zelliklerinden

L (f;2) = f (2)]

INIA

IN

IN

L (f (s) = f (2) 5 2)]




11
“(f’é"){ 5T @)
e @ k
X bn 1—» C’kn(t):c}
k=0

elde edilir. 1 1
Z arby, < <Z (%)2) : (Z (bk)Q) :

olarak tanimlanan Cauchy-Schwarz esitsizliginden dolay1

| L (f; ) = f ()]

IA
&
>
[=%)
NI
—
—_
+

IN
&
>
[=%)
NI
—
—_
+

yazilabilir. Burada

N 1 > (k.n T 2 i
A, (z3t) = ) ; ( 1 _w) Chon (1) (3.5.1)

dir.

N|=

Lo (fi2) — f (@) < (f:5,) {1 4 (A (530)

|

esitsizliginin her iki yaninin [0, A] {izerinden supremumu alimirsa

n \ z€[0,A4]

ILn (f;2) = f (@)l cpo,a) < w (f500) {1 + 1 ( sup A, (:z:;t)) } (3.5.2)
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elde edilir. Va € [0, A] i¢in (3.4.2) ve (3.4.3) den dolay1 (3.5.2) esitligi

s 2 2z S T 2
A, t) = Ly, ) - Ly )
(z3%) ((1—s> :c) 11—z (1—5x>+<1—x>
z \’b 0, T x x z \’
n+1 n
= - - 2
(1—x) by +bn1—x 1—x1—x+<1—m)
z \’ /b )
n+1 n
= - 1 -
seklinde yazilabilir. Bu esitligin her iki yaniin Va € [0, A] i¢in supremumu alinirsa

bpi1 z \’ 0, x
sup An Jf;t = sup ( — 1) < ) + =
z€[0,A] ( ) z€[0,A] [ bn l—x bn 11—z

K, Kb’;“ - 1) + %] = K02 (3.5.3)

A A\
Kl:max{l—A’(l—A) }

IN

elde edilir. Burada

dir. O halde

10 () = ey < wthion) {1+ 5/t

= (14 VE)w(£55,)

bulunur ki bu ise istenilendir.
Simdi ise L, (f) in f e yaklagma hzin1 Peetre K —fonksiyoneli yardimiyla hesapla-
yalim. f, f’, ve f” fonksiyonlar1 C'[0, A] da olsun. C? [0, A] uzaymdaki norm,

10,41 = 1 llepo,a) + 1 Nlepo,a) + 1 opo,a
ile tamimlanir. Peetre K —foksiyoneli ise

K(fi0)= int {IF =l + ol } (3.54)

ile tanimlanmaktadir. Burada f € C'[0, A] ise (lsir% K (f;9) =0 dir.
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Teorem 3.5.2 f € C'[0, A] ve L,, (3.2.1) ile tamml operatér olmak iizere

1n (F) = Fllopp,a) < 2K (f50n)

dir. Burada K (f;J,), Peetre K —fonksiyoneli ve

o () () (2 5]

dir.

Ispat: Bir f fonksiyonunun = = z, noktasmndaki Taylor acilim

— f® (o K
Fay =S L0 g

k!
k=0

dir. g € C?[0, A] olsun. Bu durumda g fonksiyonunun s = z noktasindaki Taylor

acilim

dir. Bu esitligin her iki yanina L, operatorii uygulanir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
1
(Lo (g:2) = g (2)] < [Ln (s = 252)[ 19| + 5 [ La (5 = ©)*;2)| 9| (3.5.5)

elde edilir. g € C? 0, A] oldugundan ii¢ ve daha yiiksek basamaktan tiirevleri sifirdir.

0 < s<1
= 0<1-5<1
0 < z<1
= 0<1—-z<1
saglandigindan
s x s—x > | |
- = sS—x
l—-s 1-=x (1—s)(1—z)| —
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oldugu dikkate alinirsa

| Ln (5 = z;7)]

< Ly(ls—z|;7)
S Ln i - x ;L
1—s 1—2z
1 ad Ak.n T Clon (1) i
= —_ n x
by (x5 1) by l-u &

elde edilir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa

|L, (s —x;2)] <

(3.5.6)
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bulunur. Diger taraftan

L, ((s— )% z)

IN

(3.5.7)

2
x 0, x

-1 rn
)(1—30) +bnl—gc

elde edilir. (3.5.5) esitsizliginde (3.5.6) ve (3.5.7) esitsizlikleri kullanilir ve de her iki

yann [0, A] {tizerinden maksimumu alimirsa

1
”Ln<9)_9”c[0,A} < 2

H9H02[0,A}

©n

A 2 bn+1
(=) (i )+

b, Hg””c[o,A}

olur. Diger taraftan

L (f;2) = f (2)]

2

IN

IN

(1:)2(1)2:1 _1)

e, [ A
T, <1—A>

L (f;2) = L (9;2) + Ly (g 7)
—g(x)+g (@) - f(z)|

Lo (f52) = Lo (g;2)| + | f (2) — g (2)]
+ Ly (g52) — g (2)]

Lo ([f (s) =g (s);2) +|f () — g (2)|

+|Ln (g;7) — g (v)]
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dir. Bu esitsizligin her iki yanminin [0, A] iizerinden maksimumu alinirsa

IN

L (fia) = £ < Lo (a1 ()~ 9 ()i )
+ max |1 () g (0)

z€(0,4]

+ max |L, (g:2) — g ()

[ Ln (f;2) — f (33)||C[0,A} < |If- gHC’[O,A] n (L) +|If - gHC[O,A]
+ Ly (g:2) — g (m)HC[O,A]
| Ln (f;7) — f (x)HC[O,A] < 2ff - g“C[O,A]

+[[Ln (95%) — 9 (@)l 0.4

olur. (3.5.8) esitsizligi bu son egitsizlikte yerine yazilirsa

||9||C20A
| Ln (f;2) — f(x)HC[O,A} < 2 [”f_g”C[O,A] T 4[ }

(20" (52 - 1) + 5 (2]
O
= 2|17 = dlogg + F lllrga|  359)

elde edilir. Burada

o () () (2 5]

dir. (3.5.9) un her iki yaninin g € C? [0, A] {izerinden infimumu alimirsa

IN

. On
| Ln (f;2) — f(m)HC[O,A} 2 inf {Hf gHCOA] + HQHC2[0A]}

geC2[0,A]

= 2K (f;0n)

bulunur. Bu ise istenilendir.
Simdi ise L, (f) nin f e yaklagma hizim modifiye Lipschitz simifindan olan fonksi-

yonlar yardimiyla inceleyelim.
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Burada modifiye Lipschitz sinifi Lin v (@) ile gosterilir ve agagidaki gibi tanimlanir.

a
S X

1—s 1—2z

|f(8)—f(:v)|§M’ (z,s€[0,A], 0< A<1)  (3.5.10)

Burada

M>0, 0<a<1 vefeC|0,A4]

dir.
f € Lipy (@) = f € Lipa (a)

dir. Bundan dolay1
Lipy (o) C Lipy (@)

oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.5.3 L, (3.2.1) ile tanimh operator ve Vf € Li;)M (a) olsun. O taktirde;
1L (F) = Flloo,a < MK,

dir. Burada K; ve 0, Teorem 3.5.1 de tanmimlandig gibidir.

Ispat: f € Li;)M (a) ve 0 < @ < 1 dir. L, nin lineerlik ve monotonluk 6zelliklerinden

dolay1
ntfio) = o)l £ LnlF @) - ali)
~ ha(wit) Z‘f akjk—:b > f (@)| Ci () 2"
M = Qk.n x .
= hn(a:;t)kzzo ?_1_3:‘ Cim (t) @

2

elde edilir. Bu egitligin her iki yanina p = — ve ¢ = 5 olmak tizere
a

—

St < (X @) (3 007)’ (é%:)
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Holder egitsizligi uygulanirsa

N agn v | Cn () 2"\ ? [ Cr (1) 2* =
Lo (f32) = f(2)] < M; b, 1—=x ( hn(Ez:,)t) ) ( hn((x,)t) )
1 = A, x ’ %
= M hn(a:,t),;(f_l—:B) Ckn(t)x]

bulunur. Burada

o) 2
Ay (z31) Z (“ x) Chom () 2"
n 7 kZO

dir. (3.5.3) den dolay1

sup A, (2;t) < K162
z€[0,A]

oldugu dikkate alimirsa (3.5.11) esitsizligi

[N]le)

= ol
o)
Q

| Ln (f;2) — f (x)“C[o,A] <M (Kl(si) MK

sekline doniisiir. Bu ise ispati tamamlar.

3.6 L, Operatoriiniin r—inci Basamaktan Genellestirilmesi

"1
LI (f Akn __ kn ~C, (£) 2"
" (f’ , ((Lkn+b . akm—I—bn 1! ", ( )I
(3.6.1)
fecllo, A, (r=0,1,2,..) ven € N olmak iizere (3.6.1) ile tanimlanan operatore

L,, operatoriiniin r-inci basamaktan genellestirilmes: denir.

Eger (3.6.1) de r = 0 alimirsa bu operator (3.2.1) ile tamumlanan operatére doniisiir.

Teorem 3.6.1 L] (3.6.1) ile tammmlanan operator, Yf € CUI1[0, A] ve f)
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Lipy () ise, o taktirde

a MB(a,r)
a+r (r—1)!

| LY (f;2) —

oo < [ Lo (Is =25 0) |y (36:2)

dir. Burada B (o, r) Beta fonksiyonu ve r,n € N dir.

Ispat: (3.6.1) den

f ()~ LI (f:2) Ly

Chom (1) 2F (3.6.3)

yazilabilir. Taylor integral formiiliinden

rL 0 (g .
f@) = Zf kf Lo~ a)

‘/ )T (ot 2 (2 - @) = f ()] dz

. ag
dir. Burada o = ——% —
(0773 + O

ak n QAk.n ‘ 1
B N
Ak, Ao + b Qg + b ) !
(x — a’“—”b) 1
. Qk.n + bp, r—1 (r) [ Ak,n
B (T - 1)‘ /(1 B t) |:f <ak’”+b” +i <x N ak,7z+b”>>

0

10 ()| at (3.6.4)

bulunur. f € Lipy (o) oldugundan

O T O U T NI (O I L0
’f (a,c,mtbn+ <x ak7n+bn)) / <ak7n+bn

aliirsa
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(0779 Qe m Ak.n
< M|————+t|lz— : — :
o Qk.n + bn * (x Ak.n + bn> Ak.n + bn
Ak “
= Mt*|x — —2 3.6.5
’ Q.n + bn ( )
yazilablir. (3.6.5) esitsizligi (3.6.4) de yerine konursa ve Beta fonksiyonunun
1
/Uf¢flﬁﬁ = B(l+a,r)
0
a
= B .6.
P (cr,7) (3.6.6)
tanimi kullanilirsa bulunur. Diger taraftan
T 7 r+a
_ O G N U R __ Okn
f (x) ; f (ak,n + bn) 7! (1; Q.n + bn) (x Ak.n + bn
M
x—— % p (a, )
(r—D'a+r

oldugu gozoniine alinir ve her iki yanin mutlak degeri alinirsa

Zf(z _ Okn 1 Y ' M a (o)
akn+b Ak + by, (r—)a+r ’
a-+r
x |z — aka’f’" ~| (367

olur. (3.6.3) ve (3.6.7) egitlikleri birlikte diigiiniiliirse

. 1 - M @
|f () = LI (f;2)] < mZ(ﬁ—B(O@T)

k=0

r+o
Qk.n k
— Cim (t
T ak,n+bn > g (>x
. a MB(a,r)
”Mﬂﬁﬂﬁ_f@%%mm atr (r—1)!

elde edilir. Bu ise istenilendir.
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Simdi
g(s)=|s—a" (3.6.8)
olmak iizere g € C'[0, A] olsun. Bu durumda s = z alinwrsa g () = 0 olur. Teorem

8.6.1 in ifadesinde f) € Lipy, (a) ve Vf € CI0, A] igin

lim HLK] (f,:L’) - f ($)||C[07A] =0

n—oo

dir. ¢ € Lipar (o) ise Teorem 8.5.1, Teorem 3.5.2 ve Teorem 3.6.1 den dolay:

asagidaki sonuglar elde edilebilir.

Sonug 3.6.1 ) € Lipy (a) deki Vf € CI0, A] igin

M Qo

—Oias (o, 7) (1 + Kl) w (g, 6n)

L3 () = f (@)l o <

dir. K ve 6, Teorem 3.5.1 de ve g ise (3.6.8) de tanimlandiklar1 gibidirler.

Sonug 3.6.2 f() € Lipy (o) deki Vf € O [0, A] igin

MA"  «
(r—=D'a+r

125 (F52) — £ @)l < B(a,r) KFo

dir. Ky ve 0, Teorem 3.5.1 de tanimlandig gibidir.

0, ifadesi Teorem 38.5.1, Sonu¢ 3.5.1 ve Sonu¢ 3.5.2 deki ile aym oldugundan
bu sonuglarda gecerli olmaktadir. Bu yiizden son iki sonug {Lm (f ,x)} oper-
ator dizisinin sirasiyla siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan olan fonksiyonlar

yardimiyla yakinsama hizim1 vermektedir.

3.7 L, Operatoriiniin Diferensiyel Denklemlere Uygulanmasi

s
1-s
iceren Riccati diferensiyel denklemi verilecektir.

Bu kisimda ¢ncelikle genel ¢oziimii L, (( ) ;x) , (¥ =10,1,2) nin ifadesini
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Y1, Yo, Y3 gibi ti¢ 6zel ¢coziimii bilinen Riccati diferensiyel denkleminin genel ¢oziimiiniin

(y — 1) (Y3 — 12)
(y — v2) (y3 — 1)

=c (c sabit) (3.7.1)

oldugu bilinmektedir.

yo (2) = L, ((1;)%1?“") . r=1,2,3)

olmak tizere Riccati denkleminin genel ¢oziimii agagidaki teoremle verilebilir.

Teorem 3.7.1

Y+ ()Y + g () y + 71, (2) =0

Riccati diferensiyel denklemi olmak iizere, bu denklem

(v~ L (1:2) (Ln ((1_)> - ((+=) x)) )
RSy (0 oy

gibi bir ¢oziime sahiptir. Burada ¢ bir sabit p,, ¢, ve r, ise

Pn (ZE) =

1 ©, 20,11 bn12
2 2 3 T 4 /
(1—z) b,(1—2) b,(1—-2) b, (1—2x)

2 2
r O, _ x _ bpi1x
(1—x b, (1 — 1) (1—£E> b, (1 —x)°

3

pat’ PnT
b2 (1 —x) - by (1 —z)?
2b 10,2 paz’ by 12t
R(1-27° R(1-2)° by(l—z)
byt 20,4 10,1" b2, x°
- 2a-2' 2a —x>5)
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Son + 2S0n+1x . gpn‘r2
2 3 1
1—9(: by(1—2)" b, (1—2)" b,(1—2x)
2x? 2b, 4123 N 20, 410,13 b2, xt ) /
1—3:) by (1—2)® B2(1—2)° 2(1-—2)°

+
W z \’ B bpg12?
1— 1—55) 1—x by (1 —2)?
+

2 Spnxi'i
b2( )2+b (1—2)?
2bn+190nx3 @img bn+1374
R(1-2° R1-2° b(l-2)
b2 2t 20,410, b2, ab
21—t -2 R’ —x>5)

bn+1x2 Spn‘rQ SOEL‘TQ

bo(1—2)' by (1—2) B2(1—2)
2bp12”®  2buap, 70 b2, at ) /
bo(1—2) B(1-2) B1-2)

_.I_
2 2
L 2 x by
<l—x by (1 —2) (1—m> by (1 —2)°
+

pnz P’
2 (1—2) " by (1 —2)?
2bp 19,2 Qpix?’ by 12"
R(1-2° R1-2° by(l-2)
b2, 2t 20,410, 1" b2, a°
R(1-2" R1l-2° (1 —x)5>

seklindedir. Bu katsayilar biligisayarda Matematica programi ile hesaplanmigtir.

Simdi asagidaki operatorii gozoniine alalim.

o0

L (fiz) = Zf(mz;) o (1) 2F (3.7.2)

n 7 k) 0

(3.2.1) ile tammmlanan L, (f;z) operatoriinde a, , = k alindiginda (3.7.2) ile tanim-

lanan L7 (f;x) operatorii elde edilir.
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Teorem 3.7.2 {h,, (x,t)} dogurucu fonksiyon dizisi

O a2, 1)) = Ko () o (2.) (3.7.3)

ozelligine sahip olsun. Va € [0, A] ve f € H, ise bu taktirde,

0
JJ%LZ (f;2) = —aK, (x) Ly, (f;2) + b Ly, (fg; @) (3.7.4)

dir. Burada g (s) = % (Vs € [0, A)) ile tanimh bir fonksiyon ve K, (z) herhangi
-

bir fonksiyon dizisidir.

Ispat: (3.7.2) nin her iki yammin 2’e gore tiirevi alinirsa

d .y, _ 2 {h, (z,t)}
5ol (fiw) = 8(h Z ( " )ok,n(t)xk

k=0

k k
olur. Bu egitligin her iki yam z ile c¢arpilr, b =9 ( 0 > ve (3.7.3) egitligi
kullanilirsa
0 K, (1) k &
—L (f; = — E Crn (t
T or n f37) hy (2,1) kof(k—i-b) e (£) @

() () et

= —xK, (z) Ly, (f;2) + b L, (fg; 7)

elde edilir ki bu ise ispat1 tamamlar.
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4. DOGURUCU FONKSIiYONLARIN BELIRLi SINIFINI iCEREN
POZITIiF OPERATORLER

Bu boliimde dogurucu fonksiyon iceren lineer pozitif operatorler dizisinin genel hali
verilmigtir. Bu operatorlerin yaklagim 6zellikleri Korovkin teoremi yardimiyla ve-
rilmistir. Bu operatorlerin yakinsama hiz siireklilik modiilii, Peetre K —fonksiyoneli
ve Lipschitz simnifindan olan fonksiyonlar yardimiyla hesaplanmigtir. Ayrica bu o-
peratorlerin r—inci basamaktan genellestirilmesi verilmigtir. Son olarakta bu ope-

ratorlerin diferensiyel denklemlere uygulanmas: iizerinde durulmustur (Dogru et al 2004).
4.1 Giris

z €[0,1) ve t € (—o0,0] olmak tizere

o0

1 v n .
Lolf) = iy 2 (i) i s (4.L1)

seklinde tamimlanan L,, (f) operatériinii g6z oniine alalim. Burada {F,, (z;t)}

neN
F, (z;t) = > CM (t)a" (4.1.2)
v=0

seklinde taniml olup, {C’l(,”) (t)} fonksiyon dizisi i¢in dogurucu fonksiyondur ve
vENg

Vt € (—00,0] icin CI” () > 0 dir. Asagidaki sartlar saglansim.

1° Foa(zt)=p(x)F, (z;t), p(z) < M < o0, z € ]0,1)
20 AtCTY (1) = a, (v) C, (t) —vC (1), A€ [0,a], v € Z igin CV () = 0

v—1
3° max{v,n} <a, () <a,(v+1)

Uyar: 4.1.1 (4.1.1) ile tammh L,, operatorii asagidaki baz1 6zel segimler altinda

¢ok iyi bilinen bazi operatorlere doniismektedir.

an (V) =v+n, C™ () =LM(t) ve F, (z;t) = (1 —x)" "exp ( b )
T
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(Lq(,n) (t) Laguerre polinomudur) secilirse, Cheney ve Sharma tarafindan verilen

P = (= e (155) o7 () 60 (0

v=0
elde edilir. Burada

tx
r—1

(1—z)" "exp < ) = Z LM (t) 2
v=0
olup, (1 — :L')fn*l exp (;Txl), L (t) ile tamimlanan Laguerre polinomlarimin dogu-
rucu fonksiyonudur.
Bir 6nceki sartlarda a, (v) = v+ n + 1 alimir ve diger sartlar ayni sekilde alimrsa

(4.1.1) operatorii Khan (1989) tarafindan verilen

) =(1—2)""ex b N S (O NP
Zu(fi) = (1= 0y e (12 ) Y 7 (o ) H0 )

v=0

operatorii elde edilir.

L) =3 (1) e

oldugundan ¢ = 0 alinirsa

0 n+k)! 0
La(0) = (-1) (n—E))!(kj)LO)!()!t 0
LIk (0) = (n+k)!

) (n)! (k)!
n +
- ()

oldugu goriiliir. O halde P, (f;z) de t = 0 alinirsa

M, (f;z) = (1 —fﬁ)nHif <Uin> <n;rv>xv

v=0

bulunur. Bu ise Cheney and Sharma (1964) tarafindan verilen Bernstein kuvvet

serisidir.
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Benzer diigiinceyle Z,, (f;z) de t = 0 alinirsa

=00 2 (i) (111

v=0

bulunur. Bu ise Meyer-Konig ve Zeller (1960) tarafindan verilen MKZ operatoriidiir.
E, (z;t) = €™, a, (v) =nve C™ (1) = —

segilmesiyle (4.1.1) operatorii

S, (fim) ey p (2) ek

vl

operatoriine doniigiir. Bu ise Szasz tarafindan 1950 yilinda verilmig Szasz-Mirakyan

operatoriidiir.

B (w38) = "%, q, (1) = b (n) ve O (1) = L)

v vl

secilmesiyle ise

Sn (f32) = eh(mmgf (hq()n)) (h (7:))' x)”

operatoriine doniigiir. Bu operator ise Dogru (2002b) tarafindan verilmistir.
4.2 L, Operatoriiniin Yaklasim Ozellikleri

r € [0,1),t € (—00,0] ve b € (0,1) olsun. L, operatoriiniin yakinsakligi igin

asagidaki teoremi verelim.

t

Teorem 4.2.1 f, [0,b] de siirekli, 1] — 0 ise L, (f;x) operatorii f (z) fonksiyonu
n

[0, 0] araliginda diizgiin yakinsaktir.

Ispat: Bu teoremi ispatlamak icin Kesim 2.5 de verilen Korovkin teoreminin sart-

larinin saglandigimi gostermek yeterlidir. Bunun icin 6énce L, operatoriiniin lineer
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pozitif bir operatér oldugunu ispatlayalim. (4.1.1) ile tamimh L,, operatoriinde f

yerine af + bg alinir ve gerekli iglemler yapilirsa

L, (af + bg; x)

1 > . v ™) () 2
e 2 O ) (5 ) 0

v=0

[ () e () e 0
-+ ; v

a

S

oy (t)a*

I
aLy (f;7) +bLy, (g;7)

(5 t)
1

F, (w3t)

; 1
n (5

elde edilir. Bu ise L,, operatoriiniin lineer oldugunu gosterir.

re(0,1), C(t)>0

(t € (—00,0]) ve F, (z;t) = f: C™ (t) z¥

oldugundan F), (x;t) > 0 dir. Bunlar (4.1.1) de birlikte diigiiniiliirse f > 0 igin

L, (f;z) > 0 oldugu goriiliir. Bu ise L,, operatériiniin pozitif oldugunu gosterir.

(4.1.1) de f (s) = 1 almur ve (4.1.2) dikkate alinirsa

L, (1§ l’) =

1 oo
PNSRIGES
v=0

F, ()
F,(z;t) "
= L,(Liz)=1

elde edilir. §imdi de (4.1.1) de f (s) = s alahm. 2—inci zellik ve (4.1.2) kullanilirsa

Ly, (S§$)

i 2 () CL () = 4 ()
r [ A e )
Fn(a:,t);{cv_l &) - 0 Cot (t)} (4.2.1)
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elde edilir.

Atz 1
C(n-i—l) Hal <0
P 2 a@rn s DS

oldugundan
X S (n) v—1
Ly (s;x) > E —
(8 (E) Fn(x,t) U_lov 1()$

- r N () (£ 1
Fn(x;t);c“ )

= x
= L,(s;z) >« (4.2.2)
elde edilir.
1 1
3—iincii ozellik kullanirsa, — > ———— dir. Sonug olarak (4.2.1) den
n " a,(v+1)

1 W e AL SO (1)
L,(s;x) = Fo (o D) ch—l (t)x Fy (1:0) ; a, (v)

[e%9) C£n+1) (t) v
Fo(x3t) = an (v+1)

IA

F, (z;t) n
Atl‘p (IE) 1 Oo (n+1) v
= zr— x
n Fn—i—l(ajvt); ! ()
At
_ o, Atap(a)
n
bulunur. Yani
At
L,(s;z) <z — zp (2)
n
dir. Son esitsizlik ve (4.2.2) den ise
A
x < L,(s;x) §:C—M
n
A
0 < Ly(ssz)—x< _ Atap(x)
n
Atzp (x)

= |Ln(s;2) —z| < - (4.2.3)
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bulunur. Her iki tarafin x € [0, 8] tizerinden maksimumu alimirsa

alt| bM

[ Ln (s 2) _$||0[0,b] < n

elde edilir. Buradan da [0,b] de
L,(s;z) = x

oldugu goriiliir.

Son olarak (4.1.1) de f (s) = s* alinirsa

b (0) = i 3 () e o

v=1

elde edilir. 2—inci ozellik iki kez kullamlirsa

(-1CM @) G A

an (0) a, (V) (an (v))?

<an (v—1)C™, () — AtC™tV t))

) an (V)
t (n+1)
——vC,
EAOTE
Ca =1 ACTEY (1)
B Aan (U) Qn (U)
t
— UC("J[U
(an (U))2 v— (t)

olur. Boylece
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v=2
A 1 (n+1) v
+ |5t D mmCoss (D2
v=2
1 (n) v
+ Fp(x5t) Z an (V) Coi(t)z
v=1
v n+1 v
+ w2 G Or; (4.2.5)
v=1
olarak elde edilir. 3—iincii 6zellikten dolay1 da
v+1 2§v—|—1§£§1
(an (v+1)) n? n* = n
bulunur. (4.2.5) de ki dort ayr1 pargayi, ayr1 ayri hesaplayalim. (4.1.2) den
Y — v nt1) ]t| = v+1 1
Cor )z’ < Oyt () 2®
F, (z;t) ; (an () Uz% (an (v + 1))
p (fv) S
< ——2 __qg|t|z) Y ()Y
< e
t
_ altlzp() (4.2.6)
n
. 1 1 y N
elde edilir. Benzer olarak ———— < — oldugu ve (4.1.2) gdz niine alinirsa
a, (V+2) " n

At X1 alt| r? & 1
g Y ) av| < E O+ () v
F, ;1) 2 07 S planapry  OF

alt|x? &
< O(n+1) ) ¥
— nFE,(x;t) Z S
2
< a’t‘x p( Zc(n+1
- n n+1 J,’ t
_ alt|a?p(x) (4.2.7)
n
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1 1
elde edilir. Yine benzer olarak —— < — oldugu ve (4.1.2) birlikte dikkate
ap,(v+1) — n

alinirsa

) () g z ) ()
B ) 2 an (o) ot O] S Fn(a:'t)vzan(v—i—l) o)

x 1 =
~ nF,(x;t) Z e
v=0
x
= — 4.2.8
: (128
elde edilir. Son olarak a, (v —1) < a, (v) oldugundan
L s @@= Voo 02 < 25 0, (00— a2
F, (z;t) ap (v) VTP — F,(x;t) v2
v=2 v=2
= 2*—2*=0 (4.2.9)
bulunur. Diger taraftan
s?=(s—x+x)°=(s—x) +2s — 2?
esitligi kullanilirsa
L, (s*2) —a2® =L, ((s — )% x) 4+ 2zL, ((s — x);2)
yazilabilir. (4.2.2) egitsizliginden ve L,, operatoriiniin pozitifliginden
L, (52;:6) —22>0
dir. Sonug olarak (4.2.6), (4.2.7), (4.2.8) ve (4.2.9) dan
2. 5 alt|bM  alt|b®M b
HLn (s%2) -2 HC[O,b] = n + n + n
1
= —(b+alt|bM (1+0b)) (4.2.10)
n
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yazilabilir. Teoremin hipotezinden dolay1
L, (52; fL‘) = 72
elde edilir. Bunlar ise Korovkin teoreminin sartlarinin saglandigini gosterir.

4.3 L, Operatoriiniin Yakinsama Hizi

Bu boliimde L, (f) operatorlerinin f ye yakinsama hiz siireklilik modiilii, Lipschitz

sinifindan olan fonksiyonlar ve Peetre K —fonksiyoneli yardimiyla hesaplanacaktir.

Teorem 4.3.1 L, operatorii (4.1.1) seklinde tamimh ve Vf € C'[0, b] ise
|Z (F32) = £ @)l cpo < (1+V3B) w(f:6,)

dir. Burada

1
6 = NG B = max {b,bMat| ,b>Ma|t|}

ve w (f;0,), f fonksiyonunun siireklilik modiilii olup (2.3.1) de tamimlandig1 gibidir.

Ispat: f € C'[0,b] olsun. L, operatdriiniin lineerlik ve monotonluk 6zelliklerinden

dolay1

| Ln (f;2) = f ()]

VAN
h
3
=
©
|
N— KH
=
» ==
&

IN
h

3

TN

S

>
=2

3

I
&
=
[«
2
h
3
+ A~




bulunur. Cauchy-Schwarz esitsizliginden
e @yav O (1) av
Fo(z;t) V F, (w3)
LN 2 ()
< |t 2 (w —2) ¢ O
v=0

|

v

a, (v) 7

>

v=0

N

N|=

= () = £ @ w0 {14 - (a0

yazilabilir. Burada

r;t) = L N LA : ™) (1) 2¥
A, (1) Fn(x;t)vz<an(v) ) c™ (1) (4.3.1)

olup yukaridaki egitsizligin her iki yaminin x € [0, ] iizerinden supremumu alinirsa

D=

sup |Ly, (f;2) — f(z)| Sw(f;6n) 14+ ( sup A, (x;t))

z€[0,b] n \ z€[0,b]

\_/
N|=
—
=
w
[\
N—

1
= Lo (fs2) = f (@) lcpy < @ (f300) 14 = (Sl[lopb} Ay (z31)
n ze|0,

olur. Vz € [0, b] i¢in (4.3.2) esitligi

(
= L, (%) — 2zL, (s;z) + 2°L, (1; ) + 2° — 27
Ln (

s x) —a® — 2z (L, (s;2) — 2)

IN

}Ln (5% 2) — 2?| + 2z |L, (s;x) — x
sekline doniigiir. (4.2.4) ve (4.2.10) esitsizlikleri dikkate alinirsa

sup A, (z;t) < ||Ln (s%2) —

+ 20| Ly (5;2) — 2l cpoy
z€[0,b]

@’ Hc[o,b]

2a |t| ¥* M
+ -

1
< —(b t|bM (1+b
~(b+alt|bM (148) + =]
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1
=~ (b-+alt|bM (1+30))

< 3B§ (4.3.3)

bulunur. Burada

1
On = NG ve B = max {b,bMat| ,b*Ma t|}

dir. (4.3.3) esitsizligi (4.3.2) de yerine konursa

1L (F52) = F (@)l cpoy < w(f;én){1+%\/335i}

= w(f;5n){1—|—\/3_3}

bulunur ki bu ise istenilendir.
Simdi de L, (f) in f e yaklagma hizim1 Peetre K-fonksiyoneli yardimiyla hesapla-
yalim. f, f’, f” fonksiyonlar1 C'[0,b] de olsun. C? [0, b] uzaymdaki norm

”ch2[0,(;] = Hf”c[o,b] + HfIHc[o,b} + Hf”Hc[o,b}

olarak tanimlamigtir. Peetre K-fonksiyoneli ise

K(£.6.)= it {If = glleos + 0n lollcx

ile tanimlanmaktadir.

Teorem 4.3.2 L,, operatorii (4.1.1) ile tanimlanan operator ve f € C [0, b] ise

[n (f52) = F (@)oo < 2K (f,0n)

dir. Burada

 b+alt|bM (3 + 3b)

On
4n

dir ve n — oo i¢in 4,, — 0 dir.
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Ispat: g € C? [0,0] olsun. Taylor agihmindan g (s) fonksiyonu s = z noktasinda

Taylor serisine agilirsa

1) =90+ 7 =)+ 57 (s 40
=99 —g@) =T (s -0+ T (o

elde edilir. Her iki yana L,, operatorii uygulanirsa

= [Ln (g;2) — g ()] = g (@)] | Ln ((s — 2) ;2) + % 9" (@)l [ L ((s = 2)* ;7))

(4.3.4)
bulunur. (4.2.4) den
. bMa |t|
|Ln(3—$,l‘>| S n
olur ve
‘Ln ((S — ;)’;)271’)} — |Ln <S2 — 2rs + I2 . 21;2 + 23:271:)‘

|Ly (s° — 2% x) — 22L, (s — z;2)|

< Lo (s%2) = 2®| + 2b| L (5;2) — 2
1 2a |t| bB°M
< E(b+a\t]bM(1+b))+L
1
= —(b+alt|bM (1+3b))
elde edilir. (4.3.4) den
alt|bM 1
||Ln (g;l‘) -9 (l‘>||0[0,b} < ’ L ||g’||c[07b] —+ % (b + a |t| bM (1 + 3b)) ||g”||c[(),b}
1
< o (b alt{ oM (34 3b)) llgllczpy (4.3.5)

elde edilir. Diger taraftan, L,, lineer operatér oldugundan

L (f;2) = f(2)| = |Ln (f;2) = L (g52) + Ly (g52) — g (x) + g () — f (2)]
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< Lo (f —g;2)| + g (%) — f ()] + |Ln (g5 7) — g ()]

(4.3.6)

bulunur. (4.3.6) nin her iki tarafin [0, b] iizerinden maksimumu almir ve L, (1;z) = 1

oldugu kullanilirsa

N

[ Ln (f;2) = f(@)lcpy < N = 9llcpon Ln (12) + [1F = gl
+ 1L (9:2) — 9 (@)l cpo
= 2/f = gl + 1 Ln (g:2) = 9 (@)l oo
(4.3.7)

yazilabilir. Burada

L@l < Lallf Gl < Lo (max 1 ()] i0)
< max [f (s)| Ln (1;)
= Wl

oldugu kullamlmigtir. Simdi (4.3.7) de (4.3.5) kullanilirsa

1

L (f52) = f @)y < 2 [I1f = 9llopy + in

(b+a|t|bM (3 4 3b)) ||9||c2[0,b]
(4.3.8)

b+ a|t|bM (3 + 3b)
4dn

yazilabilir. 4, = segilirse ve g € C?[0,0] tizerinden her iki

tarafin infimumu alinirsa

[Ln (f52) = f (@)l cpop < 2K (S 0n)

bulunur ki bu ise ispat1 tamamlar.
Simdi L, lineer pozitif operatoriiniin yakinsama hizi Lipy, (o) (0 < o < 1) Lipschitz

smift anlaminda verilsin. Lipy, (o) smifina ait f € C'[0, b] fonksiyonu

[f () = f (@) < Mt —=[", (t,z€0,b]) (4.3.9)
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esitsizligini saglar.
Teorem 4.3.3 Vf € Lipy («) igin

Lo (f52) = f (@)l e < M (3B)% 65

dir. Burada B ve d,,, Teorem 4.3.1 de tanimlandig: gibidir.

Ispat: f € Lipy (o) ve 0 < a < 1 olsun. (4.3.9) ve L, operatoriiniin lineerlik ve

monotonluk 6zellikleri kullanmlirsa

1Ly (f;2) = f(2)] < Lo(If (s) = f(2)]; )
M v ey e
= Fn(x;t)vzzo a, (v) G (1)

olmak {tizere Holder esitsizligi uygulanirsa

(e ) (W
F, (x;t) F, (z;t)

1 o'} v . 2 ) i
F, (gj; t) 2% (an (’U) ) Cy (t) ]
= M (A, (z;1))

2
olur.p:aveq:z_a

v

an () "

L (fiz) = f ()] < MY

< M

v <

(4.3.10)

elde edilir. Burada A, (z;t), (4.3.1) deki gibidir. (4.3.3) ile (4.3.10) kullanilirsa

1L (fi2) = f (@)lleoy < M (3B8%)%
— M (3B)26°

sonucu elde edilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.
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4.4 L, Operatoriiniin r—inci Basamaktan Genellestirilmesi

iif(i) (anqzv)) (x_;"%) o (1)« (4.4.1)

v=0 =0

1
LU (f ) =
feCm0,b], (r=0,1,2,...) ve n € N olmak iizere (4.4.1) ile tamimlanan operatore
L,, operatoriiniin r—inci basamaktan genellestirilmesi denir.

Eger (4.4.1) de r = 0 alinirsa bu operator (4.1.1) ile tanimlanan operatore doner.

Teorem 4.4.1 L, (4.4.1) ile tamimlanan operator, () € Lipy () ve V.f € C™[0,b]

ise, o taktirde

B(o,7)||Ln (Js — 2|*™"; 2) 4.4.2)

M «
HLQ} (f;z) — f(x)HC[O,b] = (r Hc[o,b] (

—D0a+r

dir. Burada B («,r) Beta fonksiyonu ve r,n € N dir.

Ispat: (4.4.1) den

F@-L i) = =3 1 - 50 () = a0) | oo

yazilabilir. Taylor integral formiiliinden

L ON r—a) / 1
P = T - S [V [ a2 - ) - 10 (@) s

=
(4.4.4)
dir. Burada a = ﬁ alirsa
f (@) - ;O & <@|()> (”’" - afEU))Z
- fa o (o (o= ) - ()
0 (4.4.5)



bulunur. f) € Lipy (o) oldugundan

‘f awram) (())‘

) )
el anqzv) (4.4.6)

yazilabilir. (4.4.6) esitsizligi (4.4.5) de yerine yazilir ve Beta fonksiyonunun tanimi

kullanilirsa )

/ (1— ) D gedr =

0

elde edilir. (4.4.6) ve (4.4.5) esitlikleri, (4.4.4) de kullanilirsa

B
a+r (o, 7)

r f9 (a ?v)) v\ M a v |0
- M7/ - < B -

/(@) ; il <‘7” an(@) S G- Dlat @

(4.4.7)
bulunur. Bu son esitsizlik (4.4.3) de gozoniine alimirsa

@=L (Fa)] < e B Y-~ ep g

no - (r—=D!a+r CE, (23t) an, (V) v

M Q
= Y Bla,r) L (|s — x*t
(T—l)!a+T (Oéﬂ“) (|S CL’| ,ZE)

elde edilir. Bu son ifadede her iki tarafin énce mutlak degeri alinir sonra ise [0, b]

tizerinden maksimumu alinirsa

M
= | LY (f;2) - f(l‘)Hc[o,b] < ( “ B (e, ) || Lo (s = 5’3|a+r;$>HC[07b]

r—a+r

bulunur. Bu ise istenilendir.
Simdi

g(s)=|s—a* (4.4.8)
olmak iizere g € C'[0,b] olsun. ¢ (z) = 0 oldugundan Teorem 4.2.1 den L, (f;x)

operatorii f (z) fonksiyonuna diizgiin yakinsadig1 i¢in L,, (g; z) operatorii ise g (x) e

o7



diizgiin yakinsar. O taktirde

71113)10 L (95 2) [l oo = 0

olur. Teorem 4.4.1 den f) € Lipy () deki Vf € CT[0,b] icin

. . M «
lim HL%] (f;z)—f (@HC[OJ}] < Ma——H“B (a,7) | Ln, (9§$)||C[0,b] =0

n—oo

bulunur. Teorem 4.3.1 ve Teorem 4.3.3 de M = b" oldugu diisiiniiliir ve g €
Lipy () dikkate almirsa Teorem 4.4.1 in sonucu olarak agagidaki sonuglar ve-

rilebilir.

Sonug 4.4.1 f() € Lipy (o) ve f € CI'[0,b] ise, o taktirde

M «

HLL:} (f,l') — f (x>HC[0,b] < WOC—-FTB (Oz,?“) <1 + \/3_3) w (g;5n)

dir. Burada d,,, Teorem 4.3.1 de ve g ise (4.4.8) de tanimlandiklar gibidirler.

Ispat: g (z) = 0 oldugu icin

[Ln (g (s);2)] < Ln(lg(s) —g(2)];2)

< L, (w<g;5n> (1+%) ;x)

|s—a:|.

= W(g; (571) Ln (1 + 5—,$>

N

yazilabilir. Teorem 4.3.1 deki ile ayni iglemler yapilarak

1Ln (g (s) ;) cpoer = N (g(s) =9 (x);2)ll oy
< (1 + \/3_B> w (g;0n)

bulunur. Bu son egitsizlik (4.4.2) de yazilirsa

r M o
HLL} (f,l‘) - f(x)Hc[O,b] < ma—_‘_r

B(a,r) (1 + \/3_3) w (: 60)
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olur.

Sonug 4.4.2 f) € Lipy (o) ve f € C"[0,1] ise, o taktirde

Mb" «Q

mOz—HB (a,7) (3B)2 5°

HLQ] (fsz)—f (x)HC[O,b] <

dir. Burada 6,,, Teorem 4.3.1 de tanimlandig1 gibidir.

Ispat: Benzer sekilde g () = 0 oldugundan

L (g (s);2)] < Ln (lg (s) — g ()] 5 )

yazilabilir. Geriye kalan iglemler i¢in Teorem 4.3.3 deki islemlerin aynisi uygulanirsa
[ Ln (g (s) §$)||c[o,b} < M (3B)2 4,

olarak bulunur. Bu son esitsizlik (4.4.2) de yerine yazilirsa

T M a s (07
| LY (f;2) — F@lcpy < mmB(aar)M(3B)2 O
Mb" «

B (o, 1) (3B)% 6°

IN

(r—0a+r

olur.
Bu iki sonug {L[ﬁ (f; x)} dizisinin yakinsaklik hizini sirasiyla, siireklilik modiilii ve

Lipschitz siifinin elemanlar1 yardimiyla vermektedir.

4.5 L, Operatoriiniin Diferensiyel Denklemlere Uygulanmasi

1 = v
L (f;z) = ™ (t) 2¥ 45.1
L0 = (i) o 00 (45.0)
operatorii verilsin. Burada b,, < b, dir.
(4.1.1) ile tammlanan L, (f;x) operatoriinde a, (v) = v + b, alindiginda L (f;x)

operatorii elde edilir.
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Bu kesimde L} operatoriiniin diferensiyel denklemlere uygulanmasi tizerinde duru-

lacaktir.

Teorem 4.5.1. {F, (z;t)} dogurucu fonksiyon dizisi

O {F 1)) = Ko (2) B (a:1) (45.2)

ozelligine sahip olsun. Vx € [0,b] ve f € C'[0,b] ise bu taktirde,

P (fr0) =~k () L (F30) + BT (fg;2) (45.3)

dir. Burada g (s) =

ile tanimli bir fonksiyon ve K, (x) herhangi bir fonksiyon

dizisidir.

Ispat: (4.5.1) in her iki yaninin z’e gore tiirevi alinirsa

d -2 =
azin i) F2a;t ;f(v-i-b) (t)e
Z f > C () va™!
v=0
olur. Burada v
v vtb, U
g v+ bn 1 — v bn
v+ b,
oldugu ve (4.5.2) esitligi kullanilirsa
d —2K,, () v
— L (f:p) = "\ () (4) ¥
) = e S () o e

yazilabilir. (4.5.1) kullanilirsa

d

v L (fi2) = —aKa (2) L, (fi2) + buLs, (fg3 2)
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elde edilir ki bu ise ispat1 tamamlar.

Uyar: 4.5.1 (4.5.3), L (f;x) igin bir diferensiyel denklem degildir. Daha ¢ok bir

fonksiyonel diferensiyel denklemdir.

61



5. KATLI DOGURUCU FONKSiYON ICEREN iKi DEGISKENLI
MKZ OPERATORLERININ GENELLESTIRILMESI

Bu kisimda Volkov tipli teorem yardimiyla katli dogurucu fonksiyon igeren iki degiskenli
MKZ operatorlerinin yaklagim ozellikleri incelenecektir. Bu opartorlerin yakin-
sama hizlar siireklilik modiilii ve modifiye Lipschitz simmifindan olan fonksiyonlar
yardimiyla hesaplanacaktir. Son kisimda bu operatoriin kismi diferensiyel denklem-

lere uygulanmasi iizerinde durulacaktir (T'asdelen and Erencin 2007).
5.1 Giris

[0, 1] arahig1 {izerinde tanimh bir fonksiyon f olmak iizere sirasiyla Meyer-Kénig and
Zeller (1960) tarafindan tanimlanan MKZ operatorii ve Cheney and Sharma (1964)
tarafindan tanimlanan Bernstein kuvvet serisi agagidaki gibidir.
- k n+k
M, (f:z) = (1 —z)"! - k 1.1
do == () (M) s

k=0

M (fra) = (1— 2y if (=) (") (512)

k=0

Son zamanlarda bu operatorlerle ilgili bazi genellegtirmeler Gupta, Dogru, Abel,
Agratini ve lvan tarafindan verilmistir. Dogru (1998) MKZ operatériinii igeren
genellestirilmis lineer pozitif operator dizisini tanimlamigtir ve bu operatoriin bazi
yaklagim 6zelliklerini vermistir. Agratini (2001), Dogrunun yaptig1 ¢alismada bulu-
nan diziyi iceren bagka bir genellestirilmis lineer pozitif operator dizisi tanimlamigtir.

Bu kisimda dogurucu fonksiyon igeren

oo oo

L (f32,y) =

QAkn Clym o .
" (s, t)x
wn,m (:B,y, S, t) —0 1—0 <ak7n + bn’ Clom + dm) k1l ( ) ) Yy
(5.1.3)

seklinde tanmmmlanan L, ,, (f;z,y) iki degiskenli lineer pozitif operator dizisi ele ali-
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nacaktir. Burada

Ak.n Clom
: Ave0 : <B; ABe(0,1
o akn"_bn o e Cl,m_l'dm ( )
dir. Ayrica
Vo (@9, 5,8) = Y Y T (s,) by
k=0 1=0
ve

dir. Burada {¢,,, (z,y,s,t)} men fonksiyonuna, {lem (s,t)} fonksiyonu igin

n, k,l€Ng
bir dogurucu fonksiyon denir.
Kabul edelim ki agagidaki sartlar saglansin.
Loty (@,y,8,8) = (1= 2) by (2,98, 1)
2 ak+17nFZﬂ’l (s,t) = anZjl’m (s,t)
3. Uhiin = pps1 + Py [P0 < i <00 veag, =0
4

b
b, — 00, Z+1—>1vebn7é0 (Vn € N)

wn,m (.73, Y, 5, t) = (1 - y) wn,m—&—l (Iv Y5, t)

crrml i (5:8) = dl37" (s,)

Cl4+1,m = Cim+1 + ¢m7 |¢m| <my < oo ve Co,m = 0

d
dpm — 00, :;Jrlﬁlvedmgéo (Vm € N)

m

© N oo o

Uyar 5.1.1 (5.1.3) ile tamimh L, ,, operatorii baz 6zel se¢imler altinda agagidaki

operatorlere doniismektedir.

Durum 1 Eger;

a) Uy (2,9, 8,1) = hy (2,) by (y, 5)
b) T30 (s,1) = Crn (t) Crm (5)

alinirsa (5.1.3) ile tamimh L,, ,,, operatorii, (3.2.1) ile verilen operatoriin iki degiskenli

bir genislemesi olur. Ayrica
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c) flx,y)=fi(z)f2(y)

aliirsa

L (f;2,y) = Lo (f1;2) Lin (f2,9)

bulunur.

Durum 2 Eger;

k\ (1
wn,m (x>y787t) = (1 _:U)—n—l (1_y)_m_1, PZ:lm <5>t) - <n—li?_ )( +m)’

m

gy = Kk, bp=n+1 ¢p=10ved,=m+1

segilirse Durum1 in bir sonucu olarak (5.1.3) ile verilen operator, iki degiskenli MKZ

operatoriine doner.

Durum 3 Eger, (c) deki 6zel durum almir ve ¢, ,, (,y,s,t), )" (5,1), agn, by ve

¢im Durum 2 deki gibi segilir ve de d,,, = m alimirsa

Lo (fi2,y) = My, (fi52) My, (f239)

elde edilir. Buradan goriildiigii gibi Ly, ., (f;2,y) operatorii (5.1.1) ve (5.1.2) de

tanimlanan operatorlerin ¢arpimi geklindedir.
5.2 L, ,, Operatoriiniin Yaklagim Ozellikleri

Bu boliimde

fo(u,0) = 1, fi(u,v) =

f3(u,v) = <1uu)2+(1v:)2 (5.2.1)
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test fonksiyonlar1 yardimiyla L, ,,, operatoriiniin yaklagim o6zellikleri incelenecektir.

Qk.n Clom
= — Ve = —""—
Qk.n + bn Cl,m + dm
alimirsa
u Ak v Clom
_ ve _

olup paydalari sirasiyla k ve [ den bagimsiz olurlar.
[0, A] x [0, B] = I? ve H,, (I?*) gergel degerli fonksiyon uzay1 olmak iizere f € C (I?)

olsun.

2 2\ 3
u v _ x Y _ u T i vy
’<1—u’1—v) (1—x’1—y>‘ ((1—u 1—3:) (1—1} 1—y))

olmak {izere, § > 0 icin iki degiskenli f fonksiyonunun siireklilik modiilii

w (f,8) =sup {|f (u,v) = £ (z,9)| : (u,0), (2,y) € I*,|(u,v) — (z,y)| < 0}

dir. Burada

f () — f (2.9) Sw(f,

(%’1:;) - (1;%)‘) (5.2.2)

dir. Siireklilik modiiliiniin bilinen 6zelliklerinden

(1)  w(/f,d), negatif olmayan artan

() limw(f,0)=0
dir. Ayrica V (u,v) € I? igin

)~ Pyl < (I 0) ()
= (£l - @)

< (10l

J
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ozelligi kullanilirsa

Pl = Flol <wiro) (14105800 g

saglanir.

(z,y) € I? olmak iizere L, (f (u,v);x,y) lineer pozitif operatorii Ly, ., (f;x,y) ile
gosterilecektir.

Iki degiskenli lineer pozitif operatorler icin Korovkin teoreminin bir genellestirilmesi
Korovkin (1960) tarafindan ve Volkov (1957) tarafindan verilmistir. H, (I*) den
C (I?) ye tammbh (5.2.1) deki gibi tanimh iki degiskenli L, ,,, (f;x,y) operatoriiniin

yaklagim 6zellikleri Volkov tipli bir teorem ile verilecektir.

Teorem 5.2.1 H, (I?) den C (I?) ye tammmh A, , lineer pozitif operator dizileri

asagidaki sartlar1 saglasin.

lim A (fi;2,y) — fi (x, y)||c(12) =0 (1=0,1,2,3) (5.2.4)

n,1Mm—00

Bu taktirde Vf € H, (I?) i¢in

lim ||An,m (f;xay) _f<x7y)||o(]2) =0

n,m—00

dir. Burada fo, f1, fo ve f5 (5.2.1) de tammlandiklar1 gibidirler. Ayrica ||.[|¢ (2 ,

C (I?) uzaymdaki supremum normunu belirtmektedir.

Ispat: f € H, (I?) olsun. H,, (I?) nin tammndaki (ii) 6zelligi kullanilirsa

2 2\ 2
(<1gu_1fx) +<1ﬁv—%)> <dicin |f (u,v) — f(z,y)| <e

yazilabilir. Burada

(u,v),(z,y) € I* ve f € 0(12)
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oldugundan bir M sabiti vardir. Bu durumda

| (u,0) = f (2, 9)] <[f (wo)| +[f (2, 9)] < M+ M =2M

yazilabilir. Ayrica

oldugunda

dir. Buradan

|f(u,v)_f(xay)|<2;\24 [<1ﬁu_1f:p)2+<1iv_%)2]

yazilabilir. O halde V (u,v), (x,y) € I? ve f € C (I?) igin

1 (wv) — f (2,y)] < e+ 2 [( £t )2+( c —Lﬂ (5.2.5)

52 l—u 1—=2 1—v 1—y

yazilabilir. A, ,, operatdriiniin lineerlik ve pozitiflik 6zellikleri ve de (5.2.5) esitsizligi

kullanilirsa

|An,m (fa z, y) —f (:E,y)|
= |Apm (f (u,v) = f(2,y) + f(2,9);2,9) — [ (2,y)]
Apn (f (u,0) = f(2,9);52,9) — f(2,9) (Anm (fo; 7, 9) — fo (7,9))

< JAwm (f (wsv) = f(zy) sz 9)| + | f (@ 9) [(Anm (fos 2, y) — fo (2,9))]
2M u z \’ v y \’

+1F (@ ) (Anm (fos 2, 9) = fo (2,9))]

2M 2x
? [An,m (f3a$ay> - 1_

- EAn,m (f()?xay) + xAn,m (fbx?y)
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2
—|—< T )An,m(f()vxay)

1—2z

1
+1f @) Ann (fos2,9) = fo (z,9))]

= ¢[Apm (fo;z,y) — fo(z,y)] +¢

+¥{[An,m(f%x»y)_f?’(x’y)H( . )2
y

—H n,m (f%xuy) + <Ty> ,m (fo,x;y>

1—2z

)2 ~ 2 A (i) - fi (o)
)

1= ) Fam (foiz,y) = fol(z.9)]
- (1 ’ ) ¥ (ﬁ) Anon (Fos 2,9) = fo (2, )
i (%) n (lfI)Q 2 (A (i) = o (2,0)]

+ <q } + M| Ap o (fo; 2,9) — fo(z,9)]

< (o [5) () ])
X |Apm (fo;2,y) — fo (x,9)]
2 M (i) — i (@ 9)] e
12__yy25_]\f [ A (fo32,y) — f2 (2,9)]
+25_]‘f A (f532,9) — f5 (2, )]
< e+ <6+M+ 25—]\24) | Anm (fo; 2, y) — fo (2, y)]|
+45—A24 | A (fr52,9) — fi (2,9)]
+45_]‘f A (f2:2,9) = fa (2, )|
oM

—|—7 ‘An,m (f37 iU,y) o f3 (l‘,y)‘

elde edilir. Elde edilen son esitsizlikte her iki yanin (x,y) € I? tizerinden supremumu

alinir ve (5.2.4) ile verilen sartlar goz oniine alinirsa istenilen elde edilir.
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Teorem 5.2.2 L, ,,, (5.1.4) ile tamimh operator ve Vf € H, (I?) ise o taktirde

m | Ly (f;2,9) = f(@,9) o2y =0

n,Mm—00

dir.
Ispat: Bu teoremi ispatlamak icin f € H,, (I?) olmak iizere

lim |[Lnm (fisz,y) — fi (x,y)“c(p) =0 (1=0,1,2,3) (5.2.6)

n,Mm—00

oldugunu gostermek yeterlidir. Burada fy, f1, fo ve f3 fonksiyonlar1 (5.2.1) de tanim-
landiklar gibidirler. L, ,, operatoriiniin (5.1.3) ile verilen ifadesinde f (u,v) = fo

alinirsa

Lym (fo;z,y) = %m(x e ZZF (s,t)zfyl =1 (5.2.7)

k=0 =0

elde edilir. §imdi L,, ., operatoriiniin (5.1.3) ile verilen ifadesinde f (u,v) = f; alir

ve 1—inci—3—iincii 6zellikler goz oniinde tutulursa

1 Ak.n n.m
Ln,m(fl;xay) = Zzb_’rk:l (S7t)xkyl

77 k=0 1=0
l’ o oo
= ZZI‘ZJIFlm (s,1) 2"y
q/)nm (:E,y,s,t) k=0 1=0
oo o

= (5.2.8)

bulunur. Benzer sekilde L,, ,,, operatoriiniin (5.1.3) ile verilen ifadesinde f (u,v) = f2
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alir, 5—inci ve 7—inci ozellikler dikkate alinirsa

Ln,m (f2) x, y)

olur. Son olarak L, ,, operatoriiniin (5.1.3) ile verilen ifadesinde f (u,v) =

1 N — Clym n,m k,l
: >3- Sery (s )ty
wn,m (x7 Y, s, t) k=0 1=0 dm
_ i 1 iicl Fn,m (S t) xkyl
— mt gl )
dm 77071,171 (xﬂ Y, S, t) k=0 I=1
Y 1 — k,
T e
m n,m ’y7 ) k}ZO l:O
_ ) iirn,m+l( k1
= wl (s, t) vy
wn m (:L‘7 Y, s, t) k=0 1=0
Y — n,m+1 k,l
= o (s, t) 2%y
(1= ) Vi1 (2,9, 5,1) %; .
_ %y (5.2.9)

f3 alimir

ve 1—inci—8—inci ozellikler goz oniinde tutulursa

Ln,m (f?n X, y)

1 (e olNe ) Qo 2 CLm 2 l
wn,m<x7yasat)kzz[);[< bn) +<dm) k,l (5 ) Yy
1 0o oo ak_,n zrn,m( t) ko1
(0 (xygt)zz b k1 (S,0)x%y
’ —1 = n
o o0 2
Clym n,m el
+¢ (:Byst ZZ d_> e (s,t) 2%y
’ —0 =1 m
o o0 2
J; Ak41,n n,m k1
Y, (fyst)zz( b ) e (s,t) 2"y
’ —0 =0 n
) oo o0 CH.Lm QFn’m t l
+¢ (xyst)zz d k7l+1(8, )(L’y
’ —0 =0 m
7F 5 t
Yy * X ¢
Lrlim pn,meL k,l
3 F’ t
+¢n,m($,y,s,t)k;; 4, K (s,t)z"y
x 1 oo 00
7 n Fn+1m ,t k1
bnwnm(x,y,s,t)ggak +1 (s,1) 2™y
Son x © > et lm L
rn —_—) ,
e G eyan) 2 2 T 0y



ZZCI m+1sz ) l

mwnmwy,st par vy

Cb Yy - — n,m+1 k1
+— o (s, t) 2™y
m wnm (I' y? S t) k l k:’l

2 [ee) o0
P T
Zzak+1n+lrk+1l (s,t) 2ty + =2 b1z
—0 1

oo oo

y Om Y

2 1 o0 o0 . . N
= ZXﬁﬂwZ@mW+ﬁ
s, t b

c~|ae

n Vnom xy,st
2

+

-y

8

S

S8

m (1 - y)2wn,m+2 (xaya S, ) ke

1—=x

2 b
n (1 —ZC) z/}n—i-2,m (xaya ) ) k=0 1=0 w1l —

1 - - n,m ¢m
+2 ; Z Z A1y (s, t) 2y + 1
0 1=0 m

Yy
I—y

b v \', e,z d vy O\, b Y
Lym (f3;z,y) = ”“( ) + I + ’"“( ) +m_Z (5.2.10)

b, 1 —=x dw \1—1y dm 11—y

elde edilir. (5.2.7), (5.2.8), (5.2.9) ve (5.2.10) esitliklerinden (5.2.6) kosullarinin
gerceklendigi goriiliir. Bu kosullar ise Teorem 5.2.1 in hipotezlerini verir. Bu ise

ispat1 tamamlar.
5.3 L, ,, Operatoriiniin Yakinsama Hizi

Bu boliimde Ly, ,,, (f; x,y) operatoriiniin f (z,y) ye yakinsama hiz, stireklilik modiilii

ve modifiye Lipschitz sinifindan olan fonksiyonlar yardimiyla verilecektir.
Teorem 5.3.1 L, ,,, (5.1.4) ile tamimh operator ve Vf € H, (I?) ise o taktirde

1L (Fi.9) = £ @) ooy < (14 VE) w0 (F )

dir. Burada

A B A\ B\’
K_maks{l—A’l—B’(l—A> ’(1—B> }

1

brt1 2 dmt1 [0) 2
6nm — A& —2 m
<m+m+¢n T

ve
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dir.

Ispat: L, ,, operatoriiniin lineerlik ve monotonluk dzelliklerinden ve de (5.2.3) esit-

sizliginden

Lo (f;2,9) = [ (2,9)] = |Lom (f (w,0) = f(2,9)52,9)|
< Lopw (If (w,0) = f(z,9)];7,9)

1 N Qk.n Clm
g : B ZE’
wn,m (ﬂi,y,s,t) kz:;lz:; f (ak,n +bn Clym "‘dm) f( y)'
X" (s,) 2y

<f7 nm) - 1 Akn X ?
Yy (2, y,st)zgzénm (( by, _1—35)

. yo\?2 3
+ <% — —) e (s,1) e

IN

w<f75nm> — n,m k1l
o (s, t) ™y
wn,m ($,y,8,t) k—OlZ(; o
(

_ w(f, 5nm) 1 e <ak,n o T )2
5nm wn,m (.Z', y,s, t) k=0 (=0 bn L—z

2\ 2
+ <Z£_L) ) FZ:lm (Sat) mkyl +w(f75nm)

L—y
bulunur. Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa

) W(faénm) i i
|Ln7m (f7$7y) _f(xay” S 6nm [w (33 Y, s, t ZZ << IE)

2
Clm Yy n,m
(o))

—|-Cd(f, 5nm)




elde edilir. Teorem 5.2.2 kullanmilirsa

|Ln7m (fiz,y) = fz,y)] <

Zl—yc+ b, \1—=x dm 1 —1y

6nm
+dm+1 Ly 2_ . 2_ Ly 2

dm \1—y 1—=x 1—y
w(f, 6nm) & x + bn+1 . 1 x 2

Onm b, 1 —=x b, 1—=xz

G Y - v \|°

Fm 1 _J
a1y T\ -y

+w (f, 6nm)
bulunur. Her iki yanin V (z,y) € I? i¢in supremumu alinir ve

P A B AN ( B\
-y T a1-p\1—4) '\1-B

anrl 90 dm+1 ¢ 2
Opm = I —24 Im
m <m+m+%l i

w(f75nm) lgpn X bn+1 ( xr )2+¢_mL

1
2

+w (fa 5nm)

ve de

=

olduklar: dikkate alinirsa

L Fie) = iy < (14 5 (VR )0 (£:00m)
_ (1+\/E>w(f,5nm>

elde edilir. Bu ise istenilendir.

Simdi ise L,, ,, lineer pozitif operatoriiniin yakinsama hizi, 0 < o < 1 i¢in modifiye
Lipschitz simifindan olan fonksiyonlar yardimiyla verilecektir. Bu simif L;p v (@) ile
gosterilecektir. Iki degiskenli fonksiyonlar icin modifiye Lipschitz smifinm tanimi
Altin et al (2005) tarafindan agagidaki sekilde verilmistir.

O<a<l1lve L;pM(a) ise

If(u,v)—f(:c,y)\SMKL v >_( x L)

l1—u' 1-w l—a2'1—y

a

(5.3.1)
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dir. Burada
(z,y), (u,v) € I*, M >0ve f € C’(IZ)

dir.
Teorem 5.3.2 L, ,,, (5.1.4) ile tanimh operator ve Vf € L;pM (o) ise

||Ln,m (f)xay) - f(xvy)HC([Q) S MK%(sgm

dir. Burada K ve 0,,,, Teorem 5.53.1 de tamimlandiklar1 gibidirler.

Ispat: f ¢ LN@'pM () olsun. Ly, ,, nin lineerlik ve monotonluk &zelliklerinden ve de

(5.3.1) esitsizliginden

| L (f52,9) — f (2,9)] | L (f (u,0) — f(2,9) 52,9

L (1f (u,0) = f(z,9)];7,v)

U v x Y “
an M 9 - ) 3 Ly
’ < (1—u1—v) (1—95 1—y) xy>
M Z‘” ZOO {(ak >2 . 2}‘5
— mo_ T +< mo_ Y )
bn 1—x dm 1—
,lvz)n,m (Iaywsat) k=0 k=0 Y
XFZT (s,1) 2"y

IN

IN

2
elde edilir. p = — ve ¢ = 5 olmak {izere yukaridaki esitsizlikte Holder esitsizligi
a —«

kullanilirsa

bulunur. Teorem 5.2.2 kullanmilirsa

|L"’m(f?“fvy)—f(w,y)|§M[ﬁ i +(bn+l_1>< x )2

b, 1 —x
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O Y A1 y \’|°
rm -1 7
+dm1—y+ A 1—y

elde edilir. Her iki yanin (z,y) € I? igin supremumu alimir ve K ve 0,,,, Teorem

5.8.1 de tamimlandig1 gibi segilirse

o2
2

= MK?246%
bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

5.4 L, ,, Operatoriiniin Kismi Diferensiyel Denklemlere Uygulanmasi

1 g k l
L* : = — " (s 1) 2R (5401
wm (f52,9) wn,m($>y75;t);;f(k—i-bn’l—i-dm) w5827y (54.0)

operatoriinii goz oniine alahm. (5.1.4) ile tamimlanan L, ,,, operatoriinde ay,, = k

ve ¢, = | alindiginda Ly, operatorii elde edilir.

Teorem 5.4.1 ¢, . (z,y,s,t) dogurucu fonksiyon dizisi

% (wn,m (iL’, Y 8 t)) = Kn (IL’) wn,m (KE, Y, s, t) (542)
)
oy (Y (@9, 8,)) = Hyn (y) Yy (2,9, 5, 1) (5.4.3)

ozelliklerine sahip olsun. V (x,y) € I? ve f € H, (I?) ise bu taktirde,

T a Yy a a Yy
b Or FE L* 3 = - _Kn _Hm L* y L,
+Ly . (fg;7,y)
dir. Burada g (u,v) = 1 . + 1 7 ve K, (x) ve H,, (y) herhangi iki fonksiyon
—u —v
dizileridir.
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ispat: (5.4.1) in her iki yanimin z’e gore kismi tiirevi alinirsa

S l n,m k 1
Zf<k+b l—l—d >Fk,l (S7t)$y

0 k=0

LT A0 YR

ox w m (T,y,8,1) .

I‘”m ) k k—1_1
+77Z)n,m(x7y73at)k Zf(/{j—f—b l+d ) (87 ) X Yy

0 k=0

dir. Her iki taraf b£ ile carpilirsa ve (5.4.2) esitligi kullanilhirsa

n

x 0 _, T
oLy (fioy) = =K (@) Ly (fr2,0)
b, O )
— T (6 1) 2!
+wn,m($7y>s7t);;b f(k'+b l+dm) k,l (87 )I’y

(5.4.4)

bulunur. Simdi benzer olarak (5.4.1) in her iki yaninin y’ye gore kismi tiirevi alinir

ve (5.4.3) esitligi kullanilirsa

g _, .
a—me(faJ:ay) = —Hm(y)Ln’m(f’gj’y)
Y
- Fn,m t k;l l—l
+wn,m(x7y7$>t);;f(k’+bn7l+dm) k.l (S’ )CE )
olur. Her iki taraf di ile carpilirsa
0 g (fiay) =~ Ha () L, (i)
dmay n,m Y dm m \Y n,m L, Y
o oo / l
- ]__‘"7m t k 1
+¢ (x Y, s,t) Zozodmf<k;+b l+dm> i (s, 0) 2"y

(5.4.5)

elde edilir. (5.4.4) ve (5.4.5) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa ve de

LA k [
b, . ) I\k+b,l+d,
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oldugu dikkate alinirsa

r 0 oy 0 ., . _ (= Y * :
(E%—F%@_y) Ln,m(fﬂ'ray) - (b Kn(x)+dem<y)) Ln,m(f’x’y)
[
1/1 my,st%%( (k+b l—i—dm)

_ ( LH, (y)) Ly, (fi2.9)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

&.|@

m (fg52,y)
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