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Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. 
 
Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır.  
 
İkinci bölümde, lineer pozitif operatörlerle ilgili genel bilgiler verilmiştir. 
 
Üçüncü bölümde; Meyer-König ve Zeller operatörü ve genelleştirilmesi ile ilgili bilgiler 
verildikten sonra, bu operatörün yaklaşım özellikleri, r-inci genelleşmesi ve diferensiyel 
denklemlere uygulanması üzerinde durulacaktır. 
 
Dördüncü bölümde; doğurucu fonksiyonların belirli sınıfını içeren pozitif operatörlere 
yer verilmiştir. Bölümün ileriki kısımlarında operatörlerin yaklaşım özellikleri, r-inci 
genelleşmesi ve diferensiyel denklemlere uygulanması özelliklerine değinilmiştir. 
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

An (f ;x) n 2 N olmak üzere bir operatör dizisi

Bn (f ;x) Bernstein polinom dizisi

Mn (f ;x) Meyer-König ve Zeller operatör dizisi

C [a; b] [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve sürekli tüm reel de¼gerli fonksiyonlar¬n uzay¬

C2 [a; b] g; g0; g00 2 C [a; b] olan fonksiyon uzay¬

(fn) n 2 N olmak üzere bir fonksiyon dizisi

fn (x)) f (x) (fn) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna düzgün yak¬nsamas¬

! (f; �) f fonksiyonunun süreklilik modülü

kfkC[a;b] x 2 [a; b] için kfkC[a;b] = max
a�x�b

jf (x)j ile tan¬mlanan norm

kgkC2[a;b] kgkC2[a;b] = kgkC[a;b] + kg0kC[a;b] + kg00kC[a;b] ile tan¬mlanan norm

K (f; �) f fonksiyonunun Peetre K�fonksiyoneli

LipM (�) Lipschitz s¬n¬f¬
s

LipM (�) Modi�ye Lipschitz s¬n¬f¬

B (�; r) Beta fonksiyonu
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1. G·IR·IŞ

Bu tezde öncelikle lineer pozitif operatörler tan¬t¬lacak ve sa¼glad¬¼g¬temel özellikler

incelenecektir. Ayr¬ca daha sonraki bölümlerde kullan¬lacak olan baz¬temel tan¬mlar

verilecek ve lineer pozitif operatörlerin önemine de¼ginilecektir. Süreklilik modülünün

tan¬m¬verilecek ve özellikleri ispatlanacakt¬r. Bernstein�¬n Weierstrass problemi için

verdi¼gi teorem ve Korovkin teoremi ifade ve ispat edilecektir.

Sonra ise do¼gurucu fonksiyon içeren tek ve iki de¼gi̧skenli genelleştirilmi̧s lineer po-

zitif operatörler tan¬t¬lacak ve bunlar¬n yak¬nsama h¬zlar¬ süreklilik modülü, Pee-

tre K-fonksiyoneli ve modi�ye Lipschitz s¬n¬f¬ndan olan fonksiyonlar yard¬m¬yla he-

saplanacakt¬r. Ayr¬ca bu operatörlerin r�inci basamaktan genelleşmeleri verilecek

ve bu genelleşmi̧s operatöründe yak¬nsama h¬z¬, süreklilik modülü ve modi�ye Lip-

schitz s¬n¬f¬ndan olan fonksiyonlar yard¬m¬yla hesaplanacakt¬r. Daha sonra bu ope-

ratörlerin diferensiyel denklemlere ve kismi türevli denklemlere uygulanmas¬konusu

üzerinde durulacakt¬r.
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2. L·INEER POZ·IT·IF OPERATÖRLER

2.1 Lineer Pozitif Operatörlerin Tan¬m¬

Tan¬m 2.1.1 X ve Y iki fonksiyon uzay¬olsun. E¼ger X den al¬nan herhangi bir

f fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu kaŗs¬l¬k getiren bir L kural¬varsa buna X

uzay¬nda bir operatördür denir ve L(f ;x) = g(x) biçiminde gösterilir.

Burada L(f ;x) = L(f(t);x) olmak üzere L operatörü f fonksiyonunun ba¼gl¬oldu¼gu

t de¼gi̧skenine göre uygulanmaktad¬r. Sonuç ise x de¼gi̧skenine ba¼gl¬bir fonksiyondur.

Bundan dolay¬x de¼gi̧skeni L i̧sleminde sabit gibidir ve L(f(x);x) = f(x)L(1; x)

yaz¬labilir.

X uzay¬lineer bir uzay oldu¼gunda lineer operatörün tan¬m¬yap¬labilir.

Tan¬m 2.1.2 X ve Y fonksiyon uzaylar¬olmak üzere,

L : X ! Y

şeklindeki L operatörünü gözönüne alal¬m. E¼ger 8 f; g 2 X ve 8 �; � 2 R için

L(�f + �g;x) = �L(f ;x) + �L(g;x)

koşulu sa¼glan¬yorsa o taktirde L operatörüne lineer operatör denir.

Tan¬m 2.1.3 E¼ger bir L operatörü pozitif de¼gerli fonksiyonu yine pozitif de¼gerli bir

fonksiyona dönüştürüyor ise yani, f bir fonksiyon ve L bir operatör olmak üzere

f � 0 iken L(f ;x) � 0

oluyor ise L operatörüne pozitif operatör denir.

Hem lineerlik hem de poziti�ik şart¬n¬ sa¼glayan operatöre lineer pozitif operatör

denir.
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Uyar¬2.1.1 f � 0 iken L(f ;x) � 0 gerçeklenir mi?

Kabul edelim ki f � 0 olsun.Bu durumda

�f � 0

elde edilir. L operatörü pozitif oldu¼gundan

L(�f ;x) � 0

bulunur. L operatörünün lineerlik özelli¼gi kullan¬l¬rsa

�L(f ;x) � 0) L(f ;x) � 0

elde edilir. Yani istenilen özelli¼gin gerçeklendi¼gi görülmüş olur.

2.2 Lineer Pozitif Operatörlerin Özellikleri

Lemma 2.2.1 Lineer pozitif operatörler monoton artand¬r.Yani;

f � g ) L(f) � L(g)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat: Kabul edelim ki f � g olsun. Bu durumda g � f � 0 olaca¼g¬ndan ve L

operatörü pozitif oldu¼gundan

L(g � f) � 0 (2.2.1)

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan L operatörü lineer oldu¼gundan

L(g � f) = L(g)� L(f)

3



elde edilir. Bunun (1:2:1) de kullan¬lmas¬yla

L(g � f) = L(g)� L(f) � 0) L(f) � L(g)

bulunur.

Lemma 2.2.2 L bir lineer pozitif operatör ise o taktirde;

jL(f)j � L(jf j)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat: Key� bir f fonksiyonu için

� jf j � f � jf j (2.2.2)

dir. L operatörünün lineerli¼ginden, monoton artanl¬¼g¬ndan ve de (1:2:2) den

�L(jf j) � L(f) � L(jf j) (2.2.3)

yaz¬labilir. Bu ise

jL(f)j � L(jf j)

oldu¼gunu gösterir.

Tan¬m 2.2.1 n 2 N olmak üzere fn (x)�e bir fonksiyon dizisi denir ve (fn) ile

gösterilir.

Tan¬m 2.2.2 n 2 N olmak üzere Ln (f ;x)�e bir operatör dizisi denir ve (Ln) ile

gösterilir.

Tan¬m 2.2.3 Kapal¬bir [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli ve reel de¼gerli fonksiyonlardan
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oluşan kümeye C [a; b] fonksiyon uzay¬denir. Bu uzaydaki norm,

kf (x)kC[a;b] = max
a�x�b

jf (x)j

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada

1: 8f , g 2 C [a; b] için f + g 2 C [a; b]

2: 8f , g 2 C [a; b] için f + g = g + f

3: 8f , g , h 2 C [a; b] için (f + g) + h = f + (g + h)

4: 8f 2 C [a; b] için 9� vard¬r ki f + � = � + f = f

5: 8f 2 C [a; b] için 9f 0 vard¬r ki f + f 0 = f 0 + f = �

6: 8f 2 C [a; b] ve � 2 C için �f 2 C [a; b]

7: 8f 2 C [a; b] ve � , � 2 C için (��) f = � (�f)

8: 8f 2 C [a; b] için 1:f = f

9: 8f 2 C [a; b] ve � , � 2 C için (�+ �) f = �f + �f

10: 8f , g 2 C [a; b] ve � 2 C için � (f + g) = �f + �g

11: 8f 2 C [a; b] için kfk � 0

12: 8f 2 C [a; b] için kfk = 0 () f = 0

13: 8f 2 C [a; b] ve � 2 C için k�fk = j�j kfk

14: 8f , g 2 C [a; b] için kf + gk � kfk+ kgk
koşullar¬sa¼gland¬¼g¬ndan C [a; b] Lineer Normlu Uzayd¬r.

Tan¬m 2.2.4 Bir (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonunaC [a; b] normunda düzgün

yak¬nsak olmas¬8x 2 [a; b] için

lim
n!1

kfn (x)� f (x)kC[a;b] = 0

olmas¬d¬r. Daha aç¬k olarak ise

lim
n!1

max
a�x�b

jfn (x)� f (x)j = 0

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬demektir.

Düzgün yak¬nsama fn (x)� f (x) şeklinde gösterilir.

5



2.3 Süreklilik Modülü

f 2 C [a; b] olsun. 8� > 0 için

! (f ; �) = sup
x;t2[a;b]
jt�xj��

jf (t)� f (x)j (2.3.1)

ile tan¬mlanan ! (f ; �) ifadesine f fonksiyonunun süreklilik modülü denir.

Lemma 2.3.1 Süreklilik modülü aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar.

(i) : ! (f ; �) � 0

(ii) : �1 � �2 ise ! (f ; �1) � ! (f ; �2)

(iii) : m 2 N için ! (f ;m�) � m ! (f ; �)

(iv) : � 2 R+ için ! (f ;��) � (1 + �)! (f ; �)

(v) : lim
�!0

! (f ; �) = 0

(vi) : jf (t)� f (x)j � ! (f ; jt� xj)

(vii) : jf (t)� f (x)j �
�
1 + jt�xj

�

�
! (f ; �)

·Ispat:

(i) :Tan¬m gere¼gince, süreklilik modülü mutlak de¼gerin supremumu oldu¼gundan ispat

aç¬kt¬r.

(ii) : �1 � �2 için jt� xj � �2 bölgesinin jt� xj � �1 bölgesinden daha büyük oldu¼gu

aç¬kt¬r. Bölge büyüdükçe al¬nan supremumda büyüyece¼ginden ispat tamamlan¬r.

(iii) : Süreklilik modülünün tan¬m¬ndan dolay¬

! (f ;m�) = sup
x;t2[a;b]
jt�xj�m�

jf (t)� f (x)j

yaz¬labilir.

jt� xj � m� ) x�m� � t � x+m�

6



olup, t = x+mh seçilmesiyle

x�m� � x+mh � x+m�

) �m� � mh � m�

) �� � h � �

) jhj � �

ve

! (f ;m�) = sup
x;t2[a;b]
jhj��

jf (x+mh)� f (x)j

şeklinde yaz¬labilir. Di¼ger yandan

sup
x;t2[a;b]
jhj��

jf (x+mh)� f (x)j = sup
x;t2[a;b]
jhj��

�����
m�1X
k=0

[f (x+ (k + 1)h)� f (x+ kh)]

�����
olup, sa¼g tarafa üçgen eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

sup
x;t2[a;b]
jhj��

jf (x+mh)� f (x)j �
m�1X
k=0

sup
x;t2[a;b]
jhj��

jf (x+ (k + 1)h)� f (x+ kh)j

� ! (f ; �) + :::+ ! (f ; �)

= m ! (f ; �)

elde edilir.

(iv) : � 2 R+ say¬s¬n¬n tam k¬sm¬[j�j] ile gösterilirse bu durumda

[j�j] < � < [j�j] + 1

eşitsizli¼ginin geçerli oldu¼gu aç¬kt¬r. Şimdi bu eşitsizlikten ve (ii) de ispatlanan

! (f ; �) n¬n azalmayan fonksiyon olmas¬n¬kullanarak

! (f ;��) � ! (f ; ([j�j] + 1) �)

7



eşitsizli¼gi yaz¬labilir. [j�j] pozitif bir tamsay¬ oldu¼gundan üstteki eşitsizli¼gin sa¼g

taraf¬na (iii) özelli¼gi uygulanabilir. Bu durumda

! (f ; ([j�j] + 1) �) � ([j�j] + 1) ! (f ; �)

eşitsizli¼gi elde edilir. Ayr¬ca 8 � 2 R+ için

[j�j] + 1 � �+ 1

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

! (f ; ([j�j] + 1) �) � (�+ 1) ! (f ; �)

olur. Sonuç olarak

! (f ;��) � (�+ 1)! (f ; �)

elde edilir ki, bu ise ispat¬tamamlar.

(v) : jt� xj � � eşitsizli¼gindeki � ! 0 olmas¬t! x olmas¬anlam¬na gelir. f fonksi-

yonu sürekli oldu¼gundan, süreklilik tan¬m¬na göre t ! x için jf (t)� f (x)j ! 0

oldu¼gundan ispat aç¬kt¬r.

(vi) : ! (f ; �) ifadesinde � = jt� xj seçilirse

! (f ; jt� xj) = sup
x2[a;b]

jf (t)� f (x)j

elde edilir. O halde jf (t)� f (x)j lerin supremumu ! (f ; jt� xj) olaca¼g¬ndan, jf (t)� f (x)j

ifadesi ! (f ; jt� xj) den küçük kalacakt¬r. Bu ise istenilendir.

(vii) : (vi) özelli¼ginden

jf (t)� f (x)j � ! (f ; jt� xj) = !

�
f ;
jt� xj
�

�

�

8



yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte (iv) özelli¼gi kullan¬l¬rsa

jf (t)� f (x)j �
�
jt� xj
�

+ 1

�
! (f ; �)

bulunur ki bu ise ispat¬tamamlar.

2.4 Lineer Pozitif Operatörlerin Önemi

Ça¼gdaş fonksiyonel analiz ve fonksiyonlar teorisinde yer alan lineer pozitif operatör-

lerle yaklaş¬m konusu son elli y¬l içinde ortaya ç¬km¬̧s bir araşt¬rma alan¬d¬r.

Alman Matematikçi Weierstrasse 1895 y¬l¬nda sonlu aral¬kta sürekli olan her fonksi-

yona bu aral¬kta yak¬nsayan bir polinomun varl¬¼g¬n¬ispatlam¬̧st¬r. 1912 y¬l¬nda ise

Rus Matematikçi S.N.Bernstein bu polinomun, x 2 [0; 1] için

Bn (f ;x) =
nX
k=0

f

�
k

n

��
n

k

�
xk (1� x)n�k (2.4.1)

şeklinde oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r.

Bernstein�¬n bu ispat¬n¬vermeden önce kullanaca¼g¬m¬z baz¬ifadeleri ve ispatlar¬n¬

verelim.

Lemma 2.4.1 (2:4:1) de tan¬mlanan Bernstein operatörleri için

Bn (1; x) = 1 (2.4.2)

Bn (t;x) = x (2.4.3)

Bn (t
2;x) = x2 + x(1�x)

n
(2.4.4)

dir.

9



·Ispat: Binom aç¬l¬m¬ndan

(a+ b)n =

nX
k=0

�
n

k

�
akbn�k

olup, bu aç¬l¬mda a = x ve b = 1� x al¬n¬rsa

Bn (1; x) = 1

bulunur. Bu ise (2:4:2) eşitsizli¼gini verir. (2:4:1) eşitli¼ginde f (t) = t al¬n¬rsa

Bn (t;x) =
nX
k=0

k

n

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

=
nX
k=1

k

n

n!

(n� k)!k!
xk (1� x)n�k

=
nX
k=1

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!x

k (1� x)n�k

= x
n�1X
k=0

(n� 1)!
(n� k � 1)!k!x

k (1� x)n�k�1

= x
n�1X
k=0

�
n� 1
k

�
xk (1� x)n�k�1

olup Binom aç¬l¬m¬ndan

Bn (t;x) = x

elde edilir ki bu ise (2:4:3) ün ispat¬n¬ tamamlar. Son olarak (2:4:1) eşitli¼ginde

f (t) = t2 al¬n¬rsa

Bn
�
t2;x

�
=

nX
k=0

k2

n2

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

=
nX
k=1

k2

n2
n!

(n� k)!k!
xk (1� x)n�k

=
nX
k=1

k

n

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!x

k (1� x)n�k

10



elde edilir.
k

n
=
k � 1 + 1

n
=
k � 1
n

+
1

n

oldu¼gundan son eşitlik

Bn
�
t2;x

�
=

nX
k=1

(
k � 1
n

+
1

n
)

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!x

k (1� x)n�k

şeklinde yaz¬labilir. Böylece

Bn
�
t2;x

�
=

nX
k=2

k � 1
n

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!x

k (1� x)n�k

+

nX
k=1

1

n

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!x

k (1� x)n�k

=
x2 (n� 1)

n

nX
k=2

(n� 2)!
(n� k)! (k � 2)!x

k�2 (1� x)n�k

+
x

n

nX
k=1

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!x

k�1 (1� x)n�k

=
x2 (n� 1)

n

n�2X
k=0

�
n� 2
k

�
xk (1� x)n�k�2

+
x

n

n�1X
k=0

�
n� 1
k

�
xk (1� x)n�k�1

olup Binom aç¬l¬m¬ndan

Bn
�
t2;x

�
=
x2 (n� 1)

n
+
x

n
= x2 +

x (1� x)

n

bulunur. Bu ise (2:4:4) eşitli¼gini verir.

Teorem 2.4.1 (S:N:Bernstein) (2:4:1) ile tan¬ml¬Bernstein operatörleri [0; 1] a-

ral¬¼g¬nda sürekli olan f fonksiyonuna ayn¬aral¬kta düzgün yak¬nsakt¬r.

11



·Ispat: (2:4:1) ve (2:4:2) den

jBn (f ;x)� f(x)j =
�����
nX
k=0

f

�
k

n

��
n

k

�
xk (1� x)n�k � f(x)

nX
k=0

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

�����
=

�����
nX
k=0

f

�
k

n

��
n

k

�
xk (1� x)n�k �

nX
k=0

f (x)

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

�����
=

�����
nX
k=0

(f

�
k

n

�
� f (x))

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

�����
bulunur. x 2 [0; 1] oldu¼gundan

�
n
k

�
xk � 0 ve (1� x)n�k � 0 d¬r. Üçgen eşitsizli¼gin-

den

jBn (f ;x)� f(x)j �
nX
k=0

����f �kn
�
� f (x)

���� �nk
�
xk (1� x)n�k

=
X

j kn�xj��

����f �kn
�
� f (x)

���� �nk
�
xk (1� x)n�k

+
X

j kn�xj>�

����f �kn
�
� f (x)

���� �nk
�
xk (1� x)n�k

yaz¬labilir. f fonksiyonu sürekli oldu¼gundan����kn � x

���� � � iken

����f �kn
�
� f (x)

���� � "

dur. Öyleyse

jBn (f ;x)� f(x)j � "
X

j kn�xj��

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

+
X

j kn�xj>�

����f �kn
�
� f (x)

���� �nk
�
xk (1� x)n�k

elde edilir. f s¬n¬rl¬oldu¼gundan 8x 2 [0; 1] için öyle bir M > 0 vard¬r ki

jf (x)j < M

12



dir. O halde ����f �kn
�
� f (x)

���� � ����f �kn
�����+ jf (x)j < 2M

yaz¬labilir. Böylece

jBn (f ;x)� f(x)j � "
X

j kn�xj��

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

+2M
X

j kn�xj>�

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

� "

nX
k=0

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

+2M
X

j kn�xj>�

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

bulunur. (2:4:2) den

jBn (f ;x)� f(x)j � "+ 2M
X

j kn�xj>�

�
n

k

�
xk (1� x)n�k (2.4.5)

d¬r. Di¼ger taraftan

����kn � x

���� > � )
�
k

n
� x

�2
> �2 )

�
k
n
� x
�2

�2
> 1 (2.4.6)

olup (2:4:6), (2:4:5) de kullan¬l¬rsa

jBn (f ;x)� f(x)j � "+ 2M
X

j kn�xj>�

�
k
n
� x
�2

�2

�
n

k

�
xk (1� x)n�k

= "+
2M

�2

X
j kn�xj>�

�
k

n
� x

�2�
n

k

�
xk (1� x)n�k
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bulunur. Burada ����kn � x

���� � � ) �� � k

n
� x � �

) x� � � k

n
� x+ �

) n (x� �) � k � n (x+ �)

) n (x+ �) � k � n (x� �)

) 0 � k � n

(x 2 [0; 1] ve � yeterince küçük) oldu¼gundan

jBn (f ;x)� f(x)j � "+
2M

�2

nX
k=0

�
k

n
� x

�2�
n

k

�
xk (1� x)n�k

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla (2:4:2) ; (2:4:3) ve (2:4:4) den

jBn (f ;x)� f(x)j � "+
2M

�2

�
x2 +

x (1� x)

n
� 2x2 + x2

�
= "+

2M

�2

�
x

n
� x2

n

�
= "+

2M

n�2
�
x� x2

�
elde edilir. x 2 [0; 1] oldu¼gundan

f (x) = x� x2 ) f 0 (x) = 1� 2x = 0

) x =
1

2

) f

�
1

2

�
=
1

4

) max
�
x� x2

	
=
1

4

dür. O halde x 2 [0; 1] için maksimum al¬n¬rsa

kBn (f ;x)� f(x)kC[0;1] � "+
1

n

M

2�2
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bulunur. Bu ise

kBn (f ;x)� f(x)kC[0;1] ! 0 (n!1)

olmas¬demektir.

1953 y¬l¬nda P. P. Korovkin sürekli fonksiyonlar¬n sonlu aral¬kta lineer pozitif ope-

ratörlerin yard¬m¬yla yaklaşt¬r¬lmas¬na ili̧skin aşa¼g¬daki teoremi vermi̧stir. P. P.

Korovkin�in kendi ad¬yla verilen bu teorem bu konudaki çal¬̧smalara büyük katk¬

sa¼glam¬̧st¬r.

2.5 P. P. Korovkin Teoremi f 2 C [a; b] ve tüm reel eksende s¬n¬rl¬

(jf (x)j < Mf ) (2.5.1)

olsun. E¼ger Ln (f ;x) lineer pozitif operatör dizisi 8x 2 [a; b] için
(i) : Ln (1; x)� 1

(ii) : Ln (t;x)� x

(iii) : Ln (t
2;x)� x2

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa bu durumda [a; b] aral¬¼g¬nda Ln (f ;x)� f (x) dir.

·Ispat: Kabul edelim ki f 2 C [a; b] olsun. Sürekli fonksiyonlar¬n tan¬m¬ndan dolay¬

jt� xj � � ) jf (t)� f (x)j < "

sa¼glan¬r. jt� xj > � oldu¼gunda ise (2:5:1) den ve üçgen eşitsizli¼ginden dolay¬

jf (t)� f (x)j � jf (t)j+ jf (x)j � 2Mf (2.5.2)

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan

jt� xj > � ) jt� xj
�

> 1

olaca¼g¬ndan
(t� x)2

�2
> 1 (2.5.3)
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sa¼glan¬r. (2:5:2) ve (2:5:3) den

jf (t)� f (x)j � 2Mf � 2Mf
(t� x)2

�2

yaz¬labilir. O halde

jt� xj � � ) jf (t)� f (x)j < "

jt� xj > � ) jf (t)� f (x)j � 2Mf
(t� x)2

�2

elde edilir. Dolay¬s¬yla 8t 2 R ve 8x 2 [a; b] için

jf (t)� f (x)j � "+ 2Mf
(t� x)2

�2
(2.5.4)

dir. E¼ger (i), (ii), (iii) koşullar¬n¬sa¼glayan (Ln) operatör dizisinin

lim
n!1

kLn (f (t) ; x)� f (x)kC[a;b] = 0

eşitli¼gini de sa¼gland¬¼g¬gösterilirse ispat tamamlan¬r.

Lineerlikten;

jLn (f (t) ; x)� f (x)j = jLn (f (t) ; x)� f (x) + Ln (f (x) ; x)� Ln (f (x) ; x)j

= jLn ((f (t)� f (x));x) + f (x) (Ln (1; x)� 1)j

dir. Burada üçgen eşitsizli¼ginin kullan¬lmas¬yla

jLn (f (t) ; x)� f (x)j � jLn ((f (t)� f (x));x)j+ jf (x)j j(Ln (1; x)� 1)j

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan lineer pozitif operatörler monoton artan ve

f (t)� f (x) � jf (t)� f (x)j
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sa¼glayaca¼g¬ndan

jLn ((f (t)� f (x));x)j � jLn (jf (t)� f (x)j ;x)j

olur. Operatör pozitif ve

jf (t)� f (x)j � 0

oldu¼gundan

jLn (jf (t)� f (x)j ;x)j = Ln (jf (t)� f (x)j ;x)

dir. O halde

jLn (f (t) ; x)� f (x)j � Ln (jf (t)� f (x)j ;x) + jf (x)j j(Ln (1; x)� 1)j

oldu¼gu gösterilmi̧s olur. (2:5:1) den

jLn (f (t) ; x)� f (x)j � Ln (jf (t)� f (x)j ;x) +Mf j(Ln (1; x)� 1)j

yaz¬labilir. (Ln) monoton artan oldu¼gundan (2:5:4) ün kullan¬lmas¬ile

jLn (f (t) ; x)� f (x)j � Ln

 
"+ 2Mf

(t� x)2

�2
;x

!
+Mf j(Ln (1; x)� 1)j (2.5.5)

bulunur. Di¼ger taraftan

Ln

�
"+

2Mf

�2
(t� x)2 ;x

�
= Ln (";x) + Ln

�
2Mf

�2
(t� x)2 ;x

�
= "Ln (1; x) +

2Mf

�2
Ln
�
t2 � 2xt+ x2;x

�
= "Ln (1; x) +

2Mf

�2
�
Ln
�
t2;x

�
� x2

+2x2 � 2xLn (t;x) + x2Ln (1; x)� x2
�

= "Ln (1; x) +
2Mf

�2
�
(Ln

�
t2;x

�
� x2)

+2x(x� Ln (t;x)) + x
2(Ln (1; x)� 1)

�
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yaz¬labilir. Son bulunan ifadenin (2:5:5) de kullan¬lmas¬yla

jLn (f (t) ; x)� f (x)j � "Ln (1; x) +Mf j(Ln (1; x)� 1)j

+
2Mf

�2
�
(Ln

�
t2;x

�
� x2)

+2x(x� Ln (t;x)) + x
2(Ln (1; x)� 1)

�
(2.5.6)

elde edilir. (i), (ii), (iii) koşullar¬n¬n (2:5:6) da kullan¬lmas¬yla

jLn (f (t) ; x)� f (x)j � "

bulunur. O halde

lim
n!1

max
a�x�b

jLn (f (t) ; x)� f (x)j = 0

d¬r.

Görüldü¼gü gibi Korovkin teoremi bu konudaki çal¬̧smalara büyük katk¬sa¼glam¬̧st¬r.

Çünkü verilen operatörün sadece 1; t; t2 ifadelerini s¬ras¬yla 1; x; x2 ye düzgün

yak¬nsamas¬, sonlu aral¬kta sürekli bütün fonksiyonlar¬n bu operatör yard¬m¬yla

yak¬nsamas¬n¬söylememize yetmektedir.
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3. DO¼GURUCU FONKS·IYON ·IÇEREN MEYER-KÖN·IG ve ZELLER

T·IPL·I OPERATÖRLER·IN GENELLEŞT·IR·ILMES·I

Bu bölümde, do¼gurucu fonksiyon içeren Meyer-König ve Zeller operatörlerinin yak-

laş¬m özellikleri Korovkin tipli bir teorem yard¬m¬yla verilecektir. Burada bu ope-

ratörlerin yak¬nsama h¬zlar¬süreklilik modülü, Peetre K�fonksiyoneli ve modi�ye

Lipschitz s¬n¬f¬ndan olan fonksiyonlar yard¬m¬yla hesaplanacakt¬r. Ayr¬ca bu ope-

ratörlerin r�inci basamaktan genelleşmesi ve bunlar¬n yaklaş¬m özellikleri verile-

cektir. Son olarakta bu operatörlerin diferensiyel denklemlere uygulanmas¬üzerinde

durulacakt¬r (Alt{n et al 2005).

3.1 Giri̧s

1960 y¬l¬nda Meyer-König ve Zeller taraf¬ndan tan¬mlanan

Mn (f ;x) =
1X
k=0

f

�
k

k + n+ 1

��
n+ k

k

�
xk (1� x)n+1 ; 0 � x < 1 (3.1.1)

operatörü Meyer-König ve Zeller operatörü olarak bilinir.

(3:1:1) de
k

k + n+ 1
yerine

k

k + n
al¬n¬rsa, operatör Cheney and Sharma (1964)

taraf¬ndan tan¬mlanan Bernstein kuvvet serisine döner. Bu operatörler hakk¬nda

birçok çal¬̧sma vard¬r. Bunlardan baz¬lar¬Müller�in (1967), Sikkema�n¬n (1970),

Lupaş and Müller�in (1970), Becker and Nessel�in (1978), Khan�¬n (1989) ve son

olarak Abel�in (1995) yapt¬¼g¬çal¬̧smalard¬r.

Son zamanlarda bu operatörlerin baz¬genelleştirilmesi Do¼gru (1998) taraf¬ndan ve

Agratini (2001) taraf¬ndan incelenmi̧stir.
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3.2 Operatörlerin Oluşturulmas¬

A, (0; 1) aral¬¼g¬nda reel bir say¬ve 0 � ak;n
ak;n + bn

� A olmak üzere

Ln (f ;x) =
1

hn (x; t)

1X
k=0

f

�
ak;n

ak;n + bn

�
Ck;n (t)x

k (3.2.1)

lineer pozitif operatör dizisidir. Burada fhn (x; t)gn2N ler fCk;n (t)gk2N0 fonksiyon

dizisi için bir do¼gurucu fonksiyondur. Yani,

hn (x; t) =

1X
k=0

Ck;n (t)x
k (3.2.2)

şeklindedir. Kabul edelim ki aşa¼g¬daki şartlar sa¼glans¬n.

1. hn (x; t) = (1� x)hn+1 (x; t)

2. bnCk;n+1 (t) = ak+1;nCk+1;n (t)

3. bn !1;
bn+1
bn

! 1 ve bn 6= 0 (8n 2 N)

4. Ck;n (t) � 0 (8t 2 I � R)

5. ak+1;n = ak;n+1 + 'n ; j'nj � m <1 ve a0;n = 0

Uyar¬3.2.1 (3:2:1) de

hn (x; t) = (1� x)�n�1 ; ak;n = k ; Ck;n (t) =

�
n+ k

k

�
ve bn = n+ 1

seçilirse Ln (f ;x) operatörü

Ln (f ;x) =
1

(1� x)�n�1

1X
k=0

f

�
k

k + n+ 1

��
n+ k

k

�
xk

=
1X
k=0

f

�
k

k + n+ 1

��
n+ k

k

�
xk (1� x)n+1

= Mn (f ;x)

olup (3:1:1) ile tan¬mlanan MKZ operatörüne döner.
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3.3 Korovkin Tipli Bir Teorem

�
x

1 + x

��
ve
�

anx

1 + anx

��
; (� = 0; 1; 2) test fonksiyonu içeren genel Lipschitz tipli

maksimal fonksiyon uzay¬ndaki baz¬Korovkin tipli teoremler s¬ras¬yla Gadjiev and

Çakar (1999) ve Do¼gru (2002b) taraf¬ndan verilmi̧stir. Lipschitz tipli maksimal

fonksiyon uzay¬Lenze (1990) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. ·Ilave olarak Do¼gru (2002a)

ve Gadjiev and Çakar (1999) taraf¬ndan da yaklaş¬m özellikleri Bleimann, Butzer

ve Hahn operatörleri ve onlar¬n Korovkin tipli teoremleri ile Balazs operatörlerinin

genelleşmesi için hesaplanm¬̧st¬r.

Bu bölümde, (3:2:1) operatörünün yaklaş¬m özelliklerinin araşt¬rmas¬
�

x

1� x

��
;

(� = 0; 1; 2) test fonksiyonlar¬kullan¬larak Korovkin tipli bir teoremle kan¬tlanm¬̧st¬r.

(3:2:1) de

s =
ak;n

ak;n + bn

denirse
s

1� s
=
ak;n
bn

olup bu ifadenin paydas¬k dan ba¼g¬ms¬zd¬r.

! süreklilik modülü tipinde bir fonksiyon olsun ve aşa¼g¬daki özelliklere sahip olsun.

a) !; [0; B] de negatif olmayan artan bir fonksiyondur. B =
A

1� A
d¬r.

b) ! (�1 + �2) � ! (�1) + ! (�2)

c) lim
�!0

! (�) = 0

H!; f 2 C [0; A] da tan¬ml¬fonksiyonlar¬n ve aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glayan fonksiyonlar

uzay¬olsun.

jf (s)� f (x)j � !

����� s

1� s
� x

1� x

���� ; x� ; x; s 2 [0; A]

Teorem 3.3.1 An : H! ! C [0; A] ile tan¬ml¬olan An lineer pozitif operatör dizisi

ve

lim
n!1

An�� s

1� s

��
;x

�
�
�

x

1� x

��
C[0;A]

= 0; (� = 0; 1; 2) (3.3.1)
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olsun. O taktirde 8f 2 H! için

lim
n!1

kAn (f)� fkC[0;A] = 0

d¬r. Burada k:kC[0;A] ; C [0; A] uzay¬ndaki supremum normudur.

·Ispat: f 2 H! ve lim
�!0

! (�) = 0 oldu¼gundan

���� s

1� s
� x

1� x

���� < � için jf (s)� f (x)j < "

yaz¬labilir. x; s 2 [0; A] ve f 2 C [0; A] oldu¼gundan f s¬n¬rl¬d¬r. O halde

jf (s)� f (x)j � jf (s)j+ jf (x)j

< 2M

yaz¬labilir. ���� s

1� s
� x

1� x

���� � �

iken
(

s

1� s
� x

1� x
)2

�2
� 1

bulunur. Buradan

jf (s)� f (x)j � 2M

�2
(

s

1� s
� x

1� x
)2

elde edilir. O halde 8x; s 2 [0; A] için

jf (s)� f (x)j � "+
2M

�2
(

s

1� s
� x

1� x
)2
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yaz¬labilir. O taktirde

kAn (f)� fkC[0;A] = kAn (f (s) ; x)� f (x)An (1; x)kC[0;A]

= kAn (f (s) ; x)� f (x)An (1; x) + f (x)� f (x)kC[0;A]

= kAn (f (s)� f (x) ; x)� f (x) (An (1; x)� 1)kC[0;A]

� kAn (jf (s)� f (x)j ;x)kC[0;A] + jf (x)j k(An (1; x)� 1)kC[0;A]

�
An�"+ 2M�2 ( s

1� s
� x

1� x
)2;x

�
C[0;A]

+M k(An (1; x)� 1)kC[0;A]

= kAn (";x)kC[0;A] +
2M

�2

An�( s

1� s
� x

1� x
)2;x

�
C[0;A]

+M k(An (1; x)� 1)kC[0;A]

= kAn (";x) + "� "kC[0;A] +M k(An (1; x)� 1)kC[0;A]

+
2M

�2

An�( s

1� s
)2;x

�
� 2x

1� x
An

�
s

1� s
;x

�
+

�
x

1� x

�2
An (1; x)


C[0;A]

� "+ " kAn (1; x)� 1kC[0;A]

+
2M

�2

An
�
(

s

1� s
)2;x

�
�
�

x

1� x

�2
� 2x

1� x

�
An

�
s

1� s
;x

�
� x

1� x

�
+

�
x

1� x

�2
fAn (1; x)� 1g


C[0;A]

+M kAn (1; x)� 1kC[0;A]

� "

dir. Bu ise ispat¬tamamlar.

3.4 Ln Operatörünün Yaklaş¬m Özellikleri

(3:2:1) ile tan¬ml¬Ln nin pozitif ve lineer oldu¼gunu gösterelim.

x 2 [0; A] oldu¼gundan bu aral¬ktaki her x pozitiftir. 4�üncü özellikten Ck;n (t) � 0

(8t 2 I � R) dir. O halde hn (x; t) � 0 d¬r. Ayn¬düşünceyle Ck;n (t)xk ifadesi de
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pozitiftir. O taktirde f � 0 için Ln (f ;x) � 0 olup Ln pozitif bir operatördür.

8f; g 2 C [0; A] ve a; b 2 R olmak üzere;

Ln (af + bg;x) =
1

hn (x; t)

1X
k=0

(af + bg)

�
ak;n

ak;n + bn

�
Ck;n (t)x

k

=
1

hn (x; t)

1X
k=0

�
af

�
ak;n

ak;n + bn

�
+bg

�
ak;n

ak;n + bn

��
Ck;n (t)x

k

=
1

hn (x; t)

1X
k=0

af

�
ak;n

ak;n + bn

�
Ck;n (t)x

k

+
1

hn (x; t)

1X
k=0

bg

�
ak;n

ak;n + bn

�
Ck;n (t)x

k

= aLn (f ;x) + bLn (g;x)

dir. O halde Ln lineerdir. Bu iki ifade Ln operatörünün bir lineer pozitif operatör

oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca (3:2:2) den

Ln (1; x) = 1 (3.4.1)

dir.

Lemma 3.4.1 (3:2:1) deki gibi tan¬mlanan Ln operatörü için

Ln

�
s

1� s
;x

�
=

x

1� x
(3.4.2)

dir.

·Ispat: (3:2:1) de f (s) yerine
s

1� s
al¬n¬r ve 1�inci, 2�inci ve 5�inci özellikler

kullan¬l¬rsa

Ln

�
s

1� s
;x

�
=

1

hn (x; t)

1X
k=1

ak;n
bn

Ck;n (t)x
k

=
x

bn

1

hn (x; t)

1X
k=0

ak+1;nCk+1;n (t)x
k
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=
x

bn

1

hn (x; t)

1X
k=0

bnCk;n+1 (t)x
k

=
x

hn (x; t)

1X
k=0

Ck;n+1 (t)x
k

=
x

1� x

bulunur. Bu ise ispat¬tamamlar.

Lemma 3.4.2 (3:2:1) deki gibi tan¬ml¬Ln operatörü için

Ln

 �
s

1� s

�2
;x

!
=

�
x

1� x

�2
bn+1
bn

+
'n
bn

x

1� x
(3.4.3)

dir.

·Ispat: Ln operatörünün (3:2:1) ile verilen ifadesinde f (s) =
�

s

1� s

�2
al¬n¬r ve

1�inci ve 5�inci özellikler göz önünde tutulursa

Ln

 �
s

1� s

�2
;x

!
=

1

hn (x; t)

1X
k=1

�
ak;n
bn

�2
Ck;n (t)x

k

=
1

b2n

1

hn (x; t)

1X
k=1

a2k;nCk;n (t)x
k

=
1

bn

1

hn (x; t)

1X
k=1

ak;nCk�1;n+1 (t)x
k

=
1

bn

1

hn (x; t)

1X
k=1

(ak�1;n+1 + 'n)Ck�1;n+1 (t)x
k

=
x

bn

1

hn (x; t)

( 1X
k=1

ak�1;n+1Ck�1;n+1 (t)x
k�1

+
1X
k=1

'nCk�1;n+1 (t)x
k�1

)

=
x

bn

1

hn (x; t)

( 1X
k=1

ak;n+1Ck;n+1 (t)x
k

+'n

1X
k=0

Ck;n+1 (t)x
k

)
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=
x

bn

1

hn (x; t)

( 1X
k=1

bn+1Ck�1;n+2 (t)x
k

+'n

1X
k=0

Ck;n+1 (t)x
k

)

=
x

bn

1

hn (x; t)

(
xbn+1

1X
k=1

Ck�1;n+2 (t)x
k�1

+'n

1X
k=0

Ck;n+1 (t)x
k

)

= x2
bn+1
bn

1

hn (x; t)

1X
k=1

Ck;n+2 (t)x
k

+x
'n
bn

1

hn (x; t)

1X
k=0

Ck;n+1 (t)x
k

= x2
bn+1
bn

1

(1� x)2 hn+2 (x; t)

1X
k=1

Ck;n+2 (t)x
k

+x
'n
bn

1

(1� x)hn+1 (x; t)

1X
k=0

Ck;n+1 (t)x
k

=

�
x

1� x

�2
bn+1
bn

1

hn+2 (x; t)

1X
k=1

Ck;n+2 (t)x
k

+
'n
bn

x

1� x

1

hn+1 (x; t)

1X
k=0

Ck;n+1 (t)x
k

=

�
x

1� x

�2
bn+1
bn

+
x

1� x

'n
bn

elde edilir ki bu ise istenilendir.

Teorem 3.4.1 8f 2 H! ve Ln, (3:2:1) şeklinde tan¬mlanan bir operatör ise, bu

durumda

lim
n!1

kLn (f)� fkC[0;A] = 0

d¬r.

·Ispat: Lemma 3.4.1, Lemma 3.4.2 ve (3:4:1) eşitli¼ginden dolay¬ispat aç¬kt¬r.
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3.5 Ln Operatörünün Yak¬nsama H¬z¬

Bu k¬s¬mda Ln (f) operatörlerinin f ye yak¬nsama h¬z¬, süreklilik modülü, modi-

�ye Lipschitz s¬n¬f¬ndan olan fonksiyonlar ve Peetre K�fonksiyoneli yard¬m¬yla he-

saplanacakt¬r.

Teorem 3.5.1 Ln operatörü (3:2:1) şeklinde tan¬ml¬ve 8f 2 H! ise

kLn (f)� fkC[0;A] �
�
1 +

p
K1

�
! (f ; �n)

dir. Burada

K1 = max

(
A

1� A
;

�
A

1� A

�2)
ve �n =

�
bn+1
bn

� 1 + 'n
bn

� 1
2

ve ! (f ; �n) f nin süreklilik modülü olup (2:3:1) ile tan¬mland¬¼g¬gibidir.

·Ispat: Bu teoremi ispatlamak için Popoviciu�nun (1935) tekni¼gini kullanal¬m. f 2

H!; Ln nin lineerlik ve monotonluk özelliklerinden

jLn (f ;x)� f (x)j = jLn (f (s)� f (x) ; x)j

� Ln (jf (s)� f (x)j ;x)

� Ln (! (f ; js� xj) ; x)

� Ln

�
!

�
f ;

���� s

1� s
� x

1� x

����� ;x�
� Ln

�
! (f ; �n)

�
1

�n

���� s

1� s
� x

1� x

����+ 1� ;x�
= ! (f ; �n)Ln

��
1

�n

���� s

1� s
� x

1� x

����+ 1� ;x�
= ! (f ; �n)

1

hn (x; t)

1X
k=0

�
1

�n

����ak;nbn � x

1� x

����+ 1�Ck;n (t)xk
= ! (f ; �n)

(
1

hn (x; t)

1X
k=0

Ck;n (t)x
k

+
1

�n

1

hn (x; t)

1X
k=0

����ak;nbn � x

1� x

����Ck;n (t)xk
)
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= ! (f ; �n)

�
1 +

1

�n

1

hn (x; t)

�
1X
k=0

����ak;nbn � x

1� x

����Ck;n (t)xk
)

elde edilir. X
akbk �

�X
(ak)

2
� 1
2
�X

(bk)
2
� 1
2

olarak tan¬mlanan Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden dolay¬

jLn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)

(
1 +

1

�n

1X
k=0

����ak;nbn � x

1� x

����
�

s
Ck;n (t)xk

hn (x; t)

s
Ck;n (t)xk

hn (x; t)

)

� ! (f ; �n)

(
1 +

1

�n

"
1

hn (x; t)

1X
k=0

�
ak;n
bn

� x

1� x

�2
�Ck;n (t)xk

� 1
2

o
= ! (f ; �n)

�
1 +

1

�n
(An (x; t))

1
2

�

yaz¬labilir. Burada

An (x; t) =
1

hn (x; t)

1X
k=0

�
ak;n
bn

� x

1� x

�2
Ck;n (t)x

k (3.5.1)

dir.

jLn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)

�
1 +

1

�n
(An (x; t))

1
2

�
eşitsizli¼ginin her iki yan¬n¬n [0; A] üzerinden supremumu al¬n¬rsa

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;A] � ! (f ; �n)

8<:1 + 1

�n

 
sup
x2[0;A]

An (x; t)

! 1
2

9=; (3.5.2)
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elde edilir. 8x 2 [0; A] için (3:4:2) ve (3:4:3) den dolay¬(3:5:2) eşitli¼gi

An (x; t) = Ln

 �
s

1� s

�2
;x

!
� 2x

1� x
Ln

�
s

1� s
;x

�
+

�
x

1� x

�2
=

�
x

1� x

�2
bn+1
bn

+
'n
bn

x

1� x
� 2 x

1� x

x

1� x
+

�
x

1� x

�2
=

�
x

1� x

�2�
bn+1
bn

� 1
�
+

x

1� x

'n
bn

şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitli¼gin her iki yan¬n¬n 8x 2 [0; A] için supremumu al¬n¬rsa

sup
x2[0;A]

An (x; t) = sup
x2[0;A]

"�
bn+1
bn

� 1
��

x

1� x

�2
+
'n
bn

x

1� x

#

� K1

��
bn+1
bn

� 1
�
+
'n
bn

�
= K1�

2
n (3.5.3)

elde edilir. Burada

K1 = max

(
A

1� A
;

�
A

1� A

�2)
dir. O halde

kLn (f)� fkC[0;A] � ! (f ; �n)

�
1 +

1

�n

q
K1�

2
n

�
=

�
1 +

p
K1

�
! (f ; �n)

bulunur ki bu ise istenilendir.

Şimdi ise Ln (f) in f e yaklaşma h¬z¬n¬Peetre K�fonksiyoneli yard¬m¬yla hesapla-

yal¬m. f; f 0; ve f 00 fonksiyonlar¬C [0; A] da olsun. C2 [0; A] uzay¬ndaki norm,

kfkC2[0;A] = kfkC[0;A] + kf 0kC[0;A] + kf 00kC[0;A]

ile tan¬mlan¬r. Peetre K�foksiyoneli ise

K (f ; �) = inf
g2C2[0;A]

n
kf � gkC[0;A] + � kgkC2[0;A]

o
(3.5.4)

ile tan¬mlanmaktad¬r. Burada f 2 C [0; A] ise lim
�!0

K (f ; �) = 0 d¬r.
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Teorem 3.5.2 f 2 C [0; A] ve Ln, (3:2:1) ile tan¬ml¬operatör olmak üzere

kLn (f)� fkC[0;A] � 2K (f ; �n)

dir. Burada K (f ; �n) ; Peetre K�fonksiyoneli ve

�n =

�
A

1� A

���
A

1� A

��
bn+1
bn

� 1
�
+
'n
bn

�

dir.

·Ispat: Bir f fonksiyonunun x = x0 noktas¬ndaki Taylor aç¬l¬m¬

f (x) =

1X
k=0

f (k) (x0)

k!
(x� x0)

k

d¬r. g 2 C2 [0; A] olsun. Bu durumda g fonksiyonunun s = x noktas¬ndaki Taylor

aç¬l¬m¬

g (s) = g (x) + (s� x) g0 (x) +
(s� x)2

2
g00 (x)

d¬r. Bu eşitli¼gin her iki yan¬na Ln operatörü uygulan¬r ve gerekli düzenlemeler

yap¬l¬rsa

jLn (g;x)� g (x)j � jLn (s� x;x)j jg0j+ 1
2

��Ln �(s� x)2 ;x
��� jg00j (3.5.5)

elde edilir. g 2 C2 [0; A] oldu¼gundan üç ve daha yüksek basamaktan türevleri s¬f¬rd¬r.

0 � s � 1

) 0 � 1� s � 1

0 � x � 1

) 0 � 1� x � 1

sa¼gland¬¼g¬ndan ���� s

1� s
� x

1� x

���� = ���� s� x

(1� s) (1� x)

���� � js� xj
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oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

jLn (s� x;x)j � Ln (js� xj ;x)

� Ln

����� s

1� s
� x

1� x

���� ;x�
=

1

hn (x; t)

1X
k=0

����ak;nbn � x

1� x

����Ck;n (t)xk
elde edilir. Burada Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

jLn (s� x;x)j �
"

1

hn (x; t)

1X
k=0

�
ak;n
bn

� x

1� x

�2
Ck;n (t)x

k

# 1
2

=

"
Ln

 �
s

1� s

�2
;x

!
� 2x

1� x
Ln

�
s

1� s
;x

�

+

�
x

1� x

�2
Ln (1; x)

# 1
2

=

"�
bn+1
bn

� 1
��

x

1� x

�2
+
'n
bn

x

1� x

# 1
2

) jLn (s� x;x)j �
"�

bn+1
bn

� 1
��

x

1� x

�2
+
'n
bn

x

1� x

# 1
2

) 0 � jLn (s� x;x)j � 0 (n!1)

) jLn (s� x;x)j = 0 (3.5.6)
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bulunur. Di¼ger taraftan

Ln
�
(s� x)2 ;x

�
� Ln

 �
s

1� s
� x

1� x

�2
;x

!

=
1

hn (x; t)

1X
k=0

�
ak;n
bn

� x

1� x

�2
Ck;n (t)x

k

= Ln

 �
s

1� s

�2
;x

!
� 2x

1� x
Ln

�
s

1� s
;x

�
+

�
x

1� x

�2
Ln (1; x)

=

�
bn+1
bn

� 1
��

x

1� x

�2
+
'n
bn

x

1� x

) Ln
�
(s� x)2 ;x

�
�
�
bn+1
bn

� 1
��

x

1� x

�2
+
'n
bn

x

1� x
(3.5.7)

elde edilir. (3:5:5) eşitsizli¼ginde (3:5:6) ve (3:5:7) eşitsizlikleri kullan¬l¬r ve de her iki

yan¬n [0; A] üzerinden maksimumu al¬n¬rsa

kLn (g)� gkC[0;A] � 1

2

"�
A

1� A

�2�
bn+1
bn

� 1
�
+
'n
bn

�
A

1� A

�#
kg00kC[0;A]

�
kgkC2[0;A]

2

"�
A

1� A

�2�
bn+1
bn

� 1
�
+
'n
bn

�
A

1� A

�#
(3.5.8)

olur. Di¼ger taraftan

jLn (f ;x)� f (x)j = jLn (f ;x)� Ln (g;x) + Ln (g;x)

�g (x) + g (x)� f (x)j

� jLn (f ;x)� Ln (g;x)j+ jf (x)� g (x)j

+ jLn (g;x)� g (x)j

� Ln (jf (s)� g (s)j ;x) + jf (x)� g (x)j

+ jLn (g;x)� g (x)j
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dir. Bu eşitsizli¼gin her iki yan¬n¬n [0; A] üzerinden maksimumu al¬n¬rsa

max
x2[0;A]

jLn (f ;x)� f (x)j � Ln

�
max
x2[0;A]

jf (s)� g (s)j ;x
�

+ max
x2[0;A]

jf (x)� g (x)j

+ max
x2[0;A]

jLn (g;x)� g (x)j

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;A] � kf � gkC[0;A] Ln (1; x) + kf � gkC[0;A]

+ kLn (g;x)� g (x)kC[0;A]

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;A] � 2 kf � gkC[0;A]

+ kLn (g;x)� g (x)kC[0;A]

olur. (3:5:8) eşitsizli¼gi bu son eşitsizlikte yerine yaz¬l¬rsa

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;A] � 2

"
kf � gkC[0;A] +

kgkC2[0;A]
4h�

A
1�A
�2 � bn+1

bn
� 1
�
+ 'n

bn

�
A
1�A
�ii

= 2

�
kf � gkC[0;A] +

�n
4
kgkC2[0;A]

�
(3.5.9)

elde edilir. Burada

�n =

�
A

1� A

���
A

1� A

��
bn+1
bn

� 1
�
+
'n
bn

�

dir. (3:5:9) un her iki yan¬n¬n g 2 C2 [0; A] üzerinden in�mumu al¬n¬rsa

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;A] � 2 inf
g2C2[0;A]

�
kf � gkC[0;A] +

�n
4
kgkC2[0;A]

�
= 2K (f ; �n)

bulunur. Bu ise istenilendir.

Şimdi ise Ln (f) nin f e yaklaşma h¬z¬n¬modi�ye Lipschitz s¬n¬f¬ndan olan fonksi-

yonlar yard¬m¬yla inceleyelim.
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Burada modi�ye Lipschitz s¬n¬f¬
s

LipM (�) ile gösterilir ve aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r.

jf (s)� f (x)j �M

���� s

1� s
� x

1� x

����� (x; s 2 [0; A] ; 0 < A < 1) (3.5.10)

Burada

M > 0 ; 0 < � � 1 ve f 2 C [0; A]

d¬r.

f 2 LipM (�)) f 2
s

LipM (�)

d¬r. Bundan dolay¬

LipM (�) �
s

LipM (�)

oldu¼gu kolayca görülür.

Teorem 3.5.3 Ln, (3:2:1) ile tan¬ml¬operatör ve 8f 2
s

LipM (�) olsun. O taktirde;

kLn (f)� fkC[0;A] �MK
�
2
1 �

�
n

dir. Burada K1 ve �n, Teorem 3.5.1 de tan¬mland¬¼g¬gibidir.

·Ispat: f 2
s

LipM (�) ve 0 < � � 1 dir. Ln nin lineerlik ve monotonluk özelliklerinden

dolay¬

jLn (f ;x)� f (x)j � Ln (jf (s)� f (x)j ;x)

=
1

hn (x; t)

1X
k=0

����f � ak;n
ak;n + bn

�
� f (x)

����Ck;n (t)xk
� M

hn (x; t)

1X
k=0

����ak;nbn � x

1� x

�����Ck;n (t)xk
elde edilir. Bu eşitli¼gin her iki yan¬na p =

2

�
ve q =

2

2� �
olmak üzere

X
akbk �

�X
(ak)

p
� 1
p
�X

(bk)
q
� 1
q

�
1

p
+
1

q
= 1

�
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Hölder eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

jLn (f ;x)� f (x)j � M
1X
k=0

����ak;nbn � x

1� x

������Ck;n (t)xkhn (x; t)

��
2
�
Ck;n (t)x

k

hn (x; t)

� 2��
2

� M

"
1

hn (x; t)

1X
k=0

�
ak;n
bn

� x

1� x

�2
Ck;n (t)x

k

#�
2

= M (An (x; t))
�
2 (3.5.11)

bulunur. Burada

An (x; t) =
1

hn (x; t)

1X
k=0

�
ak;n
bn

� x

1� x

�2
Ck;n (t)x

k

dir. (3:5:3) den dolay¬

sup
x2[0;A]

An (x; t) � K1�
2
n

oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa (3:5:11) eşitsizli¼gi

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;A] �M
�
K1�

2
n

��
2 =MK

�
2
1 �

�
n

şekline dönüşür. Bu ise ispat¬tamamlar.

3.6 Ln Operatörünün r�inci Basamaktan Genelleştirilmesi

L[r]n (f ;x) =
1

hn (x; t)

1X
k=0

rX
i=0

f (i)
�

ak;n
ak;n + bn

��
x� ak;n

ak;n + bn

�i
1

i!
Ck;n (t)x

k

(3.6.1)

f 2 C [r] [0; A] ; (r = 0; 1; 2; :::) ve n 2 N olmak üzere (3:6:1) ile tan¬mlanan operatöre

Ln operatörünün r-inci basamaktan genelleştirilmesi denir.

E¼ger (3:6:1) de r = 0 al¬n¬rsa bu operatör (3:2:1) ile tan¬mlanan operatöre dönüşür.

Teorem 3.6.1 L
[r]
n (3:6:1) ile tan¬mlanan operatör, 8f 2 C [r] [0; A] ve f (r) 2
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LipM (�) ise, o taktirde

L[r]n (f ;x)� f (x)

C[0;A]

� �

�+ r

MB (�; r)

(r � 1)!
Ln �js� xj�+r ;x

�
C[0;A]

(3.6.2)

dir. Burada B (�; r) Beta fonksiyonu ve r; n 2 N dir.

·Ispat: (3:6:1) den

f (x)� L[r]n (f ;x) =
1

hn (x; t)

1X
k=0

"
f (x)�

rX
i=0

f (i)
�

ak;n
ak;n + bn

�
1

i!

�
x� ak;n

ak;n + bn

�i#
Ck;n (t)x

k (3.6.3)

yaz¬labilir. Taylor integral formülünden

f (x) =
rX
k=0

f (k) (�)

k!
(x� �)k

+
(x� �)r

(r � 1)!

1Z
0

(1� z)r�1
�
f (r) (�+ z (x� �))� f (r) (�)

�
dz

dir. Burada � =
ak;n

ak;n + bn
al¬n¬rsa

f (x)�
rX
i=0

f (i)
�

ak;n
ak;n + bn

��
x� ak;n

ak;n + bn

�i
1

i!

=

�
x� ak;n

ak;n + bn

�r
(r � 1)!

1Z
0

(1� t)r�1
h
f (r)

�
ak;n

ak;n+bn
+ t
�
x� ak;n

ak;n+bn

��
�f (r)

�
ak;n

ak;n+bn

�i
dt (3.6.4)

bulunur. f (r) 2 LipM (�) oldu¼gundan����f (r)� ak;n
ak;n + bn

+ t

�
x� ak;n

ak;n + bn

��
� f (r)

�
ak;n

ak;n + bn

�����
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� M

���� ak;n
ak;n + bn

+ t

�
x� ak;n

ak;n + bn

�
� ak;n
ak;n + bn

�����
= Mt�

����x� ak;n
ak;n + bn

����� (3.6.5)

yaz¬lablir. (3:6:5) eşitsizli¼gi (3:6:4) de yerine konursa ve Beta fonksiyonunun

1Z
0

(1� t)r�1 t�dt = B (1 + �; r)

=
�

�+ r
B (�; r) (3.6.6)

tan¬m¬kullan¬l¬rsa bulunur. Di¼ger taraftan

f (x)�
rX
i=0

f (i)
�

ak;n
ak;n + bn

�
1

i!

�
x� ak;n

ak;n + bn

�i
=

�
x� ak;n

ak;n + bn

�r+�
� M

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r)

oldu¼gu gözönüne al¬n¬r ve her iki yan¬n mutlak de¼geri al¬n¬rsa�����f (x)�
rX
i=0

f (i)
�

ak;n
ak;n + bn

�
1

i!

�
x� ak;n

ak;n + bn

�i����� � M

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r)

�
����x� ak;n

ak;n + bn

�����+r(3.6.7)
olur. (3:6:3) ve (3:6:7) eşitlikleri birlikte düşünülürse

��f (x)� L[r]n (f ;x)
�� � 1

hn (x; t)

1X
k=0

�
M

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r)

�
����x� ak;n

ak;n + bn

����r+�
!
Ck;n (t)x

k

L[r]n (f ;x)� f (x)

C[0;A]

� �

�+ r

MB (�; r)

(r � 1)!
�
Ln �js� xj�+r ;x

�
C[0;A]

elde edilir. Bu ise istenilendir.
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Şimdi

g (s) = js� xjr+� (3.6.8)

olmak üzere g 2 C [0; A] olsun. Bu durumda s = x al¬n¬rsa g (x) = 0 olur. Teorem

3.6.1 in ifadesinde f (r) 2 LipM (�) ve 8f 2 C [r] [0; A] için

lim
n!1

L[r]n (f ;x)� f (x)

C[0;A]

= 0

d¬r. g 2 LipAr (�) ise Teorem 3.5.1, Teorem 3.5.2 ve Teorem 3.6.1 den dolay¬

aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilebilir.

Sonuç 3.6.1 f (r) 2 LipM (�) deki 8f 2 C [r] [0; A] için

L[r]n (f ;x)� f (x)

C[0;A]

� M

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r)

�
1 +

p
K1

�
! (g; �n)

dir. K1 ve �n, Teorem 3.5.1 de ve g ise (3:6:8) de tan¬mland¬klar¬gibidirler.

Sonuç 3.6.2 f (r) 2 LipM (�) deki 8f 2 C [r] [0; A] için

L[r]n (f ;x)� f (x)

C[0;A]

� MAr

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r)K

�
2
1 �

�
n

dir. K1 ve �n, Teorem 3.5.1 de tan¬mland¬¼g¬gibidir.

�n ifadesi Teorem 3.5.1, Sonuç 3.5.1 ve Sonuç 3.5.2 deki ile ayn¬ oldu¼gundan

bu sonuçlarda geçerli olmaktad¬r. Bu yüzden son iki sonuç
n
L
[r]
n (f ;x)

o
oper-

atör dizisinin s¬ras¬yla süreklilik modülü ve Lipschitz s¬n¬f¬ndan olan fonksiyonlar

yard¬m¬yla yak¬nsama h¬z¬n¬vermektedir.

3.7 Ln Operatörünün Diferensiyel Denklemlere Uygulanmas¬

Bu k¬s¬mda öncelikle genel çözümü Ln

��
s

1� s

��
;x

�
; (� = 0; 1; 2) nin ifadesini

içeren Riccati diferensiyel denklemi verilecektir.
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y1; y2; y3 gibi üç özel çözümü bilinen Riccati diferensiyel denkleminin genel çözümünün

(y � y1) (y3 � y2)

(y � y2) (y3 � y1)
= c (c sabit) (3.7.1)

oldu¼gu bilinmektedir.

y� (x) = Ln

 �
s

1� s

���1
;x

!
; (� = 1; 2; 3)

olmak üzere Riccati denkleminin genel çözümü aşa¼g¬daki teoremle verilebilir.

Teorem 3.7.1

y0 + pn (x) y
2 + qn (x) y + rn (x) = 0

Riccati diferensiyel denklemi olmak üzere, bu denklem

(y � Ln (1; x))

 
Ln

 �
s

1� s

�2
;x

!
� Ln

��
s

1� s

�
;x

�!
�
y � Ln

��
s

1� s

�
;x

�� 
Ln

 �
s

1� s

�2
;x

!
� Ln (1; x)

! = c

gibi bir çözüme sahiptir. Burada c bir sabit pn; qn ve rn ise

pn (x) =

�
1

(1� x)2
� 'n
bn (1� x)2

� 2bn+1x

bn (1� x)3
+

bn+1x
2

bn (1� x)4

�
/ 

x

1� x
� 'n
bn (1� x)

�
�

x

1� x

�2
� bn+1x

2

bn (1� x)2

+
'2nx

2

b2n (1� x)2
+

'nx
3

bn (1� x)3

+
2bn+1'nx

3

b2n (1� x)3
� '2nx

3

b2n (1� x)3
+

bn+1x
4

bn (1� x)4

+
bn+1x

4

b2n (1� x)4
� 2bn+1'nx

4

b2n (1� x)4
�

b2n+1x
5

b2n (1� x)5

�
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qn (x) =

�
� 1

(1� x)2
+

'n
bn (1� x)2

+
2'n+1x

bn (1� x)3
� 'nx

2

bn (1� x)4

+
'2nx

2

b2n (1� x)4
� 2bn+1x

3

bn (1� x)5
+
2bn+1'nx

3

b2n (1� x)5
+

b2n+1x
4

b2n (1� x)6

�
/ 

x

1� x
� 'nx

bn (1� x)
�
�

x

1� x

�2
� bn+1x

2

bn (1� x)2

+
'2nx

2

b2n (1� x)2
+

'nx
3

bn (1� x)3

+
2bn+1'nx

3

b2n (1� x)3
� '2nx

3

b2n (1� x)3
+

bn+1x
4

bn (1� x)4

+
b2n+1x

4

b2n (1� x)4
� 2bn+1'nx

4

b2n (1� x)4
�

b2n+1x
5

b2n (1� x)5

�

rn (x) =

�
� bn+1x

2

bn (1� x)4
+

'nx
2

bn (1� x)4
� '2nx

2

b2n (1� x)4

+
2bn+1x

3

bn (1� x)5
� 2bn+1'nx

3

b2n (1� x)5
�

b2n+1x
4

b2n (1� x)6

�
/ 

x

1� x
� 'nx

bn (1� x)
�
�

x

1� x

�2
� bn+1x

2

bn (1� x)2

+
'2nx

2

b2n (1� x)2
+

'nx
3

bn (1� x)3

+
2bn+1'nx

3

b2n (1� x)3
� '2nx

3

b2n (1� x)3
+

bn+1x
4

bn (1� x)4

+
b2n+1x

4

b2n (1� x)4
� 2bn+1'nx

4

b2n (1� x)4
�

b2n+1x
5

b2n (1� x)5

�

şeklindedir. Bu katsay¬lar biligisayarda Matematica program¬ile hesaplanm¬̧st¬r.

Şimdi aşa¼g¬daki operatörü gözönüne alal¬m.

L�n (f ;x) =
1

hn (x; t)

1X
k=0

f

�
k

k + bn

�
Ck;n (t)x

k (3.7.2)

(3:2:1) ile tan¬mlanan Ln (f ;x) operatöründe an;k = k al¬nd¬¼g¬nda (3:7:2) ile tan¬m-

lanan L�n (f ;x) operatörü elde edilir.
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Teorem 3.7.2 fhn (x; t)g do¼gurucu fonksiyon dizisi

@

@x
fhn (x; t)g = Kn (x)hn (x; t) (3.7.3)

özelli¼gine sahip olsun. 8x 2 [0; A] ve f 2 H! ise bu taktirde,

x
@

@x
L�n (f ;x) = �xKn (x)L

�
n (f ;x) + bnL

�
n (fg;x) (3.7.4)

dir. Burada g (s) =
s

1� s
(8s 2 [0; A]) ile tan¬ml¬bir fonksiyon ve Kn (x) herhangi

bir fonksiyon dizisidir.

·Ispat: (3:7:2) nin her iki yan¬n¬n x�e göre türevi al¬n¬rsa

@

@x
L�n (f ;x) = �

@
@x
fhn (x; t)g
(hn (x; t))

2

1X
k=0

f

�
k

k + bn

�
Ck;n (t)x

k

+
1

hn (x; t)

1X
k=1

f

�
k

k + bn

�
Ck;n (t) kx

k�1

olur. Bu eşitli¼gin her iki yan¬x ile çarp¬l¬r,
k

bn
= g

�
k

k + bn

�
ve (3:7:3) eşitli¼gi

kullan¬l¬rsa

x
@

@x
L�n (f ;x) = �xKn (x)

hn (x; t)

1X
k=0

f

�
k

k + bn

�
Ck;n (t)x

k

+
bn

hn (x; t)

1X
k=1

f

�
k

k + bn

�
g

�
k

k + bn

�
Ck;n (t)x

k

= �xKn (x)L
�
n (f ;x) + bnL

�
n (fg;x)

elde edilir ki bu ise ispat¬tamamlar.
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4. DO¼GURUCU FONKS·IYONLARIN BEL·IRL·I SINIFINI ·IÇEREN

POZ·IT·IF OPERATÖRLER

Bu bölümde do¼gurucu fonksiyon içeren lineer pozitif operatörler dizisinin genel hali

verilmi̧stir. Bu operatörlerin yaklaş¬m özellikleri Korovkin teoremi yard¬m¬yla ve-

rilmi̧stir. Bu operatörlerin yak¬nsama h¬z¬süreklilik modülü, Peetre K�fonksiyoneli

ve Lipschitz s¬n¬f¬ndan olan fonksiyonlar yard¬m¬yla hesaplanm¬̧st¬r. Ayr¬ca bu o-

peratörlerin r�inci basamaktan genelleştirilmesi verilmi̧stir. Son olarakta bu ope-

ratörlerin diferensiyel denklemlere uygulanmas¬üzerinde durulmuştur (Do�gru et al 2004).

4.1 Giri̧s

x 2 [0; 1) ve t 2 (�1; 0] olmak üzere

Ln (f ;x) =
1

Fn (x; t)

1X
�=0

f

�
�

an (�)

�
C(n)� (t)x� (4.1.1)

şeklinde tan¬mlanan Ln (f) operatörünü göz önüne alal¬m. Burada fFn (x; t)gn2N

Fn (x; t) =
1X
�=0

C(n)� (t)x� (4.1.2)

şeklinde tan¬ml¬olup,
n
C
(n)
� (t)

o
�2N0

fonksiyon dizisi için do¼gurucu fonksiyondur ve

8t 2 (�1; 0] için C(n)� (t) � 0 d¬r. Aşa¼g¬daki şartlar sa¼glans¬n.

1� Fn+1 (x; t) = p (x)Fn (x; t) ; p (x) < M <1; x 2 [0; 1)

2� AtC
(n+1)
��1 (t) = an (�)C

(n)
��1 (t)� �C

(n)
� (t) ; A 2 [0; a] ; � 2 Z� için C(n)� (t) = 0

3� max f�; ng � an (�) � an (� + 1)

Uyar¬4.1.1 (4:1:1) ile tan¬ml¬Ln operatörü aşa¼g¬daki baz¬özel seçimler alt¬nda

çok iyi bilinen baz¬operatörlere dönüşmektedir.

an (�) = � + n; C(n)� (t) = L(n)� (t) ve Fn (x; t) = (1� x)�n�1 exp

�
tx

x� 1

�
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�
L
(n)
� (t) Laguerre polinomudur

�
seçilirse, Cheney ve Sharma taraf¬ndan verilen

Pn (f ;x) = (1� x)n+1 exp

�
tx

1� x

� 1X
�=0

f

�
�

� + n

�
L(n)� (t)x�

elde edilir. Burada

(1� x)�n�1 exp

�
tx

x� 1

�
=

1X
�=0

L(n)� (t)x�

olup, (1� x)�n�1 exp
�
tx
x�1
�
, L(n)� (t) ile tan¬mlanan Laguerre polinomlar¬n¬n do¼gu-

rucu fonksiyonudur.

Bir önceki şartlarda an (�) = � + n + 1 al¬n¬r ve di¼ger şartlar ayn¬şekilde al¬n¬rsa

(4:1:1) operatörü Khan (1989) taraf¬ndan verilen

Zn (f ;x) = (1� x)n+1 exp

�
tx

1� x

� 1X
�=0

f

�
�

� + n+ 1

�
L(n)� (t)x�

operatörü elde edilir.

Lkn (t) =
1X
r=0

(�1)r (n+ k)!

(n� r)! (k + r)!r!
tr

oldu¼gundan t = 0 al¬n¬rsa

Lkn (0) = (�1)0 (n+ k)!

(n� 0)! (k + 0)!0!t
0 + 0

) Lkn (0) =
(n+ k)!

(n)! (k)!

=

�
n+ k

k

�

oldu¼gu görülür. O halde Pn (f ;x) de t = 0 al¬n¬rsa

Mn (f ;x) = (1� x)n+1
1X
�=0

f

�
�

� + n

��
n+ �

�

�
x�

bulunur. Bu ise Cheney and Sharma (1964) taraf¬ndan verilen Bernstein kuvvet

serisidir.
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Benzer düşünceyle Zn (f ;x) de t = 0 al¬n¬rsa

Zn (f ;x) = (1� x)n+1
1X
�=0

f

�
�

� + n+ 1

��
n+ �

�

�
x�

bulunur. Bu ise Meyer-König ve Zeller (1960) taraf¬ndan verilen MKZ operatörüdür.

Fn (x; t) = enx; an (�) = n ve C(n)� (t) =
n�

�!

seçilmesiyle (4:1:1) operatörü

Sn (f ;x) = e�nx
1X
�=0

f
��
n

� (nx)�
�!

operatörüne dönüşür. Bu ise Szasz taraf¬ndan 1950 y¬l¬nda verilmi̧s Szasz-Mirakyan

operatörüdür.

Fn (x; t) = eh(n)x; an (�) = h (n) ve C(n)� (t) =
(h (n))�

�!

seçilmesiyle ise

Sn (f ;x) = e�h(n)x
1X
�=0

f

�
�

h (n)

�
(h (n)x)�

�!

operatörüne dönüşür. Bu operatör ise Do¼gru (2002b) taraf¬ndan verilmi̧stir.

4.2 Ln Operatörünün Yaklaş¬m Özellikleri

x 2 [0; 1) ; t 2 (�1; 0] ve b 2 (0; 1) olsun. Ln operatörünün yak¬nsakl¬¼g¬ için

aşa¼g¬daki teoremi verelim.

Teorem 4.2.1 f; [0; b] de sürekli,
jtj
n
! 0 ise Ln (f ;x) operatörü f (x) fonksiyonu

[0; b] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsakt¬r.

·Ispat: Bu teoremi ispatlamak için Kesim 2.5 de verilen Korovkin teoreminin şart-

lar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬göstermek yeterlidir. Bunun için önce Ln operatörünün lineer
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pozitif bir operatör oldu¼gunu ispatlayal¬m. (4:1:1) ile tan¬ml¬Ln operatöründe f

yerine af + bg al¬n¬r ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

Ln (af + bg;x) =
1

Fn (x; t)

1X
�=0

(af + bg)

�
�

an (�)

�
C(n)� (t)x�

=
1

Fn (x; t)

1X
�=0

�
af

�
�

an (�)

�
+ bg

�
�

an (�)

��
C(n)� (t)x�

= a
1

Fn (x; t)

1X
�=0

f

�
�

an (�)

�
C(n)� (t)x�

+b
1

Fn (x; t)

1X
�=0

g

�
�

an (�)

�
C(n)� (t)x�

= aLn (f ;x) + bLn (g;x)

elde edilir. Bu ise Ln operatörünün lineer oldu¼gunu gösterir.

x 2 [0; 1) ; C(n)� (t) � 0 (t 2 (�1; 0]) ve Fn (x; t) =
1X
�=0

C(n)� (t)x�

oldu¼gundan Fn (x; t) � 0 d¬r. Bunlar (4:1:1) de birlikte düşünülürse f � 0 için

Ln (f ;x) � 0 oldu¼gu görülür. Bu ise Ln operatörünün pozitif oldu¼gunu gösterir.

(4:1:1) de f (s) = 1 al¬n¬r ve (4:1:2) dikkate al¬n¬rsa

Ln (1; x) =
1

Fn (x; t)

1X
�=0

C(n)� (t)x�

=
1

Fn (x; t)
Fn (x; t) = 1

) Ln (1; x) = 1

elde edilir. Şimdi de (4:1:1) de f (s) = s alal¬m. 2�inci özellik ve (4:1:2) kullan¬l¬rsa

Ln (s;x) =
1

Fn (x; t)

1X
�=1

�

an (�)
C(n)� (t)x�

=
1

Fn (x; t)

1X
�=1

�
an (�)C

(n)
��1 (t)� AtC

(n+1)
��1 (t)

� x�

an (�)

=
x

Fn (x; t)

1X
�=1

�
C
(n)
��1 (t)�

At

an (�)
C
(n+1)
��1 (t)

�
x��1 (4.2.1)
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elde edilir.
Atx

Fn (x; t)

1X
�=0

1

an (� + 1)
C(n+1)� (t)x� � 0

oldu¼gundan

Ln (s;x) � x

Fn (x; t)

1X
�=1

C
(n)
��1 (t)x

��1

=
x

Fn (x; t)

1X
�=0

C(n)� (t)x�

= x

) Ln (s;x) � x (4.2.2)

elde edilir.

3�üncü özellik kullan¬rsa, 1
n
� 1

an (� + 1)
dir. Sonuç olarak (4:2:1) den

Ln (s;x) =
1

Fn (x; t)

1X
�=1

C
(n)
��1 (t)x

� � At

Fn (x; t)

1X
�=1

C
(n+1)
��1 (t)x�

an (�)

=
x

Fn (x; t)

1X
�=0

C(n)� (t)x� � Atx

Fn (x; t)

1X
�=0

C
(n+1)
� (t)x�

an (� + 1)

� x� Atx

Fn (x; t)

1X
�=0

C
(n+1)
� (t)x�

n

= x� Atxp (x)

n

1

Fn+1 (x; t)

1X
�=0

C(n+1)� (t)x�

= x� Atxp (x)

n

bulunur. Yani

Ln (s;x) � x� Atxp (x)

n

dir. Son eşitsizlik ve (4:2:2) den ise

x � Ln (s;x) � x� Atxp (x)

n

0 � Ln (s;x)� x � �Atxp (x)
n

) jLn (s;x)� xj � �Atxp (x)
n

(4.2.3)
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bulunur. Her iki taraf¬n x 2 [0; b] üzerinden maksimumu al¬n¬rsa

kLn (s;x)� xkC[0;b] �
a jtj bM

n
(4.2.4)

elde edilir. Buradan da [0; b] de

Ln (s;x)� x

oldu¼gu görülür.

Son olarak (4:1:1) de f (s) = s2 al¬n¬rsa

Ln
�
s2;x

�
=

1

Fn (x; t)

1X
�=1

�
�

an (�)

�2
C(n)� (t)x�

elde edilir. 2�inci özellik iki kez kullan¬l¬rsa

�
�

an (�)

�2
C(n)� (t) =

�

(an (�))
2

�
an (�)C

(n)
��1 (t)� AtC

(n+1)
��1 (t)

�
=

�C
(n)
��1 (t)

an (�)
� At

(an (�))
2�C

(n+1)
��1 (t)

=
(� � 1 + 1)C(n)��1 (t)

an (�)
� At

(an (�))
2�C

(n+1)
��1 (t)

=
(� � 1)C(n)��1 (t)

an (�)
+
C
(n)
��1 (t)

an (�)
� At

(an (�))
2�C

(n+1)
��1 (t)

=

�
an (� � 1)C(n)��2 (t)� AtC

(n+1)
��2 (t)

�
an (�)

+
C
(n)
��1 (t)

an (�)

� At

(an (�))
2�C

(n+1)
��1 (t)

=
an (� � 1)C(n)��2 (t)

an (�)
� AtC

(n+1)
��2 (t)

an (�)
+
C
(n)
��1 (t)

an (�)

� At

(an (�))
2�C

(n+1)
��1 (t)

olur. Böylece
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��Ln �s2;x�� x2
�� �

"
1

Fn(x;t)

1X
�=2

an(��1)
an(�)

C
(n)
��2 (t)x

� � x2

#

+

����� At
Fn(x;t)

1X
�=2

1
an(�)

C
(n+1)
��2 (t)x�

�����
+

����� 1
Fn(x;t)

1X
�=1

1
an(�)

C
(n)
��1 (t)x

�

�����
+

����� At
Fn(x;t)

1X
�=1

�
(an(�))

2C
(n+1)
��1 (t)x�

����� (4.2.5)

olarak elde edilir. 3�üncü özellikten dolay¬da

� + 1

(an (� + 1))
2 �

� + 1

n2
� n

n2
� 1

n

bulunur. (4:2:5) de ki dört ayr¬parçay¬, ayr¬ayr¬hesaplayal¬m. (4:1:2) den����� At

Fn (x; t)

1X
�=1

�

(an (�))
2C

(n+1)
��1 (t)x�

����� � a jtjx
Fn (x; t)

1X
�=0

� + 1

(an (� + 1))
2C

(n+1)
� (t)x�

� p (x)

nFn+1 (x; t)
a jtjx

1X
�=0

C(n+1)� (t)x�

=
a jtjxp (x)

n
(4.2.6)

elde edilir. Benzer olarak
1

an (� + 2)
� 1

n
oldu¼gu ve (4:1:2) göz önüne al¬n¬rsa

����� At

Fn (x; t)

1X
�=2

1

an (�)
C
(n+1)
��2 (t)x�

����� � a jtjx2
Fn (x; t)

1X
�=0

1

an (� + 2)
C(n+1)� (t)x�

� a jtjx2
nFn (x; t)

1X
�=0

C(n+1)� (t)x�

� a jtjx2p (x)
n

1

Fn+1 (x; t)

1X
�=0

C(n+1)� (t)x�

=
a jtjx2p (x)

n
(4.2.7)
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elde edilir. Yine benzer olarak
1

an (� + 1)
� 1

n
oldu¼gu ve (4:1:2) birlikte dikkate

al¬n¬rsa����� 1

Fn (x; t)

1X
�=1

1

an (�)
C
(n)
��1 (t)x

�

����� � x

Fn (x; t)

1X
�=0

1

an (� + 1)
C(n)� (t)x�

� x

n

1

Fn (x; t)

1X
�=0

C(n)� (t)x�

=
x

n
(4.2.8)

elde edilir. Son olarak an (� � 1) � an (�) oldu¼gundan

1

Fn (x; t)

1X
�=2

an (� � 1)
an (�)

C
(n)
��2 (t)x

� � x2 � x2

Fn (x; t)

1X
�=2

C
(n)
��2 (t)x

� � x2

= x2 � x2 = 0 (4.2.9)

bulunur. Di¼ger taraftan

s2 = (s� x+ x)2 = (s� x)2 + 2xs� x2

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

Ln
�
s2;x

�
� x2 = Ln

�
(s� x)2 ;x

�
+ 2xLn ((s� x) ; x)

yaz¬labilir. (4:2:2) eşitsizli¼ginden ve Ln operatörünün poziti�i¼ginden

Ln
�
s2;x

�
� x2 � 0

d¬r. Sonuç olarak (4:2:6), (4:2:7), (4:2:8) ve (4:2:9) dan

Ln �s2;x�� x2

C[0;b]

� a jtj bM
n

+
a jtj b2M

n
+
b

n

=
1

n
(b+ a jtj bM (1 + b)) (4.2.10)
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yaz¬labilir. Teoremin hipotezinden dolay¬

Ln
�
s2;x

�
� x2

elde edilir. Bunlar ise Korovkin teoreminin şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬gösterir.

4.3 Ln Operatörünün Yak¬nsama H¬z¬

Bu bölümde Ln (f) operatörlerinin f ye yak¬nsama h¬z¬süreklilik modülü, Lipschitz

s¬n¬f¬ndan olan fonksiyonlar ve Peetre K�fonksiyoneli yard¬m¬yla hesaplanacakt¬r.

Teorem 4.3.1 Ln operatörü (4:1:1) şeklinde tan¬ml¬ve 8f 2 C [0; b] ise

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;b] �
�
1 +

p
3B
�
! (f ; �n)

dir. Burada

�n =
1p
n
, B = max

�
b; bMa jtj ; b2Ma jtj

	
ve ! (f ; �n), f fonksiyonunun süreklilik modülü olup (2:3:1) de tan¬mland¬¼g¬gibidir.

·Ispat: f 2 C [0; b] olsun. Ln operatörünün lineerlik ve monotonluk özelliklerinden

dolay¬

jLn (f ;x)� f (x)j � Ln (jf (s)� f (x)j ;x)

� Ln

�
! (f ; �n)

�
js� xj
�n

+ 1

�
;x

�
= ! (f ; �n)Ln

��
js� xj
�n

+ 1

�
;x

�
= ! (f ; �n)

"
1 +

1

�n

 
1

Fn (x; t)

1X
�=0

���� �

an (�)
� x

����C(n)� (t)x�

!#
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bulunur. Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden

1X
�=0

���� �

an (�)
� x

����
s
C
(n)
� (t)x�

Fn (x; t)

s
C
(n)
� (t)x�

Fn (x; t)

�
"

1
Fn(x;t)

1X
�=0

�
�

an(�)
� x
�2
C
(n)
� (t)x�

# 1
2

) jLn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)

�
1 +

1

�n
(An (x; t))

1
2

�

yaz¬labilir. Burada

An (x; t) =
1

Fn (x; t)

1X
�=0

�
�

an (�)
� x

�2
C(n)� (t)x� (4.3.1)

olup yukar¬daki eşitsizli¼gin her iki yan¬n¬n x 2 [0; b] üzerinden supremumu al¬n¬rsa

sup
x2[0;b]

jLn (f ;x)� f (x)j � ! (f ; �n)

8<:1 + 1

�n

 
sup
x2[0;b]

An (x; t)

! 1
2

9=;
) kLn (f ;x)� f (x)kC[0;b] � ! (f ; �n)

8<:1 + 1

�n

 
sup
x2[0;b]

An (x; t)

! 1
2

9=; (4.3.2)

olur. 8x 2 [0; b] için (4:3:2) eşitli¼gi

An (x; t) =
1

Fn (x; t)

1X
�=0

"�
�

an (�)

�2
� 2x

�
�

an (�)

�
+ x2

#
C(n)� (t)x�

= Ln
�
s2;x

�
� 2xLn (s;x) + x2Ln (1; x) + x2 � x2

= Ln
�
s2;x

�
� x2 � 2x (Ln (s;x)� x)

�
��Ln �s2;x�� x2

��+ 2x jLn (s;x)� xj

şekline dönüşür. (4:2:4) ve (4:2:10) eşitsizlikleri dikkate al¬n¬rsa

sup
x2[0;b]

An (x; t) �
Ln �s2;x�� x2


C[0;b]

+ 2b kLn (s;x)� xkC[0;b]

� 1

n
(b+ a jtj bM (1 + b)) +

2a jtj b2M
n
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=
1

n
(b+ a jtj bM (1 + 3b))

� 3B�2n (4.3.3)

bulunur. Burada

�n =
1p
n
ve B = max

�
b; bMa jtj ; b2Ma jtj

	
dir. (4:3:3) eşitsizli¼gi (4:3:2) de yerine konursa

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;b] � ! (f ; �n)

�
1 +

1

�n

q
3B�2n

�
= ! (f ; �n)

n
1 +

p
3B
o

bulunur ki bu ise istenilendir.

Şimdi de Ln (f) in f e yaklaşma h¬z¬n¬Peetre K-fonksiyoneli yard¬m¬yla hesapla-

yal¬m. f; f 0; f 00 fonksiyonlar¬C [0; b] de olsun. C2 [0; b] uzay¬ndaki norm

kfkC2[0;b] := kfkC[0;b] + kf 0kC[0;b] + kf 00kC[0;b]

olarak tan¬mlam¬̧st¬r. Peetre K-fonksiyoneli ise

K (f; �n) = inf
g2C2[0;b]

n
kf � gkC[0;b] + �n kgkC2[0;b]

o
ile tan¬mlanmaktad¬r.

Teorem 4.3.2 Ln operatörü (4:1:1) ile tan¬mlanan operatör ve f 2 C [0; b] ise

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;b] � 2K (f; �n)

dir. Burada

�n =
b+ a jtj bM (3 + 3b)

4n

dir ve n!1 için �n ! 0 d¬r.
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·Ispat: g 2 C2 [0; b] olsun. Taylor aç¬l¬m¬ndan g (s) fonksiyonu s = x noktas¬nda

Taylor serisine aç¬l¬rsa

g (s) = g (x) +
g0 (x)

1!
(s� x) +

g00 (x)

2!
(s� x)2 + 0

) g (s)� g (x) =
g0 (x)

1!
(s� x) +

g00 (x)

2!
(s� x)2

elde edilir. Her iki yana Ln operatörü uygulan¬rsa

) jLn (g;x)� g (x)j = jg0 (x)j jLn ((s� x) ; x)j+ 1
2
jg00 (x)j

��Ln �(s� x)2 ;x
���
(4.3.4)

bulunur. (4:2:4) den

jLn (s� x;x)j � bMa jtj
n

olur ve

��Ln �(s� x)2 ;x
��� =

��Ln �s2 � 2xs+ x2 � 2x2 + 2x2;x
���

=
��Ln �s2 � x2;x

�
� 2xLn (s� x;x)

��
�

��Ln �s2;x�� x2
��+ 2b jLn (s;x)� xj

� 1

n
(b+ a jtj bM (1 + b)) +

2a jtj b2M
n

=
1

n
(b+ a jtj bM (1 + 3b))

elde edilir. (4:3:4) den

kLn (g;x)� g (x)kC[0;b] � a jtj bM
n

kg0kC[0;b] +
1

2n
(b+ a jtj bM (1 + 3b)) kg00kC[0;b]

� 1

2n
(b+ a jtj bM (3 + 3b)) kgkC2[0;b] (4.3.5)

elde edilir. Di¼ger taraftan, Ln lineer operatör oldu¼gundan

jLn (f ;x)� f (x)j = jLn (f ;x)� Ln (g;x) + Ln (g;x)� g (x) + g (x)� f (x)j
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� jLn (f � g;x)j+ jg (x)� f (x)j+ jLn (g;x)� g (x)j

(4.3.6)

bulunur. (4:3:6) n¬n her iki taraf¬n [0; b] üzerinden maksimumu al¬n¬r ve Ln (1; x) = 1

oldu¼gu kullan¬l¬rsa

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;b] � kf � gkC[0;b] Ln (1; x) + kf � gkC[0;b]

+ kLn (g;x)� g (x)kC[0;b]

= 2 kf � gkC[0;b] + kLn (g;x)� g (x)kC[0;b]

(4.3.7)

yaz¬labilir. Burada

jLn (f (s) ; x)j � Ln (jf (s)j ;x) � Ln

�
max
x2[0;b]

jf (s)j ;x
�

� max
x2[0;b]

jf (s)jLn (1; x)

= kfkC[0;b]

oldu¼gu kullan¬lm¬̧st¬r. Şimdi (4:3:7) de (4:3:5) kullan¬l¬rsa

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;b] � 2

�
kf � gkC[0;b] +

1

4n
(b+ a jtj bM (3 + 3b)) kgkC2[0;b]

�
(4.3.8)

yaz¬labilir. �n =
b+ a jtj bM (3 + 3b)

4n
seçilirse ve g 2 C2 [0; b] üzerinden her iki

taraf¬n in�mumu al¬n¬rsa

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;b] � 2K (f; �n)

bulunur ki bu ise ispat¬tamamlar.

Şimdi Ln lineer pozitif operatörünün yak¬nsama h¬z¬LipM (�) (0 < � � 1) Lipschitz

s¬n¬f¬anlam¬nda verilsin. LipM (�) s¬n¬f¬na ait f 2 C [0; b] fonksiyonu

jf (t)� f (x)j �M jt� xj� ; (t; x 2 [0; b]) (4.3.9)
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eşitsizli¼gini sa¼glar.

Teorem 4.3.3 8f 2 LipM (�) için

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;b] �M (3B)
�
2 ��n

d¬r. Burada B ve �n, Teorem 4.3.1 de tan¬mland¬¼g¬gibidir.

·Ispat: f 2 LipM (�) ve 0 < � � 1 olsun. (4:3:9) ve Ln operatörünün lineerlik ve

monotonluk özellikleri kullan¬l¬rsa

jLn (f ;x)� f (x)j � Ln (jf (s)� f (x)j ;x)

� M

Fn (x; t)

1X
�=0

���� �

an (�)
� x

�����C(n)� (t)x�

olur. p =
2

�
ve q =

2

2� �
olmak üzere Hölder eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

jLn (f ;x)� f (x)j � M
1X
�=0

���� �

an (�)
� x

�����
 
C
(n)
� (t)x�

Fn (x; t)

!�
2
 
C
(n)
� (t)x�

Fn (x; t)

! 2��
2

� M

"
1

Fn (x; t)

1X
�=0

�
�

an (�)
� x

�2
C(n)� (t)x�

#�
2

= M (An (x; t))
�
2 (4.3.10)

elde edilir. Burada An (x; t) ; (4:3:1) deki gibidir. (4:3:3) ile (4:3:10) kullan¬l¬rsa

kLn (f ;x)� f (x)kC[0;b] � M
�
3B�2n

��
2

= M (3B)
�
2 ��n

sonucu elde edilir. Bu ise teoremin ispat¬n¬tamamlar.
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4.4 Ln Operatörünün r�inci Basamaktan Genelleştirilmesi

L[r]n (f ;x) =
1

Fn (x; t)

1X
�=0

rX
i=0

f (i)
�

�

an (�)

� �x� �
an(�)

�i
i!

C(n)� (t)x� (4.4.1)

f 2 Cr [0; b] ; (r = 0; 1; 2; :::) ve n 2 N olmak üzere (4:4:1) ile tan¬mlanan operatöre

Ln operatörünün r�inci basamaktan genelleştirilmesi denir.

E¼ger (4:4:1) de r = 0 al¬n¬rsa bu operatör (4:1:1) ile tan¬mlanan operatöre döner.

Teorem 4.4.1 L[r]n , (4:4:1) ile tan¬mlanan operatör, f (r) 2 LipM (�) ve 8f 2 Cr [0; b]

ise, o taktirde

L[r]n (f ;x)� f (x)

C[0;b]

� M

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r)

Ln �js� xj�+r ;x
�

C[0;b]
(4.4.2)

dir. Burada B (�; r) Beta fonksiyonu ve r; n 2 N dir.

·Ispat: (4:4:1) den

f (x)�L[r]n (f ;x) =
1

Fn (x; t)

1X
�=0

264f (x)� rX
i=0

f (i)
�

�

an (�)

� �x� �
an(�)

�i
i!

375C(n)� (t)x�

(4.4.3)

yaz¬labilir. Taylor integral formülünden

f (x) =

rX
k=0

f (k) (�)

k!
(x� �)k+

(x� �)r

(r � 1)!

1Z
0

(1� z)(r�1)
�
f (r) (�+ z (x� �))� f (r) (�)

�
dz

(4.4.4)

dir. Burada � =
�

an (�)
al¬n¬rsa

f (x)�
rX
i=0

f (i)
�

�
an(�)

�
i!

�
x� �

an (�)

�i

=

�
x� �

an(�)

�r
(r � 1)!

1Z
0

(1� t)(r�1) f (r)
�

�

an (�)
+ t

�
x� �

an (�)

��
� f (r)

�
�

an (�)

�
dt

(4.4.5)
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bulunur. f (r) 2 LipM (�) oldu¼gundan����f (r)� �

an (�)
+ t

�
x� �

an (�)

��
� f (r)

�
�

an (�)

�����
� M

���� �

an (�)
+ t

�
x� �

an (�)

�
�
�

�

an (�)

������
= Mt�

����x� �

an (�)

����� (4.4.6)

yaz¬labilir. (4:4:6) eşitsizli¼gi (4:4:5) de yerine yaz¬l¬r ve Beta fonksiyonunun tan¬m¬

kullan¬l¬rsa
1Z
0

(1� t)(r�1) t�dt =
�

�+ r
B (�; r)

elde edilir. (4:4:6) ve (4:4:5) eşitlikleri, (4:4:4) de kullan¬l¬rsa

������f (x)�
rX
i=0

f (i)
�

�
an(�)

�
i!

�
x� �

an (�)

�i������ � M

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r)

����x� �

an (�)

�����+r
(4.4.7)

bulunur. Bu son eşitsizlik (4:4:3) de gözönüne al¬n¬rsa

��f (x)� L[r]n (f ;x)
�� � M

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r)

1

Fn (x; t)

1X
�=0

����x� �

an (�)

����r+�C(n)� (t)x�

=
M

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r)Ln

�
js� xj�+r ;x

�
elde edilir. Bu son ifadede her iki taraf¬n önce mutlak de¼geri al¬n¬r sonra ise [0; b]

üzerinden maksimumu al¬n¬rsa

)
L[r]n (f ;x)� f (x)


C[0;b]

� M

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r)

Ln �js� xj�+r ;x
�

C[0;b]

bulunur. Bu ise istenilendir.

Şimdi

g (s) = js� xjr+� (4.4.8)

olmak üzere g 2 C [0; b] olsun. g (x) = 0 oldu¼gundan Teorem 4.2.1 den Ln (f ;x)

operatörü f (x) fonksiyonuna düzgün yak¬nsad¬¼g¬için Ln (g;x) operatörü ise g (x) e
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düzgün yak¬nsar. O taktirde

lim
n!1

kLn (g;x)kC[0;b] = 0

olur. Teorem 4.4.1 den f (r) 2 LipM (�) deki 8f 2 Cr [0; b] için

lim
n!1

L[r]n (f ;x)� f (x)

C[0;b]

� M

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r) kLn (g;x)kC[0;b] = 0

bulunur. Teorem 4.3.1 ve Teorem 4.3.3 de M = br oldu¼gu düşünülür ve g 2

Lipbr (�) dikkate al¬n¬rsa Teorem 4.4.1 in sonucu olarak aşa¼g¬daki sonuçlar ve-

rilebilir.

Sonuç 4.4.1 f (r) 2 LipM (�) ve f 2 C [r] [0; b] ise, o taktirde

L[r]n (f ;x)� f (x)

C[0;b]

� M

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r)

�
1 +

p
3B
�
! (g; �n)

dir. Burada �n, Teorem 4.3.1 de ve g ise (4:4:8) de tan¬mland¬klar¬gibidirler.

·Ispat: g (x) = 0 oldu¼gu için

jLn (g (s) ; x)j � Ln (jg (s)� g (x)j ;x)

� Ln

�
! (g; �n)

�
1 +

js� xj
�n

�
;x

�
= ! (g; �n)Ln

�
1 +

js� xj
�n

;x

�

yaz¬labilir. Teorem 4.3.1 deki ile ayn¬i̧slemler yap¬larak

kLn (g (s) ; x)kC[0;b] = kLn (g (s)� g (x) ; x)kC[0;b]

�
�
1 +

p
3B
�
! (g; �n)

bulunur. Bu son eşitsizlik (4:4:2) de yaz¬l¬rsa

L[r]n (f ;x)� f (x)

C[0;b]

� M

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r)

�
1 +

p
3B
�
! (g; �n)
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olur.

Sonuç 4.4.2 f (r) 2 LipM (�) ve f 2 Cr [0; b] ise, o taktirde

L[r]n (f ;x)� f (x)

C[0;b]

� Mbr

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r) (3B)

�
2 ��n

d¬r. Burada �n; Teorem 4.3.1 de tan¬mland¬¼g¬gibidir.

·Ispat: Benzer şekilde g (x) = 0 oldu¼gundan

jLn (g (s) ; x)j � Ln (jg (s)� g (x)j ;x)

yaz¬labilir. Geriye kalan i̧slemler için Teorem 4.3.3 deki i̧slemlerin ayn¬s¬uygulan¬rsa

kLn (g (s) ; x)kC[0;b] �M (3B)
�
2 ��n

olarak bulunur. Bu son eşitsizlik (4:4:2) de yerine yaz¬l¬rsa

L[r]n (f ;x)� f (x)

C[0;b]

� M

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r)M (3B)

�
2 ��n

� Mbr

(r � 1)!
�

�+ r
B (�; r) (3B)

�
2 ��n

olur.

Bu iki sonuç
n
L
[r]
n (f ;x)

o
dizisinin yak¬nsakl¬k h¬z¬n¬s¬ras¬yla, süreklilik modülü ve

Lipschitz s¬n¬f¬n¬n elemanlar¬yard¬m¬yla vermektedir.

4.5 Ln Operatörünün Diferensiyel Denklemlere Uygulanmas¬

L�n (f ;x) =
1

Fn (x; t)

1X
�=0

f

�
�

� + bn

�
C(n)� (t)x� (4.5.1)

operatörü verilsin. Burada bn � bn+1 dir.

(4:1:1) ile tan¬mlanan Ln (f ;x) operatöründe an (�) = � + bn al¬nd¬¼g¬nda L�n (f ;x)

operatörü elde edilir.
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Bu kesimde L�n operatörünün diferensiyel denklemlere uygulanmas¬üzerinde duru-

lacakt¬r.

Teorem 4.5.1. fFn (x; t)g do¼gurucu fonksiyon dizisi

@

@x
fFn (x; t)g = Kn (x)Fn (x; t) (4.5.2)

özelli¼gine sahip olsun. 8x 2 [0; b] ve f 2 C [0; b] ise bu taktirde,

x
d

dx
L�n (f ;x) = �xKn (x)L

�
n (f ;x) + bnL

�
n (fg;x) (4.5.3)

dir. Burada g (s) =
s

1� s
ile tan¬ml¬bir fonksiyon ve Kn (x) herhangi bir fonksiyon

dizisidir.

·Ispat: (4:5:1) in her iki yan¬n¬n x�e göre türevi al¬n¬rsa

d

dx
L�n (f ;x) =

� @
@x
(Fn (x; t))

F 2n (x; t)

1X
�=0

f

�
�

� + bn

�
C(n)� (t)x�

+
1

Fn (x; t)

1X
�=0

f

�
�

� + bn

�
C(n)� (t) �x��1

olur. Burada

g

�
�

� + bn

�
=

�

� + bn

1� �

� + bn

=
�

bn

oldu¼gu ve (4:5:2) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

x
d

dx
L�n (f ;x) =

�xKn (x)

Fn (x; t)

1X
�=0

f

�
�

� + bn

�
C(n)� (t)x�

+
bn

Fn (x; t)

1X
�=0

f

�
�

� + bn

�
g

�
�

� + bn

�
C(n)� (t)x�

yaz¬labilir. (4:5:1) kullan¬l¬rsa

x
d

dx
L�n (f ;x) = �xKn (x)L

�
n (f ;x) + bnL

�
n (fg;x)
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elde edilir ki bu ise ispat¬tamamlar.

Uyar¬4.5.1 (4:5:3), L�n (f ;x) için bir diferensiyel denklem de¼gildir. Daha çok bir

fonksiyonel diferensiyel denklemdir.
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5. KATLI DO¼GURUCU FONKS·IYON ·IÇEREN ·IK·I DE¼G·IŞKENL·I

MKZ OPERATÖRLER·IN·IN GENELLEŞT·IR·ILMES·I

Bu k¬s¬mda Volkov tipli teorem yard¬m¬yla katl¬do¼gurucu fonksiyon içeren iki de¼gi̧skenli

MKZ operatörlerinin yaklaş¬m özellikleri incelenecektir. Bu opartörlerin yak¬n-

sama h¬zlar¬ süreklilik modülü ve modi�ye Lipschitz s¬n¬f¬ndan olan fonksiyonlar

yard¬m¬yla hesaplanacakt¬r. Son k¬s¬mda bu operatörün k¬smi diferensiyel denklem-

lere uygulanmas¬üzerinde durulacakt¬r (Tasdelen and Erencin 2007).

5.1 Giri̧s

[0; 1] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon f olmak üzere s¬ras¬yla Meyer-König and

Zeller (1960) taraf¬ndan tan¬mlanan MKZ operatörü ve Cheney and Sharma (1964)

taraf¬ndan tan¬mlanan Bernstein kuvvet serisi aşa¼g¬daki gibidir.

Mn (f ;x) = (1� x)n+1
1X
k=0

f

�
k

k + n+ 1

��
n+ k

k

�
xk (5.1.1)

M�
n (f ;x) = (1� x)n+1

1X
k=0

f

�
k

k + n

��
n+ k

k

�
xk (5.1.2)

Son zamanlarda bu operatörlerle ilgili baz¬ genelleştirmeler Gupta, Do¼gru, Abel,

Agratini ve lvan taraf¬ndan verilmi̧stir. Do¼gru (1998) MKZ operatörünü içeren

genelleştirilmi̧s lineer pozitif operatör dizisini tan¬mlam¬̧st¬r ve bu operatörün baz¬

yaklaş¬m özelliklerini vermi̧stir. Agratini (2001), Do¼gru�nun yapt¬¼g¬çal¬̧smada bulu-

nan diziyi içeren başka bir genelleştirilmi̧s lineer pozitif operatör dizisi tan¬mlam¬̧st¬r.

Bu k¬s¬mda do¼gurucu fonksiyon içeren

Ln;m (f ;x; y) =
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

f

�
ak;n

ak;n + bn
;

cl;m
cl;m + dm

�
�n;mk;l (s; t)x

kyl

(5.1.3)

şeklinde tan¬mlanan Ln;m (f ;x; y) iki de¼gi̧skenli lineer pozitif operatör dizisi ele al¬-
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nacakt¬r. Burada

0 � ak;n
ak;n + bn

� A ve 0 � cl;m
cl;m + dm

� B; A;B 2 (0; 1)

dir. Ayr¬ca

 n;m (x; y; s; t) =
1X
k=0

1X
l=0

�n;mk;l (s; t)x
kyl

ve

�n;mk;l (s; t) � 0
�
8 (s; t) 2 D2 � R2

�
dir. Burada

�
 n;m (x; y; s; t)

	
n;m2N fonksiyonuna,

�
�n;mk;l (s; t)

	
k;l2N0

fonksiyonu için

bir do¼gurucu fonksiyon denir.

Kabul edelim ki aşa¼g¬daki şartlar sa¼glans¬n.

.

1.  n;m (x; y; s; t) = (1� x) n+1;m (x; y; s; t)

2. ak+1;n�
n;m
k+1;l (s; t) = bn�

n+1;m
k;l (s; t)

3. ak+1;n = ak;n+1 + 'n; j'nj � n1 <1 ve a0;n = 0

4. bn !1;
bn+1
bn

! 1 ve bn 6= 0 (8n 2 N)

5.  n;m (x; y; s; t) = (1� y) n;m+1 (x; y; s; t)

6. cl+1;m�
n;m
k;l+1 (s; t) = dm�

n;m+1
k;l (s; t)

7. cl+1;m = cl;m+1 + �m; j�mj � m1 <1 ve c0;m = 0

8. dm !1;
dm+1
dm

! 1 ve dm 6= 0 (8m 2 N)

Uyar¬5.1.1 (5:1:3) ile tan¬ml¬Ln;m operatörü baz¬özel seçimler alt¬nda aşa¼g¬daki

operatörlere dönüşmektedir.

Durum 1 E¼ger;

a)  n;m (x; y; s; t) = hn (x; t)hm (y; s)

b) �n;mk;l (s; t) = Ck;n (t)Cl;m (s)

al¬n¬rsa (5:1:3) ile tan¬ml¬Ln;m operatörü, (3:2:1) ile verilen operatörün iki de¼gi̧skenli

bir geni̧slemesi olur. Ayr¬ca
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c) f (x; y) = f1 (x) f2 (y)

al¬n¬rsa

Ln;m (f ;x; y) = Ln (f1;x)Lm (f2; y)

bulunur.

Durum 2 E¼ger;

 n;m (x; y; s; t) = (1� x)�n�1 (1� y)�m�1 ; �n;mk;l (s; t) =

�
n+ k

k

��
l +m

m

�
;

ak;n = k; bn = n+ 1; cl;m = l ve dm = m+ 1

seçilirse Durum1 in bir sonucu olarak (5:1:3) ile verilen operatör, iki de¼gi̧skenli MKZ

operatörüne döner.

Durum 3 E¼ger, (c) deki özel durum al¬n¬r ve  n;m (x; y; s; t) ; �
n;m
k;l (s; t) ; ak;n; bn ve

cl;m Durum 2 deki gibi seçilir ve de dm = m al¬n¬rsa

Ln;m (f ;x; y) =Mn (f1;x)M
�
m (f2; y)

elde edilir. Buradan görüldü¼gü gibi Ln;m (f ;x; y) operatörü (5:1:1) ve (5:1:2) de

tan¬mlanan operatörlerin çarp¬m¬şeklindedir.

5.2 Ln;m Operatörünün Yaklaş¬m Özellikleri

Bu bölümde

f0 (u; v) = 1; f1 (u; v) =
u

1� u
; f2 (u; v) =

v

1� v

f3 (u; v) =

�
u

1� u

�2
+

�
v

1� v

�2
(5.2.1)
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test fonksiyonlar¬yard¬m¬yla Ln;m operatörünün yaklaş¬m özellikleri incelenecektir.

u =
ak;n

ak;n + bn
ve v =

cl;m
cl;m + dm

al¬n¬rsa
u

1� u
=
ak;n
bn

ve
v

1� v
=
cl;m
dm

olup paydalar¬s¬ras¬yla k ve l den ba¼g¬ms¬z olurlar.

[0; A]� [0; B] = I2 ve H! (I
2) gerçel de¼gerli fonksiyon uzay¬olmak üzere f 2 C (I2)

olsun.

����� u

1� u
;

v

1� v

�
�
�

x

1� x
;

y

1� y

����� =
 �

u

1� u
� x

1� x

�2
+

�
v

1� v
� y

1� y

�2! 1
2

olmak üzere, � > 0 için iki de¼gi̧skenli f fonksiyonunun süreklilik modülü

! (f; �) = sup
�
jf (u; v)� f (x; y)j : (u; v) ; (x; y) 2 I2; j(u; v)� (x; y)j < �

	
d¬r. Burada

jf (u; v)� f (x; y)j � !

�
f;

����� u

1� u
;

v

1� v

�
�
�

x

1� x
;

y

1� y

������ (5.2.2)

dir. Süreklilik modülünün bilinen özelliklerinden

(i) ! (f; �) ; negatif olmayan artan

(ii) lim
�!0

! (f; �) = 0

d¬r. Ayr¬ca 8 (u; v) 2 I2 için

jf (u; v)� f (x; y)j � ! (f; j(u; v)� (x; y)j)

= !

�
f; j(u; v)� (x; y)j �

�

�
�

�
1 +

j(u; v)� (x; y)j
�

�
! (f; �)
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özelli¼gi kullan¬l¬rsa

jf (u; v)� f (x; y)j � ! (f; �)

�
1 +

j(u; v)� (x; y)j
�

�
(5.2.3)

sa¼glan¬r.

(x; y) 2 I2 olmak üzere Ln;m (f (u; v) ; x; y) lineer pozitif operatörü Ln;m (f ;x; y) ile

gösterilecektir.

·Iki de¼gi̧skenli lineer pozitif operatörler için Korovkin teoreminin bir genelleştirilmesi

Korovkin (1960) taraf¬ndan ve Volkov (1957) taraf¬ndan verilmi̧stir. H! (I
2) den

C (I2) ye tan¬ml¬(5:2:1) deki gibi tan¬ml¬iki de¼gi̧skenli Ln;m (f ;x; y) operatörünün

yaklaş¬m özellikleri Volkov tipli bir teorem ile verilecektir.

Teorem 5.2.1 H! (I
2) den C (I2) ye tan¬ml¬An;m lineer pozitif operatör dizileri

aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glas¬n.

lim
n;m!1

kAn;m (fi;x; y)� fi (x; y)kC(I2) = 0 (i = 0; 1; 2; 3) (5.2.4)

Bu taktirde 8f 2 H! (I
2) için

lim
n;m!1

kAn;m (f ;x; y)� f (x; y)kC(I2) = 0

dir. Burada f0; f1; f2 ve f3; (5:2:1) de tan¬mland¬klar¬gibidirler. Ayr¬ca k:kC(I2) ;

C (I2) uzay¬ndaki supremum normunu belirtmektedir.

·Ispat: f 2 H! (I
2) olsun. H! (I

2) nin tan¬m¬ndaki (ii) özelli¼gi kullan¬l¬rsa

 �
u

1� u
� x

1� x

�2
+

�
v

1� v
� y

1� y

�2! 1
2

< � için jf (u; v)� f (x; y)j < "

yaz¬labilir. Burada

(u; v) ; (x; y) 2 I2 ve f 2 C
�
I2
�
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oldu¼gundan bir M sabiti vard¬r. Bu durumda

jf (u; v)� f (x; y)j � jf (u; v)j+ jf (x; y)j < M +M = 2M

yaz¬labilir. Ayr¬ca

 �
u

1� u
� x

1� x

�2
+

�
v

1� v
� y

1� y

�2! 1
2

� �

oldu¼gunda �
u

1� u
� x

1� x

�2
+

�
v

1� v
� y

1� y

�2
� �2

dir. Buradan

jf (u; v)� f (x; y)j < 2M

�2

"�
u

1� u
� x

1� x

�2
+

�
v

1� v
� y

1� y

�2#

yaz¬labilir. O halde 8 (u; v) ; (x; y) 2 I2 ve f 2 C (I2) için

jf (u; v)� f (x; y)j < "+
2M

�2

"�
u

1� u
� x

1� x

�2
+

�
v

1� v
� y

1� y

�2#
(5.2.5)

yaz¬labilir. An;m operatörünün lineerlik ve poziti�ik özellikleri ve de (5:2:5) eşitsizli¼gi

kullan¬l¬rsa

jAn;m (f ;x; y)� f (x; y)j

= jAn;m (f (u; v)� f (x; y) + f (x; y) ; x; y)� f (x; y)j

= An;m (f (u; v)� f (x; y) ; x; y)� f (x; y) (An;m (f0;x; y)� f0 (x; y))

� jAn;m (f (u; v)� f (x; y) ; x; y)j+ jf (x; y)j j(An;m (f0;x; y)� f0 (x; y))j

� An;m (jf (u; v)� f (x; y)j ;x; y) + jf (x; y)j j(An;m (f0;x; y)� f0 (x; y))j

� An;m

 
"+

2M

�2

"�
u

1� u
� x

1� x

�2
+

�
v

1� v
� y

1� y

�2#
;x; y

!
+ jf (x; y)j j(An;m (f0;x; y)� f0 (x; y))j

= "An;m (f0;x; y) +
2M

�2
[An;m (f3;x; y) �

2x

1� x
An;m (f1;x; y)
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+

�
x

1� x

�2
An;m (f0;x; y)

� 2y

1� y
An;m (f2;x; y) +

�
y

1� y

�2
An;m (f0;x; y)

#
+ jf (x; y)j j(An;m (f0;x; y)� f0 (x; y))j

= " [An;m (f0;x; y)� f0 (x; y)] + "

+
2M

�2

(
[An;m (f3;x; y)� f3 (x; y)] +

�
x

1� x

�2
+

�
y

1� y

�2
� 2x

1� x
[An;m (f1;x; y)� f1 (x; y)]

+

�
x

1� x

�2
[An;m (f0;x; y)� f0 (x; y)]

�2
�

x

1� x

�2
+

�
y

1� y

�2
[An;m (f0;x; y)� f0 (x; y)]

�2
�

y

1� y

�2
+

�
x

1� x

�2
� 2y

1� y
[An;m (f2;x; y)� f2 (x; y)]

+

�
y

1� y

�2)
+M jAn;m (f0;x; y)� f0 (x; y)j

�
 
"+M +

"�
x

1� x

�2
+

�
y

1� y

�2#
2M

�2

!
� jAn;m (f0;x; y)� f0 (x; y)j

+
2x

1� x

2M

�2
jAn;m (f1;x; y)� f1 (x; y)j+ "

+
2y

1� y

2M

�2
jAn;m (f2;x; y)� f2 (x; y)j

+
2M

�2
jAn;m (f3;x; y)� f3 (x; y)j

� "+

�
"+M +

2M

�2

�
jAn;m (f0;x; y)� f0 (x; y)j

+
4M

�2
jAn;m (f1;x; y)� f1 (x; y)j

+
4M

�2
jAn;m (f2;x; y)� f2 (x; y)j

+
2M

�2
jAn;m (f3;x; y)� f3 (x; y)j

elde edilir. Elde edilen son eşitsizlikte her iki yan¬n (x; y) 2 I2 üzerinden supremumu

al¬n¬r ve (5:2:4) ile verilen şartlar göz önüne al¬n¬rsa istenilen elde edilir.
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Teorem 5.2.2 Ln;m; (5:1:4) ile tan¬ml¬operatör ve 8f 2 H! (I
2) ise o taktirde

lim
n;m!1

kLn;m (f ;x; y)� f (x; y)kC(I2) = 0

dir.

·Ispat: Bu teoremi ispatlamak için f 2 H! (I
2) olmak üzere

lim
n;m!1

kLn;m (fi;x; y)� fi (x; y)kC(I2) = 0 (i = 0; 1; 2; 3) (5.2.6)

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Burada f0; f1; f2 ve f3 fonksiyonlar¬(5:2:1) de tan¬m-

land¬klar¬gibidirler. Ln;m operatörünün (5:1:3) ile verilen ifadesinde f (u; v) = f0

al¬n¬rsa

Ln;m (f0;x; y) =
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

�n;mk;l (s; t)x
kyl = 1 (5.2.7)

elde edilir. Şimdi Ln;m operatörünün (5:1:3) ile verilen ifadesinde f (u; v) = f1 al¬n¬r

ve 1�inci�3�üncü özellikler göz önünde tutulursa

Ln;m (f1;x; y) =
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

ak;n
bn
�n;mk;l (s; t)x

kyl

=
1

bn

1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=1

1X
l=0

ak;n�
n;m
k;l (s; t)x

kyl

=
x

bn

1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

ak+1;n�
n;m
k+1;l (s; t)x

kyl

=
x

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

�n+1;mk;l (s; t)xkyl

=
x

(1� x) n+1;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

�n+1;mk;l (s; t)xkyl

=
x

1� x
(5.2.8)

bulunur. Benzer şekilde Ln;m operatörünün (5:1:3) ile verilen ifadesinde f (u; v) = f2
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al¬r, 5�inci ve 7�inci özellikler dikkate al¬n¬rsa

Ln;m (f2;x; y) =
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

cl;m
dm
�n;mk;l (s; t)x

kyl

=
1

dm

1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=1

cl;m�
n;m
k;l (s; t)x

kyl

=
y

dm

1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

cl+1;m�
n;m
k;l+1 (s; t)x

kyl

=
y

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

�n;m+1k;l (s; t)xkyl

=
y

(1� y) n;m+1 (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

�n;m+1k;l (s; t)xkyl

=
y

1� y
(5.2.9)

olur. Son olarak Ln;m operatörünün (5:1:3) ile verilen ifadesinde f (u; v) = f3 al¬n¬r

ve 1�inci�8�inci özellikler göz önünde tutulursa

Ln;m (f3;x; y) =
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

"�
ak;n
bn

�2
+

�
cl;m
dm

�2#
�n;mk;l (s; t)x

kyl

=
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=1

1X
l=0

�
ak;n
bn

�2
�n;mk;l (s; t)x

kyl

+
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=1

�
cl;m
dm

�2
�n;mk;l (s; t)x

kyl

=
x

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

�
ak+1;n
bn

�2
�n;mk+1;l (s; t)x

kyl

+
y

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

�
cl+1;m
dm

�2
�n;mk;l+1 (s; t)x

kyl

=
x

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

ak+1;n
bn

�n+1;mk;l (s; t)xkyl

+
y

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

cl+1;m
dm

�n;m+1k;l (s; t)xkyl

=
x

bn

1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=1

1X
l=0

ak;n+1�
n+1;m
k;l (s; t)xkyl

+
'n
bn

x

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

�n+1;mk;l (s; t)xkyl
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+
y

dm

1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=1

cl;m+1�
n;m+1
k;l (s; t)xkyl

+
�m
dm

y

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

�n;m+1k;l (s; t)xkyl

=
x2

bn

1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

ak+1;n+1�
n+1;m
k+1;l (s; t)x

kyl +
'n
bn

x

1� x

+
y2

dm

1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

cl+1;m+1�
n;m+1
k;l+1 (s; t)x

kyl +
�m
dm

y

1� y

=
x2

bn

1

(1� x)2  n+2;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

bn+1�
n+2;m
k;l (s; t)xkyl +

'n
bn

x

1� x

+
y2

dm

1

(1� y)2  n;m+2 (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

dm+1�
n;m+2
k;l (s; t)xkyl +

�m
dm

y

1� y

Ln;m (f3;x; y) =
bn+1
bn

�
x

1� x

�2
+
'n
bn

x

1� x
+
dm+1
dm

�
y

1� y

�2
+
�m
dm

y

1� y
(5.2.10)

elde edilir. (5:2:7), (5:2:8), (5:2:9) ve (5:2:10) eşitliklerinden (5:2:6) koşullar¬n¬n

gerçeklendi¼gi görülür. Bu koşullar ise Teorem 5.2.1 in hipotezlerini verir. Bu ise

ispat¬tamamlar.

5.3 Ln;m Operatörünün Yak¬nsama H¬z¬

Bu bölümde Ln;m (f ;x; y) operatörünün f (x; y) ye yak¬nsama h¬z¬, süreklilik modülü

ve modi�ye Lipschitz s¬n¬f¬ndan olan fonksiyonlar yard¬m¬yla verilecektir.

Teorem 5.3.1 Ln;m, (5:1:4) ile tan¬ml¬operatör ve 8f 2 H! (I
2) ise o taktirde

kLn;m (f ;x; y)� f (x; y)kC(I2) �
�
1 +

p
K
�
! (f; �nm)

dir. Burada

K = maks

(
A

1� A
;

B

1�B
;

�
A

1� A

�2
;

�
B

1�B

�2)

ve

�nm =

�
bn+1
bn

+
'n
bn
+
dm+1
dm

� 2 + �m
dm

� 1
2
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dir.

·Ispat: Ln;m operatörünün lineerlik ve monotonluk özelliklerinden ve de (5:2:3) eşit-

sizli¼ginden

jLn;m (f ;x; y)� f (x; y)j = jLn;m (f (u; v)� f (x; y) ; x; y)j

� Ln;m (jf (u; v)� f (x; y)j ;x; y)

=
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

����f � ak;n
ak;n + bn

;
cl;m

cl;m + dm

�
� f (x; y)

����
��n;mk;l (s; t)xkyl

� ! (f; �nm)

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

1

�nm

 �
ak;n
bn

� x

1� x

�2

+

�
cl;m
dm

� y

1� y

�2! 1
2

�n;mk;l (s; t)x
kyl

+
! (f; �nm)

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

�n;mk;l (s; t)x
kyl

=
! (f; �nm)

�nm

"
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

 �
ak;n
bn

� x

1� x

�2

+

�
cl;m
dm

� y

1� y

�2! 1
2

�n;mk;l (s; t)x
kyl

35+ ! (f; �nm)

bulunur. Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

jLn;m (f ;x; y)� f (x; y)j � ! (f; �nm)

�nm

"
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
l=0

 �
ak;n
bn

� x

1� x

�2

+

�
cl;m
dm

� y

1� y

�2!
�n;mk;l (s; t)x

kyl

# 1
2

+ ! (f; �nm)

72



elde edilir. Teorem 5.2.2 kullan¬l¬rsa

jLn;m (f ;x; y)� f (x; y)j � ! (f; �nm)

�nm

"
'n
bn

x

1� x
+
bn+1
bn

�
x

1� x

�2
+
�m
dm

y

1� y

+
dm+1
dm

�
y

1� y

�2
�
�

x

1� x

�2
�
�

y

1� y

�2# 1
2

+ ! (f; �nm)

=
! (f; �nm)

�nm

"
'n
bn

x

1� x
+

�
bn+1
bn

� 1
��

x

1� x

�2

+
�m
dm

y

1� y
+

�
dm+1
dm

� 1
��

y

1� y

�2# 1
2

+ ! (f; �nm)

bulunur. Her iki yan¬n 8 (x; y) 2 I2 için supremumu al¬n¬r ve

K = max

(
A

1� A
;

B

1�B
;

�
A

1� A

�2
;

�
B

1�B

�2)

ve de

�nm =

�
bn+1
bn

+
'n
bn
+
dm+1
dm

� 2 + �m
dm

� 1
2

olduklar¬dikkate al¬n¬rsa

kLn;m (f ;x; y)� f (x; y)kC(I2) �
�
1 +

1

�nm

�p
K�nm

��
! (f; �nm)

=
�
1 +

p
K
�
! (f; �nm)

elde edilir. Bu ise istenilendir.

Şimdi ise Ln;m lineer pozitif operatörünün yak¬nsama h¬z¬, 0 < � � 1 için modi�ye

Lipschitz s¬n¬f¬ndan olan fonksiyonlar yard¬m¬yla verilecektir. Bu s¬n¬f
�
LipM (�) ile

gösterilecektir. ·Iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar için modi�ye Lipschitz s¬n¬f¬n¬n tan¬m¬

Alt¬n et al (2005) taraf¬ndan aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

0 < � � 1 ve
�
LipM (�) ise

jf (u; v)� f (x; y)j �M

����� u

1� u
;

v

1� v

�
�
�

x

1� x
;

y

1� y

������ (5.3.1)
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dir. Burada

(x; y) ; (u; v) 2 I2;M > 0 ve f 2 C
�
I2
�

dir.

Teorem 5.3.2 Ln;m, (5:1:4) ile tan¬ml¬operatör ve 8f 2
�
LipM (�) ise

kLn;m (f ;x; y)� f (x; y)kC(I2) �MK
�
2 ��nm

dir. Burada K ve �nm, Teorem 5.3.1 de tan¬mland¬klar¬gibidirler.

·Ispat: f 2
�
LipM (�) olsun. Ln;m nin lineerlik ve monotonluk özelliklerinden ve de

(5:3:1) eşitsizli¼ginden

jLn;m (f ;x; y)� f (x; y)j = jLn;m (f (u; v)� f (x; y) ; x; y)j

� Ln;m (jf (u; v)� f (x; y)j ;x; y)

� Ln;m

�
M

����� u

1� u
;

v

1� v

�
�
�

x

1� x
;

y

1� y

������ ;x; y�
=

M

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
k=0

��
ak;n
bn
� x

1�x

�2
+
�
cl;m
dm
� y

1�y

�2��2
��n;mk;l (s; t)xkyl

elde edilir. p =
2

�
ve q =

2

2� �
olmak üzere yukar¬daki eşitsizlikte Hölder eşitsizli¼gi

kullan¬l¬rsa

jLn;m (f ;x; y)� f (x; y)j � M

"
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
k=0

��
ak;n
bn
� x

1�x

�2
+
�
cl;m
dm
� y

1�y

�2�
�n;mk;l (s; t)x

kyl
��
2

bulunur. Teorem 5.2.2 kullan¬l¬rsa

jLn;m (f ;x; y)� f (x; y)j �M

"
'n
bn

x

1� x
+

�
bn+1
bn

� 1
��

x

1� x

�2
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+
�m
dm

y

1� y
+

�
dm+1
dm

� 1
��

y

1� y

�2#�
2

elde edilir. Her iki yan¬n (x; y) 2 I2 için supremumu al¬n¬r ve K ve �nm, Teorem

5.3.1 de tan¬mland¬¼g¬gibi seçilirse

kLn;m (f ;x; y)� f (x; y)kC(I2) � M
�
K�2nm

��
2

= MK
�
2 ��nm

bulunur. Bu ise ispat¬tamamlar.

5.4 Ln;m Operatörünün K¬smi Diferensiyel Denklemlere Uygulanmas¬

L�n;m (f ;x; y) =
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
k=0

f

�
k

k + bn
;

l

l + dm

�
�n;mk;l (s; t)x

kyl (5.4.1)

operatörünü göz önüne alal¬m. (5:1:4) ile tan¬mlanan Ln;m operatöründe ak;n = k

ve cl;m = l al¬nd¬¼g¬nda L�n;m operatörü elde edilir.

Teorem 5.4.1  n;m (x; y; s; t) do¼gurucu fonksiyon dizisi

@

@x

�
 n;m (x; y; s; t)

�
= Kn (x) n;m (x; y; s; t) (5.4.2)

@

@y

�
 n;m (x; y; s; t)

�
= Hm (y) n;m (x; y; s; t) (5.4.3)

özelliklerine sahip olsun. 8 (x; y) 2 I2 ve f 2 H! (I
2) ise bu taktirde,

�
x

bn

@

@x
+

y

dm

@

@y

�
L�n;m (f ;x; y) = �

�
x

bn
Kn (x) +

y

dm
Hm (y)

�
L�n;m (f ;x; y)

+L�n;m (fg;x; y)

dir. Burada g (u; v) =
u

1� u
+

v

1� v
ve Kn (x) ve Hm (y) herhangi iki fonksiyon

dizileridir.
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·Ispat: (5:4:1) in her iki yan¬n¬n x�e göre k¬smi türevi al¬n¬rsa

@

@x
L�n;m (f ;x; y) = �

Kn (x) n;m (x; y; s; t)

 2n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
k=0

f

�
k

k + bn
;

l

l + dm

�
�n;mk;l (s; t)x

kyl

+
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
k=0

f

�
k

k + bn
;

l

l + dm

�
�n;mk;l (s; t) kx

k�1yl

dir. Her iki taraf
x

bn
ile çarp¬l¬rsa ve (5:4:2) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

x

bn

@

@x
L�n;m (f ;x; y) = � x

bn
Kn (x)L

�
n;m (f ;x; y)

+
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
k=0

k

bn
f

�
k

k + bn
;

l

l + dm

�
�n;mk;l (s; t)x

kyl

(5.4.4)

bulunur. Şimdi benzer olarak (5:4:1) in her iki yan¬n¬n y�ye göre k¬smi türevi al¬n¬r

ve (5:4:3) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

@

@y
L�n;m (f ;x; y) = �Hm (y)L

�
n;m (f ;x; y)

+
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
k=0

f

�
k

k + bn
;

l

l + dm

�
�n;mk;l (s; t)x

klyl�1

olur. Her iki taraf
y

dm
ile çarp¬l¬rsa

y

dm

@

@y
L�n;m (f ;x; y) = � y

dm
Hm (y)L

�
n;m (f ;x; y)

+
1

 n;m (x; y; s; t)

1X
k=0

1X
k=0

l

dm
f

�
k

k + bn
;

l

l + dm

�
�n;mk;l (s; t)x

kyl

(5.4.5)

elde edilir. (5:4:4) ve (5:4:5) eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa ve de

�
k

bn
+

l

dm

�
= g

�
k

k + bn
;

l

l + dm

�
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oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

�
x

bn

@

@x
+

y

dm

@

@y

�
L�n;m (f ;x; y) = �

�
x

bn
Kn (x) +
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�
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l

l + dm

�
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�
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��
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kyl

= �
�
x
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Kn (x) +

y

dm
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�
L�n;m (f ;x; y)

+L�n;m (fg;x; y)

elde edilir. Bu ise ispat¬tamamlar.
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