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Bu tez yedi boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, ortogonal polinomlarin tanimi ve bu polinomlara iliskin birkag 6rnek
verilmistir.

Uciincii béliimde, g-analizi ile ilgili baz1 tamim ve sonuglar verilmistir. Ayrica g-ortogonal
polinomlar ve bu polinomlara &rnek olan g-Laguerre polinomlari tanitilmstir.

Dérdiincii boliimde, biortogonal polinomlar tanitilmig ve bu polinomlarin genel 6zellikleri
incelenmistir.

Besinci boliimde, biortogonal polinomlara 6rnek teskil eden Jacobi polinomlar: tarafindan
belirtilen polinomlar ve Yn(“)(x;k) ve Zn(“)(x;k) ile gosterilen Konhauser polinomlar

iizerinde durulmustur. Konhauser polinomlarinin biortogonallik ve ortogonallik bagintilarini
sagladigi ve Laguerre polinomlariyla iligkili oldugu gosterilmistir. Ayrica bu polinom

ailelerinden Yn(“)(x;k) polinomlar i¢in dogurucu fonksiyon Zn(“)(x;k) polinomlari igin ise,
hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden bir agilim elde edilmistir.

Altinc1 boliimde, g-biortogonal polinomlar tanitilmig ve bu polinomlarin genel 6zellikleri
incelenmistir.

Son boliimde ise, g-Konhauser polinomlari tanitilmis ve bu polinomlar igin yiikseltme
operatorii, Rodrigues formiilii ve multilineer ve multilateral dogurucu fonksiyonlar elde
edilmistir.
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This thesis consists of seven chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter provides definition of orthogonal polynomials and a few examples related
with these polynomials.

In the third chapter, some definitions and results about g-analysis have been given. Additionaly
g-orthogonal polynomials and g-Laguerre polynomials which are samples of these polynomials
have been defined.

In the fourth chapter, biorthogonal polynomials have been presented and general characteristics
of these polynomials have been examined.

In the fifth chapter, polynomials indicated by Jacobi polynomials and Konhauser polynomials
shown by Yn(“)(x;k) and Zn(“)(x;k) which are samples of biorthogonal polynomials have

been examined. It has been shown that Konhauser polynomials satisfy biorthogonal and
orthogonal relations and are related with Laguerre polynomials. Moreover an expansion in the

form of hypergeometric functions for Zn(“)(x;k) polynomials and generating function for

Y, (@) (X; k) polynomials have been obtained.

In the sixth chapter, g-biorthogonal polynomials have been introduced and general
characteristics of these polynomials have been examined.

The last chapter presents g-Konhauser polynomials and raising operator, Rodrigues type
formula and multilinear and multilateral generating functions have been obtained for these
polynomials.
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1. GIRIS
Biortogonal polinomlar
A(x)y" + B (x)y" + C(x)y' = Ay (1.1)

diferensiyel denkleminin ™ ye gore n—inci dereceden ve bu denklemin adjoint denk-
leminin z e gore n—inci dereceden polinom coziimleri olarak karsimiza cikarlar
(Preiser 1962). Ilk defa Spencer ve Fano 1951 yilinda x ve 22 ye gore olan poli-
nomlarin biortogonalligini incelemislerdir. Bu polinomlar1 maddeye giren gamma
iginlarinin hesaplanmasinda kullanmiglardir. Biortogonal polinomlarin genel 6zel-
liklerini, sifirlarin1 ve tiirev igcermeyen rekiirans bagintilarinin varhigini Konhauser
1965 yilinda gostermigtir. Konhauser kendi adim tagiyan, (0,00) araliginda x*e=*
agirlik fonksiyonuna gore biortogonal olan Zi* (2;k) ve Yi® (z;k) polinomlarim

1967 yilinda tanmimlamigtir. 1983 yilinda Al-Salam ve Verma bu polinomlarin ¢

genislemesini vermigtir.

Bu tezde biortogonal ve g-biortogonal polinomlarin en genel 6zellikleri incelenmistir.
Bu polinomlara 6rnek teskil eden Konhauser polinomlarinin biortogonallik kogulunu
sagladig1 ve Laguerre polinomlariyla iligkisi oldugu gosterilmistir. Ayrica Y, (z; k)
polinomlar: i¢in bir dogurucu fonksiyon elde edilmis ve Zfla) (z; k) polinomlarmin
hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden bir acilimi bulunmustur. Daha sonra da g¢-
Konhauser polinomlar: i¢in yiikseltme operatorii, Rodrigues formiilii, multilineer ve

multilateral dogurucu fonksiyonlar elde edilmigtir.



2. ORTOGONAL POLINOMLAR VE BAZI ORNEKLERI
2.1 Ortogonal Polinomlar

Tanmim 2.1.1 n bir dogal say1 ve ag, ay,as, ..., a, ler de, a, # 0 olmak iizere, sabit

sayilar olsun.

Pn (2) = anz™ + ap_ 12"+ o+ a7+ ag

seklinde tanimlanan p, : R — R fonksiyonuna bir polinom denir. Buradaki n dogal
sayisina polinomun derecest, ag, ay, as, ..., a, sayllarina da polinomun katsayilar, adi

verilir. Eger a,, = 1 ise p,, polinomuna monik polinom denir.

Tanim 2.1.2 [ C R olmak iizere w (z), I da tamimli pozitif bir fonksiyon olsun.

m,n € N ve m # n olmak iizere,

(60 61,) = / (@)6, ()6 () = 0 (2.1.1)

1

oluyorsa {¢,,(7)},cy Polinom sistemine I arahginda w (z) agirhk fonksiyonuna gore

ortogonaldir denir.

Teorem 2.1.1 I C R araliginda {¢, ()}, .y polinom sisteminin w (x) agirhik fonksi-

yonuna gore ortogonal olmasi igin gerek ve yeter kosul,
/gbn(x)w(x)xkdx =0 k=0,1,...,n—1 (2.1.2)
I

ifadesinin gergeklenmesidir.

Ispat (=) ¢,,(x) ve ¢, (x) polinomlar: I araliginda w (x) agirhk fonksiyonuna gore

ortogonal iseler,

(6000) = [wl2)o, @6, e =0, m#n

1



oldugu bilinmektedir. x in k—ymc kuvveti

k
¥ = agpy () + a10, (z) + ... + ardy, (z) = Z A&,y () (2.1.3)

m=0

seklinde ¢,, (x) lerin sonlu bir serisi olarak ifade edilebilir. Buradan (2.1.3) iin (2.1.2)

de yerine yazilmasiyla, 0 < m < k < n i¢in

/¢ Jikdr = /¢ [Zw ]
_ mioam/ ()6, (x)dz = 0

elde edilir. Burada 0 < m < n olmak iizere ¢,,(z) ve ¢, (z) lerin (2.1.1) de verilen

ortogonallik tanimi kullanilmigtir.

(<=) Ispatin ikinci kism i¢in 0 < m < n alalm. ¢,,(z), m—yinci dereceden bir

polinom oldugundan
r) = a* (2.1.4)
k=0

seklinde yazlabilecektir. (2.1.1) ortogonallik bagintisinda (2.1.4) dikkate alinirsa
[e@en@o, s - / [E ] iz
T

= Z ay, / b (x )rkFdr = 0

k=0

elde edilir. (2.1.2) den dolay1 ispat tamamlanir.



2.2 Laguerre ve Jacobi Polinomlar:
2.2.1 Laguerre polinomlar:

Rez > 0 icin

o0

['(z2)= /ett21dt

0

seklinde tamimlanan IT'(z) fonksiyonu olmak {izere L (x) Laguerre polinomlari,

a > —1igin, I = [0,00) araliginda

0 ,m#En
/ 22 L) (2) 1O (3) dy = 7 (2.2.1)

m I'(a+n+1)
n!
ortogonallik bagintis1 gerceklenir. a € R, n € N igin

(a),=a(a+1)...(a+n—-1), (a),=1

Pochhammer sembolii olmak tizere, L\ () Laguerre polinomlarinin agik ifadeleri

n

L (z) = (a+1), Z ((_n)kxk (2.2.2)

nl = (a+1),k

seklindedir.
2.2.2 Jacobi polinomlari

P (z) Jacobi polinomlar «, 8 > —1 olmak iizere I = [—1, 1] arahginda

w(e)= (1) (L +a)



agirlik fonksiyonuna goére ortogonaldir. Yani

ortogonallik bagintisini gergekler.

pleh) () Jacobi polinomlarimdan « ve 5 nin baz1 6zel durumlarina kargihk cesitli
klasik ortogonal polinom aileleri elde edilir. Bunlar, « = = 0 igin I = [—1,1]

araliginda w () = 1 agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olan Legendre polinomlari,

o =p=—1ic¢in I = [-1,1] arahgmda w(z) = (1 — x2)_% agirlik fonksiyonuna
gore ortogonal olan birinci tiir Chebyshev polinomlar:1 ve o = = % icin I = [—1,1]
araliginda w (z) = (1 — 1‘2)% agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olan ikinci tiir

Chebyshev polinomlaridir.
2.3 Dogurucu Fonksiyonlar

Tanim 2.3.1 F'(x,t) iki degigskenli fonksiyonu degiskenlerden birine gore drnegin t

ye gore,
o0

F(z,t)=> cut, ()" (2.3.1)

n=0
bigiminde bir Taylor serisine agiliyor ise F' (x,t) fonksiyonuna {¢,, (z)} fonksiyonlar
ciimlesinin dogurucu fonksiyonu denir. Burada ¢, ler x ve t den bagimsiz olup n nin

fonksiyonudur.

Ornek 2.3.1 (2.2.2) ile tammlanan L () Laguerre polinomlar: i¢in bilinen baz

dogurucu fonksiyonlar, |t| < 1 olmak iizere,

1-1¢

ZL%‘“) (z)t" = (1 —t)"* "exp (— il ) (2.3.2)

ve

i LE™ (2) 1" = (1 + )" exp (—at) (2.3.3)



seklindedir.

Tanim 2.3.2 (Bilateral Dogurucu Fonksiyon): Uc degiskenli H (z,y,t) fonksi-

yonu t nin kuvvetleri cinsinden

H (z,y,1) chfn n (2.3.4)

seklinde bir seriye acilabiliyor ise H (z,y,t) fonksiyonuna f, ve g, fonksiyon ciim-

leleri i¢in bilateral dogurucu fonksiyon denir.

Tanim 2.3.3 (Bilineer Dogurucu Fonksiyon): Uc degiskenli G (z,y,t) fonksi-

yonu t nin kuvvetleri cinsinden

G (z,y,1) chfn fa (2.3.5)

seklinde bir seriye agilabiliyor ise G (z,y,t) fonksiyonuna f, fonksiyon ciimlesi i¢in

bilineer dogurucu fonksiyon denir.



3. ¢+ORTOGONAL POLINOMLAR

3.1 Temel Tanimlar

Tanim 3.1.1 a bir reel say1 olmak iizere, a sayisinin ¢g-analogu

olarak tammmlanmaktadir. Burada ¢ € R\ {1} dir.

Tanim 3.1.2 ¢ (|¢| < 1) reel veya kompleks bir say1 olmak iizere,

1 ; n=20
n—1

a,q), = .

(@:9) [[t-a¢) ; neN={12.}
7=0

ve

seklinde tanimlanmaktadir.

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)

Tanim 3.1.3 a bir reel say1 olmak iizere, a sayisinin ¢ — Pochhammer sembolii

[a]n’q = 1:[ [a+m]q

ile tamimlanmaktadir. Burada ¢ € R\ {1} dir.

Tanim 3.1.4 n € N olmak iizere n faktoriyelin ¢—analogu

nl,t =TT b, (0], =1

m=1

olarak tammmlanmaktadir. Burada ¢ € R\ {1} dir.

(3.1.4)

(3.1.5)



Tamm 3.1.5 D, ile gosterilen ¢ — fark operatiori, ¢ € R\ {1} olmak {izere

[ (qz) — | (x)

(3.1.6)

seklinde tanimlanmaktadir.

Uyar1 3.1.1 Dikkat edilmelidir ki n dogal sayis1 ve a reel sayisi i¢cin ¢ — 1~
durumunda [a], — a, (a), Pochhammer sembolii olmak iizere [a],  — (a),,
[n],! — n! ve f tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere D f () — £ (f (z))

olacaktir.

Ornek 3.1.1 « bir reel say1 olmak iizere, z® fonksiyonunun g—tiirevi
D, (z%) = [04]Qxa’1 (3.1.7)
dir.

Coziim z* ifadesine (3.1.6) ¢ — fark operatoriniin uygulanmasiyla

« _(qx)a_xa_]-_qa
Do) = e T 1oy

a—1 —

elde edilir.

Ornek 3.1.2 |¢| < 1 olmak iizere ¢ — iistel fonksiyon

1 N
e, (z) = =) — (3.1.8)
! (1 —q)z59) kzzo %],
seklinde tammmlanmaktadir. Bu durumda a bir reel say1 olmak tizere e, (ax) fonksi-

yonunun g—tiirevi

D, (e, (ax)) = ae, (ax) (3.1.9)

dir.



Coziim (3.1.8) den

k=0

Dy (eq (ax)) = D, ( (Uj ) ) =2 gl @)

yazilabilir. Yukaridaki ifadede (3.1.7) kullanilirsa

Dyen ) = 3 g et = 2 = e )

k=0 q 1 q

elde edilir.

Lemma 3.1.1 f (z) ve g (x) herhangi iki fonksiyon olmak iizere

Dy (f () g (x)) = f () Dy (g (x)) + g (x) Dy (f () + (g = 1) 2Dq (f (x)) Dq (g (2))
(3.1.10)

Ispat (3.1.10) un sol yaninda (3.1.6) kullanilirsa,

flqx)g(qz) — f(x)g(x)+ f(v)g(qr) — f(x) g (qz)

Dy (f () g(z)) = (q—1)x

= [ (2) Dyg (x) + g (qz) Dy f (x) (3.1.11)

bagintisi gergeklenir. (3.1.6) yardimiyla elde edilen

9(qz) =g (x) + (¢ —1)xDyg (v)

ifadesi (3.1.11) de yerine yazilirsa, ispat tamamlanmig olur.

Tanim 3.1.6 Herhangi bir f parcali siirekli fonksiyonun ¢ — integrali sonlu ve yari

sonsuz araliklarinda sirasiyla

b

/ £ (@) dya

a

o0

(bg" — bg"™) f (bg") = > (ag" — ag"™) £ (ag”)  (3.1.12)

n=0

n



ve
00

[t@da=0-0 3 ¢ (3.1.13)

k=—oc

olarak tamimlanmaktadir.

Lemma 3.1.2 (¢-Kismi integrasyon): f ve g parcal siirekli iki fonksiyon olmak

lizere

n—oo

/ [ (@) Deg (z)dyz = lim (f(¢7") g (™) = f (") g (¢"))

- / 9(2) Dyf (2) dy — (g — 1) / £(Df (2)) (Dag (1)) dy
: 0 (3.1.14)

dir.

Ispat (3.1.10) ifadesinin her iki yammnmn [0,00) arahgmnda g — integrali almr ve

(3.1.13) kullanilirsa

/f () Dyg () dyz = lim ((1 —q) > ¢"D,(f9) (q’“))

n—00
k=—n

o0 oo

- / 9(2) Dof () dyz — (g — 1) / £(D,f (2)) (Dyg (2)) dye

0

(3.1.15)

ifadesine varilir.(3.1.15) in sag tarafindaki ilk terimde ¢ — fark operatoriniin tanim

kullanilirsa

i ((1 —aq) i ¢“Dq (f9) (qk)) = lim ((1 ) Xn: +U9) <q:1_) 1—);{9) (")

k=—n k=—n

= 3 [(0) () - () ()
= dim (f (¢ g (™) = £ (¢"") g (¢"))

n—oo

10



elde edilir. Yukaridaki ifadenin (3.1.15) de dikkate alinmasiyla ispat tamamlanmig

olur.

Teorem 3.1 1 (¢-Binom teoremi): |z| < 1 ve |¢| < 1 igin

Z (a;Q)kxk _ (az; q) (3.1.16)
— (q;q); (239) 5
dir.
Sonug 3.1.1
(@) D o = G ol < Lilal <1 (3.1.17)
n=0
o oo
(b)Y T = @) ol < LJal < 1 (3.1.18)
n=0
dir.

3.2 g-Ortogonal Polinomlarin Tanim ve g-Laguerre Polinomlar:
3.2.1 ¢-Ortogonal polinomlarin tanimi

Tanim 3.2.1 |¢| < 1 olmak tizere {ag", bq™;n € N} kiimesi tizerinde taniml pozitif

bir agirlik fonksiyonu w (;q) olsun, n — yinci dereceden {p, (v;q)},y, Polinomu

b
0 ; m#n
/pm (@5 q) pu (7;¢) w (59) dgv = , m,n €Ny (3.2.1)
#0 ; m=n

a

bagintisim gergekliyorsa, p, (z;¢) polinomu [a, b] araliginda w (z; ¢) agirlik fonksiyo-
nuna gore ¢ — ortogonaldir denir. Burada [a, b] aralig1, yar1 sonsuz ya da sonsuz bir

aralik olabilir.

11



3.2.2 g-Laguerre polinomlari

Agik ifadesi (Moak, 1981)

(0°59), = (), a2 (1 — g)F (¢"+o+1a)”
(9, &= (¢**5 9)i (45.9),

L (z;q) = L a>—1 (322

ile verilen ¢ — Laguerre polinomlar1 [0, 00) araliginda w (z;q) = 2%, (—x) agrhk

fonksiyonuna gore g — ortogonal olan monik bir polinom ailesidir. Yani

[e.9]

/L%a) (w;9) LS (w59) 2%y (—a) dgw =0 ,m#n (32.3)

o

ifadesi gerceklenmektedir.

Lemma 3.2.1 L\ () (2.2.2) ile tamimlanan Laguerre polinomlar: olmak {izere
L (r;q) — L9 (z) |, ¢q— 1 igin

dir.

Ispat (3.2.2) ile tanimlanan LY (x; q) ifadesinin her iki tarafinda ¢ — 17 i¢in limit

aliirsa

elde edilir.

(¢"5q), = [L (1 =¢"") = (1 =¢"") (1 =¢"7) .. (1 =™

@
Il
=)

1 — qa+1 1— qa+2 1— anrn

la+1], [a+2],..[a+n], = e 1-¢ 1.4

12



(¢**hq), = la+1],la+2],.. [a+n], (1-¢"

= [lo+1,,(1-9)"

Diger semboller i¢in de benzer iglemler yapilirsa

A k
a+1 " [—n (5) nta+tl,,

q—1- g—1- [n],! kZ:O [+ 1], , [K],!

sonucuna varilir. Burada Uyar1(3.1.1) dikkate alinirsa

n

. +1), (—n)pa®
lim L) (r5q) = ©
Jm L (w;9) nl g (o + 1)k!

= L (@)

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 3.2.2 L (x;q) q— Laguerre polinomlar: olmak tizere 0 < ¢ < 1 igin

i { () (07) e (=) O (0750) = () (@) e () L (50} =0
(3.2.4)
dir.

Ispat 0 < ¢ < 1 olmak iizere (3.2.4) esitliginin sol yanminda, ¢~ = ¢ doniisiimii

yapilirsa n — o0 i¢in t — oo olup, bu durumda

. —n\k [ —n\ P A E —
dm (¢77) (a7") e (—a77) = Jim o= = 0

bulunur. (3.2.2) ile verilen L (x;q) Laguerre polinomlarinin ifadesinde ©z = ¢~

alinir ve £ = n i¢in limit degeri hesaplanirsa

(" q), qB) (1 — g)" glotvn

lim LY (g7 q) = Jim (¢:9), (¢:9)
n(n—1) n(n+1)
e (a+1)n
S (4:9),

13



n—00 q;9),

olur. Benzer iglemler ikinci terim i¢inde yapilirsa o da sifir olur ki ispat tamamlanir.

3.3 g-Laguerre Polinomlar: i¢in Yiikseltme Operatorii ve Rodrigues

Formiilii

Tanim 3.3.1(Yiikseltme operatorii): Herhangi bir polinoma uygulandiginda o

polinomun derecesini yiikselten operatore yiikseltme operatori denir.

Simdi L%a) (x;q) polinomlarimmn yiikseltme operatorii ile ilgili agagidaki lemmay1

verelim.

Lemma 3.3.1 a > 0 ve
R(...)=D,(z%,(—2) ...)
olmak {iizere ¢ — Laguerre polinomlarinin yiikseltme bagintisi

R (L(a) (z; Q)) = D, (xaeq (=) L (z; Q>)

= —[1+lal,(a= D)+ [, = 1) (1+ (= De], )]

a—1

xz® e, (—a) LY (w59) (3.3.1)

seklindedir.

Ispat Q, .1 (7;q), (n+ 1) —inci dereceden monik bir polinom olmak iizere (3.1.10)

ifadesinde f (z) = ¢, (—x) ve g (x) = 2L (2 q) secilirse

g(x)Dyf (x) = —eq(—x) 2L (259) = —eq (—2) 2° Qi1 (73 q)
f@)Dyg(x) = eq(=2) |[a],a* 2L, (239) + [n], 2° 2Ll (219)

+ (g = 1)[a], [, 2 2L, (330)|
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= e, (—) [[a]q 271Q, (239) + [n], 22 71Qu (w;9)
+(g—1)[a], [n], 2 Qn (; q)}
ey (ca) 210, (5:0) [[a]q +[n], + (¢ — 1) o], [n],

bulunur. Benzer sekilde

(4= 1) 2D, f () Dyg () = —eq(~2) 2" Quss (w30)
x[la, (g = 1)+ ], (4= 1) (1+ (g = D[], )]

elde edilir. Bu degerler (3.1.10) da yerine yazilirsa

Dy (2%, (=2) L (w30)) = = [1+ 0], (a=1) + 0], (a= 1) (1+ (g — 1) [a], )]
X ey (<) Quen (30) + ey (~2) Qu (w30)
xla], + ], + (¢ = 1) [o], n], | (3.3.2)

bulunur. (3.3.2) esitligi diizenlenirse

Dy (2%, (~2) L) (w59) = = [1+a],(a= D)+ ], (¢ = 1) (1+ (g = 1) [a],)]
Xz eq (=) Quir (739) (3.3.3)

yazilabilir. Ote yandan, (3.3.3) ifadesi k = 0,1,...,n icin 2% ile carpilir, (0,00)
araliginda integrali almir ve u = 2%, dv = D, (xaeq (—z) L (m;q)) olmak {izere

(3.1.14) kullanilirsa

o

- [t lal, =D+ 0= 1) (14 (g = D, )| [o5 ey (<0) Qo (i) dyo

o0

_ / D, (1%, (—2) L (25q)) dyo

— lim {(q_”)k ()" eq (=a") L (475 0)

n—oo

_ (qn+1)k (qn+1)a€q (_qn-i-l) Lgla) (qn+1;q)}
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- [k]q /xk_lxaeq (—=) sza) (z;9) dg

~ [t (0= 1) [24D, (a7, (~a) LY (530)) dya

elde edilir. Lemma (3.2.2) den

[e.e]

- [1 + o], (¢ —=1) +[n], (¢—1) <1 +(¢—1) [a]q)] /x’”o‘_leq (—2) Qui1 (23 q) dyx

0
o)

= —[K], /fﬂklﬂfo‘@q (—2) L) (23 q) dgx

o)

—[k],(g—1) /kaq (2% (—2) L@ (z; q)) dgx (3.3.4)

bulunur. (3.3.4) ifadesindeki son esitligin sag yanindaki ilk terim g—ortogonallikten

dolay1 k = 1,2, ..., n i¢in sifirdir. Dolayisiyla

o0

/:z:k+a_1eq (—2) Qni1 (z;¢)dgz =0 , k=0,1,2,...,n

0
olacaktir. Buifade Q,,+1 (;¢) polinom ailesinin [0, o) arahgimda w (z; ) = 2* te, (—x)
agirlik fonksiyonuna gore g—ortogonal oldugunu gosterir. [0, 0o) arahiginda w (x; q) =
z*te, (—z) agrhk fonksiyonuna gére g—ortogonal olan monik polinom ailesi tek

oldugundan

Qui1 (39) = LY (2;q)

dur. Boylece ispat tamamlanmais olur.
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Lemma 3.3.2 Lff‘) (x;q) , g—Laguerre polinomlar1 olmak iizere

D! (2%, (—x)) = (—1)”H{1+[a+n+1—k]q(q—1)

=1, a=1) (14 @=Dfa+n+1-#,)}
xa%, (—x) L) (x;q) (3.3.5)

dir. (3.3.5) formiilii Rodrigues formiilii olarak bilinir.

Ispat g—Laguerre polinomlar igin yiikseltme operatorii Lemma (3.3.1) de ifade

edilen R operatoriidiir. Yiikseltme operatoriinde n yerine sifir alinir, L(()a+n) (x;q) =

1 oldugu goz oniine alinirsa

D, (%€, (=2) L (@30)) = = [1+1al, (e = D)+ 0], (a=1) (1+(a— 1) [a], )|
xz® e, (—a) L7V (w5)

elde edilir. Burada « yerine o + n yazilirsa

D, (%7, (~a) LI (w:0)) = [~1+ [l (g =)+ (0], (a— 1)

X (1 +(¢g—1)[a+ n]q>] z*t" e, (—x) L§a+n_1) (75 q)
bulunur. Bu esitligin her iki yanina (3.3.1) esitligi bir kez daha uygulanirsa
D2 (*7e, (—2) = = [1+]a+n],(g=1)+[0], (g 1) (1+ (g - D[], )]
XDy ey () LYY (179))
= [1+la+nl,(g=D)+0), (-1 (1+ - 1a+n],)]

X [1—1—[a+n—1]q(q—1)+[1]q(q—1)

% <1 +@—1Da+n-— Hq)] 2t 2e, (—2) LY (2;9)

elde edilir. Benzer sekilde bu isleme n kez devam edilirse L (x;q), g—Laguerre
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polinomlar1 i¢in Rodrigues formiilii

DI («* ey (—2)) = (—1)"]] {1 +latn+1-k, (g—1)

flE=1, -1 (14 - Dla+n+1-H,)}
xaz%eq (—x) LY (3 q)

olarak bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.
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4. BIORTOGONAL POLINOMLAR

Biortogonal polinomlar ilk olarak 1951 yilinda Spencer ve Fano tarafindan tanimlan-
migtir. Bunlar biortogonal polinomlarin herhangi genel 6zelliklerini belirtmemigler,

T

sadece ¢ negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere (0,00) araliginda xe~* agirhk

fonksiyonuna gore x ve 2

cinsinden polinomlarin biortogonalligini incelemislerdir.
1965 yilinda Konhauser tarafindan biortogonal polinomlarin en genel 6zellikleri ince-
lenmigtir. Daha sonraki yillarda cesitli matematikgiler tarafindan biortogonal poli-
nomlar fikri gelistirilmistir. Ozellikle klasik ortogonal polinomlar tarafindan be-
lirtilen biortogonal polinom aileleri iizerinde g¢alisilmis ve bu polinom ailelerinin

sagladiklar1 rekiirans bagintilari, Rodrigues formiilleri gibi birgok ozellikleri elde

edilmigtir.
4.1 Biortogonal Polinomlarin Tanimi

Tamim 4.1.1 7 (z) ve s (z) sirasiyla x e gére h > 0 ve k > 0 inc1 dereceden reel degerli
polinomlar olsunlar. R, (z) ve S, (z) de sirasiyla r (z) ve s (z) e gore m—yinci ve
n—yinci dereceden polinomlar: gostersinler. Bu durumda R, (z) ve S, (z) sirasiyla
x e gore mh—inc1 ve nk—ymc1 dereceden polinomlar olurlar. r (x) ve s (z) polinom-

larina temel polinomlar denir.
Gosterim 4.1.1 [R,, (z)], r (z) e gore 0, 1, 2, ... inci dereceden olan Ry (z),R; (z),Rs (2),...
polinomlarinin bir kiimesini, [S, (z)] de s(x) e gore 0, 1,2, ... inci dereceden olan

So (x),51 (x),5% (x) ... polinomlarimin bir kiimesini gostersinler.

Tanim 4.1.2 Eger tiim

I = /p (z) [r (@) [s (@) dz , i,j=0,1,2,.. (4.1.1)
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momentleri mevcut ve
b

Ino = /p (x)dx #0 (4.1.2)

ise, sonlu veya sonsuz bir (a, b) aralig1 iizerinde reel degerli p (z) fonksiyonuna uygun

bir agirlik fonksiyonu denir.

(4.1.1) den goriiliir ki, eger ¢, j = 0,1,2, ... igin [; ; momentleri mevcut ise

b
/p(:c)xidx , 1=0,1,2,...

integralleri de mevcuttur.

Ortogonal polinomlar i¢in p (x) fonksiyonunun (a,b) araliginda pozitif olmas: gart:
alisilagelmistir. Bu sart, ortogonal polinomlarin belirli 6zelliklerinin kurulmasinda
gereklidir. Bu 6zelliklerin biortogonal polinomlar i¢in benzeri elde edilirken goriilmek-
tedir ki, p () fonksiyonunun, Iy, # 0 olmak iizere, (a,b) araliginda negatif veya

pozitif olmasi1 gerekmektedir.
Simdi biortogonal polinomlarim tanimini verelim:

Tanim 4.1.3 m,n € Ny olmak iizere eger

0 5 m#EN
Jm,n:/p(a:)Rm(x)Sn(x)d:c: o f (4.1.3)

ise, [R,, (x)] ve [S,, (x)] polinom kiimelerine, (a,b) aralig: iizerinde, p (z) uygun agir-

lik fonksiyonuna ve r (z) ve s () temel polinomlarina gore biortogonaldirler denir.
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4.2 Biortogonal Polinomlarin Genel Ozellikleri

4.2.1 Biortogonallik i¢in egsdeger kosullar

Agagidaki teoremde biortogonallik igin (4.1.3) e esdeger olan kosullar1 verelim

Teorem 4.2.1 p(x), (a,b) aralig: iizerinde uygun bir agirlik fonksiyonu olsun. r (z)

ve s (x) temel polinomlar olmak iizere

b . 0 , j=01,2..n—1
/ 0 (@) [r (@)) S, () dix = ,
) 20 , j=n
ve b
| 0 ., j=01,2..,m—1
/ p () [5 (@) R (2) di =
#0 , j=m

a

ifadelerinin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul m,n € Ny olmak iizere

0 ;om#EN
#0 5 m=n

olmasidir.

(4.2.1)

(4.2.2)

(4.2.3)

Ispat (4.2.1) ve (4.2.2) saglansm. R,, (z), 7 (z) temel polinomlarma gore m—yinci

dereceden bir polinom oldugundan

R (2) = 3 s r @)

dir. Burada ¢, ; (j =0,1,2,...,m) ler i¢in ¢, , # 0 olan sabitlerdir. Eger m < n ise

/ p () Ry () Sn (x) dz = / p(ﬂf){zcm,j [r (@) }Sn () dx



olur.(4.2.1) den j = n = m durumu harig

b

/ o (@) [r (@) S, (x) dz = 0

a

elde edilir. m > n olmasi durumunda ise, d,, ,, # 0 olmak tizere, d,, ; (j = 0,1,2,...,n)

sabitleri icin

yazilabileceginden

b b n
[r@ @ s @i = | p<x>{ o [s(m)}j}Rmmdx

olur.(4.2.2) den 0 < j < n ve m > n igin

b

/ p () s (2) By () d = 0

a

elde edilir. Biitiin durumlarda (4.2.3) iin saglandig goriiliir.

Tersine olarak, kabul edelim ki (4.2.3) saglansin. R, (z) ve S, (x) sirasiyla r (z) ve
s (z) temel polinomlarma goére polinomlar olduklarindan, dyle e,,; ve f,; sabitleri

vardir ki '
j
P @) =Y e (2)
=0

ve

(@) = 3 £u.5: (2)
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yazilabilir. Eger 0 < j < n ise, bu durumda

b

/ p()[r (@) S, (2)de = / p(l’){zem,iRi (w)}Sn () d

w 1=0

b

= Zem,l-/p (z) R; (z) Sy, () dx

olur. i =0,1,2,...,7 i¢in, eger j < n ise (4.2.3) esitliginden dolay1 sag yandaki her
integral sifir olur. Eger j = n ise sifirdan farkhidir. Dolayisiyla (4.2.1) saglanir.

Diger taraftan 0 < j < m igin

b

b j
[e@s@P Ru@dr = [ p(a:){zfn,isi <x>}Rm () da

a

b

J
= an,i/p () S; () R (x) dx
=0 Y
elde edilir. ¢+ = 0,1, ..., j i¢in, eger j < m ise (4.2.3) esitliginden dolay1 sag yandaki
integral sifir olur. Eger j = m ise integral sifirdan farkhdir. Dolayisiyla (4.2.2)

esitligi de elde edilmis olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 4.2.1 Eger (4.2.1) ve (4.2.2) egitlikleri saglaniyorsa, bu durumda

/ p(2) Sy (2) For () dz = 0 (4.2.4)
/ p(2) R (2) G (2) d = 0 (4.2.5)

dir. Burada F,,_; (z) ve G,,,_1 () ler sirasiyla r (x) ve s (x) temel polinomlarima gore

dereceleri en fazla n — 1 ve m — 1 olan keyfi polinomlardir.
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4.2.2 Biortogonal polinomlarim varlig: i¢in bir gerek ve yeter kosul

Ortogonal polinomlarda (a, b) aralig) verildiginde, (a, b) aralig: iizerinde p () agirhk
fonksiyonuna goére ortogonal olan tek bir P, (x) polinomlar kiimesi vardir. Biorto-
gonal polinomlarda ise durum farkhdir. Gosterim (4.2.1) de tamimlanacak olan A\,
determinanti, temel polinomlar, agirlik fonksiyonu ve ortogonallik araligina baghdir.
A\, determinant1 n = 1,2, 3, ... igin sifirdan farkl olacak sekilde segilirse, biortogonal

polinom ailelerinin varligindan bahsedebiliriz.

Gosterim 4.2.1 A,

]OO IO,l IO,n—l
Lo  ha 5
]n—l,O In—l,l . . . In—l,n—l

determinantini gostersin. Eger p (z) uygun bir agirhik fonksiyonu ise Ay = g # 0

dir.

Simdi biortogonal polinomlarin varligi i¢in bir gerek ve yeter kosul veren agagidaki

teoremi ispatsiz verelim.

Teorem 4.2.2 r (z) ve s(z) temel polinomlar: ve (a,b) aralig: iizerinde uygun bir
agirlik fonksiyonu keyfi olarak verilsin. Bu durumda [R,, (z)] ve [S, (z)] polinom
kiimelerinin (4.1.3) biortogonallik sartini saglamasi i¢in gerek ve yeter kogul n =
1,2,3,... igin A,, determinantinin sifirdan farkli olmasidir. Dahas1 bu polinomlarin

herbiri sabit carpan farkiyla tektir.

4.2.3 Biortogonal polinomlarin sifirlar:

Ortogonal polinomlarda, agirhk fonksiyonunun (a,b) aralig iizerinde tek isaretli

olmasi gartiyla, P, (z) polinomlarimin n tane sifiri da reel, basit ve (a,b) arahg
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icindedir. Biortogonal polinomlarda ise agirlik fonksiyonunun uygun ve (a,b) ara-
liginda negatif ya da pozitif olmasi koguluyla birlikte, r (x) ve s (z) polinomlarinn
birinci tiirevlerinin (a, b) aralig1 iginde sifir olmamasi, biortogonal polinom ailelerinin
(a,b) araligy iginde n tane basit sifira sahip olmalarim gerektirir. R, (z),7 (z) temel
polinomuna gore n—yinci dereceden olup, 7 (z) in derecesi ile n nin ¢arpimi kadar
reel sifira sahip olabilir. Gosterecegiz ki, gerekli kogullar saglandiginda R, () in reel
sifirlarindan kesinlikle n tanesi (a,b) araligimn igindedirler ve basittirler. Benzer
diigiinceyle, R,, (z) ve S, (z) in rolleri degistirilerek, .S, () in sifirlarinin n tanesinin

(a,b) araliginin iginde ve basit oldugu gosterilebilir.

Teorem 4.2.3 Eger p (x) uygun agirlik fonksiyonu (a,b) aralig: iizerinde negatif ya
da pozitif ise ve eger 7 (x) ve s () temel polinomlarinin 7' (z) ve s (z) tiirevleri (a, b)
araligiin iginde sifir olmuyorsa, R, (z) ve S, (x) polinomlarmin herbiri (a, b) i¢inde
tam n tane basit sifira sahiptirler. Geriye kalan biitiin sifir yerleri (a, b) araliginin

disindadirlar.

Ispat Ispati1 R, (z) polinomu icin verelim.

/p () Ry, (z) dx (4.2.6)
integralini gz oniine alahm. Burada hipotez geregi p (z), (a,b) aralig: tizerinde tek
isaretlidir ve Iy # 0 dir. Eger n > 0 ise (2.1.2) ile belirtilen ortogonallikten (4.2.6)
integrali sifir olur. Bu da R, () polinomunun (a, b) araliginin en az bir i¢ noktasinda
isaret degistirdigini gosterir. Dolaysiyla R,, (), (a,b) nin i¢inde en az bir sifir yerine

sahiptir.

R, (z) polinomu, r(z) e gore n—yinci dereceden oldugundan ve ortalama deger

teoreminden

R, () = con(r—mr)(r—ra)..(r—r)

Com (T — 1) 1] (x —22) 15 (X — )T Cpn 0



yazilabilir. 7’ (z) tiirevi hipotezden dolay1 (a,b) araligi icinde sifir olmadigindan
rirs..rt # 0 dir. Dolaywsiyla R, (x), (a,b) araligl icinde n taneden fazla sifira sahip

olamaz.

Kabul edelim ki R, (x), (a,b) aralig1 i¢inde z1,x9,...,24, ¢ < n noktalarinda igaret
degistirsin. Bu durumda z,xs,...,x, noktalart R, (z) in (a,b) iginde tek kathihga
sahip sifirlandir. x;,2,...,2, noktalarimin kathhklar sirasiyla o1,09,...,0, olsun. Bu

durumda oy + 03 + ... + 0, < n olup R, (z) polinomu
R,(x)= (v —x1)" (x —x3)? ... (v — ) R” (4.2.7)
olarak yazlabilir. Burada R*, (a,b) aralig1 iginde tek igaretlidir.

Simdi s (z) e gore g—yuncu dereceden
Gy () =[] s () = s (x2)] (4.2.8)
i=1

polinomunu tammlayalim. (4.2.5) ifadesinden, eger ¢ < n ise

/p () Ry () Gy (x)dz =0 (4.2.9)

a

olur. Diger yandan G (), (4.2.8) tanim geregince ve ortalama deger teoreminden

Gy (z) = (v — 1) 87 (7 — 22) 85... (¥ — ) 5, (4.2.10)

seklinde yazilabilir. Hipotezden, (a,b) iginde s () # 0 oldugundan §185...8; #
0 olur. (4.2.9) ifadesinde R, (x) ve G, (x) polinomlar1 yerine sirasiyla (4.2.7) ve
(4.2.10) deki ifadelerini yazarsak

/p (x) H (2 — )"t H s;R*dx (4.2.11)
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elde edilir. (4.2.11) ifadesi, R* (a,b) araligimin i¢inde tek isaretli, (a,b) tizerinde
st #0,1=1,2..,q ve 1 + 0; ¢ift iken sifir olamaz. Fakat bu (4.2.9) ile gelisir.
Dolayisiyla ¢ = n olmalidir. Yani her o; degeri 1 dir. Bu nedenle o1+03+...40, =n

olur. Buise R, (z) in (a,b) aralig1 iginde n tane basit sifira sahip oldugunu gosterir.

Sy (x) polinomlar: igin esdeger bir ispat R, (z) ve S, (z) in rolleri degistirilerek

verilebilir.
4.2.4 Biortogonal polinomlar ig¢in tiirev icermeyen rekiirans bagintisi

Ortogonal polinomlar i¢in ii¢ ardisik polinoma bagh rekiirans bagintisi her zaman
mevcuttur. Biortogonal polinomlarda benzer basit iligki yok gibi goriiliir. Rekiirans
bagintis, r (x) ve s (x) temel polinomlarina bagh olarak bulunabilecek ii¢ ya da daha
¢ok ardigik polinoma baghdir. Genel olarak, biortogonal polinomlar i¢in rekiirans
bagintilarinin varlhigi, asagidaki teoremde goriilen temel polinomlar diginda bilin-

memektedir.

Teorem 4.2.4 s (x), r (z) e gore k—yinci dereceden bir w (x) polinomunu gostermek
tizere r (z) ve s(x) ler temel polinomlar olsunlar. Eger [R, (x)] ve [S, (z)] (a,b)
aralig1 iizerinde bir p (x) uygun agirlik fonksiyonu i¢in biortogonal polinom kiimeleri

iseler bu durumda herbiri k£ + 2 ardigik polinom iceren

n+k

w(@) Ry (x) = Y aniRy (x) (4.2.12)

i=n—1

ve
n+1

w(x) S (@) =D bniSi(x) (4.2.13)

i=n—k
rekiirans bagintilar1 vardir. Burada a,; ve b,; katsayilar1 x e bagh olmayip n nin

fonksiyonlaridir.

Ispat R, () polinomu r (z) temel polinomuna gére n—yinci derecedendir. Hipotez-
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den dolay1

dir. Boylece w (z) R, (z) ¢arpim 7 (x) e gore (n + k) —ymc1 dereceden olur ve

n+k

w(z) Ry (z) = Z aniR; () (4.2.14)

olacak gekilde a,; sabitleri mevcuttur. (4.2.14) iin her iki yamm p(x)S; (z) ile

carpar ve (a, b) araligl iizerinde integre edersek, ortogonallikten

[r@e@r @S @ = [ Y abis)o@s; () ds

i=0
i#] .

b [ (@) Ry (0) S, (0) da
b

= an,j/p (x) Rj (x) S; (z) dx (4.2.15)
elde edilir. w(x)S; (z) ¢arpmmi Sji; (x), S; (x), ..., So(x) in bir lineer kombinas-
yonudur ve j + 1 < n icin R, (z), w(z)S; (x) e ortogonaldir. Buradan j = 0,1, ...,
n — 2 i¢in a, ; = 0 olur ve (4.2.14) toplami n — 1 den n + k ya yazilabilir ki bu da

k+ 2 tane ardigik R,, () polinomlarimin olusturdugu (4.2.12) formunda bir rekiirans

bagmntisinin varligin gosterir.

(4.2.13) ifadesini elde etmek igin, s (x) temel polinomuna gore (n + 1) —inci derece-

den olan w (x) S, () polinomunu goz dniinde tutalim. Buradan

n+1

w(z) S, () = Z by S; () (4.2.16)
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olacak sekilde b, ; sabitleri mevcuttur. (4.2.16) nmin her iki yamm p(x) R; (x) ile

carpar ve (a, b) aralig: iizerinde integre edersek, ortogonallikten

/p (x)w(z) R, (x) Sy (x)dr = /Z bniSi () p(z) Rj (x) dx

a

n+1 b

- Bafrosene

0 a

_— / p(2) S, (&) Ry (x)de  (4.2.17)

elde edilir. w (z) R; (x) ¢arpim1 R (z), Rjtx—1 (), ..., Ro (x) polinomlarmin bir
lineer kombinasyonudur. Ortogonallikten w (z) R; () carpimi, j +k < n igin S, ()
ile ortogonaldir. Dolayisiyla j = 0,1,....,n — k — 1 i¢in b, ; = 0 olur ve (4.2.16)
toplami n — k dan n + 1 e yazilabilir. Bu da k + 2 tane ardisik S, (z) polinomlarina

bagh (4.2.13) formunda bir rekiirans bagimtisinin varligini gosterir.
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5. BAZI BIORTOGONAL POLINOM ORNEKLERI

1965 yilinda Konhauser’in biortogonal polinomlarin genel 6zelliklerini elde etmesiyle
konuya artan ilgi, Konhauser’in 1967 ’de bir ¢ift biortogonal polinom ailesini tanim-
lamasiyla iist noktaya ulagmigtir. Laguerre polinomlar: tarafindan belirtilen bior-
togonal polinomlar denilen bu polinom aileleri Konhauser polinomlar1 olarak da
adlandirilmaktadir. Bu yildan sonra matematikgiler, 6zellikle klasik ortogonal poli-
nomlar tarafindan belirtilen biortogonal polinom aileleri tanimlamiglardir. Daha
sonra matematikciler ¢alismalarinda bu polinom aileleri icin birgok 6zellik elde et-

mislerdir.

5.1 Konhauser Polinomlari

Konhauser polinomlart @ > —1 olmak tizere

20 (k) = Lot ) > (-1y <?) T i (5.1.1)

n! = kj+a+1)

ve

1 o o jta+1
Y@ (z; k) )=~ ?Z (>(T)n (5.1.2)

=0 7=0

seklinde tanmimlanmaktadir. Bu polinomlar (0, 00) araliginda w () = 2%~ agirhk

fonksiyonuna gore biortogonaldir. Yani m,n € Ny i¢in

/xae_zY(a (z:k) Z (2 k) do =

0 n! )

(5.1.3)

saglanir. Gergekten
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ifadesinde (5.1.1) ve (5.1.2) ile tamimlanan polinomlar1 yerine yazarsak,

 Dlkn+a+1) ¢ i(n 1 1 1
e 7 a2 (j)F(kj+a+1)@gﬁ

J=0

1 o0
% Z < ) <¥> /e @ kiatr g,
0

bulunur. Bu esitligin saginda I' (z) = / e~ 1dt tamm kullanihirsa
0

Fkn+a+1 _ 1
Jmn =
) Z () (]fj+04+1 mlzrl

J

XZ <)<OS+O‘+1> T (kj+a+r+1) (5.1.4)

elde edilir. Daha sonra

Lkj+a+r+1) (kj+a+r)  (kjita+r
ril (kj +a +1) r(kj+a)!

r

oldugu (5.1.4) de dikkate alinirsa

o = T(kn+a+1) ¢« (1) (n)

n!lm! = J

T ST\ [s+a+1 kji+a+r
xZZ(—l) 8) (—k ) ( . ) (5.1.5)
r=0 s=0 m

sonucuna varihr. Carlitz 1968 yilinda gostermistir ki eger f (x) m—inci dereceden

bir polinom ise, o takdirde

seklinde yazilabilir. Burada

v =Y 0 (D)

31



seklindedir. Ozellikle f (z) = (%’“H)m igin,

(), 2 (e () (7).

s

dir. Diger taraftan

oldugundan dolay1
r+a+1 - r4+7r—1)\ « s [T s+a—+1
()2 )R e ()
s
r=0 s=0 m
bulunur. * = —kj — a — 1 igin

(). = Xm: (kj +:¢+r)

r=0 s

- (9 (5,

dir. Bu elde edilen ifade (5.1.5) de yerine yazilirsa

Jm’n _ T (kn +a+ 1) Z (_1)j (TL) (_])m (516)

n!
j=0

olur. (5.1.6) da

ozelligi kullanilirsa

Jon = (c1yn L (kn+a+1) & (—1) (n> <]) (5.17)
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elde edilmig olur. (5.1.7) nin sagindaki toplam diizenlenirse

]Zn%(_l)j () - (Z)jzn%(_”j CE e

- )z (o)

j=m

- () Zer ()

Jj=0

= o (M a-y

m

bulunur. Son bulunan esitlik (5.1.7) de dikkate alinirsa

I'(k 1
Jm,n = ( r +'& + )5n,m
n:

elde edilir ki bu da (5.1.3) ifadesinin gergeklendigini gosterir (Carlitz 1968).
(5.1.3) esitligi ve teorem (4.2.1) goz 6niine alinirsa agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.1.1 (5.1.1) ve (5.1.2) ile tammlanan Z\* (z; k) ve Y\*) (z; k) polinomlar:

(0, 00) arahigida z*e~* agirlik fonksiyonuna gore sirasiyla

T , 0 : i=01,..,n—1
/x“e_fof‘) (r; k) x'dr = . (5.1.8)
; #0 ; i=n
ve
3 ki 0 ;o 1=0,1,...,.n—1
/xo‘e 2y (@) (z; k) 2bdr = (5.1.9)
" #0 ; i=n

ortogonallik bagintilarim saglarlar.

Ispat (5.1.8) in sol tarafinda, Z{ (x; k) polinomlarmm (5.1.1) ile verilen ifadesini

yazar ve sonlu toplam oldugu i¢in integral ile toplamin yerini degistirirsek,
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bulunur.

Digkitati

=1

T 1) & . ki |
/w%_m (kn+a+1) (_1)] n T Fids
n! = D'(kj+a+1)
0
F(kn+a+1 n /exxkﬁa“dx
n! J k]—l—a—l—l)
0
'k 1) T (k 1
(kn+a+1) n\T'(kj+a+i+1) (5.1.10)
n! — j) T(kj+a+1)

— (kj+a+z’)(kj+a+z’—1)...(k:j+a+1)$kj+a\x:1
I'(kj+a+1)
I'(kj+a+1)

= (kj+a+i)(kj+a+i—1)...(kj+a+1)

T (kj+oa-+it1)
L'(kj+a+1)

oldugu dikkate alimirsa, (5.1.10) ifadesi

[e.o]

0

/$Q€IZ7(LQ) (.I', k) 2idr = I (kn +ta+ 1) { (_1)3 (7;') Dixkj+a+i}
0

n!
j:

_ T(kn 47;!04 +1) {Dixa—&—i zn: (—1) (7;) xk:j}

_ T(kn ""04 + I)Di 2+ (1= 2F)"|
n!

olur. Buifade i =0, 1,...,n — 1 i¢in sifir, i = n igin sifirdan farkhidir. Bu ise (5.1.8)

ifadesinin gergeklendigini gosterir.

(5.1.9) un ispat1 i¢in tiimevarim yontemini kullanalim. n = 0 i¢in, (5.1.9) daki

integral sadece i = 0 icin hesaplanabilir. n = 0 i¢in Yo(a) (z; k) = 1 oldugundan

o0

/xaexda: =I'(a+1)#0

0
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bulunur. Bu sonug ise, (5.1.9) integralinin sifirdan farkli oldugunu gosterir.

n = 1 igin, (5.1.9) integralini ¢ = 0 i¢in sifir ve i = 1 igin sifirdan farkli bulunmasi
gerekmektedir. Bu integrali hesaplamak igin Konhauser (1967) tarafindan Y, (z; k)

polinomlari i¢in bulunan
k(n+1) Y, (1:k) = DY (2;k) + (kn+ a+ 1 —2) Y (z;k)  (5.1.11)
rekiirans bagmtisindan yararlanalim. (5.1.11) de n = 0 yazarsak,

VO (k) = k7 (2DY® (k) + (0 + L= 2) Y (a:k))

k
= k' a+1—2x)

olur. Bu sonug i = 0 i¢in (5.1.9) integralinde gz oniinde tutulursa

o0 o0

/:L’“emYl(a) (v;k)dz = /:caewkl (a+1—2z)dz

0

bulunur. Benzer sekilde ¢ = 1 i¢in

/:caele(a) (z; k) 2¥de = /x‘”kemk:l (a+1—2z)dx
0 0
— ]f_l (a + 1) /ma—l—ke—mdl, o /xa—l—k-‘rle—xdl,
0 0

= k'[(a+ )T (a+k+1)—T(a+k+2)
= -I'(a+k+1)
£ 0

35



elde edilir. Boylece n = 1 i¢in (5.1.9) esitligi dogrudur. Tiimevarim yontemini
tamamlamak icin gostermeliyiz ki
A N 0 ; i=0,1,...n
e Y, (2 k) aMde =
; #0 ; 1=n+1

(5.1.12)

olmalidir. Hipotezden 0 < i < n icin Y\ (z:k) nm 27 ile ortogonal oldugunu
biliyoruz. Bu yiizden (5.1.12) deki integralin ¢ = n i¢in sifir ve i = n+ 1 i¢in sifirdan
farkli oldugunu gostermemiz yeterlidir. (5.1.11) den Yn(i)l (x; k) gekilir ve (5.1.12)

nin solunda yerine yazilirsa,

[e.o]

/ “e _”Yn+1 (z;k) 2¥de = k7 (n4+1)"" /aza+ik+1e_$DYn(a) (z; k) dx
0

+k Y n+ 1) / (kn+a+1 —z)2°t* ey @ (1 k) da
0

(5.1.13)
elde edilir. (5.1.13) esitliginin sag yanimndaki ilk integrale u = x°+t#+le=% ve dv =
DYn(i1 (x; k) dx olmak tizere kismi integrasyon uygulanirsa,

/ g _xYn—f—l (1, k’) kldﬁ _ k’_l (7’L+ 1)*1 l,a—i—ik—f—l e—zYn(a) (ZL' k’)‘;o—{—k‘_l
0

1/x— (a+ik+1)+ (kn+a+1—2)]

xxa“ke’xY ) (k) dx

n
o0

= (n+1)" /:U“”kex (n—49) Y, (;k)dz  (5.1.14)
0

bulunur. (5.1.14) ¢ = n igin sifir ve i = n + 1 igin

o0

—(n4+1)7" /a:aJ“k”’Lke_zY;a) (x; k) dx (5.1.15)
0

integralinin degerine egittir. (5.1.15) de (5.1.11) rekiirans bagintis1 n kez uygulanr
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ve herbir uygulamay1 takiben kismi integrasyon kullanilirsa

o0

—(n4+1)7" / gothnthe=ey (@) (0 k) de = (=)' T (a+ kn+k + 1)
0

elde edilir ki bu i = n+ 1 igin (5.1.14) iin sifirdan farkli oldugunu gosterir. O halde

(5.1.9) ifadesi tiimevarim yontemiyle ispatlanmig olur.
5.1.1 Konhauser polinomlari ile Laguerre polinomlar:1 arasindaki baginti

(5.1.1) ve (5.1.2) tammlarindan goriilmektedir ki Z (x; k) ve v, (x; k) polinomlar1
k = 1icin (2.2.2) ile tammlanan L' (z) Laguerre polinomlarina indirgenirler. Yine
benzer sekilde, (5.1.8) ve (5.1.9) ile verilen ortogonallik bagintilar1 da k& = 1 igin
Laguerre polinomlarinin (2.2.1) ile tanimlanan ortogonallik bagintisina indirgenirler.
Dolaysiyla Z\ (x; k) ve () (x; k) polinomlarima Laguerre polinomlar1 tarafindan

belirtilen biortogonal polinomlar veya Konhauser polinomlar1 denilmektedir.

Simdi de Z\ (2;1) = L (2) ve Y (2;1) = LY (2) oldugunu gosterelim. Gergek-

ten (5.1.1) ile tanimlanan Z{ (z; k) ifadesinde k = 1 alinirsa,

7 (2:1) = I(a+n+1) z":(_l)j (T'L)r( o

n! = Jj a+j+1)

elde edilir. Diger taraftan

F'a+n+1l)=a(a+1)(a+2)..(a+n)=al(a+1)

n

ve
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oldugu goz oniinde tutulursa

2 (1) = al(a+1), z": (—n); 2

n! = jtal(a+1);
1 n -n). J
_ (o +' oy )1J - (5.1.16)
nl (a+1); j!

bulunur. (5.1.16) esitliginin sag tarafi (2.2.2) ile tamimlanan LY () Laguerre poli-

nomlart oldugundan Z\" (x;1) = L (x) gergeklenir.

Benzer sekilde (5.1.2) ile tanimlanan v, (x; k) ifadesinde k = 1 alinirsa,

. 1 <7 o o
@@y = 225 (irary,
T i=0 T §=0

= %Z{;j—;{(a+1)n—i(a+2)n+%i(i—1)
x (0 +3), + ...+ (—1) (a+z’+1)n}
_ (oH—l)an_;{1_i(a+n+1)+li(i_1)

nl (a+1) 2!

(a+n+1)(a+n+2) i (+n+1),
“at)@ry Y (a+Di}
_ (a+1), (—n), (—=n), 2? (=n), 2"
R {1+<a+1)1“(a+1)ﬁ '“*(a+1)nﬁ}

elde edilir. Bu egitligin sag tarafi L;a) (x) Laguerre polinomlarinin acik ifadesi

oldugundan Y, (2;1) = LY (2) oldugu goriilir.
5.1.2 Y, (z; k) polinomlari igin bir integral gésterim ve dogurucu fonksiyon

Konhauser (1967) Y,\*) (x; k) polinomlar icin

EoO[ et (14 1)
Y@ (k) = & [ EED (5.1.17)

- n+1
SISV

seklinde bir integral gosterim elde etmistir. Burada C't diizleminde orijini kapsayan
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bir dairedir. Cauchy integral formiilii kullamlarak VAR (x; k) polinomlar1 igin bir
bagka gosterim

efa:t(t_,’_l)aJrkn
ko [ (th=ttkth=24 1k

271 tn+l
c

_ k2 e (t+ 1)
Conlor | (b kR R

B | e (¢4 1)t

>7L+1

dt

V) (z;k) =

n

= 2 5.1.18)
n! ot [<t+1)k_1]
t=0
seklinde bulunur.
v, (x; k) polinomlarinin bir dogurucu fonksiyonunu bulmak igin
) S { a .

== G\ (e ®)] (5.1.19)

1 —wg' (t) Z;n! dt 0
ile verilen "Lagrange geniglemesi"ni (Szego 1937) kullanalm. Burada w = % ve

. . eiZt @ k

o(t) = ap + art + ... (ag #0) seklindedir. f(t) = ﬁ ve ¢ (t) = (t(r;%

alinirsa

1 & (t) 1 t (t—l—l)k—i—tk(t—i—l)k—l] [(t—i-l)k_l] —tk(t—l—l)%_l
—wd () = 1—

¢ () (1]
B _@+1f—1@+1fkﬁ+Dk—1—§%}
: (t+1)" [@+Uk—q2
) 1_[@+Uk_ - ]
[(t+ 1) —1]
th

@+n[@+nk—q
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elde edilir. Bundan dolay1

f (t> 1 a+1

— = e (t 41 5.1.20
s e e (5.1.20)
dir. (5.1.18) ve (5.1.20) esitlikleri, (5.1.19) da goz oniine alinirsa
o0 k on —xt ¢ 1 a+kn tn—i—l
DT = Y W g . wi
L [+ 1) = 1]
t=0
= ) W'Y (x;k) (5.1.21)
n=0

bulunur. w = % = 1 — (t+1)" ifadesinden ¢ cekilir ve (5.1.21) de yerlerine

yazilirlarsa, A (x; k) polinomlar1 igin

(1 — w) @D/ ey, {—x [(1 W)V 1]} - iwnyﬁ (k) ,  |ul<1
= (5.1.22)

seklinde bir dogurucu fonksiyon ifadesi bulunmus olur.

(5.1.22) ifadesinin sol tarafindaki
F(z,w) = (1 —w) @/ *exp {—:c [(1 —w) R 1] }
fonksiyonu x = 0 noktasinda seriye agilir ve binom agilimi kullanilirsa

Fz,w) = (1—w) @ Fexp {—x [(1 —w) M= 1} }

= (1- w)f(aﬂ)/k Z x_' [1 —(1- w)fl/k]
7!
r=0

> % (—1)° (Z) (1 — ) (oFstD/k (5.1.23)
r=0 =~ s=0

olur. G (w) = (1 —w)~ /% denir ve bu fonksiyon |w| < 1 i¢in w = 0 noktasmda
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Taylor serisine agilir, (5.1.23) de dikkate alinirsa
" o ™ o= (a+s+1) w"
F = — —1)° | — 1.24
=2 5 e ()2 () s (5.1.21)

bulunur. (5.1.24) ifadesindeki toplamlar diizenlenir ve (5.1.22) de g6z 6niine alinirsa

S <353 e (1) (M),

. (5.1.25)

elde edilir. Bu son esitlikte w™ nin kargilikhi katsayilarinin egitliginden, v,

(3 k)
polinomlarmin (5.1.2) ile verilen ifadesine varilir

5.1.3 z\" (z; k) polinomlarimin hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden
gosterimi

Pochhammer sembolii ve Gamma fonksiyonunun 6zelliklerinden faydalanarak
k .
ki a+i wi (et 1 o+ 2 a+k
k F(a—f—l)H( . ) T(a+1)k < —) (=) =)
i=1 J J j J
; +1 a+1 a+1
= T(a+1)k (2 1) .. i~ 1
ot (222) (50 (320
o o+ 2 oz+2+1 oz+2+,_1
’ ’ ’ J
" a+k a+k+1 oz+k+,_1
? ? 2 J

= T'(a+1)(a+1)(a+k+1) .. (a+kj—k+1)
X(a+2)(a+k+2).. (a+kj—k+2)..
X (a+ k) (a+2k)...(a+kj)

U'(kj+a+1)

ve '(kn+a+1) =T'(a+1) (a+1),, oldugu gosterilebilir. Bu ozellikler (5.1.1)
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ile tammlanan Z* (x; k) polinomlarinda dikkate alinirsa

20 ity = S Z 0 () ey
_ %i(—l)j (?)%{(%)T (5.1.26)
= (“F),

~
—_

bulunur. Son olarak

oldugu (5.1.26) da kullanilirsa

n! k

I,
e () (1) )

oldugu goriiliir (Srivastava 1982). Bu ise AS (x; k) polinomlarimin hipergeometrik

70 gy = @t Dy ), R%ﬂj

fonksiyonlar cinsinden bir gosterimidir. Burada | F},

pFr o, s ap By, o By o] = i M?
ile gosterilen genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonunun bir ¢zel halidir.
5.2 Jacobi Polinomlar1 Tarafindan Belirtilen Biortogonal Polinomlar

Madhekar ve Thakare (1982) tarafindan tamimlanan ve k£ = 1 igin Jacobi polinom-

larina indirgenebilen bir biortogonal polinom c¢iftini tanimlayalim.

I (o, B, k; ) ve K, («, B, k; x) polinomlar: sirasiyla

In (0, B ks ) = wi(—l)j (n) Lt atPrn (1 _x>kj (5.2.1)

n! J (a+1), 2

J=0
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ve

=S (sl (45, 02 (5
5.2.2

seklinde tanimlanirlar.

(5.2.1) ve (5.2.2) esitlikleri ile verilen J, (o, 3, k; z) ve K,, («, 5, k; ) polinom aileleri
(1—2)*(1+ x)B agirlik fonksiyonuna gére (—1, 1) araliginda biortogonaldirler. Yani
1

N 8 0 ;om#En
/(1 —2)" (1+2)” J, (o, B, ks ) Ky, (o, B, k) doe = ;o omyn=0,1,..
7 #0 ; m=n
dir. kK =1 i¢in J, (o, B, k; ) ve K, (o, 3, k; x) polinomlarimin her ikisi de pep (x)
Jacobi polinomlarina indirgenirler ve Jacobi polinomlar1 tarafindan belirtilen bior-

togonal polinomlar olarak adlandirilirlar.
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6. ¢-BIORTOGONAL POLINOMLAR

Biortogonal polinomlarin g-analogu olan g¢-biortogonal polinomlar ilk olarak 1983
yilinda Al-Salam ve Verma'nin (5.1.1) ve (5.1.2) ile tanimli Konhauser polinom-
larimin ¢g-analogu olan ¢-Konhauser polinomlarini tanimlamalariyla kargimiza cik-
maktadir. 1992 yilinda ise Jain ve Srivastava bu polinomlarin birer alternatif tanim-
larini elde etmiglerdir. Bu boliimde ilk olarak g¢-biortogonal polinomlarin genel
tanimi verilecektir. Daha sonra g-biortogonal polinomlarin genel 6zellikleri tizerinde

durulacaktir.
6.1 g-Biortogonal Polinomlarin Tanimi

Tanim 6.1.1 |g| < 1 olmak tizere r (x;¢q) ve s(x;¢q) polinomlar sirasiyla x e gore
h-mc1 ve k-inci dereceden polinomlar olsunlar(h, k € N). R, (z;q) ve S, (z;q) da
sirasiyla r (x; q) ve s (z;q) polinomlarina gore m-inci ve n-inci dereceden olsunlar.
Bu durumda R,, (x;q) ve S, (z;q) sirasiyla x e gére mh-inc1 ve nk-inc1 dereceden

polinomlar olurlar. 7 (z;q) ve s (x;q) polinomlarma g-temel polinomlar denir.

o0

Gosterim 6.1.1 || < 1 olmak tizere {R; (z;q)},

r(z;q) ya gore 0,1,2; ... inci
dereceden olan Ry (x;q), Ry (z;q), R (x;q), ... polinomlarimin kiimesini gostersin.
Benzer olarak {S; (z; q)};io de, s (z;q) yagore 0, 1,2, ... inci dereceden olan Sy (z; q) ,

S1(z5q), Se (x;q), ... polinomlarimin kiimesini gostersin.

Tanmim 6.1.2 |¢| < 1 olmak iizere {aq", bg";n € Ny} kiimesi iizerinde tanimli uygun

bir agirhik fonksiyonu w (x; ¢) olsun. Eger

; 0 ;o om#En
/Rm (;q) Sn (25 ) w (x;q) dyr = ;myn=0,1, ... (6.1.1)
20 ; m=n

a

ise, { R; (73 9)},2, ve {.5; (5 ¢)};2, polinom kiimelerine, (a, b) aralig) tizerinde, w (z; q)
uygun agirlik fonksiyonuna ve r (z; q) ve s (x; q) g-temel polinomlarina gére g-biorto-

gonaldirler denir.

44



(6.1.1) g-biortogonallik kogulu (3.2.1) g-ortogonallik kogulunun benzeridir. Belirte-

lim ki ¢ — 1~ igin (6.1.1) g-biortogonallik kosulu biortogonallik kogulunu verir.
6.2 g-Biortogonal Polinomlarin Genel Ozellikleri

Bu kisimda g¢-biortogonal polinomlarin bazi genel 6zelliklerini elde edecegiz. Ilk
olarak (6.1.1) g-biortogonallik tanimu igin egdeger kogullar elde edilecek, daha sonra
ise herhangi iki g-biortogonal polinom ailesinin sagladiklar: rekiirans bagintilar: gos-
terilecektir.

6.2.1 g-Biortogonallik i¢in esdeger kosullar

Agagidaki teoremde (6.1.1) e egsdeger olan kosullar1 verelim.

Teorem 6.2.1 |¢| < 1 olmak iizere {aq",bq™;n € Ny} kiimesi iizerinde tanimh

uygun bir agirhik fonksiyonu w (z;q) olsun. r (z;q) ve s(x;q) g-temel polinomlar

olmak iizere

b
j 0 ;7 7=0,1,...n—-1
/w (z;9) [ (z59)) Sn (7;q) dgx = (6.2.1)
] #0 5 j=n
ve
b
i 0 ;o 7=0,1,....m—1
/ @ (29) [5 (@3 Q)] Ron (23q) dyt = ‘ (6.2.2)
J #0 5 j=m
ifadelerinin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul, m,n € Ny igin
b
0 ;o m#En
/w (23q) R (23.9) S (23.q) dg = (6.2.3)
) #0 ; m=n

olmasidir.
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Ispat (6.2.1) ve (6.2.2) saglansn.

Ry (z59) = Z oCmj [ (250) (6.2.4)

j=0

olacak sekilde ¢, ; (j =0,1,....m), 4Cmm 7# 0 sabitleri mevcuttur. (6.2.4) degeri
(6.2.3) esitliginde yerine yazilirsa

/w (;9) Ry (239) Sn (x;q9) dgz = /w (x;q) {Z Cmi I (25 q)]ﬂ} S (z5q) dyx

Jj=0

- Z qcm,j/w (z;q) [r (; q)]j S (z5q) dgz

j=0 “

olur. Eger m < n ise (6.2.1) den dolay1 j = n = m durumu harig

b
/w (2;9) [ (2; @) Sy (259) dyz = 0
elde edilir. m > n olmasi durumunda ise,
S (250) = ) gduy [s (3 0)/ (6.2.5)
§=0

olacak sekilde ,d,, ; (j =0,1,...,n), ,d,, # 0 sabitleri mevcut olacagindan bu deger
(6.2.3) esitliginde yerine yazilirsa

/w(x;q)Rm(x;q)Sn(x;Q)dqrr = /w(w;Q){‘ qdn,j[S(x;Q)]j}Rm(x;Q)dqw
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elde edilir. Buradan goriildiigii gibi biitiin durumlarda (6.2.3) egitligi saglanmig olur.

Tersine olarak kabul edelim ki (6.2.3) saglansin. Bu durumda 6yle ,e,,; ve ,fn;
sabitleri vardir ki ‘
j
[T (SL’; Q>]] = Z qem,iRi (QJ; Q) (626)
i=0

ve

[s (;9)) = Z ofniSi (3 q) (6.2.7)

1=0

yazilabilir. Boylece, eger 0 < j < n ise

/ w () [r (@ Q) Su (@ / w { miRy (x;q>}sn (v:q) dga

b
j
=0 w

olup, j < n igin, (6.2.3) esitliginden sag yandaki her integral sifir olur. j = n ise
i = j = n durumunda sifirdan farklh diger durumlarda sifirdir. Dolayisiyla (6.2.1)

esitligi de saglanir.

Diger taraftan 0 < j < m igin

b

/w (2:9) [s (2;9)) Ry (2;q) dgz = /w (x;q) {Z o fniSi (x; q)} R, (z;q) d,x

a =0

j b

= Z qfn,i/w (w;9) Si (x;q) R (75q) dg

=0 “

olur. j < m igin, (6.2.3) esitliginden sag yandaki her integral sifirdir. Eger j = m ise
i = j = m durumunda sifirdan farkli diger durumlarda sifirdir. Bu nedenle (6.2.2)

esitliginin de saglandig goriiliir. Boylece teorem iki yonlii ispatlanmig olur.
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Sonug 6.2.1 Eger (6.2.1) ve (6.2.2) egitlikleri saglaniyorsa, bu durumda

b
[ @), @30) Focs (@3) dyr = 0 (6.28)

ve b
[ @0 R (010) Gt (53) dyr = 0 (6.2.9)

dir. Burada F), 1 (z;q) ve G,,_1 (x;q) lar sirasiyla r (x;q) ve s(x;q) g-temel poli-

nomlarina gore dereceleri en fazla n — 1 ve m — 1 olan keyfi polinomlardir.
6.2.2 g-Biortogonal polinomlar igin tiirev icermeyen rekiirans bagintisi

g-Biortogonal olan herhangi polinom aileleri i¢in tiirev icermeyen rekiirans bagintisi
elde etmek oldukca zordur. Ancak g¢-temel polinomlardan birini digerine bagh olarak
secersek, m + 2 ardigik polinoma bagl tiirev icermeyen rekiirans bagintilari elde

edilebilir. Bunu agagidaki teoremle verelim.

Teorem 6.2.2 |g| < 1 olmak iizere, s (x;q) ve r (x;q) g-temel polinomlari, s (z;q),
r (z;q) ya gore m—inci dereceden bir p (x; q) polinomunu belirtecek gekilde verilmis
olsun. Eger [R, (z;q)] ve [S, (z;¢q)] polinom kiimeleri (a,b) aralig) iizerinde uygun
bir w (x; ¢) agirlik fonksiyonuna gore g-biortogonal olan polinom kiimeleri iseler bu

durumda her biri m + 2 ardigik polinoma baglh

n+m

p(@;q) R (z30) = Y qaniRi(50) (6.2.10)

i=n—1

ve
n+1

p(3q) S (miq) = > bniSi(z:9) (6.2.11)

i=n—m

bagintilar1 mevcuttur. Burada 4a,; ve 4b,; katsayilar1 x den bagimsizdirlar.

Ispat R, (x;¢) polinomu r(z;q) ¢-temel polinomuna gére n—inci dereceden ve

48



p (z;q) polinomu da r (x; q) g-temel polinomuna gore m—inci dereceden olduklarin-
dan p(x;q) R, (x;q) carpim 7 (z; q) ya gore (n + m) —inci dereceden olup

n-+m
p(;q) Ro (239) = Y qaniRi (w;) (6.2.12)
i=0
olacak sekilde ,a,, ; sabitleri mevcuttur. (6.2.12) esitliginin her iki yam w (x; q) S; (x; q)

ile carpilir, (a, b) tizerinden integral alinir ve g-biortogonallik tanimi kullanilirsa

b b ntm
[e@ap@ot@os @ade = [w@os <x;q>{z iR, <x;q>}dqaz

" 1=0

n+m b

= annl/wxq (;q) R; (x;q) dgx
=0
n+m

= qQni xq wCJ)R(x Q)d
7

b
otin / w(230) S, (1:9) B, (:) dyz

b
= sty [@(530) S, (10) Ry (530) dy (6:213)

elde edilir. p(z;q)S; (x;q) carpim Sty (2;9), Sj(z5q), ..., So(z;¢q) lerin bir li-
neer kombinasyonu olup R, (x;¢) polinomu j + 1 < n icin p(x;q) S; (x;q) ile ¢-
biortogonaldir. Bundan dolay1 j = 0,1,2,...,n — 2 i¢in 4a,; = 0 olup (6.2.12)
toplami n — 1 den n+m e yazilabilir. Dolayisiyla m+2 ardigik R, (x; ¢) polinomuna

bagh (6.2.10) rekiirans bagintist mevcuttur.

Simdi de (6.2.11) bagmtisini elde edelim. Bunun igin s (z;¢q) ¢-temel polinomuna
gore (n + 1) —inci dereceden olan p (x;q) S, (x; q) ¢arpimini goz oniine alalim. Bu-

radan
n+1

p(x;q) S Z ¢bn.iSi (z5q) (6.2.14)

olacak sekilde b, ; katsayilar mevcuttur. (6.2.14) esitliginin her iki yanni w (z; ¢) R; (x; q)
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ile carpar, (a,b) aralig1 iizerinden integre eder ve g-biortogonallik tanimim kullanir-

sak

/w(w;q)p(w;q)Rj (75q) Sn (75q) dgw = /W(w;q)Rj (w;q){z qbniSi (ﬂi;q)}dqw
b

oOn.i / w(x;q) S; (z;9) R; (w5 q) dgx

= qbn,j/w (23 9) S (2 9) B; (x; q) dg (6.2.15)
elde edilir. p(x;q) R; (x;q) carpimi Ry, (23q), Rjtm—1(2:q), ..., Ro(z;q) lerin
bir lineer kombinasyonudur. p(z;q) R; (z;q) ¢arpimi j +m < n ic¢in S, (z;q) ile
g-biortogonaldir. Buradan j = 0,1,....,n —m — 1 igin ,b,; = 0 olur ve (6.2.14)
deki toplam n — m den n + 1 e kadar yazilabilir. Dolaysiyla m + 2 ardigik S, (z;q)
polinomuna bagh (6.2.11) rekiirans bagintisi mevcuttur. Boylece ispat tamamlanmig

olur.

m = 1 durumunda g¢-temel polinomlar birbirine esit olur ki bu g-ortogonal polinom-
lar1 verir. Bu durumda yukaridaki rekiirans bagintilari ii¢ ardigik polinoma baglh
olur. ¢ — 1~ olmas1 durumunda ise klasik ortogonal polinomlar i¢in ii¢ terimli

rekiirans bagintilar: elde edilir.
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7.¢-KONHAUSER POLINOMLARI VE BAZI OZELLIKLERIi

7.1 g-Konhauser Polinomlari

1983 yilinda Al-Salam ve Verma tarafindan

@ (q1+0‘-q) . n (q—nk;qk)j q%kj(kjfl)Jrkj(nJraJrl) y
23 (x,k;q) = s J 7.1.1
k) (4% 4%, = (4% 4%); (g5 q)y, (740
ve
1 n roir(r—1) T —r; ) 1+a+j; k A
Y (2, k5 q) = S (a5, (s q)"¢ (7.1.2)

(9, = (@9, (¢:9);

g-Konhauser polinomlar1 tanimlanmigtir. Bu polinomlar (0, 00) araliginda w (z; q) =

1%, (—z) agirlik fonksiyonuna gore

o 0 5 m#n
,/waxisz#”@thﬁﬁaﬂ—xﬁ%ﬁz » (m,n € No)
/ #0 ; m=n

(7.1.3)
seklinde g-biortogonallik bagintisin saglarlar. (7.1.1) ve (7.1.2) ile tamumlanan q-
Konhauser polinomlar1 ¢ — 17 i¢in (5.1.1) ve (5.1.2) ile tanimli Konhauser poli-

nomlarina indirgenirler.

g-biortogonallik icin esdegerlik kosullar1 agsagidaki g-ortogonallik bagintilarini elde

etmemizi saglarlar. Gercekten 7 (x,k;q) ve Y, (x, k; ¢) polinomlarinin

7 . 0 ; j=0,1,..,n—1
1%, (—x) 22 Z$) (2, k; q) dyx = (7.1.4)
" 70 5 Jj=n
ve
T R 0 ; j=01,...,n—1
/xo‘eq (—x) ™Y, Y (x, k; q) dgx = (7.1.5)
" #0 5 j=n

o1



esitliklerinden g-ortogonallik bagintilarini sagladiklar: goriilmektedir.
7.2 g-Konhauser Polinomlarimin Bazi Ozellikleri

Bu boliimde ilk olarak (7.1.1) ile tamimlanan Z{ (x,k;q) polinomlar: i¢in yiik-
seltme operatorii ve Rodrigues formiilii elde edilecektir. Daha sonra ise i (x,k;q)
ve Y, (z,k;q) q-Konhauser polinomlar: i¢in multilineer ve multilateral dogurucu

fonksiyon aileleri bulunacaktir.
7.2.1 7\ (7, k; q) polinomlar: igin yiikseltme operatorii

Bu kisimda (7.1.1) ile tamimlanan Z{ (x, k; q) polinomlar: i¢in bir yiikseltme ope-
ratorii elde edilecektir. Burada Zr(f)‘) (x, k; q) polinomlar1 6zel olarak monik polinom-

lar secilecektir.

Lemma 7.2.1 k£ € N ve
R(...) =D, (z%,(—x)...) (7.2.1)
olmak {izere ZT(LQ) (x, k; q) polinomlarimin yiikseltme operatorii

R (2 (x,k;q)) = Dy (x%eq (=) Z\ (x,k; q))

= —[1+al,(a= 1)+ [k, (e = 1) (1+ (@~ 1) [a],)]
xa®Fe, (—x) 2800 (2, k; q) (7.2.2)

olarak verilir.

Ispat Q, 11 (x, k; ¢) polinomlar1 2* ya gore (n 4 1)-inci dereceden monik polinomlar
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olsunlar. f(z) =e¢,(—z) ve g (z) = 2o 7\ (x, k; q) olmak tizere

9@) Dy (f (@) = 22 (@,k;0) Dy (eq (—2))
= —e,(—x)2°Z\Y) (x,k; q)
=~y (=2) 2" Quis (2. k5 )
f(@)Dy(g(2)) = eq(~2) Dy (+°Zy (w, k5 )
(=) [la], 2" 2 (2, k) + 2Dy (2 (2, k3 0))
+ (= 1)fal, 2Dy (20 (2,k:0))]
— ¢y (~2)2° Q" (,k;q) [a], + [nh], + (g — 1) [al], [nH],

ifadeleri (3.1.10) da yerlerine yazilirsa

Dy (2%, (=2) ) (w,k30)) = = [1+la], (¢ = 1)+ k], (¢ = 1) (1+ (¢ = 1) [a], )|
X2 e, (1) Quen (. ki q)
+ [la], + ], (1+ (= D [a], )]
x1* Fe, (—x) Q* (x,k; q) (7.2.3)

elde edilir. Burada Q* (z,k;q) z* ya gore n + 1 den diisiik dereceli polinomlar
gostermektedir. O halde (7.2.3) esitligi

Dy (2%, (~2) Z8) (. k30)) = = [1+ 0], (¢ = 1)+ k], (= 1) (1+ (g = 1) [a], )]
X2 Fe, (—2) Qui (,k; q) (7.2.4)

sekline doniigiir. (7.2.4) ifadesinin her iki yam z ile ¢arpilir, (0, 00) iizerinden integ-

ral almir ve (3.1.14) esitligi ile verilen g-kismi integrasyon formiilii kullanihirsa

= [t lal, 0= D+ k], 0= 1) (14 0= e, )| [ ey (~2) Qo (o ki) dy

0
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= dim {(a™) (¢7) e (=07 22 (7" ki)

n—oo

_ (qn+1)i (") ey (—g™+) AQ (q”+1,k;q)}

/x x) Z) (2, k; q) dyw
0

o0

Jla—1) /xqu %, (— x) 7 (x, k?Q)) dyx
0

elde edilir.Lemma (3.2.2) de LY (x; q) polinomlar: yerine Z{ (x, k; ) alinir ve ben-

zer iglemler yapilirsa

= [t lal, 0= 0+ k], 0= 1) (14 0= D) la), )| [ ey () Qo (0. ki) dys
= — i, /a:i_lm"‘eq (—z) 28 (x, k; q) dyx

=il (¢—1) /xiDq (a:aeq (—2) 28 (2, k; q)) d,

0

(7.2.5)

bulunur. ¢ = 1,2, ..., ni¢in Z{ (z, k; q) polinomlarinin (7.1.4) ile verilen g-ortogonallik

kosulundan (7.2.5) ifadesinin sag yanindaki ilk terim sifir olur. Boylece

[e.o]

/xHakeq (_*T) Qnt1 (l’, k; Q) dqx =0,:=0,12,..n (7’2‘6)
0

elde edilir. (7.2.6) esitligi Q.11 (x, k; ¢) polinomlarinin (0, 0o) araligi iizerinde x* *e, (—z)
agirlik fonksiyonuna gore g-ortogonal olduklarimi gosterir. (0, oo) arahginda 2~ *e, (—x)
agirlik fonksiyonuna gore g-ortogonal olan polinom tek oldugundan @, (x, k;q)

polinomlar1 yerine Z,(L 11 ") (z, k; q) polinomlar1 yazlabilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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k =1 igin (7.2.2) ifadesi g-Laguerre polinomlarmin (3.3.1) ile tamimlanan yiikseltme

operatoriine indirgenir.
7.2.2 Rodrigues formiilii

Simdi de ) (x, k; q) polinomlar igin Rodrigues formiilii elde edelim. R yiikseltme
operatorini Z*™ (z, k: ¢) = 1 polinomuna ardisik olarak n kez uygulayalm. ilk

uygulamada

Dy (2%, (~2) 25" (@, k30)) = = [1+ o], (a= 1)+ 0], (a= 1) (1+ (4= 1) [a], )]
x1* Fe, (—) 70 (g, k; q)

olur. Burada « yerine o + nk alinirsa

D, (z* e, (—2)) = — [1 + [a+nk], (¢ —1) +[0],(¢—1) <1 +lg—Dfa+ nk]q>]

xa® ey (=) 21 (2, k3 0)

elde edilir. Bu esitligin her iki yanina R yiikseltme operatorii bir kez daha uygu-

lanirsa

D (2%47ke, (—3)) = — {1 +[a+nk], (g —1)+[0], (¢ — 1) (1 Y (g—Da+ nk]q)]
XD (20 ke, (—2) 21 (@, k)
= [1+fa+nk], (g=1)+0], (= 1) (1+ (= 1) [a+nk], )|
X [1+[Oz+nk—k]q(q—1)
1K, (= 1) (1+ (= 1) [ +nk — k], )|

xaotnk e () 7T (4 k5 )
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bulunur. Isleme bu sekilde devam edilirse n—inci uygulamada Rodrigues formiilii

DI (z%""e, (—2)) = "H{1+ la+nk+ (1 —1)k], (¢—1)

=Dk, =1 (1+ @1 [o+nk+ (1 -k, )}
x1%ey (—x) Z\ (x,k; q) (7.2.7)

olarak elde edilir.

k =1 i¢in (7.2.7) Rodrigues formiilii (3.3.5) ile verilen g-Laguerre polinomlarinin

Rodrigues formiiliine indirgenir.
7.2.3 g-Konhauser polinomlar: icin dogurucu fonksiyonlar

Bu kisimda (7.1.1) ve (7.1.2) ile tanimlanan Z\ (z, k; ;q) ve v, (m k; q) g-Konhauser

polinomlar: i¢in dogurucu fonksiyonlar elde edilecektir.

Teorem 7.2.1 (7.1.1) ile tanimlanan i (x, k; q) q-Konhauser polinomlar:

00 Zéa) k tl’k
3 1+($’ D f(k ) (7.2.8)
= (q"q) (t:¢") o
seklinde bir dogurucu fonksiyona sahiptir. Burada
° Lkj(kj+i+2a)
q2 j
f(u) = (—u)’ (7.2.9)
]Z:; (q*;4%); (" @)y,

olarak tamimlanir.

Ispat (7.1.1) ile ifade edilen g-Konhauser polinomunun acik ifadesi (7.2.8) de yerine

yazilirsa

—n Lkj(ki— j(n+a
Z Z(a) ({E ]{7 (] f: n k,q ) q2kj(kj 1)+kj(n+ +1)tn$kj

= (q1q) —~ = ) (@%:0%); (@45 q)y,
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elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki ifade diizenlenirse

i Z(a (a, k; q f:f: (q—nk;qk)j q%kj(kj—1)+kj(n+a+1) g
" e tnx J
= (g ) i (0540), (d54%); (a7 )y,
B i oo q%(kj+J+2a) ( tl’k)] (q*(”Jr])k’qk)] (_1)] qkj(nJrjéH)tn
i (0540 (@5 9)y (4% 4"), 15
0o (q—(tDk. kY (_1) ki(ntTE)
q ;q") (=1) ¢
— ( ), " f (t2*) (7.2.10)

—~ (@%:4"), 5

3

bulunur. (7.2.10) esitliginin sagindaki ifade hesaplanirsa

—(n+j)k. Kk 1\ ki n—i—# —(n+j

(), (1 ( ) = (-1 q’“j(”%)—(l —q ")
(@%:d"), 14 (1—q")
(1 — gDk (1 — g~ (rtidhek(-D)
(1—¢%)...(1 = g"nt9)

g E) 1
g1t 55) (1= ¢%) (1= ¢**) .. (1 = ¢*")
(1 _ qk(n+1)) (1 _ qk(n+2)) (1 _ qk(n+j))

X

T A= ) L )
1
elde edilir. Bu deger (7.2.10) da yerine yazilirsa
225 (e, ks 9, = " .
oo =y (tah) (7.2.12)
= (@), — (¢";4"),

bulunur. Sonug (3.1.1) den

i amkq f(txk)

(@4 q) .k (t; %)

n=

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Al-Salam ve Verma 1983 yilinda yaptiklar1 ¢galismada, (7.2.8) ifadesinde = yerine zy
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alarak 7. (x, k; ¢) polinomlarinin

Lyki 28 (@, ks q) (7.2.13)

" (g, (1/YNdY),
Z) (zy, k; q) = Culier'
jz_; (q1+a7 Q)kn—kj (qk7 qk>

egitligini sagladiklarini gostermislerdir. Ayrica v, (x, k; q) polinomlar: i¢in de

n k. k a—4.
¢4, (4;9),, (a°7d")
Yéa) x, k;q) = ( n m n= mqm(a B)Y(ﬂ) x, k;q 7.2.14
( ) Z (@5 d%),, (@:q9),, (d¥;q%),_ ( ) )

m=0

seklinde bir egitlik elde etmiglerdir.

Simdi sirasiyla ze (:L‘ k;q) ve Y, (x, k; q) polinomlar: i¢in dogurucu fonksiyonlar

elde edelim.

Teorem 7.2.2 n,p,s € N, ¢p € C ve ap # 0 olmak iizere s kompleks &, ..., &,
degiskene ve p kompleks basamaga bagh sifir olmayan bir fonksiyon €, (&5, ..., €,)

ve bu fonksiyon tarafindan belirtilen diger bir fonksiyon

[n/p]
AZ:Z),a (1'73/;517---7557%7” q Zak n— pk I?Jﬂ’#])
X9u+wk (€1 nr&0) 2° (7.2.15)

seklinde tanimlansin. Burada [n/p] ile n/p den kiigiik veya esit en biiyiik tamsay1

belirtilmektedir. Bu durumda

w W <1+a ) (1/y
r(n— Y50 et N
ZZ z = (n—pl) kply(k pl)Z()

o (z,75q)
prdr N U ) IS P
XQ!H-UJZ (517"'755)’2[
= AZia(%y;fla---755;277”3(]) (7216)

bagintis1 vardir.
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Ispat (7.2.16) esitliginin sol yanim S ile gsterelim.

n [k/p] «. r. T
- ( o Q)r(n—pl) (1/y 4 )k—Pl r(kfpl)Z( )
ZZ l 1+a ( r. qﬂ) n k(l’,T,Q)
k=0 1=0 r(n pl)—r(k—pl) 454" )p—pl
XQMJMZJZ (gla "'755) Z
n  [k/p] n—pl [n/p]
Burada Z Z A(k)l) = Z Z A (k + pl,1l) (Rainville 1960) bagmtist kullamlir
k=0 1=0 k=0 1=0

ve ifadeler diizenlenirse

[n/p]
Zal ptapl 517"'753)
n—pl 1+a.

Dy (/Y50 )5
(n—pl) k kZ?S)k pl(%T;CI)

(
xz(q

k=0 qlJra’q)r(n—pl)—rk (@"5q"),

elde edilir. Son esitligin sag yanindaki ifadede (7.2.13) kullamlirsa

[n/p]
S = Z alQqudJl (517 ey 58) Zr(Loi)pl (xy7 r, q) Zl
=0

bulunur. (7.2.15) den dolay:

S AZZQ<x7y;€1a"'7€saz7r;q)

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 7.2.3 n,p, s € N olmak tizere s kompleks &, ..., £, degiskene ve p kompleks
basamaga bagl sifir olmayan bir fonksiyon Q,, (5, ..., §,) ve bu fonksiyon tarafindan

belirtilen diger bir fonksiyon

o0

(6 € T) =D gk (6, E) T (@ £0,0€C)  (T.217)

k=0
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ve

[n/p] )
Ul (256y, ., & Girig) = Y ]

e C ) MO

XDy (€1, €,) ¢ (7.2.18)

Z,(;i)pk; (ZL‘, T; Q)

olsun. Bu durumda

Z SIS <:U &1y ey &g tﬁ’ r; q) t" = f.(txr) A;(jzp (&1 €M) (7.2.19)
bagintisi gergeklenir. Burada f, (7.2.9) ile tanimlandig: sekildedir.
Ispat R ile (7.2.19) esitliginin sol yanini gosterelim.
R = Z@O‘“w (x ST % tﬁ,r;q> t"

(7.2.18) den dolay:

0o 1 . -~
R=% >, U g g) 23 (@,75.0) Qe (S, 00, §) "
n=0 k=0 I Drin-—ph)
oo [n/p] oo 0
elde edilir. Burada Z Z B(k,n) = Z Z B (k,n + pk) bagintis1 kullanilir ve
n=0 k=0 n=0 k=0

ifadeler diizenlenirse

R = Z Z CI/k 1+Oé ) Z(a) ($7 L q) Q/—L-Hﬁk (517 LS 55) Uktn
n=0 k=0 ™
= > @ (§1 o & kz piET Z (x,rq)t" (7.2.20)

il
o

bulunur. (7.2.20) ifadesinde (7.2.8) ve (7.2.17) esitliklerinin kullamlmasiyla

IACING .
(t; qr)ooAu,qp (517 ) gsa 77)

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem 7.2.4 n,p,s € N, v € C ve a; # 0 olmak iizere s kompleks &, ..., &,
degiskene ve p kompleks basamaga baglh sifir olmayan bir fonksiyon €, (&5, ..., €,)

ve bu fonksiyon tarafindan belirtilen diger bir fonksiyon

[n/p]
,uwa(x 517"'a§sazar;Q) = Zakyn(ii)k(ajaraq)
k=0
XQ}H—zﬁk (fla ) 53) Zk (7221)

seklinde tanimlansin. Bu durumda

n [k/p]

. a—0. r
Z Z n pl (q’ q)kfpl (q 4 )(nfpl)f(k'fpl) q(kfpl)(afﬁ)
l
—0 1=0 (q"5q7) k—pl (; Q)n —pl (q";q )(n—pl)—(k—pl)
XYk(fz;l (:U> r Q) ptpl (51) sy 55) Z

= AW (@56, € 2,75 ) (7.2.22)

bagintis1 gerceklenir.

Ispat (7.2.22) esitliginin sol yanmi K ile gosterelim.

n  [k/p]

ZZ ap q q ol (q Q)k —»l (qo‘*ﬁ;qr)(n —pl)—(k—pl) q(k—pl)(a—ﬁ)

0 =0 (O kpl(CIQ)npz(q q)(npl) (k—pl)
<Y\ (@.750) Qg (€4, s &) 2

n [k/p] n—pl [n/p]
Burada Z Z A(k,) Z Z A (k+ pl, 1) bagintis1 kullanilir ve ifadeler diizen-
k=0 1=0 k=0 1=0

lenirse

n—pl

[n/p] (g: a—B. &
n IQaQ)k(q ’q)n—l—k o
R 3 S AL L LT
k=0 1=0 74 n—pl 9,9 (n—pl)—k
()(:Erq ) 2

3 ) p+pl (517 "'ags

xY,

[n/p]

— Zaz prut (€1, - €) 2!

n— pl ( . a—@B. r
n ! Q7Q)k (q ’q)n—l—k a—
x Z : o Y ()
0 (q7q)nfpl (¢";q )(nfpl)fk
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)

pl (x,7;q) oldugundan

elde edilir. Son esitligin sag yan (7.2.14) den dolay1 Yn(f

[n/p]

K = Z alYn(g;l <£7 r; q) Q,u+1,bl (517 3) 55) Zl (7223)
=0

bulunur. (7.2.23) ifadesinde (7.2.21) esitliginin kullamlmasiyla

K:An’p (x;gla”wgs?zﬂn;q)

o

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Bu teoremlerden goriilmektedir ki, ay (k € Np) katsayilarimin her bir uygun segimi
icin, eger ¢ok degiskenli 2, (&, ...,&,) fonksiyonunu farkli basit fonksiyonlarin uy-
gun carpmu olarak secersek, yukaridaki teoremler Z\® (z,k;q) ve Y (2, k;q) ¢
Konhauser polinomlari i¢in ¢ok sayida multilineer ve multilateral dogurucu fonksi-

yonlar belirtirler.

Kisim 7 de belirttigimiz gibi
Z\ (x,1;q) = LY (39) = V!V (2,15 q) (7.2.24)

oldugundan, r = 1 6zel durumu icin yukaridaki teoremlerde elde ettigimiz sonuglarin
hepsi (3.2.2) ile tanmimlanan L) (x;q) ¢-Laguerre polinomlar1 i¢gin multilineer ve

multilateral dogurucu fonksiyonlar belirtirler.
Ayrica
23 (w0, k;q) — 230 (k) ve YO (2, k;q) — Y, (2,k) , ¢ — 17 icin

ve

L (z5q) — LI (x) , ¢— 17 i¢in

oldugundan yukarida elde ettigimiz biitiin sonuclar ¢ — 1~ oldugunda (5.1.1) ve
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(5.1.2) ile tammlanan Z\* (z,k) ve Y, (z, k) Konhauser polinomlar icin multili-
neer ve multilateral dogurucu fonksiyon aileleri belirtirler. Ayrica (7.2.24) iin 15181
altinda (2.2.2) ile tamimlanan L (x) Laguerre polinomlar igin, daha ¢nce Ras-
sias ve Srivastava (2002) tarafindan galigilan, multilineer ve multilateral dogurucu

fonksiyon aileleri elde edilir .
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