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Bu tez yedi bölümden oluşmaktadır. 
 
Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır.  
 
İkinci bölümde, ortogonal polinomların tanımı ve bu polinomlara ilişkin birkaç örnek 
verilmiştir. 
 
Üçüncü bölümde, q-analizi ile ilgili bazı tanım ve sonuçlar verilmiştir. Ayrıca q-ortogonal 
polinomlar ve bu polinomlara örnek olan q-Laguerre polinomları tanıtılmıştır. 
 
Dördüncü bölümde, biortogonal polinomlar tanıtılmış ve bu polinomların genel özellikleri 
incelenmiştir. 
 
Beşinci bölümde, biortogonal polinomlara örnek teşkil eden Jacobi polinomları tarafından 
belirtilen polinomlar ve ( ) ( )kxYn ;α  ve ( ) ( )kxZn ;α  ile gösterilen Konhauser polinomları 
üzerinde durulmuştur. Konhauser polinomlarının biortogonallik ve ortogonallik bağıntılarını 
sağladığı ve Laguerre polinomlarıyla ilişkili olduğu gösterilmiştir. Ayrıca bu polinom 
ailelerinden ( ) ( )kxYn ;α  polinomları için doğurucu fonksiyon ( ) ( )kxZn ;α  polinomları için ise, 
hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden bir açılım elde edilmiştir. 
 
Altıncı bölümde, q-biortogonal polinomlar tanıtılmış ve bu polinomların genel özellikleri 
incelenmiştir. 
 
Son bölümde ise, q-Konhauser polinomları tanıtılmış ve bu polinomlar için yükseltme 
operatörü, Rodrigues formülü ve multilineer ve multilateral doğurucu fonksiyonlar elde 
edilmiştir. 
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Anahtar Kelimeler :  Laguerre polinomları, q- Laguerre polinomları, Konhauser polinomları,   
q- Konhauser polinomları, Rodrigues formülü, Doğurucu fonksiyon, Yükseltme operatörü 
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This thesis consists of seven chapters. 
 
The first chapter is devoted to the introduction. 
 
The second chapter provides definition of  orthogonal polynomials and a few examples related 
with these polynomials. 
 
In the third chapter, some definitions and results about q-analysis have been given. Additionaly 
q-orthogonal polynomials and q-Laguerre polynomials which are samples of these polynomials 
have been defined.  
 
In the fourth chapter, biorthogonal polynomials have been presented and general characteristics 
of these polynomials have been examined.  
 
In the fifth chapter, polynomials indicated by Jacobi polynomials and Konhauser polynomials 
shown by ( ) ( )kxYn ;α  and  ( ) ( )kxZn ;α  which are samples of biorthogonal polynomials have 
been examined. It has been shown that Konhauser polynomials satisfy biorthogonal and 
orthogonal relations and are related with Laguerre polynomials. Moreover an expansion in the 
form of hypergeometric functions for ( ) ( )kxZn ;α  polynomials and generating function for 

( ) ( )kxYn ;α  polynomials have been obtained.  
 
In the sixth chapter,  q-biorthogonal polynomials have been introduced and general 
characteristics of these polynomials have been examined.  
 
The last chapter presents q-Konhauser polynomials and raising operator, Rodrigues type 
formula and multilinear and multilateral generating functions have been obtained for these 
polynomials.  
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1. G·IR·IŞ

Biortogonal polinomlar

A (x) y000 +B (x) y00 + C (x) y0 = �y (1.1)

diferensiyel denkleminin xm ye göre n�inci dereceden ve bu denklemin adjoint denk-

leminin x e göre n�inci dereceden polinom çözümleri olarak kaŗs¬m¬za ç¬karlar

(Preiser 1962). ·Ilk defa Spencer ve Fano 1951 y¬l¬nda x ve x2 ye göre olan poli-

nomlar¬n biortogonalli¼gini incelemi̧slerdir. Bu polinomlar¬maddeye giren gamma

¬̧s¬nlar¬n¬n hesaplanmas¬nda kullanm¬̧slard¬r. Biortogonal polinomlar¬n genel özel-

liklerini, s¬f¬rlar¬n¬ve türev içermeyen rekürans ba¼g¬nt¬lar¬n¬n varl¬¼g¬n¬Konhauser

1965 y¬l¬nda göstermi̧stir. Konhauser kendi ad¬n¬taş¬yan, (0;1) aral¬¼g¬nda x�e�x

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre biortogonal olan Z
(�)
n (x; k) ve Y (�)

n (x; k) polinomlar¬n¬

1967 y¬l¬nda tan¬mlam¬̧st¬r. 1983 y¬l¬nda Al-Salam ve Verma bu polinomlar¬n q

geni̧slemesini vermi̧stir.

Bu tezde biortogonal ve q-biortogonal polinomlar¬n en genel özellikleri incelenmi̧stir.

Bu polinomlara örnek teşkil eden Konhauser polinomlar¬n¬n biortogonallik koşulunu

sa¼glad¬¼g¬ve Laguerre polinomlar¬yla ili̧skisi oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ayr¬ca Y (�)
n (x; k)

polinomlar¬ için bir do¼gurucu fonksiyon elde edilmi̧s ve Z(�)n (x; k) polinomlar¬n¬n

hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden bir aç¬l¬m¬bulunmuştur. Daha sonra da q-

Konhauser polinomlar¬için yükseltme operatörü, Rodrigues formülü, multilineer ve

multilateral do¼gurucu fonksiyonlar elde edilmi̧stir.
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2. ORTOGONAL POL·INOMLAR VE BAZI ÖRNEKLER·I

2.1 Ortogonal Polinomlar

Tan¬m 2.1.1 n bir do¼gal say¬ve a0; a1; a2; :::; an ler de, an 6= 0 olmak üzere, sabit

say¬lar olsun.

pn (x) = anx
n + an�1x

n�1 + :::+ a1x+ a0

şeklinde tan¬mlanan pn : R! R fonksiyonuna bir polinom denir. Buradaki n do¼gal

say¬s¬na polinomun derecesi, a0; a1; a2; :::; an say¬lar¬na da polinomun katsay¬lar¬ad¬

verilir. E¼ger an = 1 ise pn polinomuna monik polinom denir.

Tan¬m 2.1.2 I � R olmak üzere ! (x) ; I da tan¬ml¬pozitif bir fonksiyon olsun.

m;n 2 N ve m 6= n olmak üzere,

(�n; �m) =

Z
I

!(x)�n(x)�m(x)dx = 0 (2.1.1)

oluyorsa f�n(x)gn2N polinom sistemine I aral¬¼g¬nda ! (x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

ortogonaldir denir.

Teorem 2.1.1 I � R aral¬¼g¬nda f�n(x)gn2N polinom sisteminin ! (x) a¼g¬rl¬k fonksi-

yonuna göre ortogonal olmas¬için gerek ve yeter koşul,

Z
I

�n(x)!(x)x
kdx = 0 k = 0; 1; :::; n� 1 (2.1.2)

ifadesinin gerçeklenmesidir.

·Ispat ()) �m(x) ve �n(x) polinomlar¬I aral¬¼g¬nda ! (x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

ortogonal iseler,

(�n; �m) =

Z
I

!(x)�n(x)�m(x)dx = 0 , m 6= n

2



oldu¼gu bilinmektedir. x in k�y¬nc¬kuvveti

xk = a0�0 (x) + a1�1 (x) + :::+ ak�k (x) =
kX

m=0

am�m (x) (2.1.3)

şeklinde �m (x) lerin sonlu bir serisi olarak ifade edilebilir. Buradan (2:1:3) ün (2:1:2)

de yerine yaz¬lmas¬yla, 0 � m � k < n için

Z
I

�n(x)!(x)x
kdx =

Z
I

�n(x)!(x)

"
kX

m=0

am�m (x)

#
dx

=
kX

m=0

am

Z
I

!(x)�n(x)�m(x)dx = 0

elde edilir. Burada 0 � m < n olmak üzere �m(x) ve �n(x) lerin (2:1:1) de verilen

ortogonallik tan¬m¬kullan¬lm¬̧st¬r.

((=) ·Ispat¬n ikinci k¬sm¬için 0 � m < n alal¬m. �m(x); m�yinci dereceden bir

polinom oldu¼gundan

�m(x) =
mX
k=0

akx
k (2.1.4)

şeklinde yaz¬labilecektir. (2:1:1) ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬nda (2:1:4) dikkate al¬n¬rsa

Z
I

!(x)�n(x)�m(x)dx =

Z
I

!(x)�n(x)

"
mX
k=0

akx
k

#
dx

=
mX
k=0

ak

Z
I

�n(x)!(x)x
kdx = 0

elde edilir. (2:1:2) den dolay¬ispat tamamlan¬r.

3



2.2 Laguerre ve Jacobi Polinomlar¬

2.2.1 Laguerre polinomlar¬

Re z > 0 için

� (z) =

1Z
0

e�ttz�1dt

şeklinde tan¬mlanan � (z) fonksiyonu olmak üzere L(�)n (x) Laguerre polinomlar¬,

� > �1 için, I = [0;1) aral¬¼g¬nda

! (x) = x�e�x

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldirler. Yani

1Z
0

x�e�xL(�)n (x)L(�)m (x) dx =

8<: 0 ;m 6= n

�(�+n+1)
n!

;m = n
(2.2.1)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬gerçeklenir. a 2 R, n 2 N için

(a)n = a (a+ 1) ::: (a+ n� 1) ; (a)0 = 1

Pochhammer sembolü olmak üzere, L(�)n (x) Laguerre polinomlar¬n¬n aç¬k ifadeleri

L(�)n (x) =
(�+ 1)n

n!

nX
k=0

(�n)k xk
(�+ 1)k k!

(2.2.2)

şeklindedir.

2.2.2 Jacobi polinomlar¬

P
(�;�)
n (x) Jacobi polinomlar¬�; � > �1 olmak üzere I = [�1; 1] aral¬¼g¬nda

! (x) = (1� x)� (1 + x)�

4



a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir. Yani

1Z
�1

(1� x)� (1 + x)� P (�;�)m (x)P (�;�)n (x) dx =

8<: 0 ;m 6= n

6= 0 ;m = n
(2.2.3)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçekler.

P
(�;�)
n (x) Jacobi polinomlar¬ndan � ve � n¬n baz¬özel durumlar¬na kaŗs¬l¬k çeşitli

klasik ortogonal polinom aileleri elde edilir. Bunlar, � = � = 0 için I = [�1; 1]

aral¬¼g¬nda ! (x) = 1 a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan Legendre polinomlar¬,

� = � = �1
2
için I = [�1; 1] aral¬¼g¬nda ! (x) = (1� x2)

� 1
2 a¼g¬rl¬k fonksiyonuna

göre ortogonal olan birinci tür Chebyshev polinomlar¬ve � = � = 1
2
için I = [�1; 1]

aral¬¼g¬nda ! (x) = (1� x2)
1
2 a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan ikinci tür

Chebyshev polinomlar¬d¬r.

2.3 Do¼gurucu Fonksiyonlar

Tan¬m 2.3.1 F (x; t) iki de¼gi̧skenli fonksiyonu de¼gi̧skenlerden birine göre örne¼gin t

ye göre,

F (x; t) =
1X
n=0

cn�n (x) t
n (2.3.1)

biçiminde bir Taylor serisine aç¬l¬yor ise F (x; t) fonksiyonuna f�n (x)g fonksiyonlar

cümlesinin do¼gurucu fonksiyonu denir. Burada cn ler x ve t den ba¼g¬ms¬z olup n nin

fonksiyonudur.

Örnek 2.3.1 (2:2:2) ile tan¬mlanan L(�)n (x) Laguerre polinomlar¬için bilinen baz¬

do¼gurucu fonksiyonlar; jtj < 1 olmak üzere,

1X
n=0

L(�)n (x) tn = (1� t)���1 exp

�
� xt

1� t

�
(2.3.2)

ve
1X
n=0

L(��n)n (x) tn = (1 + t)� exp (�xt) (2.3.3)

5



şeklindedir.

Tan¬m 2.3.2 (Bilateral Do¼gurucu Fonksiyon): Üç de¼gi̧skenli H (x; y; t) fonksi-

yonu t nin kuvvetleri cinsinden

H (x; y; t) =

1X
n=0

cnfn (x) gn (y) t
n (2.3.4)

şeklinde bir seriye aç¬labiliyor ise H (x; y; t) fonksiyonuna fn ve gn fonksiyon cüm-

leleri için bilateral do¼gurucu fonksiyon denir.

Tan¬m 2.3.3 (Bilineer Do¼gurucu Fonksiyon): Üç de¼gi̧skenli G (x; y; t) fonksi-

yonu t nin kuvvetleri cinsinden

G (x; y; t) =
1X
n=0

cnfn (x) fn (y) t
n (2.3.5)

şeklinde bir seriye aç¬labiliyor ise G (x; y; t) fonksiyonuna fn fonksiyon cümlesi için

bilineer do¼gurucu fonksiyon denir.
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3. q-ORTOGONAL POL·INOMLAR

3.1 Temel Tan¬mlar

Tan¬m 3.1.1 a bir reel say¬olmak üzere, a say¬s¬n¬n q-analo¼gu

[a]q =
1� qa

1� q
(3.1.1)

olarak tan¬mlanmaktad¬r. Burada q 2 Rn f1g dir.

Tan¬m 3.1.2 q (jqj < 1) reel veya kompleks bir say¬olmak üzere,

(a; q)n =

8>><>>:
1 ; n = 0
n�1Y
j=0

(1� aqj) ; n 2 N = f1; 2; :::g
(3.1.2)

ve

(a; q)1 =
1Y
j=0

�
1� aqj

�
(3.1.3)

şeklinde tan¬mlanmaktad¬r.

Tan¬m 3.1.3 a bir reel say¬olmak üzere, a say¬s¬n¬n q� Pochhammer sembolü

[a]n;q =

n�1Y
m=0

[a+m]q (3.1.4)

ile tan¬mlanmaktad¬r. Burada q 2 Rn f1g dir.

Tan¬m 3.1.4 n 2 N olmak üzere n faktöriyelin q�analo¼gu

[n]q! =

nY
m=1

[m]q ; [0]q! = 1 (3.1.5)

olarak tan¬mlanmaktad¬r. Burada q 2 Rn f1g dir.
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Tan¬m 3.1.5 Dq ile gösterilen q � fark operat�or�u, q 2 Rn f1g olmak üzere

Dqf (x) =
f (qx)� f (x)

(q � 1)x (3.1.6)

şeklinde tan¬mlanmaktad¬r.

Uyar¬ 3.1.1 Dikkat edilmelidir ki n do¼gal say¬s¬ ve a reel say¬s¬ için q �! 1�

durumunda [a]q �! a, (a)n Pochhammer sembolü olmak üzere [a]n;q �! (a)n,

[n]q! �! n! ve f türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere Dqf (x) �! d
dx
(f (x))

olacakt¬r.

Örnek 3.1.1 � bir reel say¬olmak üzere, x� fonksiyonunun q�türevi

Dq (x
�) = [�]q x

��1 (3.1.7)

dir.

Çözüm x� ifadesine (3:1:6) q � fark operat�or�un�un uygulanmas¬yla

Dq (x
�) =

(qx)� � x�

(q � 1)x =
1� q�

1� q
x��1 = [�]q x

��1

elde edilir.

Örnek 3.1.2 jqj < 1 olmak üzere q � �ustel fonksiyon

eq (x) =
1

((1� q)x; q)1
=

1X
k=0

xk

[k]q!
(3.1.8)

şeklinde tan¬mlanmaktad¬r. Bu durumda a bir reel say¬olmak üzere eq (ax) fonksi-

yonunun q�türevi

Dq (eq (ax)) = aeq (ax) (3.1.9)

dir.
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Çözüm (3:1:8) den

Dq (eq (ax)) = Dq

 1X
k=0

(ax)k

[k]q!

!
=

1X
k=0

ak

[k]q!
Dq

�
xk
�

yaz¬labilir. Yukar¬daki ifadede (3:1:7) kullan¬l¬rsa

Dq (eq (ax)) =
1X
k=0

ak

[k]q!
[k]q x

k�1 = a
1X
k=1

(ax)k�1

[k � 1]q!
= aeq (ax)

elde edilir.

Lemma 3.1.1 f (x) ve g (x) herhangi iki fonksiyon olmak üzere

Dq (f (x) g (x)) = f (x)Dq (g (x)) + g (x)Dq (f (x)) + (q � 1)xDq (f (x))Dq (g (x))

(3.1.10)

dir.

·Ispat (3:1:10) un sol yan¬nda (3:1:6) kullan¬l¬rsa,

Dq (f (x) g (x)) =
f (qx) g (qx)� f (x) g (x) + f (x) g (qx)� f (x) g (qx)

(q � 1)x

= f (x)Dqg (x) + g (qx)Dqf (x) (3.1.11)

ba¼g¬nt¬s¬gerçeklenir. (3:1:6) yard¬m¬yla elde edilen

g (qx) = g (x) + (q � 1)xDqg (x)

ifadesi (3:1:11) de yerine yaz¬l¬rsa, ispat tamamlanm¬̧s olur.

Tan¬m 3.1.6 Herhangi bir f parçal¬sürekli fonksiyonun q� integrali sonlu ve yar¬

sonsuz aral¬klar¬nda s¬ras¬yla

bZ
a

f (x) dqx =
1X
n=0

�
bqn � bqn+1

�
f (bqn)�

1X
n=0

�
aqn � aqn+1

�
f (aqn) (3.1.12)
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ve
1Z
0

f (x) dqx = (1� q)

1X
k=�1

qkf
�
qk
�

(3.1.13)

olarak tan¬mlanmaktad¬r.

Lemma 3.1.2 (q-K¬smi integrasyon): f ve g parçal¬sürekli iki fonksiyon olmak

üzere

1Z
0

f (x)Dqg (x) dqx = lim
n!1

�
f
�
q�n
�
g
�
q�n
�
� f

�
qn+1

�
g
�
qn+1

��
�

1Z
0

g (x)Dqf (x) dqx� (q � 1)
1Z
0

x(Dqf (x)) (Dqg (x)) dqx

(3.1.14)

dir.

·Ispat (3:1:10) ifadesinin her iki yan¬n¬n [0;1) aral¬¼g¬nda q � integrali al¬n¬r ve

(3:1:13) kullan¬l¬rsa

1Z
0

f (x)Dqg (x) dqx = lim
n!1

 
(1� q)

nX
k=�n

qkDq (fg)
�
qk
�!

�
1Z
0

g (x)Dqf (x) dqx� (q � 1)
1Z
0

x(Dqf (x)) (Dqg (x)) dqx

(3.1.15)

ifadesine var¬l¬r.(3:1:15) in sa¼g taraf¬ndaki ilk terimde q�fark operat�or�un�un tan¬m¬

kullan¬l¬rsa

lim
n!1

 
(1� q)

nX
k=�n

qkDq (fg)
�
qk
�!

= lim
n!1

 
(1� q)

nX
k=�n

qk
(fg)

�
qk+1

�
� (fg)

�
qk
�

(q � 1) qk

!

= lim
n!1

nX
k=�n

�
(fg)

�
qk
�
� (fg)

�
qk+1

��
= lim

n!1

�
f
�
q�n
�
g
�
q�n
�
� f

�
qn+1

�
g
�
qn+1

��
10



elde edilir. Yukar¬daki ifadenin (3:1:15) de dikkate al¬nmas¬yla ispat tamamlanm¬̧s

olur.

Teorem 3.1 1 (q-Binom teoremi): jxj < 1 ve jqj < 1 için

1X
k=0

(a; q)k
(q; q)k

xk =
(ax; q)1
(x; q)1

(3.1.16)

d¬r.

Sonuç 3.1.1

(a)

1X
n=0

xn

(q;q)n
= 1

(x;q)1
; jxj < 1; jqj < 1 (3.1.17)

(b)

1X
n=0

(�1)nq(
n
2)xn

(q;q)n
= (x; q)1 ; jxj < 1; jqj < 1 (3.1.18)

dir.

3.2 q-Ortogonal Polinomlar¬n Tan¬m¬ve q-Laguerre Polinomlar¬

3.2.1 q-Ortogonal polinomlar¬n tan¬m¬

Tan¬m 3.2.1 jqj < 1 olmak üzere faqn; bqn;n 2 Ng kümesi üzerinde tan¬ml¬pozitif

bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu ! (x; q) olsun, n� yinci dereceden fpn (x; q)gn2N0 polinomu

bZ
a

pm (x; q) pn (x; q)! (x; q) dqx =

8<: 0 ; m 6= n

6= 0 ; m = n
; m; n 2 N0 (3.2.1)

ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçekliyorsa, pn (x; q) polinomu [a; b] aral¬¼g¬nda ! (x; q) a¼g¬rl¬k fonksiyo-

nuna göre q� ortogonaldir denir. Burada [a; b] aral¬¼g¬, yar¬sonsuz ya da sonsuz bir

aral¬k olabilir.
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3.2.2 q-Laguerre polinomlar¬

Aç¬k ifadesi (Moak, 1981)

L(�)n (x; q) =
(q�+1; q)n
(q; q)n

nX
k=0

(q�n; q)k q
(k2) (1� q)k (qn+�+1x)

k

(q�+1; q)k (q; q)k
; � > �1 (3.2.2)

ile verilen q � Laguerre polinomlar¬ [0;1) aral¬¼g¬nda ! (x; q) = x�eq (�x) a¼g¬rl¬k

fonksiyonuna göre q � ortogonal olan monik bir polinom ailesidir. Yani

1Z
o

L(�)n (x; q)L(�)m (x; q)x�eq (�x) dqx = 0 , m 6= n (3.2.3)

ifadesi gerçeklenmektedir.

Lemma 3.2.1 L(�)n (x) (2:2:2) ile tan¬mlanan Laguerre polinomlar¬olmak üzere

L(�)n (x; q) �! L(�)n (x) ; q �! 1� için

dir.

·Ispat (3:2:2) ile tan¬mlanan L(�)n (x; q) ifadesinin her iki taraf¬nda q �! 1� için limit

al¬n¬rsa

lim
q!1�

L(�)n (x; q) = lim
q!1�

"
(q�+1; q)n
(q; q)n

nX
k=0

(q�n; q)k q
(k2) (1� q)k (qn+�+1x)

k

(q�+1; q)k (q; q)k

#

elde edilir.

�
q�+1; q

�
n
=

n�1Y
i=0

�
1� q�+1+i

�
=
�
1� q�+1

� �
1� q�+2

�
:::
�
1� q�+n

�

[�+ 1]q [�+ 2]q ::: [�+ n]q =
1� q�+1

1� q

1� q�+2

1� q
:::
1� q�+n

1� q

12



�
q�+1; q

�
n
= [�+ 1]q [�+ 2]q ::: [�+ n]q (1� q)n

= [�+ 1]n;q (1� q)n

Di¼ger semboller için de benzer i̧slemler yap¬l¬rsa

lim
q!1�

L(�)n (x; q) = lim
q!1�

24 [�+ 1]n;q
[n]q!

nX
k=0

[�n]k;q q(
k
2) (qn+�+1x)

k

[�+ 1]k;q [k]q!

35
sonucuna var¬l¬r. Burada Uyar¬(3:1:1) dikkate al¬n¬rsa

lim
q!1�

L(�)n (x; q) =
(�+ 1)n

n!

nX
k=0

(�n)kxk
(�+ 1)kk!

= L(�)n (x)

bulunur ki bu da ispat¬tamamlar.

Lemma 3.2.2 L(�)n (x; q) q� Laguerre polinomlar¬olmak üzere 0 < q < 1 için

lim
n!1

n�
q�n
�k �

q�n
��
eq
�
�q�n

�
L(�)n

�
q�n; q

�
�
�
qn+1

�k �
qn+1

��
eq
�
�qn+1

�
L(�)n

�
qn+1; q

�o
= 0

(3.2.4)

d¬r.

·Ispat 0 < q < 1 olmak üzere (3:2:4) eşitli¼ginin sol yan¬nda, q�n = t dönüşümü

yap¬l¬rsa n �!1 için t �!1 olup, bu durumda

lim
n!1

�
q�n
�k �

q�n
��
eq
�
�q�n

�
= lim

t!1

t�+k

eq (t)
= 0

bulunur. (3:2:2) ile verilen L(�)n (x; q) Laguerre polinomlar¬n¬n ifadesinde x = q�n

al¬n¬r ve k = n için limit de¼geri hesaplan¬rsa

lim
n!1

L(�)n

�
q�n; q

�
= lim

n!1

(q�n; q)n q
(n2) (1� q)n q(�+1)n

(q; q)n (q; q)n

= lim
n!1

(�1)n q
n(n�1)

2
�n(n+1)

2 (1� q)n q(�+1)n

(q; q)n
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= lim
n!1

(�1)n (1� q)n q�n

(q; q)n
= 0

olur. Benzer i̧slemler ikinci terim içinde yap¬l¬rsa o da s¬f¬r olur ki ispat tamamlan¬r.

3.3 q-Laguerre Polinomlar¬·Için Yükseltme Operatörü ve Rodrigues

Formülü

Tan¬m 3.3.1(Yükseltme operatörü): Herhangi bir polinoma uyguland¬¼g¬nda o

polinomun derecesini yükselten operatöre yükseltme operatörü denir.

Şimdi L(�)n (x; q) polinomlar¬n¬n yükseltme operatörü ile ilgili aşa¼g¬daki lemmay¬

verelim.

Lemma 3.3.1 � > 0 ve

R (:::) = Dq (x
�eq (�x) :::)

olmak üzere q � Laguerre polinomlar¬n¬n yükseltme ba¼g¬nt¬s¬

R
�
L(�)n (x; q)

�
= Dq

�
x�eq (�x)L(�)n (x; q)

�
= �

h
1 + [�]q (q � 1) + [n]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i
�x��1eq (�x)L(��1)n+1 (x; q) (3.3.1)

şeklindedir.

·Ispat Qn+1 (x; q), (n+ 1)�inci dereceden monik bir polinom olmak üzere (3:1:10)

ifadesinde f (x) = eq (�x) ve g (x) = x�L
(�)
n (x; q) seçilirse

g (x)Dqf (x) = �eq (�x)x�L(�)n (x; q) = �eq (�x)x��1Qn+1 (x; q)

f (x)Dqg (x) = eq (�x)
h
[�]q x

��1xL
(�)
n�1 (x; q) + [n]q x

��1xL
(�)
n�1 (x; q)

+ (q � 1) [�]q [n]q x��1xL
(�)
n�1 (x; q)

i
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= eq (�x)
h
[�]q x

��1Qn (x; q) + [n]q x
��1Qn (x; q)

+ (q � 1) [�]q [n]q x��1Qn (x; q)
i

= eq (�x)x��1Qn (x; q)
h
[�]q + [n]q + (q � 1) [�]q [n]q

i
bulunur. Benzer şekilde

(q � 1)xDqf (x)Dqg (x) = �eq (�x)x��1Qn+1 (x; q)

�
h
[�]q (q � 1) + [n]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i
elde edilir. Bu de¼gerler (3:1:10) da yerine yaz¬l¬rsa

Dq

�
x�eq (�x)L(�)n (x; q)

�
= �

h
1 + [�]q (q � 1) + [n]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i
�x��1eq (�x)Qn+1 (x; q) + x��1eq (�x)Qn (x; q)

�
h
[�]q + [n]q + (q � 1) [�]q [n]q

i
(3.3.2)

bulunur. (3:3:2) eşitli¼gi düzenlenirse

Dq

�
x�eq (�x)L(�)n (x; q)

�
= �

h
1 + [�]q (q � 1) + [n]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i
�x��1eq (�x)Qn+1 (x; q) (3.3.3)

yaz¬labilir. Öte yandan, (3:3:3) ifadesi k = 0; 1; :::; n için xk ile çarp¬l¬r, (0;1)

aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬r ve u = xk; dv = Dq

�
x�eq (�x)L(�)n (x; q)

�
olmak üzere

(3:1:14) kullan¬l¬rsa

�
h
1 + [�]q (q � 1) + [n]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i 1Z
0

xk+��1eq (�x)Qn+1 (x; q) dqx

=

1Z
0

xkDq

�
x�eq (�x)L(�)n (x; q)

�
dqx

= lim
n!1

n�
q�n
�k �

q�n
��
eq
�
�q�n

�
L(�)n

�
q�n; q

�
�
�
qn+1

�k �
qn+1

��
eq
�
�qn+1

�
L(�)n

�
qn+1; q

�o
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� [k]q

1Z
0

xk�1x�eq (�x)L(�)n (x; q) dqx

� [k]q (q � 1)
1Z
0

xkDq

�
x�eq (�x)L(�)n (x; q)

�
dqx

elde edilir. Lemma (3:2:2) den

�
h
1 + [�]q (q � 1) + [n]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i 1Z
0

xk+��1eq (�x)Qn+1 (x; q) dqx

= � [k]q

1Z
0

xk�1x�eq (�x)L(�)n (x; q) dqx

� [k]q (q � 1)
1Z
0

xkDq

�
x�eq (�x)L(�)n (x; q)

�
dqx (3.3.4)

bulunur. (3:3:4) ifadesindeki son eşitli¼gin sa¼g yan¬ndaki ilk terim q�ortogonallikten

dolay¬k = 1; 2; :::; n için s¬f¬rd¬r. Dolay¬s¬yla

1Z
0

xk+��1eq (�x)Qn+1 (x; q) dqx = 0 ; k = 0; 1; 2; :::; n

olacakt¬r. Bu ifadeQn+1 (x; q) polinom ailesinin [0;1) aral¬¼g¬nda ! (x; q) = x��1eq (�x)

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre q�ortogonal oldu¼gunu gösterir. [0;1) aral¬¼g¬nda ! (x; q) =

x��1eq (�x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre q�ortogonal olan monik polinom ailesi tek

oldu¼gundan

Qn+1 (x; q) = L
(��1)
n+1 (x; q)

dur. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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Lemma 3.3.2 L(�)n (x; q) ; q�Laguerre polinomlar¬olmak üzere

Dn
q

�
x�+neq (�x)

�
= (�1)n

nY
k=1

n
1 + [�+ n+ 1� k]q (q � 1)

+ [k � 1]q (q � 1)
�
1 + (q � 1) [�+ n+ 1� k]q

�o
�x�eq (�x)L(�)n (x; q) (3.3.5)

dir. (3:3:5) formülü Rodrigues formülü olarak bilinir.

·Ispat q�Laguerre polinomlar¬ için yükseltme operatörü Lemma (3:3:1) de ifade

edilen R operatörüdür. Yükseltme operatöründe n yerine s¬f¬r al¬n¬r, L(�+n)0 (x; q) =

1 oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

Dq

�
x�eq (�x)L(�)0 (x; q)

�
= �

h
1 + [�]q (q � 1) + [0]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i
�x��1eq (�x)L(��1)1 (x; q)

elde edilir. Burada � yerine �+ n yaz¬l¬rsa

Dq

�
x�+neq (�x)L(�+n)0 (x; q)

�
=

h
�1 + [�+ n]q (q � 1) + [0]q (q � 1)

�
�
1 + (q � 1) [�+ n]q

�i
x�+n�1eq (�x)L(�+n�1)1 (x; q)

bulunur. Bu eşitli¼gin her iki yan¬na (3:3:1) eşitli¼gi bir kez daha uygulan¬rsa

D2
q

�
x�+neq (�x)

�
= �

h
1 + [�+ n]q (q � 1) + [0]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i
�Dq(x

�+n�1eq (�x)L(�+n�1)1 (x; q))

=
h
1 + [�+ n]q (q � 1) + [0]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�+ n]q

�i
�
h
1 + [�+ n� 1]q (q � 1) + [1]q (q � 1)

�
�
1 + (q � 1) [�+ n� 1]q

�i
x�+n�2eq (�x)L(�+n�2)2 (x; q)

elde edilir. Benzer şekilde bu i̧sleme n kez devam edilirse L(�)n (x; q) ; q�Laguerre
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polinomlar¬için Rodrigues formülü

Dn
q

�
x�+neq (�x)

�
= (�1)n

nY
k=1

n
1 + [�+ n+ 1� k]q (q � 1)

+ [k � 1]q (q � 1)
�
1 + (q � 1) [�+ n+ 1� k]q

�o
�x�eq (�x)L(�)n (x; q)

olarak bulunur ki bu da ispat¬tamamlar.
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4. B·IORTOGONAL POL·INOMLAR

Biortogonal polinomlar ilk olarak 1951 y¬l¬nda Spencer ve Fano taraf¬ndan tan¬mlan-

m¬̧st¬r. Bunlar biortogonal polinomlar¬n herhangi genel özelliklerini belirtmemi̧sler,

sadece c negatif olmayan bir tamsay¬olmak üzere (0;1) aral¬¼g¬nda xce�x a¼g¬rl¬k

fonksiyonuna göre x ve x2 cinsinden polinomlar¬n biortogonalli¼gini incelemi̧slerdir.

1965 y¬l¬nda Konhauser taraf¬ndan biortogonal polinomlar¬n en genel özellikleri ince-

lenmi̧stir. Daha sonraki y¬llarda çeşitli matematikçiler taraf¬ndan biortogonal poli-

nomlar �kri geli̧stirilmi̧stir. Özellikle klasik ortogonal polinomlar taraf¬ndan be-

lirtilen biortogonal polinom aileleri üzerinde çal¬̧s¬lm¬̧s ve bu polinom ailelerinin

sa¼glad¬klar¬ rekürans ba¼g¬nt¬lar¬, Rodrigues formülleri gibi birçok özellikleri elde

edilmi̧stir.

4.1 Biortogonal Polinomlar¬n Tan¬m¬

Tan¬m 4.1.1 r (x) ve s (x) s¬ras¬yla x e göre h > 0 ve k > 0 ¬nc¬dereceden reel de¼gerli

polinomlar olsunlar. Rm (x) ve Sn (x) de s¬ras¬yla r (x) ve s (x) e göre m�yinci ve

n�yinci dereceden polinomlar¬göstersinler. Bu durumda Rm (x) ve Sn (x) s¬ras¬yla

x e göre mh�¬nc¬ve nk�y¬nc¬dereceden polinomlar olurlar. r (x) ve s (x) polinom-

lar¬na temel polinomlar denir.

Gösterim 4.1.1 [Rn (x)], r (x) e göre 0; 1; 2; ::: inci dereceden olanR0 (x),R1 (x),R2 (x),:::

polinomlar¬n¬n bir kümesini, [Sn (x)] de s (x) e göre 0; 1; 2; ::: inci dereceden olan

S0 (x),S1 (x),S2 (x) ::: polinomlar¬n¬n bir kümesini göstersinler.

Tan¬m 4.1.2 E¼ger tüm

Ii;j =

bZ
a

� (x) [r (x)]i [s (x)]j dx , i; j = 0; 1; 2; ::: (4.1.1)
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momentleri mevcut ve

I0;0 =

bZ
a

� (x) dx 6= 0 (4.1.2)

ise, sonlu veya sonsuz bir (a; b) aral¬¼g¬üzerinde reel de¼gerli � (x) fonksiyonuna uygun

bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu denir.

(4:1:1) den görülür ki, e¼ger i; j = 0; 1; 2; ::: için Ii;j momentleri mevcut ise

bZ
a

� (x)xidx , i = 0; 1; 2; :::

integralleri de mevcuttur.

Ortogonal polinomlar için � (x) fonksiyonunun (a; b) aral¬¼g¬nda pozitif olmas¬şart¬

al¬̧s¬lagelmi̧stir. Bu şart, ortogonal polinomlar¬n belirli özelliklerinin kurulmas¬nda

gereklidir. Bu özelliklerin biortogonal polinomlar için benzeri elde edilirken görülmek-

tedir ki, � (x) fonksiyonunun, I0;0 6= 0 olmak üzere, (a; b) aral¬¼g¬nda negatif veya

pozitif olmas¬gerekmektedir.

Şimdi biortogonal polinomlar¬m tan¬m¬n¬verelim:

Tan¬m 4.1.3 m;n 2 N0 olmak üzere e¼ger

Jm;n =

bZ
a

� (x)Rm (x)Sn (x) dx =

8<: 0 ;

6= 0 ;

m 6= n

m = n
(4.1.3)

ise, [Rm (x)] ve [Sn (x)] polinom kümelerine, (a; b) aral¬¼g¬üzerinde, � (x) uygun a¼g¬r-

l¬k fonksiyonuna ve r (x) ve s (x) temel polinomlar¬na göre biortogonaldirler denir.
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4.2 Biortogonal Polinomlar¬n Genel Özellikleri

4.2.1 Biortogonallik için eşde¼ger koşullar

Aşa¼g¬daki teoremde biortogonallik için (4:1:3) e eşde¼ger olan koşullar¬verelim

Teorem 4.2.1 � (x), (a; b) aral¬¼g¬üzerinde uygun bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun. r (x)

ve s (x) temel polinomlar olmak üzere

bZ
a

� (x) [r (x)]j Sn (x) dx =

8<: 0 ; j = 0; 1; 2; :::; n� 1

6= 0 ; j = n
(4.2.1)

ve
bZ

a

� (x) [s (x)]j Rm (x) dx =

8<: 0 ; j = 0; 1; 2; :::;m� 1

6= 0 ; j = m
(4.2.2)

ifadelerinin sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul m;n 2 N0 olmak üzere

Jm;n =

bZ
a

� (x)Rm (x)Sn (x) dx =

8<: 0 ;

6= 0 ;

m 6= n

m = n
(4.2.3)

olmas¬d¬r.

·Ispat (4:2:1) ve (4:2:2) sa¼glans¬n. Rm (x), r (x) temel polinomlar¬na göre m�yinci

dereceden bir polinom oldu¼gundan

Rm (x) =
mX
j=0

cm;j [r (x)]
j

dir. Burada cm;j (j = 0; 1; 2; :::;m) ler için cm;m 6= 0 olan sabitlerdir. E¼ger m � n ise

bZ
a

� (x)Rm (x)Sn (x) dx =

bZ
a

� (x)

(
mX
j=0

cm;j [r (x)]
j

)
Sn (x) dx

=
mX
j=0

cm;j

bZ
a

� (x) [r (x)]j Sn (x) dx

21



olur.(4:2:1) den j = n = m durumu hariç

bZ
a

� (x) [r (x)]j Sn (x) dx = 0

elde edilir. m > n olmas¬durumunda ise, dn;n 6= 0 olmak üzere, dn;j (j = 0; 1; 2; :::; n)

sabitleri için

Sn (x) =
nX
j=0

dn;j [s (x)]
j

yaz¬labilece¼ginden

bZ
a

� (x)Rm (x)Sn (x) dx =

bZ
a

� (x)

(
nX
j=0

dn;j [s (x)]
j

)
Rm (x) dx

=
nX
j=0

dn;j

bZ
a

� (x) [s (x)]j Rm (x) dx

olur.(4:2:2) den 0 � j � n ve m > n için

bZ
a

� (x) [s (x)]j Rm (x) dx = 0

elde edilir. Bütün durumlarda (4:2:3) ün sa¼gland¬¼g¬görülür.

Tersine olarak, kabul edelim ki (4:2:3) sa¼glans¬n. Rm (x) ve Sn (x) s¬ras¬yla r (x) ve

s (x) temel polinomlar¬na göre polinomlar olduklar¬ndan, öyle em;i ve fn;i sabitleri

vard¬r ki

[r (x)]j =

jX
i=0

em;iRi (x)

ve

[s (x)]j =

jX
i=0

fn;iSi (x)
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yaz¬labilir. E¼ger 0 � j � n ise, bu durumda

bZ
a

� (x) [r (x)]j Sn (x) dx =

bZ
a

� (x)

(
jX
i=0

em;iRi (x)

)
Sn (x) dx

=

jX
i=0

em;i

bZ
a

� (x)Ri (x)Sn (x) dx

olur. i = 0; 1; 2; :::; j için, e¼ger j < n ise (4:2:3) eşitli¼ginden dolay¬sa¼g yandaki her

integral s¬f¬r olur. E¼ger j = n ise s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Dolay¬s¬yla (4:2:1) sa¼glan¬r.

Di¼ger taraftan 0 � j � m için

bZ
a

� (x) [s (x)]j Rm (x) dx =

bZ
a

� (x)

(
jX
i=0

fn;iSi (x)

)
Rm (x) dx

=

jX
i=0

fn;i

bZ
a

� (x)Si (x)Rm (x) dx

elde edilir. i = 0; 1; :::; j için, e¼ger j < m ise (4:2:3) eşitli¼ginden dolay¬sa¼g yandaki

integral s¬f¬r olur. E¼ger j = m ise integral s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Dolay¬s¬yla (4:2:2)

eşitli¼gi de elde edilmi̧s olur ki bu da ispat¬tamamlar.

Sonuç 4.2.1 E¼ger (4:2:1) ve (4:2:2) eşitlikleri sa¼glan¬yorsa, bu durumda

bZ
a

� (x)Sn (x)Fn�1 (x) dx = 0 (4.2.4)

ve
bZ

a

� (x)Rm (x)Gm�1 (x) dx = 0 (4.2.5)

dir. Burada Fn�1 (x) ve Gm�1 (x) ler s¬ras¬yla r (x) ve s (x) temel polinomlar¬na göre

dereceleri en fazla n� 1 ve m� 1 olan key� polinomlard¬r.
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4.2.2 Biortogonal polinomlar¬n varl¬¼g¬için bir gerek ve yeter koşul

Ortogonal polinomlarda (a; b) aral¬¼g¬verildi¼ginde, (a; b) aral¬¼g¬üzerinde � (x) a¼g¬rl¬k

fonksiyonuna göre ortogonal olan tek bir Pn (x) polinomlar kümesi vard¬r. Biorto-

gonal polinomlarda ise durum farkl¬d¬r. Gösterim (4:2:1) de tan¬mlanacak olan 4n

determinant¬, temel polinomlar, a¼g¬rl¬k fonksiyonu ve ortogonallik aral¬¼g¬na ba¼gl¬d¬r.

4n determinant¬n = 1; 2; 3; ::: için s¬f¬rdan farkl¬olacak şekilde seçilirse, biortogonal

polinom ailelerinin varl¬¼g¬ndan bahsedebiliriz.

Gösterim 4.2.1 4n; ������������

I0;0 I0;1 : : : I0;n�1

I1;0 I1;1 : : : I1;n�1

: : : : : :

In�1;0 In�1;1 : : : In�1;n�1

������������
determinant¬n¬göstersin. E¼ger � (x) uygun bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu ise 41 = I0;0 6= 0

d¬r.

Şimdi biortogonal polinomlar¬n varl¬¼g¬için bir gerek ve yeter koşul veren aşa¼g¬daki

teoremi ispats¬z verelim.

Teorem 4.2.2 r (x) ve s (x) temel polinomlar¬ve (a; b) aral¬¼g¬üzerinde uygun bir

a¼g¬rl¬k fonksiyonu key� olarak verilsin. Bu durumda [Rm (x)] ve [Sn (x)] polinom

kümelerinin (4:1:3) biortogonallik şart¬n¬ sa¼glamas¬ için gerek ve yeter koşul n =

1; 2; 3; ::: için 4n determinant¬n¬n s¬f¬rdan farkl¬olmas¬d¬r. Dahas¬bu polinomlar¬n

herbiri sabit çarpan fark¬yla tektir.

4.2.3 Biortogonal polinomlar¬n s¬f¬rlar¬

Ortogonal polinomlarda, a¼g¬rl¬k fonksiyonunun (a; b) aral¬¼g¬ üzerinde tek i̧saretli

olmas¬ şart¬yla, Pn (x) polinomlar¬n¬n n tane s¬f¬r¬ da reel, basit ve (a; b) aral¬¼g¬
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içindedir. Biortogonal polinomlarda ise a¼g¬rl¬k fonksiyonunun uygun ve (a; b) ara-

l¬¼g¬nda negatif ya da pozitif olmas¬koşuluyla birlikte, r (x) ve s (x) polinomlar¬n¬n

birinci türevlerinin (a; b) aral¬¼g¬içinde s¬f¬r olmamas¬, biortogonal polinom ailelerinin

(a; b) aral¬¼g¬içinde n tane basit s¬f¬ra sahip olmalar¬n¬gerektirir. Rn (x) ; r (x) temel

polinomuna göre n�yinci dereceden olup, r (x) in derecesi ile n nin çarp¬m¬kadar

reel s¬f¬ra sahip olabilir. Gösterece¼giz ki, gerekli koşullar sa¼gland¬¼g¬nda Rn (x) in reel

s¬f¬rlar¬ndan kesinlikle n tanesi (a; b) aral¬¼g¬n¬n içindedirler ve basittirler. Benzer

düşünceyle, Rn (x) ve Sn (x) in rolleri de¼gi̧stirilerek, Sn (x) in s¬f¬rlar¬n¬n n tanesinin

(a; b) aral¬¼g¬n¬n içinde ve basit oldu¼gu gösterilebilir.

Teorem 4.2.3 E¼ger � (x) uygun a¼g¬rl¬k fonksiyonu (a; b) aral¬¼g¬üzerinde negatif ya

da pozitif ise ve e¼ger r (x) ve s (x) temel polinomlar¬n¬n r
0
(x) ve s

0
(x) türevleri (a; b)

aral¬¼g¬n¬n içinde s¬f¬r olmuyorsa, Rn (x) ve Sn (x) polinomlar¬n¬n herbiri (a; b) içinde

tam n tane basit s¬f¬ra sahiptirler. Geriye kalan bütün s¬f¬r yerleri (a; b) aral¬¼g¬n¬n

d¬̧s¬ndad¬rlar.

·Ispat ·Ispat¬Rn (x) polinomu için verelim.

bZ
a

� (x)Rn (x) dx (4.2.6)

integralini göz önüne alal¬m. Burada hipotez gere¼gi � (x), (a; b) aral¬¼g¬üzerinde tek

i̧saretlidir ve I0;0 6= 0 d¬r. E¼ger n > 0 ise (2:1:2) ile belirtilen ortogonallikten (4:2:6)

integrali s¬f¬r olur. Bu da Rn (x) polinomunun (a; b) aral¬¼g¬n¬n en az bir iç noktas¬nda

i̧saret de¼gi̧stirdi¼gini gösterir. Dolay¬s¬yla Rn (x), (a; b) nin içinde en az bir s¬f¬r yerine

sahiptir.

Rn (x) polinomu, r (x) e göre n�yinci dereceden oldu¼gundan ve ortalama de¼ger

teoreminden

Rn (x) = cn;n (r � r1) (r � r2) ::: (r � rn)

= cn;n (x� x1) r
�
1 (x� x2) r

�
2::: (x� xn) r

�
n , cn;n 6= 0
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yaz¬labilir. r
0
(x) türevi hipotezden dolay¬ (a; b) aral¬¼g¬ içinde s¬f¬r olmad¬¼g¬ndan

r�1r
�
2:::r

�
n 6= 0 d¬r. Dolay¬s¬yla Rn (x), (a; b) aral¬¼g¬içinde n taneden fazla s¬f¬ra sahip

olamaz.

Kabul edelim ki Rn (x), (a; b) aral¬¼g¬içinde x1,x2,:::,xq, q � n noktalar¬nda i̧saret

de¼gi̧stirsin. Bu durumda x1,x2,:::,xq noktalar¬Rn (x) in (a; b) içinde tek katl¬l¬¼ga

sahip s¬f¬rlar¬d¬r. x1,x2,:::,xq noktalar¬n¬n katl¬l¬klar¬s¬ras¬yla �1,�2,:::,�q olsun. Bu

durumda �1 + �2 + :::+ �q � n olup Rn (x) polinomu

Rn (x) = (x� x1)
�1 (x� x2)

�2 ::: (x� xq)
�q R� (4.2.7)

olarak yaz¬labilir. Burada R�, (a; b) aral¬¼g¬içinde tek i̧saretlidir.

Şimdi s (x) e göre q�yuncu dereceden

Gq (x) =

qY
i=1

[s (x)� s (xi)] (4.2.8)

polinomunu tan¬mlayal¬m. (4:2:5) ifadesinden, e¼ger q < n ise

bZ
a

� (x)Rn (x)Gq (x) dx = 0 (4.2.9)

olur. Di¼ger yandan Gq (x), (4:2:8) tan¬m¬gere¼gince ve ortalama de¼ger teoreminden

Gq (x) = (x� x1) s
�
1 (x� x2) s

�
2::: (x� xq) s

�
q (4.2.10)

şeklinde yaz¬labilir. Hipotezden, (a; b) içinde s
0
(x) 6= 0 oldu¼gundan s�1s

�
2:::s

�
q 6=

0 olur. (4:2:9) ifadesinde Rn (x) ve Gq (x) polinomlar¬ yerine s¬ras¬yla (4:2:7) ve

(4:2:10) deki ifadelerini yazarsak

bZ
a

� (x)

qY
i=1

(x� xi)
1+�i

qY
i=1

s�iR
�dx (4.2.11)
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elde edilir. (4:2:11) ifadesi, R� (a; b) aral¬¼g¬n¬n içinde tek i̧saretli, (a; b) üzerinde

s�i 6= 0, i = 1; 2; :::; q ve 1 + �i çift iken s¬f¬r olamaz. Fakat bu (4:2:9) ile çeli̧sir.

Dolay¬s¬yla q = n olmal¬d¬r. Yani her �i de¼geri 1 dir. Bu nedenle �1+�2+:::+�n = n

olur. Bu ise Rn (x) in (a; b) aral¬¼g¬içinde n tane basit s¬f¬ra sahip oldu¼gunu gösterir.

Sn (x) polinomlar¬ için eşde¼ger bir ispat Rn (x) ve Sn (x) in rolleri de¼gi̧stirilerek

verilebilir.

4.2.4 Biortogonal polinomlar için türev içermeyen rekürans ba¼g¬nt¬s¬

Ortogonal polinomlar için üç ard¬̧s¬k polinoma ba¼gl¬rekürans ba¼g¬nt¬s¬her zaman

mevcuttur. Biortogonal polinomlarda benzer basit ili̧ski yok gibi görülür. Rekürans

ba¼g¬nt¬s¬, r (x) ve s (x) temel polinomlar¬na ba¼gl¬olarak bulunabilecek üç ya da daha

çok ard¬̧s¬k polinoma ba¼gl¬d¬r. Genel olarak, biortogonal polinomlar için rekürans

ba¼g¬nt¬lar¬n¬n varl¬¼g¬, aşa¼g¬daki teoremde görülen temel polinomlar d¬̧s¬nda bilin-

memektedir.

Teorem 4.2.4 s (x), r (x) e göre k�y¬nc¬dereceden bir ! (x) polinomunu göstermek

üzere r (x) ve s (x) ler temel polinomlar olsunlar. E¼ger [Rn (x)] ve [Sn (x)] (a; b)

aral¬¼g¬üzerinde bir � (x) uygun a¼g¬rl¬k fonksiyonu için biortogonal polinom kümeleri

iseler bu durumda herbiri k + 2 ard¬̧s¬k polinom içeren

! (x)Rn (x) =

n+kX
i=n�1

an;iRi (x) (4.2.12)

ve

! (x)Sn (x) =
n+1X
i=n�k

bn;iSi (x) (4.2.13)

rekürans ba¼g¬nt¬lar¬vard¬r. Burada an;i ve bn;i katsay¬lar¬x e ba¼gl¬olmay¬p n nin

fonksiyonlar¬d¬r.

·Ispat Rn (x) polinomu r (x) temel polinomuna göre n�yinci derecedendir. Hipotez-
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den dolay¬

s (x) = [r (x)]k = ! (x)

dir. Böylece ! (x)Rn (x) çarp¬m¬r (x) e göre (n+ k)�y¬nc¬dereceden olur ve

! (x)Rn (x) =
n+kX
i=0

an;iRi (x) (4.2.14)

olacak şekilde an;i sabitleri mevcuttur. (4:2:14) ün her iki yan¬n¬ � (x)Sj (x) ile

çarpar ve (a; b) aral¬¼g¬üzerinde integre edersek, ortogonallikten

bZ
a

� (x)! (x)Rn (x)Sj (x) dx =

bZ
a

n+kX
i=0

an;iRi (x) � (x)Sj (x) dx

=
n+kX
i=0

an;i

bZ
a

� (x)Ri (x)Sj (x) dx

=
n+kX
i=0
i6=j

an;i

bZ
a

� (x)Ri (x)Sj (x) dx

+an;j

bZ
a

� (x)Rj (x)Sj (x) dx

= an;j

bZ
a

� (x)Rj (x)Sj (x) dx (4.2.15)

elde edilir. ! (x)Sj (x) çarp¬m¬Sj+1 (x), Sj (x), :::, S0 (x) in bir lineer kombinas-

yonudur ve j + 1 < n için Rn (x), ! (x)Sj (x) e ortogonaldir. Buradan j = 0; 1; :::;

n � 2 için an;j = 0 olur ve (4:2:14) toplam¬n � 1 den n + k ya yaz¬labilir ki bu da

k+2 tane ard¬̧s¬k Rn (x) polinomlar¬n¬n oluşturdu¼gu (4:2:12) formunda bir rekürans

ba¼g¬nt¬s¬n¬n varl¬¼g¬n¬gösterir.

(4:2:13) ifadesini elde etmek için, s (x) temel polinomuna göre (n+ 1)�inci derece-

den olan ! (x)Sn (x) polinomunu göz önünde tutal¬m. Buradan

! (x)Sn (x) =
n+1X
i=0

bn;iSi (x) (4.2.16)

28



olacak şekilde bn;i sabitleri mevcuttur. (4:2:16) n¬n her iki yan¬n¬ � (x)Rj (x) ile

çarpar ve (a; b) aral¬¼g¬üzerinde integre edersek, ortogonallikten

bZ
a

� (x)! (x)Rj (x)Sn (x) dx =

bZ
a

n+1X
i=0

bn;iSi (x) � (x)Rj (x) dx

=

n+1X
i=0

bn;i

bZ
a

� (x)Si (x)Rj (x) dx

=
n+1X
i=0
i6=j

bn;i

bZ
a

� (x)Si (x)Rj (x) dx

+bn;j

bZ
a

� (x)Sj (x)Rj (x) dx

= bn;j

bZ
a

� (x)Sj (x)Rj (x) dx (4.2.17)

elde edilir. ! (x)Rj (x) çarp¬m¬Rj+k (x), Rj+k�1 (x), :::, R0 (x) polinomlar¬n¬n bir

lineer kombinasyonudur. Ortogonallikten ! (x)Rj (x) çarp¬m¬, j + k < n için Sn (x)

ile ortogonaldir. Dolay¬s¬yla j = 0; 1; :::; n � k � 1 için bn;j = 0 olur ve (4:2:16)

toplam¬n� k dan n+1 e yaz¬labilir. Bu da k+2 tane ard¬̧s¬k Sn (x) polinomlar¬na

ba¼gl¬(4:2:13) formunda bir rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬n varl¬¼g¬n¬gösterir.
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5. BAZI B·IORTOGONAL POL·INOM ÖRNEKLER·I

1965 y¬l¬nda Konhauser�in biortogonal polinomlar¬n genel özelliklerini elde etmesiyle

konuya artan ilgi, Konhauser�in 1967 �de bir çift biortogonal polinom ailesini tan¬m-

lamas¬yla üst noktaya ulaşm¬̧st¬r. Laguerre polinomlar¬taraf¬ndan belirtilen bior-

togonal polinomlar denilen bu polinom aileleri Konhauser polinomlar¬ olarak da

adland¬r¬lmaktad¬r. Bu y¬ldan sonra matematikçiler, özellikle klasik ortogonal poli-

nomlar taraf¬ndan belirtilen biortogonal polinom aileleri tan¬mlam¬̧slard¬r. Daha

sonra matematikçiler çal¬̧smalar¬nda bu polinom aileleri için birçok özellik elde et-

mi̧slerdir.

5.1 Konhauser Polinomlar¬

Konhauser polinomlar¬� > �1 olmak üzere

Z(�)n (x; k) =
� (kn+ �+ 1)

n!

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�
xkj

� (kj + �+ 1)
(5.1.1)

ve

Y (�)
n (x; k) =

1

n!

nX
i=0

xi

i!

iX
j=0

(�1)j
�
i

j

��
j + �+ 1

k

�
n

(5.1.2)

şeklinde tan¬mlanmaktad¬r. Bu polinomlar (0;1) aral¬¼g¬nda ! (x) = x�e�x a¼g¬rl¬k

fonksiyonuna göre biortogonaldir. Yani m;n 2 N0 için

1Z
0

x�e�xY (�)
m (x; k)Z(�)n (x; k) dx =

8<: 0 ; m 6= n

�(kn+�+1)
n!

; m = n
(5.1.3)

sa¼glan¬r. Gerçekten

Jm;n =

1Z
0

x�e�xY (�)
m (x; k)Z(�)n (x; k) dx
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ifadesinde (5:1:1) ve (5:1:2) ile tan¬mlanan polinomlar¬yerine yazarsak,

Jm;n =
� (kn+ �+ 1)

n!

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�
1

� (kj + �+ 1)

1

m!

mX
r=0

1

r!

�
rX
s=0

(�1)s
�
r

s

��
s+ �+ 1

k

�
m

1Z
0

e�xxkj+�+rdx

bulunur. Bu eşitli¼gin sa¼g¬nda � (x) =

1Z
0

e�ttx�1dt tan¬m¬kullan¬l¬rsa

Jm;n =
� (kn+ �+ 1)

n!

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�
1

� (kj + �+ 1)

1

m!

mX
r=0

1

r!

�
rX
s=0

(�1)s
�
r

s

��
s+ �+ 1

k

�
m

� (kj + �+ r + 1) (5.1.4)

elde edilir. Daha sonra

� (kj + �+ r + 1)

r!� (kj + �+ 1)
=
(kj + �+ r)!

r! (kj + �)!
=

�
kj + �+ r

r

�

oldu¼gu (5:1:4) de dikkate al¬n¬rsa

Jm;n =
� (kn+ �+ 1)

n!m!

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�

�
mX
r=0

rX
s=0

(�1)s
�
r

s

��
s+ �+ 1

k

�
m

�
kj + �+ r

r

�
(5.1.5)

sonucuna var¬l¬r. Carlitz 1968 y¬l¬nda göstermi̧stir ki e¼ger f (x) m�inci dereceden

bir polinom ise, o takdirde

f (x) =
mX
r=0

�
x

r

�
�rf (0)

şeklinde yaz¬labilir. Burada

�rf (0) =

rX
s=0

(�1)r�s
�
r

s

�
f (s)
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şeklindedir. Özellikle f (x) =
�
x+�+1

k

�
m
için,

�
x+ �+ 1

k

�
m

=
mX
r=0

(�1)r
�
x

r

� rX
s=0

(�1)s
�
r

s

��
s+ �+ 1

k

�
m

dir. Di¼ger taraftan

(�1)r
�
x

r

�
= (�1)r x!

r! (x� r)!
=
(�x) (�x+ 1) ::: (�x+ r � 1)

r!

=
(�x)r
r!

=

�
�x+ r � 1

r

�

oldu¼gundan dolay¬

�
x+ �+ 1

k

�
m

=
mX
r=0

�
�x+ r � 1

r

� rX
s=0

(�1)s
�
r

s

��
s+ �+ 1

k

�
m

bulunur. x = �kj � �� 1 için

(�j)m =
mX
r=0

�
kj + �+ r

r

� rX
s=0

(�1)s
�
r

s

��
s+ �+ 1

k

�
m

dir. Bu elde edilen ifade (5:1:5) de yerine yaz¬l¬rsa

Jm;n =
� (kn+ �+ 1)

n!

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�
(�j)m
m!

(5.1.6)

olur. (5:1:6) da

(�j)m
m!

= (�1)m j!

m! (j �m)!
= (�1)m

�
j

m

�

özelli¼gi kullan¬l¬rsa

Jm;n = (�1)m
� (kn+ �+ 1)

n!

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

��
j

m

�
(5.1.7)

32



elde edilmi̧s olur. (5:1:7) nin sa¼g¬ndaki toplam düzenlenirse

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

��
j

m

�
=

�
n

m

� nX
j=0

(�1)j (n�m)!

(n� j)! (j �m)!

=

�
n

m

� nX
j=m

(�1)j
�
n�m

j �m

�

= (�1)m
�
n

m

� n�mX
j=0

(�1)j
�
n�m

j

�
= (�1)m

�
n

m

�
(1� 1)n�m

bulunur. Son bulunan eşitlik (5:1:7) de dikkate al¬n¬rsa

Jm;n =
� (kn+ �+ 1)

n!
�n;m

elde edilir ki bu da (5:1:3) ifadesinin gerçeklendi¼gini gösterir (Carlitz 1968).

(5:1:3) eşitli¼gi ve teorem (4:2:1) göz önüne al¬n¬rsa aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 5.1.1 (5:1:1) ve (5:1:2) ile tan¬mlanan Z(�)n (x; k) ve Y (�)
n (x; k) polinomlar¬

(0;1) aral¬¼g¬nda x�e�x a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre s¬ras¬yla

1Z
0

x�e�xZ(�)n (x; k)xidx =

8<: 0 ; i = 0; 1; :::; n� 1

6= 0 ; i = n
(5.1.8)

ve
1Z
0

x�e�xY (�)
n (x; k)xkidx =

8<: 0 ; i = 0; 1; :::; n� 1

6= 0 ; i = n
(5.1.9)

ortogonallik ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glarlar.

·Ispat (5:1:8) in sol taraf¬nda, Z(�)n (x; k) polinomlar¬n¬n (5:1:1) ile verilen ifadesini

yazar ve sonlu toplam oldu¼gu için integral ile toplam¬n yerini de¼gi̧stirirsek,
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1Z
0

x�e�xZ
(�)
n (x; k)xidx

=

1Z
0

x�e�x
� (kn+ �+ 1)

n!

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�
xkj

� (kj + �+ 1)
xidx

=
� (kn+ �+ 1)

n!

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�
1

� (kj + �+ 1)

1Z
0

e�xxkj+�+idx

=
� (kn+ �+ 1)

n!

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�
� (kj + �+ i+ 1)

� (kj + �+ 1)
(5.1.10)

bulunur.

Dixkj+�+i
��
x=1

= (kj + �+ i) (kj + �+ i� 1) ::: (kj + �+ 1) xkj+�
��
x=1

= (kj + �+ i) (kj + �+ i� 1) ::: (kj + �+ 1)
� (kj + �+ 1)

� (kj + �+ 1)

=
� (kj + �+ i+ 1)

� (kj + �+ 1)

oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa, (5:1:10) ifadesi

1Z
0

x�e�xZ(�)n (x; k)xidx =
� (kn+ �+ 1)

n!

(
nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�
Dixkj+�+i

)�����
x=1

=
� (kn+ �+ 1)

n!

(
Dix�+i

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�
xkj

)�����
x=1

=
� (kn+ �+ 1)

n!
Di x�+i

�
1� xk

�n��
x=1

olur. Bu ifade i = 0; 1; :::; n� 1 için s¬f¬r, i = n için s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Bu ise (5:1:8)

ifadesinin gerçeklendi¼gini gösterir.

(5:1:9) un ispat¬ için tümevar¬m yöntemini kullanal¬m. n = 0 için, (5:1:9) daki

integral sadece i = 0 için hesaplanabilir. n = 0 için Y (�)
0 (x; k) = 1 oldu¼gundan

1Z
0

x�e�xdx = � (�+ 1) 6= 0
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bulunur. Bu sonuç ise, (5:1:9) integralinin s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gunu gösterir.

n = 1 için, (5:1:9) integralini i = 0 için s¬f¬r ve i = 1 için s¬f¬rdan farkl¬bulunmas¬

gerekmektedir. Bu integrali hesaplamak için Konhauser (1967) taraf¬ndan Y (�)
n (x; k)

polinomlar¬için bulunan

k (n+ 1)Y
(�)
n+1 (x; k) = xDY (�)

n (x; k) + (kn+ �+ 1� x)Y (�)
n (x; k) (5.1.11)

rekürans ba¼g¬nt¬s¬ndan yararlanal¬m. (5:1:11) de n = 0 yazarsak,

Y
(�)
1 (x; k) = k�1

�
xDY

(�)
0 (x; k) + (�+ 1� x)Y

(�)
0 (x; k)

�
= k�1 (�+ 1� x)

olur. Bu sonuç i = 0 için (5:1:9) integralinde göz önünde tutulursa

1Z
0

x�e�xY
(�)
1 (x; k) dx =

1Z
0

x�e�xk�1 (�+ 1� x) dx

= k�1

24(�+ 1) 1Z
0

x�e�xdx�
1Z
0

x�+1e�xdx

35
= k�1 [(�+ 1)� (�+ 1)� � (�+ 2)]

= 0

bulunur. Benzer şekilde i = 1 için

1Z
0

x�e�xY
(�)
1 (x; k)xkdx =

1Z
0

x�+ke�xk�1 (�+ 1� x) dx

= k�1

24(�+ 1) 1Z
0

x�+ke�xdx�
1Z
0

x�+k+1e�xdx

35
= k�1 [(�+ 1)� (�+ k + 1)� � (�+ k + 2)]

= �� (�+ k + 1)

6= 0
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elde edilir. Böylece n = 1 için (5:1:9) eşitli¼gi do¼grudur. Tümevar¬m yöntemini

tamamlamak için göstermeliyiz ki

1Z
0

x�e�xY
(�)
n+1 (x; k)x

kidx =

8<: 0 ; i = 0; 1; :::; n

6= 0 ; i = n+ 1
(5.1.12)

olmal¬d¬r. Hipotezden 0 � i < n için Y
(�)
n (x; k) n¬n xik ile ortogonal oldu¼gunu

biliyoruz. Bu yüzden (5:1:12) deki integralin i = n için s¬f¬r ve i = n+1 için s¬f¬rdan

farkl¬oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir. (5:1:11) den Y (�)
n+1 (x; k) çekilir ve (5:1:12)

nin solunda yerine yaz¬l¬rsa,

1Z
0

x�e�xY
(�)
n+1 (x; k)x

kidx = k�1 (n+ 1)�1
1Z
0

x�+ik+1e�xDY (�)
n (x; k) dx

+k�1 (n+ 1)�1
1Z
0

(kn+ �+ 1� x)x�+ike�xY (�)
n (x; k) dx

(5.1.13)

elde edilir. (5:1:13) eşitli¼ginin sa¼g yan¬ndaki ilk integrale u = x�+ik+1e�x ve dv =

DY
(�)
n+1 (x; k) dx olmak üzere k¬smi integrasyon uygulan¬rsa,

1Z
0

x�e�xY
(�)
n+1 (x; k)x

kidx = k�1 (n+ 1)�1 x�+ik+1 e�xY (�)
n (x; k)

��1
0
+ k�1

� (n+ 1)�1
1Z
0

[x� (�+ ik + 1) + (kn+ �+ 1� x)]

�x�+ike�xY (�)
n (x; k) dx

= (n+ 1)�1
1Z
0

x�+ike�x (n� i)Y (�)
n (x; k) dx (5.1.14)

bulunur. (5:1:14) i = n için s¬f¬r ve i = n+ 1 için

� (n+ 1)�1
1Z
0

x�+kn+ke�xY (�)
n (x; k) dx (5.1.15)

integralinin de¼gerine eşittir. (5:1:15) de (5:1:11) rekürans ba¼g¬nt¬s¬n kez uygulan¬r
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ve herbir uygulamay¬takiben k¬smi integrasyon kullan¬l¬rsa

� (n+ 1)�1
1Z
0

x�+kn+ke�xY (�)
n (x; k) dx = (�1)n+1 � (�+ kn+ k + 1)

elde edilir ki bu i = n+ 1 için (5:1:14) ün s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gunu gösterir. O halde

(5:1:9) ifadesi tümevar¬m yöntemiyle ispatlanm¬̧s olur.

5.1.1 Konhauser polinomlar¬ile Laguerre polinomlar¬aras¬ndaki ba¼g¬nt¬

(5:1:1) ve (5:1:2) tan¬mlar¬ndan görülmektedir ki Z(�)n (x; k) ve Y (�)
n (x; k) polinomlar¬

k = 1 için (2:2:2) ile tan¬mlanan L(�)n (x) Laguerre polinomlar¬na indirgenirler. Yine

benzer şekilde, (5:1:8) ve (5:1:9) ile verilen ortogonallik ba¼g¬nt¬lar¬da k = 1 için

Laguerre polinomlar¬n¬n (2:2:1) ile tan¬mlanan ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬na indirgenirler.

Dolay¬s¬yla Z(�)n (x; k) ve Y (�)
n (x; k) polinomlar¬na Laguerre polinomlar¬taraf¬ndan

belirtilen biortogonal polinomlar veya Konhauser polinomlar¬denilmektedir.

Şimdi de Z(�)n (x; 1) = L
(�)
n (x) ve Y (�)

n (x; 1) = L
(�)
n (x) oldu¼gunu gösterelim. Gerçek-

ten (5:1:1) ile tan¬mlanan Z(�)n (x; k) ifadesinde k = 1 al¬n¬rsa,

Z(�)n (x; 1) =
� (�+ n+ 1)

n!

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�
xj

� (�+ j + 1)

elde edilir. Di¼ger taraftan

� (�+ n+ 1) = �! (�+ 1) (�+ 2) ::: (�+ n) = �! (�+ 1)n

ve

(�1)j
�
n

j

�
=
(�n)j
j!
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oldu¼gu göz önünde tutulursa

Z(�)n (x; 1) =
�! (�+ 1)n

n!

nX
j=0

(�n)j
j!

xj

�! (�+ 1)j

=
(�+ 1)n

n!

nX
j=0

(�n)j
(�+ 1)j

xj

j!
(5.1.16)

bulunur. (5:1:16) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬(2:2:2) ile tan¬mlanan L(�)n (x) Laguerre poli-

nomlar¬oldu¼gundan Z(�)n (x; 1) = L
(�)
n (x) gerçeklenir.

Benzer şekilde (5:1:2) ile tan¬mlanan Y (�)
n (x; k) ifadesinde k = 1 al¬n¬rsa,

Y (�)
n (x; 1) =

1

n!

nX
i=0

xi

i!

iX
j=0

(�1)j
�
i

j

�
(j + �+ 1)n

=
1

n!

nX
i=0

xi

i!

�
(�+ 1)n � i (�+ 2)n +

1

2!
i (i� 1)

� (�+ 3)n + :::+ (�1)i (�+ i+ 1)n

o
=

(�+ 1)n
n!

nX
i=0

xi

i!

�
1� i (�+ n+ 1)

(�+ 1)
+
1

2!
i (i� 1)

�(�+ n+ 1) (�+ n+ 2)

(�+ 1) (�+ 2)
+ :::+ (�1)i (�+ n+ 1)i

(�+ 1)i

�
=

(�+ 1)n
n!

�
1 +

(�n)1
(�+ 1)1

x+
(�n)2
(�+ 1)2

x2

2!
+ :::+

(�n)n
(�+ 1)n

xn

n!

�

elde edilir. Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬ L(�)n (x) Laguerre polinomlar¬n¬n aç¬k ifadesi

oldu¼gundan Y (�)
n (x; 1) = L

(�)
n (x) oldu¼gu görülür.

5.1.2 Y (�)
n (x; k) polinomlar¬için bir integral gösterim ve do¼gurucu fonksiyon

Konhauser (1967) Y (�)
n (x; k) polinomlar¬için

Y (�)
n (x; k) =

k

2�i

Z
C

e�xt (t+ 1)�+knh
(t+ 1)k � 1

in+1dt (5.1.17)

şeklinde bir integral gösterim elde etmi̧stir. Burada C t düzleminde orijini kapsayan
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bir dairedir. Cauchy integral formülü kullan¬larak Y (�)
n (x; k) polinomlar¬ için bir

başka gösterim

Y (�)
n (x; k) =

k

2�i

Z
C

e�xt(t+1)�+kn

(tk�1+ktk�2+:::+k)
n+1

tn+1
dt

=
k

n!

@n

@tn

(
e�xt (t+ 1)�+kn

(tk�1 + ktk�2 + :::+ k)n+1

)
t=0

=
k

n!

@n

@tn

8><>:e
�xt (t+ 1)�+kn tn+1h
(t+ 1)k � 1

in+1
9>=>;
t=0

(5.1.18)

şeklinde bulunur.

Y
(�)
n (x; k) polinomlar¬n¬n bir do¼gurucu fonksiyonunu bulmak için

f (t)

1� !�0 (t)
=

1X
n=0

!n

n!

�
dn

dtn
[f (t)� (t)n]

�
t=0

(5.1.19)

ile verilen "Lagrange geni̧slemesi"ni (Szegö 1937) kullanal¬m. Burada ! = t
�(t)

ve

� (t) = a0 + a1t + ::: (a0 6= 0) şeklindedir. f (t) = e�xt(t+1)�t

(t+1)k�1 ve � (t) = (t+1)kt

(t+1)k�1

al¬n¬rsa

1� !�0 (t) = 1� t

� (t)

h
(t+ 1)k + tk (t+ 1)k�1

i h
(t+ 1)k � 1

i
� tk (t+ 1)2k�1h

(t+ 1)k � 1
i2

= 1� (t+ 1)
k � 1

(t+ 1)k

(t+ 1)k
h
(t+ 1)k � 1� tk

(t+1)

i
h
(t+ 1)k � 1

i2
= 1�

h
(t+ 1)k � 1� tk

(t+1)

i
h
(t+ 1)k � 1

i
=

tk

(t+ 1)
h
(t+ 1)k � 1

i
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elde edilir. Bundan dolay¬

f (t)

1� !�0 (t)
=
1

k
e�xt (t+ 1)�+1 (5.1.20)

dir. (5:1:18) ve (5:1:20) eşitlikleri, (5:1:19) da göz önüne al¬n¬rsa

e�xt (t+ 1)�+1 =

1X
n=0

!n
k

n!

8><>: @n

@tn

264e�xt (t+ 1)�+kn tn+1h
(t+ 1)k � 1

in+1
375
9>=>;
t=0

=
1X
n=0

!nY (�)
n (x; k) (5.1.21)

bulunur. ! = t
�(t)

= 1 � (t+ 1)�k ifadesinden t çekilir ve (5:1:21) de yerlerine

yaz¬l¬rlarsa, Y (�)
n (x; k) polinomlar¬için

(1� !)�(�+1)=k exp
n
�x
h
(1� !)�1=k � 1

io
=

1X
n=0

!nY (�)
n (x; k) , jwj < 1

(5.1.22)

şeklinde bir do¼gurucu fonksiyon ifadesi bulunmuş olur.

(5:1:22) ifadesinin sol taraf¬ndaki

F (x; !) = (1� !)�(�+1)=k exp
n
�x
h
(1� !)�1=k � 1

io
fonksiyonu x = 0 noktas¬nda seriye aç¬l¬r ve binom aç¬l¬m¬kullan¬l¬rsa

F (x; !) = (1� !)�(�+1)=k exp
n
�x
h
(1� !)�1=k � 1

io
= (1� !)�(�+1)=k

1X
r=0

xr

r!

h
1� (1� !)�1=k

i
=

1X
r=0

xr

r!

rX
s=0

(�1)s
�
r

s

�
(1� !)�(�+s+1)=k (5.1.23)

olur. G (!) = (1� !)�(�+s+1)=k denir ve bu fonksiyon j!j < 1 için ! = 0 noktas¬nda
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Taylor serisine aç¬l¬r, (5:1:23) de dikkate al¬n¬rsa

F (x; !) =
1X
r=0

xr

r!

rX
s=0

(�1)s
�
r

s

� 1X
n=0

�
�+ s+ 1

k

�
n

!n

n!
(5.1.24)

bulunur. (5:1:24) ifadesindeki toplamlar düzenlenir ve (5:1:22) de göz önüne al¬n¬rsa

1X
n=0

!nY (�)
n (x; k) =

1X
n=0

!n

n!

nX
r=0

xr

r!

rX
s=0

(�1)s
�
r

s

��
�+ s+ 1

k

�
n

(5.1.25)

elde edilir. Bu son eşitlikte !n nin kaŗs¬l¬kl¬katsay¬lar¬n¬n eşitli¼ginden, Y (�)
n (x; k)

polinomlar¬n¬n (5:1:2) ile verilen ifadesine var¬l¬r.

5.1.3 Z(�)n (x; k) polinomlar¬n¬n hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

gösterimi

Pochhammer sembolü ve Gamma fonksiyonunun özelliklerinden faydalanarak

kkj� (�+ 1)
kY
i=1

�
�+ i

k

�
j

= � (�+ 1) kkj
�
�+ 1

k

�
j

�
�+ 2

k

�
j

:::

�
�+ k

k

�
j

= � (�+ 1) kkj
�
�+ 1

k

��
�+ 1

k
+ 1

�
:::

�
�+ 1

k
+ j � 1

�
�
�
�+ 2

k

��
�+ 2

k
+ 1

�
:::

�
�+ 2

k
+ j � 1

�
:::

�
�
�+ k

k

��
�+ k

k
+ 1

�
:::

�
�+ k

k
+ j � 1

�
= � (�+ 1) (�+ 1) (�+ k + 1) ::: (�+ kj � k + 1)

� (�+ 2) (�+ k + 2) ::: (�+ kj � k + 2) :::

� (�+ k) (�+ 2k) ::: (�+ kj)

= � (kj + �+ 1)

ve � (kn+ �+ 1) = � (�+ 1) (�+ 1)kn oldu¼gu gösterilebilir. Bu özellikler (5:1:1)
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ile tan¬mlanan Z(�)n (x; k) polinomlar¬nda dikkate al¬n¬rsa

Z(�)n (x; k) =
� (kn+ �+ 1)

n!

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�
xkj

� (kj + �+ 1)

=
(�+ 1)kn

n!

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�
1

kY
i=1

�
�+i
k

�
j

��x
k

�k�j
(5.1.26)

bulunur. Son olarak

(�1)j
�
n

j

�
=
(�n)j
j!

oldu¼gu (5:1:26) da kullan¬l¬rsa

Z(�)n (x; k) =
(�+ 1)kn

n!

nX
j=0

(�n)j

j!
kY
i=1

�
�+i
k

�
j

��x
k

�k�j

=
(�+ 1)kn

n!
1Fk

�
�n;

�
�+ 1

k

�
; :::;

�
�+ k

k

�
;
�x
k

�k�

oldu¼gu görülür (Srivastava 1982). Bu ise Z(�)n (x; k) polinomlar¬n¬n hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden bir gösterimidir. Burada 1Fk,

pFr [�1; :::; �p;�1; :::; �r;x] =
1X
n=0

(�1)n ::: (�p)n
(�1)n ::: (�r)n

xn

n!

ile gösterilen genelleştirilmi̧s hipergeometrik fonksiyonunun bir özel halidir.

5.2 Jacobi Polinomlar¬Taraf¬ndan Belirtilen Biortogonal Polinomlar

Madhekar ve Thakare (1982) taraf¬ndan tan¬mlanan ve k = 1 için Jacobi polinom-

lar¬na indirgenebilen bir biortogonal polinom çiftini tan¬mlayal¬m.

Jn (�; �; k;x) ve Kn (�; �; k;x) polinomlar¬s¬ras¬yla

Jn (�; �; k;x) =
(�+ 1)kn

n!

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

�
(1 + �+ � + n)kj

(�+ 1)kj

�
1� x

2

�kj
(5.2.1)
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ve

Kn (�; �; k;x) =

nX
r=0

rX
s=0

(�1)r+s
�
r

s

�
(� + 1)n

n!r! (� + 1)n�r

�
�+ s+ 1

k

�
n

�
x� 1
2

�r �
x+ 1

2

�n
(5.2.2)

şeklinde tan¬mlan¬rlar.

(5:2:1) ve (5:2:2) eşitlikleri ile verilen Jn (�; �; k;x) ve Kn (�; �; k;x) polinom aileleri

(1� x)� (1 + x)� a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre (�1; 1) aral¬¼g¬nda biortogonaldirler. Yani

1Z
�1

(1� x)� (1 + x)� Jn (�; �; k;x)Km (�; �; k;x) dx =

8<: 0 ; m 6= n

6= 0 ; m = n
; m;n = 0; 1; :::

dir. k = 1 için Jn (�; �; k;x) ve Kn (�; �; k;x) polinomlar¬n¬n her ikisi de P
(�;�)
n (x)

Jacobi polinomlar¬na indirgenirler ve Jacobi polinomlar¬taraf¬ndan belirtilen bior-

togonal polinomlar olarak adland¬r¬l¬rlar.
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6. q-B·IORTOGONAL POL·INOMLAR

Biortogonal polinomlar¬n q-analo¼gu olan q-biortogonal polinomlar ilk olarak 1983

y¬l¬nda Al-Salam ve Verma�n¬n (5:1:1) ve (5:1:2) ile tan¬ml¬Konhauser polinom-

lar¬n¬n q-analo¼gu olan q-Konhauser polinomlar¬n¬tan¬mlamalar¬yla kaŗs¬m¬za ç¬k-

maktad¬r. 1992 y¬l¬nda ise Jain ve Srivastava bu polinomlar¬n birer alternatif tan¬m-

lar¬n¬ elde etmi̧slerdir. Bu bölümde ilk olarak q-biortogonal polinomlar¬n genel

tan¬m¬verilecektir. Daha sonra q-biortogonal polinomlar¬n genel özellikleri üzerinde

durulacakt¬r.

6.1 q-Biortogonal Polinomlar¬n Tan¬m¬

Tan¬m 6.1.1 jqj < 1 olmak üzere r (x; q) ve s (x; q) polinomlar¬s¬ras¬yla x e göre

h-¬nc¬ve k-¬nc¬dereceden polinomlar olsunlar(h; k 2 N). Rm (x; q) ve Sn (x; q) da

s¬ras¬yla r (x; q) ve s (x; q) polinomlar¬na göre m-inci ve n-inci dereceden olsunlar.

Bu durumda Rm (x; q) ve Sn (x; q) s¬ras¬yla x e göre mh-¬nc¬ve nk-¬nc¬dereceden

polinomlar olurlar. r (x; q) ve s (x; q) polinomlar¬na q-temel polinomlar denir.

Gösterim 6.1.1 jqj < 1 olmak üzere fRj (x; q)g1j=0 ; r (x; q) ya göre 0; 1; 2; ::: inci

dereceden olan R0 (x; q) ; R1 (x; q) ; R2 (x; q) ; ::: polinomlar¬n¬n kümesini göstersin.

Benzer olarak fSj (x; q)g1j=0 de, s (x; q) ya göre 0; 1; 2; ::: inci dereceden olan S0 (x; q) ;

S1 (x; q) ; S2 (x; q) ; ::: polinomlar¬n¬n kümesini göstersin.

Tan¬m 6.1.2 jqj < 1 olmak üzere faqn; bqn;n 2 N0g kümesi üzerinde tan¬ml¬uygun

bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu ! (x; q) olsun. E¼ger

bZ
a

Rm (x; q)Sn (x; q)! (x; q) dqx =

8<: 0 ; m 6= n

6= 0 ; m = n
; m;n = 0; 1; ::: (6.1.1)

ise, fRj (x; q)g1j=0 ve fSj (x; q)g
1
j=0 polinom kümelerine, (a; b) aral¬¼g¬üzerinde, ! (x; q)

uygun a¼g¬rl¬k fonksiyonuna ve r (x; q) ve s (x; q) q-temel polinomlar¬na göre q-biorto-

gonaldirler denir.
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(6:1:1) q-biortogonallik koşulu (3:2:1) q-ortogonallik koşulunun benzeridir. Belirte-

lim ki q �! 1� için (6:1:1) q-biortogonallik koşulu biortogonallik koşulunu verir.

6.2 q-Biortogonal Polinomlar¬n Genel Özellikleri

Bu k¬s¬mda q-biortogonal polinomlar¬n baz¬ genel özelliklerini elde edece¼giz. ·Ilk

olarak (6:1:1) q-biortogonallik tan¬m¬için eşde¼ger koşullar elde edilecek, daha sonra

ise herhangi iki q-biortogonal polinom ailesinin sa¼glad¬klar¬rekürans ba¼g¬nt¬lar¬gös-

terilecektir.

6.2.1 q-Biortogonallik için eşde¼ger koşullar

Aşa¼g¬daki teoremde (6:1:1) e eşde¼ger olan koşullar¬verelim.

Teorem 6.2.1 jqj < 1 olmak üzere faqn; bqn;n 2 N0g kümesi üzerinde tan¬ml¬

uygun bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu ! (x; q) olsun. r (x; q) ve s (x; q) q-temel polinomlar

olmak üzere

bZ
a

! (x; q) [r (x; q)]j Sn (x; q) dqx =

8<: 0 ; j = 0; 1; :::; n� 1

6= 0 ; j = n
(6.2.1)

ve

bZ
a

! (x; q) [s (x; q)]j Rm (x; q) dqx =

8<: 0 ; j = 0; 1; :::;m� 1

6= 0 ; j = m
(6.2.2)

ifadelerinin sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul, m;n 2 N0 için

bZ
a

! (x; q)Rm (x; q)Sn (x; q) dqx =

8<: 0 ; m 6= n

6= 0 ; m = n
(6.2.3)

olmas¬d¬r.
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·Ispat (6:2:1) ve (6:2:2) sa¼glans¬n.

Rm (x; q) =

mX
j=0

qcm;j [r (x; q)]
j (6.2.4)

olacak şekilde qcm;j (j = 0; 1; :::;m), qcm;m 6= 0 sabitleri mevcuttur. (6:2:4) de¼geri

(6:2:3) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

bZ
a

! (x; q)Rm (x; q)Sn (x; q) dqx =

bZ
a

! (x; q)

(
mX
j=0

qcm;j [r (x; q)]
j

)
Sn (x; q) dqx

=
mX
j=0

qcm;j

bZ
a

! (x; q) [r (x; q)]j Sn (x; q) dqx

olur. E¼ger m � n ise (6:2:1) den dolay¬j = n = m durumu hariç

bZ
a

! (x; q) [r (x; q)]j Sn (x; q) dqx = 0

elde edilir. m > n olmas¬durumunda ise,

Sn (x; q) =
nX
j=0

qdn;j [s (x; q)]
j (6.2.5)

olacak şekilde qdn;j (j = 0; 1; :::; n), qdn;n 6= 0 sabitleri mevcut olaca¼g¬ndan bu de¼ger

(6:2:3) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

bZ
a

! (x; q)Rm (x; q)Sn (x; q) dqx =

bZ
a

! (x; q)

(
nX
j=0

qdn;j [s (x; q)]
j

)
Rm (x; q) dqx

=
nX
j=0

qdn;j

bZ
a

! (x; q) [s (x; q)]j Rm (x; q) dqx

bulunur. 0 � j � n; m > n oldu¼gundan ve (6:2:2) den dolay¬

bZ
a

! (x; q) [s (x; q)]j Rm (x; q) dqx = 0
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elde edilir. Buradan görüldü¼gü gibi bütün durumlarda (6:2:3) eşitli¼gi sa¼glanm¬̧s olur.

Tersine olarak kabul edelim ki (6:2:3) sa¼glans¬n. Bu durumda öyle qem;i ve qfn;i

sabitleri vard¬r ki

[r (x; q)]j =

jX
i=0

qem;iRi (x; q) (6.2.6)

ve

[s (x; q)]j =

jX
i=0

qfn;iSi (x; q) (6.2.7)

yaz¬labilir. Böylece, e¼ger 0 � j � n ise

bZ
a

! (x; q) [r (x; q)]j Sn (x; q) dqx =

bZ
a

! (x; q)

(
jX
i=0

qem;iRi (x; q)

)
Sn (x; q) dqx

=

jX
i=0

qem;i

bZ
a

! (x; q)Ri (x; q)Sn (x; q) dqx

olup, j < n için, (6:2:3) eşitli¼ginden sa¼g yandaki her integral s¬f¬r olur. j = n ise

i = j = n durumunda s¬f¬rdan farkl¬di¼ger durumlarda s¬f¬rd¬r. Dolay¬s¬yla (6:2:1)

eşitli¼gi de sa¼glan¬r.

Di¼ger taraftan 0 � j � m için

bZ
a

! (x; q) [s (x; q)]j Rm (x; q) dqx =

bZ
a

! (x; q)

(
jX
i=0

qfn;iSi (x; q)

)
Rm (x; q) dqx

=

jX
i=0

qfn;i

bZ
a

! (x; q)Si (x; q)Rm (x; q) dqx

olur. j < m için, (6:2:3) eşitli¼ginden sa¼g yandaki her integral s¬f¬rd¬r. E¼ger j = m ise

i = j = m durumunda s¬f¬rdan farkl¬di¼ger durumlarda s¬f¬rd¬r. Bu nedenle (6:2:2)

eşitli¼ginin de sa¼gland¬¼g¬görülür.Böylece teorem iki yönlü ispatlanm¬̧s olur.
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Sonuç 6.2.1 E¼ger (6:2:1) ve (6:2:2) eşitlikleri sa¼glan¬yorsa, bu durumda

bZ
a

! (x; q)Sn (x; q)Fn�1 (x; q) dqx = 0 (6.2.8)

ve
bZ

a

! (x; q)Rm (x; q)Gm�1 (x; q) dqx = 0 (6.2.9)

d¬r. Burada Fn�1 (x; q) ve Gm�1 (x; q) lar s¬ras¬yla r (x; q) ve s (x; q) q-temel poli-

nomlar¬na göre dereceleri en fazla n� 1 ve m� 1 olan key� polinomlard¬r.

6.2.2 q-Biortogonal polinomlar için türev içermeyen rekürans ba¼g¬nt¬s¬

q-Biortogonal olan herhangi polinom aileleri için türev içermeyen rekürans ba¼g¬nt¬s¬

elde etmek oldukça zordur. Ancak q-temel polinomlardan birini di¼gerine ba¼gl¬olarak

seçersek, m + 2 ard¬̧s¬k polinoma ba¼gl¬ türev içermeyen rekürans ba¼g¬nt¬lar¬ elde

edilebilir. Bunu aşa¼g¬daki teoremle verelim.

Teorem 6.2.2 jqj < 1 olmak üzere, s (x; q) ve r (x; q) q-temel polinomlar¬, s (x; q),

r (x; q) ya göre m�inci dereceden bir p (x; q) polinomunu belirtecek şekilde verilmi̧s

olsun. E¼ger [Rn (x; q)] ve [Sn (x; q)] polinom kümeleri (a; b) aral¬¼g¬üzerinde uygun

bir ! (x; q) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre q-biortogonal olan polinom kümeleri iseler bu

durumda her biri m+ 2 ard¬̧s¬k polinoma ba¼gl¬

p (x; q)Rn (x; q) =
n+mX
i=n�1

qan;iRi (x; q) (6.2.10)

ve

p (x; q)Sn (x; q) =
n+1X

i=n�m
qbn;iSi (x; q) (6.2.11)

ba¼g¬nt¬lar¬mevcuttur. Burada qan;i ve qbn;i katsay¬lar¬x den ba¼g¬ms¬zd¬rlar.

·Ispat Rn (x; q) polinomu r (x; q) q-temel polinomuna göre n�inci dereceden ve
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p (x; q) polinomu da r (x; q) q-temel polinomuna göre m�inci dereceden olduklar¬n-

dan p (x; q)Rn (x; q) çarp¬m¬r (x; q) ya göre (n+m)�inci dereceden olup

p (x; q)Rn (x; q) =

n+mX
i=0

qan;iRi (x; q) (6.2.12)

olacak şekilde qan;i sabitleri mevcuttur. (6:2:12) eşitli¼ginin her iki yan¬! (x; q)Sj (x; q)

ile çarp¬l¬r, (a; b) üzerinden integral al¬n¬r ve q-biortogonallik tan¬m¬kullan¬l¬rsa

bZ
a

! (x; q) p (x; q)Rn (x; q)Sj (x; q) dqx =

bZ
a

! (x; q)Sj (x; q)

(
n+mX
i=0

qan;iRi (x; q)

)
dqx

=
n+mX
i=0

qan;i

bZ
a

! (x; q)Sj (x; q)Ri (x; q) dqx

=
n+mX
i=0
i6=j

qan;i

bZ
a

! (x; q)Sj (x; q)Ri (x; q) dqx

+qan;j

bZ
a

! (x; q)Sj (x; q)Rj (x; q) dqx

= qan;j

bZ
a

! (x; q)Sj (x; q)Rj (x; q) dqx (6.2.13)

elde edilir. p (x; q)Sj (x; q) çarp¬m¬Sj+1 (x; q) ; Sj (x; q) ; :::; S0 (x; q) lerin bir li-

neer kombinasyonu olup Rn (x; q) polinomu j + 1 < n için p (x; q)Sj (x; q) ile q-

biortogonaldir. Bundan dolay¬ j = 0; 1; 2; :::; n � 2 için qan;j = 0 olup (6:2:12)

toplam¬n�1 den n+m e yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla m+2 ard¬̧s¬k Rn (x; q) polinomuna

ba¼gl¬(6:2:10) rekürans ba¼g¬nt¬s¬mevcuttur.

Şimdi de (6:2:11) ba¼g¬nt¬s¬n¬elde edelim. Bunun için s (x; q) q-temel polinomuna

göre (n+ 1)�inci dereceden olan p (x; q)Sn (x; q) çarp¬m¬n¬göz önüne alal¬m. Bu-

radan

p (x; q)Sn (x; q) =

n+1X
i=0

qbn;iSi (x; q) (6.2.14)

olacak şekilde qbn;i katsay¬lar¬mevcuttur. (6:2:14) eşitli¼ginin her iki yan¬n¬! (x; q)Rj (x; q)
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ile çarpar, (a; b) aral¬¼g¬üzerinden integre eder ve q-biortogonallik tan¬m¬n¬kullan¬r-

sak

bZ
a

! (x; q) p (x; q)Rj (x; q)Sn (x; q) dqx =

bZ
a

! (x; q)Rj (x; q)

(
n+1X
i=0

qbn;iSi (x; q)

)
dqx

=
n+1X
i=0

qbn;i

bZ
a

! (x; q)Si (x; q)Rj (x; q) dqx

=
n+1X
i=0
i6=j

qbn;i

bZ
a

! (x; q)Si (x; q)Rj (x; q) dqx

+qbn;j

bZ
a

! (x; q)Sj (x; q)Rj (x; q) dqx

= qbn;j

bZ
a

! (x; q)Sj (x; q)Rj (x; q) dqx (6.2.15)

elde edilir. p (x; q)Rj (x; q) çarp¬m¬Rj+m (x; q) ; Rj+m�1 (x; q) ; :::; R0 (x; q) lerin

bir lineer kombinasyonudur. p (x; q)Rj (x; q) çarp¬m¬ j + m < n için Sn (x; q) ile

q-biortogonaldir. Buradan j = 0; 1; :::; n � m � 1 için qbn;j = 0 olur ve (6:2:14)

deki toplam n�m den n+ 1 e kadar yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla m+ 2 ard¬̧s¬k Sn (x; q)

polinomuna ba¼gl¬(6:2:11) rekürans ba¼g¬nt¬s¬mevcuttur. Böylece ispat tamamlanm¬̧s

olur.

m = 1 durumunda q-temel polinomlar birbirine eşit olur ki bu q-ortogonal polinom-

lar¬verir. Bu durumda yukar¬daki rekürans ba¼g¬nt¬lar¬üç ard¬̧s¬k polinoma ba¼gl¬

olur. q �! 1� olmas¬durumunda ise klasik ortogonal polinomlar için üç terimli

rekürans ba¼g¬nt¬lar¬elde edilir.

50



7.q-KONHAUSER POL·INOMLARI VE BAZI ÖZELL·IKLER·I

7.1 q-Konhauser Polinomlar¬

1983 y¬l¬nda Al-Salam ve Verma taraf¬ndan

Z(�)n (x; k; q) =
(q1+�; q)nk
(qk; qk)n

nX
j=0

�
q�nk; qk

�
j
q
1
2
kj(kj�1)+kj(n+�+1)

(qk; qk)j (q
1+�; q)kj

xkj (7.1.1)

ve

Y (�)
n (x; k; q) =

1

(q; q)n

nX
r=0

xrq
1
2
r(r�1)

(q; q)r

rX
j=0

(q�r; q)j
�
q1+�+j; qk

�
n

(q; q)j
qj (7.1.2)

q-Konhauser polinomlar¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu polinomlar (0;1) aral¬¼g¬nda ! (x; q) =

x�eq (�x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

1Z
0

Z(�)n (x; k; q)Y (�)
m (x; k; q)x�eq (�x) dqx =

8<: 0 ; m 6= n

6= 0 ; m = n
; (m;n 2 N0)

(7.1.3)

şeklinde q-biortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glarlar. (7:1:1) ve (7:1:2) ile tan¬mlanan q-

Konhauser polinomlar¬q �! 1� için (5:1:1) ve (5:1:2) ile tan¬ml¬Konhauser poli-

nomlar¬na indirgenirler.

q-biortogonallik için eşde¼gerlik koşullar¬aşa¼g¬daki q-ortogonallik ba¼g¬nt¬lar¬n¬elde

etmemizi sa¼glarlar. Gerçekten Z(�)n (x; k; q) ve Y (�)
n (x; k; q) polinomlar¬n¬n

1Z
0

x�eq (�x)xjZ(�)n (x; k; q) dqx =

8<: 0 ; j = 0; 1; :::; n� 1

6= 0 ; j = n
(7.1.4)

ve

1Z
0

x�eq (�x)xkjY (�)
n (x; k; q) dqx =

8<: 0 ; j = 0; 1; :::; n� 1

6= 0 ; j = n
(7.1.5)
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eşitliklerinden q-ortogonallik ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glad¬klar¬görülmektedir.

7.2 q-Konhauser Polinomlar¬n¬n Baz¬Özellikleri

Bu bölümde ilk olarak (7:1:1) ile tan¬mlanan Z
(�)
n (x; k; q) polinomlar¬ için yük-

seltme operatörü ve Rodrigues formülü elde edilecektir. Daha sonra ise Z(�)n (x; k; q)

ve Y (�)
n (x; k; q) q-Konhauser polinomlar¬için multilineer ve multilateral do¼gurucu

fonksiyon aileleri bulunacakt¬r.

7.2.1 Z(�)n (x; k; q) polinomlar¬için yükseltme operatörü

Bu k¬s¬mda (7:1:1) ile tan¬mlanan Z(�)n (x; k; q) polinomlar¬için bir yükseltme ope-

ratörü elde edilecektir. Burada Z(�)n (x; k; q) polinomlar¬özel olarak monik polinom-

lar seçilecektir.

Lemma 7.2.1 k 2 N ve

R (:::) = Dq (x
�eq (�x) :::) (7.2.1)

olmak üzere Z(�)n (x; k; q) polinomlar¬n¬n yükseltme operatörü

R
�
Z(�)n (x; k; q)

�
= Dq

�
x�eq (�x)Z(�)n (x; k; q)

�
= �

h
1 + [�]q (q � 1) + [nk]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i
�x��keq (�x)Z(��k)n+1 (x; k; q) (7.2.2)

olarak verilir.

·Ispat Qn+1 (x; k; q) polinomlar¬xk ya göre (n+ 1)-inci dereceden monik polinomlar
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olsunlar. f (x) = eq (�x) ve g (x) = x�Z
(�)
n (x; k; q) olmak üzere

g (x)Dq (f (x)) = x�Z(�)n (x; k; q)Dq (eq (�x))

= �eq (�x)x�Z(�)n (x; k; q)

= �eq (�x)x��kQn+1 (x; k; q)

f (x)Dq (g (x)) = eq (�x)Dq

�
x�Z(�)n (x; k; q)

�
= eq (�x)

h
[�]q x

��1Z(�)n (x; k; q) + x�Dq

�
Z(�)n (x; k; q)

�
+(q � 1) [�]q x�Dq

�
Z(�)n (x; k; q)

�i
= eq (�x)x��kQ� (x; k; q)

h
[�]q + [nk]q + (q � 1) [�]q [nk]q

i
ifadeleri (3:1:10) da yerlerine yaz¬l¬rsa

Dq

�
x�eq (�x)Z(�)n (x; k; q)

�
= �

h
1 + [�]q (q � 1) + [nk]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i
�x��keq (�x)Qn+1 (x; k; q)

+
h
[�]q + [nk]q

�
1 + (q � 1) [�]q

�i
�x��keq (�x)Q� (x; k; q) (7.2.3)

elde edilir. Burada Q� (x; k; q) xk ya göre n + 1 den düşük dereceli polinomlar¬

göstermektedir. O halde (7:2:3) eşitli¼gi

Dq

�
x�eq (�x)Z(�)n (x; k; q)

�
= �

h
1 + [�]q (q � 1) + [nk]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i
�x��keq (�x)Qn+1 (x; k; q) (7.2.4)

şekline dönüşür. (7:2:4) ifadesinin her iki yan¬xi ile çarp¬l¬r, (0;1) üzerinden integ-

ral al¬n¬r ve (3:1:14) eşitli¼gi ile verilen q-k¬smi integrasyon formülü kullan¬l¬rsa

�
h
1 + [�]q (q � 1) + [nk]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i 1Z
0

xi+��keq (�x)Qn+1 (x; k; q) dqx
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=

1Z
0

xiDq

�
x�eq (�x)Z(�)n (x; k; q)

�
dqx

= lim
n!1

n�
q�n
�i �

q�n
��
eq
�
�q�n

�
Z(�)n

�
q�n; k; q

�
�
�
qn+1

�i �
qn+1

��
eq
�
�qn+1

�
Z(�)n

�
qn+1; k; q

�o
� [i]q

1Z
0

xi�1x�eq (�x)Z(�)n (x; k; q) dqx

� [i]q (q � 1)
1Z
0

xiDq

�
x�eq (�x)Z(�)n (x; k; q)

�
dqx

elde edilir.Lemma (3:2:2) de L(�)n (x; q) polinomlar¬yerine Z(�)n (x; k; q) al¬n¬r ve ben-

zer i̧slemler yap¬l¬rsa

�
h
1 + [�]q (q � 1) + [nk]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i 1Z
0

xi+��keq (�x)Qn+1 (x; k; q) dqx

= � [i]q

1Z
0

xi�1x�eq (�x)Z(�)n (x; k; q) dqx

� [i]q (q � 1)
1Z
0

xiDq

�
x�eq (�x)Z(�)n (x; k; q)

�
dqx

(7.2.5)

bulunur. i = 1; 2; :::; n için Z(�)n (x; k; q) polinomlar¬n¬n (7:1:4) ile verilen q-ortogonallik

koşulundan (7:2:5) ifadesinin sa¼g yan¬ndaki ilk terim s¬f¬r olur. Böylece

1Z
0

xi+��keq (�x)Qn+1 (x; k; q) dqx = 0 , i = 0; 1; 2; :::; n (7.2.6)

elde edilir. (7:2:6) eşitli¼giQn+1 (x; k; q) polinomlar¬n¬n (0;1) aral¬¼g¬üzerinde x��keq (�x)

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre q-ortogonal olduklar¬n¬gösterir. (0;1) aral¬¼g¬nda x��keq (�x)

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre q-ortogonal olan polinom tek oldu¼gundan Qn+1 (x; k; q)

polinomlar¬yerine Z(��k)n+1 (x; k; q) polinomlar¬yaz¬labilir ki bu da ispat¬tamamlar.
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k = 1 için (7:2:2) ifadesi q-Laguerre polinomlar¬n¬n (3:3:1) ile tan¬mlanan yükseltme

operatörüne indirgenir.

7.2.2 Rodrigues formülü

Şimdi de Z(�)n (x; k; q) polinomlar¬için Rodrigues formülü elde edelim. R yükseltme

operatörünü Z(�+nk)0 (x; k; q) = 1 polinomuna ard¬̧s¬k olarak n kez uygulayal¬m. ·Ilk

uygulamada

Dq

�
x�eq (�x)Z(�)0 (x; k; q)

�
= �

h
1 + [�]q (q � 1) + [0]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�]q

�i
�x��keq (�x)Z(��k)1 (x; k; q)

olur. Burada � yerine �+ nk al¬n¬rsa

Dq

�
x�+nkeq (�x)

�
= �

h
1 + [�+ nk]q (q � 1) + [0]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�+ nk]q

�i
�x�+nk�keq (�x)Z(�+nk�k)1 (x; k; q)

elde edilir. Bu eşitli¼gin her iki yan¬na R yükseltme operatörü bir kez daha uygu-

lan¬rsa

D2
q

�
x�+nkeq (�x)

�
= �

h
1 + [�+ nk]q (q � 1) + [0]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�+ nk]q

�i
�Dq

�
x�+nk�keq (�x)Z(�+nk�k)1 (x; k; q)

�
=

h
1 + [�+ nk]q (q � 1) + [0]q (q � 1)

�
1 + (q � 1) [�+ nk]q

�i
�
h
1 + [�+ nk � k]q (q � 1)

+ [k]q (q � 1)
�
1 + (q � 1) [�+ nk � k]q

�i
�x�+nk�2keq (�x)Z(�+nk�2k)2 (x; k; q)
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bulunur. ·I̧sleme bu şekilde devam edilirse n�inci uygulamada Rodrigues formülü

Dn
q

�
x�+nkeq (�x)

�
= (�1)n

nY
i=1

n
1 + [�+ nk + (1� i) k]q (q � 1)

+ [(i� 1) k]q (q � 1)
�
1 + (q � 1) [�+ nk + (1� i) k]q

�o
�x�eq (�x)Z(�)n (x; k; q) (7.2.7)

olarak elde edilir.

k = 1 için (7:2:7) Rodrigues formülü (3:3:5) ile verilen q-Laguerre polinomlar¬n¬n

Rodrigues formülüne indirgenir.

7.2.3 q-Konhauser polinomlar¬için do¼gurucu fonksiyonlar

Bu k¬s¬mda (7:1:1) ve (7:1:2) ile tan¬mlanan Z(�)n (x; k; q) ve Y (�)
n (x; k; q) q-Konhauser

polinomlar¬için do¼gurucu fonksiyonlar elde edilecektir.

Teorem 7.2.1 (7:1:1) ile tan¬mlanan Z(�)n (x; k; q) q-Konhauser polinomlar¬

1X
n=0

Z
(�)
n (x; k; q)

(q1+�; q)nk
tn =

f
�
txk
�

(t; qk)1
(7.2.8)

şeklinde bir do¼gurucu fonksiyona sahiptir. Burada

f (u) =
1X
j=0

q
1
2
kj(kj+j+2�)

(qk; qk)j (q
1+�; q)kj

(�u)j (7.2.9)

olarak tan¬mlan¬r.

·Ispat (7:1:1) ile ifade edilen q-Konhauser polinomunun aç¬k ifadesi (7:2:8) de yerine

yaz¬l¬rsa

1X
n=0

Z
(�)
n (x; k; q)

(q1+�; q)nk
tn =

1X
n=0

nX
j=0

�
q�nk; qk

�
j
q
1
2
kj(kj�1)+kj(n+�+1)

(qk; qk)n (q
k; qk)j (q

1+�; q)kj
tnxkj
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elde edilir. Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ifade düzenlenirse

1X
n=0

Z
(�)
n (x; k; q)

(q1+�; q)nk
tn =

1X
n=j

1X
j=0

�
q�nk; qk

�
j
q
1
2
kj(kj�1)+kj(n+�+1)

(qk; qk)n (q
k; qk)j (q

1+�; q)kj
tnxkj

=
1X
n=0

1X
j=0

q
kj
2
(kj+j+2�)

�
�txk

�j
(qk; qk)j (q

1+�; q)kj

�
q�(n+j)k; qk

�
j
(�1)j qkj(n+

j+1
2 )

(qk; qk)n+j
tn

=

1X
n=0

�
q�(n+j)k; qk

�
j
(�1)j qkj(n+

j+1
2 )

(qk; qk)n+j
tnf
�
txk
�

(7.2.10)

bulunur. (7:2:10) eşitli¼ginin sa¼g¬ndaki ifade hesaplan¬rsa

�
q�(n+j)k; qk

�
j
(�1)j qkj(n+

j+1
2 )

(qk; qk)n+j
= (�1)j qkj(n+

j+1
2 )
�
1� q�(n+j)k

�
(1� qk)

�
�
1� q�(n+j)k+k

�
:::
�
1� q�(n+j)k+k(j�1)

�
(1� q2k) ::: (1� qk(n+j))

=
qkj(n+

j+1
2 )

qkj(n+
j+1
2 )

1

(1� qk) (1� q2k) ::: (1� qkn)

�
�
1� qk(n+1)

� �
1� qk(n+2)

�
:::
�
1� qk(n+j)

�
(1� qk(n+1)) ::: (1� qk(n+j))

=
1

(qk; qk)n
(7.2.11)

elde edilir. Bu de¼ger (7:2:10) da yerine yaz¬l¬rsa

1X
n=0

Z
(�)
n (x; k; q)

(q1+�; q)nk
tn =

1X
n=0

tn

(qk; qk)n
f
�
txk
�

(7.2.12)

bulunur. Sonuç (3:1:1) den

1X
n=0

Z
(�)
n (x; k; q)

(q1+�; q)nk
tn =

f
�
txk
�

(t; qk)1

elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.

Al-Salam ve Verma 1983 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smada, (7:2:8) ifadesinde x yerine xy
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alarak Z(�)n (x; k; q) polinomlar¬n¬n

Z(�)n (xy; k; q) =
nX
j=0

(q1+�; q)kn
(q1+�; q)kn�kj

�
1=yk; qk

�
j

(qk; qk)j
ykjZ

(�)
n�j (x; k; q) (7.2.13)

eşitli¼gini sa¼glad¬klar¬n¬göstermi̧slerdir. Ayr¬ca Y (�)
n (x; k; q) polinomlar¬için de

Y (�)
n (x; k; q) =

nX
m=0

�
qk; qk

�
n

(qk; qk)m

(q; q)m
(q; q)n

�
q���; qk

�
n�m

(qk; qk)n�m
qm(���)Y (�)

m (x; k; q) (7.2.14)

şeklinde bir eşitlik elde etmi̧slerdir.

Şimdi s¬ras¬yla Z(�)n (x; k; q) ve Y (�)
n (x; k; q) polinomlar¬için do¼gurucu fonksiyonlar

elde edelim.

Teorem 7.2.2 n; p; s 2 N;  2 C ve ak 6= 0 olmak üzere s kompleks �1; :::; �s

de¼gi̧skene ve � kompleks basama¼ga ba¼gl¬s¬f¬r olmayan bir fonksiyon 
� (�1; :::; �s)

ve bu fonksiyon taraf¬ndan belirtilen di¼ger bir fonksiyon

�n;p�; ;� (x; y; �1; :::; �s; z; r; q) =

[n=p]X
k=0

akZ
(�)
n�pk (xy; r; q)

�
�+ k (�1; :::; �s) zk (7.2.15)

şeklinde tan¬mlans¬n. Burada [n=p] ile n=p den küçük veya eşit en büyük tamsay¬

belirtilmektedir. Bu durumda

nX
k=0

[k=p]X
l=0

al
(q1+�; q)r(n�pl)

(q1+�; q)r(n�pl)�r(k�pl)

(1=yr; qr)k�pl
(qr; qr)k�pl

yr(k�pl)Z
(�)
n�k (x; r; q)

�
�+ l (�1; :::; �s) zl

= �n;p�; ;� (x; y; �1; :::; �s; z; r; q) (7.2.16)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r.
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·Ispat (7:2:16) eşitli¼ginin sol yan¬n¬S ile gösterelim.

S =

nX
k=0

[k=p]X
l=0

al
(q1+�; q)r(n�pl)

(q1+�; q)r(n�pl)�r(k�pl)

(1=yr; qr)k�pl
(qr; qr)k�pl

yr(k�pl)Z
(�)
n�k (x; r; q)

�
�+ l (�1; :::; �s) zl

Burada
nX
k=0

[k=p]X
l=0

A (k; l) =

n�plX
k=0

[n=p]X
l=0

A (k + pl; l) (Rainville 1960) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬l¬r

ve ifadeler düzenlenirse

S =

[n=p]X
l=0

al
�+ l (�1; :::; �s) z
l

�
n�plX
k=0

(q1+�; q)r(n�pl)
(q1+�; q)r(n�pl)�rk

(1=yr; qr)k
(qr; qr)k

yrkZ
(�)
n�k�pl (x; r; q)

elde edilir. Son eşitli¼gin sa¼g yan¬ndaki ifadede (7:2:13) kullan¬l¬rsa

S =

[n=p]X
l=0

al
�+ l (�1; :::; �s)Z
(�)
n�pl (xy; r; q) z

l

bulunur. (7:2:15) den dolay¬

S = �n;p�; ;� (x; y; �1; :::; �s; z; r; q)

elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 7.2.3 n; p; s 2 N olmak üzere s kompleks �1; :::; �s de¼gi̧skene ve � kompleks

basama¼ga ba¼gl¬s¬f¬r olmayan bir fonksiyon 
� (�1; :::; �s) ve bu fonksiyon taraf¬ndan

belirtilen di¼ger bir fonksiyon

�
(1)
�; (�1; :::; �s; �) =

1X
k=0

ak
�+ k (�1; :::; �s) �
k ; (ak 6= 0;  2 C) (7.2.17)
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ve

��;�; n;p (x; �1; :::; �s; �; r; q) =

[n=p]X
k=0

ak
1

(q1+�; q)r(n�pk)
Z
(�)
n�pk (x; r; q)

�
�+ k (�1; :::; �s) �k (7.2.18)

olsun. Bu durumda

1X
n=0

��;�; n;p

�
x; �1; :::; �s;

�

tp
; r; q

�
tn =

f (txr)

(t; qr)1
�
(1)
�; (�1; :::; �s; �) (7.2.19)

ba¼g¬nt¬s¬gerçeklenir. Burada f , (7:2:9) ile tan¬mland¬¼g¬şekildedir.

·Ispat R ile (7:2:19) eşitli¼ginin sol yan¬n¬gösterelim.

R =
1X
n=0

��;�; n;p

�
x; �1; :::; �s;

�

tp
; r; q

�
tn

(7:2:18) den dolay¬

R =
1X
n=0

[n=p]X
k=0

ak
1

(q1+�; q)r(n�pk)
Z
(�)
n�pk (x; r; q) 
�+ k (�1; :::; �s) �

ktn�pk

elde edilir. Burada
1X
n=0

[n=p]X
k=0

B (k; n) =

1X
n=0

1X
k=0

B (k; n+ pk) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬l¬r ve

ifadeler düzenlenirse

R =

1X
n=0

1X
k=0

ak
1

(q1+�; q)rn
Z(�)n (x; r; q) 
�+ k (�1; :::; �s) �

ktn

=

1X
k=0

ak
�+ k (�1; :::; �s) �
k

1X
n=0

1

(q1+�; q)rn
Z(�)n (x; r; q) tn (7.2.20)

bulunur. (7:2:20) ifadesinde (7:2:8) ve (7:2:17) eşitliklerinin kullan¬lmas¬yla

R =
f (txr)

(t; qr)1
�
(1)
�; (�1; :::; �s; �)

elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.
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Teorem 7.2.4 n; p; s 2 N;  2 C ve ak 6= 0 olmak üzere s kompleks �1; :::; �s

de¼gi̧skene ve � kompleks basama¼ga ba¼gl¬s¬f¬r olmayan bir fonksiyon 
� (�1; :::; �s)

ve bu fonksiyon taraf¬ndan belirtilen di¼ger bir fonksiyon

�n;p
�; ;� (x; �1; :::; �s; z; r; q) =

[n=p]X
k=0

akY
(�)
n�pk (x; r; q)

�
�+ k (�1; :::; �s) zk (7.2.21)

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda

nX
k=0

[k=p]X
l=0

al
(qr; qr)n�pl (q; q)k�pl

�
q���; qr

�
(n�pl)�(k�pl)

(qr; qr)k�pl (q; q)n�pl (q
r; qr)(n�pl)�(k�pl)

q(k�pl)(���)

�Y (�)
k�pl (x; r; q) 
�+ l (�1; :::; �s) z

l

= �n;p
�; ;� (x; �1; :::; �s; z; r; q) (7.2.22)

ba¼g¬nt¬s¬gerçeklenir.

·Ispat (7:2:22) eşitli¼ginin sol yan¬n¬K ile gösterelim.

K =
nX
k=0

[k=p]X
l=0

al
(qr; qr)n�pl (q; q)k�pl

�
q���; qr

�
(n�pl)�(k�pl)

(qr; qr)k�pl (q; q)n�pl (q
r; qr)(n�pl)�(k�pl)

q(k�pl)(���)

�Y (�)
k�pl (x; r; q) 
�+ l (�1; :::; �s) z

l

Burada
nX
k=0

[k=p]X
l=0

A (k; l) =

n�plX
k=0

[n=p]X
l=0

A (k + pl; l) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬l¬r ve ifadeler düzen-

lenirse

K =

n�plX
k=0

[n=p]X
l=0

al
(qr; qr)n�pl (q; q)k

�
q���; qr

�
(n�pl)�k

(qr; qr)k (q; q)n�pl (q
r; qr)(n�pl)�k

qk(���)

�Y (�)
k (x; r; q) 
�+ l (�1; :::; �s) z

l

=

[n=p]X
l=0

al
�+ l (�1; :::; �s) z
l

�
n�plX
k=0

(qr; qr)n�pl (q; q)k
�
q���; qr

�
(n�pl)�k

(qr; qr)k (q; q)n�pl (q
r; qr)(n�pl)�k

qk(���)Y
(�)
k (x; r; q)
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elde edilir. Son eşitli¼gin sa¼g yan¬(7:2:14) den dolay¬Y (�)
n�pl (x; r; q) oldu¼gundan

K =

[n=p]X
l=0

alY
(�)
n�pl (x; r; q) 
�+ l (�1; :::; �s) z

l (7.2.23)

bulunur. (7:2:23) ifadesinde (7:2:21) eşitli¼ginin kullan¬lmas¬yla

K = �n;p
�; ;� (x; �1; :::; �s; z; r; q)

elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.

Bu teoremlerden görülmektedir ki, ak (k 2 N0) katsay¬lar¬n¬n her bir uygun seçimi

için, e¼ger çok de¼gi̧skenli 
� (�1; :::; �s) fonksiyonunu farkl¬basit fonksiyonlar¬n uy-

gun çarp¬m¬olarak seçersek, yukar¬daki teoremler Z(�)n (x; k; q) ve Y (�)
n (x; k; q) q-

Konhauser polinomlar¬için çok say¬da multilineer ve multilateral do¼gurucu fonksi-

yonlar belirtirler.

K¬s¬m 7 de belirtti¼gimiz gibi

Z(�)n (x; 1; q) = L(�)n (x; q) = Y (�)
n (x; 1; q) (7.2.24)

oldu¼gundan, r = 1 özel durumu için yukar¬daki teoremlerde elde etti¼gimiz sonuçlar¬n

hepsi (3:2:2) ile tan¬mlanan L
(�)
n (x; q) q-Laguerre polinomlar¬ için multilineer ve

multilateral do¼gurucu fonksiyonlar belirtirler.

Ayr¬ca

Z(�)n (x; k; q) �! Z(�)n (x; k) ve Y (�)
n (x; k; q) �! Y (�)

n (x; k) , q �! 1� için

ve

L(�)n (x; q) �! L(�)n (x) , q �! 1� için

oldu¼gundan yukar¬da elde etti¼gimiz bütün sonuçlar q �! 1� oldu¼gunda (5:1:1) ve
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(5:1:2) ile tan¬mlanan Z(�)n (x; k) ve Y (�)
n (x; k) Konhauser polinomlar¬için multili-

neer ve multilateral do¼gurucu fonksiyon aileleri belirtirler. Ayr¬ca (7:2:24) ün ¬̧s¬¼g¬

alt¬nda (2:2:2) ile tan¬mlanan L
(�)
n (x) Laguerre polinomlar¬ için, daha önce Ras-

sias ve Srivastava (2002) taraf¬ndan çal¬̧s¬lan, multilineer ve multilateral do¼gurucu

fonksiyon aileleri elde edilir .
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