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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

FONKS·IYONEL D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER ·IÇ·IN

MONOTON ·ITERASYON TEKN·I¼G·I

Meltem MET·INEREN

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Yrd.Doç.Dr. A.Feza GÜVEN·IL·IR

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm temel kavramlara ayr¬lm¬̧st¬r. Alt ve üst çözümler yard¬m¬yla monoton

iterasyon tekni¼gi lineer olmayan diferensiyel denklemlere uygulanm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, monoton iterasyon tekni¼gi gecikmeli diferensiyel denklemler için ve-

rilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, hem gecikmeli hem de ileri terim içeren fonksiyonel diferensiyel

denklemler için monoton iterasyon tekni¼gi incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde, beşinci bölümde kullan¬lacak olan tan¬mlar ve teoremler ver-

ilmi̧stir.

Beşinci bölümde ise monoton iterasyon tekni¼gi, ilk olarak sadece ileri terim içeren

fonksiyonel diferensiyel sistemler için ve daha sonra da gecikmeli ve ileri terimli

fonksiyonel diferensiyel sistemler için incelenmi̧stir.

Şubat 2009, 72 sayfa

Anahtar Kelimeler : Alt ve üst çözümler, gecikmeli diferensiyel denklemler, gecik-

meli ve ileri terimli fonksiyonel diferensiyel denklemler, monoton iterasyon tekni¼gi.
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ABSTRACT

Master Thesis

MONOTONE ITERATIVE TECHNIQUE FOR

FUNCTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Meltem METINEREN

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. A.Feza GUVENILIR

This thesis consists of �ve chapters.

The �rst chapter is devoted to basic notions. By the help of lower and upper solu-

tions we apply monotone iterative technique to non-linear di¤erential equations.

In the second chapter, we give monotone iterative technique for delay di¤erential

equations.

In the third chapter, we investigate the monotone iterative technique for functional

di¤erential equations with retardation and anticipation.

In the fourth chapter we give the de�nitions and theorems which are used in the �fth

chapter.

In the �fth chapter, we �rst investigate the monotone iterative technique for func-

tional di¤erential systems with anticipation, then we investigate the technique for

functional di¤erential systems with retardation and anticipation.

February 2009, 72 pages

Key Words: Lower and upper solutions, Delay di¤erential equations, Functional

di¤erential equations with retardation and anticipation, Monotone iterative tech-

nique
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1. L·INEER OLMAYAN D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER ·IÇ·IN

MONOTON ·ITERASYON TEKN·I¼G·I

1.1 Giri̧s

Monoton iterasyon tekni¼gi, çözümü elde edilemeyen diferensiyel denklemlerin çözüm-

lerinin alt ve üst çözümler yard¬m¬ile varl¬¼g¬n¬n ve tekli¼ginin elde edilmesini sa¼gla-

maktad¬r. Bu konuda temel oluşturan bir kaynak Ladde et al:(1985) �n¬n kitab¬d¬r.

1.2 Başlang¬ç De¼ger Problemleri ·Için Alt ve Üst Çözümler

f 2 C [J � R,R] ve J = [0; T ] de tan¬ml¬olmak üzere,

u0 = f (t; u) ; u (0) = u0 (1.2.1)

başlang¬ç de¼ger problemi ele al¬ns¬n.

Tan¬m 1.2.1. (a) t 2 J için �0 � f (t; �) ; � (0) � u0 ise � 2 C1 [J;R] fonksiyonuna

(1:2:1) in bir alt çözümü denir.

(b) t 2 J için !0 � f (t; !), ! (0) � u0 ise ! 2 C1 [J;R] fonksiyonuna (1:2:1) in bir

üst çözümü denir.

Tan¬m 1.2.2. (a) r (t) ; J de (1:2:1) in bir çözümü olsun. E¼ger, J de (1:2:1) in u (t)

çözümü için

u (t) � r (t) ; t 2 J

oluyorsa r (t) ye (1:2:1) in maksimal çözümü denir.

(b) � (t) ; J de (1:2:1) in bir çözümü olsun. E¼ger, J de (1:2:1) in u (t) çözümü için

u (t) � � (t) ; t 2 J

oluyorsa � (t) ye (1:2:1) in minimal çözümü denir.
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Alt ve üst çözümlerle ilgili önemli bir sonuç aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Teorem 1.2.1. �; ! 2 C1 [J;R] s¬ras¬yla (1:2:1) in alt ve üst çözümleri olsun. x � y

için,

f (t; x)� f (t; y) � L (x� y) ; (L > 0) (1.2.2)

sa¼glans¬n. Bu durumda � (0) � ! (0) ise

� (t) � ! (t) ; t 2 J

olur.

·Ispat: Teorem ilk olarak kesin eşitsizlik için ispatlanacakt¬r.

!0 > f (t; !) ; �0 � f (t; �) ; t 2 J

ve � (0) < ! (0) olsun.

� (t) < ! (t) ; t 2 J

eşitsizli¼gi olmayana ergi yöntemi ile gösterilecektir. O halde, � (t1) = ! (t1) olacak

şekilde bir t1 2 (0; T ] vard¬r ve

� (t) < ! (t) ; t 2 (0; t1)

dir. Bu durumda yeteri kadar küçük h > 0 için

� (t1 � h)� � (t1) < ! (t1 � h)� ! (t1)

dir. Burada t1 yerine t1 + h al¬n¬p, h! 0 için limite geçilirse;

lim
h!0

1

h
[� (t1 + h)� � (t1)] > lim

h!0

1

h
[! (t1 + h)� ! (t1)]

elde edilir. Bu durumda;

�0 (t1) � !0 (t1) (1.2.3)
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d¬r. O halde

�0 (t1) � f (t1; � (t1)) ; !
0 (t1) > f (t1; ! (t1))

olmas¬ndan dolay¬(1:2:3) den;

f (t1; � (t1)) � �0 (t1) � ! (t1) > f (t1; ! (t1))

dir. Kabulden f (t1; � (t1)) = f (t1; ! (t1)) olup bu bir çeli̧skidir. Böylece

� (t) < ! (t) ; t 2 J

elde edilir. Art¬k eşitlik durumu ispatlanabilir. " > 0 yeterince küçük olmak üzeree! (t) ; e! (t) = ! (t) + "e2Lt (1.2.4)

şeklinde tan¬mlans¬n. Ayr¬ca,

e!0 (t) = !0 (t) + 2L"e2Lt

d¬r. !; (1:2:1) in üst çözümü oldu¼gundan,

e!0 (t) � f (t; ! (t)) + 2L"e2Lt

elde edilir.Burada

e!0 (t) � � [f (t; e! (t))� f (t; ! (t))] + f (t; e! (t)) + 2L"e2Lt
yaz¬labilir. (1:2:2:) den;

e!0 (t) � �L [e! (t)� ! (t)] + f (t; e! (t)) + 2L"e2Lt
dir. (1:2:4) den;

�L [e! (t)� ! (t)] + f (t; e! (t)) + 2L"e2Lt = L"e2Lt + f (t; e! (t))
3



bulunur. O halde; e!0 (t) > f (t; e! (t))
elde edilir. Ayn¬zamanda � (0) � ! (0) � e! (0) d¬r. Böylece önceki ispattan

� (t) < e! (t) ; t 2 J
dir. "! 0 için limit al¬n¬rsa;

� (t) � ! (t) ; t 2 J

bulunur. Böylece ispat tamamlan¬r.

Uyar¬1.2.1. (1:2:1) in çözümü tek de¼gilse Teorem 1.2.1. do¼gru olmak zorunda

de¼gildir. Bu durumda �; (1:2:1) in maksimal çözümü ve ! da minimal çözümü

olarak al¬nabilir. Böylece,

�0 = f (t; �) ; � (0) = u0

!0 = f (t; !) ; ! (0) = u0

d¬r. Fakat J de � (t) 
 ! (t) dir.

Sonuç olarak tekli¼gi garantileyen baz¬kabuller kaç¬n¬lmazd¬r. (1:2:2) koşulu Teorem

1.2.1. in geçerlili¼gi için yeterlidir.

Ayr¬ca tek yanl¬Lipschitz koşulu olan (1:2:2), Teorem 1.2.1. in sadece kesin olmayan

eşitsizlik durumunun ispat¬için kullan¬ld¬. Ayr¬ca ispata dikkat edilirse, � ve ! n¬n

C1 s¬n¬f¬nda olmas¬gerekmez. Bu durumda sadece alt ve üst çözümleri Dini türevleri

cinsinden tan¬mlamak gerekir. Örne¼gin;

D�� = lim
h!0�

inf h�1 [� (t+ h)� � (t)]

olmak üzere

D�� � f (t; �) ; D�! � f (t; !)

tan¬mlar¬yap¬labilir.
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Teorem 1.2.1. in ard¬̧s¬k uygulamas¬n¬n bir sonucu olarak aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 1.2.2. Teorem 1.2.1. in kabulleri sa¼glans¬n. Bu durumda (1:2:1) in

� (0) � u0 � ! (0)

olacak şekildeki her u (t) çözümü J de ;

� (t) � u (t) � ! (t)

eşitsizli¼gini sa¼glar.

Dikkat edilirse Teorem 1.2.1. de f in tek yanl¬Lipschitz koşulunu gerçekleştirmesi

durumunda, (1:2:1) in bir üst çözümünün bir alt çözümünü üstten s¬n¬rlad¬¼g¬göste-

rilmi̧stir. Lipschitz koşulu kabul edilmeden de (1:2:1) in � (t) � ! (t) olacak şekilde

�; ! alt ve üst çözümleri oluşturulabilir. Buna ili̧skin şu teorem verilebilir;

Teorem 1.2.3. f; f1; f2 2 C [J � R;R] ve

f1 (t; u) � f (t; u) � f2 (t; u) ; (t; u) 2 J � R (1.2.5)

olsun. �; J de

�0 = f1 (t; �) ; � (0) � u0

probleminin herhangi bir çözümü ve ! de ,

!0 = f2 (t; !) ; ! (0) � u0

probleminin maksimal çözümü olsun. Bu durumda � ve !;

� (t) � ! (t) ; t 2 J

olacak şekilde (1:2:1) in alt ve üst çözümleridir.
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·Ispat: (1:2:5) ten

�0 � f2 (t; �) ; � (0) � u0

d¬r. Böylece

D�� = lim
h!0

inf h�1 [� (t+ h)� � (t)] � f2 (t; �)

olup,

� (t) � ! (t) t 2 J

dir (Lakshmikantham 1985). Ayr¬ca (1:2:5) den;

�0 � f (t; �) ; � (0) � u0

ve

!0 � f (t; !) ; ! (0) � u0

oldu¼gu kolayca görülebilir, ki bu da � ve ! n¬n (1:2:1) in alt ve üst çözümleri olmas¬

demektir. Böylece ispat tamamlan¬r.

�0 = f1 (t; �) ; � (0) � u0

!0 = f2 (t; !) ; ! (0) � u0

� � ! olacak biçimde � ve ! n¬n (1:2:1) in alt ve üst çözümleri oldu¼gu biliniyorsa,


 = [(t; u) : � (t) � u � ! (t) ; t 2 J ]

kapal¬cümlesinde bir çözümün varl¬¼g¬aşa¼g¬daki teorem ile ispatlanabilir.

Teorem 1.2.4. f 2 C [
;R] ve J de �; ! 2 C1 [J;R] ; � (t) � ! (t) olacak şekilde

(1:2:1) in alt ve üst çözümleri olsun. Bu durumda J de ,

� (t) � u (t) � ! (t)

olacak şekilde (1:2:1) in bir u (t) çözümü vard¬r.

6



·Ispat: ·Ispat için P : J � R! R;

P (t; u) = max [� (t) ; min (u (t) ; ! (t))]

olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda f (t; P (t; u)) ; f in J � R ye sürekli bir geni̧sleme-

sidir. Gerçekten, f : 
! R operatörünün bir J �R � 
 cümlesine olan geni̧slemesi

her (t; u) 2 
 için P (t; u) = f (t; u) olacak şekilde tan¬mlanan bir P : J � R! R

operatörüdür.

� ve ! (1:2:1) in alt ve üst çözümleri olduklar¬ndan f s¬n¬rl¬d¬r. Böylece f (t; P (t; u))

s¬n¬rl¬ve sürekli oldu¼gundan J de

u0 = f (t; P (t; u)) ; u (0) = u0 (1.2.6)

bir çözüme sahiptir (Lakshmikantham 1985). " > 0 için

!" (t) = ! (t) + " (1 + t)

�" (t) = � (t)� " (1 + t)

tan¬mlans¬n. Teoremdeki kabulden J de

� (0) � ! (0)

d¬r. Ayr¬ca !" (0) > ! (0) ve �" (0) < � (0) d¬r. � ve ! alt ve üst çözüm olduklar¬ndan;

� (0) � u0 � ! (0)

d¬r. Bu durumda;

�" (0) < u0 < !" (0)

d¬r. Şimdi J de,

�" (t) < u (t) < !" (t)

7



oldu¼gu olmayana ergi yöntemiyle gösterilecektir. [0; t1) de

�" (t) < u (t) < !" (t)

olacak biçimde bir t1 2 (0; T ] vard¬r ve u (t1) = !" (t1) dir.

!" (t1) > ! (t1)

oldu¼gundan u (t1) > ! (t1) dir. Böylece

P (t1; u (t1)) = max [� (t1) ; ! (t1)]

d¬r. � ve !; (1:2:1) in alt ve üst çözümleri oldu¼gundan � (t1) < ! (t1) dir. O halde;

P (t1; u (t1)) = ! (t1) (1.2.7)

elde edilir. Ayn¬zamanda

� (t1) � P (t1; u (t1)) � ! (t1)

dir. ! üst çözüm oldu¼gundan;

!0 (t1) � f (t1; ! (t1))

dir ve (1:2:7) den;

!0 (t1) � f (t1; P (t1; u (t1)))

eşitsizli¼gi elde edilir. (1:2:6) dan;

!0 (t1) � f (t1; P (t1; u (t1))) = u0 (t1)

dir. !" (t) nin tan¬m¬ndan !0" (t1) > u0 (t1) dir. Bu t 2 [0; t1) için u (t) < !" (t) ile

8



çeli̧sir. Böylece J de �" (t) < u (t) < !" (t) dir ve "! 0 al¬n¬rsa

� (t) � u (t) � ! (t)

elde edilir. ·Ispat tamamlan¬r.

1.3 Başlang¬ç De¼ger Problemleri ·Için Monoton ·Iterasyon Tekni¼gi

Teorem 1.3.1. f 2 C [J � R;R] ; �0; !0; J de �0 � !0 olacak şekilde (1:2:1) in alt

ve üst çözümleri olsun. Ayr¬ca

f (t; u)� f
�
t;
_
u
�
� �M

�
u�

_
u
�
; �0 �

_
u � u � !0; M � 0 (1.3.1)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Bu durumda J de �n ! �; !n ! ! (n!1 için) düzgün

yak¬nsak ve monoton olacak şekilde f�ng ; f!ng monoton dizileri vard¬r. � ve !

s¬ras¬yla (1:2:1) in minimal ve maksimal çözümleridir.

·Ispat: Herhangi � 2 C [J;R] ; �0 � � � !0 için

u0 = f (t; �)�M (u� �) ; u (0) = u0 (1.3.2)

lineer diferensiyel denklemi ele al¬ns¬n. ·Ilk olarak her � için J de (1:3:2) nin bir tek u

çözümünün varoldu¼gu olmayana ergi yöntemiyle gösterilecektir. O halde (1:3:2) nin

iki çözümü u1 ve u2 olsun. Bu durumda,

u01 = f (t; �)�M (u1 � �) ; u1 (0) = u0

u02 = f (t; �)�M (u2 � �) ; u2 (0) = u0

olup,

(u1 � u2)
0 +M (u1 � u2) = 0

lineer diferensiyel denklemi elde edilir. O halde;

eMt (u1 � u2) = 0

9



d¬r. eMt > 0 oldu¼gundan u1 = u2 dir. Yani (1:3:2) nin çözümü tektir.

f�ng ; f!ng dizilerini tan¬mlamak için A dönüşümü, A� = u ile tan¬mlans¬n. Şimdi;

(a) �0 � A�0; !0 � A!0

(b) A; [�0; !0] = [u 2 C [J;R] : �0 � u0 � !0] aral¬¼g¬nda bir monoton operatör

olduklar¬gösterilmelidir.

(a) y¬ ispatlamak için A�0 = �1 al¬ns¬n. Burada �1; (1:3:2) nin � = �0 olacak

biçimdeki tek çözümüdür. p = �1 � �0 al¬n¬rsa ve (1:3:2) de u yerine �1; � yerine �0

yaz¬l¬rsa;

�01 = f (t; �0)�M: (�1 � �0) ; �1 (0) = u0

elde edilir. �0; (1:2:1) in alt çözümü oldu¼gundan,

�00 � f (t; �0) ; �0 (0) � u0

d¬r. O halde;

p0 = �01 � �00 � �Mp; p (0) � 0

oldu¼gu görülür. Böylece �1 � �0 d¬r. O halde �0 � A�0 d¬r. Benzer şekilde !0 � A!0

oldu¼gu görülebilir.

(b) yi ispatlamak için �1 � �2 olacak şekilde �1; �2 2 [�0; !0] olsun. u1 = A�1 ve

u2 = A�2 ve p = u2 � u1 seçilirse (1:3:2) den;8<: u01 = f (t; �1)�M (u1 � �1) ; u1 (0) = u0

u02 = f (t; �2)�M (u2 � �2) ; u2 (0) = u0

dir. O halde

p0 = u02 � u01 = f (t; �2)�M (u2 � �2)� f (t; �1) +M (u1 � �1)

d¬r. �1 � �2 oldu¼gundan (1:3:1) den;

f (t; �2)� f (t; �1) � �M (�2 � �1)
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olup;

p0 � �Mp; p (0) = 0

elde edilir. p (t) � p (0) e�Mt oldu¼gundan A�1 � A�2 elde edilir. O halde Amonoton-

dur. Şimdi

�n = A�n�1; !n = A!n�1

dizileri tan¬mlan¬rsa A n¬n özelli¼ginden;

�0 � �1 � �2 � ::: � �n � !n � ::: � !2 � !1 � !0

dir. Böylece;

lim
n!1

�n = �; lim
n!1

!n = !

monoton ve düzgün yak¬nsakl¬k elde edilir. (1:3:2) den;

�0n = f (t; �n�1)�M (�n � �n�1) ; �n (0) = u0

olup, n!1 için limit al¬n¬rsa;

�0 = f (t; �) ; � (0) = u0

elde edilir. O halde �, (1:2:1) in bir çözümüdür. Benzer şekilde

!0 = f (t; !) ; ! (0) = u0

oldu¼gu da gösterilebilir.

u, J de �0 � u � !0 olacak şekilde (1:2:1) in bir çözümü olsun. Ayr¬ca baz¬n ler

için I da

�n � u � !n (1.3.3)

ve p = u� �n+1 olsun.

�0n+1 = f (t; �n)�M (�n+1 � �n) ; �n+1 (0) = u0
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oldu¼gundan;

p0 = u0 � �0n+1 = f (t; u)� f (t; �n) +M (�n+1 � �n)

d¬r. (1:3:3) ve (1:3:1) den;

f (t; u)� f (t; �n) � �M (u� �n)

dir. O halde;

p0 � �Mp; p (0) = 0

elde edilir. Bu da u � �n+1 olmas¬n¬gerektirir. Benzer şekilde u � !n+1 dir. Böylece

J de

�n+1 � u � !n+1

elde edilir. J de �0 � u � !0 oldu¼gundan her n 2 N için tümevar¬mdan

�n � u � !n

dir. n!1 için limit al¬n¬rsa, J de,

� � u � !

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Dikkat edilmelidir ki, özel olarak Teorem 1.3.1., f in u ya göre monoton azalmayan

olmas¬n¬içerir. Bunu görmek için (1:3:1) koşulunda M = 0 almak yeterlidir. Buna

ra¼gmen, Teorem 1.3.1., f in monoton artmayan olmas¬n¬ içermez. Şimdi bu özel

durum incelenecektir.

Lemma 1.3.1. f (t; u), u ya göre artmayan fonksiyon olsun. Bu durumda,

(i) �0 � !0 olacak şekilde (1:2:1) in �0; !0 alt ve üst çözümleri vard¬r.

(ii) J de, �0 � u � !0 olacak şekilde (1:2:1) in bir tek u çözümü vard¬r.
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·Ispat: � (t) fonksiyonu,

�0 (t) = f (t; 0) ; � (0) = u0 (1.3.4)

¬n çözümü olmak üzere, 8<: �0 = �R0 + � (t)

!0 = R0 + � (t)
(1.3.5)

olsun. J de

�0 (t) � 0 � !0 (t) (1.3.6)

olacak şekilde R0 > 0 yeterince büyük olsun. (1:3:6) dan ve f fonksiyonu artmayan

oldu¼gundan f (t; 0) � f (t; !0) ; f (t; 0) � f (t; �0) d¬r. O halde (1:3:4) ve (1:3:5) den;

!00 � f (t; !0) (1.3.7)

�00 � f (t; �0)

elde edilir. (1:3:6) ve (1:3:7) den; �0 ve !0 (1:2:1) in alt ve üst çözümleridir. O halde

Teorem 1.2.4. ten

�0 � u � !0

olacak şekilde (1:2:1) in bir u (t) çözümü vard¬r.

Şimdi (1:2:1) in çözümünün tekli¼gi olmayana ergi yöntemiyle gösterilecektir. u1 ve

u2 (1:2:1) in çözümleri olsun. Bu durumda;

u01 � u02 = f (t; u1)� f (t; u2) ; u1 (0)� u2 (0) = 0

d¬r. u1 � u2 olsun. f artmayan fonksiyon oldu¼gundan, f (t; u1) � f (t; u2) d¬r. Bu

da

u01 � u02 � 0

olmas¬n¬ gerektirir. O halde; u1 � u2 olup, u1 = u2 elde edilir. Böylece ispat

tamamlan¬r.

f artmayan fonksiyon ise tek bir iterasyon yap¬s¬ile çözümü aşa¼g¬dan ve yukar¬dan
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s¬n¬rlayacak şekilde bir dizi oluşturulabilir.

M = 0 için;

�0n+1 = f (t; �n) ; �n+1 (0) = u0 (1.3.8)

ya da

!0n+1 = f (t; !n) ; !n+1 (0) = u0 (1.3.9)

ele al¬ns¬n.

Teorem 1.3.2. f; u ya göre artmayan fonksiyon olsun. Bu durumda ya

(i) (1:3:8) ile verilen �n (t) iterasyonlar¬ve (1:2:1) in tek çözümü olan u (t),

�2 (t) � �0 (t)

olmak üzere J de,

�0 (t) � �2 (t) � ::: � �2n (t) � u (t) � �2n+1 (t) � ::: � �3 (t) � �1 (t) (1.3.10)

eşitsizli¼gini sa¼glar.

Ayr¬ca f�2n (t)g ; f�2n+1 (t)g dizileri s¬ras¬yla � (t) ve r (t) ye düzgün ve monoton

yak¬nsakt¬r ve J de

� (t) � u (t) � r (t)

dir, ya da

(ii) (1:3:9) ile verilen !n (t) iterasyonlar¬ve (1:2:1) in tek çözümü olan u (t),

!2 (t) � !0 (t)

olmak üzere J de,

!1 (t) � !3 (t) � ::: � !2n+1 (t) � u (t) � !2n (t) � ::: � !2 (t) � !0 (t)

eşitsizli¼gini sa¼glar.

Ayr¬ca f!2n (t)g ; f!2n+1 (t)g dizileri s¬ras¬yla r� (t) ; �� (t) ye monoton düzgün yak¬n-

14



sakt¬r ve J de

�� (t) � u (t) � r� (t)

dir.

·Ispat: Lemma 1.3.1. den J de �0 � u � !0 olacak şekilde (1:2:1) in bir tek u

çözümü ve �0; !0 alt ve üst çözümleri vard¬r. Sadece (i) nin ispatlanmas¬yeterlidir.

Çünkü (ii) nin ispat¬benzerdir. J de �0 � �2 olsun. ·Ilk olarak J de

�0 � �2 � u � �3 � �1

oldu¼gu gösterilecektir. p = �1��0 denirse ve her iki taraf¬n t ye göre türevi al¬n¬rsa;

p0 = �01 � �00 elde edilir. (1:3:8) den;

�01 = f (t; �0) ; �1 (0) = u0

ve �0, (1:2:1) in alt çözümü oldu¼gundan

p0 = �01 � �00 � f (t; �0)� f (t; �0)

d¬r. Sonuç olarak

p0 (t) � 0; p (0) � 0

olup

p (t) � p (0) � 0

elde edilir. O halde �1 � �0 d¬r. Şimdi de p = u� �1 denirse

p0 = u0 � �01 = f (t; u)� f (t; �0) ; p (0) = 0

d¬r. �0 � u ve f artmayan oldu¼gundan, f (t; u) � f (t; �0) d¬r.

O halde p0 = u0 � �01 � 0; p (0) = 0 olup u � �1 elde edilir. Benzer şekilde s¬ras¬yla

J de �2 � u; �3 � �1 ve u � �3 oldu¼gu kolayca görülebilir. O halde J de

�0 � �2 � u � �3 � �1
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d¬r. (1:3:10) u ispatlamak için tümevar¬m yöntemi kullan¬lacakt¬r. J de n ler için,

�0 � �2 � ::: � �2n � u � �2n+1 � ::: � �3 � �1 (1.3.11)

olsun. p = �2n+2 � �2n+1 olmak üzere (1:3:8) den;

�02n+2 = f (t; �2n+1) ; �2n+2 (0) = u0

�02n+1 = f (t; �2n) ; �2n+1 (0) = u0

d¬r. O halde

p0 = f (t; �2n+1)� f (t; �2n) ; p (0) = 0

d¬r. f artmayan oldu¼gundan

p0 = �02n+2 � �02n+1 � 0; p (0) = 0

elde edilir. Önceki benzer i̧slemlerle �2n+2 � �2n+1 ve

�0 � �2 � ::: � �2n � �2n+2 � u � �2n+3 � �2n+1 � ::: � �3 � �1

oldu¼gu gösterilebilir. O halde her n için (1:3:11) do¼grudur. f�2n (t)g ; f�2n+1 (t)g

dizileri s¬ras¬yla � (t) ve r (t) ye monoton düzgün yak¬nsakt¬r. �2n � u � �2n+1

oldu¼gundan n!1 için limit al¬n¬rsa, J de

� (t) � u (t) � r (t)

elde edilir. Ayr¬ca

�02n (t) = f (t; �2n�1) ; �2n (0) = u0

olup n!1 için limit al¬n¬rsa;

�0 (t) = f (t; r (t)) ; � (0) = u0
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elde edilir. Benzer şekilde

r0 (t) = f (t; � (t)) ; r (0) = u0

d¬r. Bu ispat¬tamamlar.
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2. GEC·IKMEL·I D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER ·IÇ·IN MONOTON

·ITERASYON TEKN·I¼G·I

2.1 Giri̧s

Maksimal ya da minimal çözümün varl¬¼g¬,

u0 = f (t; u (t) ; ut) ; ut0 = �0 2 C ([�� ; 0] ;R) (2.1.1)

gecikmeli diferensiyel denklemi için Lakshmikantham and Zhang (1986) taraf¬ndan

incelenmi̧stir. Burada

f 2 C [I0 � R�C ([�� ; 0] ;R) ;R] ; I0 = [t0; t0 + T ] ; t0 � 0

ve herhangi bir t 2 I0 için,

ut 2 C ([�� ; 0] ;R) ; ut (s) = u (t+ s) ; � � � s � 0

ile tan¬mlans¬n.

Lemma 2.1.1. p 2 C ([t0 � � ; t0 + T ] ;R) \ C1 [I0;R] ve I0 da

p0 (t) � �Mp (t)�N

0Z
��

pt (s) ds (2.1.2)

olsun. Ayr¬ca, ya

(i)

p (t0) � pt0 (s) � 0; s 2 [�� ; 0] ; (M +N�)T � 1 (2.1.3)

ya da

(ii) pt0 (s) � 0; s 2 [�� ; 0] ; p 2 C1 ([t0 � � ; t0] ;R) ve

p0 (t) � �

T + �
; t 2 [t0 � � ; t0] (2.1.4)
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olsun. Burada

min
[t0��;t0]

p (t) = ��; � � 0

ve

(M +N�) (T + �) � 1; M;N � 0 (2.1.5)

olarak al¬nm¬̧st¬r. Bu durumda I0 da p (t) � 0 d¬r.

·Ispat: ·Ispat olmayana ergi yöntemiyle yap¬lacakt¬r. Bunun için (i) ve (ii) durumlar¬

ayr¬ayr¬düşünülecektir.

(i) t1 < t2; p (t2) > 0 ve

min
[t0��;t2]

p (t) = p (t1) = �� � 0 (2.1.6)

olacak şekilde t1; t2 2 I0 vard¬r.

Öncelikle � > 0 durumu düşünülsün. Ortalama De¼ger Teoremi�nden;

p0
�
t
�
=
p (t2)� p (t1)

t2 � t1

olacak şekilde bir t 2 [t1; t2] vard¬r. p (t1) = �� ve p (t2) > 0 oldu¼gundan;

p0
�
t
�
=
p (t2)� p (t1)

t2 � t1
>

�

t2 � t1
>
�

T

dir. Di¼ger taraftan (2:1:2) eşitsizli¼gi t 2 [t1; t2] için de yaz¬labilir. (i) koşulundan

p (t0) � pt0 (s) � 0; s 2 [�� ; 0] oldu¼gundan p
�
t
�
� pt (s) � 0 d¬r. Ayr¬ca

min
[t0��;t2]

p
�
t
�
= ��

oldu¼gundan;

p0
�
t
�
� �M (��)�N

0Z
��

(��) ds = � (M +N�)

elde edilir.

p0
�
t
�
� � (M +N�) ; p0

�
t
�
>
�

T
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olup;

(M +N�)T > 1

bulunur. Bu ise (2:1:3) ile çeli̧sir.

E¼ger � = 0 ise yine Ortalama De¼ger Teoremi�nden,

p0
�
t
�
>
p (t2)

T
> 0

olacak şekilde bir t 2 [t1; t2] vard¬r. Di¼ger taraftan

min
[t0��;t2]

p
�
t
�
= �� = 0

oldu¼gundan;

p0
�
t
�
� �Mp

�
t
�
�N

0Z
��

pt (s) ds = 0

d¬r. O halde p0
�
t
�
> 0 ile p0

�
t
�
� 0 olmas¬bir çeli̧skidir.

(ii) p (t) nin [t0 � � ; t2] deki minimal de¼geri [t0 � � ; t0] içindedir. Bu durumda;

�� = p
�
t1
�
; t1 2 [t0 � � ; t0]

ve p (t1) ; [t0 � � ; t0] da p (t) nin minimum de¼geri olmak üzere Ortalama De¼ger Teo-

remi kullan¬l¬rsa,

p0
�=
t
�
=
p (t2)� p (t1)

t2 � t1

olacak şekilde bir
=
t 2 [t1; t2] vard¬r. p (t2) > 0 ve �� = p (t1) oldu¼gundan;

p0
�=
t
�
>

�

t2 � t1

d¬r. Ayr¬ca,

p0
�=
t
�
=
p (t2)� p (t1)

t2 � t1
>

�

T + �
(2.1.7)

d¬r. Ayn¬zamanda
=
t 2 [t0; t2] ve

=
t 2 [t0 � � ; t0] olacak şekilde iki olas¬l¬k vard¬r.
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E¼ger
=
t 2 [t0; t2] ise (2:1:2) den;

p0
�=
t
�
� �Mp

�=
t
�
�N

0Z
��

p=
t
(s) ds

ve

min
[t0��;t0]

p
�=
t
�
= ��

d¬r. Bu durumda;

p0
�=
t
�
� �M (��)�N

0Z
��

p=
t
(s) ds

ve pt0 (s) � 0 dan p=t (s) � 0 d¬r. O halde;

p0
�=
t
�
� (M +N�)�

dir. Bu eşitsizlik ve (2:1:7) den;

�

T + �
< (M +N�)�

olup (M +N�) (T + �) > 1 elde edilir. Ancak bu (2:1:5) ile çeli̧sir.

E¼ger
=
t 2 [t0 � � ; t0] ise bu durumda; (2:1:7) ile (2:1:4) çeli̧sir. Böylece ispat tamam-

lan¬r.

2.2 Monoton ·Iterasyon Tekni¼gi

Teorem 2.2.1. (A) �; ! 2 C [I;R] \ C1 [I0;R] olsun. Burada I = [t0 � � ; t0 + T ]

d¬r. I da � (t) � ! (t) ve �t0 � �0 � !t0 ile I0 da �
0 � f (t; �; �t) ve !0 � f (t; !; !t)

(B)

f (t; x; �2)� f (t; y; �1) � �M (x� y)�N

0Z
��

[�2 (s)� �1 (s)] ds (2.2.1)

sa¼glans¬n. Burada � (t) � y � x � ! (t) ; I0 da �t � �1 � �2 � !t veM;N 2 R+ d¬r.

(C) �0 � �0; �0 � !0 fark fonksiyonlar¬lemman¬n (i) ya da (ii) varsay¬m¬n¬sa¼glas¬n.
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Bu durumda I0 da (n!1 için) �n ! �; !n ! r düzgün yak¬nsak olacak şekilde

f�ng ; f!ng monoton dizileri vard¬r ve s¬ras¬yla � ve r (2:1:1) in minimal ve maksimal

çözümleridir.

·Ispat: I da � � � � ! olacak şekilde herhangi bir � 2 C [I;R] için

F (t; u (t) ; ut) = f (t; � (t) ; �t)�M (u (t)� � (t))�N

0Z
��

[ut (s)� �t (s)] ds (2.2.2)

olmak üzere,

u0 (t) = F (t; u (t) ; ut) ; ut0 = �0 (2.2.3)

başlang¬ç de¼ger problemi ele al¬ns¬n. ·Ilk olarak 8� için (2:2:3) ün bir tek çözümünün

varoldu¼gu olmayana ergi yöntemi kullan¬larak gösterilecektir. Bunun için, u1 ve u2

(2:2:3) başlang¬ç de¼ger probleminin farkl¬iki çözümü olsun. Bu durumda;

u01 (t) = f (t; � (t) ; �t)�M (u1 (t)� � (t))�N

0Z
��

[u1t (s)� �t (s)] ds; u1t0 = �0

u02 (t) = f (t; � (t) ; �t)�M (u2 (t)� � (t))�N

0Z
��

[u2t (s)� �t (s)] ds; u2t0 = �0

d¬r. p = u1 � u2 denirse ve t ye göre türev al¬n¬rsa;

p0 (t) = �Mp (t)�N

0Z
��

pt (s) ds; pt0 = 0

elde edilir. O halde Lemma 2.1.1. den p (t) � 0 d¬r. Bu durumda u1 � u2 elde edilir.

Benzer şekilde u2 � u1 oldu¼gu da görülebilir. O halde (2:2:3) ün bir tek çözümü

vard¬r.

Şimdi f�ng ; f!ng dizilerini oluşturmak için A dönüşümü A� = u ile tan¬mlans¬n ve

(i) � � A�; ! � A! ve

(ii) [�; !] = [u 2 C [I;R] : � � u � !] aral¬¼g¬nda A n¬n monoton bir operatör

oldu¼gu gösterilsin.
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(i) yi ispatlamak için A! = !1 ve p (t) = !1 (t)�! (t) olsun. Her iki taraf¬n t ye göre

türevi al¬n¬rsa; p0 (t) = !01 (t)� !0 (t) dir. (2:2:2) de u yerine !1; � yerine ! al¬n¬rsa,

!01 (t) = f (t; !; !t)�M (!1 � !)�N

0Z
��

[!1t (s)� !t (s)] ds

ve ! üst çözüm oldu¼gundan;

!01 (t)� !0 (t) � �M (!1 � !)�N

0Z
��

[!1t (s)� !t (s)] ds

d¬r. Sonuç olarak

p0 (t) � �Mp (t)�N

0Z
��

pt (s) ds; pt0 � 0

elde edilir. O halde Lemma 2.1.1. den I0 da p (t) � 0 d¬r. Buradan da !1 (t) � ! (t)

d¬r. A! = !1 oldu¼gundan A! � ! d¬r. Benzer şekilde � � A� oldu¼gu görülebilir.

(ii) yi ispatlamak için �1; �2 2 [�; !] ve �1 � �2 al¬ns¬n. u1 = A�1; u2 = A�2 olsun.

p = u1 � u2 seçip her iki taraf¬n t ye göre türevi al¬n¬rsa;

p0 (t) = u01 (t)� u02 (t)

dir. (2:2:2) de u1 ve u2 yerlerinde yaz¬l¬p farklar¬al¬n¬rsa;

p0 (t) = �
�
f
�
t; �2 (t) ; �2t

�
� f

�
t; �1; �1t

��
�M (u1 � u2)

�N
0Z

��

[u1t (s)� u2t (s)] ds�M (�1 � �2)�N

0Z
��

�
�1t (s)� �2t (s)

�
ds

elde edilir. (2:2:1) de x yerine �2, y yerine �1; �2 yerine �2t; �1 yerine �1t; yaz¬l¬rsa

ve �1 � �2 oldu¼gundan;

f
�
t; �2 (t) ; �2t

�
� f

�
t; �1; �1t

�
� �M (�2 � �1)�N

0Z
��

�
�2t (s)� �1t (s)

�
ds
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eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizlik yukar¬daki eşitsizlikte yerine yaz¬l¬rsa;

p0 (t) = u01 (t)� u02 (t) � �M (u1 � u2)�N

0Z
��

[u1t (s)� u2t (s)] ds

ve buradan;

p0 (t) � �Mp (t)�N

0Z
��

pt (s) ds; pt0 = 0

elde edilir. O halde Lemma 2.1.1. den I0 da p (t) � 0 d¬r. Sonuç olarak u1 � u2 d¬r.

Bu durumda u1 = A�1; u2 = A�2 oldu¼gundan A�1 � A�2 elde edilir. Ayr¬ca �1 � �2

oldu¼gundan A operatörü [�; !] üzerinde monotondur.

Art¬k I da diziler tan¬mlanabilir.

�1 = A�; �n = A�n�1; n = 2; 3; :::

!1 = A!; !n = A!n�1; n = 2; 3; :::

(i) ve (ii) özelliklerinden I da 8t için

� � �1 � �2 � ::: � �n � !n � ::: � !2 � !1 � !

oldu¼gu görülür. Böylece A monoton ve s¬n¬rl¬oldu¼gundan, I da

lim
n!1

�n = �; lim
n!1

!n = r

yak¬nsakl¬¼g¬düzgün yak¬nsakl¬kt¬r.

�n ve !n; (2:2:3) ü sa¼glad¬klar¬ndan;

�0n = f
�
t; �n�1; �(n�1)t

�
�M (�n � �n�1)�N

0Z
��

�
�nt (s)� �(n�1)t (s)

�
ds; �nt0 = �0

yaz¬labilir. n!1 için limit al¬n¬rsa;

�0 = f (t; �; �t) ; �t0 = �0
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elde edilir. Bu durumda �; I0 da (2:1:1) in bir çözümüdür. Benzer şekilde r nin de

(2:1:1) in bir çözümü oldu¼gu kolayca görülebilir.

E¼ger u; I da � � u � ! olacak şekilde (2:1:1) in bir çözümü ise, � ve r nin s¬ras¬yla

(2:1:1) in minimal ve maksimal çözümleri oldu¼gu gösterilsin. Bunun için p = �n � u

al¬ns¬n. Her iki taraf¬n t ye göre türevi al¬n¬rsa;

p0 (t) = �
�
f (t; u; ut)� f

�
t; �n�1; �(n�1)t

��
�M (�n � �n�1)

�N
0Z

��

�
�nt (s)� �(n�1)t (s)

�
ds

d¬r. (2:2:1) de x yerine u, y yerine �n�1; �2 yerine ut; �1 yerine �(n�1)t denirse;

f (t; u; ut)� f
�
t; �n�1; �(n�1)t

�
� �M (u� �n�1)�N

0Z
��

�
ut (s)� �(n�1)t (s)

�
ds

elde edilir. O halde;

p0 (t) �Mp (t)�N

0Z
��

pt (s) ds; pt0 = 0

d¬r. Böylece Lemma 2.1.1. den I0 da p (t) � 0 d¬r.Bu durumda �n � u dir. Benzer

şekilde !n � u oldu¼gu görülebilir. O halde,

�n � u � !n

eşitsizli¼ginde n!1 için limit al¬n¬rsa;

� � u � r

elde edilir. ·Ispat tamamlanm¬̧st¬r.
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3. GEC·IKMEL·I VE ·ILER·I TER·IML·I FONKS·IYONEL D·IFERENS·IYEL

DENKLEMLER ·IÇ·IN MONOTON ·ITERASYON TEKN·I¼G·I

3.1 Giri̧s

Gecikmeli terim içeren diferensiyel denklemlerin yan¬s¬ra, hem gecikmeli hem de ileri

terim içeren diferensiyel denklemlerin çözümlerinin varl¬k ve tekli¼ginin incelenmesi,

daha geni̧s bir s¬n¬f diferensiyel denklem için yap¬ld¬¼g¬ndan ayr¬bir önem taş¬mak-

tad¬r. 8<: x0 (t) = f (t; x (t) ; xt; x
t) ; t 2 I = [t0; T ]

xt0 = �0; x
T =  0; t0 � 0; t0 < T

(3.1.1)

gecikmeli ve ileri terimli fonksiyonel diferensiyel denklemi için monoton iterasyon

tekni¼gi, Bhaskar et al: (2007) taraf¬ndan incelenmi̧stir. Burada,

C1 = C ([�h1; 0] ;R) ; C2 = C ([0; h2] ;R) ; �0 2 C1;  0 2 C2;

f 2 C (I � R�C1 � C2;R) ; h1; h2 > 0

ve

xt = xt (s) = x (t+ s) ; � h1 � s � 0

xt = xt (�) = x (t+ �) ; 0 � � � h2

sembolleri s¬ras¬yla gecikmeli ve ileri terimleri ifade etmektedir.

(3:1:1) in bir tek çözümünün varl¬¼g¬n¬n ispat¬, (3:1:1) in alt ve üst çözümleriyle ku-

rulan ba¼glant¬kullan¬larak, monoton iterasyon tekni¼gi ile ispatlanacakt¬r.

Lemma 3.1.1. (i) p 2 C ([t0 + h1; T + h2] ;R) ; p; I = [t0; T ] de sürekli türevlenebilir

p0 (t) � �Mp (t)�N

0Z
�h1

pt (s) ds; t 2 I (3.1.2)

ve
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(ii) pt0 (s) � 0; �h1 � s � 0; p 2 C1 ([t0 � h1; t0] ;R) ;

p0 (s) � �

T + h1
(3.1.3)

olsun. Burada,

min
[t0�h1;t0]

p (s) = ��; � � 0; [M +Nh1] (T + h1) � 1

sa¼glans¬n. Bu durumda t0 � t � T de p (t) � 0 d¬r.

·Ispat: ·Ispat için olmayana ergi yöntemi kullan¬lacakt¬r. Bu durumda t1 < t2;

p (t2) > 0 ve

min
[t0�h1;t2]

p (s) = �� = p (t1) � 0

olacak şekilde t1; t2 2 I vard¬r. p (t) nin [t0 � h1; t2] deki minimal de¼geri, [t0 � h1; t0]

içindedir. Bu durumda �� = p (t1) ; t1 2 [t0 � h1; t0] ve p (t1) ; [t0 � h1; t0] da p (t)

nin minimal de¼geri olmak üzere ve p 2 C1 ([t0 � h1; t0] ;R) ; p; I = [t0; T ] de sürekli

türevlenebilir oldu¼gundan ve t1 2 [t0 � h1; t0], t2 2 I dan p; [t1; t2] aral¬¼g¬nda sürekli

ve türevlenebilirdir. O halde Ortalama De¼ger Teoremi�nden;

p0
�
t
�
=
p (t2)� p (t1)

t2 � t1

olacak şekilde bir t 2 [t1; t2] vard¬r. p (t2) > 0 ve �� = p (t1) oldu¼gundan

p0
�
t
�
=
p (t2)� p (t1)

t2 � t1
>

�

t2 � t1
>

�

T + h1

elde edilir. Ayn¬ zamanda iki durum vard¬r. Yani; t 2 [t1; t2], t1 2 [t0 � h1; t0] ;

t2 2 [t0; T ] oldu¼gundan t 2 [t0; t2], ve t 2 [t0 � h1; t0] d¬r.

E¼ger t 2 [t0; t2] ise (3:1:2) den;

p0
�
t
�
� �Mp

�
t
�
�N

0Z
�h1

pt (s) ds
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ve

min
[t0�h1;t0]

p
�
t
�
= ��

d¬r. Bu durumda,

p0
�
t
�
�M��N

0Z
�h1

pt (s) ds

ve pt0 (s) � 0 dan pt (s) � 0 d¬r.

p0
�
t
�
�M�+Nh1 �M�+Nh1� = � (M +Nh1)

dir. Bu eşitsizlik ve

p0
�
t
�
>

�

T + h1

den;

[M +Nh1] (T + h1) > 1

elde edilir. Bu ise

[M +Nh1] (T + h1) � 1

ile çeli̧sir.

E¼ger t 2 [t0 � h1; t0] ise (3:1:3) ile

p0
�
t
�
>

�

T + h1

eşitsizli¼gi çeli̧sir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.1.2. p 2 C ([t0 � h1; T + h2] ;R) ; p0 (s) ; I da mevcut, sürekli ve

p0 (t) � �Lp (t) +N1

0Z
�h1

pt (s) ds+N2

h2Z
0

pt (�) d�; t 2 I (3.1.4)

olsun. Ayr¬ca L;N1; N2 > 0 için N1h1 +N2h2 < L sa¼glans¬n. Bu durumda pt0 � 0,

pT � 0 olmas¬I da p (t) � 0 olmas¬n¬gerektirir.

·Ispat: Lemman¬n sonucu yanl¬̧s olsun. Bu durumda pt0 � 0, pT � 0 ancak p (t) > 0

28



d¬r. O halde I da p (t1) = "; p (t) � " olacak şekilde bir " > 0 ve bir t1 2 (t0; T )

vard¬r. I da p0 (t0) = 0 d¬r. p (t1) = " ve t1 2 (t0; T ) oldu¼gundan p (t0) = " al¬nabilir.

Bu durumda (3:1:4) den;

0 = p0 (t0) � �L"+N1

0Z
�h1

pt0 (s) ds+N2

h2Z
0

pt0 (�) d�; pt0 � 0

d¬r. " > 0 oldu¼gundan pt0 < " d¬r. Ayn¬şekilde pT � 0 ise pt0 < " d¬r. O halde

0 = p0 (t0) � �L"+N1"

0Z
�h1

ds+N2"

h2Z
0

d�

= �L"+N1" (0� (�h1)) +N2" (h2 � 0)

= " (�L+N1h1 +N2h2)

d¬r. N1h1 +N2h2 < L oldu¼gundan;

0 = p0 (t0) < 0

elde edilir. O halde bu bir çeli̧skidir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Şimdi uygunluk için (3:1:1) e ili̧skin aşa¼g¬daki kabul edilsin.

(i) �0; �0 2 C1 (I;R) ; I da �1 � �0 � �2;  1 �  0 �  2; �0 (t) � �0 (t) ve

�1; �2 2 C1;  1;  2 2 C2 olacak şekilde

�00 (t) � f
�
t; �0 (t) ; �0t ; �

t
0

�
; �0t0 = �1; �

T
0 =  1

�00 (t) � f
�
t; �0 (t) ; �0t ; �

t
0

�
; �0t0 = �2; �

T
0 =  2

(ii) f (t; x; �;  ) ;  ye göre her bir (t; x; �) için azalan

(iii) �0 (t) � y � x � �0 (t) ; �0t �  � � � �0t ; key� � 2 C2 ve M;N � 0 için

f (t; x; �; �)� f (t; y;  ; �) � �M (x� y)�N

0Z
�h1

(��  ) (s) ds (3.1.5)
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(iv) �0t � �0; �0 � �0t ; Lemma 3.1.1. in (ii) koşulu sa¼glan¬r

olsun.

3.2 Monoton ·Iterasyon Tekni¼gi

Teorem 3.2.1. (i)� (iv) sa¼glans¬n. Bu durumda [t0 � h1; T + h2] de

�n (t)! � (t) ; �n (t)! r (t) ; (n!1 için) düzgün yak¬nsak olacak şekilde f�n (t)g ;

f�n (t)g monoton dizileri vard¬r ve (�; r) çifti (3:1:1) in minimal ve maksimal çözüm-

leridir. Ek olarak

(v)

f (t; x; �1;  2)� f (t; y; �2;  1) � �L (x� y) +N1

0Z
�h1

(�1 � �2) (s) ds

+N2

h2Z
0

( 1 �  2) (�) d�

(3.2.1)

olsun. Burada L;N1; N2 > 0, �0 (t) � y � x � �0 (t) ; �0t � �2 � �1 � �0t ;

�T0 �  2 �  1 � �T0 ve N1h1 +N2h2 < L geçerli olursa, bu durumda I da

� (t) = r (t) = x (t)

(3:1:1) in bir tek çözümü olur.

·Ispat: Her bir n = 1; 2; ::: için

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�0n+1 = f
�
t; �n; �nt ; �

t
n

�
�M (�n+1 � �n)

�N
0Z

�h1

�
�(n+1)t � �nt

�
(s) ds

�0n+1 = f
�
t; �n; �nt ; �

t
n

�
�M

�
�n+1 � �n

�
�N

0Z
�h1

h
�(n+1)t � �nt

i
(s) ds

(3.2.2)
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linner problemi ele al¬ns¬n. �(n+1)t0 = �0; �(n+1)t0
= �0 ve �

T
n+1; �

T
n+1;

�T0 � �Tn � �Tn+1 �  0 � �Tn+1 � �Tn � �T0 (3.2.3)

olacak şekilde seçilsin. [0; h2] de �Tn ; �
T
n ;  0 a düzgün yak¬nsakt¬r.

·Ilk olarak [t0 � h1; T + h2] de her bir lineer problemin bir tek çözüme sahip oldu¼gu

gösterilecektir. Bunun için

�0n+1 = f
�
t; �n; �nt ; �

t
n

�
�M (�n+1 � �n)�N

0Z
�h1

�
�(n+1)t � �nt

�
(s) ds

lineer denkleminin iki farkl¬çözümü �1(n+1) ve �2(n+1) olsun. Bu durumda;

�01(n+1) = f
�
t; �n; �nt ; �

t
n

�
�M

�
�1(n+1) � �n

�
�N

0Z
�h1

�
�1(n+1)t � �nt

�
(s) ds

�02(n+1) = f
�
t; �n; �nt ; �

t
n

�
�M

�
�2(n+1) � �n

�
�N

0Z
�h1

h
�2(n+1)t � �nt

i
(s) ds

d¬r. Taraf tarafa farklar¬al¬n¬rsa ve p = �1(n+1) � �2(n+1) denirse (3:1:2) elde edilir.

Lemma 3.1.1. den p (t) � 0 d¬r. O halde �1(n+1) � �2(n+1) d¬r. Benzer şekilde

�1(n+1) � �2(n+1) oldu¼gu görülür. Bu durumda �1(n+1) = �2(n+1) dir. Yani (3:2:2) deki

lineer problemlerin herbiri bir tek çözüme sahiptir. Şimdi I da

�0 � �1 � �2 � ::: � �n � �n � ::: � �2 � �1 � �0 (3.2.4)

oldu¼gu gösterilecektir. ·Ilk iddia I da �0 � �1 olmas¬d¬r. Bunun için p = �0 � �1

al¬ns¬n. (i) den

�00 (t) � f
�
t; �0 (t) ; �0t ; �

t
0

�
; �0t0 = �1; �

T
0 =  1
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ve (3:2:2) de n = 0 için

�01 = f
�
t; �0; �0t ; �

t
0

�
�M (�1 � �0)�N

0Z
�h1

[�1t � �0t] (s) ds; �1t0 = �0 (3.2.5)

d¬r. Bu eşitsizliklerden;

p0 = �00 � �01 � f
�
t; �0 (t) ; �0t ; �

t
0

�
� f

�
t; �0 (t) ; �0t; �

t
0

�
+M (�1 � �0) +N

0Z
�h1

[�1t � �0t] (s) ds

olup (3:1:2) elde edilir. Lemma 3.1.1. den �0 � �1 bulunur. Benzer olarak I da

�1 � �0 oldu¼gu görülebilir. Şimdi I da �1 � �1 oldu¼gu ispatlanacakt¬r. Bunun için

p = �1� �1 al¬narak benzer i̧slemlerle (3:1:2) elde edilir. Lemma 3.1.1. den �1 � �1

d¬r.

O halde;

�0 � �1 � �1 � �0 (3.2.6)

d¬r. Baz¬k > 1 ler için, I da

�k�1 � �k � �k � �k�1 (3.2.7)

olsun. I da

�k � �k+1 � �k+1 � �k (3.2.8)

oldu¼gu gösterilecektir. Bunun için pt0 = 0 olacak şekilde p = �k � �k+1 seçilsin.

(3:2:2) den;

�0k = f
�
t; �k�1; �(k�1)t ; �

t
k�1
�
�M (�k � �k�1)�N

0Z
�h1

�
�kt � �(k�1)t

�
(s) ds; �kt0 = �0

�0k+1 = f
�
t; �k; �kt ; �

t
k

�
�M (�k+1 � �k)�N

0Z
�h1

�
�(k+1)t � �kt

�
(s) ds; �(k+1)t0

= �0
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d¬r. O halde;

p0 = �0k � �0k+1 = �
�
f
�
t; �k; �kt ; �

t
k

�
� f

�
t; �k�1; �(k�1)t ; �

t
k�1
��
�M (�k � �k�1)

�N
0Z

�h1

�
�kt � �(k�1)t

�
(s) ds+M (�k+1 � �k) +N

0Z
�h1

�
�(k+1)t � �kt

�
(s) ds

dir. (3:1:5) de x yerine �k, y yerine �k�1; � yerine �kt ve  yerine �(k�1)t al¬n¬rsa;

f
�
t; �k; �kt ; �

t
k

�
� f

�
t; �k�1; �(k�1)t ; �

t
k�1
�
� �M (�k � �k�1)

�N
0Z

�h1

�
�kt � �(k�1)t

�
(s) ds

elde edilir. Bu durumda

p0 = �0k � �0k+1 � �M (�k � �k+1)�N

0Z
�h1

�
�kt � �(k+1)t

�
(s) ds; pt0 = 0

d¬r. Sonuç olarak (3:1:2) elde edilir. Lemma 3.1.1. den I da p (t) � 0 d¬r. Böylece

�k � �k+1 eşitsizli¼gi elde edilir. Benzer şekilde I da �k+1 � �k oldu¼gu da kolayca

görülebilir.

Şimdi de pt0 = 0 olacak şekilde p = �k+1��k+1 ele al¬narak I da �k+1 � �k+1 oldu¼gu

ispatlanacakt¬r. Bunun için daha önce yap¬lan benzer i̧slemlerle

p0 = �0k+1 � �0k+1 = �
�
f
�
t; �k; �kt ; �

t
k

�
� f

�
t; �k; �kt ; �

t
k

��
�M (�k+1 � �k)�N

0Z
�h1

�
�(k+1)t � �kt

�
(s) ds

+M
�
�k+1 � �k

�
+N

0Z
�h1

h
�(k+1)t � �kt

i
(s) ds

(3.2.9)

elde edilir. (3:1:5) de x yerine �k; y yerine �k; � yerine �kt ve  yerine �kt al¬n¬rsa,

f
�
t; �k; �kt ; �

t
k

�
� f

�
t; �k; �kt ; �

t
k

�
� �M (�k � �k)�N

0Z
�h1

�
�kt � �kt

�
(s) ds
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d¬r. Bu eşitsizlik, (3:2:9) da yerine yaz¬l¬rsa (3:1:2) eşitsizli¼gi elde edilir. O halde

Lemma 3.1.1. den I da p (t) � 0 d¬r. Böylece I da �k+1 � �k+1 olup, (3:2:8)

elde edilir. Tümevar¬mdan, (3:2:4) bulunur. (3:2:4) ile (3:2:3) birlikte ele al¬n¬rsa

(3:2:4) ün [t0; T + h2] de de do¼gru oldu¼gu görülür. Bu durumda f�ng ; f�ng dizileri

s¬n¬rl¬d¬r. f monoton ve s¬n¬rl¬ oldu¼gundan f�ng ; f�ng dizileri yak¬nsakt¬r, hatta

düzgün yak¬nsakt¬r. O halde [t0; T ] de

lim
n!1

�n = �; lim
n!1

�n = r

dir. �n; (3:2:2) yi sa¼glad¬¼g¬ndan;

lim
n!1

�0n = f
�
t; lim
n!1

�n�1; lim
n!1

�(n�1)t ; limn!1
�tn�1

�
� lim

n!1
M (�n � �n�1)

�N
0Z

�h1

lim
n!1

�
�nt � �(n�1)t

�
(s) ds

ve lim
n!1

�nt0 = �0 dir. Bu durumda;

�0 = f
�
t; �; �t; r

t
�
; �t0 = �0

dir. Benzer şekilde

r0 = f
�
t; r; rt; �

t
�
; rt0 = �0

elde edilir. I da �n � �n oldu¼gundan lim
n!1

�n � lim
n!1

�n ve böylece � � r ve �T = rT

dir.

Art¬k (�; r) çiftinin (3:1:1) in s¬ras¬yla minimal ve maksimal çözümleri oldu¼gu gös-

terilebilir. Bunun için x (t) ; I da �0 � x � �0 olacak şekilde xt0 = �0; x
T =  0 ile

(3:1:1) in bir çözümü olsun. Bu durumda (�; r) nin tan¬m¬ndan � � x � r oldu¼gunu

göstermek yeterlidir. �T = xT = rT oldu¼gu zaten bilinmektedir. pt0 = 0 olacak

34



şekilde p = �1 � x al¬ns¬n. (3:2:5) den ve x (t) ; (3:1:1) in çözümü oldu¼gundan

p0 = �01 � x0 = �
�
f
�
t; x; xt; x

t
�
� f

�
t; �0; �0t ; �

t
0

��
�M (�1 � �0)�N

0Z
�h1

[�1t � �0t ] (s) ds

yaz¬labilir. (3:1:5) de y yerine �0; � yerine xt ve  yerine de �0t al¬n¬rsa

f
�
t; x; xt; x

t
�
� f

�
t; �0; �0t ; �

t
0

�
� �M (x� �0)�N

0Z
�h1

[xt � �0t ] (s) ds

elde edilir. O halde

p0 = �01 � x0 � �M (�1 � x)�N

0Z
�h1

[�1t � xt] (s) ds

d¬r. Bu durumda (3:1:2) eşitsizli¼gi ve pt0 = 0 elde edilir. O halde Lemma 3.1.1. den

I da p (t) � 0 d¬r. Böylece �1 � x elde edilmi̧s olur. Benzer şekilde x � �1 ve

�n+1 � x � �n+1 oldu¼gu görülebilir. Bu durumda

lim
n!1

�n+1 � lim
n!1

x � lim
n!1

�n+1

dan;

� � x � r

elde edilir. Bu da (�; r) çiftinin (3:1:1) in minimal ve maksimal çözümleri oldu¼gunu

gösterir.

Ek olarak (v) koşulu sa¼glans¬n ve � � r oldu¼gundan p = r� � al¬ns¬n. � ve r (3:1:1)

in çözümleri oldu¼gundan

p0 = r0 � �0 = f
�
t; r; rt; �

t
�
� f

�
t; �; �t; r

t
�

ve pt0 = 0; p
T = 0 d¬r. (3:2:1) da x yerine r, y yerine �; �1 yerine rt; �2 yerine �t;  1
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yerine rt;  2 yerine �
t denirse;

f
�
t; r; rt; �

t
�
� f

�
t; �; �t; r

t
�
� �L (r � �) +N1

0Z
�h1

[rt � �t] (s) ds

+N2

h2Z
0

�
rt � �t

�
(�) d�

elde edilir. Bu durumda (3:1:4) eşitsizli¼gi elde edilir. O halde Lemma 3.1.2. den I

da p (t) � 0 d¬r. Böylece r � � elde edilmi̧s oldu. Benzer şekilde � � r dir. Bu

durumda � = r dir. Sonuç olarak x = � = r ortak de¼geri, xt0 = �0; x
T =  0 ile

(3:1:1) in bir tek çözümüdür. ·Ispat tamamlan¬r.
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4. D·IFERENS·IYEL EŞ·ITS·IZL·IKLER VE SAB·IT NOKTA TEOREM·I

Bu bölümde, bundan sonraki bölümde kullan¬lacak olan teoremler için temel kavram-

lar ve sabit nokta teoremi verilecektir. Bu temel kavramlar Lakshmikantham and

Leela (1969) taraf¬ndan incelenmi̧stir.

4.1 Çözümlerin Varl¬¼g¬

u0 = g (t; u) ; u (t0) = u0 (4.1.1)

birinci dereceden diferensiyel denklem sistemi ele al¬ns¬n. Burada,

u0 =
du

dt
; u0 = (u10;u20 ; :::; un0)

ve g 2 C [E;Rn] ; E � Rn+1; E aç¬k kümedir.

Tan¬m 4.1.1. Bir F = ff (u)g fonksiyon ailesi E � Rn deki bir u kümesinde tan¬ml¬

olsun. Her " > 0 ve u1; u2 2 E için, ku1 � u2k < � oldu¼gunda kf (u1)� f (u2)k < "

olacak şekilde, f 2 F den ba¼g¬ms¬z bir � = � (") varsa F fonksiyon ailesine E � Rn

de eşsüreklidir denir.

Teorem 4.1.1. (Ascoli-Arzela). Eşsürekli ve eşs¬n¬rl¬olan F = ffg fonksiyon

dizisi E � Rn deki bir kompakt u kümesi üzerinde tan¬ml¬olsun. Bu durumda E de

düzgün yak¬nsak olan bir ffng ; n = 1; 2; ::: alt dizisi vard¬r.

Teorem 4.1.2. (Peono Varl¬k Teoremi). R0; bir

[(t; u) : t0 � t � t0 + a; ku� u0k � b]

kümesi olmak üzere g 2 C [R0;Rn] al¬ns¬n ve R0 da kg (t; u)k � M olsun. Bu

durumda

� = min

�
a;

b

M

�
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olmak üzere, (4:1:1) başlang¬ç de¼ger problemi t0 � t � t0 + � da en az bir u (t)

çözümüne sahiptir.

4.2 Skaler Diferensiyel Eşitsizlikler

u 2 C [(t0; t0 + a) ;R] olmak üzere,

D+u (t) = lim
h!0+

suph�1 [u (t+ h)� u (t)]

D+u (t) = lim
h!0+

inf h�1 [u (t+ h)� u (t)]

D�u (t) = lim
h!0�

suph�1 [u (t+ h)� u (t)]

D�u (t) = lim
h!0�

inf h�1 [u (t+ h)� u (t)]

Dini türevleri ele al¬ns¬n.

D+u (t) = D+u (t) oldu¼gunda sa¼gdan türev u0+ (t) ile gösterilir. Benzer olarak u
0
� (t)

gösterimi de soldan türevdir.

Tan¬m 4.2.1. E � R2; E aç¬k küme ve g 2 C [E;Rn] olsun. u (t0) = u0 başlang¬ç

koşuluyla verilen

u0 = g (t; u) (4.2.1)

skaler diferensiyel denklemi ele al¬ns¬n.

� 2 C [[t0; t0 + a) ;R] ; �0+ (t) ; t 2 (t0; t0 + a) için var ve (t; � (t)) 2 E olsun. E¼ger

� (t) ;

�0+ (t) < g (t; � (t)) ; t 2 [t0; t0 + a)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa � (t) ye alt-fonksiyon denir. Öte yandan e¼ger,

�0+ (t) > g (t; � (t)) ; t 2 [t0; t0 + a)

ise � (t) ye üst-fonksiyon denir.

Teorem 4.2.1. E � R2; E aç¬k küme ve g 2 C [E;Rn] olsun.

�; ! 2 C [[t0; t0 + a) ;R] ; (t; � (t)) ; (t; ! (t)) 2 E; t 2 [t0; t0 + a)
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olsun.

� (t0) < ! (t0) (4.2.2)

ve t 2 (t0; t0 + a) için

D�� (t) � g (t; � (t)) (4.2.3)

D�! (t) > g (t; ! (t)) (4.2.4)

eşitsizlikleri sa¼glans¬n. Bu durumda;

� (t) < ! (t) ; t 2 [t0; t0 + a) (4.2.5)

d¬r.

·Ispat: (4:2:5) iddias¬yanl¬̧s ise,

Z = [t 2 [t0; t0 + a) : ! (t) � � (t)]

kümesi boş de¼gildir. t1 = inf Z ile tan¬mlans¬n. (4:2:2) den t0 < t1 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Ayr¬ca iddiadan öyle bir t1 vard¬r ki,

� (t1) = ! (t1) (4.2.6)

ve

� (t) < ! (t) ; t 2 [t0; t1) (4.2.7)

d¬r. (4:2:6) ve (4:2:7) nin kullan¬lmas¬yla küçük h < 0 için;

� (t1 + h) < ! (t1 + h)

elde edilir. � (t1) = ! (t1) oldu¼gundan;

� (t1 + h)� � (t1) < ! (t1 + h)� ! (t1)
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d¬r. h < 0 oldu¼gundan;

� (t1 + h)� � (t1)

h
>
! (t1 + h)� ! (t1)

h

elde edilir. Bu durumda

lim
h!0�

inf

�
� (t1 + h)� � (t1)

h

�
> lim

h!0�
inf

�
! (t1 + h)� ! (t1)

h

�

oldu¼gundan;

D�� (t1) � D�! (t1) (4.2.8)

elde edilir. (4:2:3) ; (4:2:4) ve (4:2:8) eşitsizliklerinden;

g (t1; � (t1)) > g (t1; ! (t1))

dir. Bu (4:2:6) dan dolay¬çeli̧skidir. Bu durumda Z boştur. O halde (4:2:5) elde

edilir. ·Ispat tamamlanm¬̧st¬r.

Uyar¬4.2.1. Teorem 4.2.1. den t 2 (t0; t0 + a) için (4:2:3) ve (4:2:4) eşitsizlik-

lerinden s¬ras¬yla

D�� (t) < g (t; � (t))

D�! (t) � g (t; ! (t))

oldu¼gu söylenebilir.

Lemma 4.2.1. �; ! 2 C [[t0; t0 + a) ;R] ve S; [t0; t0 + a) nin en fazla say¬labilir bir

alt kümesi olmak üzere, t 2 [t0; t0 + a)� S için

D� (t) � ! (t)

Dini türevi ele al¬ns¬n. Bu durumda;

D�� (t) � ! (t)
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dir.

4.3 Maksimal ve Minimal Çözümler

Tan¬m 4.3.1. [t0; t0 + a) da (4:2:1) skaler diferensiyel denkleminin bir r (t) çözümü

al¬ns¬n. Bu durumda [t0; t0 + a) da varolan (4:2:1) in her u (t) çözümü için

u (t) � r (t) ; t 2 [t0; t0 + a) (4.3.1)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa, r (t) ye (4:2:1) in bir maksimal çözümüdür denir. � (t) mini-

mal çözümü benzer şekilde tan¬mlanabilir.

Teorem 4.3.1. g 2 C [R0;R] ; R0 : t0 � t � t0 + a; ju� u0j � b ve R0 da

jg (t; u)j � M olsun. Bu durumda [t0; t0 + �] da, (4:2:1) denkleminin bir maksimal

ve minimal çözümü vard¬r. Burada

� = min

�
a;

b

2M + b

�

dir.

·Ispat: ·Ilk olarak maksimal çözümün varl¬¼g¬gösterilecektir, minimal çözümün varl¬¼g¬

benzerdir. 0 < " � b
2
al¬ns¬n.

u0 = g (t; u) + "; u (t0) = u0 + " (4.3.2)

başlang¬ç de¼ger problemi al¬ns¬n.

g" (t; u) = g (t; u) + "

olarak tan¬mlan¬rsa,

R" : t0 � t � t0 + a; ju� u0j � " � b

2
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ve süreklilikten;

jg" (t; u)j �M +
b

2

dir. Teorem 4.1.2. den, (4:3:2) başlang¬ç de¼ger problemi [t0; t0 + �] aral¬¼g¬nda bir

u (t; ") çözümüne sahiptir.

0 < "2 < "1 < " için,

u (t0; "2) < u (t0; "1)

u0 (t; "2) = g (t; u (t; "2)) + "2

u0 (t; "1) > g (t; u (t; "1)) + "2; t 2 [t0; t0 + �]

dir. Teorem 4.2.1. den;

u (t; "2) < u (t; "1) ; t 2 [t0; t0 + �]

elde edilir. Bu durumda u (t; ") fonksiyon ailesi [t0; t0 + �] da eşsürekli ve düzgün

s¬n¬rl¬d¬r. Teorem 4.1.1. den n!1 için "n ! 0 olacak şekilde bir f"ng azalan dizisi

ve [t0; t0 + �] da

r (t) = lim
n!1

u (t; "n)

düzgün limiti vard¬r.

u0 (t; "n) = g (t; u (t; "n)) + "n; u (t0; "n) = u0 + "n

den;

lim
n!1

u (t0; "n) = lim
n!1

(u0 + "n)

d¬r. O halde;

r (t0) = u0

bulunur. n!1 için g (t; u (t; "n)) nin g (t; r (t)) ye yak¬nsamas¬g nin düzgün sürekli
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olmas¬n¬gerektirir. Dolay¬s¬yla;

u (t; "n) = u0 + "n +

tZ
t0

g (s; u (s; "n)) ds

dir. Burada n!1 için limit al¬n¬rsa;

r (t) = u0 +

tZ
t0

g (s; r (s)) ds

elde edilir. r (t0) = u0 oldu¼gu bilindi¼ginden r (t) ; (4:2:1) probleminin bir çözümüdür.

Tan¬m 4.3.1. den r (t) nin (4:2:1) in maksimal çözümü olmas¬ için [t0; t0 + �] da

(4:3:1) eşitsizli¼gini sa¼glamas¬gerekir.

[t0; t0 + �] da (4:2:1) in herhangi bir u (t) çözümü varolsun. Bu durumda, " � b
2
için

u (t0) = u0 < u0 + " = u (t0; ")

u0 (t) = g (t; u (t)) < g (t; u (t)) + "

u0 (t; ") = g (t; u (t; ")) + "

dir. Uyar¬4.2.1. den;

u (t) < u (t; ") ; t 2 [t0; t0 + �]

elde edilir. "! 0 için u (t; ") nun r (t) ye düzgün olmas¬maksimal çözümün tekli¼gini

gösterir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.3.2. g 2 C [E;R] olsun. Burada E � R2; E aç¬k küme ve (t0; u0) 2 E dir.

Bu durumda (4:2:1) denkleminin, E s¬n¬r¬na geni̧sletilebilen, maksimal ve minimal

çözümleri vard¬r.

Lemma 4.3.1. Teorem 4.3.2. nin hipotezleri sa¼glans¬n. (4:2:1) denkleminin r (t)

maksimal çözümü en geni̧s [t0; t0 + a) aral¬¼g¬nda varolsun. Ayr¬ca [t0; t1] kompakt

bir alt aral¬k olsun. Bu durumda 0 < " < "0 olacak şekilde "0 > 0 için [t0; t1] de
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(4:3:2) denkleminin r (t; ") maksimal çözümü vard¬r. [t0; t1] de

lim
"!0

r (t; ") = r (t)

düzgün limiti vard¬r.

4.4 Kaŗs¬laşt¬rma Teoremleri

Teorem 4.4.1. E � R2; E aç¬k küme ve g 2 C [E;R] al¬ns¬n. [t0; t0 + a) ;

(4:2:1) denkleminin r (t) maksimal çözümünün varoldu¼gu en büyük aral¬k olsun.

m 2 C [[t0; t0 + a) ;R] ; t 2 [t0; t0 + a) için (t;m (t)) 2 E; m (t0) � u0 ve bir Dini

türevi için

Dm (t) � g (t;m (t)) ; t 2 [t0; t0 + a)� S (4.4.1)

al¬ns¬n. Bu durumda;

m (t) � r (t) ; t 2 [t0; t0 + a) (4.4.2)

d¬r.

·Ispat: Lemma 4.2.1. ve (4:4:1) den

D�m (t) � g (t;m (t)) ; t 2 (t0; t0 + a) (4.4.3)

d¬r. t0 < � < t0 + a al¬ns¬n. Lemma 4.3.1. den (4:3:2) nin yeterince küçük her " > 0

için [t0; � ] da r (t; ") maksimal çözümleri vard¬r ve

r (t) = lim
"!0

r (t; ") (4.4.4)

limiti düzgündür. (4:3:2) ve (4:4:3) kullan¬larak Teorem 4.2.1. e uygulans¬n. Bu

durumda;

m (t) < r (t; ") ; t 2 [t0; � ] (4.4.5)

elde edilir. Son eşitsizlik ve (4:4:4) ten;

m (t) � r (t)
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elde edilir. ·Ispat tamamlan¬r.

Uyar¬4.4.1. E¼ger (4:4:1) in yerine

Dm (t) � g (t;m (t)) ; t 2 [t0; t0 + a)� S

al¬n¬rsa ve m (t0) � u0 ise, bu durumda (4:4:2) sonucu

m (t) � � (t)

ile de¼gi̧stirilmelidir. Burada � (t) ; (4:2:1) in minimal çözümüdür.

Teorem 4.4.2. E; [t0; t0 + a) � R2 çarp¬m uzay¬ve g 2 C [E;R] al¬ns¬n. g; � ye

göre her bir t ve u için azalmayan olsun. [t0; t0 + a) da

u0 = g (t; u; u) ; u (t0) = u0 � 0 (4.4.6)

diferensiyel denkleminin r (t) maksimal çözümü var ve

r (t) � 0; t 2 [t0; t0 + a) (4.4.7)

olsun. Bu durumda [t0; t0 + a) da;

u0 = g1 (t; u) ; u (t0) = u0 � 0 (4.4.8)

probleminin r1 (t) maksimal çözümü vard¬r ve

r (t) = r1 (t) ; t 2 [t0; t0 + a) (4.4.9)

d¬r. Burada

g1 (t; u) = g (t; u; r (t))

al¬nm¬̧st¬r.

·Ispat: Teorem 4.3.1. ve Teorem 4.3.2. den (4:4:8) in r1 (t) maksimal çözümü, E
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nin s¬n¬r¬na geni̧sletilebilen bir [t0; t0 + �] ; � < a aral¬¼g¬nda vard¬r. Bu da r1 (t) nin

[t0; t0 + a) da tan¬ml¬olmas¬n¬veya k !1 için tk ! t�1 olmak üzere bir ftkg dizisi

için

jr1 (tk)j ! 1 (4.4.10)

olacak şekilde t1 < t0 + a n¬n varolmas¬n¬gerektirir.

r0 (t) = g (t; r (t) ; r (t)) = g1 (t; r (t))

ele al¬ns¬n. Bu durumda Teorem 4.4.1. den, r1 (t) var ve

r (t) � r1 (t) (4.4.11)

dir. (4:4:7) ; (4:4:10) ve (4:4:11) den r1 (t) � 0 d¬r. O halde tk ! t�1 için

r1 (tk)! +1 (4.4.12)

elde edilir. Şimdi (4:4:12) ün do¼gru olmad¬¼g¬gösterilecektir. Bunun için

u0 = g (t; u; u) + "; u (t0) = u0 + "; u0 � 0 (4.4.13)

denkleminin r (t; ") maksimal çözümü ele al¬ns¬n. r (t; ") ; Lemma 4.3.1. den, � > 0;

[t0; t1 + �] de vard¬r ve yeterince küçük " > 0 için t1+� < t0+a d¬r. r (t; ") ; (4:4:13)

ün bir çözümü oldu¼gundan

r0 (t; ") = g (t; r (t; ") ; r (t; ")) + "; r (t0; ") = u0 + "

d¬r. O halde

r0 (t; ") > g (t; r (t; ") ; r (t; ")) (4.4.14)

ve r (t0; ") = u0 + " oldu¼gundan;

r (t0) < r (t0; ")
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d¬r. Bu yüzden Teorem 4.2.1. den;

r (t) < r (t; ") ; t 2 [t0; t1 + �] (4.4.15)

eşitsizli¼gi gerçeklenir. g; � ye göre azalmayan oldu¼gundan (4:4:14) ve (4:4:15) den;

r0 (t; ") > g1 (t; r (t; ")) ; t 2 [t0; t1 + �]

dir. Fakat

r01 (t) = g (t; r1 (t) ; r (t)) = g1 (t; r1 (t)) ; t 2 [t0; t1]

ve r1 (t0) < r (t0; ") d¬r. Teorem 4.2.1. den;

r1 (t) < r (t; ") ; t 2 [t0; t1] (4.4.16)

dir. � > 0 olmak üzere r (t; ") ; [t0; t1 + �] da varoldu¼gundan (4:4:12) ; (4:4:16) dan

dolay¬bir çeli̧skidir. Bu da [t0; t0 + a) da r1 (t) nin varl¬¼g¬n¬ispatlar.

Şimdi (4:4:9) ispatlans¬n. t 2 [t0; t0 + a) için (4:4:11) in do¼gru oldu¼gu bilinmektedir.

g; v ye göre monoton oldu¼gundan ve (4:4:11) den;

r01 (t) � g (t; r1 (t) ; r1 (t))

elde edilir. Teorem 4.4.1. den;

r1 (t) � r (t) ; t 2 [t0; t0 + a)

d¬r. Bu eşitsizlik (4:4:11) ile birlikte ispat¬tamamlar.

Teorem 4.4.3. Teorem 4.4.2. deki varsay¬mlar ve t 2 [t0; t0 + a)� S için

Dm (t) � g (t;m (t) ; �) (4.4.17)
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eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Bu durumda t 2 [t0; t0 + a) ; � � r (t) ler için,

m (t) � r (t) ; t 2 [t0; t0 + a) (4.4.18)

dir.

·Ispat: � � r (t) ; t 2 [t0; t0 + a) al¬ns¬n. Bu durumda g; v ye göre monoton oldu¼gun-

dan (4:4:17) ;

Dm (t) � g1 (t;m (t)) ; t 2 [t0; t0 + a)� S

eşitsizli¼gine indirgenir. Burada

g1 (t;m (t)) = g (t;m (t) ; r (t))

dir. E¼ger r1 (t) ; (4:4:8) un maksimal çözümü ise, Teorem 4.4.2. den [t0; t0 + a) da

r1 (t) vard¬r ve (4:4:9) do¼grudur. Basit bir uygulamayla Teorem 4.4.1. , (4:4:18)

eşitsizli¼gini gerçekler.

4.5 Fonksiyonel Diferensiyel Eşitsizliklerde Varl¬k

� > 0; [�� ; 0] sürekli fonkiyonlar¬n uzay¬olmak üzere Cn = C [[�� ; 0] ;Rn] ; verilsin.

� 2 Cn için,

k�k0 = max
���s�0

k� (s)k

normu tan¬mlans¬n. x 2 C [[�� ;1) ;Rn] ; 8t � 0 için, xt;

xt (s) = x (t+ s) ; � � � s � 0

ile tan¬mlans¬n. Bir � > 0 verilsin ve

C� = [� 2 Cn : k�k0 < �]

al¬ns¬n. Bu gösterimlerle

x0 (t) = f (t; xt) (4.5.1)
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fonksiyonel diferensiyel sistemi ele al¬ns¬n.

Tan¬m 4.5.1. (i) t0 � t � t0+A için xt (t0; �0) 2 C� ve [t0 � � ; t0 + A] da x (t0; �0)

tan¬ml¬ve sürekli

(ii) xt0 (t0; �0) = �0

(iii) t 2 [t0; t0 + A) için x (t0; �0) ¬n t ye göre türevi olan x
0 (t0; �0) (t) var ve

t 2 [t0; t0 + A) için (4:5:1) sistemini sa¼glayacak şekilde bir A > 0 say¬s¬ var ise,

t = t0 � 0 da al¬nan �0 2 C� başlang¬ç fonksiyonu ile bir x (t0; �0) fonksiyonu (4:5:1)

in bir çözümüdür.

Teorem 4.5.1. J = [0;1) olmak üzere f 2 C [J � C�;Rn] olsun. Bu durumda

t = t0 � 0 da bir �0 2 C� başlang¬ç fonksiyonu için (4:5:1) in bir x (t0; �0) çözümü

[t0 � � ; t0 + �] da varolacak şekilde bir � > 0 say¬s¬vard¬r.

·Ispat. a > 0 al¬ns¬n ve y 2 C [[t0 � � ; t0 + a] ;Rn] için,

y (t) =

8<: �0 (t� t0) ; t0 � � � t � t0

�0 (0) ; t0 � t � t0 + a

tan¬mlans¬n. Bu durumda f (t; yt) ; [t0; t0 + a] aral¬¼g¬nda t ye göre süreklidir ve

kf (t; yt)k �M1

dir. t 2 [t0; t0 + a] ;  2 C� ve k � ytk0 � b olmak üzere

kf (t;  )� f (t; yt)k < 1

olacak şekilde sabit bir b 2 (0; �� k�0 (0)k) ¬n varoldu¼gu olmayana ergi yöntemi ile

gösterilecektir. Bu durumda her bir k = 1; 2; ::: için

k k � ytkk0 <
1

k
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olacak şekilde tk 2 [t0; t0 + a] ve  k 2 C� var ve

kf (tk;  k)� f (tk; ytk)k � 1

dir. Şimdi

lim
p!1

tkp = t1

varolacak şekilde bir
�
tkp
	
alt dizisi seçilsin. f; (t1; y1) de sürekli oldu¼gundan;

8" > 0; 9� > 0 � k 1 � yt1k < � ise kf (t1;  1)� f (t1 � yt1)k < "

d¬r. Ancak kabülde k = 1 için;

k 1 � yt1k0 < 1 ise kf (t1;  1)� f (t1 � yt1)k � 1

idi. Bu ise çeli̧skidir. O halde t 2 [t0; t0 + a] ;  2 C� ve k � ytk0 � b olmak üzere

kf (t;  )k �M =M1 + 1

elde edilir.

� = min

�
a;

b

M

�
seçilsin. B; [t0 � � ; t0 + �] dan Rn e sürekli fonksiyonlar¬n uzay¬olsun. x 2 B için

norm,

kxk0 = max
t0���u�t0+�

kx (u)k

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu norma göre B bir Banach uzay¬d¬r. S � B; olmak üzere

S =

8<:x 2 B; (i) x (u) = �0 (u� t0) ; t0 � � � u � t0

(ii) kx (t1)� x (t2)k �M jt1 � t2j ; t1; t2 2 [t0; t0 + �]

tan¬mlans¬n. Bu durumda S düzgün s¬n¬rl¬ve eşsüreklidir. O halde S kompaktt¬r.

Şimdi de S in konveks oldu¼gu gösterilecektir. Bunun için x; y 2 S olsun. S in
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tan¬m¬ndan;

kx (t1)� x (t2)k � M1 jt1 � t2j

ky (t1)� y (t2)k � M2 jt1 � t2j

dir. O halde;

k�x (t1)� �x (t2) + (1� �) y (t1)� (1� �) y (t2)k � K jt1 � t2j

oldu¼gundan (�x+ (1� �) y) 2 S dir. Sonuç olarak S konvekstir. Bir x 2 S için

(i) T (xt0) = �0;

(ii)

T (x (t)) = �0 (0) +

tZ
t0

f (s; xs) ds; t0 � t � t0 + �

tan¬mlans¬n. 8x 2 S ve t 2 [t0; t0 + a] için;

kx (t)� �0 (0)k �M jt� t0j �M� � b

dir. Böylece xt 2 C� ve kxt � ytk0 � b dir. Bu nedenle t0 � s � t0 + � için f (s; xs)

s in sürekli bir fonksiyonu ve

kf (s; xs)k �M

dir. Ayr¬ca T , S de iyi tan¬ml¬ve S den S e süreklidir.

Schaunder Sabit Nokta Teoremi�nden;

(i) T (xt0) = xt0

(ii) T (x (t)) = x (t) ; t0 � t � t0 + �

y¬sa¼glayan en az bir x 2 S vard¬r. Bu da

(i) xt0 = �0;

(ii)

x (t) = �0 (0) +

tZ
t0

f (s; xs) ds; t0 � t � t0 + �

oldu¼gunu gösterir. Böylece ispat tamamlan¬r.
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Lemma 4.5.1. g 2 C [J � R+;R+] ve m 2 C [[t0 � � ;1) ;R+] olmak üzere,

D�m (t) � g (t; jmtj0) ; t > t0

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. t � t0 için

u0 = g (t; u) ; u (t0) = u0 � 0 (4.5.2)

skaler diferensiyel denkleminin r (t) = r (t; t0; u0) maksimal çözümü varolsun. Bu

durumda jmt0j0 � u0 oldu¼gunda;

m (t) � r (t) ; t � t0

d¬r.

·Ispat: Eşitsizli¼gin ispat¬için

m (t) < u (t; t0; u0; ") ; t � t0

gerçeklendi¼ginin ispatlanmas¬yeterlidir. Burada u (t; t0; u0; ") ; yeterince küçük " > 0

için

u0 = g (t; u) + "; u (t0) = u0 + "

başlang¬ç de¼ger probleminin herhangi bir çözümüdür. Bu durumda;

lim
"!0

u (t; t0; u0; ") = r (t; t0; u0)

d¬r. ·Ispat Teorem 4.2.1. in ispat¬na çok benzerdir.

Z = [t 2 [t0;1) : m (t) � u (t; t0; u0; ")]

boş olmayan bir küme ve t1 = inf Z ile tan¬mlans¬n.

jmt0 j0 � u0 < u0 + "
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dan t1 > t0 d¬r. Ayr¬ca;

m (t1) = u (t1; t0; u0; ")

m (t) < u (t; t0; u0; ") ; t0 � t � t1

dir. Bu durumda h < 0 için

m (t1 + h) < u (t1 + h; t0; u0; ") ; t0 � t � t1

elde edilir. O halde m (t1) = u (t1; t0; u0; ") oldu¼gundan ve h < 0 dan;

m (t1 + h)�m (t1)

h
>
u (t1 + h; t0; u0; ")� u (t1; t0; u0; ")

h

d¬r. Yukar¬daki eşitli¼gin her iki yan¬n¬n in�mumu al¬n¬p h! 0� için limite geçilirse;

D�m (t1) � u0 (t1; t0; u0; ") = g (t1; u (t1; t0; u0; ")) + " (4.5.3)

elde edilir.

u0 = g (t; u) � 0

oldu¼gundan;

u0 (t; t0; u0; ") = g (t; u (t; t0; u0; ")) � 0

dan u (t; t0; u0; ") ; t ye göre azalmayand¬r. Bunlar gözönüne al¬nd¬¼g¬nda,

jmt1j0 = u (t1; t0; u0; ") = m (t1) (4.5.4)

elde edilir. Bu durumda

D�m (t1) � g (t1; jmt1j0) = g (t1; u (t1; t0; u0; "))

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu da (4:5:3) ile çeli̧sir. O halde Z kümesi boştur. ·Ispat

tamamlanm¬̧st¬r.
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Teorem 4.5.2. f 2 C [J � Cn;Rn] ve (t; �) 2 J � Cn için

kf (t; �)k � g (t; k�k0) (4.5.5)

al¬ns¬n. Burada g 2 C [J � R+;R+] ve her bir t 2 J için u ya göre azalmayand¬r. Her

t � t0 için (4:5:2) nin u (t) = u (t; t0; u0) çözümleri varolsun. Bu durumda, (4:5:1) in

herhangi bir x (t0; �0) çözümünün varoldu¼gu en büyük aral¬k [t0;1) d¬r.

·Ispat: [t0; �) da varolan (4:5:1) in bir x (t0; �0) çözümü ele al¬ns¬n.

Burada t0 < � <1 dur. t 2 [t0; �) için

mt = kxt (t0; �0)k

olacak şekilde

m (t) = kx (t0; �0) (t)k

ile tan¬mlans¬n. (4:5:5) varsay¬m¬n¬n kullan¬lmas¬yla, t > t0 için

D�m (t) � g (t; jmtj0)

eşitsizli¼gi kolayca elde edilebilir.

jmt0j0 = k�0k0 � u0

seçilirse Lemma 4.5.1. den

m (t) � r (t)

bulunur. O halde

kx (t0; �0) (t)k � r (t; t0; u0) ; t0 � t � � (4.5.6)

d¬r. g (t; u) � 0; r (t; t0; u0) in azalmayan olmas¬ndan ve (4:5:6) dan

kxt (t0; �0)k0 � r (t; t0; u0) ; t0 � t � � (4.5.7)

elde edilir.
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t0 < t1 < t2 < � olacak şekildeki herhangi t1; t2 için;

kx (t0; �0) (t1)� x (t0; �0) (t2)k �
t2Z
t1

g (s; kxs (t0; �0)k0) ds

dir. (4:5:7) den ve g (t; u) nun u ya göre monoton olmas¬ndan;

g (t; kxt (t0; �0)k0) � g (t; r (t; t0; u0))

elde edilir. r (t) ; (4:5:2) nin maksimal çözümü oldu¼gundan;

kx (t0; �0) (t1)� x (t0; �0) (t2)k �
t2Z
t1

g (s; r (s; t0; u0)) ds

= r (t2; t0; u0)� r (t1; t0; u0)

dir. t1; t2 ! �� iken lim
t!��

x (t0; �0) (t) limitinin varl¬¼g¬elde edilir.

x (t0; �0) (�) = lim
t!��

x (t0; �0) (t)

tan¬mlans¬n ve t = � da  0 = x� (t0; �0) yeni başlang¬ç fonksiyonu ele al¬ns¬n.

Teoerm 4.5.1. in bir uygulamas¬olarak t0 yerine � al¬n¬rsa; [� � � ; � + �] � [�; � + �]

d¬r. O halde � > 0 olmak üzere [�; � + �] da (4:5:1) in bir x (�;  0) çözümü vard¬r.

Böylece ispat tamamlan¬r.

4.6 Sabit Nokta Teoremi

Bu k¬s¬mda Bernfeld and Lakshmikantham (1977) ¬n bir çal¬̧smas¬incelenmi̧stir.

Tan¬m 4.6.1. E; Banach uzay¬ve [a; b] � R olmak üzere E0 = C [[a; b] ; E] al¬ns¬n.

T operatörü T : E0 ! E olarak tan¬mlans¬n. Sabit bir c 2 [a; b] için

T� = � (c)

ise � 2 E0; T nin bir sabit noktas¬d¬r denir.
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Ayr¬ca 8�;  2 E0 ve 0 � � < 1 için

kT�� T kE � � k��  kE0

ve

k�kE0 = max
a�s�b

k� (s)kE

ise T operatörü bir daralmad¬r. Burada k:kE ; E de normu belirtmektedir.

Teorem 4.6.1. T : E0 ! E ve T bir daralma olsun. Aşa¼g¬dakiler sa¼glans¬n.

(i) �0 2 E0 olsun. f�ng dizisinin ard¬̧s¬k uygulamas¬yla elde edilen her dizisi bir

c 2 [a; b] için

T�n = �n+1 (c)

ve 

�n+1 � �n



E0
=


�n+1 (c)� �n (c)




E

(4.6.1)

eşitli¼gini sa¼glayacak şekilde T nin bir �� sabit noktas¬na yak¬nsar.

(ii) �0;  0 2 E0 olsun. �0 ve  0 ne ili̧skin f�ng ve f ng dizileri (i) deki gibi verilsin.

Bu durumda;

k�n �  nkE0 �
1

1� �

�
k�1 � �0kE0 � k 1 �  0kE0 + k�0 �  0kE0

�
d¬r. Ayr¬ca, �0 =  0 ve f�ng 6= f ng ise

k�n �  nkE0 �
2

1� �

�
k�1 � �0kE0

�
elde edilir.

(iii) 
0 =
�
� 2 E0 : k�kE0 = k� (c)kE

�
olsun. f�ng ve f ng ; (ii) deki gibi al¬ns¬n.

Her n için (�n �  n) 2 
0 ise;

lim
n!1

�n = lim
n!1

 n
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dir. Son olarak,


�� =
�
� 2 E0 : k�� ��kE0 = k� (c)� �� (c)kE

	
da ��; T nin bir tek sabit noktas¬d¬r.

·Ispat: (i) nin ispat¬: �0 2 E0 olsun. Hipotezlerden T�0 2 E dir. x1 = �1 (c) ve

k�1 (c)� �0 (c)kE = k�1 � �0kE0

olacak şekilde �1 2 E al¬ns¬n. E0 = C [[a; b] ; E] ; T�0 = x1; x1 2 E;

T�n = xn+1 = �n+1 (c)

ve 

�n+1 (c)� �n (c)



E
=


�n+1 � �n




E0
; n = 1; 2; :::

olarak tan¬mlans¬n. T bir daralma oldu¼gundan;



�n � �n+1



E0
=


�n (c)� �n+1 (c)




E
=


T�n�1 � T�n




E
� �



�n�1 � �n



E0

d¬r.

T�n = �n+1

oldu¼gundan;

�1 = T�0; �2 = T�1 = T 2�0; �3 = T�2 = T 3�0; :::; �n = T n�0

d¬r. O halde, 

�n � �n+1



E0
� �n k�0 � �1kE0

eşitsizli¼gi gerçeklenir.
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m � n ise, üçgen eşitsizli¼ginden;

k�m � �nkE0 �


�m � �m�1




E0
+


�m�1 � �m�2




E0
+ :::+



�n+1 � �n



E0

� �m�1 k�0 � �1kE0 + �m�2 k�0 � �1kE0 + :::+ �n k�0 � �1kE0
= �n

�
1 + :::+ �m�2�n + �m�1�n

�
k�0 � �1kE0

� �n

1� �

�
k�0 � �1kE0

�
elde edilir. Bu yüzden m;n ! 1 iken, k�m � �nkE0 ! 0 d¬r. O halde f�ng bir

Cauchy dizisidir. E0 tam oldu¼gundan,

lim
n!1

k�n � ��k = 0

olacak şekilde bir �� varolup f�ng dizisi �� a yak¬nsar. O halde;

lim
n!1

�n = ��

olacak şekilde �� 2 E0 vard¬r. T daralmas¬sürekli bir dönüşüm oldu¼gundan,

T�� = T
�
lim
n!1

�n

�
= lim

n!1
(T�n) = lim

n!1
�n+1 (c) = �� (c)

dir. Bu durumda ��; T nin bir sabit noktas¬d¬r. Böylece (i) ispatlan¬r.

(ii) nin ispat¬: 

�n � �n�1



E0
� �n�1 k�1 � �0kE0

eşitsizli¼ginden;

k�n �  nkE0 �


�n � �n�1




E0
+


�n�1 �  n�1




E0
+


 n�1 �  n




E0

� �n�1
�
k�1 � �0kE0 + k 1 �  0kE0

�
+


�n�1 �  n�1




E0

bulunur. Tümevar¬mdan;



�n�1 �  n�1



E0
� �n�2

�
k�1 � �0kE0 + k 1 �  0kE0

�
+


�n�2 �  n�2




E0
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dir. O halde;

k�n �  nkE0 � �n�1
�
k�1 � �0kE0 + k 1 �  0kE0

�
+�n�2

�
k�1 � �0kE0 + k 1 �  0kE0

�
+


�n�2 �  n�2




E0

�
�
�n�1 + :::+ �0

� �
k�1 � �0kE0 + k 1 �  0kE0

�
+ k�0 �  0kE0

� 1

1� �

�
k�1 � �0kE0 + k 1 �  0kE0

�
+ k�0 �  0kE0

elde edilir.

T�n = �n+1 (c)

oldu¼gundan T 0 =  1 (c) ve T�0 = T�1 (c) d¬r. Özel olarak  0 � �0 ise,

 0 (c) = �0 (c) ; T 0 = T�0

eşitliklerinden;

 1 (c) = �1 (c)

bulunur. Bu durumda (4:6:1) den;

k�n �  nkE0 � 1

1� �
[k�1 (c)� �0 (c)kE + k 1 (c)�  0 (c)kE]

=
2

1� �
k�1 � �0kE0

elde edilir. Böylece (ii) nin ispat¬tamamlanm¬̧st¬r.

(iii) nin ispat¬: n = 0; 1; 2::: için �n� n 2 
0 ve f�ng ve f ng dizileri (ii) deki gibi

al¬ns¬n. T daralma oldu¼gundan;

k n � �nkE0 = k n (c)� �n (c)kE

=


T n�1 � T�n�1




E

� �


 n�1 � �n�1




E0
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d¬r. Bu durumda tümevar¬mdan;

k n � �nkE0 � �


 n�1 � �n�1




E0

� �2


 n�2 � �n�2




E0

� :::

� �n k 0 � �0kE0

elde edilir. (i) den f�ng ve f ng dizileri yak¬nsak oldu¼gundan;

lim
n!1

�n = lim
n!1

 n

dir. Sonuç olarak, 
�� da  
� 6= ��; T nin bir sabit noktas¬ise;

k�� �  �kE0 = k�� (c)�  � (c)kE

= kT�� � T �kE

� � k�� �  �kE0

elde edilir. Bu da bir çeli̧skidir. ·Ispat tamamlan¬r.

Örnek 4.6.1. 8<: x0 (t) = f (t; xt)

xt0 = �0; �0 2 E0 = C [[�� ; 0] ; E]
(4.6.2)

sistemi ele al¬ns¬n. Burada f 2 C [[t0; t0 + d]� E0; E] d¬r. t 2 [t0; t0 + d] ; �;  2 E0
için f;

kf (t; �)� f (t;  )kE � L k��  kE0

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. �; 0 < � < 1
2L
olacak şekilde seçilsin. Her bir t 2 [t0; t0 + �]

için,

E0;t = C [[t0 � � ; t] ; E]
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al¬ns¬n. Tt : E0;t ! E operatörü

Tt�t = �0;t (t0) +

tZ
t0

f
�
s; b�s� ds

olarak tan¬mlans¬n. Burada �t 2 E0;t oldu¼gundan b�s 2 E0; s + � 2 [t0 � � ; t] için,b�s (�) = �t (s+ �) olarak tan¬mlan¬r.

�0;t (s) =

8<: �0 (s) ; t0 � � � s � t0

�0 (t0) ; t0 � s � t

dir. Her bir t � t0 için Teorem 4.6.1., T operatörüne uygulans¬n. Burada a = t0� � ;

b = c = t al¬nm¬̧st¬r. Lipschitz koşulundan,

kTt�t � Tt tkE �
tZ

t0

kf
�
s; b�s�� f

�
s; b s� kEds

� L

tZ
t0

kb�s � b skE0;tds
� L

tZ
t0

k�t (s+ �)�  t (s+ �) kE0;tds

= Lk�t (s+ �)�  t (s+ �) kE0;t (t� t0)

ve L (t� t0) � � d¬r. Bu durumda Tt operatörü bir daralmad¬r.

(i) Tt�n;t = �n+1;t (t) = xn+1 (t) ;

(ii) �n;t; t ye göre sürekli,

(iii)



�n;t � �n�1;t



E0;t

=


�n;t (t)� �n�1;t (t)




E

= kxn (t)� xn�1 (t)kE
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olacak şekilde bir
�
�n;t

	
2 E0;t dizisi tan¬mlans¬n. Burada xn (t) ;

xn (t) = �0;t (t0) +

tZ
t0

f
�
s; b�n�1;s� ds (4.6.3)

şeklinde al¬nm¬̧st¬r. O halde Teorem 4.6.1. in (i) koşulundan
�
�n;t

	
dizisi �t 2 E0;t

ye yak¬nsakt¬r ve

Tt�t = �t (t)
def� x (t)

dir. Bu durumda �t; Tt nin bir sabit noktas¬d¬r.

Ayr¬ca (ii) ve s 2 [t0; t] için xn (s) ; x (s) e düzgün yak¬nsak oldu¼gundan x (t),

[t0; t0 + �] da (4:6:2) nin bir çözümüdür. O halde Teorem 4.6.1. in koşullar¬sa¼glan¬r.

Dolay¬s¬yla x (t), Tt nin bir tek sabit noktas¬d¬r.
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5. FONKS·IYONEL D·IFERENS·IYEL S·ISTEMLER ·IÇ·IN

MONOTON ·ITERASYON TEKN·I¼G·I

5.1 ·Ileri Terimli Fonksiyonel Diferensiyel Sistemler

f ve  0 sürekli fonksiyonlar¬için, ileri terimli8<: y0 (�) = f (� ; y (�) ; y (� + h))

y (�) =  0 (�) ; � 0 � 0; h � 0; [� 0; � 0 + h] ;
(5.1.1)

diferensiyel denklemi ele al¬ns¬n. Genelleştirme yap¬l¬rsa ileri terimli8<: y0 (�) = f (� ; y (�) ; y� )

y�0 =  0

(5.1.2)

fonksiyonel diferensiyel sistemi elde edilir. Burada  0 2 C ([0; h] ;Rn) ; her bir

�T � � � � 0 için

y� = y (� + �) ; 0 � � � h

ve f 2 C ([�T; � 0]� Rn � C;Rn) ; C = C ([0; h] ;Rn) d¬r.

�0 2 C0 = C ([�h0; 0] ;Rn) ;

xt = x (t+ s) ; � h0 � s � 0; h0 � 0; � T � t � � 0

ve f 2 C ([�T; � 0]� Rn � C0;Rn) olmak üzere8<:
dx(t)
dt
= x0 (t) = F (t; x (t) ; xt)

xt0 = �0

(5.1.3)

gecikmeli fonksiyonel diferensiyel sistemi ele al¬ns¬n.

(5:1:3) sisteminin teorisi iyi bilinmektedir. (5:1:2) ileri terimli sistemlerin teorisini in-

celemeye gerek yoktur. Çünkü, Devi and Lakshmikantham (2007) taraf¬ndan (5:1:2)

ve (5:1:3) sistemleri aras¬nda birebir bir eşleşme oldu¼gu gösterilmi̧stir. Şimdi bu iki
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sistemin denkli¼gi gösterilecektir.

� = �t; � = �s; d�

dt
= �1

olacak şekilde

y (�) = y (�t) = x (t)

tan¬mlans¬n. Her t; � 2 [�T; � 0] için

y� = y (� + �) = y (� � s) = y (� (t+ s)) = x (t+ s) = xt (s) = xt

sa¼glan¬r. Burada 0 � � � h; �h0 � s � 0 d¬r. O halde8<:
dx(t)
dt
= dy(�t)

dt
= dy(�)

d�
d�
dt
= �f (�t; x (t) ; xt)

xt0 = �0; �0 2 C0
(5.1.4)

d¬r. Bu durumda

y�0 = y (� 0 + �) = y (� (t0 + s)) = x (t0 + s) = xt0 (s)

d¬r. O halde y�0 =  0 eşitli¼gi xt0 = �0 eşitli¼gini gerektirir.

E¼ger F (t; x (t) ; xt) = �f (�t; x (t) ; xt) ve �0 (s) =  0 (�s) ile tan¬mlan¬rsa, (5:1:2)

ileri terimli sistemi (5:1:3) gecikmeli sistemine denk olur. Benzer bir dönüşümle

(5:1:3) gecikmeli sistemi (5:1:2) ileri terimli sistemine dönüştürülebilir. Bunun için

t = �� ; s = ��; x (t) = x (��) = y (�) ;
dt

d�
= �1

olacak şekilde, � 2 [�T; � 0] için

dy (�)

d�
=
dx (��)
d�

=
dx (t)

dt

dt

d�
= f (� ; y (�) ; y� )

ve

y�0 = y (� 0 + �) = y (� (t0 + s)) = x (t0 + s) = xt0 (s) = �0 (��) =  0 (�)
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al¬ns¬n. Böylece

y (� 0;  0) (�) = x (t0; �0) (��) = x (t0; �0) (t)

dir. Bu yüzden, ileri terimli sistemlerin çal¬̧smas¬, gecikmeli terimli sistemlerin çal¬̧s-

mas¬na indirgenebilir.

Şimdi (5:1:3) sistemi için iyi bilinen temel sonuçlar ispatlan¬p, (5:1:2) sistemi için

istenilen sonuçlar¬n sa¼gland¬¼g¬gösterilecektir.

�0 2 C0; f 2 C ([t0; t0 + d]� C0;Rn) olmak üzere8<: x0 (t) = f (t; xt) ; t 2 [t0; t0 + d] ; t0 � 0; d > 0

xt0 = �0

(5.1.5)

ele al¬ns¬n. Bu durumda aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Teorem 5.1.1. (5:1:5) deki f; t 2 [t0; t0 + d] ; �1; �2 2 C0 için

jf (t; �1)� f (t; �2)j � L j�1 � �2j0 (5.1.6)

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. Burada,

j�1 � �2j0 = max j�1 (s)� �2 (s)j

dir. E¼ger 0 < � < 1
2L
ise, t0 � t � � da bir tek x (t0; �0) (t) çözümü vard¬r.

·Ispat: Örnek 4.6.1. in ispat¬na benzerdir.

Yukar¬daki de¼gi̧sim yap¬l¬rsa, gecikmeli sistem,8<: y0 (�) = �f (�� ; y� ) ; � 2 [� (t0 + d) ;�t0] ; t0 = �� 0
y�0 (�) =  0 (�) = �0 (��)

(5.1.7)

ileri terimli sisteminin yerini al¬r. Aç¬kça �f Lipschitz koşulunu sa¼glar ve bu yüzden
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[� (t0 + �) ;�t0] da tan¬ml¬bir tek

y (� 0;  0) (�) = x (t0; �0) (��) = x (t0; �0) (t)

çözümü vard¬r.

Teorem 5.1.2. f 2 C ([t0; t0 + �]� C�;Rn) al¬ns¬n. Burada

C� = [� 2 C0 : j�j0 < �]

d¬r. Bu durumda t = t0 � 0 da al¬nan herhangi bir �0 2 C� başlang¬ç fonksiyonu için

[t0; t0 + �] da (5:1:5) in bir x (t0; �0) (t) çözümü varolacak şekilde bir � > 0 vard¬r.

·Ispat: Teorem 4.5.1. in ispat¬na benzerdir.

O halde (5:1:5) için ispatlanan bu teorem (5:1:7) için de geçerlidir. Çünkü (5:1:7)

deki�f; [� (t0 + �) ;�t0]�C0 da sürekli bir fonksiyoneldir. Böylece [� (t0 + �) ;�t0]

da

y (�t0;  0) (�) = x (t0; �0) (��) = x (t0; �0) (t)

çözümü vard¬r.

Şimdi (5:1:5) sistemi için kaŗs¬laşt¬rma sonuçlar¬verilsin.

Lemma 5.1.1. m 2 C ([t0 � h0;1) ;R+) olsun. g 2 C (R+ � R+;R+) olmak üzere

m0 (t) � g (t; jmtj0) ; t > t0 (5.1.8)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. r (t) = r (t; t0; u0) ;

u0 = g (t; u) ; u (t0) = u0 � 0 (5.1.9)

skaler diferensiyel denkleminin t � t0 için varolan maksimal çözümü olsun. Bu

durumda,

jmtj0 � u0
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oldu¼gunda

m (t) � r (t) ; t � t0

d¬r.

·Ispat: Lemma 4.5.1. in ispat¬na benzerdir.

Lemma 5.1.2. m 2 C ((�1;�t0 + h0] ;R+) ; g 2 C [R+ � R+;R+] ve � 0 = �t0 � 0

olmak üzere
dm (�)

d�
� �g (�� ; jm� j0) ; � < �t0 = � 0 (5.1.10)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. r (�) = r (� ;�� 0; u0) ;

u0 = �g (� ; u) ; u (� 0) = u0 � 0

skaler diferensiyel probleminin �1 < � � � 0 için varolan maksimal çözümü olsun.

Bu durumda � � � 0 için

jm�0j � u0

oldu¼gunda

m (�) � r (�)

d¬r.

·Ispat:

� = �s; � = �t; d�
dt
= �1

olacak şekilde m (�) = m (�t) = p (t) tan¬mlan¬rsa;

m� = m (� + �) = m (� � s) = m (� (t+ s)) = p (t+ s) = pt (s) = pt

ve m�0 = pt0 d¬r. O halde; (5:1:10) eşitsizli¼gi;

dp (t)

dt
� g (t; jptj0)

şekline dönüşür.
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Teorem 5.1.3. f 2 C (R+ � C0;Rn) ve (t; �) 2 R+ � C0 için

jf (t; �)j � g (t; j�j0)

al¬ns¬n. Burada g 2 C [R+ � R+;R+] ve g (t; u) her bir t 2 R+ için, u ya göre

azalmayand¬r. (5:1:9) probleminin 8t � t0 için u (t) = u (t; t0; u0) çözümü varolsun.

Bu durumda (5:1:5) in herhangi bir x (t0; �0) (t) çözümünün varoldu¼gu en büyük

aral¬k [t0;1) d¬r.

·Ispat: Teorem 4.5.2. nin ispat¬na benzerdir.

Bu teorem (5:1:7) nin herhangi bir y (� 0;  0) (�) çözümünün varoldu¼gu en büyük

aral¬¼g¬n (�1; � 0) olmas¬n¬gerektirir. Burada � 0 = �t0; t0 � 0 d¬r. Böylece ileri

terimli bir sistemin gecikmeli bir sisteme çevrilebilece¼gi aç¬kt¬r.

5.2 Gecikmeli ve ·Ileri Terimli Fonksiyonel Diferensiyel Sistemler

Bu k¬s¬mda hem gecikmeli hem de ileri terim içeren fonksiyonel diferensiyel sistem-

ler için monoton iterasyon tekni¼gi, Bhaskar and Lakshmikantham (2007) taraf¬ndan

incelenmii̧stir.

Teorem 5.2.1. g 2 C [R+ � R2;R] olsun. Her bir t 2 R+ için g (t; u; v) ; u ve v ye

göre azalmayan olsun. [t0;1) da

u0 = g (t; u; u) ; u (t0) = u0 � 0 (5.2.1)

skaler diferensiyel denkleminin R (t) � 0 maksimal çözümü varolsun. Bu durumda

t � t0 için;

u0 = g (t; u; R (t)) ; u (t0) = u0 � 0 (5.2.2)

denkleminin r (t) maksimal çözümü var ve

r (t) = R (t) ; t � t0 (5.2.3)
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d¬r.

·Ispat: Teorem 4.4.2. nin ispat¬na benzerdir.

Teorem 5.2.2. Teorem 5.2.1. deki varsay¬mlar sa¼glans¬n. m 2 C [R+;R]

ve v � R (t) ; t � t0 için

D�m (t) � g (t;m (t) ; v) (5.2.4)

olsun. Burada,

D�m (t) = lim
h!0�

inf h�1 [m (t+ h)�m (t)]

al¬nm¬̧st¬r. Bu durumda, r (t) ; (5:2:2) nin maksimal çözümü olmak üzere

m (t) � r (t) ; t � t0 (5.2.5)

d¬r.

·Ispat: Teorem 4.4.3. ün ispat¬na benzerdir.

Şimdi gecikmeli ve ileri terim içeren fonksiyonel diferensiyel bir sistemle ilgili8<: x0 (t) = f (t; xt; x
t) ; t 2 [t0; T ] ; t0 � 0

xt0 = �0; x
T =  0; �0 2 C1;  0 2 C2

(5.2.6)

problemi ele al¬ns¬n. Burada C1 = C ([�h1; 0] ;Rn) ; C2 = C ([0; h2] ;Rn) ; h1; h2 � 0;

f 2 C ([t0; T ]� C1 � C2;Rn) ve

xt (s) = x (t+ s) ; � h1 � s � 0

xT (s) = x (T + �) ; 0 � � � h2

d¬r. (5:2:6) problemi için,

z (t0) = �0 (t0) ; z (T ) =  0 (T )
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ve

zt = z (t+ �) ; 0 � � � h2; z
T =  0

ile tan¬mlanan bir z 2 C ([t0; T ] ;Rn) fonksiyonu seçilsin. Bu fonksiyonun seçimi ile

(5:2:6) sistemi, 8<: x0 (t) = f (t; xt; z
t) � F (t; xt)

xt0 = �0

(5.2.7)

şeklini al¬r.

Teorem 5.2.3. (5:2:7) deki f fonksiyonu,

��f �t; �1; zt�� f
�
t; �2; z

t
��� � L j�1 � �2j0

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. Burada �1; �2 2 C1ve t 2 [t0; T ] için

j�1 � �2j0 = max
�h1�s�0

j�1 (s)� �2 (s)j

dir. E¼ger 0 < � < 1
2L
ise t0 � t � t0 + � da her seçilen z (t) için bir tek x (t0; �0) (t)

çözümü vard¬r.

·Ispat: Örnek 4.6.1. in ispat¬na benzerdir.

Teorem 5.2.4. F 2 C ([t0; T ]� C�;Rn) olsun. Burada

C� = [� 2 C1 : j�j0 < �]

d¬r. Bu durumda t = t0 da verilen her �0 2 C� başlang¬ç fonksiyonu için, [t0; t0 + �]

da (5:2:7) nin bir x (t0; �0) (t) çözümü varolacak şekilde bir � > 0 vard¬r.

·Ispat: Teorem 4.5.1. in ispat¬na benzerdir.
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