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rilmigtir.
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ilmigtir.

Beginci boliimde ise monoton iterasyon teknigi, ilk olarak sadece ileri terim iceren
fonksiyonel diferensiyel sistemler i¢in ve daha sonra da gecikmeli ve ileri terimli

fonksiyonel diferensiyel sistemler icin incelenmistir.
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1. LINEER OLMAYAN DIFERENSIYEL DENKLEMLER iCiN
MONOTON ITERASYON TEKNIiGi

1.1 Giris

Monoton iterasyon teknigi, ¢oziimii elde edilemeyen diferensiyel denklemlerin ¢oziim-
lerinin alt ve tist ¢oziimler yardimi ile varliginin ve tekliginin elde edilmesini sagla-

maktadir. Bu konuda temel olugturan bir kaynak Ladde et al.(1985) 'nin kitabidir.

1.2 Baslangic Deger Problemleri Iicin Alt ve Ust Céziimler
felC[JxRR]veJ=1][0,T] de tammh olmak iizere,

u = f(t,u), u(0)=ug (1.2.1)
baglangi¢c deger problemi ele alinsin.

Tanim 1.2.1. (a) t € J igin v/ < f (t,v), v (0) < ug ise v € C* [J, R] fonksiyonuna
(1.2.1) in bir alt ¢oziimii denir.
(b) t € J igin ' > f(t,w), w(0) > ug ise w € C'[J,R] fonksiyonuna (1.2.1) in bir

tist ¢oziimii denir.

Tanim 1.2.2. (a) r(t), J de (1.2.1) in bir ¢dziimii olsun. Eger, J de (1.2.1) in u (t)
¢Ozlimii i¢in

u(t)<r(t), ted

oluyorsa r (¢) ye (1.2.1) in maksimal ¢oziimii denir.

(b) p(t), J de (1.2.1) in bir ¢oziimii olsun. Eger, J de (1.2.1) in u (¢) ¢dziimii i¢in

u(t)y>p(t), ted

oluyorsa p (t) ye (1.2.1) in minimal ¢dziimii denir.



Alt ve iist ¢oziimlerle ilgili 6nemli bir sonu¢ agsagida verilmistir.

Teorem 1.2.1. v,w € C' [J,R] srastyla (1.2.1) in alt ve {ist ¢oziimleri olsun. x > y
i¢in,

fz)—f(ty) <L(x—y), (L>0) (1.2.2)

saglansim. Bu durumda v (0) < w (0) ise
v(t) <wl(t),teJ
olur.
Ispat: Teorem ilk olarak kesin esitsizlik icin ispatlanacaktir.
W f(tw), V< ftu),ted

ve v (0) < w (0) olsun.

v(t)<wl(t), teJ

esitsizligi olmayana ergi yontemi ile gosterilecektir. O halde, v () = w (¢1) olacak

sekilde bir t; € (0,7 vardir ve
v(t) <wl(t), t € (0,t)
dir. Bu durumda yeteri kadar kiigiik 2 > 0 i¢in
’U(tl—h>—U(t1) <w(t1—h) —w(tl)
dir. Burada t; yerine ¢; + h alinip, h — 0 i¢in limite gecilirse;
li o (61 4+ ) — 0 (8)] > limo o (4 5) — o (1)
g ) =)l g b (e 1) =t

elde edilir. Bu durumda;

V' (t) > W' (t1) (1.2.3)



dir. O halde
V() < f(t,v(t)), o () > f(t,w(t))

olmasindan dolay1 (1.2.3) den;
ftyv(t)) =0 () 2 w(ty) > f (t,w (t))
dir. Kabulden f (t1,v (t1)) = f (t1,w (t1)) olup bu bir geligkidir. Boylece
v(t)<w(t), ted
elde edilir. Artik egitlik durumu ispatlanabilir. € > 0 yeterince kiigiik olmak iizere

w(t),
@ (t) = w(t) +ee* (1.2.4)

seklinde tanimlansin. Ayrica,
&' (t) = W' (t) + 2Lee?!
dir. w, (1.2.1) in iist ¢oziimii oldugundan,
& (t) > f(t,w(t)) + 2Lee
elde edilir.Burada
&) = = [f (@) = f(tw®)]+ f (5 (1)+ 2Lee”™
yazilabilir. (1.2.2.) den;
& (t) > —Lw(t) —w(t)] + f (@ (1) + 2Lee”™
dir. (1.2.4) den;

LB () —w ()] + f (6,3 (1) + 2Lee™ = Lee®™ + f(£,5 (1))



bulunur. O halde;
W (t) > f(t.w(t))

elde edilir. Ayn1 zamanda v (0) < w (0) < @ (0) dir. Boylece énceki ispattan
v(t)<w(t), teld

dir. ¢ — 0 i¢in limit alinirsa;
v(t) <w(t), teld

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Uyar: 1.2.1. (1.2.1) in ¢oziimii tek degilse Teorem 1.2.1. dogru olmak zorunda
degildir. Bu durumda v, (1.2.1) in maksimal ¢oziimii ve w da minimal ¢dziimii

olarak alinabilir. Boylece,

vo= f(t,v), v(0)=ug

o= f(tw), w(0)=ug

dir. Fakat J de v () £ w (¢) dir.

Sonug olarak tekligi garantileyen bazi kabuller kaginilmazdir. (1.2.2) kogulu Teorem
1.2.1. in gegerliligi i¢in yeterlidir.

Ayrica tek yanh Lipschitz kogulu olan (1.2.2), Teorem 1.2.1. in sadece kesin olmayan
egitsizlik durumunun ispati icin kullanildi. Ayrica ispata dikkat edilirse, v ve w nin
C! smifinda olmasi gerekmez. Bu durumda sadece alt ve iist ¢oziimleri Dini tiirevleri
cinsinden tamimlamak gerekir. Ornegin;

D v= hhré{ inf h ™' [u (t+ h) — v (¢)]

olmak {izere

D v<f(tv), Dw>f(t,w)

tanimlar1 yapilabilir.



Teorem 1.2.1. in ardigik uygulamasinin bir sonucu olarak agagidaki teorem verilebilir.
Teorem 1.2.2. Teorem 1.2.1. in kabulleri saglansin. Bu durumda (1.2.1) in
v (0) <wuy <w(0)
olacak gekildeki her u (t) ¢oztimii J de ;
v(t) <u(t) <w(t)
esitsizligini saglar.

Dikkat edilirse Teorem 1.2.1. de f in tek yanh Lipschitz kosulunu gerceklestirmesi
durumunda, (1.2.1) in bir iist ¢dziimiiniin bir alt ¢6ziimiinii tistten siirladigr goste-
rilmigtir. Lipschitz kogulu kabul edilmeden de (1.2.1) in v (t) < w (t) olacak sekilde

v,w alt ve iist ¢oziimleri olugturulabilir. Buna iligkin su teorem verilebilir;

Teorem 1.2.3. f, fi, fo € C[J x R, R] ve

filt,u) < f(t,u) < fo(t,u), (t,u)e J xR (1.2.5)

olsun. v, J de

v = f1(t,v), v(0) <ug

probleminin herhangi bir ¢oziimii ve w de ,

W= fo(t,w), w(0) > ug

probleminin maksimal ¢dziimii olsun. Bu durumda v ve w,

v(t)<wl(t), ted

olacak gekilde (1.2.1) in alt ve iist ¢dziimleridir.



Ispat: (1.2.5) ten

UISfQ(tav)a U(0> SUO

dir. Boylece
D_v =liminfh ™" [v (t+h) — v ()] < f2(t,0)

olup,
v(t)<wl(t) teld

dir (Lakshmikantham 1985). Ayrica (1.2.5) den;

v < f(tv), v(0) <ug

ve

w’zf(t,w), w(O) >u0

oldugu kolayca goriilebilir, ki bu da v ve w nin (1.2.1) in alt ve iist ¢oziimleri olmasi

demektir. Boylece ispat tamamlanir.
v = f1(t,v), v(0) <ug

W= fo(t,w), w(0) > ug
v < w olacak bigimde v ve w nin (1.2.1) in alt ve iist ¢ziimleri oldugu biliniyorsa,
Q=[t,u): vt) <u<w(t), te ]

kapali ctimlesinde bir ¢oziimiin varligl agagidaki teorem ile ispatlanabilir.

Teorem 1.2.4. f € C[Q,R] ve J de v,w € C'[J,R], v (t) < w(t) olacak sekilde

(1.2.1) in alt ve tist ¢oziimleri olsun. Bu durumda J de ,
v(t) <u(t) <w(t)

olacak gekilde (1.2.1) in bir u (t) ¢oziimii vardir.



Ispat: Ispat icin P: J x R — R,
P (t,u) = max v (t), min (u (), (£))

olarak tammmlansim. Bu durumda f (¢, P (t,u)), f in J x R ye siirekli bir genigleme-
sidir. Gergekten, f : {2 — R operatoriiniin bir J x R D () ciimlesine olan geniglemesi
her (t,u) € Q igin P (t,u) = f(t,u) olacak gekilde tamimlanan bir P : J x R — R

operatoriidiir.

v vew (1.2.1) in alt ve iist ¢oziimleri olduklarindan f simirhdir. Boylece f (¢, P (¢, u))

sinirh ve siirekli oldugundan J de

u' = f(t,P(tu), u(0)=u (1.2.6)

bir ¢ziime sahiptir (Lakshmikantham 1985). € > 0 igin

we (t) =w(t)+e(1+1)

ve(t)=v(t)—e(1+1)

tanmimlansi. Teoremdeki kabulden J de
v (0) <w(0)
dir. Ayricaw, (0) > w (0) ve v, (0) < v (0) dir. v ve w alt ve iist ¢6ziim olduklarindan;
v(0) <uy <w(0)

dir. Bu durumda;

v (0) < up < we (0)

dir. Simdi J de,
ve () <u(t) < we(t)



oldugu olmayana ergi yontemiyle gosterilecektir. [0,¢;) de

v (t) <u(t) < we(t)

olacak bicimde bir ¢; € (0,7 vardir ve u (t1) = w. (t1) dir.

We (tl) > W (tl)

oldugundan u (¢;) > w (1) dir. Boylece

P (t1,u(ty)) =maxv (t1), w(t1)]

dir. v ve w, (1.2.1) in alt ve iist ¢oziimleri oldugundan v (1) < w (1) dir. O halde;

Pt u(ty)) =w(t) (1.2.7)

elde edilir. Ayn1 zamanda

v(t) < Pt u(t)) <w(t)

dir. w iist ¢oziim oldugundan;

W' (t) > f(t1,w (t1))

dir ve (1.2.7) den;
W' (t1) > f(t1, P (t1,u(t1)))

esitsizligi elde edilir. (1.2.6) dan;

W' (t1) > f (ts, P (t1,u(tr))) = ' (t1)

dir. w. (¢) nin tanmmindan W’ (t1) > o' (t1) dir. But € [0,%1) i¢in u () < w. (t) ile



gelisir. Boylece J de v, (t) < u (t) < we (t) dir ve € — 0 alinirsa
v(t) <ul(t) <wl(t)
elde edilir. Ispat tamamlanir.

1.3 Baslangi¢c Deger Problemleri icin Monoton Iterasyon Teknigi

Teorem 1.3.1. f € C[J xR, R], vg,wp, J de vg < wy olacak gekilde (1.2.1) in alt

ve iist ¢oziimleri olsun. Ayrica
ftuw) —f(tu)>-M@u—-1a), vo<u<u<wy, M>0 (1.3.1)

esitsizligi saglansim. Bu durumda J de v, — v, w, — w (n — oo i¢in) diizgiin
yakinsak ve monoton olacak sekilde {v,},{w,} monoton dizileri vardir. v ve w

sirastyla (1.2.1) in minimal ve maksimal ¢oztimleridir.
Ispat: Herhangi € C'[J,R], vy < pt < wy icin
u=f(t,u)—Mu—p), u(0)=u (1.3.2)

lineer diferensiyel denklemi ele almsin. ilk olarak her y icin J de (1.3.2) nin bir tek u
¢Oziimiiniin varoldugu olmayana ergi yontemiyle gosterilecektir. O halde (1.3.2) nin

iki ¢oziimii u; ve us olsun. Bu durumda,
up = f(tp) = M(u —p), ur (0) =wuo

uy = f(t, 1) = M (uz — ), u2(0) = o

olup,
(uy — uz) + M (uy — ug) =0

lineer diferensiyel denklemi elde edilir. O halde;

Mt(

e (up —ug) =0

9



dir. €M > 0 oldugundan u; = uy dir. Yani (1.3.2) nin ¢oziimii tektir.

{vn},{wn} dizilerini tanimlamak i¢in A doniigtimii, Ay = u ile tanimlansm. Simdi;
(a) vo < Avg, wo > Awg

(b) A, [vo,wo] = [u € C[J,R]: vy <ug < wp| araliginda bir monoton operatdr
olduklar gosterilmelidir.

(a) y1 ispatlamak igin Avy = v; almsm. Burada vy, (1.3.2) nin g = vy olacak
bigimdeki tek ¢oziimiidiir. p = v; — vy alimirsa ve (1.3.2) de u yerine vy, p yerine vy
yazilirsa;

vy = f(t,v9) — M. (v; —vg), v1(0) = ug

elde edilir. vg, (1.2.1) in alt ¢oziimii oldugundan,

vy < f(t,v0), vo(0) < ug

dir. O halde;
p'=vy—vy=—Mp, p(0) =0

oldugu goriiliir. Boylece vq > vg dir. O halde vy < Avg dir. Benzer sekilde wg > Awq
oldugu goriilebilir.
(b) yi ispatlamak igin p; < p, olacak sekilde py, iy € [vg,wp] olsun. u; = Ap, ve

uy = Apy ve p = ug — uy segilirse (1.3.2) den;

ull = f (taljll) - M (ul - /JJ1>7 U1 (0) Up

U’IQ = f(tvﬂ2) - M(u2 - /~L2)7 U2 (0)

U

dir. O halde

p=uy —uy = f (L pg) — M (ug — o) — f (& ) + M (ug — py)

dir. gy < py oldugundan (1.3.1) den;

F(tons) = f(t ) = =M (g — p1y)

10



olup;
p'=—Mp, p(0) =0

elde edilir. p (t) > p (0) e~ ! oldugundan A, < Ay, elde edilir. O halde A monoton-
dur. Simdi

Up = Avnflv Wp = Awnfl

dizileri tanimlanirsa A nin 6zelliginden;

'U[)S’Ul§U2<...§Un§wn<...§LU2§wlSWO

dir. Boylece;

limov, =v, lmw,=w
n—oo n—oo

monoton ve diizgiin yakinsaklik elde edilir. (1.3.2) den;

o= f(t,vn_1) — M (U — V1), U (0) =ug

olup, n — oo i¢in limit alinirsa;

v =f(t,v), v(0)=ug

elde edilir. O halde v, (1.2.1) in bir ¢6ziimiidiir. Benzer sekilde

W= f(tw), w(0)=ug

oldugu da gosterilebilir.
u, J de vy < u < wy olacak sekilde (1.2.1) in bir ¢oziimii olsun. Ayrica bazi n ler
icin [ da

Up S U< Wy (1.3.3)

Ve D = U — Up4q Olsun.

U;H-l = f (t,’l)n> -M (Un-‘rl - Un) y Un41 (0) = Ug

11



oldugundan;

p/ =u — U;H-l =f (t:u) - f (t,vn) + M (Un-i-l - Un)

dir. (1.3.3) ve (1.3.1) den;

ftu) =t on) > =M (u—wvy)

dir. O halde;
p'>—Mp, p(0) =0

elde edilir. Bu da u > v,,;1 olmasin gerektirir. Benzer sekilde v < w,,,; dir. Boylece
J de

Unt1 S U < Wpgt

elde edilir. J de vy < u < wy oldugundan her n € N icin tiimevarimdan

Uy < u < wy

dir. n — oo icin limit alinirsa, J de,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Dikkat edilmelidir ki, 6zel olarak Teorem 1.3.1., f in u ya gbére monoton azalmayan
olmasini igerir. Bunu gormek igin (1.3.1) kogulunda M = 0 almak yeterlidir. Buna
ragmen, Teorem 1.3.1., f in monoton artmayan olmasini igermez. Simdi bu 6zel

durum incelenecektir.

Lemma 1.3.1. f(t,u), u ya gore artmayan fonksiyon olsun. Bu durumda,
(1) vo < wq olacak gekilde (1.2.1) in vg, wp alt ve iist ¢oziimleri vardir.

(i7) J de, vg < u < wy olacak sekilde (1.2.1) in bir tek u ¢oziimii vardir.

12



Ispat: ¢ (t) fonksiyonu,

¢' (1) = f(£,0), ¢(0) =ug (1.3.4)

In ¢oziimii olmak {izere,
vo=—Ro+¢(t)

(1.3.5)
wo=Ro+ ¢ (t)

olsun. J de

vo (1) <0< wo (1) (1.3.6)

olacak gekilde Ry > 0 yeterince biiyiik olsun. (1.3.6) dan ve f fonksiyonu artmayan
oldugundan f (¢,0) > f (t,wo), f(¢,0) < f(t,vg) dir. O halde (1.3.4) ve (1.3.5) den;

€
S~
v

f(t, wo) (1.3.7)

U6 < f(t,U[))

elde edilir. (1.3.6) ve (1.3.7) den; vy ve wg (1.2.1) in alt ve iist ¢oziimleridir. O halde
Teorem 1.2.4. ten

vo < u < wo

olacak gekilde (1.2.1) in bir u (t) ¢dziimii vardir.
Simdi (1.2.1) in ¢oziimiiniin tekligi olmayana ergi yontemiyle gosterilecektir. u; ve

uy (1.2.1) in ¢oztimleri olsun. Bu durumda;

uy —uy = f(t,ur) = f(tu2), ui(0) —u2(0) =0

dir. u; < ugy olsun. f artmayan fonksiyon oldugundan, f (t,u;) > f (t,us) dir. Bu
da

!/ /
U — Uy >0

olmasini gerektirir. O halde; u; > us olup, u; = uy elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir.

f artmayan fonksiyon ise tek bir iterasyon yapisi ile ¢oziimii agagidan ve yukaridan

13



sinirlayacak sekilde bir dizi olugturulabilir.
M = 0 igin;
,U;LJrl = f (t, Un) y Un+1 (0) = Uo (138)

ya da
w;wrl = f (tuwn) y Wntl (O> = U (139)

ele alinsin.

Teorem 1.3.2. f, u ya gore artmayan fonksiyon olsun. Bu durumda ya

(1) (1.3.8) ile verilen v, (t) iterasyonlar1 ve (1.2.1) in tek ¢oziimii olan u (1),
2 (t) = vo (1)
olmak tizere J de,
vo (1) Svg(t) < .. vy () Su(t) Svgpyr (B) < .o <ws(t) <wvg(t)  (1.3.10)

esitsizligini saglar.
Ayrica {va, ()}, {vans1 (t)} dizileri sirasiyla p(t) ve r(t) ye diizgiin ve monoton
yakinsaktir ve J de

p(t) <ult) <r ()

dir, ya da

(77) (1.3.9) ile verilen w, (t) iterasyonlar1 ve (1.2.1) in tek ¢oziimii olan w (t),
wa (1) < wo (t)
olmak tizere J de,
w1 () Sws(t) <. Swgpr1 (1) S u(t) Swspn () <l <ws (1) < wyp (t)

esitsizligini saglar.

Ayrica {way, (1)}, {wany1 ()} dizileri sirasiyla 7* (t) , p* () ye monoton diizgiin yakin-
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saktir ve J de

dir.

Ispat: Lemma 1.3.1. den J de vy < u < wy olacak sekilde (1.2.1) in bir tek u
¢OzUmii ve vg,wy alt ve list ¢oziimleri vardir. Sadece (i) nin ispatlanmasi yeterlidir.

Ciinkii (i7) nin ispat1 benzerdir. J de vy < vy olsun. Ilk olarak .J de
Vg S v Su < vz < Uy

oldugu gosterilecektir. p = v; — vy denirse ve her iki tarafin t ye gore tiirevi alinirsa;

p = v} — vy elde edilir. (1.3.8) den;
vy = f (o), vi(0) =wug
ve vy, (1.2.1) in alt ¢oziimii oldugundan
p'=vy = vy = f(tve) = f (£ vo)

dir. Sonug olarak

olup

elde edilir. O halde vy > vy dir. Simdi de p = u — v denirse

p/:u/—Ua:f@,u)—f(t,Uo), p(O):O

dir. vy < wu ve f artmayan oldugundan, f (¢,u) < f (t,vo) dir.
O halde p' =« — v} <0, p(0) = 0 olup u < v; elde edilir. Benzer sekilde sirasiyla

J de vy < u, v3 < vy ve u < vz oldugu kolayca goriilebilir. O halde J de

v S vy <u<wg <
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dir. (1.3.10) u ispatlamak i¢in tiimevarim yontemi kullanilac

Vg S0 < ... S SUS Ugpg1 <S03

olsun. p = vg, 19 — Vo, 41 olmak iizere (1.3.8) den;

U/2n+2 = f (ta U2n+1) y Uan42 (O) = Ug

Vi1 = [ (t,V20) s Vant1 (0) = uo

dir. O halde
p, =f (t>U2n+1) —f (t,Uzn) y P (O) =0

dir. f artmayan oldugundan

/

/ /
P = Ugpig — Ugppq <0, p(0)=0
elde edilir. Onceki benzer islemlerle Vopta < Ugpiq Ve
Vg S vy < .. S V2 S V2pg2 S U S Vg3 S Ugpgr <

oldugu gosterilebilir. O halde her n igin (1.3.11) dogrudur

aktir. J de n ler i¢in,

<y (1.3.11)

SU3 SUl

- Avan ()} {v2n (1)}

dizileri sirasiyla p (t) ve 7 (t) ye monoton diizgiin yakinsaktir. vs, < u < vg,iq

oldugundan n — oo i¢in limit alinirsa, J de

p() <u(t) <r(t)

elde edilir. Ayrica
U/2n (t) = f <t7 U2n—1) y Uan (O) = U

olup n — oo i¢in limit alinirsa;

pHt)=ftr @), p0)=u
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elde edilir. Benzer sekilde

r'(t) = f(tp(1), r(0) = uo

dir. Bu ispat1 tamamlar.
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2. GECIKMELI DIFERENSIYEL DENKLEMLER IiCiN MONOTON
ITERASYON TEKNIiGi

2.1 Giris
Maksimal ya da minimal ¢oziimiin varligi,
u = f(tu(t),w), u,=¢y € C([—7,0],R) (2.1.1)

gecikmeli diferensiyel denklemi i¢in Lakshmikantham and Zhang (1986) tarafindan

incelenmigtir. Burada
feC[lyx RxC([-7,0],R),R], Iy = [to,to+T], to >0
ve herhangi bir ¢ € [ icin,
u € C([-7,0,R), us(s) =u(t+s), —7<s<0
ile tanimlansin.

Lemma 2.1.1. p € C ([to — 7,to + T],R) N C [Io, R] ve [, da

P (t) < —Mp(t) - N/pt (s)ds (2.1.2)

-7

olsun. Ayrica, ya
(2)
p(to) <piy(s) 0, s € [-r,0], (M+Nr)T <1 (2.1.3)

ya da
(ii) pi, () <0, s € [-7,0], p € C* ([to — 7, t0] ,R) ve

A
(1) < ——— — 2.14
p()—T_'_Tate[tO T,to] ( )
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olsun. Burada

min p(t)=—-\ A >0

[to—T,to]
ve

(M+N7)(T+7)<1, M,N >0 (2.1.5)
olarak alinmigtir. Bu durumda I, da p (t) < 0 dur.
Ispat: Ispat olmayana ergi yontemiyle yapilacaktir. Bunun icin (i) ve (4i) durumlar:

ayr1 ayr1 diigiiniilecektir.

(1) t1 < ta, p(t2) > 0 ve

min p(t) =p(t1) =—-A<0 (2.1.6)

[to—T,t2]

olacak sekilde t,ty € Iy vardir.

Oncelikle A > 0 durumu diisiiniilsiin. Ortalama Deger Teoremi’nden;

P (f) = %

olacak sekilde bir ¢ € [ty, 1] vardir. p(t;) = =X ve p(t3) > 0 oldugundan;

v (f) _ p(t2) — p (t1) > A A

>
to — 11 to—t1 T

dir. Diger taraftan (2.1.2) egitsizligi ¢ € [t1,t3] i¢in de yazlabilir. (i) kogulundan
p(to) < py (s) <0, s € [—7,0] oldugundan p () < pr(s) <0 dir. Ayrica

min p (f) =-A

[tO*T,tQ]
oldugundan;

p/(%) S_M<_)\>_N/(—)\)ds—)\(M+NT>

elde edilir.

V(B SAMENT), o () > 5
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olup;

(M+N7)T >1
bulunur. Bu ise (2.1.3) ile gelisir.

Eger A = 0 ise yine Ortalama Deger Teoremi’ nden,
_ to)
(t) > p(t2) 0
pt) > = >
olacak sekilde bir ¢ € [ty, t5] vardir. Diger taraftan
min p () =-A=0

[to—T,t2]

oldugundan;

P (f) < —Mp (i) —N/pg(s)ds:o

dir. O halde p' (£) > 0 ile p () < 0 olmas bir celigkidir.

(#) p(t) nin [ty — 7, t3] deki minimal degeri [ty — 7, %] i¢indedir. Bu durumda;
“A=p(t), t' € [to— 7 to]

ve p (t1), [to — 7, to] da p (t) nin minimum degeri olmak iizere Ortalama Deger Teo-
remi kullanilirsa,

sz)—p@ﬁ_p@U

to — t!

olacak gekilde bir te [t 1] vardir. p(ts) > 0 ve —\ = p (') oldugundan;

JOR==

dir. Ayrica,

ﬂ@)ZPUZ:Z@)>TiT (2.1.7)

dir. Ayn1 zamanda te [to, o] Ve t € [tg — T,to] olacak sekilde iki olasilik vardir.
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Eger te [to, to] ise (2.1.2) den;

2 G) < —Mp (?) - N/p? (s) ds

ve
min p (?) =-A
[tofT,to]

dir. Bu durumda;
0

P (?) <=M (=) — N/p; (s)ds

—T

ve py, (s) < 0 dan p (s) < 0 dir. O halde;
e
p (1) < (M +N7)A

dir. Bu esitsizlik ve (2.1.7) den;

A
T+ T

<(M+NT1)A

olup (M + N7) (T 4 7) > 1 elde edilir. Ancak bu (2.1.5) ile celisir.

Eger te [to — T, o] ise bu durumda,; (2.1.7) ile (2.1.4) celigir. Boylece ispat tamam-

lanir.

2.2 Monoton Iterasyon Teknigi

Teorem 2.2.1. (A) v,w € C[I,R] N C'[Iy,R] olsun. Burada I = [ty — 7,to + T]

dir. ITdaw(t) <wl(t) ve vy < ¢y <wy, ile Iy dav' < f(t,v,0) vew > f(t,w,wy)

(B)

F(ha.dy) — f(tyd) > —M(z—y)— N / 62 (5) 6y ()] ds  (221)

saglansin. Burada v (t) <y <z <w(t), [pdav, < ¢; < ¢y <wy;ve M, N € Ry dir.

(C) vy — ¢y, Py — wo fark fonksiyonlar: lemmanin (i) ya da (i7) varsayimin saglasin.
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Bu durumda Iy da (n — oo igin) v,, — p, w, — r diizgiin yakinsak olacak sekilde
{vn},{wn} monoton dizileri vardir ve sirasiyla p ve r (2.1.1) in minimal ve maksimal

¢oziimleridir.

Ispat: I da v <75 < w olacak sekilde herhangi bir 7 € C [I, R] i¢in

0

F(tu(t),w) = f(tn(t),n) = M(ut)—n(t) - N/ [ur (s) =, (s)]ds (22.2)

-7

olmak iizere,

u () =F (t,u(t),uw), uy = ¢ (2.2.3)

baslangic deger problemi ele alinsin. Ilk olarak V7 igin (2.2.3) iin bir tek ¢oziimiiniin
varoldugu olmayana ergi yontemi kullanilarak gosterilecektir. Bunun igin, u; ve us

(2.2.3) baglangi¢ deger probleminin farkl iki ¢dziimii olsun. Bu durumda;

dy (8) = £ (6 (£) my) — M (un (2) N / un, (8) =, (3)] ds, wa,, = by

i (£) = (£ (8) ) — M (us (8) N / un, (5) — 1, ()] ds, s, = o

dir. p = u; — ug denirse ve t ye gore tiirev alinirsa;

p (t)=—Mp(t) N/pt )ds, p, =0

elde edilir. O halde Lemma 2.1.1. den p (t) < 0 dir. Bu durumda u; < uy elde edilir.
Benzer gekilde uy < uy oldugu da goriilebilir. O halde (2.2.3) iin bir tek ¢oziimii
vardir.

Simdi {v,},{w,} dizilerini olugturmak i¢in A déniigiimii An = u ile tanimlansin ve
(1) v < Av, w > Aw ve

(1) [v,w] = u € C[I,R] : v < u < w] araliginda A nin monoton bir operatdr

oldugu gosterilsin.
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(7) yi ispatlamak igin Aw = wy ve p (t) = wy (t) —w (t) olsun. Her iki tarafin t ye gore

tiirevi alinirsa; p' (t) = w) (¢) — W' (¢) dir. (2.2.2) de u yerine wy, 7 yerine w alinirsa,

W () = f (b w,wr) — M (w1 — w) — N/ s () — wi ()] ds

—T
ve w iist ¢oziim oldugundan;

W (1)~ (1) < —M (w1 —w) — N / (wn, (5) — we ()] ds

—T

dir. Sonug olarak
PO <-Mp@) =N [ pi(s)ds, iy <0

elde edilir. O halde Lemma 2.1.1. den I da p(¢) < 0 dir. Buradan da w; (t) < w ()
dir. Aw = w; oldugundan Aw < w dir. Benzer gekilde v < Av oldugu goriilebilir.
() yi ispatlamak icin 1,7, € [v,w] ve n; < 1y alinsin. u; = Any, uy = An, olsun.

p = u; — us segip her iki tarafin t ye gore tiirevi alinirsa;

i (t) = — [f 757772( ) 772t) - f (ta771>771t)} — M (u _UQ)

_N/ uy, (8) — uy, (s)] ds — M (1, — n5) N/ 771t 772t )} ds

elde edilir. (2.2.1) de = yerine 7,, y yerine 1n,, ¢, yerine 1,,, ¢, yerine n,,, yazilirsa

ve 177 < 1y oldugundan;

0

f (tﬂb (t) 7772t) —f (tﬂ?lﬂht) > =M (ny —m) — N/ [772t (s) — UIR (3)] ds

—T

23



esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa;

pH(t) = v (1) —uy (1) < =M (u1 —us) — N/ [ug, (s) = ua, (s)] ds

-7
ve buradan;

P () < —Mp(t) = N / po(5)ds. pr =0

elde edilir. O halde Lemma 2.1.1. den [y da p (t) < 0 dir. Sonug olarak u; < uy dir.
Bu durumda w; = Any, us = An, oldugundan An,; < An, elde edilir. Ayrica n; < n,
oldugundan A operatorii [v,w] iizerinde monotondur.

Artik [ da diziler tanimlanabilir.
v = Av,v, = Av,_1, n=2,3, ...

wy = Aw, w, = Aw,_1, n=2,3, ...

(1) ve (i1) ozelliklerinden I da Vt igin

V<M <y <. <, <w, <...<w<w <w

oldugu goriiliir. Boylece A monoton ve sinirh oldugundan, I da

limv, =p, limw,=r7r
n—oo n—oo

yakinsaklig1 diizgiin yakinsakliktir.

Uy Ve Wy, (2.2.3) i sagladiklarindan;

0
o= f (t,vn_l, U(n_l)t) — M (v, —v,q) — N/ [Um (8) = Vn-1), (8)] ds, Un,, = Pp

—T

yazilabilir. n — oo icin limit alinirsa;

pl = f(tvpvpt)a Pty = ¢O
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elde edilir. Bu durumda p, Iy da (2.1.1) in bir ¢oziimiidiir. Benzer gekilde r nin de

(2.1.1) in bir ¢oziimii oldugu kolayca goriilebilir.

Eger u, I da v < u < w olacak gekilde (2.1.1) in bir ¢dziimii ise, p ve r nin sirasiyla
(2.1.1) in minimal ve maksimal ¢oziimleri oldugu gosterilsin. Bunun i¢in p = v,, — u

alinsin. Her iki tarafin t ye gore tiirevi alinirsa;

Pty = —[ftuw)— f{tve1,0m-1),)] =M (vn — V1)

—N/ [Un, (8) = Vn-), (5)] ds

dir. (2.2.1) de x yerine u, y yerine v,_1, ¢, yerine us, ¢, yerine v(,_q); denirse;

0
ftuu) — f (t, Un_1, U(n_l)t) >—-M(u—v,_1) — N/ [ut (8) = V1), (s)} ds

—T

elde edilir. O halde;
0
PO < Mp() = N [pi(5)ds. iy =0

dir. Boylece Lemma 2.1.1. den Iy da p(t) < 0 dir.Bu durumda v,, < u dir. Benzer

sekilde w,, > u oldugu goriilebilir. O halde,
Up <u < wy,
esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa;
pLu<sr

elde edilir. Ispat tamamlanmistir.
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3. GECIKMELIi VE iLERIi TERIMLi FONKSiYONEL DIiFERENSIYEL
DENKLEMLER iCiN MONOTON iTERASYON TEKNIiGi

3.1 Giris

Gecikmeli terim igeren diferensiyel denklemlerin yani sira, hem gecikmeli hem de ileri
terim igeren diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varlik ve tekliginin incelenmesi,
daha genis bir simif diferensiyel denklem ic¢in yapildigindan ayri bir énem tagimak-

tadur.
o (t) = f(t,x(t),x,at), t €1 =[ty,T]

(3.1.1)
T, = Py, xT:¢oa to >0, to<T

gecikmeli ve ileri terimli fonksiyonel diferensiyel denklemi icin monoton iterasyon

teknigi, Bhaskar et al. (2007) tarafindan incelenmistir. Burada,

¢ = C([_h170]7R)7 CZ:C([07h2]7R)> ¢O €y, 77ZJ0 6027
f S O(IXRXCl XCQ,]R), h17h2>0

ve

T = x(s)=x(t+s), —h1 <s<0

ot = 2 (o)=x(t+0), 0<0 < hy

sembolleri sirasiyla gecikmeli ve ileri terimleri ifade etmektedir.

(3.1.1) in bir tek ¢oziimiiniin varliginin ispati, (3.1.1) in alt ve iist ¢oziimleriyle ku-

rulan baglant1 kullanilarak, monoton iterasyon teknigi ile ispatlanacaktir.

Lemma 3.1.1. (i) p € C ([to + h1, T + ho] ,R) , p, I = [ty, T] de siirekli tiirevlenebilir

P (t) < —Mp (1) - N/pt (s)ds, t T (3.1.2)

ve
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(Z/L) Dtqy (8) S 07 _h/l S S S 07 p € Cl ([to - hlytO] 7R)7

P (s) < (3.1.3)

T+ hy

olsun. Burada,

min p(s)=—-\ A>0, [M+Nh](T+h) <1

[to—ha1,to]

saglansim. Bu durumda ¢ty <t <7 de p(t) <0 dur.

Ispat: Ispat icin olmayana ergi yontemi kullamlacaktir. Bu durumda t, < ts,
p(ta) >0 ve

min s )=-A=9p(t1) <0
min p(s) = A= p(n) <

olacak sekilde t1,ts € I vardir. p(t) nin [ty — hq, t2] deki minimal degeri, [ty — h1, to]
icindedir. Bu durumda —\ = p (t}), t' € [to — hy,to] ve p (1), [to — hi, o] da p(t)
nin minimal degeri olmak iizere ve p € C* ([tg — hy,to] ,R), p, I = [to, T] de siirekli
tiirevlenebilir oldugundan ve t! € [ty — hq,to], to € I dan p, [t t5] arahginda siirekli
ve tiirevlenebilirdir. O halde Ortalama Deger Teoremi’ nden;

p () =2 (tz :fl(tl)

olacak sekilde bir t € [t!,t5] vardir. p(t2) > 0 ve —\ = p(t') oldugundan

~ _ p(t2) —p(th) A A
' (t) =
70 b1t T+h

elde edilir. Aym zamanda iki durum vardir. Yani; ¢ € [t', 5], t! € [to — hy, o],
ty € [to, T oldugundan t € [to, t2], ve t € [to — h1, o] dur.
Eger t € [to, to] ise (3.1.2) den;

P (f) < —Mp (%) —N/pg(s)ds

—h1
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ve

min p (f) =-A

[to—h1,to]

dir. Bu durumda,

0
P (f) < M)\—N/pg(s)ds
—hy
ve Py, (s) < 0 dan p; (s) <0 dir.

P (8) < MA+ Nhy < MA+ NiyA =X (M + Nhy)

dir. Bu esitsizlik ve

den;

[M + Nhy]| (T + hy) > 1

elde edilir. Bu ise

(M + Nhy) (T + 1) < 1

ile celigir.

Eger % < [t[) - hl, to] ise (313) ile

esitsizligi celigir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.1.2. p € C ([to — h1, T + ho] ,R), p’ (s), I da mevcut, siirekli ve

0 ha
p(t) < —Lp(t)+ N /pt (s)ds + Ng/pt (0)do, tel (3.1.4)
—h1 0

olsun. Ayrica L, N1, Ny > 0 i¢in N1hy + Nohy < L saglansin. Bu durumda p,, <0,

p’ <0 olmasi I da p(t) < 0 olmasim gerektirir.

Ispat: Lemmanin sonucu yanlis olsun. Bu durumda py, < 0, p” < 0 ancak p (t) > 0
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dir. O halde I da p(t1) = ¢, p(t) < € olacak sekilde bir ¢ > 0 ve bir ¢, € (to,7)
vardir. [ da p/ (tg) =0 dir. p(t;) =€ ve t; € (t9,T) oldugundan p (ty) = ¢ alinabilir.
Bu durumda (3.1.4) den;

0 ha
0=p"(ty) < —Le+ N, /pto (s)ds + Ng/pt0 (o)do, p, <0
“m 0

dir. € > 0 oldugundan p;, < ¢ dir. Aym sekilde p” < 0 ise p'® < ¢ dir. O halde

0 ha
0 = p(th) < —L€+N1€/ds+N2€/da
—h1 0

= —Le+ Nie (0= (=hy)) + Nae (hy — 0)

= e(—=L+ Nihy + Nahy)
dir. N1hy + Nohs < L oldugundan;
0=p"(t) <0
elde edilir. O halde bu bir celigkidir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi uygunluk icin (3.1.1) e iligkin agagidaki kabul edilsin.

(i) a0, By € CHIL,R), I da ¢y < @y < ¢y, 1 < Yy < ¥y, ag(t) < By(t) ve
o1, Oy € Ch, Yy, 19y € Cy olacak sekilde

066 (t> f (t’ &7y} (t) y @0y, 56) ) aOtO = ¢17 04(1; = ¢1

ﬁ{) <t> Z f(taﬁo (t),ﬁot,()é(t)), BOtO :¢27 Bg :¢2

IN

(13) f(t,x,p,7), 1 ye gore her bir (t,z,¢) i¢gin azalan
(ii1) oo () Sy < < By (t), ao, <Y < < By, keyfi £ € Cy ve M, N > 0 igin

0

F(h2,6,6) — f Ly, 6,6) > —M (2 —y) — N/ (6—v)(s)ds  (3.15)

—h1
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(iv) ag, — ¢g, b9 — Bo,, Lemma 3.1.1. in (47) kosulu saglanir

olsun.
3.2 Monoton Iterasyon Teknigi

Teorem 3.2.1. (i) — (iv) saglansin. Bu durumda [tg — hy, T + ho] de
an (t) — p(t), B, (t) — r(t), (n — oo i¢in) diizgiin yakinsak olacak sekilde {«, (t)},
{B,, (t)} monoton dizileri vardir ve (p, r) ¢ifti (3.1.1) in minimal ve maksimal ¢ziim-

leridir. Ek olarak
(v)

0

ftx,dy,19) = f(ty, ¢9,0) < —L(v—y)+ Nl/ (¢1 — b2) (s)ds
—h (3.2.1)

+N2/(?/11 —1y) (0) do

0

olsun. Burada LleaNQ > 07 Qo (t) < Yy <z < 60 (t)J Qo < ¢2 < (bl < ﬁOtv

of <, <y < By ve Nihy + Nohgy < L gegerli olursa, bu durumda I da

p(t) =r(t)=z(t)
(3.1.1) in bir tek ¢oziimii olur.

Ispat: Her bir n = 1,2, ... icin

() t
Apy1 = f (t7 On, antaﬁn) - M (an+1 - an)

0
—N/ [a(nﬂ)t — ant} (s)ds
B (3.2.2)
ﬂ;H-l = f (ta Bna ﬂnta Ck%) - M (ﬂn—&-l - Bn)

_N/ [ﬁ(nﬂ)t - Bm} (s)ds

\ 7h1
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linner problemi ele almsm. a(41), = @o, Byr), = P Ve ol g, B 1
T T T T T T
ap < Sy Sy < By <5, < B (3.2.3)

olacak sekilde secilsin. [0, ho] de o, T 4, a diizgiin yakinsaktr.
Ik olarak [tg — h1, T + ho] de her bir lineer problemin bir tek ¢oziime sahip oldugu

gosterilecektir. Bunun i¢in

0

O‘;H—l = f (t7 Oy, anmﬁi) - M (04n+1 - Ofn) - N/ [Oé(nJrl)t — Oént] (S) ds
—h1

lineer denkleminin iki farkl ¢oztimii avy(n41) Ve @41y olsun. Bu durumda;

0

al(nJrl) f (t OCTHOént?ﬁ ) M (al(n+1) - Oén) - N/ [al(n+1)t — Cknt] (8) ds
—h

0

0/2(n+1) = f (taanaanﬂB;) - M <a2(n+1) - an) - N/ |:O(2(n+1)t - ant] (3) ds

—h1

dir. Taraf tarafa farklar: alimirsa ve p = — ay,,,, denirse (3.1.2) elde edilir.

R IO
Lemma 3.1.1. den p(¢t) < 0 dr. O halde oy ,,,, < ag,,, dir. Benzer sekilde

> ay,,,, oldugu goriiliir. Bu durumda oy, = dir. Yani (3.2.2) deki

gy = Y241)

lineer problemlerin herbiri bir tek ¢oziime sahiptir. Simdi I da
OéoSO[lSO&QS...<an§6n<...§52§61§ﬂ0 (324)

oldugu gosterilecektir. Ilk iddia I da ag < «; olmasidir. Bunun icin p = ag — o

alinsin. (i) den

@6 (t) S .f (t>a0 (t> 7@015766) ) aOtO = ¢1a CYOT = ¢1
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ve (3.2.2) de n =0 igin

0
o) = f (t, a0, 0, B5) — M (o1 — ag) — N/ (1, — ag] (8)ds, ay, = ¢y (3.2.5)

—hy

dir. Bu esitsizliklerden;

p/ = Oé{)—Oéll S f(t,Oéo (t)7a0t756) —f(t,Oé[) (t),CYOt,Bf))

+M (a1 — ) + N/ [aqy — ay] (8) ds

—h1

olup (3.1.2) elde edilir. Lemma 3.1.1. den oy < «y bulunur. Benzer olarak I da
B, < By oldugu goriilebilir. Simdi / da a; < 3, oldugu ispatlanacaktir. Bunun i¢in
p = oy — [; alimarak benzer iglemlerle (3.1.2) elde edilir. Lemma 3.1.1. den oy < 3,
dir.

O halde;

ap < ap < By < By (3.2.6)
dir. Baz1 k£ > 1 ler i¢in, [ da

g1 < ap < By < By (3.2.7)
olsun. [ da

ap < appr < ﬁk+1 < 5k (328)

oldugu gosterilecektir. Bunun igin p,, = 0 olacak sekilde p = aj — aj4+1 secilsin.

(3.2.2) den;

0
oz; =f (tuak—ha(k—l)tyﬁ?]ifﬁ_M (Oék - Oék—1)—N/ [@kt - Oé(k—1)J (S) ds, Ak, = N
—hy
0
Oé;€+1 - f (t’ Ok Oékﬂﬁl;ﬂ)_M (ak+1 - ak>_N/ [a(k+1)t - akt] (S) d57 a(k+1)to - ¢0
—h1
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dir. O halde;

/

po= aj =l =—[f(t oo, By) — f(E a1, 001, Bie1)] — M (o — aj—1)

0 0
_N/ [akt - O[(k—l)t} (S) ds + M (ch+1 - Ozk) + N/ [a(k+1)t - ozkt} (S) ds

—hy —hy
dir. (3.1.5) de z yerine oy, y yerine ay_1, ¢ yerine ay, ve 1) yerine o _1), alinirsa;
f (ta ap, O, , 6}:@) - f (ta *p—1, a(k—l)ta 6};_1) Z -M (O{k - ak—l)

—N/ [k, — ), ] (5) ds

—h1
elde edilir. Bu durumda
0
pr=ao) — g < —M(ap — appr) — N/ [kt — geraye] (8)ds, pyy =0
—h1

dir. Sonug olarak (3.1.2) elde edilir. Lemma 3.1.1. den [ da p(t) < 0 dir. Boylece
ap < gy esitsizligi elde edilir. Benzer gekilde I da §8,,; < 3, oldugu da kolayca

goriilebilir.

Simdi de p;, = 0 olacak sekilde p = aj41 — 3, ele almarak I da a1 < 3, oldugu

ispatlanacaktir. Bunun i¢in daha 6nce yapilan benzer iglemlerle

P'=ahy — Bl = — [f (tvﬁk’ﬁkﬂaz) —f (t’ ak’ak”ﬁzﬂ

0
— M (g1 — o) — N/ [a(kﬂ)t — akt] (s)ds
—hy

0
+ M (Bk-}-l - 5/&) + N/ |:/8(k+1)t B Bkt] () ds

—h1

(3.2.9)

elde edilir. (3.1.5) de x yerine 3, y yerine oy, ¢ yerine f3;, ve ¢ yerine ay, almirsa,

0

f (taﬂlmﬁktaa?@) - f (tvakackkwﬁll‘/c) > -M (ﬁk - ak) - N/ (ﬂkt - Oékt) (S) ds

—h1
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dir. Bu esitsizlik, (3.2.9) da yerine yazlirsa (3.1.2) esitsizligi elde edilir. O halde
Lemma 3.1.1. den I da p(t) < 0 dir. Boylece I da g1 < )4 olup, (3.2.8)
elde edilir. Tiimevarimdan, (3.2.4) bulunur. (3.2.4) ile (3.2.3) birlikte ele alinirsa
(3.2.4) iin [to, T + hs] de de dogru oldugu goriiliir. Bu durumda {«,},{3,} dizileri
siirhdir.  f monoton ve sinirli oldugundan {a,,},{f,} dizileri yakinsaktir, hatta

diizgiin yakinsaktir. O halde [ty, T] de

lim o, = p, hmﬁ =r

n—o0

dir. a,, (3.2.2) yi sagladigindan;

lima/, = f (t lim 0 1, h_)m Qn-1), hmﬁ ) — lim M (a, — 1)

n—oo n—oo

—N/ lim [0, — on-1y,] (5) ds

n—oo

—h1

ve lim a,,, = ¢ dir. Bu durumda;
n—0o0

pl = f (tapa ptart) ) pto = ¢0

dir. Benzer sekilde
r'=f(trrnp'), T = dg

elde edilir. I da «,, < 3, oldugundan lim o, < lim (3, ve boylece p < r ve p! =
dir.

Artik (p,7) ¢iftinin (3.1.1) in sirasiyla minimal ve maksimal ¢oziimleri oldugu gos-
terilebilir. Bunun i¢in x (¢), I da ap < z < 3, olacak sekilde x;, = ¢, 27 = 1, ile
(3.1.1) in bir ¢tziimii olsun. Bu durumda (p, ) nin tanimindan p < z < r oldugunu

gostermek yeterlidir. p? = 27 = T oldugu zaten bilinmektedir. p;, = 0 olacak
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sekilde p = oy — z alinsin. (3.2.5) den ve z (), (3.1.1) in ¢6ziimii oldugundan

p = o/l—x’:—[f(t,m,xt,mt)—f(tao,aoﬂﬁé)}

—M (a1 — ag) — N/ [y, — ag,] (s)ds
_h1

yazilabilir. (3.1.5) de y yerine oy, ¢ yerine x; ve ¢ yerine de «y, almirsa

0
f (t,x,xt,xt) —f (t,ag,aot,ﬁg) > —M (z — ap) — N/ [z, — ap,] (s) ds

7h1

elde edilir. O halde

0
p’:o/l—x’S—M(al—x)—N/[alt—xt](s)ds

7h1

dir. Bu durumda (3.1.2) esitsizligi ve p;, = 0 elde edilir. O halde Lemma 3.1.1. den
I dap(t) <0 dir. Boylece a; < x elde edilmig olur. Benzer sekilde z < 5, ve

apy1 < < B, oldugu goriilebilir. Bu durumda

lim opqq < lima < lim B,

n—oo n—oo n—oo

dan;

pxr<r

elde edilir. Bu da (p, ) ¢iftinin (3.1.1) in minimal ve maksimal ¢oziimleri oldugunu

gosterir.

Ek olarak (v) kosulu saglansin ve p < r oldugundan p = r — p almsin. p ve r (3.1.1)

in ¢oziimleri oldugundan

/ / /

p=r—p :f(tvr7rt7pt) _f(t7p7pt7rt)

ve py, = 0, pT = 0 dir. (3.2.1) da x yerine r, y yerine p, ¢, yerine r, ¢, yerine p,, 1,
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yerine r', 1), yerine p' denirse;

0
) = f(tppn) < —L(r—p)+ N / [re — pi] (3) ds

—hy
ha

N, / v — ] (o) do

0

elde edilir. Bu durumda (3.1.4) esitsizligi elde edilir. O halde Lemma 3.1.2. den [
da p(t) < 0 dir. Boylece r < p elde edilmis oldu. Benzer gekilde p < r dir. Bu
durumda p = r dir. Sonug olarak z = p = r ortak degeri, x;, = ¢y, 27 = 1, ile

(3.1.1) in bir tek ¢oztimiidiir. Ispat tamamlanir.
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4. DIFERENSIYEL ESITSiZLiIKLER VE SABIT NOKTA TEOREMIi

Bu boliimde, bundan sonraki boliimde kullanilacak olan teoremler i¢in temel kavram-
lar ve sabit nokta teoremi verilecektir. Bu temel kavramlar Lakshmikantham and

Leela (1969) tarafindan incelenmistir.

4.1 Coziimlerin Varlig:

u =g (t,u), u(ty) = ug (4.1.1)
birinci dereceden diferensiyel denklem sistemi ele alinsin. Burada,

,  du
U = —, ug = (U1y,Uzgs vy Ung)

dt

ve g€ C[E,R"], E C R"" E acik kiimedir.

Tanim 4.1.1. Bir F' = {f (u)} fonksiyon ailesi £ C R" deki bir u kiimesinde tanimh
olsun. Her £ > 0 ve uy,us € E igin, ||ug — uz|| < ¢ oldugunda ||f (u1) — f (u2)|| < &
olacak sekilde, f € F' den bagimsiz bir § = § (¢) varsa F' fonksiyon ailesine £ C R"

de essiireklidir denir.

Teorem 4.1.1. (Ascoli-Arzela). Egsiirekli ve egsimirh olan F' = {f} fonksiyon
dizisi £ C R™ deki bir kompakt u kiimesi iizerinde tanimli olsun. Bu durumda E de

diizgiin yakinsak olan bir {f,}, n = 1,2, ... alt dizisi vardir.
Teorem 4.1.2. (Peono Varlik Teoremi). Ry, bir
[(t,u) : to <t <to+a, [[u—uml <9

kiimesi olmak iizere ¢ € C[Ry,R"] almsmm ve Ry da ||g (t,u)|| < M olsun. Bu

= min i
o= a,M
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olmak tizere, (4.1.1) baglangic deger problemi ¢, < ¢t < tg 4+ « da en az bir wu (t)

¢oziimiine sahiptir.

4.2 Skaler Diferensiyel Esitsizlikler

u € C|(to, to + a) ,R] olmak iizere,

Dru(t) = Jim, sup Rt u(t+ h) —u(t)]
Diu(t) = Jgﬁhﬂh—lm(t+h)—u(w]
D u(t) = &Egsmﬂflhdt+h)—u(ﬂ]
D_u(t) = hli)réli inf h™' [u (t+ h) — u(t)]

Dini tiirevleri ele alinsin.
D*u (t) = Dyu(t) oldugunda sagdan tiirev /, (t) ile gosterilir. Benzer olarak u’ ()

gosterimi de soldan tiirevdir.

Tanim 4.2.1. E C R?, F agk kiime ve g € C [E,R"] olsun. u (ty) = uo baslangig
kosuluyla verilen

u' = g(t,u) (4.2.1)

skaler diferensiyel denklemi ele alinsin.
v e Cllto,to+a),R], v/, (t), t € (to,to + a) igin var ve (t,v (t)) € E olsun. Eger

v(t),

V() < g(t,u(t), t e ltoto+a)

esitsizligini saglyorsa v (t) ye alt-fonksiyon denir. Ote yandan eger,
vl () > g (t,u(t)), t e [t to+a)

ise v (t) ye iist-fonksiyon denir.

Teorem 4.2.1. £ C R? FE agk kiime ve g € C'[E,R"] olsun.

v,w € Clto,to +a),R], (t,v(t)),(t,w(t)) € E, t € [to,to+ a)
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olsun.

(% (to) <w (to) (422)

ve t € (ty,to + a) igin
D_v(t)<g(t,u(t)) (4.2.3)
D_w(t) > g(t,w(t)) (4.2.4)

esitsizlikleri saglansin. Bu durumda;
v(t) <w(t), t € to,to+ a) (4.2.5)
dir.
Ispat: (4.2.5) iddias1 yanls ise,
Z =t eto,to+a): w(t) <wv(t)

kiimesi bog degildir. ¢t; = inf Z ile tammlansin. (4.2.2) den ¢y < ¢; oldugu agiktir.
Ayrica iddiadan 6yle bir ¢; vardir ki,

v(t) =w(t) (4.2.6)

ve

(% (t) <w (t) , € [to, tl) (427)

dir. (4.2.6) ve (4.2.7) nin kullamilmasiyla kiiciik h < 0 igin;
U(tl—i—h) <w(t1+h)
elde edilir. v (¢;) = w (t;) oldugundan;

v(ti+h)—v(t;) <w(ty +h) —w(t)
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dir. h < 0 oldugundan;

v(ti+h)—v(t) >w(t1+h)—w(t1)
h h

elde edilir. Bu durumda

> lim inf
h—0—

lim inf vitith) —v (th

[w (t1+h) —w(t)
h—0— h

h

oldugundan;

D_v (t1> Z D_w (tl) (428)
elde edilir. (4.2.3), (4.2.4) ve (4.2.8) egitsizliklerinden;
g (t,v(t1)) > g (t,w (t))

dir. Bu (4.2.6) dan dolay1 celigkidir. Bu durumda Z bostur. O halde (4.2.5) elde

edilir. Ispat tamamlanmistir.

Uyar1 4.2.1. Teorem 4.2.1. den t € (to,to+ a) icin (4.2.3) ve (4.2.4) esitsizlik-

lerinden sirasiyla

Dov(t) < g(tv()

D w(t) > g(tw(t))
oldugu soylenebilir.

Lemma 4.2.1. v,w € C[[to,to + a),R] ve S, [to,to + a) nin en fazla sayilabilir bir

alt kiimesi olmak {izere, t € [to, o + a) — S igin
Du (t) <w(t)
Dini tiirevi ele alinsin. Bu durumda;

D v(t) <wl(t)
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dir.
4.3 Maksimal ve Minimal Coéziimler

Tanim 4.3.1. [ty, o + a) da (4.2.1) skaler diferensiyel denkleminin bir 7 (¢) ¢oziimii

alinsin. Bu durumda [tg, ¢y + a) da varolan (4.2.1) in her u (t) ¢oziimii i¢in
u(t) <r(t), te€lto,to+a) (4.3.1)

esitsizligi saglaniyorsa, 7 (t) ye (4.2.1) in bir maksimal ¢oziimiidiir denir. p (¢) mini-

mal ¢oziimii benzer gsekilde tanimlanabilir.

Teorem 4.3.1. g € C[Ry,R], Ry : to0 < t < tg+ a, [u—ug] < b ve Ry da
lg (t,u)] < M olsun. Bu durumda [to, o + o da, (4.2.1) denkleminin bir maksimal

ve minimal ¢oziimii vardir. Burada
, b
o =min | @, ——
"2M 4+ b
dir.

Ispat: Ilk olarak maksimal ¢oziimiin varligi gosterilecektir, minimal ¢oziimiin varhg

benzerdir. 0 < e < g alinsin.
u=g(t,u)+e ultg) =uy+e (4.3.2)
baslangic deger problemi alinsin.
g (tu) =g (t,u)+e

olarak tanimlanirsa,

| oS

R.:tg<t<ty+a, |[u—uy—¢e<
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ve siireklilikten;

b

dir. Teorem 4.1.2. den, (4.3.2) baglangi¢ deger problemi [to, to + a] araliinda bir
u (t,€) ¢oziimiine sahiptir.

0 <eyg <ep <eicin,

u(t0,€2> < U(t(),éfl)
o' (t752> = g(tau(t7€2))+€2

' (tvgl) > g (t,u(t,€1)) +eg, t € [thtO + a]
dir. Teorem 4.2.1. den;
u(t,eq) <wul(t,er), t € [to,to + af

elde edilir. Bu durumda u (t,e) fonksiyon ailesi [tg,to + ] da essiirekli ve diizgiin
siirhdir. Teorem 4.1.1. den n — oo i¢in €,, — 0 olacak sekilde bir {¢,} azalan dizisi
ve [to, to + o da

r(t) = limu(t,e,)

n—oo

diizgiin limiti vardir.
u (tyen) =g (tu(t,en)) +en, ulto,en) =uo+en

den;

lim u (tg, €,) = lim (ug + €5)

n—oo n—oo

dir. O halde;

T (to) = ug

bulunur. n — oo igin g (¢, u (t,&,)) nin g (¢, 7 (t)) ye yakinsamasi g nin diizgiin siirekli
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olmasimi gerektirir. Dolayisiyla;

t

u(t,en) = ug+en + /g (s,u(s,€n))ds

to
dir. Burada n — oo icin limit alinirsa;

t

T(t):uo—l—/g(s,r(s))ds

to

elde edilir. r (ty) = ug oldugu bilindiginden r (¢) , (4.2.1) probleminin bir ¢oziimiidiir.
Tamm 4.3.1. den r(¢) nin (4.2.1) in maksimal ¢dziimii olmasi i¢in [to,to + ] da

(4.3.1) esitsizligini saglamasi gerekir.

[to, to + ] da (4.2.1) in herhangi bir u (t) ¢6ziimii varolsun. Bu durumda, £ < £ i¢in
U(to) =U < Uyt E= U(t0,€>

u'(t)=g(tut) <g(tu(t)+e
u' (t,e) =g (t,u(t,e)) +¢

dir. Uyar1 4.2.1. den;
u(t) <ul(t,e), t € lto,to+ qj

elde edilir. € — 0 igin u (¢, ) nun r (t) ye diizgiin olmas1 maksimal ¢tziimiin tekligini

gosterir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.2. g € C[E,R] olsun. Burada £ C R?, E agik kiime ve (tg, ) € E dir.
Bu durumda (4.2.1) denkleminin, F sinirina genigletilebilen, maksimal ve minimal

¢ozuimleri vardir.

Lemma 4.3.1. Teorem 4.3.2. nin hipotezleri saglansin. (4.2.1) denkleminin 7 (%)
maksimal ¢oziimii en genis [to, to + @) araliginda varolsun. Ayrica [to,t;] kompakt

bir alt aralik olsun. Bu durumda 0 < & < g olacak gekilde 9 > 0 igin [tg,t;] de
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(4.3.2) denkleminin r (¢, e) maksimal ¢oztimii vardir. [to,t;] de

limr (t,e) =7 (t)

e—0

diizgiin limiti vardir.
4.4 Karsilagtirma Teoremleri

Teorem 4.4.1. E C R? E agk kiime ve ¢ € C[E,R] alnsin. [tg,to + a),
(4.2.1) denkleminin r () maksimal ¢oziimiiniin varoldugu en biiyiik aralik olsun.
m € C|[to,to +a),R], t € [to,to + a) igin (t,m (t)) € E; m (tg) < ug ve bir Dini
tiirevi i¢in

Dm(t) <g(t,m(t)), t € [to,to+a)— S (4.4.1)

alinsin. Bu durumda;

m(t) <r(t), t € [to,to+a) (4.4.2)

dir.
Ispat: Lemma 4.2.1. ve (4.4.1) den
D_m(t) < g(t,m(t)), t € (to,to + a) (4.4.3)

dir. ¢ < 7 < tp+ @ alinsin. Lemma 4.3.1. den (4.3.2) nin yeterince kiigiik her ¢ > 0

icin [to, 7] da 7 (¢, ) maksimal ¢oziimleri vardir ve

r(t) = limr (¢,¢) (4.4.4)

e—0

limiti diizgiindiir. (4.3.2) ve (4.4.3) kullamlarak Teorem 4.2.1. e uygulansin. Bu
durumda;

m(t) <r(te), te€ [t ] (4.4.5)

elde edilir. Son egitsizlik ve (4.4.4) ten;

m(t) <r(t)
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elde edilir. Ispat tamamlanir.
Uyar: 4.4.1. Eger (4.4.1) in yerine
Dm (t) > g (t,m(t)), t € [to,to +a) — S
alinirsa ve m (tg) > wg ise, bu durumda (4.4.2) sonucu
m(t) = p(t)
ile degistirilmelidir. Burada p(¢), (4.2.1) in minimal ¢oziimiidiir.

Teorem 4.4.2. E, [tg,to +a) x R? garpim uzay1 ve g € C' [E,R] almsin. g, v ye

gore her bir ¢ ve u i¢in azalmayan olsun. [tg,ty + a) da
u' =g (t,u,u), u(t) =uy >0 (4.4.6)
diferensiyel denkleminin r (t) maksimal ¢oziimii var ve
r(t) >0, t € [to, to +a) (4.4.7)
olsun. Bu durumda [tg, to + a) da;
u' =gy (t,u), u(ty) =ug >0 (4.4.8)
probleminin r; (#) maksimal ¢oziimii vardir ve
r(t)=ry(t), t € [to,to+ a) (4.4.9)

dir. Burada

(51 (tvu) =4 (t,u,r <t>>

alinmigtir.

Ispat: Teorem 4.3.1. ve Teorem 4.3.2. den (4.4.8) in r; (t) maksimal ¢oziimii, £

45



nin smirma genigletilebilen bir [to, to + ], @ < a araliginda vardir. Bu da 7 (¢) nin
[to, to + @) da tamiml olmasini veya k — oo igin ¢, — t; olmak tizere bir {f;} dizisi
icin

|71 ()| — o0 (4.4.10)

olacak sekilde t; < tp + @ nin varolmasini gerektirir.

() =g (trt),r(t) = g1t (1))

ele alinsin. Bu durumda Teorem 4.4.1. den, r; (t) var ve

r(t) <1 (t) (4.4.11)

dir. (4.4.7), (4.4.10) ve (4.4.11) den 7y (t) > 0 diwr. O halde t;, — 7 igin

r1 () — 400 (4.4.12)

elde edilir. Simdi (4.4.12) iin dogru olmadig1 gosterilecektir. Bunun igin

u' =g (t,u,u) +e, ulty) =ug+e, up >0 (4.4.13)

denkleminin r (¢,¢) maksimal ¢oziimii ele alinsin. r (¢,¢), Lemma 4.3.1. den, v > 0,
[to, t1 + v] de vardir ve yeterince kiigiik € > 0 i¢in t1 +v < to+a duir. 7 (t,¢), (4.4.13)

in bir ¢ozlimi oldugundan

r'(t,e) =g (t,r(t,e),r(t,e)) +e, r(to,e) =ug+e

dir. O halde
' (t,e) > g (t,r(t,e),r(t¢e)) (4.4.14)

ve 1 (tg, €) = up + € oldugundan;

T (to) < 1 (tg,€)
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dir. Bu yiizden Teorem 4.2.1. den;

r(t) <r(te), t € ty,t1+ V] (4.4.15)

esitsizligi gerceklenir. g, v ye gore azalmayan oldugundan (4.4.14) ve (4.4.15) den;

T/ (t,€) > 01 (t,?” (t76)) ’ te [t07t1 + U]

dir. Fakat

ri(t) =gt (t),r () =g1(t,r1 (1), t € [to, ]

ve 11 (tg) < 1 (tg,e) dir. Teorem 4.2.1. den;

r(t) <r(t,e), t € [to, 1] (4.4.16)

dir. v > 0 olmak tizere r (t,¢), [to,t1 + v] da varoldugundan (4.4.12), (4.4.16) dan
dolay1 bir geligkidir. Bu da [to, o + a) da ry (f) nin varhigim ispatlar.
Simdi (4.4.9) ispatlansin. t € [ty, %o + a) i¢in (4.4.11) in dogru oldugu bilinmektedir.

g, v ye gore monoton oldugundan ve (4.4.11) den;

ri(t) <g(t,r(t),m (1))

elde edilir. Teorem 4.4.1. den;

T’l(t) §r(t), t e [to,to-’-&)

dir. Bu egitsizlik (4.4.11) ile birlikte ispati tamamlar.

Teorem 4.4.3. Teorem 4.4.2. deki varsayimlar ve ¢ € [to, to + a) — S i¢in

Dm (t) < g(t,m(t),v) (4.4.17)
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esitsizligi saglansin. Bu durumda t € [tg, ¢ + a), v < 7 (t) ler igin,
m(t) <r(t), t € [to,to + a) (4.4.18)

dir.

Ispat: v <r(t),t € [to,to + a) alnsin. Bu durumda g, v ye gore monoton oldugun-
dan (4.4.17)
Dm (t) < g1 (t,m(t)), t € [to,to +a) — S

esitsizligine indirgenir. Burada
g1 (t,m (b)) =g (t,m(t),r(t))

dir. Eger r (t), (4.4.8) un maksimal ¢oziimii ise, Teorem 4.4.2. den [to,to + a) da
r1 (t) vardir ve (4.4.9) dogrudur. Basit bir uygulamayla Teorem 4.4.1. , (4.4.18)

esitsizligini gercekler.
4.5 Fonksiyonel Diferensiyel Esitsizliklerde Varhik

7 > 0, [—7, 0] stirekli fonkiyonlarin uzay1 olmak iizere C* = C'[[—7, 0] ,R"], verilsin.
¢ € C" igin,
l¢llp = max [l (s)]

—7<s<0

normu tammlansin. xz € C'[[—7,00),R"], ¥t > 0 igin, x4,
r(s)=x(t+s), —7<s<0
ile tamimlansin. Bir p > 0 verilsin ve
Co=lpeC: [olly <pl

alinsin. Bu gosterimlerle

2 (t) = f(t,z) (4.5.1)
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fonksiyonel diferensiyel sistemi ele alinsin.

Tamm 4.5.1. (i) ty <t <to+ Aicin x; (¢, ¢y) € C, ve [to — 7,10 + A] da x (to, ¢)
tanimh ve siirekli

(44) 4, (to, Po) = Do

(1i) t € [to,to + A) i¢in x (to, ¢y) m ¢ ye gore tiirevi olan ' (o, ¢,) (t) var ve

t € [to,to + A) igin (4.5.1) sistemini saglayacak sekilde bir A > 0 sayis1 var ise,
t =to > 0 da alman ¢, € C, baslangi¢ fonksiyonu ile bir z (to, ¢,) fonksiyonu (4.5.1)

in bir ¢oztimiidiir.

Teorem 4.5.1. J = [0,00) olmak tizere f € C'[J x C,,R"] olsun. Bu durumda
t =to > 0 da bir ¢, € C, baslangig fonksiyonu icin (4.5.1) in bir z (to, ¢,) ¢Oziimii

[to — T,to + «] da varolacak sekilde bir o > 0 sayis1 vardur.
Ispat. a > 0 almsm ve y € C'[[to — 7, %o + a] , R"] icin,

qbo(t—to), tD_TStStO
o (0) , lo<t<to+ta

y(t) =
tanmimlansin. Bu durumda f (¢, ), [to, to + a] araliginda ¢ ye gore siireklidir ve
1 (& )l < My
dir. t € [to,to+al, ¥ € C, ve || — y||, < b olmak iizere

||f(t77vb) - f(tvyt)H <1

olacak sekilde sabit bir b € (0, p — |[¢o (0)]|) mn varoldugu olmayana ergi yontemi ile

gosterilecektir. Bu durumda her bir £ = 1,2, ... i¢in

1
s = eally <

49



olacak sekilde t;, € [to,to + a] ve ¢, € C, var ve

1f (s y) = f by yar) | > 1

dir. Simdi

lim y, =

varolacak sekilde bir {tkp} alt dizisi segilsin. f, (¢1,y1) de siirekli oldugundan;
Ve>0,30>0 5 [y —yull <dise [|f (b, 1) = f (1 — )l <e
dir. Ancak kabiilde k£ = 1 igin;
101 = yullg < Lise [|f (t1,901) = f (1 =yl = 1
idi. Bu ise geligkidir. O halde ¢ € [ty,to +a], ¢ € C, ve ||[¢b — y¢||, < b olmak tizere

IF @) <M =M +1

= min i
o= =i

segilsin. B, [tg — T,to + ] dan R™ e siirekli fonksiyonlarin uzay: olsun. = € B i¢in

elde edilir.

norm,

ol =, _max o ()]

seklinde tanimlansin. Bu norma gore B bir Banach uzayidir. S C B, olmak {izere

(1) = (u) = ¢y (u—to), to—T<u<ty

(@) [lz(t) =z ()l < Mty = o], ti,ts € [to, o + A

S=<x€ B,

tanimlansin. Bu durumda S diizgiin sinirhi ve egsiireklidir. O halde S kompakttir.

Simdi de S in konveks oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in x,y € S olsun. S in
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tanmimindan;

|z (t1) —x (L) < M|ty —to

ly (t1) —y (L)l < Mylty — 1o
dir. O halde;
loax (t1) — ax (t2) + (1 —a)y (1) — (1 — )y (t2)|| < K |[t1 — to

oldugundan (ax + (1 — a)y) € S dir. Sonug olarak S konvekstir. Bir z € S i¢in
(1) T (x1,) = o,
(#7)

T(x(t)) = ¢y (0 /fsxsds to<t<ty+a

tanimlansin. Vo € S ve t € [to, to + a] icin;
1 (2) = 6o ()| < M|t — o] < Ma <'b

dir. Boylece x; € C, ve ||z, — y||, < b dir. Bu nedenle ty < s <ty + a igin f (s, ;)
s in siirekli bir fonksiyonu ve

1S (s, z)|l < M

dir. Ayrica T, S de iyi tanimhi ve S den S e siireklidir.
Schaunder Sabit Nokta Teoremi’ nden;

(2) T (4,) = 24

() T(x(t)=x(t), to<t<ty+a

y1 saglayan en az bir z € S vardir. Bu da

()xto ¢O>
(17)
x(t) = ¢y (0 /fsa:sds to <t <ty+a

oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir.
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Lemma 4.5.1. g€ C[J xR, R ] ve m € C[[to — 7,00) , R, ] olmak iizere,
D_m(t) < g(t,|mey), t > to

esitsizligi saglansin. ¢t > tg i¢in
u' =g (t,u), u(ty) =ug >0 (4.5.2)

skaler diferensiyel denkleminin () = 7 (¢,to, up) maksimal ¢oziimii varolsun. Bu

durumda |my, |, < uy oldugunda;
m@) <r(t), t>t
dir.
Ispat: Esitsizligin ispat1 icin
m(t) < u(t,ty,up, ), t > tg
gergeklendiginin ispatlanmasi yeterlidir. Burada u (¢, to, ug, ) , yeterince kiigiik € > 0

icin

u=g(t,u)+e ultg) =uy+e

baslangic deger probleminin herhangi bir ¢oziimiidiir. Bu durumda,;
}:ii%u (t,to, ug,€) = 1 (t,t0, uo)
dir. Ispat Teorem 4.2.1. in ispatina cok benzerdir.
Z = [t € [to,00) : m(t) > ul(t,to,up,c)
bos olmayan bir kiime ve ¢; = inf Z ile tanimlansin.
My lg < up < up+e€
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dan t; >ty dir. Ayrica;

m (tl) =u (t17 t07 Uy, 6)

m(t) <U(t,t0,U0,8), to<t<t

dir. Bu durumda h < 0 i¢in

m(t1+h) <u(t1+h,t0,u0,€), tOStStl

elde edilir. O halde m (t1) = u (t1, to, v, €) oldugundan ve h < 0 dan;

m(ti+h) —m(t) _ u(ti+hto, ug,€) —u(ts,to, uo,€)
h g h

dir. Yukaridaki esitligin her iki yaninin infimumu alinip A — 07 i¢in limite gegilirse;
D_m (tl) > U (tl, to, Ug, 8) =g (tl, u (tl, to, Ug, 5)) +e (453)

elde edilir.
u'=g(tu) >0

oldugundan;

ul (t,t07U0,€) =g (tau(t7t07u0a€)) Z 0

dan wu (t,tg, ug, €) , t ye gore azalmayandir. Bunlar gozoniine alindiginda,
[may g = u (t, to, uo, €) = m (t) (4.5.4)
elde edilir. Bu durumda
D_m (t1) < g (ts, [my ) = g (t1,u (t1, o, uo, €))

esitsizligi elde edilir. Bu da (4.5.3) ile celisir. O halde Z kiimesi bostur. Ispat

tamamlanmigtir.
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Teorem 4.5.2. f € C[J xC",R"]| ve (t,¢) € J x C" igin

If &)l < gt lello) (4.5.5)

alimsi. Burada g € C'[J x R, ,R,] ve her bir ¢t € J igin u ya gore azalmayandir. Her
t > to igin (4.5.2) nin u (t) = w (¢, to, up) ¢oztimleri varolsun. Bu durumda, (4.5.1) in

herhangi bir x (to, ¢,) ¢oziimiiniin varoldugu en biiyiik aralik [to, co0) dir.

Ispat: [to, 3) da varolan (4.5.1) in bir z (to, ¢,) ¢oziimii ele alinsin.

Burada ty < f < oo dur. t € [tg, 3) i¢in

my = “wt (t07 ¢0)H

olacak sekilde
m (t) = ||z (o, ¢o) (2)]]

ile tanimlansin. (4.5.5) varsaymminin kullanilmasiyla, ¢ > ¢ igin
D_m(t) < g (t,[mly)
esitsizligi kolayca elde edilebilir.

’mto|o = H%“o < U

secilirse Lemma 4.5.1. den

m(t) <r(t)

bulunur. O halde
||[E (t07 ¢O) (t)H S r (t7t07u0) ’ tO S t S 6 (456)

dir. g (t,u) >0, r (t,to, up) in azalmayan olmasindan ve (4.5.6) dan

[z¢ (to, do)llg < 7 (tto, uo) , to <t < B (4.5.7)

elde edilir.
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to < t1 <ty < [ olacak gekildeki herhangi ¢, t5 icin;

t2

[ (to, do) (t2) —  (to, o) (2)[| < /9 (s, lls (to, @o)lo) ds

t1

dir. (4.5.7) den ve ¢ (¢,u) nun u ya gore monoton olmasindan;

g (t7 th (t()y ¢0)||0) < g (t7 r (tatOv uU))

elde edilir. r (), (4.5.2) nin maksimal ¢oztimii oldugundan;

t2

[ (to, @) (t1) — 2 (to, o) (t2)]| < /9 (s,7 (s, t0, uo)) ds

t1
- T<t27t07u0) —T(tl,t(),'U/O)

dir. t1,ty — B~ iken lim z (to, ¢y) (t) limitinin varhg elde edilir.

t—L3
x (t()a ¢0) (5) = thg{x (t()’ ¢0) (t)
tamimlansin ve ¢ = 5 da ¢, = x5 (to, ¢,) yeni basglangig fonksiyonu ele alnsin.

Teoerm 4.5.1. in bir uygulamasi olarak tq yerine 5 alinirsa; [ — 7, 5+ a] D [, 8 + ]
dir. O halde o > 0 olmak iizere [, 5 + a] da (4.5.1) in bir = (3, 1,) ¢dziimii vardir.

Boylece ispat tamamlanir.

4.6 Sabit Nokta Teoremi
Bu kisimda Bernfeld and Lakshmikantham (1977) n bir ¢aligmasi incelenmistir.

Tanim 4.6.1. E, Banach uzay1 ve [a,b] C R olmak iizere Ey = C' [[a, ], E] alinsin.

T operatorii T : Ey — E olarak tamimlansin. Sabit bir ¢ € [a, b] igin
To=¢(c)
ise ¢ € Ey, T nin bir sabit noktasidir denir.
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Ayrica Vo, € Ey ve 0 < o < 1 igin

IT¢ =Tl < all = lg,

ve

1]l g, = max [l (s)]

a<s<b

ise T' operatorii bir daralmadir. Burada ||.||;, £ de normu belirtmektedir.

Teorem 4.6.1. T': Ey — E ve T bir daralma olsun. Asagidakiler saglansin.
(i) ¢ € Ep olsun. {¢,} dizisinin ardigik uygulamasiyla elde edilen her dizisi bir
¢ € [a,b] i¢in

T¢n = ¢n+1 (C)

ve

[6n1 = bullg, = n41 (€) = 6 (O)]| (4.6.1)

esitligini saglayacak sekilde T' nin bir ¢* sabit noktasina yakinsar.
(1) ¢g, o € Ep olsun. ¢, ve 1, ne iligkin {¢, } ve {¢,,} dizileri (7) deki gibi verilsin.

Bu durumda;

1
||¢n - ¢n||E0 < 1— [||¢1 - ¢0||E0 - ||¢1 - T/)OHEO + ||¢0 - ¢0||E0}

—

dur. Ayrlca7 Qb() = ¢0 ve {¢n} 7& {¢n} ise

2
||¢n - ¢n||E0 S — [||¢1 - ¢0||E0}

— 11—«

elde edilir.

(iii) Qo = [¢ € Eo: |9lly, = 16 (c)ll ] olsun. {¢,} ve {4}, (ii) deki gibi almsm.
Her n i¢in (¢, — v¥,,) € Q ise;

lim ¢, = lim %,

n—oo
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dir. Son olarak,
Qe ={o0€ Ey: [lo ="y, = ¢ (c) =" (g}
da ¢*, T nin bir tek sabit noktasidir.
Ispat: (i) nin ispat1: ¢, € E, olsun. Hipotezlerden T¢, € E dir. 1 = ¢, (c) ve
|91 (c) = ¢ (D)l = [l¢1 — %HED
olacak sekilde ¢, € F almsin. Ey = C'[[a,b], E], Téy = x1, 1 € E,
Té, = Tnt1 = ¢piq(C)

ve

||¢n+1 (C) - ¢n (C)HE = ||¢n+1 - anHEO , N = 1,2,

olarak tamimlansin. 7" bir daralma oldugundan;

190 = bniall, = 190 (€) = Gnir ()| = [ITEns = TS0l < @[Sy = Sl s,

dir.
T¢n = ¢n+1
oldugundan;
01 =Ty, ¢ =T¢; = T2¢07 b3 =Ty = T3¢0> ey O =T"0g
dir. O halde,

Hﬁbn - ¢n+1||EO < a"[lgg — ¢1||E0

esitsizligi gerceklenir.
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m > n ise, iiggen esitsizliginden;

||¢m - ¢n||E0 S ||¢m - ¢m71||E0 + ||¢m71 - ¢m72||E0 + ..+ H¢n+1 - ¢n||E0
a™! |¢o — ¢1HEO +am? |¢o — ¢1HE0 o+ a [l — ¢1HE0
a” [1 4+ o™ 4 am’k"} | — ¢1|]E0

[l6o — &1l 5, ]

IN

an
11—«

IN

elde edilir. Bu ytizden m,n — oo iken, [|¢,, — &,[/5, — 0 dir. O halde {¢,} bir

Cauchy dizisidir. Ej tam oldugundan,
I 19, — ") =0
olacak sekilde bir ¢* varolup {¢, } dizisi ¢* a yakinsar. O halde;
Jim o, =
olacak sekilde ¢* € Fy vardir. T daralmasi siirekli bir déniisiim oldugundan,
To" =T (lmg,) = lim (T6,) = lim ,,, (c) = ¢ (c)

dir. Bu durumda ¢*, T" nin bir sabit noktasidir. Boylece (i) ispatlanir.

(74) nin ispati:

H¢n - ¢n—1HE0 < Oénil H¢1 - ¢0“E0

esitsizliginden;

||¢n - d)nHEO S ||¢n - gbnleEO + Hgbnfl - ,lvbnleEO + denfl - 77ZJn||E0
= aﬂ—l [“¢1 - ¢0||E0 + ||77Z)1 - ¢0||E0] + ”¢n—l - 77Z}n—lHE0

N

bulunur. Tiimevarimdan;

Hgbn—l - ¢n—1||EO S an—Q [||¢1 - ¢O||E0 + ||77Z)1 - 77Z}0||EO] + H¢n—2 - ¢n—2HEO

28



dir. O halde;

Ién = Yullgy, < "7 b1 — ol g, + 1t — Yoll )

+a" 2 [y — Goll g, + 11 — Yol o) + |02 = Ynsl

[0+ 4+ a®] [llér = Boll g, + %1 — Poll ) + 160 — Yoll
L 63 = Gollm, + 191 — olls,] + 160 — Golls,

11—«

IN

IN

elde edilir.
T(bn = ¢n+1 (C)

oldugundan T, = v, (c) ve T, = T, (c) dir. Ozel olarak 1, = ¢, ise,

Yo (c) = ¢y (), Ty =T,

esitliklerinden;

Yy (c) = ¢ (¢)

bulunur. Bu durumda (4.6.1) den;

P, — wnHEO < ﬁ (161 () = o ()l + (|11 (€) — %o ()l ]

2
= 1"a [¢1 — Boll g,

elde edilir. Boylece (i7) nin ispat1 tamamlanmigtir.
(477) nin ispatr: n = 0,1,2... icin ¢,, —¢,, € Qo ve {¢, } ve {¢,,} dizileri (i7) deki gibi

alinsin. 7' daralma oldugundan;

190 = Pullg, = llton(€) = dn(e)llg
= ||T¢n—1 _T¢n—1HE

< « Hwn—l - ¢n—1HEO
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dir. Bu durumda tiimevarimdan;

N

[ = allg, < oty =il

< Oé2 Hwn—Z - qbn—QHEO
<
< a"[thg — ¢0HE0

elde edilir. (¢) den {¢,} ve {1, } dizileri yakinsak oldugundan;
lim ¢, = lim 9,
dir. Sonug olarak, 24« da " # ¢, T' nin bir sabit noktas ise;

10" =" llg, = ¢ () =¥ ()l
= ||T¢*_T¢*||E
< allot =¥ g

elde edilir. Bu da bir celigkidir. Ispat tamamlanir.

Ornek 4.6.1.
a' (t) = f(t x)
Tyy = ¢07 ¢0 € ky=C [[_770} 7E]

(4.6.2)

sistemi ele alinsin. Burada f € C'[[ty,to + d| X Ey, E] dir. t € [to,to + d], ¢,9 € Ey
icin f,
1F(t¢) = F (G d)lp < Lll¢ = ¢lg

esitsizligini saglasm. a, 0 < a < 5= olacak sekilde segilsin. Her bir ¢ € [to, ¢y + a

i¢in,

EO,t =C HtU - Tvt] 7E]
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almsin. T} : Ey; — E operatorii
t
T, = bn, t0) + [ (5,,) ds
to

olarak tammlansin. Burada ¢, € Ej; oldugundan 58 € Ey, s+ 0 € [to— 7,t] igin,
6. (0) = ¢, (s + 0) olarak tammlanr.

bo(s), to—T7<s<t

¢0,t (s) =
b (to), to<s<t

dir. Her bir ¢ > ¢, igin Teorem 4.6.1., T" operatoriine uygulansin. Burada a =ty — 7,

b = ¢ =t alinmigtir. Lipschitz kosulundan,

To=Tble < [1F (5:8.) = F (5.9.) leds

<L / 13 — Do s
to
t
<L / 16y (54 6) — by (5 + 0) 1y o s
to

= Lll¢y (s +6) =9y (s +0) |, (t = to)

ve L (t —ty) < a dir. Bu durumda 7; operatorii bir daralmadir.

<Z> E¢n,t = ¢n+l,t <t> = Tn+1 (t) )
(ii) ¢4, t ye gore siirekli,

(iid)

||¢n,t - (b”_lﬂtHEQJ = H(bn,t (t) - ¢n—1,t (t) HE

= o (t) = 201 ()|
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olacak sekilde bir {¢,,} € Ey, dizisi tammlansin. Burada x, (t),

T (t) = ¢p 4 (to) + /f <s,$n,178> ds (4.6.3)

seklinde alinmigtir. O halde Teorem 4.6.1. in (i) kosulundan {gbm} dizisi ¢, € Fo,

ye yakinsaktir ve

dir. Bu durumda Et, T} nin bir sabit noktasidir.

Ayrica (ii) ve s € [to,t] igin xz, (s), T(s) e diizgiin yakinsak oldugundan 7 (t),
[to, to + @] da (4.6.2) nin bir ¢dziimiidiir. O halde Teorem 4.6.1. in kogullar: saglanir.
Dolayisiyla 7 (t), T; nin bir tek sabit noktasidir.
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5. FONKSIYONEL DiFERENSIYEL SiSTEMLER ICiN
MONOTON ITERASYON TEKNIiGi

5.1 Ileri Terimli Fonksiyonel Diferensiyel Sistemler

f ve 1, stirekli fonksiyonlari igin, ileri terimli

y (1) =f(my(7),y(r+h)

(5.1.1)
y<T) :w0(7_>7 To 2 O? h 2 07 [70770+h]a
diferensiyel denklemi ele alinsin. Genellegtirme yapilirsa ileri terimli
()= f(r,y(7),y”
y(r)=f(Ty(r),y) (5.1.2)

Y™ =1y

fonksiyonel diferensiyel sistemi elde edilir. Burada 1, € C ([0, h] ,R™), her bir
T <7 <7gigin
y =y(t+0),0<o<h

ve f € C([-T,70) x R" x C,R™), C = C([0,h],R") dir.
(bO S CO = C([_h070] 7Rn) )

z=x(t+s), —hg<s<0, hg>0, —T<t<T7g

ve f € C([-T,10] x R" x Cy, R™) olmak {izere

da;(tt) =2'(t)=F (t,x(t),x;) (5.1.3)

Ttg = ¢0
gecikmeli fonksiyonel diferensiyel sistemi ele alinsin.

(5.1.3) sisteminin teorisi iyi bilinmektedir. (5.1.2) ileri terimli sistemlerin teorisini in-
celemeye gerek yoktur. Ciinkii, Devi and Lakshmikantham (2007) tarafindan (5.1.2)

ve (5.1.3) sistemleri arasinda birebir bir eglesme oldugu gosterilmigtir. Simdi bu iki
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sistemin denkligi gosterilecektir.

olacak sekilde

tamimlansin. Her ¢, 7 € [T, 7] i¢in

Yy =y(rto)=y(r—s) =y(=(t+s)) =z(t+ts)=w(s) =z

saglanir. Burada 0 < o < h, —hg < s < 0 dir. O halde

dx(t dy(=t dy(7) dr
0= 0 B0 (1) ) 51

Ty = ¢0a qu € CO

dir. Bu durumda
Yy =y(ro+o)=y(—(to+s)) =x(to+s) = x4 (5)

dir. O halde y™ = 1), esitligi z;, = ¢, esitligini gerektirir.

Eger F (t,z (t),z:) = —f (=t,z(t), ) ve ¢y (s) = ¥y (—s) ile tammlanirsa, (5.1.2)
ileri terimli sistemi (5.1.3) gecikmeli sistemine denk olur. Benzer bir doéniigiimle

(5.1.3) gecikmeli sistemi (5.1.2) ileri terimli sistemine doniigtiiriilebilir. Bunun igin

dt

e
T dr

t=—1, 5=—0, x(t)=z(=1)=y(1)

olacak sekilde, 7 € [T, 7¢] igin

dy (1) _ dx (—7) _dx (t) dt

dr dr dt E:f(Tay(T)vy)

ve

vy =y (ro+0) =y (= (lo+5)) =z (to + 8) = @1, (s) = ¢ (=) = ¥ (0)
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alinsin. Boylece

Y (T0,10) (T) = = (to, dg) (=7) = = (to, Bo) (£)

dir. Bu yiizden, ileri terimli sistemlerin ¢alismasi, gecikmeli terimli sistemlerin ¢alig-

masina indirgenebilir.

Simdi (5.1.3) sistemi i¢in iyi bilinen temel sonuglar ispatlanip, (5.1.2) sistemi i¢in
istenilen sonuglarin saglandigi gosterilecektir.

¢0 € Co, f eC ([to,to -+ d] X Co,Rn> olmak tizere

() = f(t,z), t€lto,to+d], to >0, d>0
(t) = f(t,z) [to,to +dJ, to (5.15)

Tty = ¢0

ele alinsin. Bu durumda asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 5.1.1. (5.1.5) deki f, t € [to, to + d], ¢, Py € Cp i¢in

[f (8,01) = f (t,d9)| < Loy — sl (5.1.6)

esitsizligini saglasin. Burada,

|61 = Palp = max |y (s) — &, (5)]
dir. Eger 0 < a < 57 ise, to <t < a da bir tek z (to, @) (t) ¢oziimii vardr.

Ispat: Ornek 4.6.1. in ispatina benzerdir.

Yukaridaki degisim yapilirsa, gecikmeli sistem,

y, (T) = _f (_TayT)ﬂ T E [_ (t0+d)7_t0]7 to = —7o
y (o) =1y (o) = ¢ (—0)

(5.1.7)

ileri terimli sisteminin yerini alir. Agik¢a — f Lipschitz kogulunu saglar ve bu yiizden
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[— (to + @) , —to] da tammh bir tek

Y (0, %) (1) = 2 (to, @) (—T7) = z (to, &) ()
¢oziimii vardir.

Teorem 5.1.2. f € C ([ty,to + o] x C,,R") alinsin. Burada

C,=[pecCo: |0, <p]

dir. Bu durumda t = ¢, > 0 da aliman herhangi bir ¢, € C, baslangi¢ fonksiyonu icin
[to, to + ] da (5.1.5) in bir x (to, ¢y) (t) ¢dziimii varolacak sekilde bir o > 0 vardur.

Ispat: Teorem 4.5.1. in ispatina benzerdir.

O halde (5.1.5) i¢in ispatlanan bu teorem (5.1.7) igin de gegerlidir. Ciinkii (5.1.7)
deki — f, [— (to + ) , —to] X Cp da siirekli bir fonksiyoneldir. Boylece [— (o + a) , —to]
da

y (=to, o) (1) = @ (Lo, ¢o) (=7) = 2 (to, %) (t)

¢oziimii vardir.

Simdi (5.1.5) sistemi i¢in karsilagtirma sonuglar verilsin.

Lemma 5.1.1. m € C ([ty — hg, ), R, ) olsun. g € C'(Ry x R, ,R,) olmak iizere

m' (t) < g(t,|m,), t > to (5.1.8)

esitsizligi saglansin. r (t) = r (¢, to, up) ,

u'=g(t,u), u(ty) =uy >0 (5.1.9)

skaler diferensiyel denkleminin ¢ > ty i¢in varolan maksimal ¢6ziimii olsun. Bu
durumda,

My < uo
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oldugunda

dir.
Ispat: Lemma 4.5.1. in ispatina benzerdir.

Lemma 5.1.2. m € C ((—oo, —tg+ ho] ,Ry), g € C[RL xRy, Ri]Jvery = —tn <0

olmak iizere
dm (1)
dr

2 —9g (_T> |mT|0)7 T < _tO =To0 (5110)
esitsizligi saglansin. r (1) = r (7, —7¢, ug) ,

/

u=—g(r,u), u(rg) =ug >0

skaler diferensiyel probleminin —oco < 7 < 74 i¢in varolan maksimal ¢oziimii olsun.

Bu durumda 7 < 74 i¢gin

7| < g

oldugunda

m(r) <r(7)
dir.
ispat:

P
oc=—8 T7=—1, — =—
) Y dt

olacak sekilde m (7) = m (—t) = p (t) tamumlanirsa;

m=m(r+o)=m(tr—s)=m(—(t+s)=p({t+s)=p(s)=p

ve m™® = p;, dir. O halde; (5.1.10) esitsizlig;

dp (t)
7 <g (ta |pt|0>

sekline doniisiir.
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Teorem 5.1.3. f € C (R, x Cy,R") ve (t,¢) € Ry x Cp i¢in

|f(E,0)| < g (¢, 10]o)

alimsim. Burada ¢ € C'[Ry x R, R,]| ve g (t,u) her bir t € R, igin, u ya gore
azalmayandir. (5.1.9) probleminin V¢ > ¢ igin u (t) = w (¢, to, up) ¢dziimii varolsun.
Bu durumda (5.1.5) in herhangi bir x (to, ¢,) (t) ¢ozlimiiniin varoldugu en biiyiik

aralik [tg, 00) dir.
Ispat: Teorem 4.5.2. nin ispatina benzerdir.

Bu teorem (5.1.7) nin herhangi bir y (79, %) (7) ¢oztimiiniin varoldugu en biiyiik
araligi (—oo, 7¢) olmasim gerektirir. Burada 7o = —tg, tp > 0 dir. Boylece ileri

terimli bir sistemin gecikmeli bir sisteme gevrilebilecegi aciktir.

5.2 Gecikmeli ve Ileri Terimli Fonksiyonel Diferensiyel Sistemler

Bu kisimda hem gecikmeli hem de ileri terim iceren fonksiyonel diferensiyel sistem-
ler i¢in monoton iterasyon teknigi, Bhaskar and Lakshmikantham (2007) tarafindan

incelenmiigtir.

Teorem 5.2.1. g € C'[R, x R? R] olsun. Her bir t € R, igin g (t,u,v), u ve v ye

gore azalmayan olsun. [tg,00) da

u' =g (t,u,u), u(ty) =uy >0 (5.2.1)

skaler diferensiyel denkleminin R (¢) > 0 maksimal ¢oziimii varolsun. Bu durumda
t >ty igin;
u'=g(tu,R(t)), u(to) =uo >0 (5.2.2)

denkleminin r (¢) maksimal ¢dziimii var ve

r(t)=R(t), t >t (5.2.3)
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dir.
Ispat: Teorem 4.4.2. nin ispatina benzerdir.

Teorem 5.2.2. Teorem 5.2.1. deki varsayimlar saglansm. m € C [R;, R]
vev < R(t),t >t igin
D_m(t) < g(t,m(t),v) (5.2.4)

olsun. Burada,

Dom(t) = lim inf A~ [m (¢ +h) —m (1)

alinmigtir. Bu durumda, r (¢), (5.2.2) nin maksimal ¢oziimii olmak {iizere

m(t) <r(t), t >t (5.2.5)
dir.
Ispat: Teorem 4.4.3. iin ispatima benzerdir.

Simdi gecikmeli ve ileri terim igeren fonksiyonel diferensiyel bir sistemle ilgili

‘rl(t) :f(t,l't,l't), te [tO7T]7 2(:0 ZO

(5.2.6)
Tty = ¢O> ol = Yo, ¢0 € (1, ¢0 € Oy

problemi ele alinsin. Burada Cy; = C ([—hy,0],R"™), Cy = C ([0, ho] ,R™), hy, hy > 0,
f S C([to,T] X 01 X OQ,RTL) ve

e (s) = z(t+s),

—hISSSO
' (s) = 2(T+0), 0< 0 <hy

2 (to) = @ (to) , 2 (T') = 9o (T)
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ve

d=z2(t+0), 0< o< hy, 27 =1

ile tamimlanan bir z € C ([ty, T] ,R™) fonksiyonu segilsin. Bu fonksiyonun segimi ile

(5.2.6) sistemi,

(1) = f(tz, ') = F(t,2) (5.2.7)

Lty = ¢0
seklini alir.
Teorem 5.2.3. (5.2.7) deki f fonksiyonu,

|f (t>¢1azt) —f (t»ﬁbmzt)’ < Loy — ¢,

esitsizligini saglasin. Burada ¢, ¢, € Cyve t € [to, T] igin
[¢1 — dalg = max |y (s) — @2 (5)]

—h1<s<0

dir. Eger 0 < o < 5= ise tg < ¢ <t + o da her segilen z (t) i¢in bir tek z (to, ¢y) (t)

¢Oziimii vardir.

Ispat: Ornek 4.6.1. in ispatina benzerdir.

Teorem 5.2.4. F € C ([ty, T] x C,,R") olsun. Burada
Co=[peCi: |p|,<p]

dir. Bu durumda t = ¢, da verilen her ¢, € C, baslangi¢ fonksiyonu icin, [to, ¢y + 7]
da (5.2.7) nin bir z (to, ¢,) () ¢oziimii varolacak sekilde bir n > 0 vardir.

Ispat: Teorem 4.5.1. in ispatina benzerdir.
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