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1. GIRIS

Bir yenileme siireci zamanin bir fonksiyonu olarak gergeklesen olaylarin
(yenilemelerin) sayisini sayan bir sayma siirecidir, burada ardisik yenilemeler arasi
gecen zaman siireleri birbirlerinden bagimsiz, ayn1 ' dagilimh rasgele degiskenlerdir.
Yenileme siirecleri giivenilirlik analizi, trafik akisi, envanter, risk teorisi, garanti
analizi ve uygulamali istatistigin bir ¢ok sahasinda stokastik modellemede kullanilan

gliclii araglardir.

Yenileme siirecleri ile ilgili uygulamalarda genellikle siirecin ortalama deger
fonksiyonu (yenileme fonksiyonu) bilgisine ihtiya¢ duyulur. Yenileme fonksiyonu i¢in
F dagilim fonksiyonuna bagli agik ifadeler vardir ve bu fonksiyon prensipte bu
ifadelerin birinden hesaplanabilir. Fakat, /' dagilim fonksiyonu tam olarak bilinse bile

birka¢ dagilim disinda yenileme fonksiyonu analitik olarak elde edilemez.

Uygulamada genellikle F dagilim fonksiyonu ya bilinmiyordur, ya da sekilsel olarak
bilinirken dagilimin parametreleri bilinmiyordur. Bu durumda yenileme fonksiyonu
verilerden tahmin edilmek zorundadir. Veriler F' dagilimli kitleden tam 6rnekleme ile
gelebilecegi gibi sansiirlii olarak da gelebilir. Ornegin, garanti analizi i¢in gézlemlenen
veriler genelde sagdan birinci tip sansiirlenmislerdir. Yenileme teorisinde ise ¢cogu kez
sagdan rasgele sansiirlenmis veriler ile karsilasilir. Sagdan birinci tip sansiirleme
sagdan rasgele  sansiirlemenin 06zel bir halidir. Go6zlemlerin sansiirlii olmasi
durumunda yenileme fonksiyonunun parametrik ve parametrik olmayan tahmini

tizerinde ¢aligilmasi gereken 6nemli bir problemdir.

Tam o6rneklem durumunda yenileme fonksiyonu degerinin tahmini literatiirde degisik
yazarlar tarafindan incelenmis ve hala incelenmeye devam edilmektedir. Bu ¢alismada
sagdan rasgele sansiirlenmis Orneklem durumunda yenileme fonksiyonu igin
parametrik ve parametrik olmayan tahmin ediciler 6nerilmekte ve bu tahmin edicilerin
baz1 istatistiksel Ozellikleri arastirilmaktadir. Bu c¢alisma asagidaki bicimde

diizenlenmistir.



Ikinci boliimde bazi temel kavramlar verilmistir. Konvoliisyon kavrami, Laplace-

Stieltjes ve Laplace doniislimii, yenileme denklemi ve ¢ézlimii tizerinde durulmustur.

Ugiincii boliimde ilk olarak yenileme siiregleri iizerinde durularak bazi asimptotik
sonuglar verilmistir. Daha sonra yenileme siirecin ortalama deger fonksiyonu
tanitilarak baz1 6zellikleri iizerinde durulmus ve yenileme fonksiyonu ile ilgili bazi

limit teoremler verilmistir.

Dordiincii boliimde karsilasilabilecek bazi dagilimlar i¢in yenileme fonksiyonu analitik
olarak elde edilmistir. Ayrica, genelde bu fonksiyon icin analitik ifadeler mevcut
olmadigindan bu fonksiyonun RS(Rieman-Stieltjes) yontemi ile sayisal olarak elde

edilmesi lizerinde durulmustur.

Besinci boliimde sansiirlii veriler hakkinda bilgi verilerek, yenileme siireglerinde dnemli
bir yer tutan sagdan rasgele sansiirleme ¢esidi lizerinde durulmustur. Daha sonra F ’nin
sekilsel olarak bilindigi fakat parametrelerinin bilinmedigi durumda sagdan rasgele
sanslirliit 0rnekleme dayali olarak bilinmeyen parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin
edicileri iistel, Weibull, log-normal ve gamma dagilimlar1 i¢in bulunmustur. Ustel
dagilim hari¢ bu tahmin edicilerin bulunmasinda kullanilan denklem sistemlerinin
analitik ¢Oziimii olmadigindan sayisal bir yontem olan Newton-Raphson yontemi
kullanilmigtir. Ardindan F ’nin hi¢ bilinmedigi durumunda sagdan rasgele sansiirlii
ornekleme dayali olarak F ’nin degerinin tahmini i¢in émiir tablo yontemi ve Kaplan-

Meier tahmin edicisi verilmistir.

Altinc1 boliimde ise sagdan rasgele sansiirlii verilerde yenileme fonksiyonunun
degerinin tahmini i¢in parametrik ve parametrik olmayan tahmin ediciler 6nerilmis ve
bu tahmin edicilerin nasil hesaplanacagr problemi iizerinde durulmustur. Ayrica
Onerilen tahmin edicilerin bazi istatistiksel Ozellikleri incelenmistir. Daha sonra bu

tahmin edicilerin bir 6rnek lizerinde degerlendirilmesi yapilmstir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢aligmada gerekli olan bazi temel bilgiler verilmektedir. Konvoliisyon
kavrami, Laplace-Stieltjes ve Laplace doniisiimii hatirlatildiktan sonra yenileme

denklemi ve ¢oziimii lizerinde durulmaktadir.
2.1 Konvoliisyon Islemi

F ve G iki dagilim fonksiyonu olsun.
F*G(t) = j G(t-x)dF(x), teR

ile tanimlanan F *G fonksiyonuna F' ile G ’nin konvoliisyonu denir. /' ve G dagilim

fonksiyonu iken ' *G de bir dagilim fonksiyonudur.

2.1.1 Konvoliisyon isleminin ozellikleri

Konvoliisyon islemi degisme ve birlesme 6zelligine sahip oldugu gibi ayni zamanda bir

etkisiz elemana sahiptir. Bu 6zellikler agsagida gosterilmektedir.

F ve G herhangi iki dagilim fonksiyonu olmak tiizere,
F*G(t) = j G(t - x)dF (x),
= G(t-x)F(x) |7 - [ F(x)dG(t—x)
= G(—0)F () — G(0)F(—0)— j F(x)dG(t—x)

= [ F(t-»)dG(y)
=G*F(t)

dir. Boylece * konvoliisyon isleminin degisme 6zelligine sahip oldugu goriilmiis olur.



Herhangi F',G ve H dagilim fonksiyonlari i¢in birlegsme 6zelligi oldugunu gosterelim.

F*(G*H)(t) = T(G*H)(t—x)dF(x)

= T(H*G)(t — X)dF ()

+00 +00

- j j G(t—x—y)dH (y)dF (x)

—00 —00

+00 +00

= [ [ Gt-x-y)dF)dH(y)

—00 —00

= [(F*G)t-y)dH ()

= H*(F*G)(1)
=(F*G)*H(¢)
oldugundan
F*(G*H) =(F*G)*H

dir. Yani * konvoliisyon islemi birlesme 6zelligine sahiptir.

0, t<0

F”@) =
o= 5

olsun. Bu dagilim sifir noktasinda yogunlagsmis dagilim ya da sifir noktasindaki Dirac

dagilimi olarak bilinir. Dirac dagilim1 konvoliisyon isleminin etkisiz elemanidir. Ciinki,

F herhangi bir dagilim fonksiyonu olmak iizere,

FY*F(t) = TF(t —x)dF" (x)

= 0jF(z—x)dFO*(x) + OjF(z—x)dFO*(t) + TF(t—x)dFO*(t)

= F(t—0)(F"(0")—F"(07))
= F(f)

dir.



Teorem 2.1 X ve Y birbirlerinden bagimsiz swrasiyla F ve G dagilim
fonksiyonlarma sahip iki rasgele degisken olsun. Bu durumda X +Y rasgele
degiskeninin dagilim fonksiyonu,

F,,t)=F*G(), teR
dir.

Ispat
Fo, ()= P(X+Y <0)

- TP(X+YSt 1Y =»)dG(y)
- IP(XSt—y|Y=y)dG(J’)
- j: P(X <t-y)dG(y)

= +f:F (t=»)dG(y)

= F*G(f)

Teorem 2.2 F mutlak siirekli bir dagilim fonksiyonu olmak iizere G herhangi bir
dagilim fonksiyonu olsun. Bu durumda F*G dagilim fonksiyonu mutlak siireklidir

(Feller 1971).

F ve G dagilim fonksiyonlari sirasiyla f ve g olasilik yogunluk fonksiyonlarina

sahip olsun. Bu durumda

[*e)= [ gu-x)f()dx, t1eR

olmak lizere F *G dagilim fonksiyonu f * g olasilik yogunluk fonksiyonuna sahiptir.

X,,...,X, birbirlerinden bagimsiz ayn1 /' dagilim fonksiyonuna sahip n tane rasgele

degisken olsun. F" =F* *F (n kere) olmak iizere S, =X, +..+X, rasgele



degiskeninin dagilim fonksiyonu P(S, <t) = F" (¢) dir. Ayrica F dagilim fonksiyonu
f yogunluk fonksiyonuna sahip ise f™ = f*..* f (n kere) olmak iizere F" dagilim

fonksiyonu da /™ yogunluk fonksiyonuna sahiptir (Feller 1971).

2.2 Laplace-Stieltjes ve Laplace Doniisiimii

R’ de tanimli, sinirli ve azalmayan bir /' fonksiyonunun Laplace-Stieltjes dontigiimii,

F @)= I e "dF(x), —o<t<wm

ile tanmmlanir. F ve G, R de sirl, azalmayan ve lim F(x)=0, lim G(x)=0

sartin1 saglayan iki fonksiyon olsun. Bu durumda,
Fis(0)= [ e™"dF(x)

Gs()= | edG(x)

—00

olmak tlizere
(F*G), ()= F(DG5(0)
dir (Kawata 1972).

Tek degiskenli bir F fonksiyonunun Laplace doniisiimii asagidaki integralin mevcut

olmasi1 durumunda
F ()= [ e F(x)dx

ile verilir.



2.3 Yenileme Denklemi ve Coziimii

A bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere dagilim fonksiyonu 6zelliklerine sahip bir F

fonksiyonu ile @ fonksiyonu bilinsin. Bu durumda
t
A(t) = a(t) + j At-x)dF(x), >0 2.1)
0

tipindeki bir integral denkleme ‘Yenileme Denklemi’ denir (Karlin ve Taylor 1975). F

bir dagilim fonksiyonu olsun. F' bir f yogunluk fonksiyonuna sahipse (2.1) denklemi

At) = a(®) + [ A —x) f(x)dx, 120
0
=a(®) + [ ft-0)A(x)dx, 120
0
integral denklemine doniistir.

Teorem 2.3 a smirh bir fonksiyon olsun. Bu durumda (2.1) yenileme denkleminin

sonlu araliklar iizerinde sinirli bir tek 4 ¢dzlimii vardir ve bu ¢dziim olan fonksiyon
t 0
A@t) = a(t) + j a(t-x)d(> F" (x)), >0 (2.2)
0 n=1

dir (Karlin ve Taylor 1975).



3. YENILEME TEORISi

Bir yenileme siireci, zamanin bir fonksiyonu olarak gerceklesen olaylarin sayisini sayan
bir stokastik siirectir; bu siirecte ardisik yenilemeler arasinda gegen zaman siireleri

birbirlerinden bagimsiz ve ayni dagilimli rasgele degiskenlerdir.

Yenileme siiregleri, iireticiler i¢in yer degistirme problemlerinin analiziyle baglamis olsa
bile yenileme siirecleri ile ilgili teori (yenileme teorisi) uygulamali olasilik
problemlerinin genis bir sahasinda ¢ok sayida uygulamaya sahiptir. Ornegin, envanter
teorisinde bir yenileme siireci, talep noktalari arasindaki ardisitk zaman siirelerini
modellemek i¢in kullanilir. Giivenilirlik problemlerinde ise bozulan bir makinenin
ardisik onarimlart ya da yer degistirmelerini modellemek i¢in kullanilir. Buna ilave
olarak yenileme teorisinin is¢i sayisinin planlanmasi problemlerinde giiglii bir arag
oldugu kanitlanmistir. Buradaki yenileme siireci, atama (tayin) ile verilen bir isten

ayrilislarin dizisini modellemek i¢in kullanilir.

3.1 Yenileme Siirecleri

n

{X,, n=12,.} negatif olmayan, bagimsiz ve aym F dagilim fonksiyonuna sahip

rasgele degiskenlerin dizisi olsun. Asikar durumlardan kaginmak i¢in kabul edelim ki
F(0)=P(X,=0)<1,yani X, bir olasilikla sifira esit olmasn.
X, : Ik yenileme yapilincaya kadar gegen zaman siiresi

X, : Ilk yenileme yapildiktan sonra, ikinci yenilemeye kadar gegen zaman siiresi

X : (n—l). yenileme yapildiktan sonra, ».yenilemeye kadar gecen zaman

siiresi olarak ifade edilsin. §,=0,S5, =X, +..+X, ,n>1 olmak lizere §, rasgele

degiskeni n . yenileme yapilincaya kadar gecen zaman siiresidir. Her # > 0 i¢in N(¢),



N(?) =sup{n .S, St}

ile tammlansin. N(r) sadece ¢ zamanma kadar yani [0,f] zaman araligindaki
yenilemelerin sayisidir. Bu sekilde tanimlanan N(¢) yenileme rasgele degisken ve

{N (t), t> O} stokastik siireci de bir ‘yenileme siireci’ olarak adlandirilir (Ross 1983).

F(0)<1 oldugundan F dagilimmin ortalamasi x sifirdan farkli olup giiglii biiytiik
sayilar yasasinin géz Oniine alinmastyla S, en fazla » 'nin sonlu bir sayidaki degerleri
icin ¢’ye esit ya da ¢’den kiiclik olabilir. Bu nedenle N(¢) sonlu olmak zorundadir ve
N(¢) ’nin yukaridaki taniminda sup yerine maks kullanilabilir. N(#) sonlu bir rasgele

degisken olmasina ragmen bir olasilikla lim N(¢) = oo ’dur. Ciinkii
P(N(0) <) = P(En az bir n igin X, =x)

- P J(x, =)

n=1

SZOO:P(Xn = 0)

n=1

=0

dir. Her sabit 7> 0 i¢in N(z) yenileme rasgele degiskeninin olasilik dagilima,
P(N(t)=n)=P(S,<t, S

=P(S

n+l

w1 > 1)
>t)—-P(S,,,>t,S, >1)
=P(S,,, >1)—-P(S, >1)
=F"(t)-F""V(t), n=0,1,...

ile verilir.

Teorem 3.1 {N @), t= O} yenileme siireci her mertebeden sonlu momentlere sahiptir,

yaniher t>0 k>0 igin E(N*(f)) <.

Ispat P(X, =0)<1 oldugundan dolay1 P(X,>a)= >0 olacak bigimde bir & >0

sayis1 bulunabilir. i =1,2,... olmak iizere



. a, X, >a
o, X <a

rasgele degiskenleri goz oniine alinsin.

F(a)a x=0 0, x<0
fX;: 1-F(a), x=«a va da FX’,: 1-4, 0Zx<«
0, d.y, 1, xX>a

oldugundan X, ’ler ayni dagilmlidirlar. Ayrica X, ’lerin bagimsiz olduklar1 da agiktir.
O halde {X , ,i= 1,2,...} negatif olmayan birbirlerinden bagimsiz ayni dagiliml rasgele
degiskenlerin bir dizisidir. {N (1), 120} bu dizi ilizerine kurulu diger bir yenileme
siireci olsun. Bu siiregte yenilemeler yalnizca ¢=na, n=0,1,... zamanlarinda

gerceklesebilirler.

Y., sifirdan o zamanina ilk geginceye kadar gerceklesen yenilemelerin sayisi,

Y,, o dan 2o zamanina ilk gecinceye kadar gergeklesen yenilemelerin sayisi,

Y, (n—1)a dan no zamanma ilk geginceye kadar gerceklesen yenilemelerin

n

sayist olmak iizere

Y+Y, +..+Y, =1+ N (1), (n-Da <t<na ; n=12,..

elde edilir. Her i igin X, <X, oldugundan N(t)<N'(¢) dir. Y ’lerin birbirlerinden
bagimsiz £ basar1 olasilikli geometrik dagilima sahip rasgele degiskenler olduklari
aciktir. Bu durumda 1+ N (¢) negatif binom dagilimina sahip bir rasgele degiskendir.

Negatif binom dagilimi her mertebeden sonlu momentlere sahip olup N(¢)<1+ N '(¢)

oldugundan N(¢) her mertebeden sonlu momentlere sahiptir.
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3.1.1 N(t) Rasgele degiskeniyle ilgili baz1 asimptotik sonuclar

Teorem 3.2 P(limm = l) =1.
—00 t /’l
Ispat
| | -
| | | | "
0 SN(t) t SN(t)H
SN(t) st< SN(t)+1 (3.1
oldugunu biliyoruz. Gii¢lii biiylik sayilar yasasindan bir olasilikla
S S
N(1) P ve N(1)+1 > 1l
N@ N@H+1 7

yazilabilir. (3.1) esitsizliginden

SN(t) < t < SN(t)+l N(@)+1
N()  N(@) N@®+1 N@)

olur. t —> oo ile limit alinirsa, bir olasilik ile

< lim—— <
H t—o N(f) H
elde edilir. Boylece,
p(hmM: i) =1
t— t /J

sonucuna ulasilir.

Teorem 3.1°in kullanilmasiyla uzun siire ¢alismakta olan bir yenileme siirecinde birim

zamanda yapilan yenilemelerin sayis1 yaklasik olarak 1/ ¢ oldugu sonucuna varilir.
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Teorem 3.3 (Yenileme siirecleri igin merkezi limit teoremi) x ve o’ swasiyla X,

rasgele degiskeninin, yani bir yenileme araliginin uzunlugu sirasiyla beklenen degeri ve

varyansi olmak iizere sonlu olsunlar. Bu durumda

t
NO-C) L
limP(——# <x)=— [ %ax
t—> ( t ) /272-_-!;
O\ 3
7

dir (Karlin ve Taylor 1975).

Ispat x sabit ve lim £ _ _x olacak bicimde n ve ¢ sonsuza goétiiriilsiin. Bu

t—o© O-\/;

n—>0

durumda @ standart normal dagilimin dagilim fonksiyonu olmak iizere merkezi limit

teoreminden
lim P(S, > 1) = lim P24 5 )
2 on o ovn
=1-d(—x)

=d(x)
P(S,>t)=P{N()<n } oldugundan

@ (x)=lim P(S, > 1)

:tlimP(N(t) <n)

limP(N(z‘)—t/,u < n—t/u
e O'\/t//l3 O'\/t//l3

yazilabilir.

n—t/y  nu—t
oNt/ b oNtlu

_ (=) Jnu
odn

Jnz

olup lim—~—=1 olacagindan

t—© \/;

n—>0

12



lim—n_t/’u =X
ot i

elde edilir. Bu durumda

N(t)—t/ u - n—t/u )
e oWtl ot i

:hmp(w <x

t—>0 o [t/lu3 )

O(x) =1lim p(

olur.

Yukaridaki teoremden ¢ biiyilkkken N(¢) rasgele degiskeninin asimptotik dagilimi

2

yaklasik olarak L ortalama ve 0'_3t varyanst ile asimptotik normal dagilimlidir, yani
Y7

2
o't
s —3)

N(t) ~ AN (&
nou

dir.

3.2 Yenileme fonksiyonu

{ N(t), t=> 0} bir yenileme siireci olmak iizere,
M(t)=E(N@), t=20
ile verilen M ortalama deger fonksiyonuna yenileme fonksiyonu denir (Karlin ve

Taylor 1975). Burada M (¢), [O,t] zaman araliginda yapilan yenilemelerin ortalama

sayisidir.
L, S <t
I, = ‘
0, S§,>t¢
olsun.
N@B =31,
k=1
olup

13



elde edilir. O halde
M@ =Y F"@t), 20 (3.2)
k=1

dir.

(3.2) ifadesinin kullanilmasiyla M ’nin sagdan siirekli ve azalmayan bir fonksiyon

oldugu kolaylikla elde edilir. Bununla birlikte limM(¢)=o olup M yenileme

t—0
fonksiyonu # — o i¢in bire yakinsamamasi disinda bir dagilim fonksiyonunun tiim

ozelliklerine sahiptir.

A bilinmeyen ve a bilinen bir fonksiyon olmak iizere (2.1) ile wverilen
t
A@t) = a(t) + j At-x)dF(x), t>0
0

integral denklemini g6z Oniine alalim. Teorem 3.3’den dolay1 bu integral denklemin

¢oziim fonksiyonunun M yenileme fonksiyonuna bagl olarak
t
A@t) = a(t) + j a(t—-x)dM(x), 20
0

seklinde ortaya cikar.

(3.2) ifadesinin kullanilmasiyla M yenileme fonksiyonu i¢in bir integral denklem elde

edilebilir. F**"(f) yerine matematiksel olarak denk olan J.F “(t—x)dF (x)
0

integralinin alinmasiyla
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M@ =F() + jM(t—x)a’F(x)

(3.3)
=F@)+ F*M(t), t=0
bulunur. Bu integral denklem bir yenileme denklemidir. (3.3) denklemi
t
M) = F(t) + j F(t-x)dM(x),  t>0 (3.4)

olarak yazilabilir. Cinki M*F = F*M dir. F dagilim fonksiyonu f olasilik

yogunluk fonksiyonuna sahip ise (3.3) denklemi
M(6) = F(t) + [M(t=x) f (x)dx, t>0 (3.5)
0

biciminde yazilabilir.

F ve M fonksiyonlarinin sirastyla Laplace-Stieltjes doniisiimleri

Fi(0) = [ *dF (x)

0

Ve

M (1) = Te_tde(x)

0
olmak tizere (3.3) yenileme denkleminden, Laplace-Stieltjes doniisiimiiniin
kullanilmastyla

M (1) = Fi(0) + Fis(0O)M (1)
elde edilir. O halde

_ _Fs®
M) = = F,.(0) t>0 (3.6)
ve
_ M@
F (1) = = LS(t), t>0 (3.7)

dir. Ayrica F' dagilim fonksiyonu f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip iken f ve

M fonksiyonlarmin sirasiyla Laplace doniistimleri

0

£,(6) = [e™ f(x)dx

0

15



M,(t) = Te_’xM (x)dx

olmak tlizere

G
MO = o) G8)

oldugu kolaylikla elde edilebilir (Cox 1962).

Bir fonksiyonun Laplace-Stieltjes doniisiimiinin o fonksiyonu tek olarak
belirlemesinden (Kawata 1972) sirasiyla (3.6) ve (3.7) esitliklerinin de kullanilmasiyla
F dagilim fonksiyonu M yenileme fonksiyonunu ve M yenileme fonksiyonu da F

dagilim fonksiyonu tek olarak belirler.

Simdi M ’nin tiirev fonksiyonunu bulalim. F dagilim fonksiyonu f olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip ise

dM(t)  d & e d g N g
=— Y F" @)=Y —F" (@) = t
7 A () Z‘dt () Z,f()
dir. Bu durumda
dM (t)
) =
m(t) %

ile tamimli m fonksiyonuna ‘Yenileme Yogunlugu’ denir (Ross 1983).
M) = jm(x)dx
0
oldugu agiktir. (3.5) integral denkleminde ¢ ye gore tiirev alinmasiyla
m(t) = f(t) + j.m(t —x) f(x)dx
0
lineer ikinci ¢esit Volterra integral denklemi elde edilir. Az> 0 olmak {izere

M@+At)-M((t) = Z.O:P(KS,c <t+Atr)

k=1
oldugundan, m(¢)At dar (¢, t + At) araliginda bir yenileme olmasi olasilig1 olarak ifade
edilebilir. Ayrica m(¢) ¢ civarindaki dar bir aralikta beklenen yenilemelerin ortalama

sayisint tarif eder.
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3.2.1 Yenileme fonksiyonu ile ilgili bazi limit teoremler

Ik olarak uzun siire ¢alismakta olan bir yenileme siirecinde birim zamanda yapilan

yenilemelerin beklenen sayisinin yaklasik 1/x oldugunu ifade eden ‘elemanter

yenileme teoremini’ verelim.

Teorem 3.4 (Karlin ve Taylor 1975) { N(r), >0} her n igin E(X,) = u<oo olacak

bigimde bir yenileme siireci olsun. Bu durumda,

lim M@0 _ 1
t—00 l‘ /Ll

dir.

M (t) nin bunun disindaki asimptotik Ozelliklerinin bulunmasi i¢in hazirlayic1 bir

tanimi agagida verilmektedir.

Tamm 3.1 Bir X rasgele degiskeni A>0 olmak iizere bir olasilikla {kﬂ, k= O,il,...}

kiimesinden degerler alir ise X rasgele degiskenine ve onun dagilim fonksiyonuna
aritmetik denir. Bu 0Ozellige sahip en biliyllk A4 sayis1 da dagilimin gereni olarak

adlandirilir (Grimmett and Stirzaker 1992).

Bu caligmada yenileme araliklarinin aritmetik olmadigi durum goéz Oniine alinir.

Aritmetik durumda ¢ogu kez benzer sonuglar gegerlidir.

Simdi anahtar yenileme teoremi olarak bilinen teoremi verelim. Yenileme teorisindeki

birtakim limit sonuglara dogrudan bu teorem yardimiyla ulasilabilir.

Teorem 3.5 a, (0,00) araligi iizerinde taniml1 ve

1. Her >0 i¢in a(¢f) 2 0

17



i j a(t)dt < o
0

1ii. a artmayan
ozelliklerine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda F aritmetik olmayan bir dagilim

fonksiyonu ise
lim.[a(t —x)dM (x) = lJ.a(x)abc
t—wo s /Ll 0

dir (Smith 1958).

Sonu¢ 3.1 Bir yenileme siirecinde ardigik yenilemeler arasi gecen siireler aritmetik

olmayan bir F dagilim fonksiyonuna ve sonlu g ortalamasina sahip olsun. Bu

durumda a fonksiyonu yukaridaki ii¢ 6zellige sahip ise (2.1) de verilen
A(t) = a(t) + jA(t —x)dF (x)
0
yenileme denklemi i¢in
lim A(¢) = l].ia(x)dx
100 g

elde edilir.

Ispat (2.1) yenileme denkleminin ¢dziim fonksiyonu Teorem 2.3 den
At) = a(t) + j-a(t —x)dM (x)
0
ile verilir.Bu durumda ¢ — oo ile limiti alinip Teorem 3.5 kullanilirsa
}1_{13 A(t) = }1_{2 a(t) + %]ga(x)dx
0

elde edilir. Ayrica a 'nin sahip oldugu 6zelliklerden lima(z) = 0 olacagindan

t—©
. 175
lim A(¢) = —Ia(x)dx
t—o /Ll o

olacaktir.
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Simdi yenileme teoremi olarak bilinen ‘Blackwell teoremini’ verelim.

Teorem 3.6 Herhangi bir {N (), t= 0} yenileme siirecinde ardisik yenilemeler arasi
gecen siireler aritmetik olmayan F dagilim fonksiyonu ve sonlu # ortalamasina sahip
ise herhangi bir 2> 0 icin

lim[M (t)-M(t—h)] = L
t—0 /’l

dir (Smith 1958).

Ispat />0 olmak iizere

l, O0<t<h
a(t)=<h
0, t>h

alimmasiyla, Teorem 3.5 kullanilarak istenilen sonuca ulasilir

Bu teoremde uzun siiredir ¢alisan bir yenileme siirecinde 4 uzunlugundaki bir aralikta

yapilan yenilemelerin beklenen sayisinin yaklasik %/ 4 oldugu ifade edilir.

Simdi M yenileme fonksiyonunun asimptotik ag¢iliminda ikinci bir terim belirleyen

asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.7 F sonlu g, ikinci momente sahip aritmetik olmayan bir dagilim
fonksiyonu olsun. Bu durumda

hm[M(t)—ij = (3. 10)

t—w ,Ll 2#
dir (Karlin ve Taylor 1975).

Yukaridaki teoremde M(¢) i¢in verilen asimptotik ifade ¢’nin biiyiikk degerleri

icin M (¢) 'nin hesaplanmasinda ve aymi zamanda F bilinmediginde M (¢) ’nin
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tahmininde ¢ok faydalidir. x ve o’ smasiyla F dagilimmin beklenen degerini ve

2

, , » O g .
varyansini gostermek lizere ¢” =— diyelim, burada ¢, F dagilmmnin degisim

katsayisidir. Bu durumda (3.10) asimptotik ifadesinden, yeterince biiyiik ¢ i¢in
M@y ~L+Lo
uo2
yazilabilir. F, u ortalamali iistel dagilim fonksiyonu, yani ¢ =1 iken yukaridaki

asimptotik agilim her #>0 igin M (¢) nin kendisine esittir. ¢* c¢ok biiyiik ya da cok

kiiciik degilse bu asimptotik agilim 7 ’nin baz1 degerleri i¢in pratikte yeterince dogrudur.
Sayisal incelemeler gostermistir ki M (¢) igin i-i-E(Cz —1) agilimi pratikte 7 >¢, i¢in
U

kullanilabilir, burada

3 2 2
—c u, c>1
5 H

t, =1 1, 02<c*<1
H o 0<e?<02
2c

dir (Tijms 1994). ¢* — 0 ile agilim kétiilesir. Yaklagimin goreli hatast ¢ >¢, igin tipik

olarak %5’in altindadir ve cogu kez %?2’den daha kiigiiktiir.

20



4. YENILEME FONKSIYONUNUN HESABI

Bir {N (1), t= 0} yenileme siirecinde yenilemeler arasi gecen zaman siireleri dagilim

fonksiyonu F' bilindiginde siirecin M yenileme fonksiyonu goriiniiste (3.2), (3.3) ve
(3.6) ifadelerinin birinden elde edilebilir. Fakat genelde iki parametreli iistel, diizgiin,
hiper iistel ve gamma dagilimi1 disinda M yenileme fonksiyonu bu denklemlerden
analitik olarak elde edilemez. Bu durumda M sayisal olarak elde edilebilir. Literatiirde
Laplace ve Ters Laplace doniisiimlerinin hesabina, kuvvet serileri acilimina, kiibik
Spline yaklagimina ve yenileme integral denkleminin sayisal hesabina dayali bazi
yontemler vardir (Baxter 1981, Baxter ve digerleri 1982, Xie 1989). Kolay olarak
programlanabilmesi hemen hemen tiim durumlarda basitligi ve yakinsakligi ile iyi
sonuglar veren ve diger bilinen yontemlerle karsilastirildiginda uygulanabilirligi daha
fazla olan bir yontem Xie’nin RS(Rieman-Stieltjes) yontemidir (Xie 1989). Bu kisimda
yukarida belirtilen dagilimlar icin M yenileme fonksiyonun analitik ifadeleri verilir.

Ayrica bu fonksiyonun sayisal hesabi i¢in RS yOntemi {izerinde durulur.

4.1 Yenileme Fonksiyonunun Analitik Olarak incelenmesi

Bu kisimda iki parametreli iistel, diizgiin, hiper listel ve gamma dagilim fonksiyonlarina
dayali yenileme siireglerin yenileme fonksiyonlarinin analitik olarak elde edilmesi

uzerinde durulmaktadir.

4.1.1 iki parametreli iistel dagilim

X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu

—0,(x—6,) .
e ", x>6,; 6,0,>0

f()€)={0 , "

olsun. n=1,2,... igin X, ’ler yukarida verilen iki parametreli tstel dagilima sahip

birbirinden bagimsiz rasgele degiskenler olmak iizere {N (), t> 0} yenileme siireci
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g6z Oniine alinsin. n>1 i¢in S, = X, +...+ X, rasgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu ardisik olarak hesaplanan konvoliisyon integrallerinden

61” (x - nez )”*1 e*HI (x-n06,)
S (x)= (n-D!

0 , x<nb,

, x> nb,

bulunur. Bu ifade yardimiyla S, 'nin dagilim fonksiyonu

0 ,  x>nb,

F"™(x) = nl
(%) - 9(x no )] eI <,
i=0

elde edilir. F"(x)’in analitik ifadesine bagli olarak bu yenileme siireciyle ilgili
fonksiyonlar analitik olarak elde edilebilir. N(¢) yenileme rasgele degiskeninin olasilik

fonksiyonu,

0, t < nb,

P(N(t)=n) = e—&,(r—(wl)@)i[6’1(’_(”"‘1)02)] o) Z[g (1 —n0. )] . (n+1)0, <1

il

= [0 (¢ n6,)]
—Z—[ \(t=n 2)] e ) nf, <t<(n+1)0

P i!

dir (Barlow ve Proschan 1965). (3.2) konvoliisyon serisi yardimiyla M (¢) yenileme

fonksiyonunun elde edilmesi tizerinde duralim. » = Dt /6, |:| olmak tizere,
M@= F" ()
n=1

=Y F0

e rz_ie—em—(r—mz) [6.¢-(—j+1)6)]

=0 i!

—p— z -6, (1- sez)z 19(t S(9)

i=0

dir.
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4.1.2 Diizgiin dagilim

X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1

—, O<x<d
f(x)=10

0 d.y

olsun. n=1,2,... i¢in X, ’ler yukarida verilen diizgiin dagilima sahip bagimsiz rasgele
degiskenler olmak iizere {N (), t= 0} yenileme siireci géz Oniine alinsin. n>1 i¢in

S =X, +..+X, rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ardisik olarak

hesaplanan konvoliisyon integrallerinden

xn—l

0<x<é6
(n=-1)10"
! X" - " ()c—é?)'H 0<x<20
(n-1)10" 1 ’ T
1 n-1 _ n ( _g)n—l+ n ( _29);:—1 29< <30
CEAREE 2 ¥ » UEES

()=

L e M ey 20y =t (1) (= (= 1)8) | (n-1)@ < x <00
(n—-1)10" 1 2 - ’ T

0 , dy

k
x—jo kO<x<(k+1)0; k=0,1,..,n—1
( 'enz [ j J ) ( )
- J=
0 , d.y

elde edilir. Bu ifade yardimiyla S, ‘nin dagilim fonksiyonu

0 , x<0
k
F"*(x)z Z ( J x—jO)', k0<x<(k+1)6;k=0,1,..,n-1
=0
1 , x=>nb

bulunur. Béylece N(¢) yenileme rasgele degiskenin olasilik fonksiyonu i¢in bir kapali

form

23



0 ,(n+1)9§t

P(N(t)=n)={((n+1)0- z)i 1y (”J t—jo) L kO<t<(k+1)6 ;k=0,1,..,n

n]+1]

1 & J l’l+1 . n+l
l-—— -1 t—jo ,nd<t< )6
(n+1)10"" A,-:o( ) [j ]( j9) " (n+1)

olarak bulunur. Ayrica M (¢) konvoliisyon serisi yardimiyla asagidaki gibi bulunur.

M@= F" ()

n=1

—l+e ,0<1r<6
t—6

lte %eﬂ ,0<1<20

—0 0 (t-20) =
—1+eé" ! 965’ +( 2) e’ ,20<t<30

o 210

o -0 (- o) e
1+’ ———e? + +(—1) (2";2) ,n0<t<(n+1)0

=—1+Z( ,') (%J e KO<t<(k+1)0 ;k=0,1,..
JERVA

dir.

4.1.3 Hiper iistel dagilim

X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
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ﬂ(e_e‘x —e_gz”‘), x>0; 6,>6,>0
f(x)=16,-6,
0 , d.y

olsun. n=12,... i¢cin X ’ler yukarida verilen hiper iistel dagilima sahip rasgele
degiskenler olmak {izere {N (), t= 0} yenileme siireci gz Oniine alinsin. Bu siirecin

ortalama deger fonksiyonu (3.2) konvoliisyon serisi ya da (3.3) integral denklemi
disinda kolaylikla (3.6) ya da (3.8) den elde edilebilecek Laplace-Stieltjes ya da Laplace

doniistimiiniin ters doniisiimiiniin alinmasiyla elde edilebilir. Gergekten

6.6
) = 172
S (t+6,)(t+6,)
olup (3.8) den
6,6,

M (f)=—D%
(7) £(t+6,+6,)

elde edilir. M, nin ters Laplace doniisiimiiniin alinmasiyla

M(t)= _96

(91'“92)2

(e’(g‘*ez)’ ~1+(6, +6’2)t) , t20

bulunur.
4.1.4 Gamma dagilimi
{N ), t= 0} yenilemeler arasi gegen zaman siireleri «, >0 parametreli gamma

dagilimina sahip bir yenileme siireci olsun. Bu durumda [O,t] deki her bir yenileme

stiresinin olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonu sirasiyla

I
f(x)= —x“le 7, x>0
L) B
veE
F)=—t [xedx,  x20
L(e)B”

dir. & >0 reel sayisinin dogal say1 olmasi durumunda F' i¢in kapali bir formun
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a-1 k
('X/ﬂ) z—x/ﬁ'

F(x)=1-3
(x) 2

s x>0

oldugu bilinmektedir. n>1 icin S, rasgele degiskeni na ve S parametreli gamma

dagilimina sahip oldugundan

na—1 k
F"*(r)=1_z(f/k€) s
k=0 .
ve
(n+1)a-1 k
P(N(H)=n)= 3 (t//f) s
k=na .
dir.

Simdi N(#) nin olasilik iireten fonksiyonu yardimiyla M (#)’ nin bir kapali form

ifadesini elde edelim. N(¢)’ nin olasilik iireten fonksiyonunu i ile gosterelim.

G(z,0)=Y 2""F" (1)
n=l
tanimlanmak tizere

w(z,t)= iz”P(N(t) =n)

n=0

=1+(z-1)G(z,1)

dir. y“ =z doniisiimii yapilmasiyla

G(z,t) = i 27T
_ izn—l {j‘ (x/8)" e—x/ﬂdx}

o 0 ,B(na—l)!
s 2" (X/ﬂ)m_ln—x/ﬂ
—!Z Blna-1i ¢ "

efe [z(gy) /(m_m}dx

bulunur. Herhangi bir u reel sayis1 ve o tamsayisi igin i* =—1 olmak iizere c=e

2rila

alindiginda
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0 na—1 1 a-1

2l 2

n=1 = 0

oldugu bilinmektedir (Parzen 1962). Boylece
*X/ﬂ a

G(z,t)=yl_“éjeﬂ (Z e /ﬂ}

a-1
N 1 S J‘ S5OV g
alB r=0 0
1 a-1 Ve r Ve r
B z'% (l_e—t(l—z c)/ﬁ)

T
azg1-z"%"

bulundugundan N() ’in olasilik iireten fonksiyonu

P(z,t)=1+(z— l)G(z t)

-1 1o
1+ z-1 1 Z - —t(=2") . z'%c" {— (=2
- 1/a e + a r e
az 1-z az S 1-z"%

olarak bulunur. Buradan

1 e

h(z, 1) === (1=
a l1-z
ve
a—1 1/a r
_ z —t(l ey B
g(Z, t) - — 1— Zl/acr ( )
gosterimiyle
dy(z,t) dh(z t) Lotz t)+ z-1dg(z,1)
dz dz a dz
yazilabilir.
a-1 r
_ ¢ _ t=c)B
g2 (1)

dg(z t) azi c’ c’ (l_e—t(l—c’)/ﬂ)_Le—t(l—c”)/ﬁ
l—c’ aff

r=l1

dh(z,t)ll ld( “—Z“MJ(I i ZWW,) 1d(l_e_t(l_zw)/ﬁ)(z”“—z““1

dz o dz Ve a dz

dir. z —>1 i¢in
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(s d e t
(o) 0, L) L

dz af
oldugundan
dh
lim —(Z’ ') -
z—1 dz aﬂ

bulunur. Bu durumda

a-l1 r ,
hmdP(Z,t):L_'_lz C (l_et(lc)/ﬂj

>l dz aff a‘=1-c

dir. Boylece bu siirecin yenileme fonksiyonu « bir dogal say1 olmak {izere,

a-1 r
M=+ L (1 em)
ﬂ [0 A 1 C

ile kapal1 bir formda elde edilir.

a=1, a=2, a=3 ve a =4 i¢in sirasiyla (4.1) den

M@=

M@y=——L Lo

28 4 4

__l 1 o128 £ £
M()_3ﬂ Jt3e(eos(s )+\/— n ))
M ()= ﬁ-%; e e (cos( ﬂ)+sm( ﬁ))

ifadeleri ile bulunur.

4.2 M(t) nin RS Yontemi ile Sayisal Hesabi

(4.1)

Xie (1989), M yenileme fonksiyonunun (3.4) integral denkleminden sayisal olarak

¢Oziimii i¢in RS(Rieman-Stieltjes) olarak adlandirilan bir yontem vermistir. RS yontem

kolay olarak programlanabilir, hemen hemen tiim durumlarda basitligi ve yakinsaklig

ile iyi sonuglar verir ve diger bilinen yontemlerle karsilastirildiginda uygulanabilirligi

daha fazladir. Bu yontem ozellikle f olasilik yogunluk fonksiyonu bilinmedigi ve
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aykir1 noktalara sahip iken faydalidir. Burada, M (¢) yenileme fonksiyonunun sayisal

hesabi icin verilen RS yontemi iizerinde durulmaktadir.

b
Riemann-Stieltjes integralin taniminin 15181 altinda '[ g(x)dh(x) integrali, [a,b]
araliginin bir parcalanmasi A = {xo 3 X senes xn} olmak tizere,

Jedh() > 3 g(Cx,+5,.)/ D0h(x)~h(x,) (42)

seklinde yazilabilir. Riemann-Stieltjes integralinin sayisal hesaplanabilmesi i¢in
kullanilabilecek bu formiilde parcalanmanin normu kiiciildiikce yaklasimin daha iyi

olacag1 aciktir.

Simdi (3.4) denklemini, yani
M(t) = F(t) + [F(t-x)dM(x), 20

integral denklemini gbz oniine alahm. ¢ verilmis bir deger ve {7,,f,....t,}

0=t,<t <..<t,=t sartin1 saglayan bir parcalanma olsun. Bu durumda
M) = F(t) + [F(t,-x)dM(x), ~ ¢20

olup (4.2) ifadesinin kullanilmasiyla

M) zF(tl.)+iF(tl. —(t;+t, )/ 2)(M(t;)-M(,.)))

J=1

1

i—1
bulunur. Boylece 7, = Z F@t,—@,+t,,)/2)(M(,)-M(¢,,)) alindiginda M (z,) ardisik
j=l

olarak, M (t,) =0 olmak tizere

Ft)+T—F(t,~(t,+1,) /2 M(t,.,)
1-F(t, - +t_,)/2

M(t) = , i=1,2,...n

ile yaklasik olarak hesaplanabilir (Xie 1989a).
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F dagilim fonksiyonu yerine f olasilik yogunluk fonksiyonu verildiginde ve F ’nin

kapal1 bir formda ifadesi yok ise ' dagilim fonksiyonu
F(t)=F(, )+ f(@+1,)/D),  i=12,.n
n

formiilii ile kolaylikla hesaplanabilir.

(3.3) ve (3.4) denklemleri teorik olarak denktirler. Literatiirde en yaygin olani (3.3)
denklemi olmasina ragmen RS yontemi (3.4) denkleminin ¢6ziimiine kisitlanmistir. Esit
olmayan adim uzunluklar1 kullanilirsa (3.4) denklemi ardisik ¢6ziim i¢in daha basit
gorliniir. Ayni zamanda (3.3) yerine (3.4)’lin kullanilmasinin temel avantaji F(¢) ‘nin

biiyiik #’ler i¢cin hemen hemen sabit olmasidir ve bdylece F(t,)—F(¢_,) deki

yuvarlatma hatasi nispeten biiylik olacaktir.
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5. SANSURLU VERILER

Sansilirleme, zaman ve maliyet gibi bir takim sinirlamalar nedeniyle, 6rneklemdeki
birimlerden elde edilen gozlemlerin analize dahil edilememesi veya elde edilemeyen
bilgilerin gz ardi1 edilmesidir (Topgu 2007). Ornegin, sabit ya da rasgele takip siireli
caligmalarda, belirlenen siire sonunda ilgilenilen olayin (bozulma gibi) hala
gerceklesmemis olmasidir. Bu tiir durumlarda karsimiza c¢ikan gozlemlere ‘sansiirli

veriler’ ad1 verilir

Literatiirde farkli sansiirleme cesitleri verilmistir (Lawless 2003). Bunlardan bazilari
asagidadir:
* Sagdan Sansiirleme
* I. Tip Sansiirleme (zaman sanstirleme)
* Rasgele Sansiirleme (zaman rasgele sansiirleme)
» II. Tip Sansiirleme (parca sansiirleme)
* Soldan Sansiirleme
+ ikili Sansiirleme

¢ Aralik Sansiirleme

Bu ¢alismada yukaridaki sansiirleme ¢esitlerinden yalnizca sagdan rasgele sansiirleme
ile ilgilenmekteyiz. Bu sansilirleme durumu asagidaki kisimda ayrintili bir sekilde ele

alinmustir.

5.1 Sagdan Rasgele Sansiirleme

i=1,2,..,n icin Y iparcanin Oomriinii ve 7, 1iparca ile ilgili sansiirleme rasgele
degiskenini gostersin. Burada hem Y, (i=1,2,..,n)’ler hem de 7, (i=12,...,n)ler
bagimsiz ve ayni dagilimli rasgele degiskenlerdir. Ayrica Y, (i=1,2,..,n) ve T,

(i=12,...,n) rasgele degiskenleri bagimsizdir.
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i=1,2,..,n olmak ilizere i.bilesenin 7, rasgele degiskeni ile sansiirlenmesi altinda i.
bilesen i¢in sansiirlii gézlemimiz X, = min(Y,,7;) dir. Bu sekilde olusturulan X,,..., X

n

rasgele degiskenlerine ‘sagdan rasgele sansiirlenmis n birimlik 6rneklem’ denir.

Yenileme siiregleri ile ilgili uygulamalarda ¢ogu kez bu tip gozlemler ile karsilasilir.
Ornegin, yeni cikan bir {iriin farkli zamanlarda satilir ve iiretici bu satilan iiriinlerin
bozulma stirelerini 12 ay gozler ise, satilan iirlinlerin dmiirleri karsimiza sagdan rasgele

sanstirlenmis veriler olarak ¢ikar.

i=1,2,..,n icin Y, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F ve olasilik yogunluk
fonksiyonu f ile gosterelim. F' sekilsel olarak bilinirken bazi parametreleri bilinmesin.
6,,0,,...,0. F’in bilinmeyen parametrelerini gostersin. Bu durumda X,,..., X, sagdan
rasgele sansiirlii 6rneklemine dayali olarak 6,,6,,...,6. parametrelerinin tahminleri

yardimiyla F ’nin bir noktadaki tahminini yapabiliriz.

5.2 Sagdan Rasgele Sansiirlii Orneklem Durumunda Parametre Tahmini

Bu kisimda F' fonksiyonel olarak bilinirken, bilinmeyen 6,,6,,...,6, parametrelerinin

sagdan rasgele sansiirlenmis Orneklemine dayali olarak engok olabilirlik tahmin

edicilerinin elde edilmesi lizerinde durulacaktir.

T, (i=12,...,n) rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu G ve olasilik yogunluk

fonksiyonunu g ile gosterelim. i=1,2,....n igin,

S wst
o, Y >T

olmak tlizere

X, =min(Y,,T))
=Y +T,(1-1)
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yazilabilir. (7, =1) olayr . bilesen i¢in sansiirlemenin yapilmadigini1 gosterirken
(1,=0) olayr sansiirlemenin yapildigimi gosterir. Simdi ilk olarak sagdan rasgele
sansirlii X,,..., X, orneklemi durumunda olabilirlik fonksiyonunun olusturulmasi i¢in
X, ve I, (i=12,...,n)rasgele degiskenlerinin ortak dagilimlarini bulalim.
X =x,l,=1 X, =x, , Y.<T
<X =Y=x, X <T
kY

1

<T

1

<Y =yx ,
oldugundan

S, (6D = f )= G ()

ve
X, =x,,1,=0& X, =x, , Y, >T,
< X, =x , Y >T X, =T,
<Y =y , Y >x,
oldugundan

S (%,0) = g(x)(1-F(x,))
dir. Boylece 5, € {0,1} icin

fon G =[O [1-Fe)] " [£,60] " [1-F ()]

yazilabilir. Bu durumda sagdan rasgele sansiirlii X,,...,X, Orneklemi icin

n

L(6,,6,,...0.) olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir (Binshan, 1988).

L(6,6,,..0) = f[[ S 1-Fx)] f[[f, )] [1-Fe) T

i=1

=TTLre) (1= P TTleeo] ™ 1-Ge)]"

i=1

olur. Bu L fonksiyonunu maksimum yapan 6,,0,,...,6. degerlerine parametrelerin en

cok olabilirlik tahminleri denir ve bu tahminler sirasiyla él,éz...,ér ile gosterilir. G
dagilmi 6,,0,,...,0 parametrelerini icermez ise olabilirlik fonksiyonundaki ikinci

carpim en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerin bulunma islemini etkilemeyecektir
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En ¢ok olabilirlik yontemi ile uygun bir sekilde ¢alismak i¢in gézlemlerin kiimesini D
ve C gibi iki alt kiimeye aywralim. D gozlenmis bozulma zamanlarmi ve C
sansiirlenmis gozlemlerin indislerinin kiimesini gostersin. D kiimesinin bos kiime

olmadig1 varsayimi altinda C ve D kiimeleri yardimiyla olabilirlik fonksiyonu,

LB, 60) = [T S TA-FE)][ Te)] [1-G(x))

ieD ieC ieC ieD
biciminde yazilabilir. Cogu durumda él , 92 ves ér en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri

61%;(9)20, i=L2,..,r

denklem sisteminin ¢oziimiiyle elde edilir. Yaygin kullanilan birkag F dagilimi disinda
bu denklem sisteminin analitik ¢6ziimii yoktur. Bu durumda sayisal bir yontem ile
¢Oziimiin gerekliligi ortaya ¢ikmaktadir. Literatiirde en ¢ok kullanilan denklem sistemini
¢ozme yoOntemlerinden birisi Newton-Raphson yontemidir. Bu ¢alismada ele alinacak

dagilimlarin parametrelerinin tahminlerini elde etmek icin asagida tarif edilen bu

yontem kullanilmistir.

5.2.1 Newton-Rapson Yontemi

i=1,2,..,r i¢in 8’ 6 parametresinin gergek degeri,

_0OlogL(d,,...,0))

U.(,....0. =1,2,..,
l( 1 I) ael r
Ve
&% logL(B,,...,0))  &*logL(@,...,0.) d*logL(6,,...,0.) ]
06> 86,00, 86,00,
0’ logL(8,,....0.) 0*logL(é,,...,0) 0’ logL(6,,...,0.)
00,006, 06, 86,00,
V,,...,0)=|.

o’ logL(6,,...,0)  0&*logL(@,....0)  &*logL(@,,....0.)

0006, 0606, 00

L ~Arxr

-
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olsun.

[U,(6,....0.)

ue,....0.)=|. diyelim. i=1,2,...,r i¢in § 6, ile 8’ arasinda

1U,(,,...,0,)
olmak iizere U(6,,...,0,) ‘nm (8/,...,6°) etrafinda Taylor serisine agilmasi ile denklem

sistemi

s

0 -6

ue,....0)=U(@,...00)+V(@,,...,0")|. (5.1)

0o |
yazilabilir (Gertsbakh 1989). (5.1)’de 6, =68, (i=1,2,...,r) almsim, burada 6, 6, ‘nin

en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir. Bu durumda U(6,,...,0.)=0 olup (5.1) den

6| | o
=|. |-V @,...600U(",...0")
CARCS

bulunur. Yukaridaki ifade yardimiyla i=1,2,...,r i¢in 6" é’l_’nin baslangic degeri
olmak tizere,

T pm+D) ] [ pm) ]
6 0

=[. |[=V'@em,..,e"ue™m,..,0m), m=12,..

(m+1) (m)
o] o,

iterasyon islemleri géz 6niine almir. i=1,2,...,r igin ™, """ sayisina yeterince

yakinsa iterasyon durdurulur. m — o« iken i =1,2,...,7 i¢in 6’}"” — éi, i=L2,..,r dir.

35



Asagida bu calismada kullanilmakta olan bazi dagilimlarin bilinmeyen parametreleri
icin sagdan rasgele sansiirlii 6rnekleme durumunda en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin

elde edilmesi tizerinde durulmaktadir.

5.2.2 Ustel dagilim

F, 6 parametreli iistel dagilim fonksiyonu olsun; yani F(x)=1-¢?, x2>0,6>0

-x/6
’

olasilik yogunluk fonksiyonuda f(x)= %e x20,60>0 dir. Sagdan rasgele

sansirlenmis X, =min(Y,,7})) (i=1,2,...,n) Orneklemini gz oniine alalim. Burada
Y’lerin dagiliminin @ parametreli Gistel ve 7.’ lerin dagiliminin bir G dagilimu

oldugunu hatirlatalim. Kabul edelim ki G dagilimi 6 parametresini icermesin. Bu

durumda L(8) olabilirlik fonksiyonu
L) = Hf(x,)H[l - F(xi)]

ieD ieC

—x/H -x/0
e TI[«™"]
1eD ieC

olup

1 1 1
1nL(9)_;1n5—;5xi —;5%

1 |
=S(D)ln—— ) —x
(D)ln— ;ex,

olur. Bu durumda

dinL(6) _ S(D)
do ;92 ’

denkleminin ¢éziimiinden & ’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi

n

>,
7 — (5.2)
S(D)

olarak elde edilir.
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5.2.3 Weibull dagilim

F, a sekil ve B olgek parametreli Weibull dagilim fonksiyonu olsun,
F(x)=1-e™#" , x>0

olup bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(x):%x“le(”ﬂ)a , x>0; a,f>0
dir.

X,,...,X ; F dagillmindan sagdan rasgele sansiirlenmis » birimlik 6rneklem olmak
lizere, sansiirleme rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu olan G ’nin o ve S

parametrelerini icermedigini kabul edelim. Bu durumda

L(a,p) = H(ﬂa x” !B ]H(e—wﬁ)“)

ieD ieC

ve
InL(a, )= ZIH( "le_(x"/ﬂ)ajZln(e‘(”"/ﬂ)a)
X X
_;( i ﬂfl] ieClBa
=S(D)lna—S(D)alnﬂJr(a—l)ZInxi—La X' - la x!
ieD ﬂ ieD ﬂ ieC
:S(D)lna—S(D)alnﬂ+(a—l)21nxl.—#Zn:xf
olup
alng(“ﬁ) (D) S(D)lnﬂ+21nx—ﬂ—2x lnx+ Z =0 (5.3)
o ieD
ve
T = =0 (54)

denklemleri elde edilir. (5.4) denkleminden
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p=|— (5.5)

olur. Bu ifadenin (5.3) de yerine konulmasiyla, & ‘ya gore

l+;1n)Ci _;xi Inx,
a S(D) ixa

i

=0 (5.6)

i=1
lineer olmayan denklemi elde edilir. Bu denklemi Matlab paket programinda Newton
Raphson yontemi ile ¢oziilebilir. Burada Newton Raphson yonteminin verilisindeki

notasyonlara baglh kalinmak iizere,

! Zn:lnxi Zn:xl“ In x,
Ula)=—+ [iSl’(D) -
a
2

i

i=l1

Ve

V(a)z—iz—
a

2
[fo‘ (lnxi)2 fo‘ —(fo’ lnxij }
i=1 i=1 i=1

2

dir. Bu durumda Newton Raphson yonteminden «(1) baslangi¢ degeri ile,
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a(m+1) = ar(m) — L)

V(a(m)
1 +glnxi iz::xﬂm) Inx
a(m)  S(D) z X 5.7)
— a(m) - n = . m=12,.
{ [Zzl:xf‘(’") (Inx, )2 ;xi“(’") Inx,

- - +
2 n n
a(m) a(m) a(m)
2%, 2.
i=1 i=1
iterasyon islemlerine ulasilir. o (m+1) yeterince a(m) sayisma yeterince yakinsa

iterasyon durdurularak « ’nin en ¢ok olabilirlik tahmin degeri olan & = a(m+1) olarak

bulunmus olur.

Ornek 5.2.3.1 « ve S parametreli Weibull dagilim icin sagdan rasgele sansiirlenmis

gozlem degerleri

x, =792 x,=455 x,=677 x,=6.77 x,=7.51 x,=7.08 x, =659 x,=6.08

x,=5.15 x,=195 x,=408 x,=745 x,=523 x,=523

olarak verilsin. Burada * ile belirtilen sayilar sansiirlenmis gézlem degerleridir. (5.6)
deki iterasyon islemleri agagida EK 1°de verilen Matlab programinda yaptirilmasiyla

a ’nin en ¢ok olabilirlik tahmin degeri & =7.9272 olarak bulunur. (5.4) denkleminden

de £ ’nin en ¢ok olabilirlik tahmin degeri ,8 =7.8533 olur.

5.2.4 Log-normal dagilim

F, u ve o parametreli log-normal dagilim fonksiyonu olsun. @ standart normal

dagilimin dagilim fonksiyonu olmak iizere,

F(x):d)(logﬂj , x>0; ueR,0>0
o
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dir. Ayrica bu dagilimin f olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 _l(logx ;z)
X)=——e > 7/, x>0; ucR,0>0
S(x) Pm o x U

dir.

X,,...,X, yukaridaki F dagilimmdan sagdan rasgele sansiirlenmis » birimlik bir
orneklem olsun. Sansiirleme rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu olan G ’nin x4 ve
o parametrelerini igermedigini kabul edelim. Bu durumda,

10g X —H

y =l i=1,2,..,n
(e

olmak tlizere,

InL(z,0)=) In f(x,)+Y In(1-F(x) )

—Zln (Og:ﬂj +> In[1-®(y,)]
—Z ———1n0' ln\/— +Zln1 D(y,)]
:——Zy ~S(D)logo — S(D)an_+21n1 (y,)]

olur. Bu dagilimin bilinmeyen x# ve o parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin
edicilerini bulabilmek icin yukaridaki denklemin x ve o ’ya gore tiirevleri alinarak

asagidaki lineer olmayan denklemlere ulasilir.

omL(uo) 1< 15 o) _
o agy”a;l—m)
Ve
dlnL(u,0) _ S(D) 1 Y o) _
o o Tt Zl OR

Burada ¢ standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonudur. Bu iki denklemin

ortak analitik ¢0ziimii yoktur. x4 ve o ’nin en ¢ok olabilirlik tahminleri Newton
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Raphson yontemi ile hesaplanabilir. Bu yontemin ¢alistirilmasinda gerekli matematiksel

ifadeler asagidaki gibi ¢ikartilir.

1 (1=60)) o) (- )(0) P(y,) 2 ~o0)
—+_
o il-¢(y) oiZ [1-¢0)]

o’ lnL(/j,G)
oudo = Zy i

2 e 00) 1 (1=60))e0)y - re’ (1)
;y,- 62;1—¢(y,-)+0; [1—415(%-)]2

(1‘¢(yf)){—;¢(y,-)+y,«¢(y,-)(—y,.)(—;j}_W(yf)(/’(yf)

o

0% In L(u,0) 122( J 1Z

oo ou O D O iec [1_¢(yi)]2

2 1 (.
LR Zy ‘o(y)—e(y) —Z Yo ()

oG SR 1-4) o E[-g0)]

W0D) | V0|30
FinL(o) S(D) 1 (1- ﬂy)){ }

2, 1 y¢(y) 1 o o
Y s ) o (=40
S(D) 3 YA o vey)
Zy Zl —4) ;1 —-4)
Ve
(1-4(2))0(2) (y'}—‘”z(yf’
O’ InL(u,0°) lZ(—lj lz : o o
o’ Oiep\ O) Oicc [1—¢(yl.)]2
1 1 < 20 (1-94(3)) -9 ()
==—S(D)-— 2
o o Zc: [1-6(y)]
Boylece
OlnL(u,o0)
_ ou
Uiso)= OlnL(u,o0)
oo
Ve
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0’ InL(u,0) 0’ InL(u,0)

ou’ ouoo
Vimo)=| ,
0" InL(u,0) 0" InL(u,0)
oo ou oo’

olmak iizere Newton Raphson ydnteminden (1) ve o (1) baslangig degerleri ile,

iterasyon islemlerine ulasilir. Sirasiyla p(m) ve a(m) sirastyla pu(m+1) ve 0'(m+1)

sayilarina yeterince yakinsa iterasyon durdurularak g ile o ’nin engok olabilirlik

tahmin degerlerine ulagilir.

Ornek 5.24.1 F, u ve o parametreli log-normal dagilim fonksiyonu olsun.

Sansiirleme rasgele degiskeninin dagilimi (0,8) araligindaki diizgiin dagilim alinarak

simiilasyon yoluyla =0 ve o=1 olan log-normal dagilimdan » =350 birimlik

sagdan rasgele sansiirlenmis 6rneklem c¢ekildiginde bu sansiirlii gozlemlere bagl olarak

Newton-Raphson yontemi yardimiyla ¢ ve o ’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri
4=0.0737 ve 6=0.9959 olarak hesaplanmistir. Buna iliskin olarak yazilan Matlab

programi EK 2’ de verilmistir.

5.2.5 Gamma dagilimi

F, a sekil ve B olcek parametreli gamma dagilimu,

1
f(x:a,pB) = —x“'e, x>0, a>0, >0
I'(a)p
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olasilik yogunluk fonksiyonu ile verilir. « bir dogal say1 ise gamma dagiliminin F
dagilim fonksiyonu asagida verilen analitik ifadeye sahiptir. & "nin dogal say1 olmamasi

durumunda F ’nin analitik ifadesi yoktur.

Flx)=1- zxw e x>0iae{l,2,..},8>0
k=0

X,,...,X, a ve [ parametreli bir gamma dagilimindan sagdan rasgele sansiirlenmis

n birimlik bir O6rneklem olmak {izere, sansiirleme rasgele degiskeninin dagilim

fonksiyonu olan G’nin « ve f parametrelerini igermedigini kabul edelim. Bu

durumda
L) =T1/@[0-F)
§@ 1 ol _
gf(a)ﬂ“ Cen0=Fe)
olup

InL(e, f) = Z[(a—l)lnxi —%—lnr(a)—aln,b’}+H(1—F(xl.))

ieD ieC

=(a-1)> Inx, —%in —S(D)InT(a)-S(D)aln S+ [(1-F(x,))

ieD ieD ieC
bulunur. @ ve £ ’nin engok olabilirlik tahmin edicilerini bulabilmek i¢in bu denklemin

a ve [’ ya gore tiirevleri alinarak asagidaki iki denkleme ulasilir.

d
a1nL(oz dln L(a, B) S(D)d InT(ar) 2 = F )]
;1 B — S(D)ln,b’+§—1 o)
dinT(e) "'t 1 Xij‘ﬁta_le_’lntdt
_ _SD)dInT(a) da o T'(a) L(a) 3
—glnx,- — S(D)lnﬂ+; o
al x /B
dlr;l“(a) i dt_rl Ial s
:Zh'lxi _M_S(D)lnﬂ-i'z (24 0 (a) (a) (57)
ieD da ieC I—F();;Ot,ﬂzl)

Ve
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d

olnL(a,p) _ 1 zl S(D)“+Zdﬂ[l F(x)]
818 ieD ﬂ ieC 1 F(Xl.)
_ b S(D)O{ l—*(a)ﬂaﬂ
B ;1 B +Zc: 1-F(x)
(5.8)
_ _S(D)a )06 S(x;a+1,5)
- IEZDI ZC - F(x)
oldugundan denklem sistemimiz
dlnF(a)j e’ 1 X"j'ﬁta o
Zlnxl_w_S(D)lnﬂ+z da , (@) [(a) 1 0
ieD dO{ e 1— a’ﬁ:])
ve
L S(D)Ol fGza+l,p)
IEZD:I ; 1-F(x,)

olur. Bu iki denklemin ortak analitik ¢6ziimii yoktur. & ve f’nin en ¢ok olabilirlik

tahminleri Newton-Raphson yontemi ile hesaplanabilir. Bu yontemin ¢alistirilmasinda

gerekli matematiksel ifadeler asagidaki ¢ikartilir.

X

e-x,/ﬂ [i

J [1-Fe)]

[1 Fx )]dlnr(a)( X, j B [x,)al b ln(x’)
0’ In L(a, ) :—S(D)+Z i I'(a) T(a) B*\ B B
oaop B ieC [I—F()ci)]2 g [1 F(xi)]z
! T x/e™ /ﬁ{dlnl"(a) _[ﬁ e J/ﬁt”’ e 'lntdt}
I'a)p“ d I'a) F((Z)
[1—F(x,.)]
-S(D x,+1, x,o+],
B RS (R ASN WY LR . T
ﬂ ieC l_F(‘x,) ieC 1 F(x )
ieC [1 F( )] ieC [1 F( )]
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x* e x
i Y (a+1)|[1-F(x,
o? lnL(a,ﬂ)z_S(D)a+i2x +;F(a) B {ﬂ (a+ )}[ (x,)]
op’ B BE [1-F@x)]
agilf| X a+1}
x’e {ﬂ ( )
_SD)a C(a)p*"
2 ’ ; ; [1_F(x[)]
sa+1,B)| L (a+1
Sy 2 +ng(x"a+ ’ﬂ)[ﬁ @ )}
ﬂz ﬂ3 ieD l ﬂieC [I_F(xl)]
ve
0’ InL(a, B) F(x;)
g - SO~ g(Ot)Jrfg(Ot)Z1 F( )+ gla )Z L Foo |
e 4 d I, —g(a)F(x) K,
- sw) g(a)+ —g(a )21 F( S ela DI T 2
burada
5/B a-1 _—t
= It ¢ In tdt i=12,..,n,
o, (o)
/B a-1 _—t 2
K = Iﬂdt i=1,2,.1
()
ve
dl'(a)
d(Inl'(«
g(a): ( )): da
da ')
seklinde tanimlanir.
olnL(e, B)
oa
V@P = o1 L(a. p)
op
ve
0 InL(a, f) 0’InL(a, B)
oo’ lego):]
V(a’ﬂ): 2 2 2 2
O InL(u,07) O InL(u,07)
0B ot op’

r( )ﬂaﬂ 1—~( )ﬁaﬂ

ZT(@p T [1-F)[

(xl,a+1 ﬂ)
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olmak {izere Newton Raphson yonteminden « (1) ve S (1) baslangic degerleri ile,

iterasyon islemlerine ulagilir. a(m) ve fB(m) sirasiyla a(m+1) ve B(m+1) sayisina
yeterince yakinsa iterasyon durdurulur. o ile £ ‘nin en ¢ok olabilirlik tahmin

degerleri olan & =a(m+1) ve ,5’ = f(m+1) sayilarna ulagilir.

Ornek 52,51 F o« ve f parametreli bir gamma dagilim fonksiyonu olsun.

Sansiirleme rasgele degiskeninin dagilimi (0,8) araligindaki diizgiin dagilim alinarak,

simiilasyon yoluyla ¢ =2 ve S =1 olan gamma dagilimdan » =50 birimlik sagdan
rasgele sansiirlenmis Orneklem c¢ekildiginde bu sansiirlii gozlemlere bagli olarak
Newton Raphson yontemi yardimiyla & ve f’nin en ¢ok tahmin edicileri & =1.8329
ve ,@ =0.9816 olarak bulunmustur.Buna iliskin olarak yazilan Matlab programi

EK3’de verilmistir.
5.3 Omiir Tablo Yontemleri ve Carpim-Limit (Kaplan-Meier) Tahmini

Yenilemeler aras1 gecen zaman siireleri dagilim fonksiyonu F olan bir yenileme siireci
icin F ’in bilinmedigini kabul edelim. F dagilimindan sagdan rasgele sansiirlenmis »
birimlik bir 6rneklem gz Oniine alinsin, burada gézlemler yalnizca hangi araliklardan
bilesenlerin 6ldiigii (bozuldugu) ya da sansiirlendigi bilinmek {izere siniflandirilsin ve

tam olarak Omiirleri ve sansiirleme zamanlar1 bilinmesin. Zaman eksenia, =0, a, =¢,
a,, = ve t gozlem lizerindeki bir lst limit olmak tizere k+1 tane, I, = [a i1 d j)

j=1,2,...,k+1 araliklarina boliinsiin. Bundan dolay1 gozlemler k& +1 tane araliin her

birisine diisen Omiirlerin ve sansiirleme zamanlarinin sayilarindan olusur. Son aralik

olan /,,, yalnizca omiir zamanlarinin bulundugu aralik olarak ele alinabilecektir, ¢linkii
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t zamanma kadar bozulmayan biitiin bilesenler 7, ,’deki bir zamanda bozulmak

zorundadir.
n, =a, , zamaninda risk altinda (¢alisan ve sansiirlenmemis) bilesen sayisi
d, =1,’de bozulanlarin say1si
w, =1, de geri ¢ekilenlerin (sanstirlenenlerin) parga sayist
olsun. 7, ’nin baginda yasayan bilegen sayist n; oldugundan
n=nven =n,, —d —W., J =12,...k+1

J

dir.

F dagilim fonksiyonuna sahip bir rasgele degiskeni Y ile gosterelim.
F(a,)=P(Y >a)), j=12,..k+1
ve
D; =P(Y>aj‘Y>aH) ve q, =l-p,, j=12,..,k+1
olmak tizere

F(a ;) =P (bir bilesenin /, dtesinde galismasi)

ve
p; = P (bir bilesenin /; Stesinde ¢alismast | 7, dtesinde ¢aligmasi)
q; = P (bir bilesenin /; Stesinde bozulmast | 7, , Otesinde galigmasi)
yazilabilir.
F(a))=1
F(a)=PY >a,)
F(a,)=P(Y >a,)=P(Y >a,|Y >a)P(Y > a))
F(a,)=P(Y >a,)=P(Y >a,[Y > a,)P(Y > a,|Y > a)P(Y > a))
F(a,)=P(Y>a)=PY>a]l|V>a_)PY>a_|Y>a,_,).PY>a)
olugundan
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F(a)=pp,.p; » Jj=12..,k+1 (5.9)
olur. Yukaridaki ifade ile gozlem biriminin /,’yi ge¢gme calisma (yasam) olasiligi
herbir araligin baslangicina kadar ¢ahstigr verildiginde/; ’ye kadar olan araliklari

geemenin kosullu g¢alisma olasiliklarinin ¢arpimi olarak verilir. Bu sonug¢ tahmin

problemine yaklasim i¢in bir temel olusturur.

Simdi F (a j) ’lerin tahmini problemini ele alalim. Eger veri sansiirlenmemis ise bunun

gergeklestirilmesinde higbir sikinti olmayacaktir. Bu durumda agik bir tahmin,

— n.
gercekten F (aj) icin encok olabilirlik tahmin edicisi —Z dir, bu a ;’de calisan
n

bilesenlerin oranidir. Eger araliklar geri g¢ekilmeleri, yani sansiirleme zamanlarini

igerirse boyle olmayacaktir, ¢linkii 7,,,’in a; zamaninda hala ¢alisan bilesenlerin sayisi

olmasi gerekli degildir. Muhtemelen bazi sansiirlenmis bilesenler @;’de ayni zamanda

- nj+1
hala ¢alisacagindan

¢ogu durumda F (a j) ’yi alttan tahmin etme egiliminde

olacaktir. Asagida verilecek olan Omiir tablosu (life table) yontemi ile bu problem

¢oOziilebilecektir.

Bu yontemde temel fikir F (a j)’nin bir tahminini elde etmekte (5.9) ifadesini

kullanmaktir. Boylelikle sansiirleme olsa bile gézlemlere dayanarak F (a j)’lerin

anlamli tahminlerini vermek genellikle miimkiin olmaktadir.

Eger I, aralifinda sansiirleme yok ise ¢, nin anlamli bir tahmini ¢, = —L dir, ¢iinkii ¢ ;
n.
J

bilesenin 7, ’nin basinda ¢ahstigi verildiginde o parganin /;’de olmesinin kosullu
olasihigidir. Fakat w, >0 ise —=’nin ¢,’yi alttan tahmin etmesi beklenebilecektir,
n, :
J

ginkii /,’de sansiirlenmis bilesenlerden bazilarinin /7, ’nin bitiminden once olmis
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olabilirler. Ayrica daha once sansiirlenmis olupta /;’de 6lenler zaten n,’nin iginde

yoktur. Bundan dolay1 sansiirlii gézlemler i¢in bir diizenleme yapmak arzulanir. En sik

kullanilan yontem g, sayisini standart dmiir tablo tahmini olarak adlandirilan

g, =— (5.10)

! W . . .
ile tahmin etmektir, burada n, :nj—j dir (Lawless 2003). (5.10) ifadesi n; >0

olmasini gerektirir. n, =0 oldugunda uygunluk nedenleri i¢in g, =1 ile tanimlanir. 7,

aralig1 i¢in risk altindaki bilesenlerin etkili bir sayis1 olarak diisiiniilebilir; bu bir
anlamda sansiirlii bir bilesenin araligin yarisi i¢in risk altinda calistigin1 kabul eder. Bu

diizenleme keyfidir, fakat ¢ogu durumda akla uygundur. Bazi durumlarda g, ’nin diger

tahmin edicileri tercih edilebilir. Ornegin, 7 ;"deki tiim sanstirlemeler /, ’nin sonunda

sagda gergeklesmisse g, = n—’ tahmini uygun olur, halbuki biitiin sanstirlemeler 7, nin

J

d

J

baslangicinda gergeklesmisse ¢, = uygun olur. ¢, ve p,=1-q, tahminleri
n

hesaplandiktan sonra F (a j) (5.9) yardimiyla

F(a)=prp,r j=12.k+1 (5.11)

ile tahmin edilebilir.

Omiir tablosunun kendisi veriyi, q, ve F(a ;) tahminlerini gdsteren bir tablodur. Bu

tablo genellikle herbir aralik i¢in n,, d;, w;, q, ve F (a;) degerlerini veren siitunlart

bulundurur. Bazen 7', p; ve arasira dagilimin diger karakteristiklerinin tahminlerini

veren ilave siitunlart bulundurur. Biitin w; =0 oldugu 6zel durum igin ]% (a))

n,
sansiirsiiz durum i¢in 6nceden bahsedilen —~~ tahminine indirgenir.
n
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Ornek 5.3.1 300 araba akiisii 300 calisan arabaya yerlestirilmis ve 4 y1l boyunca yilda
bir kez kontrol edilmistir. Sansiirlemeler (geri ¢ekilmeler) kazalarin ve goézetimden
arabanin ¢ikartilmasi sonucunda ortaya ¢ikmistir. Bu 300 akiiye iliskin olarak aralik

bazinda d;, w, ve n, degerleri Cizelge 5.1’te verilmistir. (Gertsbakh 1989). Bu degerler

yardimiyla ', p,, F (a;) ve F (a;) degerleri hesaplanarak elde edilen dmiir tablosu

Cizelge 5.2°de verilmistir

Cizelge 5.1 Araba akiilerine iliskin veriler

i | Zaman aralig1 | d. w, n,
1 [0,1) 20 72 300
2 [1,2) 15 50 208
3 [2,3) 18 35 143
4 [3,4) 17 23 90

Cizelge 5.2 Araba akiilerine iligkin 6miir tablosu

i | Zaman aralig1 | 4, w, no| g D, }%( a) F(a)
1 [0,1) 20 72 300 | 264 | 0.924 |0.924 |0.076
2 [1,2) 15 50 208 | 183 [ 0918 |0.848 |0.152
3 [2,3) 18 35 143 | 125.5 | 0.857 | 0.727 | 0.273
4 [3,4) 17 23 90 |78.5 |0.783 |0.569 |0.431

Omiir tablosu yonteminde F dagilimli gelen sagdan rasgele sansiirlii rneklem
durumunda bilesenlerin bozulma ve sansiirleme zamanlar1 bilinmeyip gozlemler
araliklar ile verilmisti. Simdi kabul edelim ki » birimlik Orneklemdeki bozulma

zamanlar1 ve bozulma zamanlar1 gozlenemeyen bilesenlerin sansiirleme zamanlari

bilinsin. Bu durumda amacimiz verilen bir >0 igin F(¢) ya da denk olarak F(¢)’yi

tahmin etmektir. Tam &rneklem durumunda F(¢) nin tahmin edicisinin
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omiirleri t' ye esit yada t'den biiyiik gozlemlerin sayist

Ft) = (5.12)

n
ile verildigi iyi bilimektedir. Orneklemin sansiirlii olmasi durumunda dmiirleri ¢ ’ye esit
ve t’den biiylik olan goézlemlerin sayisi genellikle tam olarak bilinmeyeceginden (5.12)

tahmin edicisinin yeniden diizenlenmesi gerekecektir. Asagida tarif edilecek olan
diizenleme ile F(¢) ’nin ¢arpim-limit ya da Kaplan-Meier olarak adlandirilan tahminine

ulagilir.

Kabul edelim ki n tane bilesenden k tanesi farkli 7 <¢, <...<?, zamanlarinda
bozulsun. 7, ( j=1, 2,...,k) zamaninda birden fazla bozulmaya izin verilsin ve d,
t,°deki bozulmalarin sayist olsun. #,,,...,, bozulma zamanlarina ilaveten ayni

zamanda Omirleri gozlenemeyen bilesenler igin sansiirleme zamanlari vardir. Bu

durumda F(¢) 'nin Kaplan-Meier tahmini

FLKM(t):H »

Jitp<t j

4
% (5.13)

ile tammlanir (Lawless 2002), burada n, ¢, zamaninda risk altinda bulunan, yani ¢,

zamanina kadar heniiz bozulmamis ve sansilirlenmemis bilesenlerin sayisidir.

Eger bir 7,’ye esit olarak kaydedilmis bir sansiirleme zamani var ise bu sansiirleme
zamanmin ¢, ’den ¢ok kiigiik miktarda biyiik oldugu distnilerek, 7,’de bozulan
bilegenler i¢in oldugu gibi #,’nin i¢inde yer alacagi kabul edilmektedir. Bu akla

uygundur, ¢iinkil bir 7 zamaninda sansiirlenen bilesen elbette hemen 7 ’yi gectiginde
yasayacaktir. Orneklemdeki en biiyiik gdzlem zamanimin bir sansiirleme zamani olmasi
durumunda Kaplan-Meier tahmini yalnizca bu son gozleme kadar tanimli olarak alinir

(Lawless 2003).

(5.13)’iin elde edilmesindeki neden esasen Omiir tablolarindaki F (a;)=p,D,--D;

tahmini i¢in olan ile aynidir; yani, I% (t) bir ¢arpim olarak kurulur ve bu ¢arpimdaki
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herbir terim bir bilesenin 7,’ye kadar calistigi verildiginde ¢, zamanmi g¢ahisarak
gecirmesinin  kosullu olasiligmin bir tahmini olarak digiiniilebilir. (5.13) tahmini
gercekte standart omiir tablo isleminin bir limit alma durumudur, émiir tablosundaki
araliklarin sayis1 sonsuza gotiiriildiigiinde ve son aralik harig tiim araliklarin uzunluklari
sifira yaklastirildiginda elde edilir. Bu iliski asagida incelenir. Hicbir sansiirleme
olmadig1 zaman n, =n ve n,=n, ,—d,, (j=2,.,k) olur ve (5.13) tahmini (5.12)
tahminine indirgenir. Hem sansiirlii hem de sansiirsiiz durumunda 1% (r) t=0 dal’e
esit ve herbir ¢, zamanindan sonra hemen bir (n,—d;)/n; c¢arpimu ile disen bir
basamak fonksiyonudur. Sansiirleme zamanlarinda tahmin degismez; fakat sansiirleme

zamanlarimin  etkisi  n,’nin  degerlerinde ve boylece F(¢)’nin basamaklarinin

biiytikliiklerinde anlagilir.

Ornek 5.3 Belli bir cihaz i¢in bozulma zamanlari (ay olarak) asagidaki Cizelge 5.3°de
verilmigtir. Burada bozulma zamanlar i¢in sansiirlemenin rasgele ve bagimsiz oldugu

varsayilmaktadir.

Cizelge 5.3. Cihazin bozulma zamanlar1

Sansiirlenmemis Gozlemler Sansiirlenmis Gozlemler
36.3 41.7 43.9 49.9 50.1 50.8 51.9 58.9 60.7 | 26.8 29.6 33.4 350 40.0 41.9
52.1 52.3 52.3 52.4 52.6 52.7 53.1 59.0 42.5

53.6 53.6 53.9 53.9 54.1 54.6 54.8 59.1
54.8 55.1 55.4 55.9 56.0 56.1 56.5 59.6
56.9 57.1 57.1 57.3 57.7 57.8 58.1 60.4

Bazi ¢’ler i¢in F'(¢) 'nin Kaplan-Meier tahmin edicileri Cizelge 5.4’de gosterilmektedir.

Bu tahmin degerlerini hesaplatan Matlab programi EK 4’de verilmistir.
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Cizelge 5.4 Kaplan-Meier tahmin degerleri

t Froy (1) t Fo (1)
36.3 0.0227 55.1 0.5597
41.7 0.0460 554 0.5842
43.9 0.0705 55.9 0.6086
499 0.0949 56.0 0.6331
50.1 0.1194 56.1 0.6575
50.8 0.1438 56.5 0.6820
51.9 0.1683 56.9 0.7065
52.1 0.1928 57.1 0.7554
52.3 0.2417 57.3 0.7798
52.4 0.2662 57.7 0.8043
52.6 0.2906 57.8 0.8288
52.7 0.3151 58.1 0.8532
53.1 0.3395 58.9 0.8777
53.6 0.3885 59.0 0.9022
53.9 0.4374 59.1 0.9266
54.1 0.4618 59.6 0.9511
54.6 0.4863 604 0.9755
54.8 0.5352 60.7 1.0000
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6. SANSURLU VERILERDE YENILEME FONKSiYONUNUN TAHMINi

{N (), tZO} yenilemeler arasi gegen zaman siireleri dagilim fonksiyonu F olan bir

yenileme siireci olsun. Yenileme siire¢leri ile ilgili uygulamalarda genellikle bu siirecin
ortalama deger fonksiyonu olan M yenileme fonksiyonu bilgisine ihtiya¢ duyulur. Eger
F tam olarak biliniyor ise yaygin olarak kullanilan birka¢ F dagilimi i¢in M analitik
olarak hesaplanabilir. Cogu durumda M ’nin analitik ifadesi olmayip sayisal olarak
hesaplanmasi gerekir. Bu fonksiyon Xie’nin RS(Rieman-Stieltjes) yontemi yardimiyla
sayisal olarak kolaylikla hesaplanabilir. Pratikte F dagilim fonksiyonunun sekli
bilinirken baz1 parametreleri bilinmez ya da F hi¢ bilinmez. Bu tiir durumlarda F
dagilimindan alinan » birimlik 6rnekleme dayali olarak M ’nin degerlerinin tahmin
edilmesi gerekmektedir. Bu degerler F ’'nin yukarida bahsedilen durumuna bagli olarak

parametrik ya da parametrik olmayarak tahmin edilirler.

Asagidaki kissmda F dagilimindan gelen o6rneklemin sagdan rasgele sansiirlenmis

olmas1 durumunda M (¢) nin parametrik tahmini tizerinde durulur.

6.1 M (¢) icin Bir Parametrik Tahmin Edici

0,,0,,...,0. F dagilimmin bilinmeyen parametreleri olsun ve F =F(6,0,,...,0)

r

yazilsm. X|,...,X, F dagilimindan n birimlik sagdan rasgele sansiirlenmis 6rneklem
olmak iizere bu ornekleme dayali 6,.6,,..,0. swasiyla 6,,6,,..,0. bilinmeyen
parametrelerinin tahmin edicileri olsunlar. ]:ﬂn =F (é,éz,...,ér) F’nin bir tahmin

edicisidir. F*" =F *._.*F olmak tizere M ()’ nin (3.2) konvoliisyon serisi ifadesinde
k kez

F* (t) yerine tahmin edicisi olan £ (¢) alinmastyla

M (f)= iﬁf"(r), 1>0 6.1)
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ile tammlanan M ,(¢) yenileme fonksiyonunun ¢ noktasindaki degerinin bir tahmin

edicisi olarak goz oniine alinabilir.

Eger F dagilim fonksiyonunun parametrelerine bagl olarak M yenileme fonksiyonu

icin bir analitik ifade var ise bu ifadede dagilimin parametreleri yerine tahmin

edicilerinin konulmasiyla elde edilen tahmin edicinin M ,(¢) oldugu aciktir.

Ornek 6.1 F, 6 parametreli iistel dagilim fonksiyonu olsun; yani
F(x)=1-¢""?, x>0, 8>0.Bu dagilim iizerine kurulu yenileme siireci 1/6 oranli

Poisson siireci olup
Moy =L, >0
0’ -

dir. X,,...,X, F dagilimindan sagdan rasgele sansiirlenmis » birimlik 6rneklem

n

Sx

olsun. (5.2) den @’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisin 6 =" ) oldugunu biliyoruz.

Bu durumda M (¢) ’nin parametrik tahmin edicisi

S(D)

n

>

i=1

M, (1) =

t

olur. 6 engok olabilirlik tahmin edicisi € ig¢in tutarli oldugundan Mn (¢) tahmin

edicisinin M (¢) i¢in tutarli oldugu agiktir.

Simdi kabul edelim ki G sansiirleme dagilim fonksiyonu 6, parametreli tistel olsun. Bu

durumda herhangi i €{1,2,...,n} i¢in
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P(X, > x) = P(min(Y,,T}) > x)
= P(Y, > x,T, > x)
= P(Y, > x)P(T, > x)

_ e—x/é’e—x/ﬁl

7"(6%)
=e n, x>0

oldugundan X, rasgele degiskeni %, ortalamasi ile iistel dagilimli olur. Boylelikle,
1

ZXI. rasgele degiskeni @ =n ve f = %,

parametreli gamma dagilimi olup,
i=1 + 1

9+6’1

- I 0+6, ' a1 > 0g,
E(M,,(z»:S(D)! o _l),[ jy e “dy
4 e
_ S(D)t

n n-1
_ 056, ([ 8
(n-1)! 69, 0+6,

_Smyef0+6,)
(n-1)\ 06,

_SD)

(n- 1)![
|

n>1

n

>,

elde edilir. 6= ;l 5 tahmin edicisi € i¢in asimptotik yansiz oldugundan

(5] L e
E@)=—" /- lj 1(9;0‘91] Ve (iﬂﬂdy

S(D)  SD)i’ T

_ 1 ‘9"'9 ’]2 nii-l, [09;4191]
~ S(D)(n-1)! )

o 0+0, "n, 0+6,)"
S(D)(n—-1)!\ 66, 09,

_n 9
S(D)6+6, "*

— 0

n _0+0
olup lim

oldugu
n—0 S(D) 01

bulunur. Bu durumda
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lim EGV (1)) = lim S 0+ 6,
n—w n—o (n — 1) 6@1

__g_,0+0
0+6, 00

t

0

= M (1)

dir. Boylece M ,(1)’nin M (¢) i¢in asimptotik yansiz oldugu gosterilmis olur.

M ,(¢) tahmin edicisinin tutarlihig1 asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 6.1 F=F(6.0,,..,60.), f=71(6,6,,..,0) olasilik yogunluk fonksiyonu ile
mutlak stirekli bir dagilim fonksiyonu ve f herbir 6, i=1,2,...,r parametresine gore

strekli olsun. X,,...,X, F dagilimmdan sagdan rasgele sansiirlenmis » birimlik bir
orneklem olmak iizere bu 6rnekleme dayal: 631, oo 62 sirastyla 6,,...,6 parametrelerinin

giiclii tutarli tahmin edicileri ise her sabit # >0 icin M L) , M(¢) nin gii¢lii tutarh bir
tahmin edicisidir, yani
M, ()55 M (1)

dir.

Ispat fAn =f (él,...,é’r) diyelim. f* olasilik yogunluk fonksiyonunun 6, parametresine

gore siirekli ve 63, ﬂ)ﬁl , 1=1,2,...,r olmasindan dolay1 her sabit ¢ i¢in

n—x0

S5 1)

n—0

olur. Bu durumda Scheffe teoreminden F,(f)—"2 F(f) bulunur ve sonucunda

timevarim metodu ile k=12,... igin E* ()~ 5 F¥(¢) ifadesine ulasilir. A
I:“nk*(t) ‘nin F¥(¢)’ye yakinsamadigi noktalarin kiimesi olmak iizere P(A)=0 dir.

F (0)<1 ve F sagdan siirekli oldugundan F(a)<1 olacak sekilde en az bir a>0
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sayist vardir. reN sayis1 t<ra olacak bigimde segilsin. (S, <?t)= (Sr < ra)
olacagindan  P(S, <t)= P(S,<ra) dir. Ayrica (¥, +...+Y,<ra) olay
(Y, >a,....,Y >a) olaymin ger¢eklesmemesini  gerektirdiginden ve rasgele

degiskenlerin bagimsiz olmalarindan

P(S, <ra)<1-P(Y, >a,....Y, >a)
1-[F@] [F(@)] >0

elde edilir. Boylece

F™(t)<1=-[1=-F(¢/r)] ., [1=F(t/r)] >0 (6.2)
yazilabilir. Bu durumda ¢ >0 igin F” (l) <1 olacak bi¢imde bir » >1 vardir. Her k£ >1
icin ﬁ:,k*(t) F"(t)’ye A iizerinden yakinsak oldugundan (6.2) deki r icin
&=1-F"(t) olmak iizere her sabit @€ 4 i¢in bir n, () vardir 8yle ki her n>n,(w)
igin F*"(£)<1-6/2 dir. Burada 1-6/2 <1 oldugu agiktur.

B 1-6/2, nzn/(w)
g"’””(”')_l , n<n, (o)

=(1-6/2)I(n2n,(@))+1.1(n<n,(w))
olsun. Bu durumda k> r igin
EF @y < FET (0 F™ (1)
< (Fr* (t))ﬂk/r]]

oldugunun g6z 6niine alinmasiyla

EFO<(gn)

dir. n> ny(w) igin

PN AOED WA OIS It

k=r+1
< Z(F )"+ z( G ) <0

oldugundan Lebesgue baskin yakinsaklik teoreminden her @ € 4 i¢in
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lim > £ (1) = imF* (1)
n—>0 k:l k:l n—»0
=> F" @)
k=1
elde edilir. Boylece P(A)=1 oldugundan her sabit ¢ i¢in A;[n (t) M(t)’ye hemen

hemen her yerde yakinsaktir. Boylelikle ispat tamamlanir.
M ,(¢) ’nin asimptotik yansizlig1 asagidaki teorem ile verilmektedir.

Teorem 6.2 Teorem 6.1°in sartlar1 altinda herhangi bir #, >0 i¢in F(¢,)) <1 ise t<¢,
i¢in

lim E(M,, (1)) = M (1),

yani ¢ <t, igin M L(t) M(¢) icin asimptotik yansizdir.

Ispat F(t,)<1 oldugundan F(t,) SIL olacak bi¢imde bir ¢ >0 sabiti vardir. Bu
+c

durumda

M ()= 2 F (1)

<2 F (1)

k=1

© k
-25%)

=\l+c
Sy P L
1+c¢ l1+¢ 1+c
< 1
_1+01_L
l+c

=c

olur. Boylece F(t,)<1 oldugundan F (t,) <1 olup t<¢, olmak iizere bir ¢ pozitif

sabiti i¢in
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M (H)<c
yazilabilir. Sonugta sinirli yakinsaklik teoreminden ¢ <¢, icin
lim £| M, (1) | = M (¢)

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

M (t) icin analitik bir ifade olmaksizin Mﬂ (¢) tahmin edicisinin hesab1 ic¢in (6.1)
konvoliisyon serisi ifadesi genelde kullanigsizdir. M (t) yenileme fonksiyonu i¢in (3.4)

integral denkleminden M L),
M, (t)=F,(t)+ [ M, (t-x)dF, (x) (6.3)
0

bi¢iminde yazilabilir. Bu integral denklemin hesaplanmasi tahmin edicinin konvoliisyon
serisi ifadesine gore daha kolaydir ve Xie’nin kisim (4.2) de anlatilan RS yontemi ile

kolaylikla hesaplanabilir.

6.2 M (¢) icin Bir Parametrik Olmayan Tahmin Edici

Bu kisimda F dagilim fonksiyonu bilinmediginde bu dagilimdan alinan sagdan rasgele

sanslirlenmis 6rnekleme dayali olarak F(¢) 'nin Kism 5.3 de verilen Kaplan-Meier

tahmin edicisi ﬁKM (1) yardimiyla M (¢)’nin parametrik olmayan tahmini i{izerinde

durulmaktadir.

X,,...,X, F dagilimmdan sagdan rasgele sansiirlenmis » birimlik bir drneklem

olsun. Bu érnekleme dayali olarak F (¢)’nin tahmini igin (5.13) de verilen

2 n.—d.
FKM(t):H J J

Jit<t l’l]
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Kaplan-Meier tahmin edicisini géz oniine alalim. M (¢) 'nin (3.2) konvoliisyon serisi

ifadesinde F () yerine bir tahmin edicisi olan F,,,(t) alinmasiyla tammlanan

M, () =D Ffo (0) (6.4)
k=1
M (¢) ’nin parametrik olmayan bir tahmin tahmin edicisi olarak g6z oniine alinabilir.

Burada [ (1), F, (¢) nin kendi kendisiyle olan k kez Stieltjes konvoliisyonudur.

(X,.....X,) ornekleminin her sabit degeri i¢in M,,,(¢) tahmin edicisinin degeri (6.4)
denkleminden kolaylikla elde edilemez. X|,...,X, Ornekleminin her sabit degeri i¢in

(3.4) yenileme denkleminden M o (@)
M 3, (6) = Fy (6)+ [ My, (6= X)dF (%) (6.5)
0

biciminde yazilabilir. Bdylece M s (#) bu denklemin ¢oziilmesiyle elde edilebilir.
Scheneider, Lin ve O’Cinneide bu (6.5) gibi bir integral denkleminin sayisal ¢oziimii
icin bir yontem Onermislerdir. Simdi Onerilen bu yontemi kisaca verelim. ( O,t) aralig1
kesiklendirilerek X,, i=1,2,...,n ler uygun bir /4 tamsayis: ile ¢arpilarak yeniden
Olceklendirilir ve en yakin tamsayiya yuvarlatilir. Boylece sonugta yenileme
fonksiyonunun hesab1 igin 1:"KM fonksiyonuna bir aritmetik dagilim fonksiyonu ile
yaklagilir. RS-ydntem yaklagimina benzer olarak (6.5) deki integralin bir sonlu toplamla

yer degistirmesiyle M «y (1) ardisik olarak hesaplabilir. =k ve F, yukarida bahsedilen

aritmetik dagilim fonksiyonu olmak iizere M,

My )= F 0+ X M O, ()= (=D i=1.2,00k 6.6)

toplamindan ardisik olarak hesaplanir. i=1,2,....k olmak iizere M @/ h) =M (@)
dir.
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63 M « (1) icin (3.11) Asimptotik ifadesine Bagh Bir Tahmin Edici

M (t) i¢in (3.10)’da verilen

. t yz;
lim| M(t)—— |=—%-1

ifadesini goz Oniline alalm. X,,..., X, F dagilimindan sagdan rasgele sansiirlenmis n
birimlik bir &rneklem olsun. 4 ve j, bu ornekleme dayali F’in sirasiyla u
ortalamasinin ve g, ikinci momentinin tahmin edicisi olmak iizere yukaridaki limit

ifadesine bagli olarak yeterince biiyiik # i¢in

M=ty 6.7)

A 2/}2

ile tanimlanan A;[a (t) M(¢) icin bir tahmin edici olarak goz Oniine alinabilir. F

dagilim fonksiyonu biliniyor fakat parametreleri bilinmiyor ise x4 ve u, parametrik

olarak tahmin edilir. Eger F' dagilim fonksiyonu bilinmiyor ise I:“KM (1) Kaplan-Meier

tahmin edicisine baglh olarak x ve u, sirasiyla
= [t 0
0
ve
iy = [ PdF 0
0

ile elde edilebilir.

6.4 Bir Ornek

M (t) yenileme fonksiyonunun sansiirlii verilerde tahmini i¢in tanimlanan M (1),

M () ve Ma (¢) tahmin edicilerinin nasil hesaplandigini géstermek ve birbirleriyle

karsilagtirmak amaciyla asagida verilen veriler kullanilacaktir.
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Bir {iretici firma tarafindan yeni bir iiriin piyasaya siiriilmektedir. Ilk {iriiniin satilma
zamanindan itibaren 12 ay boyunca satilan {iriinlerin bu siiredeki dmiirleri (ay olarak)
gozlenmektedir. Baslangigtan itibaren rasgele farkli zamanlarda satilan iriinlere iliskin

sagdan rasgele sansiirlii gézlemler asagida verilmektedir.

Cizelge 6.1 Baslangigtan itibaren rasgele farkli zamanlarda satilan iiriinlere iligkin
sagdan rasgele sansiirlii gozlemler

1 Satilma Zamani | i.driin i¢in 6miir( X)) o,
1 0.00 7.92 1
2 1.09 4.55 1
3 245 6.77 1
4 3.12 6.77 1
5 4.49 7.51 0
6 4.92 7.08 0
7 5.41 6.59 0
8 5.92 6.08 0
9 6.85 5.15 0
10 10.05 1.95 0
11 7.92 4.08 0
12 4.55 7.45 0
13 6.77 5.23 0
14 6.77 5.23 0

Yukaridaki tabloda bulunan &,’nin 1 olmast i.{irliniin 12 aydan 6nce bozuldugunu

(sansiirsiiz) gosterirken 0 olmas1 12. ayda hala ¢alistigini (sanstirlii) gosterir.

Firma 12 aydan sonra en azindan garanti masrafini tahmin etmek i¢in # zamanina kadar

olan bozulmalarinin sayist olan M, (¢)’yi tahmin etmek isteyebilir.
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[lk olarak M ,(t) parametrik tahmin edicisinin nasil hesaplanacagim gostermek

amaciyla F dagilim fonksiyonunu
_ Xl p :
f(x)—Fx e , x>0; a,>0

olasilik yogunluk fonksiyonu ile bir Weibull dagilim fonksiyonu olarak ele alalim. Bu

gozlemlere dayali Weibull dagilimmin o ve f parametrelerinin en ¢ok olabilirlik
tahmin degerleri Newton Raphson yontemi yardimiyla sirasiyla & =7.9272 ve

,B =7.8533 olarak bulunur. Daha sonra ¢=12,24 i¢in M14(t) , (6.3) integral
denkleminin RS ydntemi yardimiyla sayisal olarak ¢ozdiirilmesiyle M 4(12)=1.0476

ve M,,(24)=2.8386 elde edilir.

a ve [’nm en ¢ok olabilirlik tahmin degerlerinin ve M 1(12) ile M 4(24) *tin (6.3)

integral denkleminden hesaplanmasina iliskin Matlab programi EK 5’de verilmistir.

Simdi F dagilim fonksiyonunun bilinmedigini kabul edelim. Bu durumda M (¢)’yi

tahmin etmek icin M w(@) ya da M (t) parametrik olmayan tahmin edicileri
kullanilabilir. Veriler 100 ile ¢arpilarak yeniden 6lgeklendirilir. (6.6) ifadesi yardimiyla
M,, (12)=1.0579 ve M, (24)=3.0216 tahmin degerleri elde edilir. Bu

hesaplanmalar1 yapan Matlab programi EK 6’da verilmistir.

F oy () Kaplan-Meier tahmin edicisine bagl olarak
Q= j tdE,,, (f)=7.2878
0

\

i, = [£dF, (1) = 54.0625
0

bulundugundan M (¢) igin (6.7)’de verilen M ,(¢) tahmini
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M (6)=———0.49105
7.2878

olarak elde edilir. Bu durumda M, (12)=1.1555 ve M (24)=2.8021 olur. Bu tahmin

degerlerini hesaplatan Matlab programi EK 7°de verilmistir.
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7. SONUC

Bu calismada yenileme siireclerine temel olan bazi kavramlar tanitilarak, yenileme
teorisi tizerinde durulmugtur. Daha sonra yenileme fonksiyonunun hesabi analitik olarak
elde edilebilen bazi dagilimlar icin yapilmis, analitik olarak elde edilemeyenler i¢in ise
Xie’nin RS yontemi verilmistir. Tezin konusu dogrultusunda sansiirlii veriler tanitilip,
yenileme siire¢lerinde sik kullanilan sansiirleme ¢esidi olan sagdan rasgele sansiirleme
tiiri anlatilmistir. Sagdan rasgele sansiirlii 6rnekleme durumunda dagilim sekilsel olarak
bilinip fakat parametreleri bilinmedigi durumda parametre tahmini en ¢ok olabilirlik
tahmin yontemi ile yapilmistir. Daha sonra F ’nin hi¢ bilinmedigi durumda F ’nin

degerinin Kaplan-Meier tahmini yapilmistir.

Sonug olarak bu calismanin amaci dogrultusunda sagdan rasgele sansiirlii verilerde ilk
olarak F ’in sekilsel olarak bilinip fakat parametreleri bilinmedigi durumda yenileme
fonksiyonunun parametrik bir tahmin edicisi elde edilip bu tahmin edicinin tutarlilik ve
yansizlig1 incelenmistir. Ardindan F ’nin hi¢ bilinmedigi durumdaki yenileme
fonksiyonunun Kaplan-Meier tahmin edicisi elde edilmistir. Son olarak ise yenileme
fonksiyonunun asimptotik bir tahmin edicisi elde edilmistir. Elde edilen bu tahmin

edicileri bir 6rnek lizerinde uygulamasini yaparak karsilastirilma imkani saglanmistir.
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EK 1 Weibull Dagilimi i¢in Sagdan Rasgele Sansiirlenmis Gozlemlerin En Cok
Olabilirlik Tahmin Edicilerini Hesaplatan Matlab Program

clear

%alfa ve beta parametreli Weibull dagiliminin

%rasgele sanstlirlenmis gozlemler ile parametrelerinin engok olabilirlik
%tahmin edicilerinin Newton-Raphson yontemi yardimiyla hesab1

%ec degeri saniirlenmemis gézlemlerin sayisi ve d degeri bu gézlemlerin ortalamasidir
x=[7.92 4.55 6.77 6.77 7.51 7.08 6.59 6.08 5.15 1.95 4.08 7.45 5.23 5.23];
c=4;

T=0;

fori=1l:c

T=T+log(x(1));

end

d=T/c;

a(1)=3;

for j=1:5000

T1=sum(x.”a(j)); T2=sum((x."a(j)).*log(x)); T3=sum((x."a(j)).*(log(x)."2));
R(G)=(1/a(j))+d-(T2/T1);

SG)=(-1/(a()*2))-(T3/T1)+H(T2/T1)*2);

a(+1)=a())-(RGY/S());

% Newton Raphson yonteminde iterasyonlarin durdurulmasinda yeterince yakinligin
dleiisii 10~ olarak alinr.

if abs(a(j+1)-a(j))<.00001

ALFA=a(j+1);

break

end

end

BETA=(T1/c)"(1/ALFA);

ALFA

BETA
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EK 2 Log-Normal Dagilimi icin Sagdan Rasgele Sansiirlenmis Gozlemlerin En
Cok Olabilirlik Tahmin Edicilerini Simulasyon Yoluyla Hesaplatan Matlab
Program

clear

%Simiilasyon-lognormal(mii=0,sigma=1, b.d.=1.65)

%Sansiirleme rasgele degiskeninin dagilimi i¢in (0,8) araligindaki diizgiin
%dagilim kullanilir

%n gozlem sayisi

%mii ve sigma parametreli lognormal dagiliminin birinci tip durdurulmus
%(rasgele sansiirleme) gozlemler ile parametrelerinin encok olabilirlik
%tahmin edicilerinin Newton-Raphson yontemi yardimiyla hesab1
n=50;

y=lognrnd(0,1,n,1);

t=8*rand(n,1);

x=min(y,t);

a=(y<t);

b=sum(a);

c=x.*a;

c=sort(c);

for i=1:b

sy(i)=c(n-b+i);

end

% sy sansiirsiiz gozlemler vektorii ve b sanstirsiiz gozlem sayisi
al=1-(y<t);

bl=sum(al);

% eger bl sifir ya da denk olarak b n 6rnek hacmine esit ise programi durdur
cl=x.*al;

cl=sort(cl);

for i=1:bl

sv(i)=cl(n-b1+i);

end

% sv sanslirlii gozlemler vektorii ve bl sansiirlii gézlem sayisi

%[y tx a]

%b, bl

%sy

%sv

%Asagida Newton-Raphson yontemiyle mii ve sigma parametrelerinin engok
%olabilirlik tahmin degerleri elde edilir

%Basglangi¢ degerleri

m(1)=0; s(1)=1

for i=1:10000

pv=[m(i);s(1)];

ysy=(log(sy)-m(1))./s(1);

ysv=(log(sv)-m(1))./s(i);
u(i)=(sum(ysy)+sum(normpdf(ysv)./(1-normedf(ysv))))/s(i);
v(1)=(-b+sum(ysy.”2)+sum(ysv.*normpdf(ysv)./(1-normedf(ysv))))/s(i);
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U=[u(i);v()];
% U kolon vektorii olabilirlik fonksiyonunun logaritmasinin herbir parametresine
gore kismi tiirevleri
t1=sum(ysv.*normpdf(ysv)./(1-normedf(ysv)));
t2=sum((normpdf(ysv).*2)./((1-normecdf(ysv))."2));
t3=sum(ysy."2);
t4=sum(ysv.*normpdf(ysv).*(-2+(ysv.*2))./(1-normcdf(ysv)));
tS=sum((ysv.”2).*(normpdf(ysv).*2)./((1-normcdf(ysv)).*2));
to=sum(ysy);
t7=sum(normpdf(ysv)./(1-normcdf(ysv)));
t8=sum((ysv.”2).*normpdf(ysv)./(1-normecdf(ysv)));
t9=sum(ysv.*(normpdf(ysv).”2)./((1-normcdf(ysv))."2));
A(1,1)=(-b+t1-t2)/((s(1)"2));
A(1,2)=((-2*t6)-t7+t8-19)/((s(1)"2));
A(2,1)=A(1,2);
A(2,2)=(b-(3*t3)+t4-t5)/((s(i)"2));
% Newton Raphson yonteminde iterasyonlarin durdurulmasinda yeterince yakinligin
dleiisii 10~ olarak alinr.
C=pv-inv(A)*U;
m(i+1)=C(1,1);
s(i+1)=C(2,1);
if abs([m(i+1);s(i+1)]-[m(i);s(i)])<.00001
pl=m(i+1);
p2=s(it1);
break
end
end
pl
p2
%p1 mii ve p2 sigmadir

72



EK 3 Gamma Daglimi i¢cin Sagdan Rasgele Sansiirlenmis Gozlemlerin En Cok
Olabilirlik Tahmin Edicilerini Simulasyon Yoluyla Hesaplatan Matlab
Programm

clear
%Simiilasyon- Gamma(alfa=2,beta=1, beklenen deger=2)
%Sansiirleme rasgele degiskeninin dagilimi (0,8) araligindaki diizgiin
%dagilimdir
%n gozlem sayisi
%alfa ve beta parametreli gamma dagiliminin birinci tip durdurulmus
%(rasgele sansiirleme) gozlemler ile parametrelerinin encok olabilirlik
%tahmin edicilerinin Newton-Raphson yontemi yardimiyla hesabi
%M(t) nin hesabi i¢in RS-yonteminde 0.005 esit adim uzunlugu kullanilmistir
alfa=2; beta=1;
n=50;
y=gamrnd(alfa,beta,n,1);
t=8*rand(n,1);
x=min(y,t);
a=(y<t);
b=sum(a);
c=x.*a;
c=sort(c);
for i=1:b
sy(i)=c(n-b+i);
end
% sy sansiirsiiz gozlemler vektorii ve b sanstirsiiz gozlem sayisi
al=1-(y<t);
bl=sum(al);
% Eger bl sifir ya da denk olarak b n 6rnek hacmine esit ise programi durdur
cl=x.*al;
cl=sort(cl);
for i=1:bl
sv(i)=cl(n-b1+i);
end
% sv sanslirlii gozlemler vektorii ve bl sansiirlii gézlem sayisi
%[y tx a]
%b, bl
%sy
%sv
%Asagida Newton-Raphson yontemiyle alfa ve beta parametrelerinin engok
%olabilirlik tahmin degerleri elde edilir
%Basglangi¢ degerleri
%af(1)=2; be(1)=1;
af(1)=(mean(sy)/std(sy,1))"2
be(1)=(std(sy,1)"2)/mean(sy)
for i=1:10000
pv=[af(i);be(1)];
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for j=1:bl
xx=10"(-15):0.001:sv(j)/be(1);
yy=exp(-xx). *(log(xx)). *(xx.Nafl(i)-1));
yz=exp(-xx).*((log(xx)).”2).*(xx."(af(i)-1));
k1(j)=trapz(xx,yy)/gamma(af{(i));
k2(j)=trapz(xx,yz)/gamma(af(1));
end
t1=sum(log(sy));
t2=sum(gamcdf(sv,af(i),be(i))./(1-gamcdf(sv,af(i),be(i))));
t3=sum(k1./(1-gamcdf(sv,af(i),be(1))));
t4=sum(sy);
tS=sum(gampdf(sv,af(i)+1,be(i))./(1-gamcdf(sv,af(i),be(i))));
u(i)=(-b*(psi(af(i))+log(be(i))))+t1+(psi(af(i))*t2)-t3;
v(i)=(-b*af(i)/be(1))+(t4/(be(1)"2))+af(i)*t5;
U=[u(i);v()];
% U kolon vektorii olabilirlik fonksiyonunun logaritmasinin herbir parametresine
gore kismi tiirevleri
to=sum(log(sv/be(1)).*gampdf(sv,af(i)+1,be(i))./(1-gamcdf(sv,af(i),be(i))));
t7=sum(gamcdf(sv,af(i),be(i)).*gampdf(sv,af(i)+1,be(i))./((1gamcdf(sv,af(i),be(i)))."2));
t8=sum(k1.*gampdf(sv,af(i)+1,be(1))./((1-gamcdf(sv,af(1),be(i)))."2));
t9=sum((-1-af(i)+(sv/be(i))).*gampdf(sv,af(i)+1,be(i))./(1-gamcdf(sv,af(i),be(i))));
t10=sum((gampdf(sv,af(i)+1,be(i))./(1-gamcdf(sv,af(i),be(1)))."2));
t1 1=sum((k1-(psi(af(i))*gamcdf(sv,af(i),be(i))))./((1-gamcdf(sv,af(i),be(i)))."2));
t12=sum(k2./(1-gamcdf(sv,af(i),be(i))));
t13=sum((k1-psi(af(i))).*k1./((1-gamcdf(sv,af(i),be(1)))."2));
A(1,1)=((-b+t2)*psi(1,af(i)))+(psi(af(i))*t11)-t12-t13;
A(1,2)=(-b/be(i))-(af(i)*psi(af(i))*t5)+(af(i)*t6)-(af(i) *psi(af(i)) *t7)+(af(i) *t8);
A(2,1)=A(1,2);
A(2,2)=(b*af(i)/(be(1)"2))-(2*t4/(be(1)"3))+(af(i)*t9/be(i))-((af(i)*2)*t10);

C=pv-inv(A)*U;

af(i+1)=C(1,1);

be(i+1)=C(2,1);

if af(i+1)<0

af(i+1)=-af(i+1)

end

if abs([af(i+1);be(i+1)]-[af(i);be(i1)])<.00001

pl=af(it+1);

p2=be(i+1);

break

end

%p]1 alfa ve p2 betadir
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EK 4 Verilen Cihazin Bozulma Zamanlarina iliskin Kaplan-Meier Tahmin
Edicileri

clear

% x gozlem vektorii

x=[36.341.743.949.9 50.1 50.8 51.9 52.1 52.3 52.3 52.4 52.6 52.7 53.1 53.6 53.6 53.9
53.9 54.1 54.6 54.8 54.8 55.1 55.4 55.9 56 56.1 56.5 56.9 57.1 57.1 57.3 57.7 57.8 58.1
58.959 59.1 59.6 60.4 60.7 26.8 29.6 33.4 35 40 41.9 42.5];

x=sort(x);

% s sansiirsliz gozlem vektorii

s=[36.3 41.7 43.9 49.9 50.1 50.8 51.9 52.1 52.3 52.3 52.4 52.6 52.7 53.1 53.6 53.6 53.9
53.954.1 54.6 54.8 54.8 55.1 55.4 55.9 56 56.1 56.5 56.9 57.1 57.1 57.3 57.7 57.8 58.1
58.9 59 59.1 59.6 60.4 60.7];

s=sort(s);

% asagida farkli sansiirsiiz gozlemler kiigiikten biiyiige siralanir ve herbir gdzlemin
% tekrar sayisi elde edilir

v=histc(s,s);

vl=max(v);

I=length(v);

r=sum(v>0);

%v1 en fazla tekrar sayisi

u=0;

for j=1:r

for i=u+1:1

if v(i)>0

a)=v();

u=i;

break

end

end

end

for i=1:1

for j=1:v1

if v(i)==j

v(D)=v(i)/]j;

break

end

end

end

h=sort(v.*s);

g=sum(h==0);

for i=l:r

s1(1)=h(g+1);

end

%][s]'a']

% s1 farkl sansiirsiiz gozlemler vektorii ve a bu gozlemlerin tekrar

% sayilarin1 veren vektordiir
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%asagida Kaplan-Meier tahmin edicisinin z noktasindaki degeri elde edilir
z=41.7,

n(1)=length(x); d(1)=0; T=1; k=sum(s1<=z);

for i=2:k+1

n(i)=sum(x>=s1(i-1)); d(i)=a(i-1);

T=T*(1-(d(1)/n(1)));

end

T
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EK 5 Weibull Dagilimi Sahip Sagdan Rasgele Sansiirlenmis Gozlemlere Dayah
Yenileme Fonksiyonunu Hesaplatan Matlab Programm

clear

%alfa ve beta parametreli Weibull dagiliminin birinci tip durdurulmus
%(rasgele sansiirleme) gozlemler ile parametrelerinin engok olabilirlik
%tahmin edicilerinin Newton-Raphson yontemi yardimiyla hesabi
%c degeri saniirlenmemis goézlemlerin sayisi ve d degeri bu gozlemlerin ortalamasidir
x=[7.92 4.55 6.77 6.77 7.51 7.08 6.59 6.08 5.15 1.95 4.08 7.45 5.23 5.23];
c=4;

T=0;

fori=1l:c

T=T+log(x(1));

end

d=T/c;

a(1)=3;

for j=1:5000

T1=sum(x.”a(j)); T2=sum((x."a(j)).*log(x));
T3=sum((x."a(j)).*(log(x)."2));
R(j)=(1/a())+d-(T2/T1),

SG)=(-1/(a()*2))-(T3/T1)+H(T2/T1)*2);

a(j+1)=a(j)-(R()/S());

if abs(a(j+1)-a(j))<.00001
ALFA=a(j+1);
break

end

end
BETA=(T1/c)*(1/ALFA);
ALFA
BETA

z=24;
k=z/.005;

H(1)=0;

F1=1-exp(-((.0025/BETA)*ALFA));

for [=2:k+1

F(D=1-exp(-((I-.5)*.005/BETA)"ALFA);
H(D)=1-exp(-((I-1)*.005/BETA)*ALFA);

end

for [=2:k+1

for J=2:1

HO=HI)+F-J+1)*(H(J)-H(J-1));

end

H()=(H()-F1*H(I-1))/(1-F1),

end

for I=1:k

H(D)=H(1+1);

end
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for i=1:k/20
M(1)=H(20*1);
%Yenileme fonksiyonunun tahmini
end
7=0.1:0.1:z;
[Z"'M]
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EK 6 F Dagilm Fonksiyonu Hakkinda Hic¢bir Bilgimizin Olmadigi Durumda
Yenileme Fonksiyonunun Tahminini Hesaplatan Matlab Programm

clear

% x gozlem vektorii
x=[7.92 4.556.77 6.77 7.51 7.08 6.59 6.08 5.15 1.95 4.08 7.45 5.23 5.23];
x=sort(x);

% s sansiirsliz gozlem vektorii
s=[7.92 4.55 6.77 6.77];
s=sort(s);

% asagida farkli sansiirsiiz gozlemler kiigiikten biiyiige siralanir ve herbir gdzlemin
% tekrar sayisi elde edilir

% hs ol¢eklendirme sayisi
hs=100;

x=round(hs*x);
s=round(hs*s);

v=histc(s,s);

vl=max(v);

I=length(v);

r=sum(v>0);

%v1 en fazla tekrar sayisi
u=0;

for j=l:r

for i=u+1:1

if v(i)>0

a)=v();

u=i;

break

end

end

end

for i=1:1

for j=1:v1

if v(i)==j

v(D)=v(i)/]j;

break

end

end

end

h=sort(v.*s);

g=sum(h==0);

for i=l:r

s1(1)=h(g+1);

end

%[s1'a']

% s1 farkl sansiirsiiz gozlemler vektorii ve a bu gozlemlerin tekrar
% sayilarin1 veren vektordiir
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%asagida Kaplan-Meier tahmin edicisinin z noktasindaki degeri elde edilir
n(1)=length(x); d(1)=0;
for j=1:length(s1);

T=1; k=sum(s1<=s1(j));
for i=2:k+1
n(i)=sum(x>=s1(i-1)); d(i)=a(i-1);
T=T*(1-(d()/n(0)));

end

KM(j)=T;

End

F=1-KM;

us=24*hs;

Fa(1)=0;

for 1=2:s1(1)

Fa(i)=0;

end

sl(r+1)=us+1;

for j=l:r

for i=s1(j)+1:s1(j+1)
Fa()=F());

end

end

M(1)=Fa(2);

for i=2:us

tt=0;

for j=1:1-1
tt=tt+(M(i-j)*(Fa(j+1)-Fa(j)));
end

M(i)=tt+Fa(i+1);

end

M(hs*12), M(hs*24)
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EK 7 Yenileme Fonksiyonunun Asimptotik Hesabin1 Yapan Matlab Program

clear

% x gozlem vektorii

x=[7.92 4.55 6.77 6.77 7.51 7.08 6.59 6.08 5.15 1.95 4.08 7.45 5.23 5.23];
x=sort(x);

% s sansiirsliz gozlem vektorii
s=[7.92 4.55 6.77 6.77];
s=sort(s);

% asagida farkl sansiirsiiz gézlemler kiiciikten biiytlige siralanir ve herbir gézlemin
% tekrar sayisi elde edilir
v=histc(s,s);

vI=max(v);

I=length(v);

r=sum(v>0);

%v1 en fazla tekrar sayisi
u=0;

for j=1:r

for i=u+1:1

if v(i)>0

alj)=v(i):

u=i;

break

end

end

end

for i=1:1

for j=1:v1

if v(i)==j

v()=v(i)/];

break

end

end

end

h=sort(v.*s);

g=sum(h==0);

for i=l:r

s1(i)=h(g+i);

end

%[s1'a']

% s1 farkli sansiirsiiz gézlemler vektorii ve a bu gozlemlerin tekrar
% sayilarin1 veren vektordiir
%asagida Kaplan-Meier tahmin edicisinin z noktasindaki degeri elde edilir
n(1)=length(x); d(1)=0;

for j=1:length(s1);

T=1; k=sum(s1<=s1(j));

for i=2:k+1
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n(i)=sum(x>=s1(i-1)); d(i)=a(i-1);
T=T*(1-(d(1)/n(1)));

end

KMQ)=T;

end

ft=1-KM;

ft

plot(s1,ft,".")

%plot(s1,ft)

%z=input ('zaman=");

%T=1; k=sum(s1<=z);

%for i=2:k+1
Y%n(i)=sum(x>=s1(i-1)); d(i)=a(i-1);
Y% T=T*(1-(d(1)/n(1)));

%end

%1-T

% bdt ve vt sirasiyla K-M tahmin edicisine bagli olarak dagilimin
% beklenen deger ve varyansinin tahminidir
b(1)=s1(1)*t(1);

for i=2:length(s1)
b(i)=s1(1)*(ft(D)-ft(i-1));

end

bdt=sum(b)

%bl1(1)=s1(1)*1;

%for i=2:length(s1)
%b1(1)=(s1(1)-s1(i-1))*KM(i-1);
%end

%sum(bl)

b2(1)=(s1(1)"2)*ft(1);

for i=2:length(s1)
b2(1)=(s1(1)"2)*(ft(i)-ft(i-1));

end

bdt2=sum(b2)
vt=sum(b2)-(bdt"2);

vt, sqrt(vt)
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