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Bu tez sekiz boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, iki degiskenli ortogonal polinomlarmn temel dzellikleri verilmistir.
Ucgiincii béliimde, bir aralikta ortonormal olan polinomlar aracilifiyla, bir bolgede
ortonormallik kosulunu saglayan iki degiskenli polinomlar ele alinmigtir. Ayrica klasik
ortogonal polinomlarin farkli ¢arpimlar1 yardimiyla ortogonal polinom aileleri elde
edilmistir.

Dordiincii boliimde, iki degiskenli klasik Appell polinomlari incelenmistir.

Besinci boliimde, polinom ¢dziimlere sahip olan kabul edilebilir lineer kismi
diferensiyel denklemlerin genel formu ele alinmis ve ikinci basamaktan bdylesi
denklemlerin uygun afin doniisiimii altinda normal formlar1 elde edilmistir.

Altinc1 boliimde, ikinci basamaktan kismi diferensiyel denklemler i¢in self-adjointlik
ve potansiyel self-adjointlik kosullar1 ele alimmistir. Ayrica kabul edilebilir ve
potansiyel self-adjoint denklemler i¢in agirlik fonksiyonlar1 ve ortogonallik bolgeleri
elde edilmis ve Rodrigues formiilleri verilmistir.

Yedinci boliimde, ¢ok degiskenli polinomlar1 ¢oziim kabul eden ikinci basamaktan
kabul edilebilir kismi diferensiyel denklemlerin genel formu elde edilip, boylesi
denklemlere potansiyel self-adjointlik kosulu uygulanarak agirlik fonksiyonlari
bulunmustur. Ayrica bu denklemlere iligkin polinom ¢6ziimlerin ortogonallik kosulu
incelenip, ¢ok degiskenli ortogonal polinomlarin bazi 6rnekleri ele alinmustir.

Son boliimde ise Laplace denklemini saglayan harmonik polinomlar hakkinda bilgi
verilmis ve ¢cok degiskenli harmonik polinomlarin ortogonalligi {izerinde durulmustur.
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This thesis consists of eight chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter deals with general properties of orthogonal polynomials in two
variables.

In the third chapter, orthonormal polynomials in two variables over a domain have
been examined with the help of orthonormal polynomials on an interval. Also,
orthogonal polynomial families have been obtained by means of different products of
classical orthogonal polynomials.

In the fourth chapter, clasic Appell polynomials in two variables have been studied.

In the fifth chapter, admissible differential equations in the general form which have
polynomial solutions have been examined and for such differential equations of the
second order, the normal forms have been given with the help of appropriate afine
transformations.

The sixth chapter deals with the conditions of the self-adjointness and potential self-
adjointness of the partial differential equations of the second order. Moreover, in this
section the domains of the orthogonality and weight functions for admissible and
potentially self-adjoint equations have been found and for such differential equations,
Rodrigues formulas have been given.

In the seventh chapter, admissible partial differential equations of the second order in
the general form which have polynomial solutions of several variables have been
obtained and by applying the conditions of the potential self-adjointness, weight
functions have been found. Furthermore, orthogonality conditions for the polynomial
solutions which satisfy such differential equations have been examined and some
examples of orthogonal polynomials of several variables have been given.

The last chapter gives some information about harmonic polynomials that satisfy
Laplace equation and examines the orthogonality of harmonic polynomials of several
variables.
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1. GIRIS

Ortogonal polinomlar teorisi iizerinde yapilan ¢alismalar ve bunlarin uygulamalar:
son yillarda oldukca gelismistir. Bu polinomlarin matematiksel istatistik, quan-
tum mekanigi ve matematiksel fizigin uygulamalarinda énemli bir yeri vardir. Uy-
gun kosullar altinda ortogonal polinomlarin farkh tip ¢zellikleri halen aragtirilmak-
tadir. Bir degigkenli klasik ortogonal polinomlarin ilk 6rnekleri A.M. Legendre,
P.S. Laplace, J.L. Lagrange ve N.H. Abel tarafindan ele alinmigtir. Daha sonralar
P.L. Chebychev, klasik ortogonal polinomlarin bazi énemli 6zel durumlarim arastir-
mis ve ortogonal polinomlarin genel teorisini geligtirmistir. Bir degiskenli ortogonal
polinomlar teorisi iizerinde yapilan ¢ogu 6nemli sonuclar C. Jacobi, C. Hermite, E.
Laguerre ve T. Stieltjes tarafindan verilmigtir. Ortogonal polinomlar teorisi tizerinde

klasik sonuclar G. Szego tarafindan ele alinmigtir.

Son yillarda, bir degiskenli ortogonal polinomlarin 15181 altinda, ¢cok degiskenli orto-
gonal polinomlar teorisi tizerinde de ¢alismalar yapilmaktadir. 1926 da iki degiskenli
Appell polinomlarinin 6zellikleri P.Appell ve J. Kampé de Fériet tarafindan detaylh
bir sekilde incelenmistir. 1938 de Jackson, bir bolgede keyfi bir agirlik fonksiyonuna
gore ortogonal olan iki degigkenli ortogonal polinomlarin en basit tzelliklerini ele
almigtir. 1967 de H.L. Krall ve 1. Sheffer, Jackson in sonuglarini genellegtirmis ve
ozfonksiyonlar1 bir bolgede ortogonal polinomlar olan ikinci basamaktan bazi lineer
kismi diferensiyel operatorleri incelemistir. 1974 de G.K. Engelis de benzer sonuglar
elde etmis ve iki degiskenli baz1 ortogonal polinom siiflari i¢in Rodrigues formiiliinii

tliretmigtir.

Bu tez de, ilk olarak bir bolgede keyfi bir agirlik fonksiyonuna gére ortogonal olan
polinom gruplar: ele alinmigtir. Daha sonra bir aralik {izerinde ortogonal olan bir
degiskenli polinomlar yardimiyla bir bolgede ortogonal olan polinomlar bulunmus-
tur. Iki degiskenli polinom coziimlere sahip olan kabul edilebilir kismi diferensiyel
denklemlerin genel formu verilip, uygun afin doniisiimleri altinda ikinci basamak-
tan bu denklemlerin normal formlar1 elde edilmigtir. Kabul edilebilir denklemlere

potansiyel self-adjointlik kosullar1 uygulanarak bu denklemler icin agirlik fonksiyon-

1



lar1 ve Rodrigues formiilleri incelenmistir. Ayrica, ¢ok degiskenli polinom ¢oziimlere
sahip kabul edilebilir diferensiyel denklemlerin genel formu bulunup, bu denklemlere
iligkin agirlik fonksiyonlar: ve ortogonallik kogullar1 ele alinmigtir. Son béliimde ise
iki boyutlu ve ii¢ boyutlu uzayda Laplace denklemini saglayan harmonik polinomlar

incelenmis, n-boyutlu uzayda harmonik polinomlarin ortogonalligi gosterilmigtir.



2. iKi DEGISKENLi ORTOGONAL POLINOMLARIN GENEL
OZELLIiKLERI

2.1 Bir Bélgede ki Degiskenli Ortogonal Polinomlar

Tanim 2.1.1. z ve y bagimsiz degigkenlerinin kuvvetlerinin carpimlariyla elde

edilen monomiallerinin kiimesi
{m”_kyk} , n=0,1,... ; E=0,1,....,n

olsun.

{ea} , n=0,1,... ; k=0,1,...,n

reel sabitler ve ¢, # Oolmak iizere n-yinci dereceden iki degigkenli cebirsel bir

polinom
n—1 m

P $ y ch(nk) m—s s+zc(nk) n—s s (211)

m=0 s=0

dir. Burada n indisi, x ve y degiskenlerine gore polinomun toplam derecesini, k
indisi de polinomdaki y degiskeninin en yiiksek kuvvetini gostermektedir. ciz;”c’k)
katsayisina bu polinomun baskatsayisi adi verilir. Kolaylik agisindan bu polinom
(n, k)-ymc1 basamaktan bir polinom olarak adlandirilir. Burada k indisi en fazla n

ye esit olabilir.

Lemma 2.1.1. Bagkatsayilar sifirdan farkli olan (n, k)-yinci basamaktan bir poli-

nom sistemi

Poo (fﬂay)
P (fl%y) , P (%y)
Py (5579) , Py (%?J)y Py (957?4) (2-1-2)

PnO (x,y) ) Pnl (Zlf,y) JIREES) Pn,kfl (xa y) ) Pnk (QJ, y)



olarak verilsin. (n,k)-ymca basamaktan herhangi bir @, (z,y) polinomu, (2.1.2)

polinom sistemi yardimiyla
n—1 m
an x y Zzamspms X y Zans ns IL‘ y (213)

m=0 s=0

formunda tek tiirlii olarak ifade edilebilir.

Ispat: (2.1.1) den Qu (,y) polinomu

n—1

Qui (z,y) = ibmsxm ’ S+mex Uy’ (2.1.4)

m=0 s=0

gosterimine sahiptir. (2.1.2) sistemindeki polinomlarin tamami (2.1.1) formunda

yazilir ve (2.1.3) ile (2.1.4) deki monomiallerin katsayilari kiyaslanirsa

_ (nk)
bk = i,y
bnk—1 = ankC, B+ A k—1Cp 1
— ( n, ) (n7k_1) (nvk_Q)
bnk—2 = AnkCp _o T Ank—1Cp o " T Onk—2Cp o
_ (n,k) (n,k—1) (0,0)
boo =  QAnkCyo + Apn k—1Coo + ...+ QpoCop

lineer homogen olmayan bir denklem sistemi elde edilir. Bu sistem {a,s} bilin-
meyenlerine bagl {" (D) 4k + 1} tane denklem igerir. (2.1.2) deki her polinomun,

bagkatsayis1 sifirdan farkli oldugundan, bu denklem sisteminin katsayilar determi-

nanti
e 0 0 .. 0
67(3@1 07(17}1;]:1) 0 .0
— ’I’L,k TL,I{?—]. n’k_2
A=| B, mkb (k2 g4
k 7k_1 ,k—2 00
e R v B

olup {ans} ler tek tiirlii olarak belirlenir. Boylece ispat tamamlanir.



Tamim 2.1.2. zoy- diizleminde basit, kapali bir I" egrisi tarafindan sinirlanan sonlu,

basit irtibath bir bolge G olsun. h (x,y), G de taniml negatif olmayan bir fonksiyon

0<//h($,y)dmdy<oo
e

kosulu gerceklenirse, bu fonksiyon G bolgesinde bir “agirlik fonksiyonu” olarak ad-

olmak {izere

landirilir. A (z,y) agirlik fonksiyonunun kuvvet momentleri,
Pt = //h(m,y) 2" Fyfdedy cn=0,1,...; k=0,1,...,n
e

olup bunlarm herbiri sonludur. Eger G bélgesi siirsiz bir bolge ise h (x,y) nin bir

agirlik fonksiyonu olabilmesi igin

0<//h(x,y)d:vdy<oo
¢

kosulunun saglanmasinin yanisira h,; momentleri de sonlu olmalidir.

Tanim 2.1.3. Cebirsel bir polinom sistemi

Foo (7,y)
FlO (I‘,y) 9 Fll (Iay)
Fao (z,y) s Fo (2,9), Fa2 (2,y) (2.1.5)

FnO (m,y) ) Fnl (x,y) PREES) Fn,k—l (x,y), Fnk (Ly)

olsun. Bu polinom sistemi, agagidaki kogullar1 saglarsa h (z,y) agirlik fonksiyonuna

gore G bolgesinde “ortonormal polinom sistemi” olarak adlandirilir.

i. Her bir F;, (z,y) polinomunun bagkatsayisi pozitif olmahdir.

ii. (2.1.5) polinomlar1 G bolgesinde h (z,y) agirlik fonksiyonuna gore ortonormallik



kosulunu saglamalidir. Yani

(Fop Fos) = / / h (@ 9) Fag (2,9) Fons (2, y) ddy (2.1.6)

6nm6k8

i¢ carpimi gergeklenmelidir. Burada
5nm6k5 =

dir.

Teorem 2.1.1. Bir G bolgesinde tanimlanan herhangi bir agirlik fonksiyonu A (z, y)
olsun. G bolgesinde h(z,y) agirhk fonksiyonuna gore ortonormal olan bir tek

{Fuk (z,y)} polinom sistemi vardir (Suetin 1988).

Ispat: Ispati tiimevarim yontemi ile yapalim. Sifirinci basamaktan keyfi bir polinom

Foo (z,y) = ago > 0 olarak alimrsa

[ rew @ dsdy = [[ iz adointy =1
G G

kogulu saglanacak sekilde Fyg (x,y) = ago polinomu tek olarak belirlenir.

Simdi de
FOO (%?J) 7F10 (m7y) ) Fll (xay) IR FnO <x7y) ) ety Fn,kfl (xvy) (217)

polinom kiimesinin ortonormal bir kiime olusturdugunu kabul edelim ve bu kiime
ile ortonormal olacak sekilde (n,k)-yinc1 basamaktan bir Fpj (z,y) polinomunun

oldugunu gosterelim. Lemma 2.1.1 den F, (z,y) polinomu

n—1 m k—1
Fnk ((E, y) = Z amsFms (I‘, y) + Z anans (I, y) + Qnk $n_kyk (218)
m=0 s=0 s=0



formunda yazlabilir. (2.1.6) dan (n, k) # (m, s) igin

n— m

1
s Fons (2,Y) —i—Zans s (T, y) + apg "™~ k k Fms> =0
m=0 s=0

(FnkaFms — (

saglanmalidir. Burada (2.1.7) polinom kiimesinin ortonormal oldugu gozéniinde
bulundurulursa

(s + Qi (m"’kyk, Fms) =0 (2.1.9)

elde edilir. (2.1.9) daki i¢ carpim A, ile gosterilirse
Ums = _ankAms

olur. Bu deger (2.1.8) de yerine yazilirsa

n—1 m

—1
Fnk (%y) = Qnk " y _Z AmsFms SE y ZAnans (iﬂ,y)
m=0 0

= Qnk (I)nk (ZL', y)

s§=

olarak bulunur. Buise (2.1.7) polinom kiimesine ortogonal olan (n, k) yinci basamak-
tan Fp (x,y) polinomunun sabit ¢arpan farkiyla tek oldugunu gosterir. Diger yan-

dan (2.1.6) daki ortonormallik kogulundan

[ @) Fis o) dady =1

saglanmalidir. Buradan

nk// (2, y) Pry, (2, y) dzdy = 1

olup a,r > Okosulu altinda bu katsay1 tek tiirlii olarak belirlenir. Boylelikle G

bolgesinde h (z,y) agirlik fonksiyonuna gore ortonormal olan tek bir

{FOO (l',y) >F10 (I’,y) ) Fll (xay) ) '“aFnO (5U>y) 5 ...,ka,l (xay) >Fnk (.Clj,y)}



polinom sistemi elde edilir. Simdi de bu teoremden yararlanarak, bir polinomun bir

bolgedeki ortogonallik tanimini verelim.

Teorem 2.1.2. a,;, bagkatsayisi sifirdan farkl olan (n, k)-ymc1 basamaktan bir poli-
nom Fyy, (x,y) olsun. Fy (x,y) polinomunun, bir G bolgesinde tanmimh A (z, y) agirlik

fonksiyonuna gore ortogonal olmasi icin gerek ve yeter kosul,
J[10) Fot 0:9) Qoo 9 dndy =0 (0,0) < (0.1 (2.1.10)
G

ifadesinin gergeklenmesidir. Burada (p,q) < (n, k) gosterimi

=n, q¢g<k
() < (nk) =4 " !
p<n
olup Qp, (z,y) lar, (n, k)-yinci basamaktan daha diisiik (p, ¢)-yuncu basamaktan her-

hangi bir polinomu gostermektedir (Suetin 1988).

Ispat: (=) G bolgesinde h (2, y) agirhk fonksiyonuna gére (n, k)-ymnc1 basamaktan

ortogonal bir polinom F (z,y) olsun. Yani,
//h<x7y)Fnk (x7y)Fms (.f,y)d.’l?dy =0 ) (Tl,k) % (m,s)
G

saglansin. Lemma 2.1.1 den @y, (2, y) polinomu, {F,,,s (z,y)} polinom ailesi yardimzyla
ifade edilebileceginden

p—1

qu (ZL‘, y) - ZamsFms (SE’, y) + Za'psts (l’, y)

m=0 s=0 s=0

esitligi yazilabilir. Bu agilim (2.1.10) integralinde yerine yazilir ve { Fyx (x,y)} poli-

nom ailesinin ortogonalligi kullanilirsa



// h(z,y) Fur (2, 9) Qpq (x,y) dzdy

G

p—1 m

- Z Ams //h(ac,y) Fuk (m,y) Fins (xvy) dl‘dy
m=0 s=0 a

q
+Zap5 //h(may)Fnk (may)Fps (I’,y)dl‘dy
s=0 a
=0
gerceklenir.

(<) Tersine (n, k)-ymnc1 basamaktan daha diisiik basamakl herhangi bir Q,, (z,y)
polinomu igin (2.1.10) esitliginin saglandigini kabul edelim. Burada Q,, (z,y) poli-

nomu yerine (2.1.7) ile verilen

FOO (xay) 7F10 (:I:?y) ) Fll (xay) PIEEET) FnO (I‘,y) y "'JFn,k‘—l (xay)

polinomlar1 alinabilir. Teorem 2.1.1 in ispat1 gostermektedir ki, diisiik basamak-
tan (2.1.7) polinomlarma ortogonal olan (n, k)-ymc1 basamaktan F,, (x, y) polinomu

sabit carpan farkiyla tektir. Bu da teoremi ispatlar.

Teorem 2.1.3. Bir G bolgesinde h (x,y) agirhik fonksiyonuna gore ortogonal olan

(n, k)-yinc1 basamaktan F (x,y) polinomu,

For (2,y) = Qums (x,y) Bpg (z,y) 5 m>1, p>1 (2.1.11)

formunda iki polinomun ¢arpim olarak yazilabilirse, Qs (x,y) ve By (z,y) poli-

nomlar1 da ayni1 G bolgesinde kendi agirlik fonksiyonlarina gore ortogonal olurlar.

Ispat: (m,s)-yinci basamaktan daha diisiik (r,1)-yinci basamaktan keyfi bir poli-
nom T, (z,y) olsun. Bu durumda B, (z,y) T;; (z,y) polinomunun basamag: (n, k)-

yinct basamaktan daha diigiik olur. Fyy (z,y) ortogonal bir polinom oldugundan,

9



Teorem 2.1.2 den

// h(z,y) Fuk (z,y) Bpg (x,y) T (z,y) dedy = 0 (2.1.12)

saglanir. Burada (2.1.11) esitligi kullanilirsa, (2.1.12) den

/ / B (2, 9) B2, (2,9) Qs (2,9) T (2, ) didy = 0
G

elde edilir. T, (z,y), (m, s)-yinci basamaktan daha diigiik basamakl keyfi bir poli-

nom oldugundan, Teorem 2.1.2 den Qs (x,y) polinomu

ha (SC,y) =h (SC,y) ng (.T, y)

agirhik fonksiyonuna gore ortogonaldir. Benzer sekilde, B,, (x,y) polinomunun G
bolgesinde
hZ (l’,y) :h(l',y> gns (l’,y)

agirlik fonksiyonuna gore ortogonalligi de kolaylikla gosterilebilir.
2.2 Temel Ortogonal Polinomlar

Bir degiskenli ortogonal polinomlar gibi iki degiskenli ortogonal polinomlar da agirlik
fonksiyonunun momentleri yardimiyla temsil edilebilir. Bir G bolgesinde herhangi

bir A (x,y) agirlik fonksiyonunun kuvvet momentleri,
Pk = //h (z,y) 2" "yFdedy ;n=01,..; k=0,1,..,n (2.2.1)
G

formiilii ile tanimlanir (Jackson 1936). Bu momentleri,

hoo
hio, ha
hao, ha1, haz (2.2.2)

10



hn07 hnl JREES) hn,nfl ) hnn

formunda bir tablo ile gostermek daha uygundur. (2.2.2) kuvvet momentleri yardimiyla

asagidaki determinantlar1 tanimlamak miimkiindiir.

hoo hio hia
hoo hao
Ago = hoo, A1p = s A1 =1 highog hay |-
hio hao
hi1 har hoa
hoo hao has oo hpo o Ak Pk
hio hao hai o hppio o Pngaik—1 Pagag
hi1 ha1 haa o g Rk Ppgiet
Ank—
o Pni10 Ppyin o0 hang o0 hopg— hon i
k-1 Pnyik—1 Pogie oo hong—1 o+ hon2mk—1) Nongk—1
ok Pogik Pogigsr - honie o0 honor—1 honok
(2.2.3)
Bu determinantlar agagidaki sekilde elde edilebilir.
{1, z,y, 22, zy, y2, ..., 2"y, ...,x”_kyk} (2.2.4)

lineer bagimsiz fonksiyonlarmin bir sistemini ele alalim. (2.2.1) formiilii ile elde
edilen momentler, (2.2.4) sistemindeki fonksiyonlarin i¢ carpimi olarak diisiiniilebilir.
(2.2.4) sisteminin her fonksiyonu ayni sistemin bir elemani olan 1 ile ¢arpilip h (z, y)
agirlik fonksiyonuna gore G bolgesinde integre edilirse, (2.2.1) den A, determinan-
tinin birinci satirmi olugturan momentler elde edilir. A,; determinantinin ikinci
satirinin elde edilebilmesi igin (2.2.4) sisteminin her fonksiyonunun z ile ¢arpiip G

bolgesinde h (z,y) agirhgina gore integre edilmesi yeterlidir. Boyle devam edilerek,

11



(2.2.4) sisteminin her fonksiyonu, ayni sistemin son elemani olan x™ *y* ile carpilip
G bolgesinde integrallenirse A, determinantinin son satiri elde edilmis olur. (2.2.3)
determinantlarimin hepsi (2.2.4) lineer bagimsiz fonksiyon sisteminin “Gram Deter-

minantlar1” olarak adlandirilir.

Lemma 2.2.1. A, ,n=0,1,... ; k=0,1,....,n Gram determinantlarin herbiri

sifirdan farkhdir.

Ispat: (2.2.4) lineer bagimsiz fonksiyonlarmm sistemi yeniden adlandirilirsa,

(@), @), won @) 5 N="E ki o)

sistemi elde edilir. Bu fonksiyon sistemine iligkin A,; determinantz,

(p1,01)  (P1,902) - (1,0n)
A — (902,. 1) (902,. ) - (9027.90N)
(on>p1) (Onr02) o0 (onen)

olarak tanimlanir. Kabul edelim ki, bu determinant sifira denk olsun. Bu durumda

agikar olmayan {b,,} , m =1,2,..., N ¢oziimlerine sahip

N
> (r ) bm =0 , k=1,2,..,N

m=1

lineer homogen denklem sistemini ele alabiliriz. I¢ carpimin lineerlik 6zelliginden,

bu denklem sistemi

N
(s% me¢m> =0, k=1,2,..,.N (2.2.6)
m=1

formunda yazilabilir. (2.2.6) denklem sistemindeki herbir denklem b ile garpilip

terim terim toplanirsa

N N
k=1 m=1

12



elde edilir. (2.1.6) dan bu ig garpim,

N N
// h(,9) Y bipp > bmp,, ddy =0
G k=1 m=1

olarak yazilir. Buradan
N 2
//h(m,y) [Z bmwm] dxdy =0
aq m=1
olup

N
D bmpr =0
m=1

ifadesi saglanir. (2.2.5) fonksiyon sistemi lineer bagimsiz oldugundan

elde edilir ki bu da kabuliimiizle celigir. Dolaysiyla A, determinantlari sifirdan

farkli olmalidir.

Simdi de A,; Gram determinantlar1 yardimiyla ortogonal polinomlar tanimlayalim.
(2.2.3) determinantinin son satir1 (2.2.4) fonksiyonlar1 ile yer degistirilirse, (n, k)-

yict basamaktan

hoo hao hii -+ hp o - P je—1 P
hio hao hor o+ hpyio 0 hpgie—r Pong1,k
hi1 ho1 hop -+ hpy1q - Pk Pt k41
Pnk (SU, y) =
hno  hnt10  Ppyin o0 hamo - hopk— hon i
k-1 Pnyik—1 Pnyie o0 hong—1 -+ hong—1)  honor—1
1 T y L. " xnkarlykfl l.nfk:yk:

(2.2.7)
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polinomu elde edilir. Burada k& > 1 ise bu polinomun bagkatsayist A, ;_; olur. k =0

icin P (z,y) polinomu,

hOO th hll T hn—l,O T hn—l,n—l hnO
th h20 h21 T hn,O to hn,n—l hn-l—l,()
hll h21 h22 te hn,l ce hn,n hn+1,1
Pn() (l’, y) =
hn—l,O hn,O hn,l T h2(n—1),0 T h2(n—1),n—1 hQn—l,O
hnfl,nfl hn,nfl hn,n T hf2(n—1),n—1 T h2(n—1),2(n—1) h2n71,n71
1 x y oo xn_l oo yn_l a’;n
(2.2.8)

olup bu polinomun bagkatsayisi ise A,,_1,,—1 dir.

Lemma 2.2.2. (2.2.7) ile tammlanan P, (z,y) polinomu G bélgesinde h (x,y)
agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir. Burada P,y (z,y), (n, k)-ymc basamaktan

bir polinomdur (Krall and Sheffer 1967).

Ispat: (2.2.7) polinomu, (2.2.4) fonksiyon sisteminin ilk elemam olan 1 ile carpildik-
tan sonra G bolgesinde h (z, y) agirlik fonksiyonuna gore integrallenir ve (2.2.1) formiilii

kullanilirsa, birinci ve son satir1 ayni olan

hoo hio hii o hpo o0 hpgea P
hao hao hot =+ hpyio 0 Rpiik-1 Pngig
hi1 ha1 hae -+ hpy11 0 hpyik Ppgige
(Pnk (xjy),l) _ . . . . . . . . _ 0
hno  hni10  Pnyin o0 hano o hong—t hon i
k-1 Pnyik—1 hnyie o0 honk—1 - hopok—1) honor—1
hoo hio hii o hpo o0 hpgea P

determinant1 elde edilir. (2.2.7) polinomu z ile ¢arpilip benzer iglemler uygulanirsa

bu durumda ikinci ve son satir1 ayni olan bir determinant bulunur. Bu iglem, (2.2.4)

14



deki son monomial hari¢ diger

2 2 n n—k+1, k—1
iy?af)7:'Eiy7:y7"'7'1:7"'7‘/'1j y

monomialleri i¢in de tekrarlanirsa, her bir durumda iki satir1 ayni olan bir determi-

nant elde edilir ki, bunlarin herbiri sifirdir. Bu ise P, (z, y) polinomunun herbir
]‘7x7 y? :U27 'Ty7 y27 "'71.”7 "'7$n_k+1yk_1
monomialine ortogonal oldugunu gosterir. Buradan

//h (,y) Puk (x,y) 2™ *y*dady =0 , (m,s) < (n,k) (2.2.9)
e

gerceklenir ki bu ise istenilendir.

Lemma 2.2.3. (2.2.7) ve (2.2.8) ile tammlanan polinomlarin normlar: sirasiyla,

n > 1 icin
1Pl = (A a1 D) 3 k> 1

(2.2.10)
”PnOH - (An—l,n—lAnO)l/2

dir.

Ispat: (2.2.7) polinomu, (2.2.4) fonksiyon sisteminin son elemani olan 2" *y* ile

carpilip h (z,y) agirhigina gore G bolgesinde integrallenirse,
// h(,y) Pax (,y) 2" "y dedy = Apy, (2.2.11)
e

esitligi elde edilir. (2.2.7) determinant: ile tanimlanan P, (z,y) polinomu
P (2,y) = D a2y + Hy s (2,9) (2:2.12)

olarak ifade edilebilir. Burada H, ;1 (z,y), (n,k) dan daha diisiik basamakl bir
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polinomdur. (2.2.12) polinomu
1Pl = [ [ 1) P (o, ey
e
integralinde dikkate alinirsa,

| Pall? = / / h (2, ) Pog (2,9) [Dis ¥ + Hopr (2,9)] dady
G

olarak yazilir. (2.2.9) ve (2.2.11) esitliklerinden yararlanilirsa,
| Pl = (An,k—1Ank)1/2

elde edilmis olur. Benzer iglemler (2.2.8) polinomu igin tekrarlanirsa,
[Paoll = (Ap_17-18m0)"?

olarak bulunur. Bu normlar, keyfi nve k lar i¢in ardigik iki Gram determinantinin
carpimidir. Norm pozitif oldugundan bu determinantlar ayn igaretli olmahidir. hg
pozitif oldugundan Agyy pozitif olup buradan diger Gram determinantlar1 da pozitif

olmak zorundadir.

Sonug 2.2.1. (2.2.7) ve (2.2.10) esitliklerinden yararlamilarak,

Fup () = 0k (z.9) _ ! Py (2,y) (2.2.13)

||Pnk|| vV An,k—lAnk

formiilii yardimiyla G bolgesinde h (z,y) agirhik fonksiyonuna gore ortonormal poli-

nomlar elde edilebilir. Bu polinomlarin birkaci agik olarak yazilirsa,

Poo (fﬂay) 1 1 1
F pr— p— f— p—
00 (%y) ”POOH 1/2 (h00)1/2 Aoo
ffh (z,y) dedy
G
Py (x, 1 h h
Fip (%?J) = 10( y) = W

| Prol| VApA |1 ¢
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B 1

B Vv A1OA11

B 1

N Vv A11A20

B 1

P(z,y
Faen) = gt

Py (z,y
Paten) =

Py (x,
F21 (l',’y) = 2|’1P£21Hy)

olarak bulunurlar.

momentlerinin bilinmesi durumunda, keyfi sonlu sayida ortonormal polinomun bu-

lunmasina izin verir.

Tanim 2.2.1. (2.2.13) formiilii ile tamimlanan polinomlara G bolgesinde h (x,y)

agirlik fonksiyonuna gére “Temel Ortonormal Polinomlar” adi verilir. Burada

{FnO <m7y) ) Fnl (xvy) ) "'JFn,n—l (xay) JF’nn (xay)}

N \% A20A21

th
h20
h21
h30

h20
h30
h31
h40

iE’Q

h21
hSl
hs2
h41

Y

(2.2.13) formiilii, bir bolgedeki agirlik fonksiyonunun kuvvet

n-yinci dereceden temel ortonormal polinom sistemini olusturur.

h(x,y) agirhik fonksiyonuna gore temel ortonormal polinomlarin sistemi

{Enk (2,9)}

formunda yazilabilir.
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2.3 Monik Ortogonal Polinomlar

(2.2.4) fonksiyon sistemindeki

{1, z, vy, 22, zy, y*, .., " ...,y"’l} (2.3.1)

monomialleri sabit tutulup, n-yinci dereceden keyfi bir " *3* monomiali alinirsa

{1, z,y, 22, zy, y?, ..., 2"t ...,y”’l,x"’kyk} (2.3.2)
lineer bagimsiz fonksiyon sistemi elde edilir.

Tanim 2.3.1. (2.3.2) monomialleri ve {A,,s} reel katsayilar1 yardimiyla elde edilen

n-yinci dereceden

n—1 m

o, g (z,y) = 2"k k—i—Z Apse™ 5y® (2.3.3)
m= 0

0 s=

polinomu “monik polinom” olarak adlandirilir.

Lemma 2.3.1. {4,,;} bilinmeyenlerine bagh (2.3.3) polinomu,

// x,y) (x,y) 2P~ 9yddzdy = 0
(2.3.4)
p=0,1,...n—1; q=0,1,...p

kosullar1 saglanacak gekilde tek tiirlii belirlenebilir.

Ispat: pve ¢ nun degerleri icin (2.3.3) polinomu (2.3.4) de yerine yazilip (2.2.1)

momentleri kullanilirsa, (2.3.4) sistemi

18



n—1 m

ZZAmshm+1,s+1 = _hn—f—l,k—}—l (235)

m=0 s=0

n—1 m

E § Amshm+n71,n+sfl - _hanl,n+k71

m=0 s=0

formuna indirgenir. Bu sistem {A,,;} bilinmeyenlerine bagli homogen olmayan bir
denklem sistemidir. Bu sistemin katsayilar determinant1 A,,_; ,,_; olup bu determi-
nant sifirdan farkh ve pozitiftir. Boylelikle (2.3.5) denklem sistemi, tek bir {A,,s}
¢oziimiine sahip olacagindan, . (x,y) polinomu tek tiirlii belirlenir. Bu Lemmanin

bir sonucu olarak agsagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.3.1. Bir @ bolgesinde (2.3.3) ile tanimlanan ®,,;, (z,) polinomu, (2.3.4)
kogulu altinda h (z,y) agirhik fonksiyonuna gore ortogonaldir. Yani, Do (x,y) poli-
nomu, n-yinci dereceden daha diigiik olan (2.3.1) polinom sistemindeki tiim mono-

miallere ortogonaldir (Suetin 1988).

Tanim 2.3.2. (2.3.4) kogulunu saglayan (2.3.3) polinomu “monik ortogonal poli-

nom” olarak adlandirilir. Bu polinom normu ile boliiniirse,

¢’I’L x? n—

q)nk

“monik ortonormal polinomu” elde edilir. Burada R,_; (z,y), derecesi (n — 1) den

biiyiik olmayan bir polinomdur.

Simdi de monik ortogonal bir polinomun (2.2.7) ve (2.2.13) formiillerine benzer se-
kilde agirlik fonksiyonunun momentleri yardimiyla ifade edilebilecegini gosterelim.

(2.3.2) fonksiyon sistemi ele alinirsa, bu fonksiyon sisteminin Gram Determinantlari
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hOO th e hnfl,O e hnfl,nfl hnk
th h'20 e h'nO e hn,nfl thrl,k

Ank = hn—l,O hn() o h2(n71),0 T h2(n71),n71 h2n—1,k
hn—l,n—l hn,n—l tee h2(n—1),n—1 T h2(n—1),2(n—1) h2n—1,n+k—1
hnk hn+1,k T h2n—1,k e h2n—1,n+k—1 h2n,2k

(2.3.7)
formuna sahiptir. Lemma 2.2.1 e benzer gekilde bu Gram determinantlarinin da sifir-
dan farkl oldugu kolaylikla gosterilebilir. (2.3.7) determinantimin son satiri (2.3.2)

fonksiyon sistemi ile yer degistirilirse, n-yinci dereceden

hOO th T hnfl,O T hnfl,nfl hnk
hio hao o hgo o hppe P i

Po (2,y) = hn—1,0 hno “o hom—)p0 o hog—1yn—1 hon—1%
hnfl,nfl hn,nfl T hQ(n—l),n—l T h2(n—1),2(n—1) h2n71,n+k71
1 T R i kb

(2.3.8)
polinomu elde edilir. Bu polinomun bagkatsayis1 A,_1,-1 dir. Lemma 2.2.2 ye

benzer sekilde (2.3.8) polinomunun ortogonalligi, yani
//h (x,y) P (x,y) 2P Y dzdy =0 , p=0,1,...n—1; ¢=0,1,...,p
G

kosulunun saglandig1 kolaylikla gosterilebilir. Lemma 2.2.3 den hareketle bu poli-

nomlarin normu

’ Pnk - \/ An—l,n—lggc
olup B
P (x, 1 ~
Pk (.f,y) = k~( y> = —— Py, (xvy)
Pnk \/ An—l,n—lAnk
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monik ortonormal polinomlar: elde edilir. Burada

{Pno (2, ), Pra (2,Y) s ooy Pra1 (2, y) , P, (2,9) } (2.3.9)

n-yinci dereceden monik ortonormal polinom sistemini olusturur. Bu polinomlar,
diisiik dereceli her polinoma ortogonal olmasina ragmen birbirleri ile ortogonal olmak
zorunda degildirler. Buradan G bolgesinde h (x,y) agirlik fonksiyonuna gére monik

ortonormal polinomlarin bir sistemi
{®ur ()} , n=0,1,... ; k=0,1,..n
olarak elde edilir.

Simdi de bagka bir lineer bagimsiz fonksiyon sistemi ele alarak G bolgesinde ortogo-
nal olan bagka polinom aileleri elde edelim. Sadece n-yinci dereceden monomialleri

iceren, n-yinci dereceden keyfi homogen bir polinom
b (1,9) =ty (2.3.10)
k=0

olarak tammmlansin. (2.3.1) monomialleri ile (2.3.10) polinomunu igeren fonksiyon
sistemi
n
{17 x? y7 x27 xy? y27 A x,nil? tt yni]-? Zankxnkyk}
k=0
olmak {izere, bu fonksiyon sistemi yardimiyla
n—1 m
By (2,y) = budby, (z,9) + > Y bnaz™ "y (2.3.11)

m=0 s=0

formunda n-yinci dereceden bir polinom elde edilebilir. Bu polinomlar i¢in ortogo-

nallik teoremi, Teorem 2.3.1 e benzer sekilde agagida verilmektedir.
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Teorem 2.3.2. Bir G bolgesinde (2.3.11) ile tamimlanan B,, (x,y) polinomu,

/ / h(z,y) By (x,y) 2*~yldzdy = 0
P (2.3.12)

p=0,1,...n—1; ¢q=0,1,...;p

kogullar altinda A (z, y) agirhik fonksiyonuna gore ortogonaldir.

Ispat: pve g nun degerleri icin (2.3.11) polinomu (2.3.12) de yerine yazilip (2.2.1)

momentleri kullanilirsa, (2.3.12) sistemi

n—1

zm: bmshms = _bn En: ankhnk
k=0

m=0 s=0
n—1 m n
E § bmshm—l—l,s = _bnE ankhn—‘rl,k
m=0 s=0 k=0
n—1 m n
E § bmshm—‘rl,s—i—l = _bnE ankhn—‘rl,k—H
m=0 s=0 k=0
n—1 m n
E E bmshm—i—n—l,n—l—s—l = _bnE ankh'2n—1,n+k—1
m=0 s=0 k=0

formuna indirgenir. Bu sistem {b,,s} bilinmeyenlerine bagh homogen olmayan bir
denklem sistemidir. Bu sistemin katsayilar determinanti A,_;,_;olup bu deter-
minant sifirdan farkh ve pozitiftir. Boylelikle bu denklem sistemi, tek bir {b,,s}
¢oziimiine sahiptir. Bu denklem sisteminden {b,,s} bilinmeyenleri ¢oziiliip (2.3.11)
denkleminde yerine yazilirsa; elde edilen (2.3.11) polinomunun, (2.3.12) kosulu ile
verilen diisiik dereceli biitiin monomiallere ortogonal oldugu da acgiktir. Diger yan-
dan (2.3.10) polinomu keyfi (n + 1) tane sabit igerdiginden (2.3.12) kogullarim sagla-

yan B, (z,y) polinomu tek tiirlii belirlenemez.

Tanim 2.3.3. Bir G bolgesinde (2.3.12) kosullarini saglayan, (2.3.11) ile tanimlanan

By, (z,y) polinomu “Genellestirilmis Monik Ortogonal Polinom” olarak adlandirilir.

Teorem 2.3.3. Herhangi (2.3.10) homogen polinomu igin, (2.3.11) ile tanmimlanan
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genellegtirilmis monik ortogonal bir polinom, (2.3.9) ile verilen monik ortogonal

polinomlarin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Yani

k=0
esitligi saglanir.

Ispat: (2.3.9) monik ortogonal polinomlar: n-yinci dereceden biitiin monomialleri

icerdiginden, (2.3.11) polinomu

By (2,9) =Y YoLuk (2,) + Sucr (2, 9) (2.3.13)
k=0

formunda yazlabilir. Burada S,_; (z,y) polinomu, (2.3.1) monomiallerinin lineer

kombinasyonu olup derecesi (n — 1)-1 gegemez. (2.3.13) den
S"l—l (xay) = B, (:I:?y) - Z/}/nkq)nk (I,y)
k=0

olup bu polinomun her iki yam S,,_; (z, ) ile garpihp G bolgesinde h (z,y) agirhgma

gore integrallenirse,

[ n@ sz @) dady

://h(m,y) Sp-1 (2, y)

elde edilir. Burada (2.3.9) ve (2.3.11) polinomlarinin ortogonalligi kullanilirsa,

By (,9) = Y Vo Puk (z,y) | dudy
k=0

// h(z,y)Sn_y (z,y)dedy = 0
G
olarak elde edilir. O halde
Sn—l (ZL‘, y) = 0

ifadesi gerceklenir. Bu ise teoremi ispatlar.
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a;; € R olmak tizere (n + 1)-inci basamaktan ortogonal bir matris

Qoo Qo1 -*- Qon
10 Q11 - Ain

Apr=| . (2.3.14)
Ano Gp1 " Qpn

olsun. O halde, I,,,; birim matris olmak {izere
An+1'Avjz_+1 = In+1

esitligi saglanir. Buradan

Qoo @o1 - Qon Qoo G100 - Ano ro--0
ayp ai;r Ay apy @ - a@py | |01 - 0
Ano Gp1 - App Qop, A1n " OApp 00 -1
olup
n
g Ok = Omp 3 My k=0,1,...,n (2.3.15)
§j=0

kosullar1 saglanmaldir.

Teorem 2.3.4. (2.3.14) ortogonal matrisinin elemanlar1 ve “Temel Ortogonal Poli-

nomlar” yardimiyla elde edilen n-yinci dereceden bir polinom
O (T, Y) = Zaijnj (x,y) ; m=0,1,...,n (2.3.16)
=0

olarak tanimlansin. O taktirde herhangi bir (2.3.14) matrisi i¢in, (2.3.16) polinomlar:
hem birbirleri ile hem de diisiik dereceli biitiin polinomlara ortogonal olurlar. Ayrica

bu polinomlar normlandirilabilirler.

Ispat: ©nm (,y) polinomu, temel ortogonal polinomlarim bir lineer kombinasyonu
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olarak yazilabildiginden diisiik dereceli her polinoma ortogonalligi saglanir. Simdi de
ayn1 dereceden (2.3.16) polinomlarinin birbirleri ile ortogonal oldugunu gosterelim.

(2.3.15), (2.3.16) ve {F,;} polinomlarmin ortogonalliginden

/G/ h(2,9) Prm (2, Y) e (2, ) ddy

= / / h(2,y) > i Foj (2,9) > awpFop (2,y) dady
G =0 p=0

- iiamjakp//h@,y) Foj (z,y) Fop (2, y) dody

Jj=0 p=0

= 6mk
elde edilir ki bu da teoremi ispatlar.

Sonug 2.3.1. Buraya kadar anlattiklarimizin bir sonucu olarak, bir G bolgesinde
tamimlanan bir h (x,y) agirhk fonksiyonu, herhangi bir n sabiti igin, n-yinci derece-

den agagidaki ortogonal polinom sistemlerini belirler.

i. Temel ortogonal polinomlar

FnO (x,y) 7F'n1 (x,y) y 7Frm (x,y)

ii. Monik ortogonal polinomlar

®TLO ('1.7 y) Y @’nl (x7 y) DA ¢nn (x7 y)

iii. Genellestirilmis monik ortogonal polinomlar

iv. (2.3.14) ortogonal matrisi ile belirlenen (2.3.16) formundaki ortogonal polinomlar

Sonug 2.3.2. Teorem 2.3.3 e benzer sekilde F, (z,y) temel ortogonal polinomu,

(2.3.9) ile verilen monik ortogonal polinomlarim bir lineer kombinasyonu olarak
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yazilabilir. Dolayisiyla (2.3.16) ile tanimlanan polinomlar da (2.3.9) monik ortogo-
nal polinomlarimin bir lineer kombinasyonu olur. Boylelikle Sonug 2.3.1 de veri-
len ortogonal polinomlar, monik ortogonal polinomlar cinsinden ifade edilmis olur.
Sonug 2.3.1 deki dort polinom ailesi ve bunlarin herhangi lineer kombinasyonlarin-
dan olusan polinomlarin uzaymi W, ile gosterelim. n-yinci dereceden polinomlar
iceren bu uzaydaki her bir polinom (2.3.9) monik ortogonal polinomlar1 cinsinden
yazilabileceginden, (2.3.9) lineer bagimsiz fonksiyonlar: bu uzayin bir bazini olugtu-

rur. Dolayisiyla W,, uzayi (n + 1) boyutludur (Suetin 1988).
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3. BiR BOLGEDE ORTOGONALLIGIN OZEL DURUMLARI VE BAZI
ORNEKLERI

3.1 Klasik Ortogonal Polinomlarin Farkli Carpimlar:

{P, ()} polinomlari, h; (z) agirlik fonksiyonuna gore (a,b) araliginda ortonormal

polinomlar olsun. Yani,

/ h (2) Py (2) Py (2) dz = 6,0 (3.1.1)

a

saglansin. Diger yandan {¢,, (y)}ler de hs (y) agirhk fonksiyonuna gore (c,d) ara-

liginda ortonormal polinomlar olsun. Yani,

d

/ ha (5) B () 65 (4) dy = Srmn (3.12)

C

gergeklensin. Bu iki aralik yardimiyla
G={(z,y):a<z<b, c<y<d}
diizlemsel bolgesi tanimlansin ve bu bolgedeki agirlik fonksiyonu
h(z,y) = hi(x) ha (y) (3.1.3)

formunda degiskenlerine ayrilabilir olsun.

P, (z) ve ¢,, (y) polinomlar: ile tanimlanan iki degiskenli bir polinom
Fom (,y) = P () ¢, (y) , n=0,1,... ; m=0,1,...,n (3.1.4)

olarak almabilir. m ve n nin degerleri i¢in, bu polinom ailesi agsagidaki formda
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yazilabilir.

Py (z) ¢ (y)
P (z)do(y), Po(z)9(y),
P, (x) ¢0 (y)> Py (:L‘) ¢1 (y), Fy (:L‘) ¢2 (y), (3.1.5)

Bu(2) o (y), Poa ()01 (y), Bz (2) 92 (y), - Fo(2) 0, (y)

Ve

(3.1.4) formiiliinden goriiliir ki (3.1.5) polinomlar1 monik polinomlardir. Yani,
Fum (2, y) = com@™"y™ + Hyo1 (2, Y)

gosterimine sahiptirler. Burada H,,_; (x,y), derecesi (n — 1) den biiyiik olmayan bir

polinomu temsil eder.

Teorem 3.1.1. (3.1.5) polinomlar1, G bolgesinde (3.1.3) agirlik fonksiyonuna gore

ortonormal bir sistem olusturur (Krall and Sheffer 1967).

Ispat: (3.1.1) ve (3.1.2) esitlikleri kullamlirsa,

/ / B (2,1) Fam (2, 1) Fs (2,y) dady
G

_ / / By (2) by () Pam () 6 (9) Py (2) 6, (y) dydar

— / hy (2) Py () Py () dz / ha (y) i (y) &5 (v) dy

a

- 5n—m,k—36ms

_ 1, (n,m)=(k,s)
0, (n,m)#(k,s)

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. Simdi de bu durumun 6nemli baz1 6rneklerini

gosterelim.
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1. (=00, 0) araliginda hy (x) = exp (—2?) agirhk fonksiyonuna gore ortogonal olan
H,, (z) Hermite polinomlarim: ele alalim. Diger yandan (—oo, c0) araliginda

he (y) = exp (—y?) agirhik fonksiyonuna gore ortogonal olan polinomlar da H,, (y)
Hermite polinomlar: olsun. Dolayisiyla bu polinomlar yardimiyla elde edilen iki

degiskenli polinom
Fom (x,y) = Hy o (x) Hy (y) 5 m=0,1,....,n (3.1.6)
olarak elde edilir. Teorem 3.1.1 den dolay1 bu polinom ailesi,
G={(z,y): —c0o<z <00, —00<y< o0}

bolgesinde h(z,y) = exp(—z? — y?) agirhk fonksiyonuna gére ortogonaldir. Bu
polinomlar “Hermite-Hermite polinomlar1” olarak adlandirilir. (3.1.6) da nyerine

n + m alinarak indis degistirilirse,
Foimm (z,y) = H, (2) Hy (y) 3 myn=20,1,2, ... (3.1.7)
polinomlar: elde edilir. (3.1.5) den Hermite-Hermite polinomlarimin kiimesi

Hy (z) Ho (y)
H, (z) Ho (y), Ho (z) H1 (y)
Hy () Ho (y) , Hi () Hi (y), Ho () H2 (y)

Hy, (x) Ho (y) , Hna (2) Hi (y), Hnz (2) Hy (y) , -, Ho(x) Hy ()

olarak gosterilebilir. Ayrica H,, (x) ve H,, (y) Hermite polinomlar: sirasiyla

"

H, (z) — 2zH, (2) + 2nH, (z) =0 (3.1.8)

n
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ve

1"

H. (y) —2yH, (y)+ 2mH,, (y) =0 (3.1.9)

diferensiyel denklemlerini saglarlar (Szego 1939). (3.1.8) denklemi H,, (y)ile, (3.1.9)

denklemi de H, (x) ile ¢arpilip terim terim toplanirsa,

0? 0? 0

_an% (H, (z) Hy (9)] +2 (0 + m) [H, (2) Hy ()] = 0

denklemine ulagilir. Buradan (3.1.7) polinomlarimm, ikinci basamaktan

Pu  O*u ou ou
@+a—y2—2x%—2ya—y+2(n+m)U—0 (3.1.10)

denklemini sagladig1 goriiliir.

Benzer sekilde H,, Hermite polinomlar1 yerine, He,, Hermite polinomlar: alinirsa bu

durumda

m2+y2
h(x,y) = exp (— 5 )

agirlik fonksiyonuna gore ayn1 G bolgesinde ortogonal olan
Foimm (z,y) = He, (x) Hep, (y) 5 myn=20,1,2, ... (3.1.11)
polinomlar: elde edilir. He,, (x) ve He,, (y) polinomlar1 sirasiyla

H'e, (z) — zH e, (z) + nHe, (z) = 0

H'en (y) —yH e (y) + mHen, (y) = 0 (3.1.12)

denklemlerini gergeklediginden, (3.1.11) polinomlarinin sagladigi denklem

0*u  0%u ou ou

@+a_y2_x£—ya—y+(n+m)u:0 (3.1.13)

olarak bulunur.
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2. (0, 00) araliginda h; (z) = z%e~* agirhik fonksiyonuna gore ortogonal olan L,, (z; «)
Laguerre polinomlarimi ele alahm. Benzer sekilde (0, 00) araliginda hy (y) = yPe™
agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olan polinomlar da L, (y; 5) Laguerre polinom-

lar1 olsun. Bu durumda
Foimm (x,y) = Ly, (z;a) Ly, (y; 8) 5 m,n=0,1,... (3.1.14)
iki degiskenli polinomlari
G={(z,y): x>0, y>0}
bolgesinde

h(z,y) =z’ ; a>-1, 3>-1

agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olurlar. Bu polinomlar “Laguerre-Laguerre poli-
nomlar1” olarak adlandirilir. Simdi de bu polinomlarin sagladigi diferensiyel denk-

lemi bulalim. Bir degiskenli L, (z;a) ve L, (y; ) Laguerre polinomlar: sirasiyla
oL, (z;a) + (1 +a—z) L, (z;0) + nk, (z;0) = 0 (3.1.15)

ve

"

yL, (y; B) + (L+ B —y) Ly, (y; ) + mLy, (y; 8) = 0 (3.1.16)

denklemlerini saglarlar (Szego 1939). (3.1.15) denklemi L,, (y; 3) ile (3.1.16) denk-

lemi de L, (z;«) ile garpihip taraf tarafa toplanirsa

b [ (250) L 4 )] + s [ (550) L (3]

+<1+a_m>a%[Ln@;a)Lm(y;ﬁ)] +<1+ﬂ—y>§y[Lm;a)Lm(ysﬂ)J
+ (n+m) [Ly (x; ) Ly (y; 8)] = 0

denklemine ulagilir. Boylelikle (3.1.14) polinomlarinin
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9%u 2

:L‘_
0x?

kismi diferensiyel denklemini sagladigi goriiliir.
3. Onceki durumlara benzer sekilde
G={(z,y): >0, —co<y < o0}

bolgesinde
2

h(z,y) =x% “exp {—%} , a>—1

agirlik fonksiyonuna gére ortogonal olan
Frimm (,y) = L, (zv;a) Hey (y) ;3 myn=0,1,... (3.1.17)

Laguerre-Hermite polinomlar: tanimlanabilir. (3.1.12) denklemi L, (x; «) ile (3.1.15)

denklemi He,, (y) ile ¢arpilip terim terim toplanirsa,

o o

ros [ (:0) Hep (94 g [ (7:.0) Her ()41 4+~ 2) 2 (L (750) Her (3)]

o oz

g (Lo (30) He (9)] + (14 10) (Lo (530) Henn (9)] = 0

denklemi elde edilir. Buradan (3.1.17) polinomlar:

u  O*u ou ou
t—+—+1+a—z)——

922 By e ya—y+(n+m)u:0

kismi diferensiyel denklemini gercekler.

4. (=1,1) arabginda hy (z) = (1 — 2)* (1 + z)” agirhk fonksiyonuna gore ortogonal
olan P, (z;«, 3) Jacobi polinomlarim ele alalim. Benzer sekilde (—1, 1) araliginda
ha () = (1 — )" (1 + y)’agirhk fonksiyonuna gore ortogonal olan diger bir polinom
ailesi de P, (y;, 6) olsun. Teorem 3.1.1 den

G=A{(r,y): -l<z<l, -1<y<1}
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bolgesinde
hiz,y) =1 -2 (1+2)’ 1=y (1+y)°

agirlik fonksiyonuna goére ortogonal olan
Froimm (x,y) = P, (z;0,8) Py (y;7,6) ;5 m,n=0,1.. (3.1.18)

Jacobi-Jacobi polinomlari tammlanabilir. P, (z; «, 3) Jacobi polinomlar:

(1—2*) P, (z;0,8) + [ —a — (a+ f+2) 2] P, (250, 3)
+nn+a+6+1)P,(z;0,8) =0

(3.1.19)

kismi diferensiyel denklemini saglar. Diger yandan P, (y;~, ) polinomlar: da

1=y P, (y;7,6) + 6 —v— (v +6+2)y] P, (y;7,9)
tm(m+y+6+1) Py (y;7,6) =0

(3.1.20)

denklemini gercekler. (3.1.19) denklemi P, (y;7, 6) ile (3.1.20) denklemi de P, (x; «, 3)

ile garpilip taraf tarafa toplanirsa, (3.1.18) polinomlarimin gercekledigi

2 82

(1-a) g+ (1= 4 g+ - a = (a+ B+ 2)al 3

ou
5y TO == (v +o+2)y o

dy

+nn+a+pB+1)+mm+~y+6+1)]u=0

kismi diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde «, (3,7,6 parametrelerinin
uygun degerleri alimirsa, Chebyshev-Chebyshev polinomlari, Chebyshev-Legendre

polinomlar1 ve Legendre- Legendre polinomlar: elde edilebilir.
5. Bir degiskenli Jacobi ve Hermite polinomlar: ele alinirsa,
G={(z,y): —1l<z<l, —c0o<y<oo}

bolgesinde
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h(:ﬂ,y):(1—x)a(1+x)’gexp{—y;} ca>—1, f>-1

agirlik fonksiyonuna goére ortogonal olan
Froimm (x,y) = P, (z;0,08) Hep (y) ;5 myn=0,1,... (3.1.21)
Jacobi-Hermite polinomlar elde edilir. (3.1.19) ve (3.1.12) den

0? o

(1= 2?) 55 [Fn (w50, ) Hem (y)] + B [Fn (25 00, B) He, (y)]

B = a (ot B+ 2)a] 5= [P (w50, 6) He (1)

0

Vg, [ (@ B) Hem (y)] + [n(n + a4 54 1)+ ml [P (w50, ) Hem (y)] = 0

denklemine ulagilir. Buradan (3.1.21) polinomlarinin sagladigi kismi diferensiyel

denklem
(1—2? 7+—+[ﬂ—a— (a+ﬁ+2)x]—m— —y+[n(n+a+6+1)+m]u:0
olarak bulunur.

6. Bir boyutlu klasik Jacobi ve Laguerre ortogonal polinomlarinin kombinasyonu

olan
Foimm (2,y) = Py (x50, 08) Ly (y;77) 3 v>—-1,a>—-1, >-1 (3.1.22)
Jacobi-Laguerre polinomlari,
hizy)=(1—2)"(1+z)ye”
agirlik fonksiyonuna gore

G={(z,y): —-1<z<1, y>0}
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bolgesinde ortogonal bir sistem olugturur. (3.1.16) ve (3.1.19) dan, (3.1.22) poli-

nomlarimin
0%u 9%u ou ou
_ 2 7 - - oy — - _ -~
(1 x>8x2+y8y2+[ﬁ o (a+5+2)m]am+(1+7 y)ay

+m+nn+a+pG+1)]u=0
kismi diferensiyel denklemini sagladig1 goriiliir.

3.2 Bir Aralik Uzerindeki Ortogonallik ile Bir Bolgedeki Ortogonallik
Arasindaki Cesitli Bagintilar

Bu boliimde bir aralikta ortonormal olan polinomlar araciligiyla, bir bolgede orto-

normallik kosulunu saglayan iki degiskenli polinomlar elde edilecektir.

1. {P,(t)}, (—1,1) araliginda ift bir fonksiyon olan h; (t) agirlik fonksiyonuna gore

ortonormal bir polinom olsun. Yani,

/ b (£) Py (£) Py (£) dt = 6, (3.2.1)

kogulu saglansin. |z| < 1 kogulu altinda z ler sabitlenerek, bu integralde

Yy
V1—22

t =

lzl <1 (3.2.2)

doniigiimii yapilirsa, (3.2.1) integrali

2

[ () () () e

—/1—z2

formuna indirgenir. n-yinci dereceden P, (t) polinomu ¢ nin kuvvetleri cinsinden

P, (t) = znj axt” (3.2.4)
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agihmina sahiptir. Burada (3.2.2) doniigiimii kullanihirsa,

(=) = pel(as)
— -t kzi;akyk (vi—=)""

- (-

|3

R, (z,y) (3.2.5)

elde edilir. hy (t) agirlik fonksiyonu ¢ift oldugundan, (3.2.4) polinomu n ¢ift ise ¢ nin
cift kuvvetlerini, n tek ise ¢ nin tek kuvvetlerini icerir (Szego 1939). Ilk olarak, n
¢ift olsun. Bu durumda (3.2.4) formiiliinde ass,1 = 0 olup k lar ¢ifttir. Dolayisiyla
(3.2.5) egitligindeki diger (n — k) sayilar da ¢ift olur. Eger n tek ise (3.2.4) for-
miiliinde ags = 0 olup k lar tek dogal sayidir. Buradan (3.2.5) formiiliindeki (n — k)
indisleri yine ¢ifttir. Boylelikle herhangi bir durumda, R, (x,y) polinomu x ve y
ye bagli n-yinci dereceden bir polinomdur. Ayrica (3.2.4) de a, # 0 oldugundan

R, (z,y) polinomu, y degiskenine gore de n-yinci derecedendir.

(3.2.5) formiilii (3.2.3) denkleminde gozoniinde tutulursa,

1—z2

I e N i

olup (3.2.3) denklemi

/ 2 hy (\Ay_iﬂ) R, (#,y) Ry (z,y)dy = (1 —2%) 2 bpm (3.2.6)

1—x2
Y 2 (1 _ 2yt
—/1—22
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esitligi gergeklenir. Benzer gekilde {®,, (z;m)} polinomlar1 da
1
hy (z) (1 —2?)™ " (3.2.7)

agirlik fonksiyonuna gore (—1,1) araliginda ortonormal olsunlar. Bu durumda

/hg (z) (1 - x2)m+% D, (z;m) Ok (z;m) dz = S (3.2.8)

-1

esitligi saglanmir. Buradan ®,, (z;m) ve R,, (z,y) polinomlar1 yardimiyla tanimlanan

iki degiskenli polinom ailesi
Fn+m,m (xa y) =, ($§ m) R, (:Z:7 y) (3.2.9)

olsun. (3.2.5) den bu polinomlar y ye gére m-yinci dereceden, toplamda ise

(m +n) —yinci derecedendir. (3.2.9) formundaki bu polinomlar,
G={(z,y): 2 +y* <1} (3.2.10)

bolgesinde

h(z,y) = h (ﬂy_7> hs () (3.2.11)

agirlik fonksiyonuna gore ortonormal bir sistem olusturur.

Bunu gormek i¢in (3.2.6), (3.2.8), (3.2.9) ve (3.2.11) ifadeleri

(Fn—l—m,m (l’, y) 3 Fk+s,s (l', y)) = // h (SE, y) Fn—l—m,m (l’, ?J) Fk—l—s,s (ZL‘, y) dxdy
G

i¢ carpiminda dikkate alinirsa

// h (x, y) Foimm (377 y) Freys,s (x, y) dxdy
G

_ é/m(ﬂy—iﬁ) ha (z) @y, (23m) Ry (2, y) @, (25 8) Rs (2, y) dady
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1

_ / ho () D, (25m) Dy, (23 5)

-1

ST
/ hl(\/ly_—ﬁ) Ry (z,y) R (z,y) dy | d

2

V1—22
1

= Opms / ho () @y, (z;m) By (258) (1 — ﬁ)% dx (3.2.12)
{ 0 , m#s

elde edilir. Boylelikle (3.2.10) bolgesinde (3.2.11) agirlik fonksiyonuna gore (3.2.9)

polinomlarinin ortonormalligi gerceklenir.

2. Birinci durumda elde edilen sonug, —1 < a < b < 1 araligina genellestirilebilir.
Birinci durumda tanmimlanan {®,, (x;m)} polinomlari, (a,b) araliginda (3.2.7) agir-
ik fonksiyonuna gore ortonormal polinom olarak alimirsa, bu durumda (3.2.9) for-

mundaki polinomlar (3.2.11) agirlik fonksiyonuna gore
G={(z,y): 2 +y* <1, a<z<b}

bolgesinde ortonormallik kogulunu gergekler. Bunu gormek igin, bu kosullar altinda

(3.2.12) egitliginde (—1, 1) araligy yerine (a, b) araligim almak yeterlidir.

3. Birinci durumdaki gibi, { P, (¢)} polinomu (—1, 1) araliginda h, (¢) agirhik fonksiyo-
nuna gore ortonormal olsun. Yani, (3.2.1) kosulu gerceklensin. = € (0,a),

0 < a < 0o kosgulu altinda z ler sabitlenerek,

t= (3.2.13)

Y
NG
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doniigtimii yapilirsa, (3.2.1) integrali

Z: fu (%) P (%) Py, (%) % = bum (3.2.14)

formuna indirgenir. Bu doniisiim altinda (3.2.4) esitligi,
y - v\
w (%) - 2 ()
NG kz_; NG

= (2)7% Ry (z,y) (3.2.15)

olarak yazilabilir. Burada R, (x,y) polinomu y degiskenine gore n-yinci derece-

dendir.

(3.2.15) formiilii (3.2.14) denkleminde gozoniinde tutulursa,

N
[ 1 (25) a ) @7F B ) 0 F =5,
G
olup (3.2.14) denklemi
Jz
/h L) Ry (2,y) Ron (2, 9) dy = (z) 5 6 (3.2.16)
1 \/E n\T,Y) Lo (T, Y) @Y = nm -4
-VE

formuna indirgenir. Benzer sekilde {®,, (z;m)} polinomlar: da (0,a) , 0 < a < oo
araliginda

hy (z) 22 (3.2.17)

agirlik fonksiyonuna gére ortonormal olsun. Yani,

/hg (z) 2™ 29, (z;m) B, (z;m) dz = 6y (3.2.18)

0
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esitligi gerceklensin. Buradan ®,, (x;m) ve R,, (x,y) polinomlar ile tamimlanan iki
degiskenli
Froimm (z,y) = @, (z;m) Ry, (z,y) 3 myn=0,1,... (3.2.19)

polinom ailesi ele alinabilir. Bu polinomlar,
G={(zy): v <z <a} (3.2.20)

bolgesinde
h(z,y) = h (%) hs () (3.2.21)

agirlik fonksiyonuna gore ortonormal bir sistem tegkil eder. Bunu gormek icin,

(3.2.16), (3.2.18) , (3.2.19) ve (3.2.21) esitlikleri

(Frsmm (2.9 s Fosas (,3)) = / / B (2,9) Fasmom (2,9) Frss (2,y) dudy
G

i¢ carpiminda godzoniinde tutulursa,

// h (x, y) Fovmm <x> y) Fys,s (x, y) dxdy
G

- /G/ hy (%) ho () @y, (x;m) Ry, (2, y) i (23 5) Rs (2, y) dedy

= /h2 (x) Dy, (x;m) Dy (5 5)

0 _

hy (%) Ry (z,y) Rs (z,y) dy | dx

ST—5

m+s+1

= 6ms/x > hy (x) @, (x;m) O (z; 5) do
0
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elde edilir. Boylelikle (3.2.19) polinomlarinin, (3.2.20) bolgesinde (3.2.21) agihk

fonksiyonuna gore ortonormallik kosulunu gercekledigi goriiliir.

4. (3.2.1) integralinde, 0 < z < 1 kogulu altinda z ler sabit tutularak,

(3.2.22)

degisken degistirmesi yapilirsa, (3.2.1) integrali

y Yy Y dy
/ & <1_517) Fn (1—:E) Pm(1_$> 1_$_6nm (3.2.23)

—(1-=)

formuna indirgenir. (3.2.4) esitliginde (3.2.22) formiilii kullanilirsa,

P"(ﬂ:c) - ;ak(lgx)k
- <1—x>"§akyk<1—x>”

= 1-2)" R_n (2,9) (3.2.24)

elde edilir. Burada R, (z,y) polinomu, h; (t) agirlik fonksiyonu ¢ift olmasa bile n-
yinci dereceden cebirsel bir polinomdur. (3.2.24) esitligi (3.2.23) de dikkate alinirsa

11—z
Y n o dy B
—(1-=)
olup
1—x
/ i (—1 . x) R, (2,y) Ry (z,y) dy = (1 — )" 6, (3.2.25)
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olarak elde edilir. Diger yandan {®,, (z;m)} polinomlar: da (0, 1) araliginda
h2 ($> (1 . x)2m+l

agirlik fonksiyonuna gore
1
/ hy (2) (1 — 2)2™ 1 @, (2:m) @, (:m) dz = 6 (3.2.26)
0

kogulunu gercekleyen ortonormal polinom ailesi olsun. Buradan, ®,, (z;m) ve R,, (z,y)

polinomlar1 yardimiyla tanmimlanan iki degiskenli
Foimm (x,y) = O, (x;m) Ry, (z,y) ; myn=0,1,... (3.2.27)
polinom ailesi
G={(z,y):—(1—-2)<y<l—-z, 0<z<l1} (3.2.28)

bolgesinde

hz,y) = h (1 ? x) ha (2) (3.2.29)

agirlik fonksiyonuna gore ortonormallik kogulunu saglayacaktir. Bunun gerceklendigi

(3.2.25),(3.2.26) , (3.2.27) ve (3.2.29) esitlikleri yardimiyla kolaylikla gosterilebilir.
3.3 Bir Bolgedeki Agirlik Fonksiyonunun Momentleri

Kisim 2.2 ve Kisim 2.3 de, agirlik fonksiyonunun momentleri yardimiyla determi-
nant formunda ortonormal polinomlar elde etmistik. Yani, agirlik fonksiyonunun
momentlerinin bilinmesi durumunda, ortogonallik bolgesinde sonlu sayida ortogo-
nal polinomun bulunabilecegini gostermistik. Bu boliimde ise agirlik fonksiyonunun
biitiin momentlerinin agik¢a hesaplanabildigi yada bilinen esitliklerle gosterilebildigi

farkli durumlar: ele alinacaktir.
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G bolgesinde tamimlanan agirhik fonksiyonu A (x,y) olsun. A (z,y) nin momentleri
Pt = //h(m,y) 2" FyFdedy in=0,1,...; k=0,1,..,n
e

formiilii ile belirlenir. Burada n yerine n + k alinirsa bu integral

Ptk g = //h(w,y) zyfdedy ; n,k=0,1,... (3.3.1)
G

formuna doniisiir. Simdi de bu integralin hesaplanabildigi basit durumlar: ele alalim.

G={(z,y):0<z<1l,0<y<aP} , p>0

bolgesini ele alalim. Burada bir agirlik fonksiyonu
hiz,y) =2y ; a>—1,8> -1 (3.3.2)

olarak tammlansm. h(z,y) = x%y? fonksiyonu G bolgesinde negatif olmayan bir

fonksiyondur. Diger yandan,

1 aP
//h(x,y) dedy = //xayﬁdydx
G 0 0
1
1 / +p(B+1)
= — [ 2® dx
+1

0
1

B+1)(a+1+p(F+1))

olup bu integralin

0<//h(x,y)d:vdy<oo
e

kogulunu saglamasi i¢cin o > —1, § > —1 olmalidir. Bu durumda Tanim 2.1.2 den
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dolay1 h (z,y), G de bir agirhik fonksiyonudur. (3.3.1) formiiliinden,

Ptk = / / h(z,y) 2"y dady = / / z®y "y drdy
G G

P

1
_ //xa+nyﬁ+kdydx
0

0

1
1
_ 2ot tp(B+k+1) 7.
+k+1 /
ﬁ 0

1
B+k+D)]ja+n+14+p(B+k+1)

olup h (z,y) agirlik fonksiyonunun momentleri elde edilir.

2. Sinirh olmayan bir
G={(z,y): 2>0,0<y<e”}

bolgesinde aym (3.3.2) agirlik fonksiyonunu ele alalim. h(z,y), G de negatif ol-

mayan bir fonksiyondur.

//h(x,y) dedy = //mayﬂdydaj
€] 00
- / 2% P gy (3.3.3)
B+1
0
integralinde = (8 + 1) = t degisken degistirmesi yapilirsa ve Gamma fonksiyonu

kullanilirsa, (3.3.3) integrali

e 2T

//h(:r,y)da:dy = //xayﬂdyda:
e 0 0

1 oo
= to‘e_tdt
(B+1) O/
I'(a+1)
(6—1— 1)Cx+2
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formuna indirgenir. Bu integralin sonlu ve sifirdan biiyiik olabilmesi i¢in,
a>-1,060>-1

kogulu saglanmalhdir. Bu kogul altinda, (3.3.1) formiiliinden bu fonksiyonun mo-

mentleri

x

Py = //h(:c y) 2"yFdxdy ://xayﬂx"ykdxdy
0

T

G
_ / / xa+nyﬁ+kdydx
0 O

_ ﬁ - ]];; — /ma+n6x(ﬂ+k+1)d$
0

olup burada z (8+ k+ 1) = t doniigiimii yapilr ve gamma integralinden yarar-

lanilirsa
I'la+n+1)

(B+ k4 1)t

olarak bulunur. Elde edilen bu momentler sonlu olup, Tanim 2.1.2 den dolay1

Py = n,k=0,1,...

h(x,y), G bolgesinde bir agirlik fonksiyonu olarak tanimlanabilir.

G={(z,y): x>0,y>0,x2+y2<1}

bolgesini ele alalim. Burada bir agirlik fonksiyonu,
h(z,y) = z%y° (1—m2—y2)p ca>—-1,0>-1,p>-1

olarak tanimlansim. A (x,y) fonksiyonu, G bolgesinde negatif olmayan bir fonksiyon-

//h(m,y) dxdy = // %P (1- i y2)pdacdy
¢ e

dur. Yine,
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integralinde

r = pcoso

y = psing

kutupsal koordinatlar: kullanilip Beta integralinden yararlanilirsa,

// 28 (1 — 22 — y?)" dady
G

1 /2
= [ [ cos o) (sing)” (1 - )" dodp
0 0
1 w/2

— /po‘w“ (1-p%)" /(cosqﬁ)a (sin¢)’ do| dp
0

0

elde edilir. Burada, p?> = t doniistimii yapilip elde edilen integralde tekrar Beta

integrali kullanilirsa,

//xazﬁ(l—aﬂ )dxdy—lr( WANGWANCER)

2ptatptd
4 T(EEE)
olarak bulunur. Bu sonucun sifirdan biiyiik ve sonlu olabilmesi icin
a>-1,0>-1,p>-1

gergeklenmelidir. Boylece h (z,y) fonksiyonunun G bélgesinde bir agirlik fonksiyonu
oldugu goriiliir. (3.3.1) den bu agirlik fonksiyonunun momentleri, Beta integrali

yardimiyla

n+kk // x y x ykdxdy = // a+n ﬁ+k (1 g2 _y2)p dxdy
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w/2

1
= / prikret L (1 — p?)? / (cos ¢)**" (sin¢)” ™" do | dp
0

0

1 T (Ot-l—n-f—l) r (ﬁ-!-k'-f—l) . N
) [T T
0

1T (a+n+1) r (ﬂ+’2€+1) r (p+ 1)

4 T (n+k—&2-o¢+/6 +p + 2)

olarak elde edilir.

G={(z,y):2>0,y>0, z+y <1}

ticgensel bolgesini ele alalim. Bu bolgede bir agirlik fonksiyonu
hzy) =29 1—z-y) ; a>-1,8>-1,v> -1 (3.3.4)

olsun. h (z,y), G de negatif olmayan bir fonksiyondur. Diger yandan

//h(w,y) dzdy = // %y’ (1 -z —y)" dydx
G G
11—
= / / 2%y’ (1 — 2 —y)" dydx
0 0

integralinde

y=(1-2)u (3.3.5)

doniisiimii yapilir ve Beta integralinden yararlanilirsa

/

—

—x 1 1
2y’ (1 -z —y) dyde = /xa D RARA /uﬁ (1—wu)"du| dz
0 0

o\

= Ba+1,8+v+2)B(B+1,7v+1)
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MN'a+1)I'(B+1)I(v+1)
Fa+pB+~v+3)

elde edilir. Bu integralin

0<//h(x,y)d:vdy<oo
e

kosulunu gerceklemesi i¢in a« > —1, 3 > —1, 7 > —1 saglanmahdir. Buradan
goriilmektedir ki A (x, y) fonksiyonu Tamm 2.1.2 yi gergekler. Dolayisiyla b (x,y), G
de bir agirlik fonksiyonu olarak tanimlanabilir. Simdi de bu fonksiyonun moment-

lerini hesaplayalim.

Ppskr = // z,y) 2"yPdrdy = // 2o TyPR (1 — 1 — )Y dady
G

11—z

_ /xa-f—n / yﬁ-‘rk (1 —r— y>’Y dy dr

0 0

integralinde (3.3.5) doniiglimii yapilir ve Beta integralinden yararlanilirsa

1
k+1
hn+k,k — xa+n (1 ’Y+ﬂ+ + x/uﬁJrk 1 o u du

= o —

0

(a+n+1,v+8+k+2) B(B+k+1,v+1)

(a+n+ )T (B+E+1)T(y+1)
T(a+fB+y+n+k+3)

momentleri elde edilir. (3.3.4) agirlik fonksiyonu ile tamimlanan polinomlar Appell
polinomlar: olarak adlandirilir. fleriki béliimlerde Appell polinomlar: ayrica ele ali-

nacaktar.

5. Siirh olmayan bir

G={(zy): 2* <y}
bolgesinde o« > —1, § > 0 kosullar1 altinda
hz,y) = (y—a?) e
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fonksiyonu tammmlansin. h (z,y), G de negatif olmayan bir fonksiyondur. Diger

//h(:v,y) dedy = // e Pdzdy

taraftan

el el
o VY
= // e Pdxdy
0 —vy
oo VY
= 2/6[39 /(y—xz)ad:ﬁ dy
0 0

olup bu integralde z = u,/y degisken degigtirmesi yapilirsa

1

//h(m,y) dzdy = Q/G_ﬂy /y‘”% (1- u2)adu dy (3.3.6)
G 0 0

elde edilir. (3.3.6) ifadesi u? = v doniigiimii altinda

1

/e‘ﬁyyw“% /(l—v)av_%dv dy
0

0

formuna indirgenir. Beta ve Gamma integrallerinden

// z,y) dedy = \/_giff D)

olarak bulunur. Bu degerin sonlu ve sifirdan biiyiik olabilmesi igin o > —1ve
B > 0 kosullar saglanmahdir. Simdi de (3.3.1) formiiliinden yararlanarak h (x,y)

nin momentlerini hesaplayalim.

Py = // T, Y)x nykdedy = // — 23" e Pyt dady
— / yke—ﬁy
0

(y — 2%)" a"dz | dy (3.3.7)

ST
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integralinde n tek ise icerideki integral sifir olarak bulunur. Eger n c¢ift ise, bu

durumda n = 2m igin (3.3.7) integrali

0o VY
2/ykeﬁy /(y—xQ)aQOd:r dy
0 0

olup buradan x = ,/uy doniigiimii yapilirsa

oo 1
/ym+a+k+%eﬂy /(1 o u)a um*%du dy
0 0

elde edilir. Gamma ve Beta integrallerinden yararlanilirsa, h (x,y) nin momentleri

m=0,1,2, ... icin

0 , n=2m+1
Priig = F(oz-&-l)f‘(m-&-%)f‘(m-&-k-}—(z-i-%) Cn—om ; nk=0,1,..
F(m+a+%)ﬁm+a+k+§

olarak bulunur. Bu momentler sonlu olup h (x,y), G de bir agirlik fonksiyonu olarak

tamimlanabilir.
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4. KLASIK APPELL ORTOGONAL POLINOMLARI
4.1 Appell Polinomlar: i¢in Rodrigues Formiilii

Bu Boliimde, Appell polinomlar icin temel 6zellikler ele alinacaktir. Ucgensel bir
bolge
G={(z,y):2>0,y>0,z+y <1} (4.1.1)

olmak {iizere bu bolgede tanmimlanan agirlik fonksiyonu
hzy) =2 1 1—2z—9y) " ;a>0,8>0y—a—F>-1 (41.2)
olarak verilsin. Burada iglemleri rahat yiiriitebilmek icin

p=y—a—0 (4.1.3)

notasyonunu ve

(a)g=1,(a), =a(a+1)..(a+n—-1) (4.1.4)

pochhammer semboliinii kullanalim.

Anm (IL’,y) = Anm (.T,y;Oé,ﬂ, 7)

xlfaylfﬂ gntm (1 —r— y)p+n+m

" (@), (), (1—z—y)f dzrdy™ | al-noyl-mB (4.1.5)

fonksiyonunu ele alalim. Ilk olarak negatif olmayan herhangi m, n tamsayilar: icin bu
fonksiyonun x ve y degiskenlerinin bir polinomu oldugunu gosterelim. Iki fonksiyo-

nun carpimlarinin yiiksek tiirevleri, Leibnitz formiiliinden
n
(uv)™ = Z Chy =k (®) (4.1.6)
k=0

olarak yazilabilir. (4.1.6) formiilii, (4.1.5) esitliginde x e gore kismi tiirev alirken
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uygulanirsa ve (4.1.4) notasyonu kullanilirsa,

% [ma—i—n—l (1 —r— y)p—&-n-&-m} _ Z Oﬁ (xa-&-n—l)(n—k) [<1 o y)p+n+m:| (k)
k=0

= > Ci(a+k)nr(ptn+m—k+1),
k=0

X (=1)F zotF (1 —z — )P (4.1.7)

elde edilir. (4.1.7) toplam (4.1.5) de yerine yazilirsa,

8n+m

1— 1o — ptn+m _a+n—1,,6+m—1

om o ntm —

on | YT Ch (a4 k) nk(p+nt+m—k+1),
= — k=0
y % (_1)k potk—1 (1—z— y)p+n+m—k

= > CE(a+k) nr(ptntm=—Fk+1), (=1) 227+
k=0
(I [yﬂ“”*l (1 — g —y)rtmtmF (4.1.8)
oy™

esitligi gerceklenir. (4.1.6) formiilii kullanilarak, (4.1.8) deki y ye gore kismi tiirev

alinirsa
am
f+m—1 (1 _ o _ p+n+m—ki|
= Z Cfn (y5+m—1>(m_s) |:(1 —r— y)p+n+m—k:| (S)
s=0
= Y G (B9 pEnm— k=5t 1) (<1) YT (1 g
s=0

olarak bulunur. Bu deger (4.1.8) de dikkate alinirsa,
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[(1 —r— y)p+n+m xa+n71yﬂ+mfl]

n

Zcmq’f (@+k) pr(B+s),, @+rn+m—k+1), (—1)"
=0 s=0

(p fndm—k—s+ 1), aTF Tyt (1 g —g)PTTRE (41.9)

elde edilir. Bu sonug (4.1.5) de gozoniinde bulundurulursa, A,,, (z,y) fonksiyonu

n

(a) ZCmC'ﬁ (a+k)pr(B+s), s+n+m—k+1),
k=0 s

—0
(p +n —k—s4+1), (~1) "2k (1 -z —y)" 7 (4.1.10)

A (7,y)

formuna indirgenir. Boylece goriiliir ki, (4.1.5) ile verilen A, (z,y) fonksiyonu x ve
y ye gore bir polinomdur. Bu polinomlar “Appell polinomlar1” olarak adlandirilirlar
(Appell and Kampe de Feriet 1926). Ayrica literatiirde bu polinomlara “iiggensel
polinomlar(triangular polynomials)” da denilmektedir. (4.1.5) formiilii ise bu poli-
nomlar igin “Rodrigues formiilii” adim alir. (4.1.10) formiilii gosterir ki, Appell
polinomlarimin zve y ye gore toplam derecesi (n+m) dir. Yine, bu polinomun
ayr1 ayrl x ve y ye gore dereceleri de (n+m) dir. Simdi de elde edilen (4.1.10)

polinomunun katsayilarini yeniden diizenleyelim.

ck = (n>: n! n(n—l)...?n_/wrl)

k k' (n —k)! k!
= D),
G = (7) =50 m),

p+n+m—-—k—s+1),(p+n+m—k+1),

= (p+n+m—-k—-—s+l)(p+n+m—-~k—s+2)...(p+n+m—k)
X(p+n+m—-k+1)(p+n+m—-~k+2)...(p+n+m)
= (p+nt+m—k—s+1),,

= (—n—m—-p+k+s—-1)(—n—m—-p+k+s—2)..(—p—n—m+k)
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X(—p—n—m+k—-1)(=p—n—m+k—2)...(—p—n—m) (—1)"*

= (=)™ (mn—m—p),,

esitlikleri saglanir. Bu esitlikler dikkate alimirsa, (4.1.10) formiiliindeki katsayilar

1
WC;’;LC’; (@4+k) ok (p+n+m—k+1), (p+n+m—k—s+1),

X (B4 8)py (1)
1 k—+s —-n —-m -n —m —
= m (=1 (=n);, (=m), ( Pits

< (@ +E) np(B+s), (4.1.11)

formuna indirgenir. (4.1.4) notasyonu kullamlirsa

(a+k)nr  (a+k)(a+k+1).. (a+n—1)
(a), B ala+1)..(a+n—1)
1 1

ala+l) .. (atk—1) (o),
esitligi gerceklenir. Benzer sekilde

B B

ifadesi de saglanmir. Elde edilen bu son iki esitlik (4.1.11) de kullamlirsa, (4.1.11)

ifadesi

(1) (=n), (—=m),
Els! (o)

( n—m-— p)k+s
(8)
4.1.10) da yerine yazilmasiyla, Appell polinomlari

= Bks (TL, m,p,a, ﬁ)

k
formuna indirgenir. Bu ac¢ilimin (

A 00) =323 Bua (0, ) by (1w — )™ (4119)

k=0 s=0

olarak elde edilir. (4.1.12) nin diizenlenmesiyle, bu polinomlar i¢in bir bagka egitlik

de

(1) () (), (nmm =,
o) = 22, IR

—r— y)nerfk:fs
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n

e e o () (=), (=1 = m = D)
= 1—-2z—y) ;; Kls! (o), (5), :

x y s
_ — 4.1.13
X(:L’er—l) x+y—1> ( )

olarak bulunur. Simdi de (4.1.5) Rodrigues formiiliinden yararlanarak Appell poli-

nomlarinin birkagini hesaplayalim. (4.1.5) de mve n ye degerler verilirse,

AOO (ZL', y) =1
_ xlfaylfﬁ 3 (1 o y)p+1
Ao (z,y) = (), (5)0 (1—z—y) oz [ R ]
= m[C‘C.Tafl(].—ﬂf—y)p-f—l_<p+1)<1_x_y>pxa}

B xl—ayl—ﬁ g (1 —r— y>p+l
AOl (-T, y) = (a>0 (ﬁ)l (1 —r— y)P ay [ ml—ay—ﬂ
yr -1 p+1 B p
_ ﬁ(l_m_y)p[ﬁy (I—z—y)" —(+1)y" Q1 -z —y)]
= 1—x—y—(p+1)%
pl-ayl=h o2 +2 o
A (e9) = o — s =g aeay (0]
_ (1+ﬁ_y)[aﬂ(1—x—y)—ﬁ(p+2)33—0é<p+2)3/]
=0+ 1) (p+ Dy

polinomlar elde edilir. Bu polinomlar (4.1.12) esitliginden yararlamlarak da buluna-

bilir. Appell polinomlarim asagidaki gibi tablo halinde gosterebiliriz.

Ao (m ) ?J)
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Ao (m, y) , Aot (xa y)
AQO (.f, y) ) All (.’E, y) ) AOQ (il?, y) (4114)

AnO (SE, y) aAn—l,l (l’, y) '“AOn (l’, y)

Her bir gruptaki Appell polinomlar1 ayni derecedendir. Ayrica (4.1.14) tablosunun
keyfi satirindaki biitiin polinomlar, her bir degiskenine gére ayni dereceden olup
toplamda da aym dereceye sahiptirler. Yine, (4.1.5) ile tammlanan bu polinomlar

monik degildirler.

Lemma 4.1.1. Diizgiin parcali bir I' egrisi ile sinirlanan basit irtibatli bir bolge
G olsun. f(z,y) ve F (x,y), G bolgesinde siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlar
olsunlar. F'(z,y) ve f (z,y) fonksiyonlarmdan herhangi biri i¢in fonksiyonun kendisi
ve (m + n)-yinci basamaktan son karma tiirevi harig diger biitiin tiirevleri I' egrisi

iizerinde sifir degerini aliyorsa, o taktirde

n+m
/ fxyﬁ F(xy)ddy
ox"oy™

=(-1)" (=)™ //F(az,y) wdxdy (4.1.15)

ox™oy™
a
esitligi gerceklenir.

Ispat: Lemmanin ispatini tiimevarim yontemini kullanarak gosterelim. (4.1.15)

esitliginin sol yaninda m = 0, n = 1 alinirsa

é f (29) Fa (2 ) dady = é Ir- / (t,9) Fy (1) de | dady

elde edilir. Burada

flty) = u
F,(t,y)dt = dv
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alarak bir kez kismi integrasyon uygulanir ve tiirevler icin Leibnitz teoremi kul-

lanilirsa,

ik [Zf@,w At dt] oy
_ //a% _f(t,y)F(t,y)io/mft(t,y)F(t,y)dt] dudy

Zo

L o

— //8 (z,y) F (z,y)] dedy — //fwmy (z,y)dzdy (4.1.16)

oldugu goriiliir. Green teoreminden

//a%[f(x,y)F(:v,y)]dxdyz/f(x,y)F(l’,y)d@/
e r

olup bu esitlik (4.1.16) da dikkate alinirsa,

J[ @) Fa o) dody
=// {/ftyﬂ(ty)dt]dxdy

- /f (z,y) F (z,y)dy — / fo (z,y) F (z,y) dedy (4.1.17)

elde edilir. I' egrisi tizerinde F'(z,y) = 0 (veya f(x,y) = 0) saglanirsa, (4.1.17)

é/f(x,y) by (z,y) dedy = —é/ fo (z,y) F (z,y) dzedy

formuna indirgenir. Boylelikle, (4.1.15) esitligi m = 0, n = 1 igin gergeklenir. Benzer

integrali

sekilde, (4.1.15) ifadesinin sol yaninda m = 1, n = 0 durumu igin bir kez kismi
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integrasyon alinir ve tiirevler i¢in Leibnitz teoremi uygulanirsa,

//f(:r,y)Fy(:r,y)dxdy = //% _/yf(m,t)ﬂ(x,t)dt] dxdy

LYo

_ //a% f(x,t)F(a:,t)|ZO—/yft (x,t)F(x,t)dt] dady
- /|5 o) P (029) iy

—// fy (@,y) F (2, y) dedy (4.1.18)
G
elde edilir. Green teoreminden

//%[f(x,y)F(x,y)]dﬂfdyz—/f(l“’y)F(x’y)d‘”

G

olup bu ifade (4.1.18) de gozoniinde tutulursa,

// f(@,y) Fy (2,y) dedy

= —/f(xay)F(z,y) dx — // fy (x,y) F (z,y) dedy (4.1.19)
T G

olarak bulunur. Burada I' egrisi iizerinde F'(z,y) = 0 (veya f(x,y) = 0) ifadesi

gerceklenirse
//f(x,y) Fy(z,y) dedy = —/ fy (z,y) F (z,y) dedy
a a

elde edilmis olur. Buise m = 1, n = 0 igin (4.1.15) in saglandigini gosterir. (4.1.15)

de n =2, m = 0 alinirsa esitligin sol yani,

/ / f (2,) Fra (3, ) dudy = / / f (5,9) (F.), (z,) dudy
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olup burada (4.1.17) egitligi kullanilirsa
//f(x,y) Fop (2, y) dzdy = /f(:r,y) Fy (z,y) dy—// fo (z,y) o (2,y) dedy
e T e

olarak bulunur. I' egrisi iizerinde F, (z,y) = 0 (veya f(x,y) = 0) saglanirsa bu
egitlik

[ £ @) e doty = = [[ 1. @0) P ) dedy

formuna indirgenir. Elde edilen bu ifadenin sag tarafina tekrar (4.1.17) esitligi uygu-

lanirsa
//f(m,y) Fyy (2,y) dedy = —/fx (z,y) F (z,y) dy+//fm (z,y) F (z,y) dzdy

esitligine ulagilir. ' egrisi iizerinde F' (x,y) = 0 (veya f, (z,y) = 0) gergeklenirse

n =2, m = 0ig¢in de (4.1.15) in saglandig1 goriiliir. Bu gekilde ardigik olarak (4.1.17)
ve (4.1.19) egitlikleri kullamlarak genellegtirmeler yapilirsa (4.1.15) ifadesinin sag-
landig1 kolaylikla goriiliir.

Teorem 4.1.1. {A,,, (z,y)} Appell polinomlar, (4.1.1) bolgesinde (4.1.2) agirhk
fonksiyonuna gore toplam dereceleri N < m + nolan her bir Py (z,y) polinomuna

ortogonaldir.

Ispat: (4.1.5) Rodrigues formiiliinden,

(PN (‘T:y) ) Anm (‘T:y))

= // h(z,y) Px (z,y) Aum (z,y) dzdy

xl—ayl—ﬁ gntm (1 —r— y)p+n+m
— //h (% y) Py (z,y) (O‘)n (/B)m (1—2z— y)p dandym [ plon—ayl-m—p dxdy
G
— 1 aner (1 —r— y)p+n+m
(@), (B),, é / P (@.y) Bzrdym | gl aylmd drdy (4.1.20)
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olarak yazilabilir. G’ bolgesinin siniri
''z=0,y=0,z+y=1
egrisi olup n > 1 i¢in (4.1.17) den

n-+m
//fxya j;(ffny)ddy

an 1+mF I‘ y an—1+mF (.I‘, y)
= 4.1.21

esitligi gerceklenir. Burada
F(z,y)= (1 —a -y et ly™o=t o f(z,y) = Py (2,y)

olmak {izere,

8n71+mF (m,y) _ n

m
«a s— n+m—k—s
amn—laym Z’T +k‘ B+ 1 o y)p-i- + (6 + S)mfs

k=0 s=0
X(p+n+m—s—k+1),(p+n+m—s+1),
(

X (@ +k+1) pptC5C% | (—1)FF

fonksiyonu @ > 0 ve p > —1 kosullar altinda = = 0 dogrusu ve x + y = 1 dogrusu
tizerinde sifir degerini alir. Diger yandan y ekseni iizerinde y = 0 oldugundan (4.1.21)

deki egrisel integral sifirdir. Benzer gekilde m > 1 igin (4.1.19) dan
n+mF
//f )° na(fnwd dy

R (o I
—/f(a:, T 1y / 11 09 =505 m( 1y)dxdy (4.1.22)

esitligi saglanir.
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m—s—1

an%»mle x,y LA oat+k— s n+m—k—s
D ) S AR
k=

p+n+m—k+1), (p+n+m—s—k+1),
X (a4 k) ok Coy O (=1)"

fonksiyonu # > 0 ve p > —1 kosullar1 altinda y = 0dogrusu ve x + y = 1 dogrusu
iizerinde sifir degerini alir. Diger taraftan x ekseni iizerinde x = 0 oldugundan
(4.1.22) deki egrisel integral sifir olur. Ardigik olarak (4.1.17) ve (4.1.19) formiilleri
uygulanirsa Lemma 4.1.1 in saglandig1 goriiliir. Boylelikle Lemma 4.1.1 den (4.1.20)
esitligi
(P Aun) = 0 ([0 Py o) iy
(@), B J, 079y

formuna indirgenir. Py (z,y) polinomu
2yt k+s<N

formunda monomialleri iceren bir polinom oldugundan k + s < n + m icin

aner

ox™oy™

PN<xvy)EO

gerceklenir. Boylelikle N < n + m igin

(Py, Am) =0 (4.1.23)

saglanir. O halde A, (z,y) polinomu diisiik dereceli her A (z,y) , k+s<n+m
polinomuna ortogonaldir. k + s = n + m durumunda (4.1.23) iin saglanmasi gerek-

mez. Yani, ayni dereceden Appell polinomlar: ortogonal olmak zorunda degildirler.
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4.2 1ki Degiskenli Appell Polinomlarmin Hipergeometrik Fonksiyonlar
Cinsinden Ifade Ediligleri

Bir degigkenli hipergeometrik fonksiyon,

(a,b; a; x) g k k‘ , Jzl <1 (4.2.1)
()
k=0

kuvvet serisinin toplami olarak tanimlanir.

Lemma 4.2.1. (4.2.1) hipergeometrik fonksiyonu igin

1

F(a,b;a;x) = 7
( ) 12

x
F (a —a,b; m) (4.2.2)

F(a,b;a;x):ﬁ]:< b xl)

Faba;z)=(1—2)"“"F(a—a,a—baz)
esitlikleri gerceklenir.

Ispat: Binom acilimindan

1-2)"=3"), % (4.2.3)

gergeklenir. (4.2.1) ve (4.2.3) den

(1—2) -1 e (@) k! (1 — )t
N — a_akbkb+kn_1kn+k
_ g;( )((aik( ) <k‘n)'
N — (a_a)k (b)n+k —1 ’ n+k
B ;kz::o Q) (k'n)'
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elde edilir. Burada n yerine n — k indis degistirmesi yapilip elde edilen ifadede

ozelligi kullanilirsa,

- _:(:l —nka—aklk_ "
D o e O
> [& —nka—aklk_ "

olarak bulunur. Elde edilen son esitlikte

F'(e)T'(c—a—10)
C(c—a)T(c—0)

F(a,b;c;1) = (Rainville 1965)

ozelliginden yararlanilirsa,

1
i (a—a,b;a;i) =
(1—x) x—1

=0
oo
-0 n

= (CL, b )

F(—n,a—a;a;1) (b)

3

olarak bulunur. Bu ise (4.2.2) nin gerceklendigini gosterir. Benzer sekilde, diger iki

esitligin de saglandig1 kolaylikla gosterilebilir.

QL DL — N\ (a)k (b) (C)k+5$ y
plbaemy ;; (@), (B),  Kls! el Iyl <1 (4.24)

egitligi ile tanimlanan iki degiskenli hipergeometrik fonksiyonunu ele alalim. a, b, ¢, o, 3

reel parametrelerini iceren bu fonksiyon “Hipergeometrik Appell fonksiyonu” olarak
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adlandirilir.

Lemma 4.2.2. (4.2.4) Appell fonksiyonlar: ile (4.2.1) hipergeometrik fonksiyonu

arasinda agagidaki bagimtilar gegerlidir.

Fy(a,b,c;a, By x,y) = i (E);?(Z),SF (a,c+ s;0;1)y° (4.2.5)
s=0 s

Fy (a,b,c;a, B;,y) = i (8'; (2’“17 (b,c+ k; B;y) a* (4.2.6)
K

ispat:

(pys = cle+1).(cts—=1)(c+s)..(cts+k—1)

= (o), (c+s)y

esitligi kullanilirsa (4.2.4) ifadesi

Fy(a,b,c;a, B;m,y) = Zz(a>k(b)s(<6)k+sx.y.s

formuna indirgenir. Benzer sekilde (4.2.4) de

(pss = cle+1)(ctbk—=1)(ct+k)..(ctk+s—1)
= (O (c+k),

esitligi dikkate alinirsa

Fy(a,b,c;o, B2,y) = Zz(a)k o <c>k+sxk.y.




F(b,c+k;B;y) 2"

(@) (o)

(a)k k!

k=0

elde edilir. Boylelikle lemma ispatlanmis olur.

Lemma 4.2.3. (4.2.4) Appell hipergeometrik fonksiyonu igin

1 T
Fy(a,b,c;0, B2,y) = m& (a—a,bﬂ;aaﬁ;m, 1358)

1 x
Fy(a,b,cia, B, y) = WFz (a,ﬁ —b,c;a, 3 Ty’ y—31>

F2 (a,b,c;a,ﬁ;x,y)

1

T Y
(1_1'_3/)6 Q(Q aaﬁ ’C’a’ﬁ7$+y—1,$+y—1)

esitlikleri saglanir.

Ispat: (4.2.2) ve (4.2.5) den

—~

b), (),

F(a,c+ s;052)y°

FQ(a,b,c;a,ﬁ;x,y) = Z

= (). (c 1 x
- Z()S(>S )C+SF<a—a,c+s;a;—

r—1

s=—0 (6 58! (l—l‘

(4.2.7)

(4.2.8)

(4.2.9)

>ys

e _195)2 (E);)(Z)'F (O‘_a’c“?“; xi)

1
- F2<a—a,b,c;a,6;i / >
T

r—1"1—2x

olarak elde edilir ki bu ise (4.2.7) yi gergekler. Benzer sekilde (4.2.2) ve

—
S
~—
=
—
2}
~—
=

Fy(a,bca Biz,y) = Y

()

(4.2.6) dan

k=0 (O‘ k! (1—y)c+k 1
_ 1 - (@), (0)y btk g Y
S Wl CRLE )



1 T Y
= cF a,ﬁ—b,c;a,ﬁ; 9 >
(1-y) 2( l—y'y—1

olup (4.2.8) saglanir. (4.2.7) esitliginin sag tarafindaki hipergeometrik fonksiyona
(4.2.8) esitligi uygulanirsa

F2(a/_aab7c;a/7ﬁ;— Y >

x
r—1"1—x

(1—2) x y
=— ‘- F — —b.c: .
(1_m_y)c 2 | & aaﬁ aczaaﬁvx_i_y_lvx_’_y_l

olarak bulunur. Elde edilen bu esitlik (4.2.7) nin sag yaninda gozoniinde tutulursa,

1 T
Fz(a,b,c;a,ﬁ;:r,y) = (]_—I‘)CFZ(a_ajb,c;a,ﬁ;m,lgd})
1 T Y
- — —  _PBa-apB-bcap
(1_x_y)c 2(a CL,ﬁ 7C,a76’$+y—17$+y—1>

gergeklenir. Boylelikle (4.2.9) un da saglandigr goriiliir.

Teorem 4.2.1. A, (z,y; o, 3,7) Appell polinomlari, iki degiskenli hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

Anm (.’E, y) = Anm (377 y; Q, 677)

= 1=-z2—-WV"FE | =n.—m.—n—m —p: )
(1—2z—y) 2( n,—m,—n—m p’a’ﬁ’x%—y—l’x—l—y—l)

acilimina sahiptir.

Ispat: (4.2.9) da a — a —a, b — 8 — b indis degistirmesi yapilirsa,

F2(a_a76_bac;aaﬁ;x>y)

1

T Y
=—F b, c; ; 4.2.10
(1_x_y)c 2(&, ’C’a’ﬁ7$+y—17l‘+y—1> ( )

olarak bulunur. (4.2.4) Appell hipergeometrik fonksiyonunda

a=-nb=—-m,c=-n—m-—p (4.2.11)
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alinirsa

F2 (—TL, —m, —n—m—p;a,ﬁ;x,y)

Sty
GREY Fls!
olur. m ve n negatif olmayan tamsayilar olmak tizere
(—n), = 0, k>n
(—m), = 0, s>m
esitlikleri gerceklenir. Dolayisiyla (4.2.12) ifadesi
F2 (—TL, —-m,—n—m _p7a7ﬁ7x>y>
(@), (), Fls!

formuna indirgenir. (4.2.11) kosullar1 altinda, (4.2.10) nun sag yanidaki hipergeo-

metrik fonksiyona (4.2.13) formiilii uygulanirsa

L Y
E-n—m,—n—m-—np: )
2( o p’a’ﬁ’x+y—1’x+y—1>
n m f .
=22 (=) (Zm)y (n—m =Py, (@ y (4.2.14)
k=0 s=0 (a)k (ﬁ)s k's! r+1y— 1 T+y— 1

olarak elde edilir. (4.1.13) ve (4.2.14) esitlikleri kiyaslanirsa,

Anm (.’E, y) = Anm (377 y; Q, 677)

= 1=-z2—-V"FE(=n.—m.—n—m —p: )
(1—2z—y) 2( n,—m,—n—m p’a’ﬁ’x%—y—l’x—l—y—l)
(4.2.15)

oldugu goriiliir ki bu da teoremi ispatlar. Bu ifadenin sag yanindaki hipergeometrik

fonksiyona (4.2.10) formiilii uygulanirsa
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Apm (2,95 04, 5,7)

=(l-r—y) " EK(a+tnB+m,—n—m-—pa,B;z,y) (4.2.16)

esitligine ulagilir. Boylelikle, elde edilen son iki formiil yardimiyla, Appell poli-
nomlarimin iki degiskenli hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilecegi

gosterilmis olur.

4.3 Appell Polinomlarimin Sagladigi Diferensiyel Denklem

Bir degiskenli

k
(a,b; a; x) Z (o), k' , zl <1
k=0
hipergeometrik fonksiyonu
(1- )d2—u+[ —(a+b+1) ]@— bu =0
x z) 5 tla—(a z| o~ —abu=

denklemini saglar. O halde (4.2.5) deki F' (a, ¢ + s; «; x) fonksiyonu da

z(1—2)F" (a,c+s;050) +[a— (a+c+s+1)z] F (a,c+ s;a;7)
—a(c+s)F(a,c+s;0;x) =0

denklemini gercekler. Bu denklemde herbir terim

ile carpilip s tizerinden 0 dan co a kadar toplam alinirsa

Z? (), F' (a,c+ s;0;7) y°

l
s=0 SS
oo b /
—l—zo (8) 3(28 —(at+c+s+1)a]F (a,c+s052)y°

—az (b)S(C)'s (c+s)F(a,c+s;a;x)y* =0
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elde edilir. Buradan bu esitlik

oo b ¢ / -~ D (e
z(1-2) ; (gs)s(s)l (a,c+ s;a5m) y° — GC;%F(OL,C%—&&;@")@/S

ng E) S(CSF a,c+ s;a;x) sy +Zf§)—£25[0¢—(a+c+1)x]F’(a,c+s;a;x)y8

az s SF (a,c+ s;a;x) sy* =0

s=0

olarak yazilabilir. Bu ifade diizenlenirse,

= (b o — (b :
1—5132 (b), (©), (a,c+ s;a;2) y* — xyZMF(a,c+s;a;x)sys_l

5= <ﬁ)38' s=0 (ﬁ)ss'
o0 b , o0 b
+; &3525 a—(a+c+ 1)zl F (a,c+ s;o;x) y*— ac; ) fz)‘SF (a,c+ s;o;x) y°
Z ), SF (a,c+s;a;2) sy* 1 =0
=0 S !

esitligine ulagihr. Burada (4.2.5) esitliginin dikkate alinmasiyla,

0? 0?
(1 o .CI?) WF2 (a>b> & a,ﬁ,x,y) - xyaxay

F2 (a,b,c;a,ﬁ;x,y)

fla—(ateti)a 2

0
F ca, B x,y) — ay—F, La, B
81‘ 2(aabvcaa7ﬂ7m7y> ayay 2(a,b,c,a,ﬁ,m,y)

—CLCF2 (a7b7 G Oé,ﬁ;ﬂ?,y) = O

diferensiyel denklemi elde edilir. Diger yandan (4.2.6) daki F (b, c + k; §;y) fonksi-

yonu da

y(L—y) F (bc+k;Biy) +[B—(b+c+k+ 1)y F (bc+k; Biy)
—b(c+k)F (byc+k;B;y) =0

denklemini gercekleyeceginden, benzer iglemler uygulanip (4.2.6) esitligi gozoniinde

tutulursa

02 02
y(1— )WFQ(CL b, c;, B;2,Y) =Y

F2 (avb7c;a7ﬁ;xay)

69



0 0
- 1) y| =—F: ; : — bx—F . .
+[ﬁ (b—l—C—l— )y] ay Q(G,b,c,a,ﬁ,x,y) bxax g(a,b,c,a,ﬁ,x,y)
—bcF; (a, b, c;a, 05 2,y) =0

denklemine ulagihir. Boylelikle v = F; (a, b, ¢; o, §; x, y) Appell hipergeometrik fonksi-

yonunun sagladigi

0%v 0%v Ov Ov
P00 g~ Wy I T et e Dl mavg, e = 0
9% 0% ov ov
1 _ 22U - 1) ] 22 — bres —bev =
y(1—y) o~ Yoz +[B—(b+c+1)y 3 b — bev 0

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu iki denklem taraf tarafa toplanirsa,

0% 0*v 0*v v
x(l—x)w—2xym+y(l—y)a—y2+[a—(a+b+c+1)x]%

+[ﬁ—(a+b+c+1)y]g—2—c(a+b)v:0 (43.1)
denklemine ulagilir. Buradan (4.2.16) daki
w=F(a+nB+m-—n-—m-pa/pBzy) =(1-z-y) Awm(zya/b7)
fonksiyonu da (4.3.1) den

2 2 2
0“w 5 0“w ] o0“w

y2

—l—[oz—(oz—l—ﬁ—p%—l)x]g—qi

S
—
|
=
o
[\
|
g
<
o
g
S8
+
NS
|
N
2

+[B-(a+B—p+1)yl——(—n—-—m—-—p)(a+B8+m+n)w=0 (4.3.2)

denklemini gercekler. p = v — a — ( kosulu altinda,

w = (]. _x_y)pAnm (ﬂ%%aaﬁﬁ)

fonksiyonu ve tiirevleri (4.3.2) denkleminde yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapihirsa,
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0? 0?
z (1 - .CI?) @Anm (ZL', Y; 047577) - Qxyaf—ﬁyAnm (:U>y; Oé,ﬁ, 7)

82

0

+[8—(v+1)y] %Anm(m,y;a,ﬁ,7)+(m+n) (m+n+7) A (2,950, 8,7) =0

denklemine ulagilir. Burada
(m+n)(m+n+v) = A (4.3.3)

notasyonu kullanmlirsa, A, (x, y; «, 3,7) Appell polinomlarimin sagladig: diferensiyel

denklem
a2u 82’& 821], au
x(x—l)@%—%yaxay—ky(y—1)?—#[(’7—1-1):6—04]%
ou
+[(y+ 1)y —p 2y~ mnt (4.3.4)

formuna indirgenir. Bu denklem, (4.3.3) ile verilen \,,,, 6zdegerine karsilik (n +m + 1)
tane lineer bagimsiz 6zfonksiyona sahiptir. Bu durum besinci boéliimde ayrica ele

alinacaktir.

4.4 Appell Diferensiyel Denkleminin Ozfonksiyonlarimin Ortogonalligi

u(z,y) ve v (z,y) fonksiyonlar:, (4.3.4) Appell diferensiyel denkleminin A, ve Ay,

farkli 6zdegerlerine karsilik gelen ¢zfonksiyonlar: olsunlar. Yani,

x(m—l)um+2xyuxy+y(y—1)uyy+[(7+1)x—a]ux
+[(v+ 1)y — Bluy = Appu

(4.4.1)

T (2 — 1) Uge + 22Yvay +y (Y — D vy + (v + 1) 2 — o] v,
+[(v+ 1)y = Bluy = Apgv

(4.4.2)

denklemleri gergeklensin. Burada (4.4.1) denklemi v ile (4.4.2) denklemi de w ile
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carpilip bu iki denklem taraf tarafa cikarilirsa,

T (2 — 1) (Vugy — UVzs) + 22y (VUgy — Uy) + Y (y — 1) (Viy, — uvy,)
+(v+ Dz —af (vuy —uve) + [(v + 1)y — 8] (vuy — uvy)
= (Amn = Apg) uv

bulunur. Bu denklem
G={(z,y)=2>0,y>0,z+y <1}
bolgesinde
hzy) =2y (1—z—y) ™" ;a>0,>0,y—a—fF>-1
agirlik fonsiyonuna gore terim terim integre edilirse,
// h(z,y)x (z —1) (Vige — UV ) dxdy + 2 // h(z,y) xy (Vugy — uvyy) dedy
a a
+ // h(z,y)y (y—1) (vuy, — uvy,) dedy
a
+ [ [ e 0+ D = ] (o, — ww,) dody
a
+ [ [ 1w (4 Dy = B (v, — uv,) dody
a

= (Amn — Apg) //h(x,y) wvdzdy (4.4.3)

G

elde edilir.
'iz=0,y=0,z+y=1

G bolgesinin siir1 olmak iizere, (4.1.17) den
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[ nwa e =1) @ = ) dey

/h (z,y) z (z — 1) vugdedy — // h(z,y)x (z — 1) uvgdzxdy

h(z,y)z(x—1)vu,dy — // ux% [h(x,y) x(x —1)v]dzedy

— i —

/hmy x—l)uvxdy—l—//vxa h(z,y) z (z — 1) u] dady

(4.4.4)
esitligi saglanir. Benzer gekilde (4.1.19) formiilii kullanilarak,
// h(z,y) 2y (Vigy — uvyy) dedy
G
= //h T, Y) TYvUg drdy — //h T, Y) TYuvdrdy
G
= /h(x Y) zyvudr — // uz— [h (z,y) zyv] dedy
T
+/h(m,y) ryuvdr + // vma—y [k (x,y) zyu] dzdy (4.4.5)
T G

elde edilir.
hzy)z(z—1) =2y (@—1)(1—z—y) "

fonsiyonu o > 0 kosulu altinda x = 0 koordinat ekseni iizerinde sifir ve y = 0
koordinat ekseni iizerinde de dy = 0 oldugundan (4.4.4) deki egrisel integraller x ve
y koordinat eksenleri {izerinde sifirdir. Benzer sekilde

h(z,y)zy =2y’ (1 -z —y) ™7
fonksiyonu da o > 0 ve § > 0 kosulu altinda, x = 0 ve y = 0 koordinat eksenleri iize-

rinde sifir olup (4.4.5) deki egrisel integraller de x ve y koordinat eksenleri boyunca

sifirdir. T sinir egrisi iizerinde = + y = 1 dogrusunu L ile gosterirsek, L dogrusu
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tizerinde (4.4.4) deki egrisel integraller

{h(:c,y):r (x — 1) vu.dy = {h (z,y) z (—y) vued (1 — ) = [ h(z,y) zyvu.de

L
Jh(@y)z(@—1)wady = [h(z,y)z(—y)uved (1 —z) = [ h(z,y) zyuvede
L L L
(4.4.6)
formuna doniigiir. (4.4.6) ifadesi gozoniinde tutularak (4.4.4) ve (4.4.5) taraf tarafa

toplanirsa,

// h(z,y)x(z — 1) (Vige — UV ) dxdy + // h(z,y) xy (Vugy — uvyy) dedy

//vma (2.9) 7 (2 — 1) u] dady — //uxa 2 (2 — 1) v] dady
—i—// vx% [h(x,y) zyu] dedy — // um(,% [h(x,y) zyv] dzdy (4.4.7)

elde edilir. Benzer sekilde, (4.1.17) den

// h(z,y) xy (Vg — wvyy) dzdy
G

/ h(z,y) zyvuydrdy — / / z,Y) TYuvydrdy
G

h(z,y) zyvu,dy — // uya—x (b (z,y) zyv] dedy

S— S —

/h z,y) ryuvydy + // vya [k (x,y) zyu] dedy (4.4.8)
T

gergeklenir. (4.1.19) formiiliinden de

/ / B (2, ) y (g — 1) (vuyy — uvy,) dedy
// h(z,9) y (y — 1) vuyydedy — // h(2,9) y (y — 1) uvy,dady

G
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—/h(x,y)y(y—1)vuydx—//uy(%[h(x,y)y(y—1)v]dxdy

-I—F/h(x,y)y (y — 1) uvydx + é/ vy% [h(z,y)y (y — 1) u] dedy (4.4.9)

esitligi saglanir. Burada (4.4.8) ve (4.4.9) daki egrisel integraller x = 0 ve y = 0

koordinat eksenleri iizerinde sifirdir ve

L:z+y=1
dogrusu {izerinde de
{h(m,y)y(y—l)uvydx—fhxy y (—x) uvyd ( {hxyxyuvydy
th(x,y)y(y—l)vuydx—fhxy y (—x) vuyd ( {hmymyvuydy

(4.4.10)
ifadeleri gerceklenir. (4.4.10) esitlikleri dikkate alinarak, (4.4.8) ve (4.4.9) integralleri

taraf tarafa toplanirsa,

// h(z,y)xy (Vg — uvy,) dedy + // h(z,y)y(y—1) (vuy, — uvy,) drdy

// vya (x,y) xyu| dedy — // uya (z,y) zyv] dzdy
//vy8 (x,y)y (y — 1) u] dedy

- / [ 0 9) = 1)) dody (4.4.11)
e
elde edilir. (4.4.7) ve (4.4.11) esitlikleri (4.4.3) denkleminde gozoniinde tutulursa,

J[ g )@ = Dl = e ) (@ = 03]+ vy ) el
G

9 0 9
ey [ (@, y) wyo] + vz (A (@, y) zyu] —uyz (A (2, y) 2yo]

fy 5 )y (= D) = g (e (v = 1))
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+ouzgh (z,9) [(v+ 1) 2 — ] —uvh (2, y) [(v+ 1) x — ]
+’Uuyh( [(v+ 1)y —B] —uvyh(z,y) [(v+ 1)y — Bl }dzdy
= (Amn — Apg // z,y) uvdzdy (4.4.12)

egitligi saglanir. Bu esitligin sol tarafinda gerekli diizenlemeler yapilirsa sadece
Vg, UVg, Vily, UVy
carpanlarina bagh ifadeler kargimiza ¢ikar.
hizy) =2y (1—z—y)"

agirlik fonksiyonunun acik ifadesi gozoniinde tutulursa bu ¢arpanlarin katsayilariin

sifira denk oldugu kolayca goriilebilir. Boylece (4.4.12) egitligi
(Amn = Apg) // h(z,y)u(z,y)v(z,y)dedy =0
G
formuna indirgenir. A, ve Ay, farkh 6zdegerler oldugundan,

é/h(m’y)u(x7y)v($,y)dxdy:()

esitligi saglanir. Boylelikle, Appell denkleminin farkli 6zdegerlerine karsilik gelen
vzfonksiyonlarinin G bolgesinde h (z, y) agirhik fonksiyonuna gore ortogonal olduklar:

gosterilmis olur.
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5. BIR BOLGEDE ORTOGONAL POLINOMLAR ICIN KABUL
EDILEBILIiR KISMI DIFERENSIYEL DENKLEMLER

5.1 Keyfi Basamaktan Kabul Edilebilir Diferensiyel Denklemler

Tanim 5.1.1.

Q1o (%?J)a Qu (957?4>
Qa2 (7,Y), Qa1 (z,y), Q22 (z,y)
(5.1.1)

QNO (%y) ) QNl (%y) ) ey QNN (%Z/)

polinom sistemini ele alalim. Bu polinom sistemine bagli olarak N-yinci basamaktan

lineer kismi diferensiyel operatorii

N m
Dy[u] =) ) QuiDy*Diu (5.1.2)

m=1 k=0

olsun. Buna uygun kismi diferensiyel denklem

0 0
D =—, Dy=—
1 al' ) 2 ay
gosterimi altinda
N m
Dyful = QuiDy *Diu = Mu (5.1.3)
m=1 k=0

olarak tamimlansin.

Tamim 5.1.2. Asagidaki kosullar saglanacak sekilde

A0, AL, Ay e

sayllariin bir dizisi varsa, (5.1.3) denklemine “Kabul Edilebilir Kismi Diferensiyel

Denklem” adi verilir (Krall and Sheffer 1967).
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i. Her bir n icin

Dy [u] = \u

denklemi, z ve y degiskenlerine gore toplamda n-yinci dereceden (n + 1) tane lineer

bagimsiz

(I)TLO (il?,y), P, (xay)a -~-7(I)nn (x,y) (514)

polinom ¢oziimlerine sahip olmalidir. Burada (5.1.4) polinom sistemindeki polinom-

larin ikinci indisi, y nin derecesini degil, bu sistemdeki polinomlarin sayisin gosterir.

ii. Derecesi n den kiigiik olan polinom coziimlerinin kiimesinde agikar olmayan

¢oziimler yoktur.

Sabit bir n igin, (5.1.3) denklemini saglayan n-yinci dereceden (n + 1) tane lineer
bagimsiz polinom ¢oziimlerin olusturdugu polinomlarin uzayimi V,, ile gosterelim.
u = 0 ¢oziimii de (5.1.3) denklemini saglayacagindan, V,, uzay: sifir ¢6ziimiinii de

icine alir. Burada V;,, (n 4+ 1) boyutlu bir vektor uzayidir.

Tanim 5.1.3. (5.1.3) denkleminde agikar olmayan ¢oziimler veren A, sayilarina
(5.1.3) denkleminin 6zdegerleri, A, sayilarina kargilik gelen ¢oziimlere de bu denk-

lemin 6zfonksiyonlar1 adi verilir.

Lemma 5.1.1. (5.1.3) denklemi kabul edilebilir bir denklem ise,
=0, An #A\n (Mm#n)

saglanir.

Ispat: (5.1.3) denklemi kabul edilebilir bir denklem oldugundan, A = ) icin sifirdan
farkh w = k (ksabit) ¢6ziimiine sahiptir. Bu ¢oziim (5.1.3) denklemini saglaya-

cagindan

Mok =0
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elde edilir. Burada k # 0 oldugundan \g = 0 olmak zorundadir. Diger yandan

ifadesinin saglandigin1 gostermek icin
A = A, m>n
oldugunu kabul edelim. Bu durumda

DNq)nk (l', y) = A’mq)nk: (ili', y)

gergeklenir. m > n oldugundan Tamim 5.1.2 den @, (z,y) = 0 olmahdir. Bu da
A = )\, i¢in denklemin n-yinci dereceden polinom ¢oziimlere sahip olmasiyla celigir.

Dolayisiyla
A F Ay, m#Nn

olmalidir.

Teorem 5.1.1. (5.1.3) denklemi kabul edilebilir bir denklem ise, (5.1.1) sistemindeki

her Qi (z,y) polinomunun derecesi m yi asamaz.
Ispat: A\ = )\, icin (5.1.3) denkleminin
B’ﬂo (xay)7 Bnl (Iay)w"aBn?‘b (Iay) (515)

lineer bagimsiz ¢oziimleri, V,, uzaymin bir bazimi olugtursun. (5.1.5) sistemindeki

her polinom
Bys (z,y) = Zaspx”_pyp + R,fln_’sl) (r,y) , s=0,1,...,n (5.1.6)
p=0

(n,s)

a¢ihmina sahiptir. Burada R,7 (x,y),derecesi (n — 1) —i ge¢meyen bir polinom-
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dur. (5.1.5) sistemindeki polinomlar lineer bagimsiz olduklarindan

Qpo Qo1+ Aon
1o @11 - Aip

A, = 7£ 0 (5.1.7)
Ano An1 - Qpp

olmahdir. Kabul edelim ki A4, = 0 olsun. Buradan her B, (x,y) polinomu icin,
(5.1.6) daki n-yinci dereceden monomiallerin toplami lineer bagimh olur. Bu du-
rumda (5.1.5) polinomlarinin &yle bir kombinasyonu bulunabilir ki, bu polinom hem
(5.1.3) denklemini saglar hem de derecesi (n — 1)-i ge¢emez. Bu ise (5.1.3) denkle-
minin kabul edilebilir bir denklem olmasiyla geligir. Dolayisiyla A,, # 0 olmalidir.

Simdi de bu kosul altinda, V,, uzaymin

Wno (ZL', y) y Wn1 (117, y) y o0y Wnn (ZE,Z/) (518)

monik bir bazina sahip olabilecegini gosterelim. Bunu gostermek icin,
chkasm =0km ; m=0,1,...,n (5.1.9)
s=0

sistemini ele alalim. A,, # 0 oldugundan bu sistemin katsayilar determinant1 olan
AL da sifirdan farkl olmalidir. Dolayisiyla herhangi bir k icin, bu sistem tek bir
{csk} ¢oziimiine sahiptir. Buradan, (5.1.5) polinomlari ve {cg} sayilar1 yardimiyla

elde edilen
Z Csans (117, y)
s=0

polinomu, (5.1.3) denklemini gergekler. (5.1.6) ve (5.1.9) dan bu polinom

+ RN (2,y)

Z Csans (':Ea ?J) - Z Csk [Z aspl,n—pyp
s=0 s=0 p=0

n n
=2 [Z ] Y+ R ()

p=0 | s=0
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olarak elde edilir.

Wnk = Z Csans (:'E7 y)
s=0

ile gosterilirse, (5.1.3) denklemini saglayan
M(zy) ; k=01,...n (5.1.10)
formunda monik polinomlar elde edilir. Buradan

wnO (.’E, Z/) anl (Q?, y) ey wﬂn (‘rE? y)

lineer bagimsiz polinomlari V,, uzayinin bir monik bazini olugturur. Simdi de tiimevarim
yonteminden yararlanarak, Q.. (z,y) polinomunun derecesinin m yi agsamayacagini
gosterelim. n =1 i¢in (5.1.8) sistemi
1,0
wio (z,y) = ZE+C(() )
wi (z,y) = y+ C(()Ll)
polinomlarindan olugur. Bu polinomlar n = 1 durumunda (5.1.3) denklemini saglayaca-

gindan

kaDinkalggwlo (z,y) = Mw(z,9)

M= 11
s I1M:

kaDin_leggwn (z,y) = Mwy (z,9)

3
I
=
I

0

gerceklenir. Burada m > 2 icin tiirevler sifir olacagindan yukaridaki egitlikler

1
ZQlkD%_kDéwlo (z,y) = Mwipo(z,y)
k=0
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1

Y QuDi *Diwi (z,y) = Mwn (z,y)
k=0

formuna indirgenir. Buradan

QlO (.T, y) = )\1w10 (fl:, ’y) = )\1 (:C + c(()170)>

(5.1.11)
Qui (7, y) = Mwyy (z,y) = A <y n C(()1,1)>

olarak elde edilir. Bu ise gosterir ki, m = 1 igin Q1o (z, y) ve Q11 (z, y) polinomlarimin

derecesi 1 i asamaz. Simdi de m = 2 durumunu ele alalm. n = 2 i¢in (5.1.8) sistemi

wy (z,y) = 2>+ R (z,y)
’LU21 (Q?, y) - .’Ey + R?vl) (Q?, y)

Wa2 (.CI?, y) = y2 + R§272) (.CI?, y)

polinomlarindan olugur. Bu polinomlar (5.1.3) denkleminde yerine yazilarak, m > 3

icin karma tiirevlerin sifir oldugu gézoniinde tutulursa,

2 m
Z Z kaDT_lezngo (z,y) = Xwqp (z,y)
m=1 k=0

2 m
Z Z Qui DT *Djway (2,y) = Agwa (2,9)
m=1 k=0

2 m
Z Z Qui DT Djwas (2,y) = Agwas (2,9)
m=1 k=0

elde edilir. Burada wsg, wy; ve was polinomlariin acik ifadeleri yerine yazilirsa

2Q20 + (QroD1wsg + Q1 Daway) = Aqwa
Q21 + (QuoD1war + QuuDowa1) = Agway (5.1.12)

2@22 + (Q10D1w22 + Q11D2w22) = AWy

esitlikleri bulunur. (5.1.11) ifadeleri (5.1.12) de dikkate alinirsa, Q2, @21 ve Qa2
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polinomlariin derecelerinin 2 yi asamayacag kolaylikla goriiliir. Simdi de
m <n—1 (n<N) icin teoremin saglandigin1 kabul edelim ve m = n igin gercek-

lendigini gosterelim. (5.1.8) sisteminden

wno (2,y) = 2"+ R (2,9)

Wn1 (I’,y) = y+Rn1) (.Clj,y)

Won (2,9) = y" + RV (2,9)

polinomlari, (5.1.3) denklemini gergekleyeceginden

m—k
kaD D2wn0 = )\nwn()

-
e

Q k:Dm kDanl = )\nwnl

NE

3
I
-
=
I
o

m—k
kaD D2wns = )\nwns

WE
NE

3
[
A
=
l
o

WE

ZkaDm kDann = )\nwnn

m
k=0

3
ﬂ.

esitlikleri saglanir. m > n icin yukaridaki karma tiirevler sifir olacagindan, bu

esitlikler

Z Z kaDInikDgwn() = )\nwn[)

m=1 k=0

Z Z kaD;nikDIQCwnl = )\nwnl

m=1 k=0

zn: in: kaDgnkaI;wns = ApWns

m=1 k=0
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n

m
m—k Mk
§ kaDl Dann = )\nwnn

m=1 k=0

formuna indirgenir. Bu esitliklerde m = n durumu agik olarak yazilirsa,

n—1 m

n‘QnO + Z kaDgn_kD];wnO - )\nwno
m=1 k=0
n—1 m

(n - 1)‘Qn1 + Z kaDgn_kD];wnl - )\nwnl
m=1 k=0

(5.1.13)

n—1 m

n—s)!s!Qns + me DT EDEw,s = AW

(n—s) 1" D5

m=1 k=0

i
L

NE

—k Nk

3
I
b
Il

0

elde edilir. Hipotezimiz geregi m < n—1 igin @, lerin derecesi m yi asamayacagin-

dan, (5.1.13) sistemindeki

{Qnp(z,y)} 3 p=0,1,...,n

polinomlarinin derecesi de n yi gecemez. Bu da teoremi ispatlar.

Teorem 5.1.2. (5.1.3) denkleminin kabul edilebilir bir denklem olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul,

. n— n,k
(ZZZ) an (iE’, y) = Crkz:anm kyk + Rgz—l) (.CI?, y)

egitliklerinin saglanmasidir. Burada aq, as, ..., ay ler keyfi olup bunlardan en az biri

sifirdan farkhidir ve (ii)de n > N igin a, = 0 dir (Krall and Sheffer 1967).
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Ispat: (=) (5.1.3) denklemi kabul edilebilir bir denklem olsun. Lemma 5.1.1 den
(1) saglanir. (7i) ve (7ii) nin saglandigim gostermek i¢in de tiimevarim yontemini

kullanalim. n = 1 i¢in (5.1.11) den

Q1o (z,y) = Mx + ayo
Qu (z,y) = My +an

esitlikleri vardir ve bu polinomlar i¢in (iz) ve (i7i) formiilleri gergeklenir. Simdi de
(1) ve (2ii) formiillerinin 1,2,....n — 1 (n < N)i¢in saglandigini kabul edelim ve n
icin gergeklendigini gosterelim. Qs (z,y) polinomu

n p

Qns (z,9) Za (5.1.14)

p=0 ¢=0
agilimina sahip olsun. A = \,, igin w,,s ¢oziimleri (5.1.3) denklemini saglayacagindan,
bu polinom ¢oziimler (5.1.3) de yerine yazilir ve m > n (n < N) i¢in karma tiirevlerin

sifir oldugu gézoniinde tutulursa,

N m
Z Z kaDm kD2wns

m=1 k=0

n m
n—k Mk m—k Mk
= ZanDl Dywps + ZkaDl Dywh,
k=0 m=1 k=0
- /\nwns

= (2 4 R (2,) (5.1.15)

oldugu goriiliir. Bu esitlikte m = 1,2, ...,n — 1igin (¢74) agilimi kullanilirsa

N m n
> QuiDy Dkwas = > QueDi DS (2" + R (2,))
m=1 k=0 k=0
n—1 m
30D [Chama™ Myt + RO (@) DPEDS (a7 y* + R (2,y)
m=1 k=0
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m=1 k=0
= sl(n—35)Qns
n—1 m
+Y Y [Cﬁamxm bk 4+ RO (x, )} Dy '“D'“( "oyt 4 R (ﬂf,y))
m=1 k=0
~ 2, (;g”—sys + R™) (z, y)> (5.1.16)

elde edilir. Burada (5.1.14) deki @, polinomunun agik ifadesi yerine yazihir ve n-

yinci dereceden " *y® monomialleri kiyaslanirsa,

s! (TL — S)'CL xSy 4 nil i Cka (n — S)!S! 258
. et Y iz Tt (n—s—m+ k) (s—k) Y
— )\nxn—sys
oldugu goriiliir. O taktirde
— §)lg!
An — 8)lan, e (n = s)'s! 5.1.17
(n = s)la +mzla Z (n—s—m+k)(s—k)! ( )
olarak elde edilir. Burada
~ & (n — s)ls! n!
= 1.1
Y O T T G TR ) (5.1.18)
oldugundan (5.1.17) ifadesi
n—1 a
>\n = sl (n — S)!ans + n'mZ::l m
formuna indirgenir. Ilk terim s den bagimsiz oldugundan
ans = Cray, (5.1.19)

notasyonu kullanilirsa
n—1

a
A, = nla,, +n! E =)l
m=1
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olup buradan
- a
A, =l S0
" mz_:l (n—m)!

elde edilir. Bu ise (ii) nin gergeklendigini gosterir. (5.1.16) da Qs in agik ifadesi

yerine yazilip n-yinci dereceden tiim monomialler kiyaslanirsa,

Qe (19) = 303 a2y

p=0 ¢=0

polinomunda

=0, q#s

Qngq

oldugu goriiliir. O halde @, polinomu
Qs () = anea™"y" + R\
formunda olmalidir. Burada (5.1.19) esitligi dikkate alinirsa
Qns (2,y) = Crana™ "y’ + R

olarak elde edilir ki, bu da (i74) nin saglandigim gosterir. Eger n > N ise (5.1.16)

dan

N m
Z Z kaDm kDans

=0

3
,U.
>~

N m
= 33 [Chawam 4 B (w,9)] DPRDE (a7 + R (2,))

m=1 k=0

= (o + B (0.)

olur. Burada (5.1.14)deki Qs polinomunun agik ifadesi yerine yazilir ve n-yinci

dereceden x"*y® monomialleri kiyaslanirsa,
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esitliginden

N
Am
Mo=nld o

m=1

oldugu goriiliir. Boylelikle (ii) ve (zii) esitliklerinin de saglandigr gosterilmis olur.

(<) Kabul edelim ki (i), (i7) ve (iii) esitlikleri saglansin. Keyfi katsayil
P
Bus (z,y) =) > Alslgr=ays

polinomunu ele alalim. (7i7) esitligi gézoniinde bulundurularak, bu polinom (5.1.3)

denkleminde yerine yazilirsa,

m n p
m— m, k n,s m— —
= Z [C’,ﬁamx Pk R,(n 1 ] ZAz(vq’ ) Dk Dk gpaya
m=1 k=0 p=0 ¢q=0
n p
= 3y
p=0 ¢=0

p=0 ¢g=0 \m=1 k=0
" A (p — g)lg! e
(p—q—m+k)(q—F)
p

+ZZ{ Y i[ kamxmkk—l—Rmk)(xy)]

p=0 ¢=0 =p+1 k=0

A5 (p — q)lq!
< p—q—m-+k
p—g—m+k) gk Y

n

= A\, Z Z A}(}zﬁ)mpfqu

p=0 ¢=0

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilip 2P~%y? monomiallerinin katsayilar1 kargilag-
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tirilirsa,

p=0 ¢=0 |m=1 k=0 (p —q—- g
n p n m
+ [ Z C’r’;amAz()Z s) 2P0yt
p=0 q=0 [m=p+1 k=0
Shulial oy (p—q)lq!
e[S g L [P
p=0 q=0 [m=1 k=0 p—qg—m+k)(¢—Fk)
n p n m
DD D A @y
p=0 q=0 [m=p+1 k=0
n_ p

egitliginden

( B )" n,s n,s
ZZ{Ckamp—q—z;quk;(q } A+ Z mekA( = A

m=1 k=0 m=p+1 k=0

bulunur. Burada (5.1.18) esitligi ve (4¢) formiilii dikkate alinirsa

(Ap_)‘ A(ns)+ Z mekA(ns)

m=p+1 k=0

elde edilir. Buradan p = n igin

A2%75)7A£ﬁa3)7 ,..714(”78) (5.1.20)

nn

katsayilarinin keyfi olarak segilebilecegi kolaylikla goriiliir. O halde

n—1 m
Oy = M) A D D b Ay = g (5.1.21)
m=p+1 k=0

olarak yazilabilir. Buradan p = 0,1,....,.n —1; ¢ = 0,1,...,p icin lineer homogen
olmayan {ist tiggensel bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin esas
kosegeni iizerinde p < n icin (A, — \,) formunda tekrarlanan farklar karsimiza

¢ikar. Bu denklem sisteminin katsayilar determinanti, esas kosegen iizerindeki ele-
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manlarin ¢arpimi olacagindan (i) formiilii dikkate alimirsa bu determinant sifirdan
farkli olur. Dolayisiyla p =0,1,...n—1; ¢ =20,1,...,p igin AZ(,Z’S) katsayilar1 tek
tiirlii ¢oziilebilir. Buradan (5.1.21) denklem sistemi, (n + 1) tane keyfi (5.1.20) kat-
sayilarini igerir. O halde bu denklem sisteminin (n + 1) tane lineer bagimsiz ¢oziimii
vardir. Boylelikle (5.1.3) denkleminin (n + 1) tane lineer bagimsiz ¢oziimii elde edilir

ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.1.3. Teorem 5.1.2 nin hipotezleri saglanirsa, herhangi bir n igin (5.1.3)
denklemi, derecesi (n — 1)-i agmayan agikar olmayan bir polinom ¢oziime sahip ola-

maz.

Ispat: Kabul edelim ki A = ), i¢in (5.1.3) denklemini saglayan, derecesi (n — 1)-i

agmayan agikar olmayan bir polinom ¢6ziim

i
L

XP:AHS)xp q

q=0

B,

i
()

olsun. Bu durumda Teorem 5.1.2 den, (5.1.20) katsayilarinin sifir oldugu homogen
bir denklem sistemi karsimiza gikar. (5.1.21) esitliginde ¢,, = 0 alinmasiyla elde
edilen bu denklem sisteminin determinanti sifirdan farkli oldugundan sadece asikar
¢oziim vardir. Bu durumda B,,_; (z, y) polinomunun biitiin katsayilar sifir olacagin-

dan, B, (z,y) = 0 asikar ¢oziimii elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanir.

Simdi de (5.1.3) denkleminin 6zel durumlarim ele alalim.

N =1 igin birinci basamaktan (5.1.3) denklemi, Teorem 5.1.2 den

(alx + doo) Ug + (aly + gOO) Uy = Nay

formundadir. Burada a; # 0 olmak iizere

An=mna; (n=0,1,...)
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dir. Bu denklemde x — = — (i—?) LY =Y — (i—?) doniigtimii yapilirsa
TUy + YUy = NU
denklemine ulagilir. Bu denklemin polinom ¢oziimleri
{ @i, (z,y) = 2" "y*} k=0,1,...,n (5.1.22)

lar olmak {iizere, bu ¢oziimler bu denklemi saglayan polinomlarin olusturdugu V,,
vektor uzaymin bir bazini olusturur. Birinci basamaktan boylesi bir denklemin
polinom ¢oziimleri ortogonal degildir. Bunu gormek i¢in bu polinomlarin diisiik
dereceli polinomlara ortogonal oldugunu kabul edelim. V,, vektor uzay tizerinde bir

T lineer fonksiyoneli
T(P)Z//P(x,y)h(:c,y)dfﬂdy , P(z,y) eV,
G

olarak tanimlansin. (5.1.22) polinom sistemi yardimiyla 7" fonksiyoneline gére V;, nin
ortonormal bir { B, (z,y)} bazim bulabiliriz. Herbir B, (z,y) polinomu homogen

olup B, (z,y) polinomu da (2n)-yinci dereceden homogen bir polinomdur. Buradan

2n
Bng) (z,y) = Z CsPan s (z,y)
s=0

olarak yazilabilir. Bu esitlige T' fonksiyoneli uygulamrsa ve (5.1.22) polinomlarimin

ortogonal oldugu kabuliinden yararlanilirsa

2n
T (B2) =Y T (P2ns) =0
s=0
olarak bulunur. Bu ise { B, (x,y)} larin ortonormal olmasiyla gelisir. Boylelikle

birinci basamaktan kabul edilebilir denklemlerin ortogonal polinom ¢oziimlere sahip

olamayacag1 goriiliir.
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5.2 ikinci Basamaktan Kabul Edilebilir Denklemlerin Baz1 Ornekleri ve

Ortogonallik Uzerine Bir Teorem
Teorem 5.1.2 de N = 2 durumu ele alinirsa

A = n{a+(n—1)as}

Qo (7,y) = @z + do

Qu (v,y) = @y + goo

Q2 (2,y) = ar’ + a0z + a1y + ao
Qa1 (7,y) = 2(azzy + brox + bo1y + boo)
Q2 (r,y) = asy® + cro + cory + coo

olup, (5.1.3) den ikinci basamaktan kabul edilebilir diferensiyel denklem

(a2z? + a10z + aq1y + ago) Uz + 2 (a22y + biox + bory + boo) Uy + (5.2.1)

+ (agy? + 10 + cory + coo) Uyy + (a1 + doo) Uz + (a1y + goo) Uy = Anu

olarak elde edilir. Burada
a;+paz #0  (p=0,1,...) (5.2.2)

olmaldir. Bu ise m # n igin A, # A, koguluna egdegerdir. (5.2.1) denklemine ait

kismi diferensiyel operatorii
Di=— Dy=—
notasyonlar1 kullanilarak ifade edilirse

D = (a2x2 + a107° + apry + CL()()) D% (523)
+2 (aga:y + blg.T + b01y + bgo) D1D2

+ (a29” + c107 + cory + coo) D3 + (a1@ + doo) D1 + (a1y + goo) D2
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olup, (5.2.1) denklemi

Du = (ax® + a0z + ap1y + ag) D3u
+2 (agzy + brox + bory + boo) D1 Dau

(5.2.4)
+ (azy® + c10z + cory + coo) Diu
+ (a1 + doo) D1u + (a1y + goo) Do = Ayu
formuna doniisiir. F birim operator olmak iizere,
a = CLQ.TZ + a10T + aoly + Qoo
b = a2y + bloﬂi + b(ny + boo
c = ay’ + 10T + coy + oo (5.2.5)
d = ax + dgo
g = @y~ goo
notasyonlar1 altinda
Fl = aD1 + bDQ y Al = Fl + dE (526)
F2:bD1+CD2 , A2:F2+gE
operatorleri kullanilirsa,
AlDlu -+ AQDQU
= (0L p )2y (b2 D)
N ox oy 8x ox oy 8y
= (a2x2 + a0 + Aoy + @00) — + (a2wy + biox + bory + boo) 7 0 + (a17 + doo) Ou
ox (‘3 Ox
0 9 ou
+ [ (agzy + biox + bo1y + boo) Ep + (a2 + crom + cory + Coo) (a1y + goo) a
0%u 82u
= 2 +2 b b bog) =———
(a2x + a0 + any + CLoo) 7 5 + 2 (agzy + biow + bory + boo) D20y
+ (asy® + c10z + cory + coo) i (a1 + doo) Ou + (a1y + goo) Qu
0y? ox oy
= Du (5.2.7)
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olarak elde edilir. Buradan (5.2.4) denklemi
AlDlu —+ AQDQU = )\nu

formuna indirgenir.

Basit irtibath bir bolge G' olmak iizere, bu bolgede tanimlanan agirlik fonksiyonu
h(x,y) olsun. G de tamimh iki degigkenli biitiin cebirsel polinomlarin kiimesi iize-

rinde

T(P)= //h(w,y) P (z,y) dzdy (5.2.8)
€]
fonksiyonelini ele alalim. Bu fonksiyoneli kullanarak
(P,Q) =T (PQ)
formiilii ile biitiin polinomlarin uzay iizerinde bir i¢ carpim tanmimlanabilir.

Tanim 5.2.1. (5.2.6) notasyonlar1 altinda, herhangi iki degiskenli P (z,y) polinomu
icin

T (AP) =T (AP) =0 (5.2.9)

kogullar gergekleniyorsa, (5.2.3) diferensiyel operatorii ile (5.2.8) fonksiyoneli uyum-

ludur denir.

Lemma 5.2.1. (5.2.3) diferensiyel operatorii ile (5.2.8) fonksiyoneli uyumlu ise her-

hangi P (z,y) ve Q (x,y) polinomlar igin agagidaki esitlikler gegerlidir.

T(PAQ) = —T(QT.P) (5.2.10)
T (PAyQ) = —T(QTyP) (5.2.11)

Ispat: (5.2.6) esitlikleri dikkate almirsa ve (5.2.8) fonksiyonelinin lineerligi kul-
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lanilirsa,

T[A (PQ)] = TlaD:(PQ)+bD; (PQ)+d(PQ)]
= T[P(aD:1Q +bD>Q) + Q (aD1 P + bDyP) + dPQ)]
= T[P(aD,Q + bDyQ + dQ) + Q (aDy P + bD, P)|
— T[PAQ+ QI P
= T[PAQ]+T[QTP] (5.2.12)

elde edilir. (5.2.9) kogullarindan (5.2.12) egitliginin sol yani sifir olup
T [PAQ] = —T Q' P]

ifadesi gergeklenir. Benzer iglemler uygulanarak (5.2.11) esitligi de kolaylikla gosteri-
lebilir.

Teorem 5.2.1. (5.2.3) diferensiyel operatorii ile (5.2.8) fonksiyoneli uyumlu ise
(5.2.4) denkleminin \, ve A, sayilarina karsilik gelen &, ve ®,,, polinom ¢oziimleri
icin

(s = An) B Brns) = (A — M) / / h (2, ) ppsddy — 0
G
i¢ carpimu gergeklenir (Suetin 1988).

Ispat: ®,, ve ®,,, polinomlar1, (5.2.4) denkleminin )\, ve \,,sayilarma kargilik

gelen polinom coziimleri iseler

D(I)nk - )\nq)nk
Dq)ms = )\mq)ms

(5.2.13)

esitlikleri saglanir. (5.2.7) ve (5.2.13) esitlikleri kullanilirsa,

(()\n - )\m) (I)nlm (I)ms) = (An(I)nka <I)ms) - ()\m(I)nka (I)ms)
= (Dq)nk7 q)ms) - (Dq)msa q)nk)
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=T [(I)ms (Alqu)nk + A2D2q)nk)]
=T [(I)nk (AlDI(I)ms + A2D2(I)ms)]
=T [(I)ms AlDl (I)nk] +T [q)msA2D2(I)nk]

=T [q)nkAlDl(Dms] -T [q)nkA2D2(Dms]

oldugu goriiliir. Burada (5.2.10) ve (5.2.11) ifadeleri dikkate alinirsa

((An = Am) Pk, Prns) = =T [(D1Pge) L1 Prms] = T [(D2Priie) Iy Pps]
+T [(D1Pps) T1 i) + T [(D2Pis) T2 D]
ms) (aD1Ppp, 4+ 0Dy Py,
®,1s) (bD1 i + cDo®y)
D1 ®,;) (aD1®ys + 0Dy P,s)
Dy®,1) (bD1®,15 + cDo®,5)]
= Tla(Pms), (Prk), + 0 (Pms), (Puk),
Fb (Pras), (Prk )y + € (Prms),y (Prk)y, — b (Pras),, (Prc),,
— 0 (Prs), (Pr)y = b (Prns )y (Pt )y — € (Pras), (Prar), ]

= 0

T[(Dn
+ (D

—

—(

elde edilir ki bu da teoremi ispatlar. Bu teorem )\, # A, i¢in (5.2.4) denkleminin
An Ve A\, sayilarina kargilik gelen @, ve ®@,,, polinom ¢oziimlerinin 7" fonksiyoneline

gore ortogonal oldugunu gosterir. Yani

T (@) = (B, Do) — / / h (2, ) pppsdady — 0
G
esitligi gerceklenir.
Daha onceki boliimlerde bir bolgede ortogonal polinom ¢oziimlere sahip olan baz

diferensiyel denklemler elde etmigtik. Simdi bu denklemlerin kabul edilebilir bir

denklem olup olmadiklarini inceleyelim.
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1. Boliim 3.1 de (3.1.7) ile verilen
Foimm (x,y) = H, () Hyn (y) ; myn=0,1,..

Hermite-Hermite polinomlarinin

*u  O%u ou ou
— _8_g/2+2I%+2y8_y =2(n+m)u

denklemini sagladigini gostermistik. Burada n yerine n — m indis degistirmesi

yapilirsa elde edilen
Fom (x,y) =Hpp () Hy (y) ;s m=0,1,....n (5.2.14)
Hermite-Hermite polinomlar:
- 55+ 2:1;—x + 2y— = 2nu (5.2.15)

denklemini saglar. A, = 2n olmak iizere, bu denklem (5.2.1) formundadir ve (n + 1)
tane lineer bagimsiz (5.2.14) polinom ¢oziimlerine sahiptir. Dolayisiyla (5.2.15) den-

klemi kabul edilebilirdir. Benzer gekilde, (3.1.11) ile verilen
Fom (z,y) = Hep (x) Hey (y) 5 m=0,1,...,n (5.2.16)

Hermite-Hermite polinomlar: da

’u  0%u ou ou

_@ — 8—y2 + x% —+ ya_y = nu (5217)

denklemini saglar. Bu denklem (5.2.1) formunda olup A\, = n i¢in (n + 1) tane lineer
bagimsiz (5.2.16) polinom ¢oziimlerine sahiptir. Boylelikle (5.2.17) denkleminin de
kabul edilebilir bir denklem oldugu goriiliir.
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2. (3.1.14) ile verilen

Laguerre-Laguerre polinomlar:

0%u 0%u ou ou
_x@_ya_yg_(1+a—$)%—(l+ﬁ—y)a—y—nu (5.2.19)

denklemini gercekler. )\, = mnolmak iizere bu denklem, (5.2.1) formundadir ve

(n + 1) tane lineer bagimsiz (5.2.18) polinom ¢oziimlerine sahiptir. Dolayisiyla kabul

edilebilir bir denklemdir.
3. (3.1.17) deki
Fom (z,y) = Ly (v;0) Hey (y) 5 m=0,1,...,n
Laguerre-Hermite polinomlarini ¢oziim kabul eden
Pu  Pu ou  Ou

—To—s ay2+(:€—a—1)—+

pe ya—y = nu (5.2.20)

denklemi, \,, = n i¢in (n + 1) tane lineer bagimsiz polinom ¢oziime sahip oldugundan

kabul edilebilir bir denklemdir.
4. (3.1.18) ile verilen
Fom (2,y) = Poom (2504, 8) P (y57,6) 5 m=0,1,...,n

Jacobi-Jacobi polinomlar:

0? 0? 0 0
(=) 55+ 1=y g tlf—a—(atf+2)algrlb—7-(+8+2 5
=—[n-m)n-mt+a+pf+1)+mm+y+6+1)]u (5.2.21)
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denklemini saglar. Benzer sekilde Boliim 3.1 deki

an ((E,y) - Pn—m (:L‘;Oé,ﬂ) Hem (y> 3 m:(),l,...,n

Jacobi-Hermite polinomlar1 ve

Fom (,y) = Poep (30, 8) Ly, (y;7) 3 m=0,1,...,n

Jacobi-Laguerre polinomlar1 da sirasiyla

Pu ou D
(=) 55 +55+B-a—(atp+2)ad5 vy
=—[n—-m)(n—m+a+B+1)+mlu (5.2.22)
ve
Pu O 0 2
(=) 55 +tygg +B—a—(atB+2)a 5o+ [+y -yl 5
=—[n—-—m)(n—m+a+G+1)+mlu (5.2.23)

denklemlerini gergekler. (5.2.21),(5.2.22) ve (5.2.23) denklemleri kabul edilebilir bir
denklem degildirler. Ciinkii, bu denklemler

Du = M\, u

formunda olup, m ve n ler degistik¢e n-yinci dereceden {F,,, (z,y)} polinomlarina

karsilik gelen A, sayilar1 da degismektedir.
5.3 Ikinci Basamaktan Kabul Edilebilir Denklemlerin Afin Déniisiimleri

(5.2.1) ile verilen genel formda ikinci basamaktan kabul edilebilir diferensiyel
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denklem

(aaz?® + a10™ + ap1y + ago) Uze + 2 (agzy + biox + bo1y + boo) Usy
+ (agy® + 10T + o1y + Coo) Uyy + (a1 + doo) Uz + (a1y + goo) Uy

= AU

dir. Burada ¢;1¢22 — ¢21¢12 # 0 kosulu altinda

T = qué + @21+ qo

(5.3.1)
Y = gn& + ga2n + g20
doniigiimiinii ele alalm. (5.3.1) sisteminin jacobiyeni sifirdan farkl olup
§ = puz + p2y + pio (53.2)
1 = P21% + P22y + P2
ters doniigtimii vardir. Yine bu sistemin de jacobiyeni
P = puip2 — paip12 # 0
olmahdir. (5.3.2) doniigiimii altinda
Uy = U, + UpTly = Prite + Pty
uy = ugl, + uyn, = praue + Party
Ugy = p%“éf + 2pripaue, + pgﬂ‘rm (5.3.3)
Uyy = Proliee + 2D12Paotiey + Pyt

Ugy = P1iPr2Uee + (Pr2D21 + D11D22) Ugy + P21 P22y

tiirevleri elde edilir. (5.2.5) gosterimleri altinda, (5.3.1) doniistimii (5.2.1) denklemi-

nin katsayilarim

a(z,y) = a&n) . blz,y) =b&n) , clr,y) =2c(&n) (5.3.4)
d(z,y) = d(&n) , g(z,y) =7 (n)
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formuna indirger. Bu katsayilar ve (5.3.3) tiirev degerleri (5.2.1) denkleminde dikkate

aliirsa,

(%)

Co

do

apy + 2bpupiz + piy

az{ [p%Q%l + 2p12p11G11421 +p§2p31] &

+2 [61116112]9%1 + prapn (q11g22 + q12g21) + pfgqmm} &n

+ [P%lfﬁz + 2p11P12G12G22 + P%zqu] n*}+ Q1 (&,n)

apiipa1 +5(p11p22 + p21p12) + Cp1apaz

as{ [p11p21€ﬁ1 + (p11p22 + P2up12) Q11g21 + P12p22qgl} §2

+2 [pupa1quiqiz + (P11p22 + P21pi2) (q11G22 + qr2g21) + P12P22Ga1Ga2] €
+ [p11p21(ﬁ2 + (prip22 + p21p12) 12q22 + p12p22qg2} 7} + Q2 (&)
ap3; + 2bpaipas + (5.3.5)
as{ [P31071 + 2p21p22q11G21 + Dyap3 | €

+2 [pgﬂ]n(hz + paip2z (q11G22 + qr2g21) + png21Q22} &n

+ [pgquz + 2p21p22qi2qo2 + pgzqu] }+ Qs (&,n)

dp11 + Gpi2

a1 {(Pr11qu1 + P12go1) € + (Pr1qua + P12ge) N} + P

gp21 + gpa2

a1 {(p21q11 + P22g21) € + (P21qa2 + P22go2) N} + Po

kosullar1 altinda

aguge + 2bouey + Colyy, + doue + gou, = Ayu (5.3.6)

denklemi elde edilir. Burada @ (§,71),Q2 (§,n) ve Q3 (&, n) birinci dereceden poli-

nomlardir. P, ve P, ise sabitlerdir. (5.3.1) doniistimiindeki = ve y degerleri (5.3.2)

de yerine yazilirsa,
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3

P11 + p12ga1 = 1

Pugiz + piage2 = 0 (5.3.7)

P21q11 + P22ga1 = 0

P21qi2 + Pagea = 1|
oldugu goriiliir. (5.3.7) nin ilk esitligi pey ile tigiincii esitligi pi2 ile carpilip taraf

tarafa cikarilirsa
P22
qu = )
P11P22 — P12P21

birinci egitligi po; ile iiciincii esitligi py; ile carpilip taraf tarafa gikarilirsa

_ D21
P11P22 — P12P21

g21 =

esitlikleri bulunur. Benzer gekilde (5.3.7) de ikinci esitligi poo ile dordiincii esitligi

p12 ile carpip taraf tarafa gikarirsak

_ D12
DP11P22 — P12P21

12 =

esitligini, ikinci esitligi po; ile dordiincii esitligi py; ile carpip taraf tarafa gikarirsak

y45!
P11P22 — P12P21

go2 =

ifadesini elde ederiz. Bulunan bu egitlikler dikkate alinarak; ag, by, cg, dy ve go kat-

sayilar1 yeniden diizenlenirse

ap = a2&” + @i + ao1n + ano
by = aﬁn—k%ﬁ—kﬁn—k%
co = agn’ + o€ + Co1n + Coo
dy = Glﬁ‘*’%

g = a1n+ Goo
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olarak bulunur. Boylelikle (5.3.6) denklemi

(a2§2 + a0 + ao1n + CfLE)B) Uge + 2 <a2§77 + 6;)5 + 1;(;77 + 1;(;)) Ugr
+ (a2m? + ¢10€ + co1n + Coo) Uy (5.3.8)
+ (alf + doo) ue + (a1m + goo) Uy = Apu

formuna indirgenir. Diger yandan

gosterimi altinda, (5.3.1) doniigtimii (5.2.3) operatoriinii

~ 5 N L —~2
D = (a8 4 a0€ + aoin + ago) D
+2 (a2 + bro€ + boun + boo ) D1 Dy
s e =2
+ (a2n® + 10§ + corn + coo) Do

+ (@€ + doo ) D1 + (axn + o) D (5.3.9)

operatoriine doniigtiiriir. Buradan goriilmektedir ki, (5.3.1) afin doniigiimii altinda
elde edilen (5.3.8) denklemi de kabul edilebilir bir denklemdir. Bununla ilgili olarak

asagidaki teorem verilmektedir.

Teorem 5.3.1. (5.2.1) kabul edilebilir denklemi, (5.3.1) doniistimii altinda (5.3.8)
kabul edilebilir denklemine indirgenir. Bu doniisiim altinda, kabul edilebilir bir

denklemin a; ve ay katsayilar1 degismeden korunur.

Tanim 5.3.1. Basit irtibath bir G bolgesinde h (z,y) agirhk fonksiyonu olmak

iizere, iki degiskenli biitiin polinomlarin kiimesi iizerinde (5.2.8) ile tanimli

T(P)://h(m,y)P(x,y)dxdy

fonksiyonelini ele almigtik. (5.3.1) afin doniisiimii G bolgesini G ye, h (x,y) agirhk
fonksiyonunu da E(ﬁ ,m) ya doniigtiiriir. G bolgesinde h (&,n) agirlik fonksiyonu
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olmak iizere, polinomlarin kiimesi iizerinde tanimlanan fonksiyonel

- / T (€.m) P (€,) dedn (5.3.10)

olur.

Teorem 5.3.2. (5.2.3) operatorii ile (5.2.8) fonksiyoneli uyumlu ise (5.3.1) afin
doniigiimii altinda elde edilen (5.3.10) fonksiyoneli de (5.3.9) operatorii ile uyum-

ludur.
Ispat: (5.3.9) operatorii igin (5.2.6) esitliklerine benzer formiiller

111 = aobvl + bobvz +doE

Ay = byD; +coDy + GoF
olarak yazilabilir. (5.2.6), (5.3.3),(5.3.4) ve (5.3.5) ifadelerinden

A1 = ayDy+byDs+ doE
= (apn + 2bp11p12 + cp12> ryday <GP11P21 + b (p11p22+P21P12) + Cp12p22> 3_7]

o¢
+ (Jpn + gpm) E

— i (2 o) 4 i (pro2 + o) + piod ( prile + o

= Pu P11~ 8§ P21 D110 | P12~ (95 p22 D12 Pna5 P21 an
0 8 -

1255 € + P22 — ) + (pnd + P129> E

= pnaDy + p1lbD2 + p1QbD1 + p12¢Dy + (p11£iv+ p12§> E

= pi1(aDy +bDy + dE) + p12 (bD1 + ¢Ds + gF)

+p12€ <P

= pudi +pis (5.3.11)
esitligi gerceklenir. Benzer sekilde

ZQ = p21A1 + p22A2 (5312)
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formiilii de elde edilir. (5.3.2) doniigiimiiniin jacobiyeni p = pi1pae — p1ap21 # 0

olmak tizere, (5.3.10) fonksiyoneli altinda (5.2.9) ve (5.3.11) esitlikleri kullamlirsa,
T(AP) = [[hicm AP e
G
= // h(2,y) (p11As + pr2A2) P (2,y) [p| dzdy
G

= |p| { P11 //h(ﬂf,y) AP (z,y) dedy + pi2 //h(fr,y) AP (z,y) dady
G G

= |p|{puT (A1 P) + p1oT (A2 P)}
- 0

esitligine ulagilir. Benzer islemler uygulanirsa
T (Zzﬁ) =0
saglandigr goriiliir ki bu da teoremi ispatlar.

Teorem 5.3.2 nin bir sonucu olarak, Teorem 5.2.1 e benzer sekilde agagidaki ortogo-

nallik teoremi verilebilir.

Teorem 5.3.3. (5.3.9) diferensiyel operatorii ile (5.3.10) fonksiyoneli uyumlu ise
(5.3.8) denkleminin A, ve A, sayilarina kargilik gelen ®,1 ve D,,; polinom ¢oziimleri
icin
(O = ) B ) = O = M) [ [ (6m) Brasln =0
G
i¢ carpimi gergeklenir.

5.4 Kabul Edilebilir Diferensiyel Denklemlerin Normal Formlari

Bu kisimda uygun (5.3.1) afin doniigiimleri altinda, ikinci basamaktan (5.2.1) kabul

edilebilir diferensiyel denklemleri daha basit formlara indirgenecektir. Genel formda
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ikinci basamaktan kabul edilebilir diferensiyel denklem

(agz® 4+ a10® + ag1y + aoo) Uz + 2 (a2zy + b1ox + bory + boo) Ugy
+ (agy? + c10T + o1y + Coo) Uyy + (17 + doo) Uz + (a1y + goo) uy
=n{n—1)az+ai}tu

dir ve aq, ay katsayilar

a;+pax #0  (p=0,1,...)

kosulunu saglar. Bu denklemde

doo
r = - —
ay
goo
y — PR —
a1

doniisiimii yapilip bagimsiz degisken ve katsayilarin notasyonlar: aynen korunursa

(aaz? 4+ a107 + ao1y + aoo) sz + 2 (a2xy + broz + bory + boo) Uy (5.4.1)

+ (agy® + 10T + co1y + Coo) Uyy + a1 (zuy +yu,) =n{(n—1)az + a1} u

denklemine ulagilir. Bu denklem “ Kanonik Kabul Edilebilir Kismi Diferensiyel
Denklem” olarak adlandirilir. (5.2.5) notasyonlar1 altinda, kabul edilebilir bir denk-

lemin yiiksek mertebeli tiirevlerinin katsayilarindan olusan

a(z,y) = ac—b = (CL2$2 + a1 + any + aoo) (az?f + C10% + Co1yY + Coo)

— (any —+ bmx + bgly —+ b00)2

3 2 2 3 2
= Q302" + a1 T7Y + q1220Y” + 3y’ + QX

+anzy + any’ + a0z + any + o (5.4.2)
polinomu, (5.2.1) ve (5.4.1) denklemlerinin “ karakteristik polinomu”,

a(z,y) =0 (5.4.3)
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denklemi de “karakteristik denklemi” olarak adlandirilir. Burada

Q30 =

Qo3 =

Qo1 =

Q19 =

Qoo =

Q11 =

Qo2 =

Q19 =

Qo1 =

oo =

a2C10

20401

as (co1 — 2b1o)

as (a0 — 2bo1)

a2Coo + a10C10 — b?O (544)
a10Co1 + Ap1C10 — 2a2bgo — 2b1b19

Q01Co1 + Q2000 — 531

a10Co0 — 2b10boo + agoCio

ao1C00 — 2boobo1 + aooCor

2
@poCoo — boo

esitlikleri saglanir. Onceki kisimda, (5.3.1) afin doniistimii altinda, kabul edilebilir bir

denklemin (5.3.8) formuna déniigecegini gostermistik. (5.3.5) esitliklerinden dolay1

o7y} (57 77)

olup

a(én) =a

= QapCy — b%
= (P11P22 - p12p21)2 (55 - 52>
= (p11p22 — p12p21)2 a (5, 77)

= pla(&n)

(q11€ + @121 + q10, ¢21€ + G22m + G20)

notasyonu altinda p # 0 olmak iizere, (5.3.8) denklemi i¢in karakteristik denklem

a(&m) =0 (5.4.5)

olarak elde edilir. (5.4.3) ve (5.4.5) doniigiimleri denk oldugundan, (5.3.1) doniigiimii-

niin uygun secimi ile (5.4.3) denklemi yerine basitlegtirilmig (5.4.5) denklemi ele
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alinabilir. Buradan (5.3.8) denkleminin karakteristik polinomu

a&m = ac—b
= aso (g€ + quan + Q10)3 + a9 (q11€ + qr2n + (110)2 (g21€ + qa2m + q20)
a2 (q11€ + q12m + qr0) (¢21€ + g22m + Q20)2 + a3 (g21€ + goom + CZ20)3

2

a0 (q11€ + qram + qro)” + a1 (1€ + qr2m + qro) (G216 + @o2m + ¢20)

( 0)
+a0n (q21€ + qaan + Q20)2 + 10 (q11€ + @121 + qu0)
+ao1 (q21€ + g2 + Goo) + oo
= Q308 4 an&’n + @1én’ + dosn” + Gk + d11n + oy + A1o€ + o1y

olup

azy = 0430q:1))1 + 0421(1%1(]21 + 0412(1116151 + CY03CJ§’1

as = 3osqhiquz + an (931922 + 26]116_1126121) + Qa2 (912951 + 26]116_1216122)
+30403(J§1QQ2

~ 2 2 2

a1z = 3a30q114G12 T 021 (Q12Q21 + 2(111(112(122) + Qi (Q11Q22 + 2(121(112(122)
+3003¢21 035

~ 3 2 2 3

Qo3 = Q30¢13 T 21G72G22 + Q11241255 + 3¢50

Qo = 3Bosoqiyquo + 021 (Q%ﬂho + 2(]11(]10(]21) + a2 (qilqm + 2(]11(]21(]20)
+3003051920 + 2043 + Q11G1121 + QG

an = 6a30q11¢12¢10 + 2021 (q0G12G21 + q10911G22 + G11G12G20)
+2012 (q11922920 + ¢12G21G20 + G21922q10) + 60:03921¢22G20
+2090q11G12 + 11 (G11G22 + G12G21) + 20102G21G22

doz = 3asoqizquo + 02 (Q%2Q20 + 2(112(122(110) + Qi (quého + 2(112(122(120)
+3003455020 + Q20472 + Q11G12G22 + 02055 (5.4.6)

ayp = 30430911930 + Qo (921930 + 2€I1OQ11QQ0) + Qg2 (911930 + 26_12061216110)

+3a03qﬂq§0 + 220410911 + 11 (q10G21 + ¢11G20)
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+2002G20921 + 10911 + Q01621

Qo1 = 3azoqiaqiy + (Q22Q%o + 2(]106]126]20) + Qi (Q12Q§o + 2(]106]206]22)

+30403Q22qg0 + 2a20q10¢12 + 11 (q10G22 + ¢12G20)

+2002G20922 + @10G12 + Q01G22

~ 3 2 2 3 2
Qoo =  @30¢1 T Q21910920 T Q1210920 T Q03750 T Q2091

+Q11910920 + 04026130 + 1010 + @01920 + Qo

olarak elde edilirler. (5.3.1)doniigiimii yardimiyla (5.2.1) denklemi ve bu denkleme

iligkin (5.4.2) karakteristik polinomu basitlestirilebileceginden, (5.4.2) karakteristik

polinomunun en basit formlarma gore (5.2.1) denklemi simiflandirilabilir.

Bunu

gormek igin, (5.4.2) karakteristik polinomunun {igiincii dereceden monomiallerinin

katsayilari ile tanimlanan keyfi

polinomunu ele alalim ve

R (t) = O(30t3 + Oéglt2 + Oélgt + Qp3

R(1)=0

denklemini tanimlayalim. Diger yandan

2
R1 (T) = (30 —|— o1 T -+ 12T + Q3T

yardimci polinomunu ve

3

Rl (’7') =0

1
denklemini ele alalim. (5.4.7) formiiliinde =T olarak alinirsa

R(t)

Oégot?) + a21t2 + Oélgt + Qp3

t 2 t3

1
()

1
;Rl (7)

; 1 1 1
t Q30 + -9 + SO0 + — 03
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esitligine ulagilir. Buradan goriiliir ki ¢ = ¢;, (5.4.8) denkleminin sifirdan farkh

1
bir kokii ise 7 = . de (5.4.10) nun bir kokii olmak zorundadir. (5.4.11) esitligi
1

diferensiyellenirse
1 1

R (t) = 3t*R, (Z) —tR, (¥> (5.4.12)

olarak elde edilir. Simdi de (5.4.8) denkleminin koklerine bagh olarak (5.2.1) denk-

leminin farkli durumlarini ele alalim.
1. Kabul edelim ki (5.4.8) denklemi ti¢ farklh
tla t27 t3

reel kokiine sahip olsun ve

t17£0,t2 7£O

olarak alinsin.

@170, g2 #0

olmak tizere (5.3.1) doniistimiiniin katsayilar1 arasinda

=t
q11 1421 (5‘4'13)

Q12 = t2qa2

bagintilar1 gerceklenirse
T = t1gn1§ + t2g22n + quo (5.4.14)
Y = q21§ + 221 + G20

doniigiimii elde edilir. (5.4.6) esitliklerinden

azo = ¢ (asot] + ant? + ity + as)
= ¢y R(h)
=0

Qo3 = Gy (asots 4 a1ts + cuats + as)
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= QSQR (t2)

olarak bulunur. Diger yandan

- / (1
Qo1 = G51Qa2 (tzR (t1) + 2R, ( ))

t
~ 2 / 2 / 1
Q12 = (G219 (th (t2) + 131, (;))
2
1 1 . .. . o
olup 7 = , ve T = nin Ry (1) = 0 denkleminin kokleri oldugu dikkate alimip
1 2

(5.4.12) formiiliinden yararlanihirsa

Qg1 = qoqoa (ta—t1) R (ty)

Q12 = C_I21€I§2 (tl - t2) R, (t2)

esitliklerine ulagihir. Buradan

Qg1 = Qg2 = —1 (5.4.15)

olacak gekilde g1 ve goo katsayilari tek olarak belirlenebilir. Burada a ve b sifirdan

farkl sabitler olmak iizere (5.4.15) yerine

&21:CL

512 = b
kosullar1 da almabilir. (5.4.6) esitliklerinden
Qg0 = g2 = 0 (5.4.16)

olarak segilebilir. Gergekten sy = apy = Oifadelerinde (5.4.13) esitlikleri dikkate

alimirsa
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(3043061%115% + 20421(151“ + 04126151) qio + (a2lqg1t% + 20412(1%1t1 + 304036151) d20
= —aq5t? — anqats — Qo2qs
(3a3035t5 + 20021@35t2 + 12G3,) o + (21G35t3 + 2012035t + 303G35) G20

= —Q0@5ats — A11G5st2 — 0205y
(5.4.17)

denklem sistemine ulagilir. (5.4.12) esitligi gozoniinde tutulursa bu denklem sistemi-

nin katsayilar determinanti
A =g gR (t) R (t2) (th — ta) # 0 (5.4.18)

olarak bulunur. O halde (5.4.17) denklem sisteminin agikar olmayan bir ¢oziimii
vardir. Dolayisiyla asg = age = 0 olacak sekilde qip ve ¢oo sayilart belirlenebilir.
Boylelikle (5.4.8) denklemi ii¢ farkh reel kike sahipse, uygun (5.4.14) doniigiimii

altinda

azxy = a3 =0
Qg = ap=-1 (5.4.19)
azx = ap =0

olarak alinabilir. Buradan degigkenler ve katsayilar icin eski notasyonlara geri
donerek (5.4.2) polinomunun katsayilar: igin (5.4.19) kosullariim saglandigini kabul
edebiliriz. Boylelikle (5.4.4) den

agg = axcip =10
ap3 = azap =0
a1 = asg(cor —2by) = —1
aiy = as (a0 —2bp1) = —1
2

Qa9 = Cy + apcio — bip =0

= + — b5 =0
Qo2 = Qap1Cp1 T G2G00 01 =

esitlikleri saglanir. Uciincii ve dordiincii esitlikten as # 0 olacagindan as = 1 olarak
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secilirse

cio = 0, a0 =0, copp =2bp—1

aro = 2bo1 — 1, coo = bYy , a0 = by
seklinde elde edilir. Bu degerler (5.2.1) denkleminde yerine yazilirsa
(2% 4 (2001 — 1) & + b)) Ugat+2 (xy + D10 + b1y + boo) Uay+(y* + (2b10 — 1) y + b)) tyy

+ (a1 + doo) uy + (a1y + goo) uy =n{n —1+as}u (5.4.20)

denklemine ulagilir. Bu denklem (5.2.1) denkleminin “birinci normal formu” olarak
adlandirilir. Bu form bgy, b1g ve byy katsayilar ile belirlenir. dgg ve goo katsayilariin

bu form iizerinde bir etkisi yoktur.
bor = bio = boo =0
alinirsa bu denklemin en basit formu
(m2 — x) um—i—meumy—i-(yg — y) Uyy+(a12 + doo) uz+(a1y + goo) uy =n{n—1+ar}u

olarak elde edilir. Bu denklem genel formda Appell diferensiyel denklemi olarak

adlandirilir. Burada

ap=v+1,dy=—a, go=—p

olarak secilirse (4.3.4) klasik Appell denklemi elde edilir.

2. Kabul edelim ki (5.4.8) denklemi bir tane basit ¢; kokiine ve ¢ift kath to = t3 reel
kokiine sahip olsun. Iki tane farkh koke sahip oldugundan, yine (5.4.14) doniistimii

ele alinabilir. (5.4.6) esitliklerinden

az = quR(t)=0

&03 = qggR(tQ):O
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olarak bulunur. Diger yandan

~ / ! 1
Qo1 = e | TR (1) + 1R, (
! (5.4.21)
Q12 = gy (R (t2) +13R; .
2
1 . . . o
olup T =—verT = 7 nin Ry (1) = 0 denkleminin kokleri oldugu dikkate alinip
1 2

(5.4.12) esitliginden yararlanilirsa

Qo1 = G51qaa (ta —t1) R (t1)

Qo = uds (b —to) R (t2)
esitliklerine ulagilir. ¢ = t, ¢ift kath kok oldugundan R’ (¢,) = 0 olup
ap =10
dir. Buradan ¢y ve g9 katsayilarindan biri keyfi kalmak iizere

&1220

olarak segilebilir. (5.4.8) denklemi ¢ift kath koke sahip oldugundan (5.4.18) kogulu
gerceklenmez. Boylelikle (5.4.16) kogullar: yerine

Qgo =y =0 (5.4.22)
esitliklerini almak daha uygundur. Bunu gormek igin, (5.4.6) daki
Qg =ag; =0
ifadelerinde, (5.4.13) esitlikleri dikkate alinirsa
(3&30613115% + 209105, 11 + 04126131) q10 + (042161%115% + 20125, 11 + 3a03q§1) 420
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= —005t; — angats — g
(6cr30g21 G2t + 2a21G21Goats + 2021421 Goots + 20112G21G22) 1o
+ (2091 q21q22t1t2 + 20012091 oot + 201221 Gaats + 603G21G22) G20

= —2090q21¢22t1ta — 11 (g21¢aats + g21gaata) — 202G21G22 (5.4.23)

denklem sistemine ulagilir. (5.4.12) esitliginden yararlanmlirsa bu denklem sisteminin

katsayilar determinanti
Ay = 2q31q2 [R ()] (t1 — t2) # 0

olarak elde edilir. A; # 0oldugundan (5.4.23) denklem sisteminin (5.4.22) kosullarim
saglayan bir ¢oziimii vardir. Boylelikle (5.4.8) denklemi bir basit ve bir ¢ift kath reel

koke sahipse, uygun doniigiim altinda

azy = o3 =0
Qg = —1 (5.4.24)
Q12 = Qg =031 =0

kosullar gerceklenir. Buradan degiskenler ve katsayilar icin eski notasyonlar kul-
lanilarak, (5.4.2) polinomunun katsayilar igin (5.4.24) kogullarinin saglandigi kabul

edilirse, (5.4.4) den

azg = azcyp =20

ap3 = agap =0

Qo1 = G2 (001 - 2b10) =-1

aiy = ag(ap—2bp) =0

Q0 = asCoo + arpcio — by =0

Q11 = 101 + Ap1Ci0 — 2a2boo — 2091019 = 0
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esitliklerine ulagilir. Uciincii esitlikten ay # 0 oldugundan a, = 1 olarak secilirse

cio = 0, a0 =0, cpp=2bp—1

a0 = 2bo1 , coo = b3y, boo = bo1 (bro — 1)
seklinde bulunur. Bu degerler (5.2.1) denkleminde yerine yazihirsa

(2% + 2bo1 + ago) Uzz + 2 (2y + biox + b1y + bor (bro — 1)) gy
+ (y2 + (2b1o — 1) y + b%y) uyy + (@12 + doo) s + (1Y + goo) uy =n{n —1+as}u

denklemine ulagilir. Bu denklem (5.2.1) denkleminin “ikinci normal formu” olarak
adlandirilir. Burada yiiksek tiirevli polinomlardaki biitiin keyfi katsayilar sifir olarak

aliirsa

2

T Uy + 20YUgy + (y?

— ) Uyy + (@12 + doo) Uz + (a1y + Goo) Uy

=n{n—14+a}u (5.4.25)
denklemi elde edilir.
3. Kabul edelim ki (5.4.8) denklemi ii¢ kath ¢ = ¢; kokiine sahip olsun. Yani,

R (t1) = asot} + aot? + aiats + g3 =0
R (t1) = 3asot} + 20mty + a2 = 0 (5.4.26)

"

R (tl) = 60&30t1 + 20&21 =0
esitlikleri saglansin. (5.4.12) esitliginde ¢ ye gore tiirev alinirsa
" 1 (1 1 /1

gergeklenir. (5.4.11),(5.4.12) ve (5.4.27) formiillerinde ¢ = ¢; almip (5.4.26) esitlik-

leri gozoniinde tutulursa

R (%) = (%) =R (%) =0 (5.4.28)



oldugu goriiliir. ¢y # ¢ ve R (t3) # 0kosulu altinda (5.4.14) doniisiimii ele alinirsa,
(5.4.6) dan
a0 = g R (1) = 0

saglanir. Diger yandan (5.4.21) den

do1 = ¢g | LR (b) + 8BR, | —

a1y = qugs, | 1R (t2) + R, | —
olup burada (5.4.26) ve (5.4.28) esitlikleri dikkate aliirsa
Qg =0
olarak bulunur. Benzer sekilde

R/ (tz) = 30[30t% + 2&21t2 + Q12

(1 1 1 (5.4.29)
Ry (t_> = 3a03t—2 + 2a12t— + ao
2 2 2

tiirev degerleri a2 de yerine yazilip (5.4.26) ve (5.4.28) esitliklerinden yararlanilirsa
&12 - O

elde edilir. Diger taraftan (5.4.13) esitlikleri (5.4.6) daki iy ifadesinde gozoniinde

bulundurulup, (5.4.29) tiirevleri kullanmlirsa

- / At
oz = Gy |q0R (t2) + qoots Ry (—

; ) + (O&got% + alltg -+ 0402) (5430)
2

esitligine ulagilir. Yine (5.4.6) dan

Qo3 = Gy (asots + ot + sty + o)

— R (b) (5.431)
bagintist gegerlidir. (5.4.30) ve (5.4.31) formiillerindeki to, g10, 20 Ve goo degerleri
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keyfidir. Burada t yi sabit bir deger secersek (5.4.30) daki koseli parantezdeki
tiirevler sifirdan farkh olacagindan, qio ve o9 sayilar: koseli parantezin igini sifir ya-
pacak sekilde segilebilir. Benzer gekilde (5.4.31) ifadesi bire denk olacak sekilde goo
say1si da belirlenebilir. Boylelikle (5.4.8) denkleminin ii¢ kath reel kike sahip olmast

durumunda, uygun (5.4.14) déniigiimii altinda

dos = 1 (5.4.32)
a21 = &12 = aOQ - O

olarak segilebilir. Buradan (5.4.2) polinomunun katsayilar: igin

azg = agcyp =0

Qo3 = agap; =1

a1 = ag(cor —2byp) =0

aly = ag(ap—2bp1) =0

Qo2 = agicor + asagy — by =0

esitlikleri saglanir. ay # Oolup ay = 1 olarak segilirse

cio = 0,a0 =1, co1 =2y

awg = 2bo1 , ago = by — 2bi
olarak bulunur. Bu degerler (5.2.1) denkleminde gozoniinde tutulursa

(2% + 2bg1z + y + (b3 — 2b10)) Usz + 2 (2Y + b10T + o1y + boo) Uy
+ (Y + 2b10Y + co0) Uyy + (@17 4 doo) g + (a1y + goo) uy =n{n—1+ a1} u

denklemine ulagilir. Bu denklem (5.2.1) denkleminin “ti¢iincii normal formu” olarak

adlandirilir. Bu denklemin en basit formu, keyfi bilinmeyenlerin sifir alinmasiyla
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(22 + ) Uga + 20YUgy + YUy + (a1 + doo) Uz + (a1 + Goo) Uy
=n{n—14+a}u (5.4.33)
seklinde elde edilir.

4. (5.4.8) denklemi basit ¢; ve t5 koklerine sahip olsun. Bu durumda karakteristik
denklemde a3y = 0 olmalidir. Burada hem ¢; hem de t, kokii sifirdan farkl ise
birinci durumdaki biitiin formiiller ve sonuclar aynen gecerlidir. Eger koklerden biri
sifir ise bu durumda aszy = ap3 = 0 olur. Ornegin t, = 0 olarak alinirsa, (5.4.13)

esitliklerinden ¢ = 0 olup (5.4.14) den

T = t1921§ + quo
Y = q21§ + @221 + 20

doniisiimii elde edilir. Bu durumda da birinci durumdaki formiiller ve sonuclar

gecerlidir.

5. (5.4.8) denklemi sadece ¢ift katl reel ¢; kokiine sahip olsun. Bu durumda, uygun
(5.4.14) doniistimii altinda

azp = 0
ap3 = app =1
g = agp=a;; =0

olarak segilebilir. Buradan (5.4.2) polinomunun katsayilar: i¢in

agy = azcip =10
ooz = agap =1
a1 = ag(cor —2by) =0
a1p = ag(ajg— 2by) =1
= + — b5 =0
Qo2 = Qp1Co1 T Q2000 01 —

119



Q11 = 101 + Ap1C10 — 2a2boo — 2091019 = 0
esitlikleri saglanir. ay # Oolup ay = 1 olarak segilirse

cio = 0,a0 =1, co1 = 2by
ag = 2bg1 +1, agy = b(2)1 — 2bio

boo = bio (1 + bo1)
olur. Bunlar (5.2.1) denkleminde yerine yazilirsa

(1‘2 + (2b01 + 1) T+ Yy + (bgl — 261())) Uge + 2 (l‘y + blol' + bOly + b10 (1 + bOl)) Ugy
+ (y? + 2b10y + coo) uyy + (017 + doo) uz + (1Y + goo) uy = n{n —1+ar}tu

denklemine ulagilir. Bu denklem (5.2.1) denkleminin “dérdiincii normal formu”
olarak adlandirilir. Burada yiiksek tiirevli terimlerin katsayilarindaki keyfi sabitler

sifir olarak alimirsa, bu denklemin en basit hali

(22 + @ + ) Yoo + 20YUsy + YUy + (012 + doo) Us + (a1y + goo) Uy
olarak bulunur.

6. (5.4.8) denklemi sifirdan farkh basit, reel ¢; kokiine sahip olsun. Bu durumda
to # tive R (t2) # 0 igin (5.4.14) doniisiimii ele alinabilir.

R(h) = Ry <l> 0

saglandigindan (5.4.12) den
/ / 1
1

gercgeklenir. Buradan (5.4.23) denklem sisteminin katsayilar determinant: Ay # 0
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olacagindan (5.4.22) esitlikleri alinabilir. Yani
Qg0 = g1 =0
saglanir. Diger yandan (5.4.21) den
Qg =1

olarak secilebilir. Ayrica (5.4.6) dan

aso = gy R (1) =0
saglanir ve ¢oo nin secimiyle

Qs = @R (1) = 1

alinabilir. Yine burada a;s keyfi oldugundan aq5 = 1secilebilir. Boylelikle uygun

(5.4.14) doniigtimii ile

gy = azo=oay; =0

Qg1 = Q2 = Qg3 =1

elde edilir. Burada degiskenler ve katsayilar igin eski notasyonlar kullanilarak;
(5.4.2) polinomunun katsayilar1 igin bu kogullarin saglandigr kabul edilirse, (5.4.4)

den

azg = agcyp =0

Qp3 = agap =1

a1 = ag(cor —2by) =1

aip = ag(ap —2bp) =1

(0 = a2co + aipCio — bjp =0

Q11 = @10Co1 + G110 — 2a2bgp — 2bg1b19 = 0
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esitliklerine ulagilir. as = 1 secimi altinda

co = 0, an =1, co1 =2byp+1
ajo = 2bo1+1, coo = b%o

1
boo = bo1 + bio + bo1bio + 5

olarak bulunur. Bu ifadeler (5.2.1) denkleminde dikkate alinirsa

(22 + (2bo1 + 1) T + Y + a0) Uge + 2 (zy + b1ox + bory + (bor + bro + bo1bio + 3)) Uay
+ (y* + (2b10 + 1) y + biy) uyy + (@12 + doo) Uz + (@1y + goo) uy =n{n —1+ a1} u

“kabul edilebilir denklemin beginci normal formu” elde edilir. Bu denklemin en basit

formu

(22 4+ 2+ Y) Uge + 2 (2y + 2) tay + (V* + y) uyy
+ (@1 + doo) Up + (@1y + goo) uy = n{n —1+ar}u (5.4.35)
olur.

7. Kabul edelim ki (5.4.8) denklemi reel bir koke sahip olmasin. Bu durumda
azg = 0 olup karakteristik denklem ikinci derecedendir. Karakteristik polinomun

tiirevinin bir kokii ¢; olsun.

(i) t; = 0ise (5.4.7)den a2 = Osaglanir. (5.3.1) doniigiimiinde

Go1 = q12 =0
Q117£0 g2 7 0

(5.4.36)

olarak alimirsa (5.4.6) dan

agy = a2 =10
~ _ 2

021 = (214711 G22
~ _ 3
Gp3 = (p3(an
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~ 2
Qoo = 921911920 + Q20971

ap; = 200121¢11G22910 + Q11G11G22

elde edilir. Burada ags = a1 = 1 olacak sekilde g1 ve ¢op sayilari belirlenebilir.
Diger yandan ag; # Oise agg = a1 = 0olacak sekilde gy ve gog sayilar da segilebilir.

Boylelikle (5.4.36) kogullar1 altinda uygun (5.3.1) doniigiimii ile

Q30 = Q2 =oay =0oa;; =0

Qo3 = Qg1 =1

elde edilir. O halde (5.4.4) den

azg = azcyp =0

Qap3 = azap; =1

a1 = ag(cor —2by) =1

alz = az(a—2byn) =0

Q0 = asCoo + arocio — biy =0

Q11 = 1001 + Ap1C10 — 2a2b00 — 2091019 = 0

olarak alinabilir. Burada as # 0 olacagindan as = 1 kogulu altinda

cio = 0,a0 =1, co1 =2b+1

ag = 2bor, coo = b3y 5 boo = bo1 (1 + byo)

olur. Bunlar (5.2.1) denkleminde yerine yazilirsa, “kabul edilebilir denklemin altinci

normal formu” olarak

((Ez + 2b01$ + Yy + aog) Uy -+ 2 (my -+ blOZL‘ + b01y + b01 (blg + 1)) ny
+ (y? + (2b1o + 1) y + b3) uyy + (@12 + doo) Uz + (1Y + goo) uy =n{n—1+ a1} u

denklemine ulagilir. Bu denklemin en basit hali
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<I2 + y) Ugzy + 2$yuxy + <y2 + y) uyy + (alx + dOO) Uy + (Clly + gOO) uy
=n{n—14+a}u (5.4.37)

seklini alir.

(i7) t; # 0 olsun. (5.4.12) den

1 (1
(L) -1 (1) 70

saglanir. go; # 0, go2 # 0 kogulu altinda (5.4.13) esitliklerini ele alahm. Burada
Qg = apz = 0 olarak segilirse kargimiza gikan (5.4.17) denklem sisteminin katsayilar

determinanti

1 1
A = g4 [R’ (t1) R (E) 22— R () R, <E> t%}
1
— B 0 7 (1) 620
olacagindan, (5.4.17) denklem sisteminden ¢ ve goo katsayilar1 belirlenebilir. Diger

taraftan azg = oz = 1lolacak sekilde g1 ve ¢op sayilari da secilebilir. Boylelikle

uygun (5.4.14) doniigiimii altinda

agg = gz =1

agg = apgp =10

saglanir. Burada ag; ve agp sayilar: keyfi oldugundan ap; = aqo = 1 olarak alinabilir.
(5.4.2) polinomunun katsayilar1 igin bu kogullarin saglandigr kabul edilirse, (5.4.4)

den

azp = azcp =1
g3 = agap =1
asn = ag(cor —2by) =1
aly = ag (@ —2bo1) =1
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2
Q) = Q2Co + apcip — b3y =0

2
Qo2 = ap1Co1 + azago — by =0
esitliklerine ulagilir. a; = 1 sec¢imi altinda

cio = 1, apn =1, cor =200+ 1
a1l — 2b01—|—1, Coozb%O—Qbm—l

Aoy — bgl — 2()10 -1
olarak bulunur. Bu degerler (5.2.1) denkleminde yerine yazilirsa

(22 + (2001 + 1)z +y + (b3; — 2b10 — 1)) Ugz + 2 (zy + b10x + bo1y + boo) Uy
+ (2 + x4 (2bio + 1) y + (3 — 2bo1 — 1)) uyy + (a1 + doo) ue + (a1y + goo) uy
=n{n—14+a}u

denklemi elde edilir. Bu denklem “kabul edilebilir bir denklemin yedinci normal
formu” olarak adlandirilir. Burada yiiksek tiirevli terimlerin katsayilarindaki keyfi

sabitler sifir olarak alinirsa, bu denklemin en basit formu

(2 + 24+ Yy — 1) Upp + 20Yusy + (Y2 +x +y — 1) uyy + (@12 + doo) ug
+ (a1y + goo) uy =n{n—1+ai}u (5.4.38)

seklinde bulunur. Buraya kadar gosterildi ki, karakteristik polinomda {iciincii derece-
den monomiallerin katsayilarindan en az biri sifirdan farkl ise bu durumda kabul
edilebilir bir denklem afin déniigiimii yardimiyla bu yedi normal formdan birine in-
dirgenir. Simdi de

Q30 = Qo1 = (g = 3 = 0 (5.4.39)

kosullar altinda karakteristik polinomu

a(x,y) = ax® + 1Ty + Oéo2y2 + @107 + a1y + Qoo (5.4.40)
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formunda olan baz1 6énemli 6érnekleri inceleyelim. Burada

a(z,y) = Qo01? + a1y + agay? + a1ex + gy + agy = 0

karakteristik denklemi ikinci basamaktan bir egri, iki dogru veya bir dogru denklemi

belirtir.

1. a3y = ag = aga = ap3 = 0 kosulu altinda (5.4.4) esitliklerinde a; = 1 olarak
alimirsa

ap1 = 0, cio =0, aio = 2bo1 , co1 = 2bio
olarak bulunur. Bu durumda (5.2.1) denklemi
<£C2 + 2[)0133 + aog) Uy + 2 (:cy + b10$ + b01y + bOO) Uy

+ (Y2 + 2broy + Co0) Uyy + (a1 + doo) us + (@1y + goo) Uy

=n{n—14+a1}u (5.4.41)
formuna indirgenir. Bu denklemin en basit formu da
T Uy + 20YUsy + Y2 uyy + (a1 + doo) Uz + (@19 + Goo) Uy

=n{n—14+a}u (5.4.42)
olarak elde edilir. (5.4.41) denkleminde

blO = 601 = boo =0

agp = Coo = —1
alinirsa
(2% — 1) gy + 22ytzy + (y* — 1) uyy + (@12 + doo) uz + (a1y + goo) uy
=n{n—14+a}u (5.4.43)
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denklemine ulagilir. Bu denkleme iligkin karakteristik denklem

a(az,y):ac—b2:<x2_1) (92_1>—I2y2=1—x2—y2:0

dir.

2. (5.4.39) kosulu altinda ay = Osaglansin. (5.4.40) karakteristik polinomunda

a1 = 1 ve diger katsayilar sifir secilirse

ajg = —1,¢co=-1

bio = bor = boo = ci10 = ap1 = ago = coo =0
yada

ap = 1l,co=1

bio = b1 = boo = ci0 = ap1 = ago = coo =0

olarak alinabilir. Bu durumda karakteristik polinomu
a(z,y) =ac—b* =my
olan agagidaki diferensiyel denklemler kargimiza gikar.

— LUy — YUy + (@12 + doo) Uy + (@1Y + goo) Uy = naju

YUzz + Tlyy + <a1$ + dOO) Ug + (aly + gOO) Uy = Na1u

(5.4.44) denkleminde

a; = 1
doo = —a—1
goo = —p-1
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alinirsa (5.2.19) Laguerre-Laguerre denklemi elde edilir.
3. Kabul edelim ki (5.4.40) esitligi
a(z,y) = a1px + o1y + Qo
formunda olsun. (5.4.39) ve agy = a1 = age = 0 kogullarindan
as = big = bo1 = c19p =cp1 =0

olarak alinabilir. O taktirde (5.2.1) denkleminden

(a10% + any + aoo) Uza + 2b00Usy + Coollyy + (12 + doo) Ug
+ (a1y + goo) uy = naru (5.4.45)
elde edilir. Bu denkleme iligkin karakteristik polinom

a(r,y) = ac— b = (a107 + ao1y + aoo) coo — bSO
= (co0a10) T + (Cooo1) y + (aoocoo - bﬁo)

= Q10T + any + Qoo

olarak bulunur. (5.4.45) denkleminde

a0 = coo = —1, ap1 = ago = boo = goo =0

ay = l,do():—()é—l
alimirsa (5.2.20) Laguerre-Hermite denklemine ulagilir.

4. Kabul edelim ki (5.4.40) karakteristik polinomu

a(x,y) = amp
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formunda olsun. Burada
Qg = Qg = Q9 = a1 = Qg =0

olup agy = 1 olarak segilirse, (5.4.4) esitliklerinden agy = coo = —1 ve diger biitiin

katsayilar sifir olarak almabilir. O halde (5.2.1) denklemi
—Ugy — Uyy + (a1 + doo) Uy + (@1 + Goo) Uy = nau (5.4.46)

formuna indirgenir. Bu denklemde a; = 2, dpo = goo = 0 olarak alinirsa (5.2.15) ile
verilen
Pu  0%u ou ou
B P Mgy
ox?  0y? + Tor + y@y e

Hermite-Hermite denklemi elde edilir.
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6. SELF-ADJOINT DENKLEM VE RODRIGUES FORMULU

6.1 Potansiyel Self-Adjoint Operatorler

02 02 o2 0

D= 2 N
ey + baacay + 08y2 * d@x + g@y

(6.1.1)

operatoriinii ele alahm. Burada a,b,c,d ve g katsayilar1 bir G bolgesinde siirekli
ve diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. (6.1.1) operatériiniin D* adjoint ope-
ratori

0? 0? o? da b 0 Ob oc 5}
D = 2 — 42—t 2= —d) =+ (20— +2=—g) =
e + baxay +C@y2 * ( ox + dy d) ox * ( ox + dy ) dy

0%a 0% 9% 0d Og

+<@+ 8908y+8_y2 or 8y>

olmak tizere, (6.1.1) operatoriiniin self-adjoint olabilmesi igin D = D*olmalidir.

Buradan goriilmektedir ki (6.1.1) operatériiniin self-adjoint olabilmesi i¢in gerek ve

yeter sart
Oa  0Ob
d= 9 + ay
) . de (6.1.2)
9= or Oy
kogullarinin saglanmasidir.
Tanim 6.1.1.
hDu—(ha)@Jrz(hb) O'u +(hc)@+(hd)@+(h ) du (6.1.3)
N Ox? Ox0y oy? Ox g oy o

operatoriinii ele alalim. (6.1.3) operatorii self-adjoint olacak gekilde G' bolgesinde
pozitif ve ikinci basamaktan siirekli tiirevlenebilir bir h (z, y) fonksiyonu bulunabili-
yorsa, (6.1.1) operatoriine G bolgesinde “ Potansiyel Self-Adjoint Operator” adi

verilir.
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(6.1.3) operatoriiniin self-adjointlik kogullar1 (6.1.2) formiillerinden

fui::£2<ha)+-§z<hb>
5 5 (6.1.4)
hg = p (hb) + ay (he)

formunda olmalidir. Bu esitlikler diizenlenirse

a%—l—b@:h d—@—@
ox oy or 0Oy (6.1.5)
b% + c% =h|g— @ — @ h
ox oy or 0Oy
olarak bulunur. Burada
da  0b
p=d-— or 8_y
by b - de (6.1.6)
N or 0Oy
notasyonlar1 kullanilirsa (6.1.5) formiilleri
a% b? = hy
b% Ca_ e (6.1.7)
ox dy

formuna indirgenir. Bu egitlikler bilinmeyen h (x,y) fonksiyonuna goére bir kismi
tiirevli denklem sistemi olarak diigiiniilebilir. Kabul edelim ki (6.1.6) fonksiyonlar

G bolgesinde 6zdes olarak sifir olmasim. Bu durumda (6.1.7) den

l@ _|_b l@ —
“\noz hoy) ¥

10h 10h
(53) +e (7)<

denklem sisteminin ¢oziimiiniin varolabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

(6.1.8)

a(z,y) = ac—b* # 0 kogulunun saglanmasidir. Buradan (6.1.8) denklem sisteminin

¢Ozimi
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a=ac—b?

B =cp—by (6.1.9)
v =ay — by
notasyonlar1 altinda
10k _ B
hor «
(6.1.10)
10h _ vy
hoy o

olarak elde edilir.

Teorem 6.1.1. (6.1.1) operatoriiniin potansiyel self-adjoint olabilmesi i¢in gerek ve

a% (g) _ a% (g) (6.1.11)

yeter kosul

egitliginin saglanmasidir.

Ispat: (=)Kabul edelim ki (6.1.1) operatdrii potansiyel self-adjoint olsun. Bu
durumda (6.1.8) denklem sisteminin G bolgesinde agikar olmayan bir A (z,y) ¢dziimii

vardir. (6.1.10) esitlikleri diferensiyellenirse

B\ _ 0 (1oh) __1onon 1
a) Oy \hdxr)  h20x0y hOxdy

7) _ 0 (10K} __10h0k Lo
Q oxr \hdy)  h20xdy hoxzdy
16} 1 OhOh 1 0%h

9
ox
9
dy
olup buradan

esitliginin saglandigl goriiliir.

(<) G bolgesinde (6.1.11) kosulu saglansin. (6.1.10) esitliklerinden integral alinirsa

T

Inh(z,y) = /gdx—l—cl (v) (6.1.12)

zo
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Y

Inh(z,y) = /%dy—l—cz (z) (6.1.13)

Yo

olarak elde edilir. Burada ¢; (y) ve ¢y (x) bilinmeyen fonksiyonlardir. ¢; (y) yi belir-

lemek igin (6.1.12) esitligi y ye gore tiirevlenir ve (6.1.11) kogulu uygulanirsa

10h ro (s , [ /v ,
- = —(—=]d = [ =—=(—)d
1 Oy /83; (a) r+aly) /8x (a) )
xo
- T <1>
Q@ Q@
esitligine ulagilhr. Burada (6.1.10) daki ikinci esitlik dikkate alinirsa

= (2)

+¢; (y)

T=x0

olup buradan
y

won- [

Yo

} dy + c3
r=x0

olarak elde edilir. Benzer sekilde (6.1.13) ifadesi ze gore tiirevlenip, (6.1.10) ve
(6.1.11) egitlikleri gozoniinde tutulursa

T

- Jl8

o

dx + ¢y

Y=Yo

olur. Bulunan ¢ (y) ve ¢y (x) fonksiyonlar (6.1.12) ve (6.1.13) de yerine yazilirsa

x Yy
Inh(z,y) = /gd:ﬂ—i—/ (%) - }dy—l—qq,
o Yo o -
Y T r 6
Inh(z,y) = /%dy—l—/ (a) dx + c4
Y=Yo
Yo To -

olarak bulunur. Ikinci denklemden
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dx + ¢4 (6.1.14)

h(z.y) = exp /y%d%/w (g)

oldugu goriiliir. Boylelikle (6.1.10) denklem sisteminin negatif olmayan sifirdan

Y=Yo

farkl bir h (z,y) ¢oziimii elde edilir ki bu da teoremi ispatlar.

Ayrica (6.1.11) ile verilen potansiyel self-adjointlik kogulu

0y da  0p O«
O~V = a(‘)y 3y (6.1.15)

formunda da gosterilebilir.

Sonug 6.1.1. (6.1.2) egitliklerinden en az biri saglanmazsa, yani (6.1.6) fonksiyon-
larindan en az biri 6zdes olarak sifir degilse, bu durumda « (z,y) # 0 kosulu altinda
(6.1.1) operatorii potansiyel self-adjointtir. Eger (6.1.2) esitlikleri saglanirsa, (6.1.6)
fonksiyonlarinin her ikisi de 6zdes olarak sifir olur. Ayrica 3 ve v fonksiyonlar: da
sifir olacagindan (6.1.14) esitliginden A (x,y) fonksiyonu sabit olmahdir. Burada
genelligi bozmadan h (z,y) = 1 olarak alinabilir. O halde, G bolgesinde (6.1.1)

operatorii self-adjoint ise bu durumda G bélgesinde h (z,y) = 1 olmahdur.

Tanim 6.1.2. (6.1.14) ile verilen A (z,y) fonksiyonu G bolgesinde “potansiyel self-
adjoint operatoriin agirlik fonksiyonu” olarak adlandirilir. Bu fonksiyon sabit carpan

farkiyla belirlenir.

h(x,y) agirhik fonksiyonu, G bolgesinde tanimlh iki degiskenli biitiin polinomlarin

kiimesi iizerinde (5.2.8) ile verilen
T(P)Z//P(rc,y)h(x,y)dxdy
G
fonksiyonelini tanmimlanir. Bu fonksiyonel yardimiyla

(P,Q) =T (PQ) (6.1.16)

formiilii, G de tanimli polinomlarin uzay: iizerinde bir i¢ carpim tanimlar. Kisim 5.2
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de (6.1.1) diferensiyel operatorii ile (5.2.8) fonksiyonelinin uyumluluk kogullarim ele

almigtik. Bu kosullar, A; ve A, operatorleri

Ay =aDy +bDy +dE
A2 = bDl —|—CD2 ~|—gE

(6.1.17)

olmak iizere, keyfi cebirsel P (x,y) polinomu igin

olarak verilmisti. Simdi de potansiyel self-adjoint bir operator i¢in uyumluluk kosul-

larin ele alalim.

Teorem 6.1.2. (6.1.1) operatorii, pargali diizgiin bir I" egrisi tarafindan sinirlanan
basit irtibath bir G' bolgesinde potansiyel self-adjoint ise ve agirlik fonksiyonu da
h(z,y) ise, (5.2.8) fonksiyonelinin (6.1.1) operatorii ile uyumlu olabilmesi igin gerek

ve yeter kogul, herhangi bir P (z,y) polinomu igin

/h (x,y) P (x,y) (ady — bdx) = /h (z,y) P (x,y) (bdy — cdx) =0 (6.1.18)
r r
egitliginin saglanmasidir.

Ispat: (=) Kabul edelim ki (6.1.1) operatorii (5.2.8) fonksiyoneli ile uyumlu olsun.

Yani,

T(AP)=T(AP) =

egitlikleri saglansin. Bir G bolgesinde siirekli diferensiyellenebilir herhangi iki fonksiyon

uve v olmak iizere, Green formiiliinden

//“_dxdy_/uvdy //v—d:cdy
//“_dl’dy = —/uvd:z:— //v—dxdy (6.1.19)

135



esitlikleri gerceklenir. (6.1.17) ve (6.1.19) dan

// x,y) (a—P—i-ba—P—FdP) dxdy
dy

_ (/a@,y)h(x,y)z?(x,y)dy//P(

(/b(my)h(my xydx+//
// (z,y) h(z,y) P (z,y) dzdy

= /h (z,y) P (z,y) (ady — bdx)

F_//P (#:9) <8g;h) + ag;h) - hd) ddy (6.1.20)
G

olarak bulunur. Benzer gekilde (6.1.17) ve (6.1.19) dan

T (AsP) = / h(z,y) P (,y) (bdy — cde)

N //P@’y) (8((9(;]1) * a(acyh) - hg) dzdy (6.1.21)

esitliginin saglandigi da kolaylikla goriiliir. (6.1.4) kosullar1 dikkate alimrsa (6.1.20)

ve (6.1.21) in sag yamindaki ¢ift kath integraller sifir olur. O halde hipotezimizden

T(AP) = /h(x,y) P (x,y) (ady — bdx) =0

T

T (AyP) = /h (x,y) P(x,y) (bdy — cdzx) =0

elde edilir ki bu da istenilendir.

(<) Tersine (6.1.18) esitligi gergeklensin. (6.1.20) ve (6.1.21) ifadelerinde (6.1.18)

esitligi dikkate alinir ve (6.1.1) operatoriiniin potansiyel self-adjoint oldugu gozoniinde
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tutulursa

T (A1P) =T (AyP) =0

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmig olur.
6.2 Kabul Edilebilir ve Potansiyel Self-Adjoint Denklemler

Bu kisimda potansiyel self-adjoint ve kabul edilebilir diferensiyel denklemlerin baz

orneklerini inceleyecegiz.

1. Bir 6nceki boliimde verilen genel formda

(xz - :C) Uz + 20YUgy + (?/2

— ) Uyy + (@12 + doo) Uz + (a1 + goo) Uy
=n{n—1+a}u (6.2.1)

Appell diferensiyel denklemini ele alalim. Bu denklemin katsayilari

a = I —T
b = xy
c = y¥—y

d = a1$+d00

g = a1y + goo

olmak iizere (6.1.2) egitliklerinden

da , b
or 0

T A (6.2.2)
—ta- =3y —1=g9=ay+ g

or Oy

elde edilir. Buradan (6.2.1) Appell denkleminin self-adjoint olabilmesi i¢in
a; = 3,doo = goo = —1 olarak secilmelidir. Bu durumda (6.2.1) denkleminin agirlik
fonksiyonu A (z,y) = 1 dir. Kabul edelim ki (6.2.2) kogullar1 saglanmasin. Bu du-

rumda verilen denklemin potansiyel self-adjoint olup olmadigini inceleyelim. (6.1.6)
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formiillerinden

da  Ob
gp—d—%—?—(al—iﬂx—i—(doo%—l)
C
= —%—a—y—(al—3)y+(goo+1)

olarak yazilabilir. (6.1.9) esitliklerinden

a=ac—b=xy(l—z—y)
B=co—bp=(do+1)y*+ (2— a1 — goo)zy — (doo + 1) y
y=a) —bp = (goo + 1) 2%+ (2 — a1 — doo) 2y — (goo + 1) x

olarak bulunur. Buradan

15; Jda

Oéa—l - 7% = 902?42 (1 —a; — doo — 900)
0 Oa

048—5 ~ Py = 2°y* (1 — ay — doo — goo)

olup
oy da 0B Oa

Yor  Tor a(‘)y oy
esitliginin saglandigi goriiliir. Boylelikle (6.1.15) potansiyel self-adjointlik kogulu
gergeklendiginden; ay, doy ve goo parametrelerinin keyfi degerleri igin (6.2.1) denk-

lemi, potansiyel self-adjoint bir denklemdir.

2. (5.4.25) ile verilen

TP Uy + 2TYUyy + (y2 — y) Uyy + (@12 + doo) Uy + (1Y + goo) uy =n{n—1+a1}u

denklemini ele alalim. Bu denklemin katsayilar:

2

a = X
b = xy
c = y—y

d = a1x+d00

g = a1y + goo
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olup

0 0b
Y = ——a——:(al—g)l“f‘doo
or Oy 9
b oe ) (6.2.3)
P = —%—gy—(al—3)y+(goo+ )

olarak bulunur. Burada ¢ ve ¢ fonksiyonlar1 6zdes olarak sifirsa, yani a; = 3,
doo = 0 ve goo = —1 saglanirsa (5.4.25) denklemi self-adjoint olur. Simdi de (6.2.3)

fonksiyonlarinin 6zdes olarak sifir olmadigi durumu ele alalim. (6.1.9) esitliklerinden

a=ac— b = -2y
B=cp—bp=(2—a1— goo) zy + dooy* — dooy
v =ap — bp = (goo + 1) 2> — dooxy

olup
0 Ox
=g = —a'yd
0 Ox
a—g - ﬁa_y —2%y*doo

elde edilir. Buradan
N @ B (9_04 B a@ﬁ oo
oz ox oy oy

esitligi saglandigindan (6.1.15) potansiyel self-adjointlik kogulu gergeklenir. Dolayisiyla
a1, doy ve goo parametrelerinin keyfi degerleri igin (5.4.25) denklemi, potansiyel self-

adjoint bir denklemdir.
3. (5.4.33) ile verilen
(2% 4 ) Use + 28Ytigy + YPuyy + (@12 + doo) up + (@1y + goo) uy =nf{n —1+a;} u

denklemi icin (6.1.6) fonksiyonlar:

Y = —%—?:(al—?))x‘f‘doo
)= —%—8—02(a1—3)y+900
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olup a; = 3 ve dyy = goo = 0 kosullar1 altinda bu denklem self-adjoint bir denklem

olur. (6.1.9) esitliklerinden

a=ac—b*=1y3
B=co—bp=y (dooy - 90055)
v =ay — by = (a1 — 3) ¥* + goox” + gooy — dooxy

olmak iizere buradan

Oy da 0B da 4 B
O TV a@y 58y =y (2900 — dooy)

(6.1.15) esitligi saglanir. O halde ay, dyy ve goo parametrelerinin keyfi degerleri igin,

(5.4.33) denklemi potansiyel self-adjoint bir denklemdir.

4. (5.4.43) ile verilen
(532 - 1) Um‘*'2$yu:ry+(y2 - 1) Uyy+(a12 + doo) up+(ary + goo) uy =n{n —1+a1}u

denklemini ele alalim. (6.1.6) dan

QO_d—%—?:(al—?))x‘f‘dog
)= —%—8—02(a1—3)y+900

olarak elde edilir. a; = 3 ve dyg = goo = 0 kosullar1 altinda ¢ ve 1 fonksiyonlar:

ozdes olarak sifir olacagindan (5.4.43) denklemi self-adjoint olur. (6.1.9) dan

a=ac—b=1—2%—y>?
5:C¢—b¢:d0092—900$y—(@1—3)$—d00
v =a) — by = goox* — doory — (a1 — 3) Y — goo

oldugundan
0 Oa
04—7 — Y5> = d00y3 - d009€2fy - 290095?/2 -2 (al - 3) xy — dooy
ox ox
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“oy 5— = goox® — 2doory — goory® — 2 (a1 — 3) 1y — goo

saglanir. Elde edilen son iki esitlik kiyaslanirsa, (6.1.15) potansiyel self-adjointlik
kosulunun gercgeklenmesi igin dog = goo = 0 olmalidir. Bu kosullar altinda keyfi a;

parametresi i¢in, verilen denklem potansiyel self-adjoint olmus olur.
5. (5.4.44) ile verilen

—TUgy — YUyy + (@12 + doo) Uy + (@1Y + Goo) Uy = Na1u
denklemi icin (6.1.6) fonksiyonlar:

@ =a17 +do +1
Y= a1y + goo + 1

(6.2.4)

olarak bulunur. (5.2.2) kogulundan a; # 0 olacagindan (6.2.4) fonksiyonlar1 6zdes
olarak sifir olamaz. Dolayisiyla (5.4.44) denklemi self-adjoint degildir. Diger yandan
(6.1.9) esitliklerinden

a=zy

B =—aizy — dooy — y

Y= Y — Goo — X

olup
D00 08 oa
“or  Tor 8y oy

ifadesi saglanir. Boylelikle (6.1.15) potansiyel self-adjointlik kosulu gergeklenmis
olup ai,goo ve dop parametrelerinin keyfi se¢imi igin (5.4.44) denklemi potansiyel

self-adjoint bir denklem olur.
6. (5.4.45) denkleminin &zel bir hali olan

— XUy — Uyy + (@12 + doo) Uy + (1Y + goo) Uy = Nasu (6.2.5)
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denklemini ele alahm. Bu denklem igin (6.1.6) fonksiyonlar

0 =a1T +do+ 1
Y = a1y + goo

olmak tizere, a; # 0 oldugundan bu fonksiyonlar 6zdeg olarak sifir olamaz. Dolayisiyla
(6.2.5) denklemi self-adjoint degildir. Diger taraftan denklemin potansiyel self-

adjoint olup olmadigini kontrol edelim. (6.1.9) esitliklerinden

a=zx
ﬁ:—alx—dog—l
Y = —a1xY — Goox
olup

D da_ 03 oa
dr  0r dy dy

esitligi gergeklenir. Boylelikle aq, gog ve dgo parametrelerinin keyfi segimi icin (6.2.5)

denkleminin potansiyel self-adjoint bir denklem oldugu gosterilmis olur.
7. (5.4.46) ile verilen

—Uzz — Uyy + (a1 + doo) Uz + (@1 + Goo) Uy = Nau
denklemi i¢in (6.1.6) fonksiyonlar:

Y =a1x + dgo
Y = a1y + goo

olarak elde edilir. (5.2.2) kogulundan a; # 0 oldugundan bu fonksiyonlar tzdes
olarak sifir olamaz. O halde (5.4.46) denklemi self-adjoint degildir. Diger yandan
(6.1.9) ifadelerinden

a=1

8= —a1x — dy

Y = —a1Y — Goo
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olup a1, gog ve dgo parametrelerinin keyfi secimi icin

oy oo 0f 804_0

saglanir. Boylelikle self-adjoint olmayan (5.4.46) denkleminin; keyfi a1, doy ve goo

parametreleri icin potansiyel self-adjoint oldugu goriiliir.
6.3 Bir Bolgedeki Ortogonal Polinomlar Icin Rodrigues Formiilii

Bu kisimda kabul edilebilir ve potansiyel self-adjoint denklemlerin ¢oziimleri olan
iki degiskenli ortogonal polinomlar icin Rodrigues formiiliiniin bir analogu ele ali-
nacaktir. Basit irtibath bir G bolgesinde (6.1.1) operatoriiniin kabul edilebilir ve
potansiyel self-adjoint oldugunu kabul edelim. Bu durumda G boélgesinde bu ope-
ratoriin bir h (z,y) agirhk fonksiyonu vardir. Kabul edelim ki (6.1.1) operatoériiniin

a, b ve c katsayilar:

a = dldg y b= d1b101 , C=1C1C9 (631)

formunda olsun. d; = ¢; = 1 durumunda genel durum elde edilebileceginden bu
gosterim uygundur. (6.1.1) operatoriinde (6.3.1) esitlikleri dikkate alimirsa, (6.1.9)
esitlikleri

o = d202 — dlb%cl = a/d101
By = pca — Pdiby = B/ (6.3.2)
Yo = dot) — bicrp = v/d;

formunda yazilir. Yine kolaylik agisindan

= apd
b= aot (6.3.3)
q = oty
notasyonlarimi kullanalim. (6.3.2) esitliklerinden
a = dicrog
B=ab, (63.)
v =divg
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olarak yazilabilir. (6.3.3) ve (6.3.4) notasyonlar1 yardimiyla (6.1.10) esitlikleri

10 B,
hdr — p
1Oh 7
hdy — q

olarak elde edilir. E birim operator olmak iizere

Yy, = pDi+ (Dip+0By) E
Yy = qDy+ (Dag+y) E
¢ = Di+ &E

b

by = D2+%E

(6.3.5)

(6.3.6)

(6.3.7)

(6.3.8)

yardimci operatorlerini ele alahm. Burada 1), ve 1, operatorleri her zaman poli-

nomu polinoma doniistiirtir. Eger 3, polinomu p polinomu ile, v, polinomu da ¢

polinomu ile tam boliinebilirse bu durumda ¢, ve ¢, operatorleri de polinomu poli-

noma doniigtiirtir. Buradan herhangi bir R polinomu icin

v R = pDiR+ (Dip+ 8y) R = Dy (pR) + ByR

YR = qDyR+ (D2q+y) R = Dy (qR) + 7o R

esitlikleri saglanir. Benzer sekilde, (6.3.5) ve (6.3.6) esitliklerinin dikkate alinmasiyla

|

6B = DR+2Rr-DRr+Epn=1p,
P h h
R 1

¢,R = DyR+ %R = DR+ 5-Doh = =D;

(6.3.9)

gergeklenir. G bolgesinde tanmimli iki degiskenli biitiin polinomlarin kiimesi tizerinde

tanimlanan (5.2.8) ile verilen

T(P) = //P(m,y)h(m,y) dady

fonksiyonelini ele alalim ve bu fonksiyonelin (6.1.1) operatorii ile uyumlu oldugunu
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kabul edelim. O taktirde

Ay =aDy +bDy +dE
A2 = bDl —|—CD2 ~|—gE

operatorleri igin keyfi P (z,y) polinomu

kogulunu saglar. Burada yukarida tanimlanan fonksiyonel ve operatorlerin yardimiyla

asagidaki lemmalarin gerceklendigi kolaylikla gosterilebilir.

Lemma 6.3.1. (5.2.8) fonksiyoneli ile (6.1.1) operatorii uyumlu ise herhangi bir R
polinomu i¢in

T (,R) =T (1h,R) =0 (6.3.10)

kosullar1 gergeklenir.

Lemma 6.3.2. Herhangi bir R polinomu i¢in

¢ (pR) = ¥R (6.3.11)
¢y (qR) = ¥R (6.3.12)

esitlikleri saglanir.
Lemma 6.3.3. Keyfi bir R polinomu ve k dogal sayisi igin

"R = ¢ 'z¢,R— (k—1)R) (6.3.13)
ypsR = ¢5 ' [ypyR — (k— 1) R] (6.3.14)

esitlikleri gecerlidir.
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Lemma 6.3.4. Bir S (z,y) polinomu
D?S =0
kogulunu gerceklerse, herhangi bir @ (z,y) polinomu ve bir k sayisi igin

Soyy (P°Q) =¥, (' @1) (6.3.15)

esitligi saglanacak sekilde bir @) (z,y) polinomu bulunabilir. Benzer gekilde S (x,y)
polinomu

DS =0

kosulunu saglarsa

Shathy (qu) =1y (qk71Q2)

olacak gekilde bir Qs (z,y) polinomu vardir.

Lemma 6.3.5. (6.1.1) operatorii potansiyel self-adjoint ise ¢, ve ¢, operatorleri

degisme ozelligine sahiptir.

Bu lemmalarin sonucu olarak agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 6.3.1. (6.1.1) operatorii potansiyel self-adjoint ise ve

chl = D2d1 =0 (6316)
kosullar1 saglaniyorsa
1
Qum (2,y) = 7 DY D" (hp"q™) (6.3.17)

ifadesi = ve y degiskenlerine gore bir polinom tanimlar.

Ispat: (6.3.9) da R = p"¢™ olarak alimrsa

Dy (hp"q™) = hey (p"q™)
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olur. Bu esitligin her iki yam x e gore diferensiyellenip, (6.3.5) ve (6.3.7) esitlikleri

kullanilirsa

Di (hp"q™) = hDi¢y (p"q™) + (Dih) ¢1 (p"q™)
— b |Dio, 6™ + S (0"
= hey (61 (P"q™))
= het (p"q™)

olarak bulunur. Elde edilen son esitlige tekrar D; operatorii uygulanip benzer islem-

ler yapilirsa
D} (hp"q™) = hey (v"q™)
elde edilir. Bu iglem (n — 3) kez daha tekrarlanirsa

DY (hp"q™) = het (p"q™)

egitligine ulagilir. Simdi de elde edilen bu son esitlik y ye gore diferensiyellenip,

(6.3.6) ve (6.3.8) esitliklerinden yararlanihirsa

D, DY (hp"q™) = Dy [h¢7 (p"q™)]
= hD:2¢} (p"q™) + (Doh) 97 (p"q™)
= h|Dy? (p"qm)Jr%eb? (P"q™)

= hoy (¢ (p"q™))
olarak bulunur. Benzer gekilde (m — 1) kez daha D, operatorii uygulanirsa
Dy Dy (hp"q™) = hey'¢r (™)
elde edilir. Bu egitlik (6.3.17) ifadesi ile kiyaslandiginda

Qnm (2,y) = ¢3¢} (p"q™) (6.3.18)

147



egitligine ulagilir. Simdi de bu fonksiyonun bir polinom oldugunu gosterelim. Her-

hangi bir R polinomu igin (6.3.7) esitliginden

¢, (P*¢°R) = Dy (p"¢°R) + =p"¢°R

By
p
= P [kRplp + Rs (ngq) +pDiR+ 50}4 (6.3.19)

olarak yazilabilir. Diger yandan (6.3.3) ve (6.3.16) dan

ngq = Oé()dl (Oé()chl + ClDl()é()) = d1D1a0

apCq

gergeklenir. Bu ifade (6.3.19) un sag yaninda dikkate alinirsa, koseli parantezin
icinin bir polinom oldugu kolaylikla goriiliir. Burada R; (x,y) bir polinom olmak
iizere, (6.3.19) esitligi

¢ (P*¢°R) = " '¢* Ry (2, ) (6.3.20)

formunda yazilabilir. Benzer iglemler (6.3.8) operatoriine uygulanirsa, Ry (x,y) bir

polinom olmak {izere

¢y (P*¢°R) = p*¢* "Ry (z,) (6.3.21)

esitligi saglanir. Elde edilen bu son iki egitlikten

$190s (P°°R) = ¢y (P"¢* ' R2) = p* " "Ry (2, ) (6.3.22)

olarak bulunur. Lemma 6.3.5 den yararlamlarak, (6.3.22) esitliginin her iki yanina

(6.3.20) formiilii (n — 1) kez, (6.3.21) formiilii de (m — 1) kez uygulanirsa
1oy (0 ¢°R) = p* "¢ " R (2,y)
egitligine ulagihir. Burada £ =n,s = mve R = 1 alinirsa
P15 (P"q") = B (2,9)
olarak bulunur. Boylelikle (6.3.18) fonksiyonunun bir polinom oldugu gosterilmis
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olur. Bu ise teoremi ispatlar.

Tanim 6.3.1. (6.3.17) ile verilen

1
Qun (2,) = DYDY (hp"g")

formiilii, (6.1.1) potansiyel self-adjoint operatoriiniin “Rodrigues formiilii” olarak

adlandirilir (Engelis 1974).

Teorem 6.3.2. Teorem 6.3.1 in hipotezleri altinda, (5.2.8) fonksiyonelinin (6.1.1)
operatorii ile uyumlu olmasi durumunda, (6.3.17) Rodrigues formiilii ile tanimlanan
Qnm (z,y) polinomu, diigiik dereceli her polinoma ortogonal olur. Yani k+s < n+m

kogulu altinda

T (xkysQnm (z,y)) = // h(z,y) 2" Qum (x, y) dzdy = 0 (6.3.23)

G

esitligi saglanir.
Ispat: Kabul edelim ki k < n olsun ve k + s < n + m kosulu saglansin.
P = mkysQnm (z,9)

polinomunu ele alalim. Bu polinom (6.3.18) ve (6.3.21) esitlikleri yardimiyla

P = 2'y'¢iey (p"q™)
= ¢ [y*ey’ (0"q™)]
= 2*¢7 [y'p"U (2,y)]
= 27 [p"V (z,y)] (6.3.24)
formunda yazlabilir. (6.3.11) esitligi dikkate alinirsa (6.3.24) ifadesi

P =a"6} (V) = a"61 "y (7"V) (6.3.25)
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formuna indirgenir. Elde edilen bu son esitlik (6.3.13) esitligi yardimiyla

P =zt lgh? (211 (0"V) = (0= 2) 4y (p" V)] (6.3.26)

olarak yazlabilir. Diger yandan S = x durumunda (6.3.15) formiilii
o, (V) = 4y (p )
seklinde elde edilir. Bu esitlik (6.3.26) da gozoniinde tutulursa
P =" gy (p" P Va) (6.3.27)

olarak bulunur. Bu esitlik (6.3.25) ile kiyaslandiginda; ¢, operatoriiniin derecesinin,
x in kuvvetinin ve p nin derecesinin bir azaldig kolaylikla goriiliir. Ayrica V (z,y)
polinomu yerine de V3 (z,y) polinomu gelmistir. (6.3.27) esitligine bu doniigiimler

(k — 1) kez daha uygulanirsa
P =@y (0" Vi) (6.3.28)

esitligine ulagihr. S = 1 durumunda (6.3.15) formiilii (6.3.28) esitligine (n — k — 1)
kez uygulanirsa

P =4, (Vy) (6.3.29)

olarak elde edilir. Burada Vy (z,y) bir polinomdur. (6.3.29) polinomu (6.3.23) de

yerine yazilir ve (6.3.10) egitligi dikkate alinirsa
T (2°y*Qum (,y)) =T (P) = T ();Vw) = 0

elde edilir. Boylece k < n igin (6.3.23) esitligi ispatlanmig olur. Benzer gekilde

s < m icin de bu esitligin saglandig1 kolaylikla gosterilebilir.
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6.4 Agirhk Fonksiyonunun ve Rodrigues Formiiliiniin Baz1 Ornekleri

Bu boliimde Kisim 6.2 de diistiniilen kabul edilebilir ve potansiyel self-adjoint denk-
lemler icin agirlik fonksiyonlar1 ve ortogonallik bolgeleri elde edilecek, (6.1.1) opera-
toriiniin (5.2.8) lineer fonksiyoneli ile uyumluluk kogullar: saglatilacak ve Rodrigues
formiilleri ele alinacaktir. (6.1.18) den, (6.1.1) operatoriiniin (5.2.8) fonksiyoneli ile

uyumluluk kogullar
P(z,y)h(z,y)(ady —bdx) = 0 (6.4.1)

P(z,y)h(x,y) (bdy —cdx) = 0 (6.4.2)

— T~

formundadir. I" egrisi iizerinde

h(z,y) (ady —bdx) = 0 (6.4.3)
h(z,y) (bdy —cdx) = 0 (6.4.4)

ozdeslikleri saglanirsa, yani
hady = hbdz = hbdy = hedx =0 (6.4.5)

gergeklenirse, o taktirde (6.4.1) ve (6.4.2) kogullar1 saglanir. Simdi de bu durumlar

asagidaki 6rneklerde inceleyelim.

1. (6.2.1) ile verilen

(2% = 2) Uao+22Ytiay+(y* — ) Uyy+(a12 + doo) Ust(a1y + goo) uy = n{n —1+ a1} u
Appell diferensiyel denklemini ele alalim. Bu denklem i¢in «, 3 ve 7 polinomlari

a=ac—b=xy(l—z—y)
B=cp—bip=(doo+1)(y* —y)+ (2~ a1~ goo) vy
v =ap —bp = (goo + 1) (2% — ) + (2 — a1 — doo) 7y
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olmak iizere, denklemin potansiyel self-adjoint olmasi icin
a=ac—b*#0 (6.4.6)
kosulu saglanmalidir. Bu kosul altinda
G={(z,y): z2>0,y>0,z+y <1}

bolgesi alinabilir. (6.1.14) formiilii yardimiyla Appell denkleminin agirlik fonksiyonu
hesaplanirsa

h(x,y) =exp 7%6@ —i—7 (g)

_ -1 — _ d —1
= g doo 1y goo—1 (1 —r— y)a1+ 00-+900 Cs

dx + ¢4

y=1

olarak bulunur. Burada c5 = 1, dgg = —a, goo = —( ve a; =y + 1 seklinde alinirsa
hizy) =21y (1 —z—y) ™7 (6.4.7)

klasik Appell agirlik fonksiyonu elde edilir. G bolgesinde bu fonksiyonun agirlik

fonksiyonu olabilmesi icin
a>0,0>0vy>a+0-1

saglanmalidir. Simdi de G de tanmmmh polinomlar kiimesi iizerinde h (z,y) agirlik
fonksiyonu yardimiyla tanimlanan lineer fonksiyonel ile Appell diferensiyel operatorii
i¢in (6.4.1) ve (6.4.2) uyumluluk kogullarinin saglanip saglanmadigini kontrol edelim.

Appell denkleminde

a = z(z—1)
b = xy (6.4.8)
c = yly-1)



olmak {iizere, G bolgesinin sinir1 olan

''z=0,y=0,z+y=1

egrisi {izerinde

h(z,y) (ady —bdx) = 0
h(xz,y) (bdy —cdx) = 0

gergeklenir. O halde Appell denklemi igin (6.4.1) ve (6.4.2) uyumluluk kosullar:
saglanir. Dolayisiyla Teorem 5.2.1 den Appell denkleminin farkli A, ve \,, 6zdegerlerine
kargilik gelen polinom ¢oziimleri ortogonaldir. Simdi de Appell polinomlari igin Rod-

rigues formiiliinii elde edelim. Genel durumda bu formiil Kisim 6.3 de

a = d1d2 s b= d1b101 , C=1C1C9

chl = D2d1 =0

kogullar1 altinda ele alinmigti. Burada (6.4.8) formiillerinden

dlzx,blzl,clzy

olarak elde edilir. (6.3.2) ve (6.3.3) esitliklerinden

Oddl

p Qo dicr  ( T —y)
acy
_— = — = ]_ J— —_
q QpCy dicy Yy ( x y)

saglanir. Boylelikle (6.2.1) ile verilen Appell diferensiyel denkleminin genel Rod-
rigues formiilii, (6.3.17) esitligi yardimiyla

1 n+m

olarak elde edilir. 4. boliimde, (6.4.9) formiiliiniin bir kati olarak verilen Rodrigues
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formiilii yardimiyla, Appell polinomlarinin ortogonalligi ve sagladig: diferensiyel
denklem bulunmustu. Bu kisimda ise diferensiyel denklem yardimiyla Rodrigues

formiilii elde edilmistir.
2. (5.4.25) ile verilen
Uy + 20YUsy + (V* — ) Uyy + (12 + doo) tz + (1Y + goo) uy = n{n — 1+ a1} u

denkleminin parametrelerin keyfi degerleri i¢in potansiyel self-adjoint oldugu gosteril-

misti. Bu denklem icin «, § ve v polinomlar:

a=ac—b=—x%y
f=cp—bp=(2—a1— goo)xy+ doo (y* — y)
v =a) —bp = (goo + 1) 2% — doozy

olmak iizere, denklemin potansiyel self-adjoint olmasi icin
a=ac—b*#0

kosulu saglanmalidir. Buradan
a=—2y>0

kosulu altinda

G={(z,y): y<0}

yar1 diizlemi bulunur. (6.1.14) formiilii yardimiyla (5.4.25) denkleminin agirlik fonksiyo-
nu hesaplanirsa

h(z,y) = exp 7%d§g+7 (g)

=5 xa1+goo—2 (_y)*g(m*l exp {dOU (y _ 1)1
x

dx + ¢4

y=1
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formunda elde edilir. Burada c¢; = 1 olarak alinirsa

h (m,w — xa1+900—2 (_y)*goofl exp {W} (6.4.10)

esitligine ulagihir. Bu fonksiyon G bolgesinde bir agirlik fonksiyonu degildir. Fakat
(5.4.25) denklemi i¢in (6.4.1) ve (6.4.2) uyumluluk kosullar: saglanir. §imdi de bunun
gergeklendigini gosterelim. (5.4.25) denkleminde

2

a = x
b = xy (6.4.11)
c = yly—-1)

olmak iizere, ggg < 0 durumunda G bolgesinin sinir1 olan y = 0 dogrusu iizerinde

h(z,y) (ady — bdx)

Il
o

h(z,y) (bdy — cdx) = 0

kogullar saglanir. O halde verilen denklem igin (6.4.1) ve (6.4.2) uyumluluk kosullar:
gergeklenir. Simdi de (5.4.25) denklemi igin Rodrigues formiiliinii elde edelim. Kisim

6.3 de

a = d1d2 s b= d1b101 , C = C1Cy
chl == D2d1 =0

olarak almmugt1. (6.4.11) formiillerinden

dl = $761:1761:y7a0:_x

p = aodlz—x2, q = Qpcy = —xY

seklinde elde edilir. Buradan (6.3.17) esitligi yardimiyla verilen denklemin Rodrigues

formiilii
1

Qnm (7,y) = A

DYDY [h(—2%)" (—ay)™] (6.4.12)
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olarak bulunur.
3. (5.4.43) ile verilen
(532 - 1) um—{—2xyuxy+(y2 - 1) Uyy+(a12 + doo) up+(ary + goo) uy =n{n —1+a1}u

denkleminin dyy = goo = 0 kosullar1 altinda potansiyel self-adjoint oldugunu goster-

mistik. Bu durumda potansiyel self-adjoint denklem
(:r2 — 1) Ugy + 2TYUyy + (y2 — 1) Uyy + a1 (zuy +yuy) =n{n—1+a1}u
formunda olur. Bu denklem icin «, 3 ve + polinomlar:

a=ac—b=1—2%—y?
B=co—bp=38—a)x
Y=ap—bp=(3—a1)y

olmak {izere, denklemin potansiyel self-adjoint olmasi i¢in
a=ac—b#0
kosulu saglanmalidir. Buradan ortogonallik bolgesi
G={(z,y): 2 +y" <1}
olarak alinabilir. (6.1.14) formiilii yardimiyla (5.4.43) denkleminin agirhik fonksiyonu

h(z,y) = exp 7%dy+7 (g)
0 0

(a1 —3)
= (1—;1;2—y2) 2

dzr + ¢4

y=0

olarak bulunur. Bu fonksiyonun G boélgesinde bir agirlik fonksiyonu olabilmesi icin
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a; > 1kosulu saglanmahdir. (5.4.43) denklemi igin

a = 2°—1
b = ay (6.4.13)
c = y*—1
olmak tizere,
2?4yt =1

birim ¢emberi tizerinde (6.4.1) ve (6.4.2) uyumluluk kosullar1 gergeklenir. Dolayisiyla
Teorem 5.2.1 den verilen denklemin farkli A\, ve A, 6zdegerlerine karsilik gelen poli-
nom c¢oziimleri de ortogonaldir. Simdi de bu denklem i¢in Rodrigues formiiliinii

bulalim. (6.3.1) esitliklerinden

d = 1, by=zy,c;=1

ap = a=1—-22—y*, p=qgq=1—2%—4¢°
elde edilir. Buradan (5.4.43) denkleminin Rodrigues formiilii, (6.3.17) esitligi yardimiyla

Qum (2, y) = %D?DQ” [h (1—a2— yZ)"““} (6.4.14)

olarak bulunur.
4. (5.4.44) ile verilen

— LUy — YUy + (012 + doo) Uy + (1Y + goo) Uy = nasu
denklemi i¢in «, § ve v fonksiyonlar:

a=2zy
B = —azy — dooy —y

Y= —a1TY — oo — X
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olup ortogonallik bolgesi
G=A{(z,y): x>0, y>0}

olarak alinabilir. (6.1.14) formiiliinden verilen denkleminin agirhk fonksiyonu, ¢, = 1

h(z,y) = exp /zdy+/ ( )

— x*doo 1,y*900 16*041 (z+y) (6415)

kosulu altinda

dr + ¢4

olarak elde edilir. Bu fonksiyonun G bolgesinde bir agirlik fonksiyonu olabilmesi i¢in

a; > 0, dog < 0ve goo < Okogullar saglanmahdir. (5.4.44) denklemi igin

a = —=I
b =0
c = —y

olmak {izere, G' bolgesinin sinir1 {izerinde

h(z,y) (ady — bdx)

I
o

h(z,y) (bdy — cdx)

Il
o

uyumluluk kogullar1 gergeklenir. (6.3.1) esitliklerinden
dy=c1=1,0=0, p=qg=uzy
elde edilir. O halde (5.4.44) denkleminin Rodrigues formiilii (6.3.17) esitligi yardimiyla

Qnm (T,y) = lD?Dg1 [h (my)mm] (6.4.16)

h

olarak bulunur. G bolgesinde (6.4.15) agirhik fonksiyonuna gore ortogonal olan

(6.4.16) polinomlari, (3.1.14) ile verilen Laguerre-Laguerre polinomlarimin bir genelleme-
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sidir.

5. (5.4.45) denkleminin 6zel bir hali olan

denklemini ele alalim. Bu denklem i¢in «, 3 ve v polinomlar:

a=ux
f=—a1x —dy — 1

Y = —a1ryY — Joox

olup denklemin potansiyel self-adjoint olmasi igin

a=ac—b*#0

kogulu saglanmahdir. Buradan ortogonallik bolgesi

G ={(z,y) : x >0}

sag yar diizlemi olarak bulunur. (6.1.14) formiilii yardimiyla bu denklemin agirlik

fonksiyonu, ¢4 = 1 kogulu altinda

y x
h(xz,y) = exp /ldva/ <é> dx + ¢4
o @/ |y=o
0 1
2
_ x—doofl exp (_% — gooY — alx) (6417)

olarak elde edilir. Bu fonksiyonun G bolgesinde bir agirlik fonksiyonu olabilmesi i¢in

a; > 0 ve dgg < 0 kosgullar1 saglanmalidir. Verilen denklem i¢in

a = —x
b = 0
c = —1



olmak tizere, dyy < 0 kosulu altinda G bolgesinin sinir1 olan z = 0 dogrusu tizerinde
(6.4.1) ve (6.4.2) uyumluluk kogullari saglanir. O halde Teorem 5.2.1 den verilen
denklemin farkli A\, ve A, 6zdegerlerine karsilik gelen polinom c¢oziimleri ortogo-
naldir. Simdi de bu denklemi saglayan polinom ¢oziimler i¢in Rodrigues formiiliinii

elde edelim. (6.3.1) esitliklerinden

dl = 1,b1:0,61:1

Gy = =2, p=(¢=7=

alinabilir. Buradan (6.3.17) formiilii yardimiyla, verilen denklemin Rodrigues for-

miilii

Qnm (z,y) = %D?Dg” (ha™™) (6.4.18)

olarak bulunur. (6.4.17) esitliginde
—doo—1=0a,a,=1, goo=0

alinirsa, G bolgesinde ortogonal olan (3.1.17) ile verilen Hermite-Laguerre polinom-
larinin agirhik fonksiyonu elde edilir. G bolgesinde (6.4.17) agirlik fonksiyonuna gore
ortogonal olan (6.4.18) polinomlari, Hermite-Laguerre polinomlarimin bir genelleme-

sidir.
6. (5.4.46) ile verilen

denklemi i¢in «, 3 ve vy polinomlar
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olmak {tizere, her x ve y i¢in

a=1>0

oldugundan ortogonallik bolgesi diizlemin tamamidir. (6.1.14) formiiliinden bu denklemin

agirlik fonksiyonu

y x
h(xz,y) = exp /1dy+/ <é> dzr + ¢4
@ 1 @ ly=
ay (2% + 32
= exp [—% — dgox — gogy:| (6419)

olarak elde edilir. Bu fonksiyonun ortogonallik bolgesinde bir agirlik fonksiyonu

olabilmesi i¢in a; > 0saglanmaldir. (5.4.46) denkleminde

a = —1
b = 0
c = —1

olmak {izere

dl = 01:1,b1:0

olup verilen denklemin Rodrigues formiilii (6.3.17) egitligi yardimiyla

1
Qum (7,y) = > DI D5 h (6.4.20)

olarak bulunur. (6.4.19) da a; = 1, doo = goo = 0 aliursa, Hermite-Hermite poli-
nomlarinin agirlik fonksiyonu elde edilir. (6.4.20) polinomlar1 Hermite-Hermite poli-

nomlarmin bir genellemesidir.
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7. COK DEGISKENLI ORTOGONAL POLINOMLAR

7.1 Cok Degiskenli Polinomlar ve Kabul Edilebilir Kismi Diferensiyel

Denklemler

Tanim 7.1.1. Njnegatif olmayan tamsayilarin kiimesi olmak iizere bir multi-index
a = (ag,...,as) € Njolsun. a € Njve x = (1, ...,x5) igin 1, ..., x5 degiskenlerinin

bir monomiali

Qs

o aq
= =x]t..a

carpimi olup s degigkenli bir P (z) polinomu, bu monomiallerin bir lineer kombinasyo-

nu olarak

P(x)= anxo‘ (7.1.1)

formundadir. Burada c, = c,,... o, katsayilar1 bir k cisminin elemanlaridir. Ayrica

la| = (o + ... + a) sayis1 z* nin toplam derecesi olmak iizere, bu polinomda igerilen
monomiallerin en yiiksek derecesi polinomun derecesini belirler. (7.1.1) formundaki

s degigkenli biitiin cebirsel polinomlarin kiimesini []* ile gosterelim.

Tamm 7.1.2. Q C R® olsun. [[* de tamimlanan (,)i¢ ¢arpimu altinda P (z) € []°
polinomu diisiik dereceli her polinoma ortogonal ise P ye “ortogonal polinom” adi

verilir. Yani

(P,Q)=0 , VQEﬁ, der(@ < derP

saglanir. Q C R* de bir agirhk fonksiyonu p (z) olmak tizere, P (z),Q (z) € [’ igin

(P,Q):/P(x)Q(x)p(x)d:r:O , derQ < derP

Q

kogulu gergeklenirse, P (z) ve @ (x) polinomlar1 p (x) agirhk fonksiyonuna gore or-

togonaldir denir. Burada dx diferensiyeli dz = dx;...dz, formundadir.
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Tamm 7.1.3. A;; (z) ve B; (z) ler Q C R® de tanimli polinomlar olmak iizere,

- *u - du
Dlul = 0 A4 () o + 2 i) g = A (7.1.2)

7’7]:1

xr = (I’l,...,xs) s AZJ(.CI?):AJZ(ZL') N 1§Z,]§S

formunda ikinci basamaktan kismi diferensiyel denklemini ele alahm. Asagidaki

kosullar saglanacak sekilde

~~~~~

reel sayilarinin bir dizisi varsa, (7.1.2) denklemine “Kabul Edilebilir Kismi Diferen-

siyel Denklem” adi verilir.

i. Her bir n icin
Lu] = M\u

denklemi; x4, ..., x5 degiskenlerine gére (”’L:L_l) tane n-yinci dereceden lineer bagimsiz

polinom coziimlere sahip olmalidir.

ii. Derecesi n den kiiciik olan polinom c¢oziimlerinin kiimesinde agikar olmayan

¢oziimler yoktur.

Teorem 7.1.1. (7.1.2) denkleminin kabul edilebilir bir denklem olmasi icin gerek

ve yeter kosul,

() A=0, Ay X (M #n)

(1) Ay (z) = aziz; + kzl dizy+ fis  Bi(x) = gas + h
(t3i) Ay =n(g+a(n—1))

esitliklerinin saglanmasidir (Lee et al. 2004).

Ispat: (=) (7.1.2) denklemi kabul edilebilir bir denklem olsun. (7.1.2) denklemi
kabul edilebilir oldugundan, A = )\ igin sifirdan farkli u = k (k sabit) ¢oziimiine
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sahiptir. Bu ¢oziim (7.1.2) denklemini saglayacagindan
Mok =0

elde edilir. Burada k # 0 oldugundan )y = 0 olmak zorundadir. Diger yandan

Am # A (M #n)
ifadesinin saglandigin1 gostermek icin

A = A, m>n
oldugunu kabul edelim. Bu durumda

Lu] = A\pu

gergeklenir. m > n oldugundan Tamim 7.1.3 den dolay1 u (z) = 0 olmahdir. Bu da
A = )\, i¢in denklemin n-yinci dereceden polinom ¢oziimlere sahip olmasiyla celigir.

Dolayisiyla
A F Ay, m#ENn

elde edilir ki bu ise (¢) yi ispatlar. Simdi de (ii) ve (i7i) nin gergeklendigini gostere-
lim. (7.1.2) denklemindeki A;; (x) polinomunda dereceleri 2 den biiyiik olan terim-
lerin toplamini ;17] (x) ile B; (x) polinomunda dereceleri 1 den biiyiik olan terimlerin
toplamimi da E(w) ile gosterelim. Teorem 5.1.1 in ispatinda kabul edilebilir bir
denklemin, (5.1.10) esitligi ile verilen n-yinci dereceden monik polinom ¢oziimlere
sahip oldugu gosterilmigti. Buradan (7.1.2) kabul edilebilir denkleminin de n-yinci

dereceden
U(xy, ey ) = 27002 4+ Py (21, 025) , n=|a|=(an+...+as) (7.1.3)

monik polinom ¢oziimlerine sahip oldugu kolaylikla gosterilebilir. Burada P,_; poli-

nomu en fazla (n — 1)-inci derecedendir. (7.1.3) polinomu (7.1.2) denkleminde yerine
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yazilir ve derecesi n den biiyiik olan terimler dikkate alinirsa

ZAU axé;s +ZB —f”as)zo (7.1.4)
Udj

7,7=1 i=1 Li

saglanir. Bu esgitlik oy + ... + a; = n olacak sekilde keyfi n, o, ..., a, sayilar icin
gergeklenir. n = 1 durumundau = z; (i = 1,2, ..., s) monomialleri (7.1.4) denklemini

saglayacagidan

olmahdir. n = 2 i¢in v = x;z; (4,5 = 1,2, ..., s) monomialleri (7.1.4) de dikkate

alimirsa

elde edilir. Buradan goriiliir ki (7.1.2) denklemi kabul edilebilir bir denklem ise
A;j (z) polinomunun derecesi 2 yi, B; (z) polinomunun derecesi de 1 i asamaz. O

halde bu polinomlar

Aij(x) = > a?fgxkxp + > dzjxk + fij
ko=l k=1 (7.1.5)

Bi(x) = 3 gir + hs
k=1

formundadir. Bu katsayilar (7.1.2) denkleminde gozoniinde tutulup n-yinci derece-

den monomialler kiyaslanirsa

Z (Z akpxkxp) &fax Z (Z gk$k> = =\ (7.1.6)

ij=1 \k,p=1 i=1
elde edilir. (7.1.3) polinomlar: (7.1.2) denkleminin ¢oziimleri oldugundan
u(x) = z{*...x2% monomiali de (7.1.6) denklemini gercekler. Yani

> <Z> o, 5;; +Z(zgkxk>T@u

i,j=1 \k,p=1 =1

= A, (27t 2e) (7.1.7)

s
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saglanir. Simdi de {27} i = 1,2,..., s monomialleri i¢in bu durumu uygulayalim.

a; = n igin 2} monomiali (7.1.7) denklemini ger¢ekleyeceginden
Ao =nlg1 + (n—1)ay] (7.1.8)

apy+atk =0, (k,p) #(1,1)
all=0, r#1 (7.1.9)

gt=0, t#1

esitlikleri elde edilir. ap = n i¢in 2% monomiali (7.1.7) denkleminde yerine yazilirsa
Ao =ng5+ (n—1)a3] (7.1.10)

B+aB =0, (hp)#(22)
a2=0, r+#2 (7.1.11)
G=0, t#2
ifadeleri gergeklenir. Benzer sekilde z” monomiali i¢in (7.1.7) esitligi saglanacagin-

dan
An=nlg;+ (n—1)al] (7.1.12)
apy +ag, =0, (k,p) # (s,9)
af’i — O , T 75 s (7113)
9; =0, t#s

olarak bulunur. (7.1.8),(7.1.10) ve (7.1.12) egitliklerinden

1 _ 2 _ S
g1 = Gy = ""=4Gs
11 22 __ _8Ss
;. = Qop = " = Qg
olmalidir. Burada
_ 1 _ 2 _ _ s
g = g1 =9=""=4s
_ 11 . 22 .88
a = Ay = Ay =+ = (g
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olarak alinirsa

An=n[g+ (n—1)a]

elde edilir. Boylelikle (i7i) gosterilmis olur. n = 2 durumu i¢in u(x) = 2,

monomiali (7.1.7) de yerine yazilirsa

Ilm Im __
Apm + App = Q

(7.1.14)
ayy +ag =0, (v,p) # (I,m)

olarak bulunur. (7.1.9),(7.1.11),(7.1.13) ve (7.1.14) esitlikleri (7.1.5) de dikkate
alinirsa, A;; (z) ve B; (x) katsayilar

Aij (I) = a(Ein —+ Z dgl‘k -+ fij
k=1
B; (z) = gz; + Iy
formuna indirgenir. Bu ise (i7) nin saglandigini gosterir.

(<) Teorem 5.1.2 nin ispatina benzer gekilde bu teoremin yeter kogulu da kolaylikla

gosterilebilir.

7.2 Potansiyel Self-Adjoint Denklemler

Iki degiskenli ikinci basamaktan (6.1.1) operatoriine uygulanan iglemler, bu kisimda

s degigkenli ikinci basamaktan kismi diferensiyel operatorler icin yapilacaktir.

: 0
L= ZAU i Bm] > B; (z) o (7.2.1)

2,j=1 =
operatoriinii ele alahm. Burada ¢,j = 1,2, ..., s icin A;; (x) =A;; (x) olup Q C R*de
Ai; (z), B; (z) € C? () saglanir. Buradan

S S 8
vk = [Z Gz, Ai?) = Z_; o,
+Z ox;

ou
Z wﬁx —uza (Ajjv) + Biuv
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— uL*v+28 [Z ng —u28 (A;jv) + Biuv

olarak yazilabilir. (7.2.1) operatoriine iliskin Lagrange 6zdesligi

.9
Lu—uLv=Y
vLu uLl,; v i:1axi

> ou °L 0
v Z Awa—x] — U ; a—% (Aw"U) + BZ'UU

olarak elde edilir. L* , L nin adjoint operatorii olup

. o 9
Lv = Z:l 53028% (Aijv) B Z 8(172 <Blv)

i =1
S O%v 5 8"41] Ov aAz; dv -
= Z Aij () M + Z [8% 8901 Oz, a%] Z (9901
—~ ) i=1
S 82Aij

seklinde bulunur. (7.2.1) operatériiniin self-adjoint olabilmesi igin L = L* olmalidir.
Buradan goriilmektedir ki, (7.2.1) operatoriiniin self-adjoint olabilmesi icin gerek ve

yeter sart

814” o
Z 5z, = i=1,2..,s (7.2.2)
kosulunun saglanmasidir.
Tamm 7.2.1.
> 0%u ° ou
hlLu = hA;; —_— hB; 2.

operatoriinii ele alalim. (7.2.3) operatorii self-adjoint olacak sekilde 2 bolgesinde po-
zitif ve ikinci basamaktan siirekli tiirevlenebilir bir A (x) fonksiyonu bulunabiliyorsa,

(7.2.1) operatoriine €2 bolgesinde “ Potansiyel Self-Adjoint Operator” adi verilir.

(7.2.3) operatoriiniin self-adjointlik kogullar1 (7.2.2) formiiliinden

Z 8(hAU) —hB; (z) ; i=1,2,...,s (7.2.4)
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formundadir.

hB; (z) = ZAM% Ci=1,2,...,5
J

seklini alir. Burada esitligin her iki yani A ile boliiniirse

B0 =Y A (4 ) 5 i= 120
i=1 i

ifadesine varilir. Bu esitlik agik olarak yazilirsa,

B, 1 Oh 1 Oh 1 0h
B = an () + e (i) - 4 (7
1

— 1 0h 1 0h
Bg (.’L‘) = A21 (ﬁﬁ_xl) + Agg (ﬁa_@> + ... —|—A25 (E 8x8> (725)

5. 1 0h 1 Oh 1 0h
B (z) = Aa (Ea—xl) + Ago (ﬁa—%) + o+ Ag (E(‘?—xé)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayilar determinant:1 A # 0

olsun. Bu determinantta i-yinci kolon yerine B; kolon vektoriiniin konulmasiyla elde
edilen determinant da Ax;ile gosterilsin. Bu durumda (7.2.5) denklem sisteminin

¢Ozimi
h@xl N A ’

i=1,2..5 (7.2.6)

olarak bulunur.

Teorem 7.2.1. (7.2.1) operatoriiniin potansiyel self-adjoint olabilmesi i¢in gerek ve

yeter kosul, farkl ¢ ve j indisleri i¢in

i (%) =352 (%) (727)

esitliginin saglanmasidir (Lyskova 1991).
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Ispat: (=)Kabul edelim ki (7.2.1) operatdrii potansiyel self-adjoint olsun. Bu
durumda (7.2.5) denklem sisteminin € bolgesinde agikar olmayan bir A (x) ¢oziimii

vardir. (7.2.6) esitligi ¢ # j i¢in z; ye gore diferensiyellenirse

h? ij ax@

0 (Az;\ 0 (10h)\ _ 18h8h+1 0?h

elde edilir. Benzer gekilde

18h_%

—— = =1,2, ..
hax‘] A 7.] Y Y 78

esitligi ¢ # j icin x; ye gore diferensiyellenirse

a<%> a<1ah>_ 1 0h Oh 1 0%

o, \ A )~ 95, \hoz, )~ W or, 01,  how,0m

olarak bulunur. Boylelikle

esitliginin saglandigl goriiliir.

(<) Qbolgesinde (7.2.7) kogulu saglansin. i = 1,2, ..., s i¢cin (7.2.6) esitliklerinden

integral alinirsa

A
Inh (z) :/ Xd:ri—l—ci (X1, T2y ooy T 1, L1y oeey T (7.2.8)

esitligi elde edilir. Burada ¢; (i =1,2,...,s)ler bilinmeyen fonksiyonlardir. ¢; leri
belirlemek igin (7.2.8) esitligi ¢ # jicin x; ye gore tiirevlenir ve (7.2.7) kosulu uygu-

lanirsa

10h _ /1 Ar) o O
h@xj N 8xj A ’ 8xj
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]

% B Ax; n ac;
A A ). Oz
olarak bulunur. Burada (7.2.6) esitligi dikkate alinirsa
801' ASU]'
= (= 7.2.9
axj ( A ) Ti=a; ( )
olup
‘ Ax;
C; (mlax%"'>$i717xi+la"'>$s) = / (TJ) dxj

A di (21, .0, i1, Tig 1, ooy Lj—15Tj+15 - Ts)

elde edilir. Bu esitlik (7.2.8) de gozoniinde tutulursa

Zi Zj
Az, Az,
Inh(z) = Txdmi +/ (%) dz; +
a; aj T
+dl (l‘l, oy Lj1y Tij 1y ooy Lj—1y Ljg1y +oey .I'S) (7210)

olarak bulunur. Benzer gekilde, (7.2.10) esitligi x (i,j # k) ya gore diferensiyel-
lenip (7.2.6) ve (7.2.7) ifadeleri dikkate alinirsa ve devaminda tekrar benzer iglemler

uygulanirsa, d; fonksiyonlar:

Tk Tm

Az Az,
d; = / <Tk> vima; dry + ... —l—/ ( A >‘ ;ﬂ;zgz dzr, + ¢

Ti=a;
a J=aj G

olarak elde edilir. Burada c keyfi sabittir. d; fonksiyonu (7.2.10) da yerine yazilirsa,

farkli 4, 7, k, ..., m indisleri i¢in
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T; Tj Tk

Ax; Ax; Az,
h (l‘) = €exp / A d!E, + / <TJ> . dl’j + / (T) %?fg? di‘k
a; CL]' L ag I
+..+ / (AZm> ‘ Ti=ai dry, +c (7.2.11)

esitligine ulagilir. Boylelikle (7.2.6) denklem sisteminin negatif olmayan sifirdan

farkl bir h (z) ¢oziimii elde edilir ki bu da teoremi ispatlar.

Tanim 7.2.2. (7.2.11) ile verilen h (z) fonksiyonu, 2 bolgesinde “potansiyel self-
adjoint operatoriin agirlik fonksiyonu” olarak adlandirilir. Bu fonksiyon sabit carpan

farkiyla tektir.

7.3 s-Degiskenli Ikinci Basamaktan Kabul Edilebilir Kismi Diferensiyel

Denklemlere liskin Ozfonksiyonlarin Ortogonalligi

Ortogonallik teoremini vermeden 6nce teoremin ispatinda kullanacagimiz Divergens

Teoremini hatirlatalim.

Teorem 7.3.1.(Divergens Teoremi) R® de sinirli bir bolge €2 ve onun smir1 02
olsun. Vi, ..., V; bilegenleri (2 nin icinde ve sinir1 iizerinde tiirevlenebilir fonksiyonlar

olan her V' vektor alam igin

/(V.V)dmz/

Q o \i=1

esitligi gecerlidir. Burada dr = dx;...dx,, 2 da hacim elemanini, do ise 02 sir
yiizeyi iizerinde yiizey alani elemanim gostermekte olup v = (vy, ..., vs), 0 ya dik
“birim dig normal vektorii” ifade etmektedir. Ayrica V nabla operatorii

V = < 0 i) olarak gosterilir. (7.3.1) esitligi “Divergens Teoremi” olarak

8—51,‘17 ceey 81‘8
bilinir.
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(7.2.3) ile tamimh

hLu = Z hA;; (z) Ou +ZhB ) Ju
" Ozx;0x; 4 ox;

ij=1 i=1

operatoriinii ele alalim. Bu operatore iligkin Lagrange 6zdesligi

. . 0 a ou .0
hvLu — hulL*v = ; B hv ; Aija—xj —u ; oz, (hvA;;) + Bihuv|  (7.3.2)
olarak bulunur.
x) = hv i: A; Ou u ES: 0 (hvA;;) + Bihuv (7.3.3)
= ]al’j — 0:1,’]- J

gosterimi kullanilirsa (7.3.2) esitligi

hvLu — huL*v = Z 88x P, (z) (7.3.4)
=1 0

formuna indirgenir. (7.3.4) egitligi Q2 bolgesinde integrallenirse

/(thu—huL* )dx = /( oz >d:c— /(V.P) dx

Q Q

olup bu esitligin sag yaninda P = (P (x), ..., Ps (z)) vektor alam i¢in Divergens

Teoremi uygulanirsa

/ (hvLu — huL*v) dz = / (Z PUZ> do (7.3.5)

Q o \i=1

elde edilir. (7.2.3) operatoriiniin self-adjoint oldugu kabul edilirse, bu durumda

(7.3.5) esitligi

/ h(vLu — ulv) de = / (Z PUZ> do (7.3.6)

Q o0 =

formuna indirgenir. (7.3.3) esitligi diizenlenirse ve (7.2.4) self-adjointlik kogulu kul-

173



lanilirsa
> ou ° ov
P (z) = thAij— - thAij—
= a.%'j e 8.77j

olarak bulunur. Bu esitlik (7.3.6) da dikkate alinirsa

/ h (L — ulo) dz — / (D, [u] — uD, [v]) do

Q o0N

elde edilir. Burada
: 0
D, = hA;x cos (T, x) . =—
ik=1 Oz;

olup 7, 0f2 ya dik birim dig normal vektordiir. Eger 02 sinir1 iizerinde

/ (vDy, [u] = uD, [v])do =0 (7.3.7)

ifadesi gerceklenirse
/h (vLu —ulLv)dx =0
0
olur. Burada u(z) ve v (z) polinomlari, (7.1.2) kabul edilebilir kismi diferensiyel

denkleminin farkli A, ve \,, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar: iseler bu-

radan

(An—/\m)/h(x)u(x)v(m)dxzo

olup

gergeklenir. O halde agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 7.3.2. (7.2.1) operatorii potansiyel self-adjoint ise ve 92 sir iizerinde
(7.3.7) kosulu gerceklenirse, (7.1.2) denkleminin farkli A 6zdegerlerine kargilik gelen

polinom ¢oziimleri € bolgesinde h () agirhik fonksiyonuna gore ortogonal olurlar.
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7.4 Cok Degiskenli Ortogonal Polinomlar: Baz1 Ornekleri

Bu boliimde kabul edilebilir ve potansiyel self-adjoint bazi denklemlere iligkin ortogo-

nal polinom ¢oziimler ele alinacaktir.
1. Klasik Ortogonal Polinomlarin Farklh Carpimlari

Teorem 7.4.1. {Q,, (z;)} i =1, ..., s polinomlar1, h; (z;) agirlik fonksiyonuna gore

(a;, b;) araliginda ortonormal polinomlar olsunlar. Yani

b;

[ 150 Qu (23) Qo () s = 80, (7.4.1)

a;

kosulunu saglasinlar. Bu durumda
Q={z=(21,...,25) : a; <x; <b; , i=1,2,....8}

ve

h (ili') = hl (ZL‘l) hg (1'2) hs ($8>

olmak {izere

In (ZL’) = fnl ..... ns (ZE) = Qm (xl) ---Qns (1‘5)

polinomlar: €2 bolgesinde h (z) agirlik fonksiyonuna gére ortonormal bir sistem tegkil

eder (Lyskova 1991).

Ispat: (7.4.1) kosulu kullamilirsa,

J b (@) fo (@) fn (z) dx

0

h (,/L’) f"llym,ns (m) fmlwnams (,/L’) dm

[P (1) ha (72) . I (76)] [Qny (1) @, (76)] [Qumy (71) . Qu, (25)] d

SRy
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by bs

= /hl (581) Qny ($1> Qm, ($1) dml---/hs (xs) Qn, (xS) Qm, (1'8) dz,

ai as

= Opymy--Ongm.
1, (n1,..,ns) = (m, ... ms)

0, (n1,...,ns) # (M1, ..., myg)

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. Simdi de bu durumun 6nemli baz1 6rneklerini

gosterelim.

s (@) = Ly () = Lyt (1) . Ly () (7.4.2)

Laguerre polinomlari
Q={z=(21,...,25) s ; >0, i=1,2/...,s}
bolgesinde
h(x)= x‘f‘l...xfse_(w1+"'+x5) o >—1,1=1,2,...,8

agirlik fonksiyonuna gore ortogonal bir sistem olugturur. Boliim 3.1 deki iki degiskenli
Laguerre-Laguerre klasik carpiminin sagladigi kismi diferensiyel denkleme benzer

sekilde (7.4.2) polinomunun da

u 0*u i ou
—ija—‘r?—i‘Z(SCj—Oéj—l)a—xj = nu
j=1

J=1

denklemini sagladig1 kolaylikla gosterilebilir. Bu denklem Teorem 7.1.1 in kogullarini

gerceklediginden kabul edilebilir bir denklem olup A, = n i¢in ("ﬁ‘jfl) tane n-yinci

dereceden lineer bagimsiz polinom ¢oziime sahiptir.

ii.

frrms () = Hy (x) = Hp, (21) ... Hp, (25) (7.4.3)
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Hermite polinomlari
Q={z=(21,...,25): —c0<x; <00, i =12 ..}

bolgesinde

h(z)=exp (-2} — ... — z?)

S

agirlik fonksiyonuna gore ortogonal bir sistem tegkil eder. Boliim 3.1 deki iki degigkenli
Hermite-Hermite klasik garpiminin sagladigy (3.1.10) denklemine benzer gekilde (7.4.3)

polinomlar1 da

denklemini gercekler. Yine bu denklem de kabul edilebilir bir denklem olup A, = 2n

-1 .. . o . R fogl
n+2 ) tane n-yinci dereceden lineer bagimsiz polinom coziime sahiptir.

icin (

2. Cok Degiskenli Appell Polinomlar:

: d%u ® 0%u i ou

E (xf—xz)ﬁ—i— E xixjm—i- E ((’y—i—s—i—l)xi— (Oéi‘i‘l)) Oz

i=1 v ij=1 vy i=1 ?
1#£]

=n{(n—1)+v+s+1}u (7.4.4)
denklemini saglayan Appell polinomlar:

Q= {:r: (1, 0y Ts) » 2 >0, le < 1}
i=1

simpleksinde

h(x)=af".2% (1 -2y — ... —x5) =1 o> —1, y— Zai > —1 (7.4.5)
i=1

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir (Lyskova 1991). Teorem 7.1.1. in kogullarim
saglayan (7.4.4) denklemi kabul edilebilir ve potansiyel self-adjoint bir denklemdir.
Ayrica (7.4.5) agirhik fonksiyonunun da (7.2.4) denklem sistemini gergekledigi ko-
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laylikla gosterilebilir.

3. Kiiresel Bir Bolgede Ortogonal Polinomlar

S

Z(x?—l +Zxxja o +ngz —=n {(n=1)+gtu (7.4.6)

=1 2,J=1 Zi

i#£]

denklemini saglayan polinom ¢oziimler

Q= {x = (21, ..., Ts) : fo < 1}
i=1

bolgesinde
g—s—1

hiz)=(1-2f—.—22) 2 , g>s—1 (7.4.7)

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir (Lyskova 1991). (7.4.6) denklemi kabul edilebilir
ve potansiyel self-adjoint bir denklem olup & (x) agirlik fonksiyonu da (7.2.4) denk-

lem sistemini gercekler.
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8. HARMONIK POLINOMLARIN ORTOGONALLIGi

Bu boliimde harmonik polinomlarin ortogonalligi incelenecektir. i1k olarak iki ve iic
boyutlu uzayda Laplace denkleminin polinom ¢oziimleri elde edilecek ve bu ¢oziim-
lerin ortogonalligi gosterilecek, daha sonra da n—boyutlu uzayda harmonik polinom-

larin ortogonalligi {izerinde durulacaktir.

8.1 Harmonik Polinomlar

S ox? T a2

—0 (8.1.1)

Laplace denkleminin ¢oziimleri harmonik fonksiyonlardir. Burada ¢nce bu denk-
lemin polinom ¢oziimleri incelenecek, sonra da bu polinom ¢oziimlerin ortogonalligi

hakkinda bilgiler verilecektir.

Tanim 8.1.1.(8.1.1) denklemini saglayan m-yinci dereceden homogen bir H,, (z)

polinomu “harmonik polinom” olarak adlandirilir.

Bu polinomlar, verilen bir yuvarin i¢cinde Laplace denklemini ve sinir1 iizerinde de
verilen siir degerini saglayan harmonik fonksiyonlar bulmada yararh olmaktadirlar.
Ozellikle birim yaricaph kiirede bu tip fonksiyonlarin belirlenmesi énemlidir. Ornek

olarak n = 2 durumunda bu polinomlar: inceleyelim.

x,y € R olmak iizere z = x + iy kompleks degiskeni kullanilarak harmonik fonksi-

yonlar belirlenebilir. Ornegin, n bir dogal say1 olmak iizere
M= (x+iy)"  ve Z"=(zr—iy)"
fonksiyonlar1 harmonik polinomlar olup

AU = Ugy + Uy, =0

Laplace denklemini saglarlar.
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22 4+ y? = 1 cemberi iizerinde verilen bir smir degerini saglayan harmonik fonksi-
yonlar1 bulurken, (z + iy)" ve (z — iy)" polinomlar1 yerine bunlarin kutupsal koor-

dinatlardaki ifadelerini kullanmak bize kolaylik saglar. Buradan

T = rcost

y = rsinf

doniigiimii ile tanimlanan (r, #) kutupsal koordinatlar: kullanmlirsa,

2 = "™ =" cosnf + ir™ sin nf

7" = r"e ™ =" cosnf — ir" sinnf

olarak elde edilir. Bu kompleks degerli fonksiyonlar harmonik oldugundan bunlarin

reel ve sanal kisimlar: da (8.1.1) denklemini saglar. Yani,

(2" +2") =5 (z+ )" + (x —iy)")

(=T = (@ i) — (o i)")

r"cosnf =

N[ —

r"sinnf =

g.’)|,_.[\:)|)—t

polinomlar:1 n-yinci dereceden homogen harmonik polinomlardir.

r < licin

2

1 1—r?

v(r.6) = o /f () 1—2rcos(f—¢)+ r2d¢ (8.1.2)
0

esitligi ile verilen Poisson integrali,

limo (r,0) = f(0) (8.1.3)

r—1

kosulunu saglayan harmonik bir fonksiyon olup, birim dairede Dirichlet probleminin
¢Oziimiinii verir. Dirichlet problemi, birim dairede harmonik olan ve dairenin sinir1
tizerinde siirekli bir f fonksiyonuna esit olan bir v (r,#) fonksiyonunun bulunmasi

problemidir. Burada
1—r?
1—2rcos(0 —¢)+1?
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ifadesi Poisson ¢ekirdegi olarak bilinir ve

1—r?
1—2rcos(0—¢)+1r2

= 1+QZcosn(0—¢)r” (8.1.4)
n=1
esitliginin gergeklendigi asagidaki sekilde gosterilebilir.

1+22cosn(9—¢)r" = 1+Z ngin(0—¢) +rn€*in(97¢>))

= 1+Z 7‘61(9@5 —|—Z re- 0¢
= 17D (reOO) e 00§ (e 00"
n=0 n=0
rei(0_¢) 7"6_7:(0_‘15)
= 1 —rei®=9) Tz re—i0-¢)
1—1r?

1 —2rcos(0 —¢)+r?

Buradan goriilmektedir ki, Poisson ¢ekirdegi harmonik polinomlarin sonsuz toplami
olarak yazilabilmektedir. O halde harmonik polinomlar yardimiyla, birim dairede
Laplace denklemini saglayan ve dairenin sinir1 iizerinde de verilen siir kosulunu
gergekleyen harmonik fonksiyonlar bulunabilmektedir. Gergekten (8.1.2) ile tanimh
v(r,0) fonksiyonu harmonik bir fonksiyondur. Simdi de bunun gerceklendigini

gosterelim. Iki boyutlu uzayda Laplace denkleminin dik koordinatlardaki ifadesi,
AU = Ugy + Uy, =0

dir. 0 <6 <27mve0 < r < ooolmak iizere x = rcosf, y = rsinf doniisiimii ile

(r,0) kutupsal koordinatlarina gegilirse, Laplace denklemi
1 1
Au =ty + —up + —ugy =0 (8.1.5)
r r

formuna indirgenir. (8.1.4) deki toplam (8.1.2) esitliginde gozoniinde tutulur ve
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gerekli tiirevler alinirsa (8.1.5) ifadesi,

1 1
Av = Upp + —Up + —5 U
T T

= %/(f(gb)z(n—n+n2—nQ)T”_Qcosn(H—qﬁ)) dp =0

0 n=1

seklini alir. Buradan (8.1.2) Poisson integralinin Laplace denklemini sagladig1 goriiliir.
Diger yandan (8.1.3) simir kogulunun da gerceklendigini gosterelim. f siirekli ve 27

periyotlu bir fonksiyon olup f nin [0, 27] araligindaki Fourier agilimu,

f(o) = % + Z (ay, cosng + by, sinne)

n=1
formundadir. Burada Fourier katsayilari,

2w
a, = %/f(gzﬁ)cosmbdgb ;o n=0,1,..

0
2

b, = %/f(qb)sinngzﬁdgzﬁ ;o on=1,2,..

0

seklindedir. (8.1.2) ve (8.1.4) esitliklerinden dolay1
ag > . n
v(r,8) = 5} + ; (an cosnb + b, sinnd) r
olup
lin}v (r,0) = f(0)

r—

siir kogulunun saglandigr kolaylikla goriiliir. (Andrews et al. 1999).

8.2 Iki Boyutlu Uzayda Harmonik Polinomlarin Ortogonalligi

Bir 6nceki kisimda iki boyutlu Laplace denkleminin kutupsal koordinatlardaki ifadesi,
Au = Uy, + ;ur + ﬁU@@ =0
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olarak elde edilmisti. Bu denklemin,
u(r,0) =R (r)T (9) (8.2.1)
seklinde degiskenlerine ayrilabilir bir ¢coziimii aranirsa,
R (r) +rR (r) —cR(r) =0 (8.2.2)

T (0) +cT(0) =0 (8.2.3)

denklemleri elde edilir. n negatif olmayan bir tamsay1 olmak tizere ¢ = n? olarak

alinirsa (8.2.2) ve (8.2.3) denklemlerinin ¢tziimleri sirasiyla,
R(r) = Ar" (8.2.4)

T (0) = ¢y cosnb + cosinnf (8.2.5)

olarak elde edilir. Buradan (8.2.1) degiskenlerine ayrilabilir ¢oziimii,
u(r,0) = Ayr™ cosnf + Agr™ sin nf (8.2.6)

formunda bulunur. Burada A; ve Aj keyfi sabitlerdir ve n negatif olmayan bir tam-
sayidir. r"™ cosnf ve r" sinnf, n -yinci dereceden homogen harmonik polinomlardir.
Bu polinomlar lineer bagimsiz olup iki boyutlu Laplace denklemini saglayan har-
monik polinomlar uzayi icin bir baz olugtururlar. n-yinci dereceden iki degiskenli
tiim harmonik polinomlar, bu homogen harmonik polinomlarin lineer kombinasyonu
olarak yazilabilmektedir. Ayrica iki degiskenli Laplace denklemini saglayan farklh

dereceden homogen harmonik polinomlar ortogonaldir. Yani,
D={(r0):0<r<a,0<60<2n}

ile tanmiml dairede, homogen harmonik polinomlar
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cosnbd

sin nd

olmak {izere

(U, Upy) = /unumds =0, m#n
D
esitligi gerceklenir. Acik olarak,
/unumds = / (r" cosnf) (r" cosmbf)ds =0, m#n
(r"sinnf) (r"sinmf)ds =0, m #n

UpUpds =

UpUpds = (r"sinnd) (r"™ cosmf) ds = 0 ; her m,n igin

U\D\g
U\U\U

saglanir ( Andrews et al. 1999 ).
8.3 Uc¢ Boyutlu Uzayda Harmonik Polinomlarin Ortogonalligi

u = u(z,y, z) fonksiyonu x,y, z degiskenlerine gore ikinci basamaktan siirekli kismi
tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. Uc boyutlu uzayda Laplace denkleminin dik

koordinatlardaki ifadesi,
AU = Uy + Uyy + U, =0

dir. 0<0<m 0<¢<2m 0<r < oo olmak iizere

x = rsinfcos¢
y = rsinfsin¢
z = rcosb

doniigiimii ile (r, 0, ¢) kiiresel koordinatlarina gegilirse Laplace denklemi

1 cot # 1
Au:urr+—ur+—2ueg+ —Up +
r r r

Ugy = 0
r2sin2f ¢
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formuna indirgenir. Bu denklem r? ile carpilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

9 7”2@ + L (2 sinH% —l—Lu =0
or\" or) " sinf \ 08 o0 sin2g *°

denklemine varilir. Bu denklemin,

u(r,0,0) = R(r)F(¢)T(0) (8.3.1)

seklinde degiskenlerine ayrilabilir ¢oziimii aranirsa,

R’ (r) 4+ 2rR (r) — cR(r) =0 (8.3.2)
sinf d (. dT . 1 d°F
T @ (sm@ @) + csin 0 + FF& =0 (833)

denklemleri elde edilir. Burada ¢ ayirma sabiti olmak {izere,
c=n(n+1)

olarak alinirsa n negatif olmayan bir tamsay1 oldugunda (8.3.2) denkleminin polinom
¢oziimleri,

R(r)=Ar"

olarak bulunur. (8.3.3) denkleminde son terim 6 dan bagimsiz oldugundan A gibi bir
sabite esit olmalidir. Burada

A= —m?

olarak alinirsa, (8.3.3) denkleminden

1

F' (¢) +m*F (¢) =0 (8.3.4)

1 d (. dT m2
sin 6 do (Smeﬁ) + {” (n+1) - sin29} =0 (8.3.5)

denklemleri elde edilir. (8.3.4) denkleminin ¢oziimii,

F (¢) = Ay cosme + Ay sinme (8.3.6)
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olarak bulunur. (8.3.5) denkleminde

x=cosl, T(0)=y(x)

doniisiimii yapilirsa

(1—x2)%—2x3—g+{n(n+l)—1T12}y:0 (8.3.7)
denklemine ulagilir. Bu denklem
= (1 — x2)% U
doniisiimii ile
(1—x2)u”—2(1+m)xu'+(n—m)(n+m+1)u=0 (8.3.8)

formuna indirgenir. n — m farki negatif olmayan bir tamsay1 oldugunda, (8.3.8)

denklemi polinom ¢oziimlere sahiptir. Bu ¢oziimler,
crE (1) (8.3.9)

Gegenbauer polinomlaridir ve agagidaki sekilde gosterilebilir.

Jacobi diferensiyel denklemi,

(1—m2)%+[ﬂ—a—(a+ﬂ+2)x]§—z+n(n+a+ﬁ+1)u:0 ;a0 > —1

olup bu denklem n negatif olmayan bir tamsay1 oldugunda
CPY? (z) ,  Csabit

polinom ¢oziimlerine sahiptir. Jacobi diferensiyel denklemi ile (8.3.8) denklemi
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kiyaslanirsa ve Ultrakiiresel polinomlarla, Gegenbauer polinomlar1 arasindaki

1 2m +1
n,ni (IL’) _ ( m )nfmp(m,m) (IL’)

n—m

bagintisindan yararlanilirsa, (8.3.9) ¢oziimii elde edilir. Buradan (8.3.7) denkleminin

¢oziimleri,

wf3
Q
3
i
3 [N
—~
8
~—

(12

olarak bulunur. Boylelikle (8.3.1) degiskenlerine ayrilabilir ¢6ziimii

o3
wf3

u(r,0,¢) = Ar* (1 - 2°) C’,Tjn% (z) cosm¢ + Br™ (1 — z°) C;nj,,% (x) sinmg

seklinde elde edilir. Burada 0 < m < n igin

o3
o3

ij% (x) sinmg (8.3.10)

(1 - 1;2) C;nj,,% (z)cosm¢p ve " (1-— 1;2) i

lineer bagimsiz ¢oziimleri (2n + 1) tanedir. ¢ den bagimsiz tek ¢oziim m = 0 i¢in
1
rCy (x)

dir. Bu bagimsiz ¢oziimler, n-yinci dereceden homogen polinomlardir. Bunu goster-

mek icin,

m+1 (—1) (m + E)nfmfk —m—2k _n—-m—2k
2 — 271 m n—m
Cri () ; k! (n —m — 2k)! v

Gegenbauer polinomlarim (8.3.10) da yerine yazmak yeterlidir.

x = cosf olmak iizere (8.3.10) ile tanimh bu bagimsiz ¢oziimler,

mal Si
— 1 (sin®)™ C"F (cos8) d e (8.3.11)
cos mao

Um,n

olup ii¢ boyutlu harmonik polinomlar uzay1 icin bir baz olustururlar. Uc degiskenli
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n-yinci dereceden diger tiim harmonik polinomlar, bu polinomlar cinsinden ifade
edilebilmektedir. Ayrica ii¢ degiskenli Laplace denklemini saglayan farkl dereceden

homogen harmonik polinomlar ortogonaldir. Yani,
S={(r0,0):0<¢p<2m,0<0<m0<r<a}
ile tanimh kiirede, (8.3.11) ile gosterilen polinom ¢oziimler

(U Upg) = /um,nup,qu =0 ; (m,n)# (p,q)
S

egitligini gercekler. Acik olarak n = ¢ ve m # p durumu igin,

n _.m m-‘r% n i p p+%
U nUpn dS = (7‘ sin™ 0 C,,_.? (x) cos mqb) (r sin” 0 C,, 7 () coquzS) ds =0
(r” sin™ @ C" % (1) sin mgb) (7‘” sin” 6 C’ﬁtg (z) sin p(,b) ds =0

U nUpn dS =

U nUpn dS =

(7’" sin™ @ C’,T_J;% (x) sin m¢> (r" sin” ¢ C’Zj (x) cos pgb) ds =0

e O O
N @

saglanir. Bu ise aym dereceden (8.3.11) polinomlarimin ortogonal olduklarimi ve
dolayisiyla lineer bagimsiz olduklarini géstermektedir. n # g ve her m, p durumu

i¢in,

/ U nUpqds =

U nlpqds =

(r” sin™ 6 C’;njm% (x) cos mgb) <rq sin® 0 C'é)fp% (x) cos pgb) ds =0
(7’" sin™ 6 C’,T_J;% (x) sin m¢> (rq sin? 0 C’gjp% (x) sin p¢> ds =0

(r” sin™ 6 C,Tj,% (x) sin m¢> (rq sin” 0 Cé’jp% (x) cos p(b) ds =0

U nUpqds =

N 0 @
e I

saglanir. Bu da ii¢ boyutlu uzayda, farkli dereceden harmonik polinomlarin ortogo-

nal olduklarimi ifade etmektedir (Rainville 1965).
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8.4 k-yinci Dereceden Homogen Harmonik Polinomlar Uzayinin Boyutu

n degigkenli, k-yimc1 dereceden homogen polinomlarin vektér uzayr Vi olsun. Her

bir p € V} polinomu

gosterimine sahiptir. Burada 8 = (8y,...,0,), * = (z1,...,%n), g = ¢c3,,..8, >
2? = 20 ahn ve 18] = >0, = k dir. (3, ler negatif olmayan tam sayilardir.

Vi vektor uzayimin boyutu,
S
i=1

olacak gekildeki ((y, ..., 3,,) n -lilerinin sayisidir. n degiskenli, k -yinci dereceden bu
homogen polinomlarin sayisi

n+k—1
dk,n =

dir. Bunun dogrulugu tiimevarim yontemiyle kolayca gosterilebilir. Bu homogen
polinomlarin tiimii harmonik degildir. Buradan n degiskenli, k-yinc1 dereceden lineer
bagimsiz harmonik polinomlarin sayisim1 bulmak i¢in homogen bir p () polinomu ele

alalim.
k

p(x) = folAk,j (1, eey Tp1)

§=0
olup burada A;_;, (k — j) —yinci dereceden w1, ..., x,_1 degiskenlerine bagli homogen
bir polinomdur. p(z) polinomuna Laplace operatérii uygulanrsa,

Ap(e) = Y ganla) + o)

k 1 k
= Zl‘% (Z Ak —j ZL‘1, ...,l‘n_l)> + Z @ (l’f.b Ak_j (1'1, ...,l‘n_l))
i=0 n

) =0

k k
= Zl‘% An—lAk—j (I’l, ceey xn—l) —|— Z] (] — 1) .27%_214],3_]‘ (1171, ceey xn—l)

j7=0 7=0
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olur. p(x) harmonik bir polinom oldugunda A (p (z)) = 0 olup j = 0,1, ...,k — 2 i¢in

Ap 1Ay (@1, Tpg) = = (G + 1) (+2) Apejz (71, .., 1)

esitligi elde edilir. Burada Ay ve Aj_;1 polinomlar1 verildiginde diger A; polinomlar:

belirlenebilir.

A (21, ..., Tp_1) verildiginde k-yma dereceden, (n—1) degiskenli bagimsiz harmonik

polinomlarin sayisi,
k+n—2
k

dk,nfl =

dir. Yine Ag_q (21, ..., x,—1) verildiginde (k — 1)-inci dereceden, (n — 1) degiskenli

bagimsiz harmonik polinomlarin sayisi,

k+n—3
k—1

dk—l,n—l =

dir. Buradan n degiskenli, k-yinci dereceden bagimsiz harmonik polinomlarin sayisi,

(k+n—-3)!(2k+n—2)
k!l (n —2)!

Ckn = dk,nfl + dkfl,nfl =

olarak elde edilir. Gergekten iki ve ii¢ boyutlu uzayda k-ymci dereceden bagimsiz
harmonik polinomlarin sayis1 sirasiyla ¢y o =2 ve ¢y 3 =2k +1; k>0 dir

(Andrews et al. 1999).

8.5 n-Boyutlu Uzayda Harmonik Polinomlarin Ortogonalligi

Kisim 8.2 ve Kisim 8.3 de a yarigaplh bir dairede ve a yarigaph bir kiirede farkh
dereceden harmonik polinomlarin ortogonal olduklar1 gosterilmisti. Simdi de n
degiskenli, farkli dereceden homogen harmonik polinomlarin ortogonal olduklarini

gosterelim. n boyutlu uzayda (zi,...,z,) noktasin (r, 0y, ...,6, o, ¢) kutupsal ko-
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ordinatlardaki ifadesi; 0 < 6, <7, 0 < ¢ < 2w, 0 < r < oo olmak iizere

r1 = rcosby
To = rsinf;cosl,
T3 = rsinf;sinf,cosls
Tp_o = 7rsinf;sinb,...sinf,_3cosb,, -
Tp_1 = rsinf@isinfs,...sinf, 3sinf, o cos ¢
T, = rsinfisinfb,...sinf, _3sinfd,_,sing¢

doniistimii ile tammlamr. Burada |z| = \/2} + ... + 22 = r dir ve a yancaph kiire

yiizeyi {izerindeki yiizey alan elemani
dw = a" ' sin™ 2 0, sin" > 0y...sin 0,,_o db1dbs...d0,,_odo

dir. Hy(x)ve Hj(xz), j # k olmak iizere sirasiyla k ve j-yinci dereceden, n

degigkenli homogen harmonik polinomlar olsunlar. Green teoreminden dolay1

7{ (Hj (z) %Hk (z) — Hy (x) %Hj @)) d (85.1)
C:|z|=a
= [ @A)~ (@) A, @) dy
D:z|< a

esitligi saglanir. Burada dv = dz;...dx, hacim elemam olup, || = a iizerinde dig
normal dogrultudaki tiirev, r yaricap dogrultusundaki tiirevdir. Hj (x) ve H; (x)

polinomlar1 harmonik olduklarindan

AHp(z) =0 ve AHj(z)=0

saglanir. Dolayisiyla (8.5.1) esitliginin sag yam sifir olur. Buradan
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0 0
% (Hj (x) %Hk (x) — Hy (x) %Hj (1})) dw =0 (8.5.2)
Cilz|=a
elde edilir. (8.5.2)de & = |%|, |z| = r olarak alinirsa, (8.5.2) integrali
0 0
§l(meogmeo)| - (meogmeo) Jawe-o ©53

§1=1

formuna doniisiir. Hy, (x) ve H; (x) homogen polinomlar oldugundan,

o) )

EHk (r€) T (r*Hy (8))] _, = a" " kHy (€)
) o, . .

EHj (r€) . = 3 (r’H; (€)) . = a7 jH; (€)

esitlikleri saglanir. Bu egitlikler (8.5.3) de gozoniinde tutulursa
P (E =) §H O HOdo(6) =0
€1=1
ifadesi elde edilir. Burada a # 0 ve k # j oldugundan

1O He(©do(©) =0 854

§1=1

gergeklenir. [€ |2 = £+ ...+ £ =1 birim kiiresinde tammli, reel degerli ve siirekli

fonksiyonlarin uzay1 F olmak iizere, bu uzaydaki i¢ ¢carpim

(f.9) = fﬂs)g(s)dw(s) . f.geF (8.5.5)
|€]=1

olarak tanimlansin. Buradan R™de kiire yiizeyi iizerindeki farkli dereceden Hj, (€)
ve H; () yiizey kiiresel harmoniklerinin (8.5.5) de tamml i¢ ¢arpim altinda orto-
gonal olduklar goriiliir. Diger yandan R" de a yaricaph bir kiirenin iginde tanimh

farkli dereceden Hy, (z) ve H; (x) kat1 kiiresel harmonikleri de bu i¢ carpim altinda
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ortogonaldir. Yani
Hy(x) =r"Hy, (§)  ve Hj(x)=r1"H;(§)

olup

a

(Hy (@), H; (2) = [ Hy (o) H, () do = / ikl g 74 H, (€) H, (€) duo (€) = 0

jal< a r=0 él=1

saglanir. Yani, a yaricapl herhangi bir kiirenin birim kiireye indirgenmesiyle, birim

kiire tizerindeki ortogonallik a yaricaplh kiirenin tamamina genisletilebilmektedir.

Buraya kadar, ayni1 dereceden lineer bagimsiz harmonik polinomlarin ve farkli derece-
den harmonik polinomlarin ortogonalligi gosterildi. Fakat, ayni dereceden harmonik
polinomlarm her zaman ortogonal olduklari séylenemez. Ornegin , 7" cosné ve

r"™ sin nf harmonik polinomlar1 ortogonal olmasina ragmen
Uy, =71"cosnd +r"sinnd  ve uy, = r"cosnd

harmonik polinomlar: ortogonal degildir.

Kisim 8.4 de ndegiskenli , k-yinc1 dereceden lineer bagimsiz homogen harmonik

polinomlarin sayisi
(k+n—-3)!(2k+n—2)
k!l (n —2)!

Ckn =

olarak bulunmusgtu. Burada Gram-Schmidt ortogonalizasyonu kullanilarak, n degiskenli
k-yinc1 dereceden kiiresel harmoniklerin ortonormal bir bazini secmek miimkiindiir.

Bu bazin elemanlar:

Sk;j (5) ) j = 17 27 <y Cn

ile gosterilirse ve burada farkli dereceden kiiresel harmoniklerin ortogonalligi ve

Sk,j lerin ortonormal bir bazin elemanlar1 olduklar: dikkate alinirsa

193



0 ; k= k/ ) j 7&]
(S Sk) = [ S5 (€) S @ dw(©) =8yyb =S 1 5 k=K j=
gl=1 0 ; k#k' , herj, j icin
oldugu goriiliir. Boylece farkli dereceden harmonik polinomlarin ve ayni dereceden

lineer bagimsiz harmonik polinomlarin ortogonalligi gosterilmis olur (Andrews et al.

1999).
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