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Bu tez sekiz bölümden oluşmaktadır. 
Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 
İkinci bölümde, iki değişkenli ortogonal polinomların temel özellikleri verilmiştir. 
Üçüncü bölümde, bir aralıkta ortonormal olan polinomlar aracılığıyla, bir bölgede 
ortonormallik koşulunu sağlayan iki değişkenli polinomlar ele alınmıştır. Ayrıca klasik 
ortogonal polinomların  farklı çarpımları yardımıyla ortogonal polinom aileleri elde 
edilmiştir. 
Dördüncü bölümde, iki değişkenli klasik Appell  polinomları incelenmiştir. 
Beşinci bölümde, polinom çözümlere sahip olan kabul edilebilir lineer kısmi 
diferensiyel denklemlerin genel formu ele alınmış ve ikinci basamaktan böylesi 
denklemlerin uygun afin dönüşümü altında normal formları elde edilmiştir. 
Altıncı bölümde, ikinci basamaktan kısmi diferensiyel denklemler için self-adjointlik 
ve potansiyel self-adjointlik koşulları ele alınmıştır. Ayrıca kabul edilebilir ve 
potansiyel self-adjoint denklemler için ağırlık fonksiyonları ve ortogonallik bölgeleri 
elde edilmiş ve Rodrigues formülleri verilmiştir. 
Yedinci bölümde, çok değişkenli polinomları çözüm kabul eden ikinci basamaktan 
kabul edilebilir kısmi diferensiyel denklemlerin genel formu elde edilip, böylesi 
denklemlere potansiyel self-adjointlik koşulu uygulanarak ağırlık fonksiyonları 
bulunmuştur. Ayrıca bu denklemlere ilişkin polinom çözümlerin ortogonallik koşulu 
incelenip, çok değişkenli ortogonal polinomların bazı örnekleri ele alınmıştır. 
Son bölümde ise Laplace denklemini sağlayan harmonik polinomlar hakkında bilgi 
verilmiş ve çok değişkenli harmonik polinomların ortogonalliği üzerinde durulmuştur. 
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This thesis consists of eight chapters. 
The first chapter is devoted to the introduction. 
The second chapter deals with general properties of orthogonal polynomials in two 
variables. 
In the third chapter, orthonormal polynomials in two variables over a domain have 
been examined with the help of orthonormal polynomials on an interval. Also, 
orthogonal polynomial families have been obtained by means of different products of 
classical orthogonal polynomials. 
In the fourth chapter, clasic Appell polynomials in two variables have been studied. 
In the fifth chapter, admissible differential equations in the general form which have 
polynomial solutions have been examined and for such differential equations of the 
second order, the normal forms have been given with the help of appropriate afine 
transformations. 
The sixth chapter  deals with the conditions of the self-adjointness and potential self-
adjointness of the partial differential equations of the second order. Moreover, in this 
section the domains of the orthogonality and weight functions for admissible and 
potentially self-adjoint equations have been found and for such differential equations, 
Rodrigues formulas have been given. 
In the seventh chapter, admissible partial differential equations of the second order in 
the general form which have polynomial solutions of several variables have been 
obtained  and by applying the conditions of the potential self-adjointness, weight 
functions have been found. Furthermore, orthogonality conditions for the polynomial 
solutions which satisfy such differential equations have been examined and some 
examples of orthogonal polynomials of several variables have been given. 
The last chapter gives some information about  harmonic polynomials that satisfy 
Laplace equation  and examines the orthogonality of harmonic polynomials of several 
variables. 
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1. GİRİŞ

Ortogonal polinomlar teorisi üzerinde yapılan çalı̧smalar ve bunların uygulamaları

son yıllarda oldukça geli̧smi̧stir. Bu polinomların matematiksel istatistik, quan-

tum mekaniği ve matematiksel fiziğin uygulamalarında önemli bir yeri vardır. Uy-

gun koşullar altında ortogonal polinomların farklı tip özellikleri halen araştırılmak-

tadır. Bir deği̧skenli klasik ortogonal polinomların ilk örnekleri A.M. Legendre,

P.S. Laplace, J.L. Lagrange ve N.H. Abel tarafından ele alınmı̧stır. Daha sonraları

P.L. Chebychev, klasik ortogonal polinomların bazı önemli özel durumlarını araştır-

mı̧s ve ortogonal polinomların genel teorisini geli̧stirmi̧stir. Bir deği̧skenli ortogonal

polinomlar teorisi üzerinde yapılan çoğu önemli sonuçlar C. Jacobi, C. Hermite, E.

Laguerre ve T. Stieltjes tarafından verilmi̧stir. Ortogonal polinomlar teorisi üzerinde

klasik sonuçlar G. Szegö tarafından ele alınmı̧stır.

Son yıllarda, bir deği̧skenli ortogonal polinomların ı̧sığı altında, çok deği̧skenli orto-

gonal polinomlar teorisi üzerinde de çalı̧smalar yapılmaktadır. 1926 da iki deği̧skenli

Appell polinomlarının özellikleri P.Appell ve J. Kampè de Fèriet tarafından detaylı

bir şekilde incelenmi̧stir. 1938 de Jackson, bir bölgede keyfi bir ağırlık fonksiyonuna

göre ortogonal olan iki deği̧skenli ortogonal polinomların en basit özelliklerini ele

almı̧stır. 1967 de H.L. Krall ve I. Sheffer, Jackson ın sonuçlarını genelleştirmi̧s ve

özfonksiyonları bir bölgede ortogonal polinomlar olan ikinci basamaktan bazı lineer

kısmi diferensiyel operatörleri incelemi̧stir. 1974 de G.K. Engelis de benzer sonuçlar

elde etmi̧s ve iki deği̧skenli bazı ortogonal polinom sınıfları için Rodrigues formülünü

türetmi̧stir.

Bu tez de, ilk olarak bir bölgede keyfi bir ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan

polinom grupları ele alınmı̧stır. Daha sonra bir aralık üzerinde ortogonal olan bir

deği̧skenli polinomlar yardımıyla bir bölgede ortogonal olan polinomlar bulunmuş-

tur. İki deği̧skenli polinom çözümlere sahip olan kabul edilebilir kısmi diferensiyel

denklemlerin genel formu verilip, uygun afin dönüşümleri altında ikinci basamak-

tan bu denklemlerin normal formları elde edilmi̧stir. Kabul edilebilir denklemlere

potansiyel self-adjointlik koşulları uygulanarak bu denklemler için ağırlık fonksiyon-
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ları ve Rodrigues formülleri incelenmi̧stir. Ayrıca, çok deği̧skenli polinom çözümlere

sahip kabul edilebilir diferensiyel denklemlerin genel formu bulunup, bu denklemlere

ili̧skin ağırlık fonksiyonları ve ortogonallik koşulları ele alınmı̧stır. Son bölümde ise

iki boyutlu ve üç boyutlu uzayda Laplace denklemini sağlayan harmonik polinomlar

incelenmi̧s, n-boyutlu uzayda harmonik polinomların ortogonalliği gösterilmi̧stir.
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2. İKİ DEĞİŞKENLİ ORTOGONAL POLİNOMLARIN GENEL

ÖZELLİKLERİ

2.1 Bir Bölgede İki Deği̧skenli Ortogonal Polinomlar

Tanım 2.1.1. x ve y bağımsız deği̧skenlerinin kuvvetlerinin çarpımlarıyla elde

edilen monomiallerinin kümesi

�
xn−kyk

�
, n = 0, 1, ... ; k = 0, 1, ..., n

olsun.

{cnk} , n = 0, 1, ... ; k = 0, 1, ..., n

reel sabitler ve cnk 9= 0 olmak üzere n-yinci dereceden iki deği̧skenli cebirsel bir

polinom

Pnk (x, y) =
n−1[
m=0

m[
s=0

c(n,k)ms x
m−sys +

k[
s=0

c(n,k)ns xn−sys (2.1.1)

dır. Burada n indisi, x ve y deği̧skenlerine göre polinomun toplam derecesini, k

indisi de polinomdaki y deği̧skeninin en yüksek kuvvetini göstermektedir. c
(n,k)
nk

katsayısına bu polinomun başkatsayısı adı verilir. Kolaylık açısından bu polinom

(n, k)-yıncı basamaktan bir polinom olarak adlandırılır. Burada k indisi en fazla n

ye eşit olabilir.

Lemma 2.1.1. Başkatsayıları sıfırdan farklı olan (n, k)-yıncı basamaktan bir poli-

nom sistemi

P00 (x, y)

P10 (x, y) , P11 (x, y)

P20 (x, y) , P21 (x, y) , P22 (x, y) (2.1.2)

· · ·
Pn0 (x, y) , Pn1 (x, y) , ..., Pn,k−1 (x, y) , Pnk (x, y)
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olarak verilsin. (n, k)-yıncı basamaktan herhangi bir Qnk (x, y) polinomu, (2.1.2)

polinom sistemi yardımıyla

Qnk (x, y) =
n−1[
m=0

m[
s=0

amsPms (x, y) +
k[
s=0

ansPns (x, y) (2.1.3)

formunda tek türlü olarak ifade edilebilir.

İspat: (2.1.1) den Qnk (x, y) polinomu

Qnk (x, y) =
n−1[
m=0

m[
s=0

bmsx
m−sys +

k[
s=0

bnsx
n−sys (2.1.4)

gösterimine sahiptir. (2.1.2) sistemindeki polinomların tamamı (2.1.1) formunda

yazılır ve (2.1.3) ile (2.1.4) deki monomiallerin katsayıları kıyaslanırsa

bnk = ankc
(n,k)
nk

bn,k−1 = ankc
(n,k)
n,k−1 + an,k−1c

(n,k−1)
n,k−1

bn,k−2 = ankc
(n,k)
n,k−2 + an,k−1c

(n,k−1)
n,k−2 + an,k−2c

(n,k−2)
n,k−2

· · ·
b00 = ankc

(n,k)
00 + an,k−1c

(n,k−1)
00 + ...+ a00c

(0,0)
00

lineer homogen olmayan bir denklem sistemi elde edilir. Bu sistem {ams} bilin-
meyenlerine bağlı

q
n(n+1)
2

+ k + 1
r
tane denklem içerir. (2.1.2) deki her polinomun,

başkatsayısı sıfırdan farklı olduğundan, bu denklem sisteminin katsayılar determi-

nantı

∆ =

���������������

c
(n,k)
nk 0 0 ... 0

c
(n,k)
n,k−1 c

(n,k−1)
n,k−1 0 ... 0

c
(n,k)
n,k−2 c

(n,k−1)
n,k−2 c

(n,k−2)
n,k−2 ... 0

...
...

...
. . .

...

c
(n,k)
00 c

(n,k−1)
00 c

(n,k−2)
00 ... c

(0,0)
00

���������������
9= 0

olup {ams} ler tek türlü olarak belirlenir. Böylece ispat tamamlanır.
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Tanım 2.1.2. xoy- düzleminde basit, kapalı bir Γ eğrisi tarafından sınırlanan sonlu,

basit irtibatlı bir bölge G olsun. h (x, y) , G de tanımlı negatif olmayan bir fonksiyon

olmak üzere

0 <

]]
G

h (x, y) dxdy <∞

koşulu gerçeklenirse, bu fonksiyon G bölgesinde bir “ağırlık fonksiyonu” olarak ad-

landırılır. h (x, y) ağırlık fonksiyonunun kuvvet momentleri,

hnk =

]]
G

h (x, y)xn−kykdxdy ; n = 0, 1, ... ; k = 0, 1, ..., n

olup bunların herbiri sonludur. Eğer G bölgesi sınırsız bir bölge ise h (x, y) nin bir

ağırlık fonksiyonu olabilmesi için

0 <

]]
G

h (x, y) dxdy <∞

koşulunun sağlanmasının yanısıra hnk momentleri de sonlu olmalıdır.

Tanım 2.1.3. Cebirsel bir polinom sistemi

F00 (x, y)

F10 (x, y) , F11 (x, y)

F20 (x, y) , F21 (x, y) , F22 (x, y) (2.1.5)

· · ·
Fn0 (x, y) , Fn1 (x, y) , ..., Fn,k−1 (x, y) , Fnk (x, y)

olsun. Bu polinom sistemi, aşağıdaki koşulları sağlarsa h (x, y) ağırlık fonksiyonuna

göre G bölgesinde “ortonormal polinom sistemi” olarak adlandırılır.

i. Her bir Fnk (x, y) polinomunun başkatsayısı pozitif olmalıdır.

ii. (2.1.5) polinomları G bölgesinde h (x, y) ağırlık fonksiyonuna göre ortonormallik

5



koşulunu sağlamalıdır. Yani

(Fnk, Fms) =

]]
G

h (x, y)Fnk (x, y)Fms (x, y) dxdy (2.1.6)

= δnmδks

iç çarpımı gerçeklenmelidir. Burada

δnmδks =

⎧⎨⎩ 0 ; (n, k) 9= (m, s)
1 ; (n, k) = (m, s)

dir.

Teorem 2.1.1. Bir G bölgesinde tanımlanan herhangi bir ağırlık fonksiyonu h (x, y)

olsun. G bölgesinde h (x, y) ağırlık fonksiyonuna göre ortonormal olan bir tek

{Fnk (x, y)} polinom sistemi vardır (Suetin 1988).

İspat: İspatı tümevarımyöntemi ile yapalım. Sıfırıncı basamaktan keyfi bir polinom

F00 (x, y) = a00 > 0 olarak alınırsa]]
G

h (x, y)F 200 (x, y) dxdy =

]]
G

h (x, y) a200dxdy = 1

koşulu sağlanacak şekilde F00 (x, y) = a00 polinomu tek olarak belirlenir.

Şimdi de

F00 (x, y) , F10 (x, y) , F11 (x, y) , ..., Fn0 (x, y) , ..., Fn,k−1 (x, y) (2.1.7)

polinom kümesinin ortonormal bir küme oluşturduğunu kabul edelim ve bu küme

ile ortonormal olacak şekilde (n, k)-yıncı basamaktan bir Fnk (x, y) polinomunun

olduğunu gösterelim. Lemma 2.1.1 den Fnk (x, y) polinomu

Fnk (x, y) =
n−1[
m=0

m[
s=0

amsFms (x, y) +
k−1[
s=0

ansFns (x, y) + ank x
n−kyk (2.1.8)

6



formunda yazılabilir. (2.1.6) dan (n, k) 9= (m, s) için

(Fnk, Fms) =

#
n−1[
m=0

m[
s=0

amsFms (x, y) +
k−1[
s=0

ansFns (x, y) + ank x
n−kyk, Fms

$
= 0

sağlanmalıdır. Burada (2.1.7) polinom kümesinin ortonormal olduğu gözönünde

bulundurulursa

ams + ank
�
xn−kyk, Fms

�
= 0 (2.1.9)

elde edilir. (2.1.9) daki iç çarpım Ams ile gösterilirse

ams = −ankAms

olur. Bu değer (2.1.8) de yerine yazılırsa

Fnk (x, y) = ank

%
xn−kyk −

n−1[
m=0

m[
s=0

AmsFms (x, y)−
k−1[
s=0

AnsFns (x, y)

&
= ank Φnk (x, y)

olarak bulunur. Bu ise (2.1.7) polinom kümesine ortogonal olan (n, k) yıncı basamak-

tan Fnk (x, y) polinomunun sabit çarpan farkıyla tek olduğunu gösterir. Diğer yan-

dan (2.1.6) daki ortonormallik koşulundan

]]
G

h (x, y)F 2nk (x, y) dxdy = 1

sağlanmalıdır. Buradan

a2nk

]]
G

h (x, y)Φ2nk (x, y) dxdy = 1

olup ank > 0koşulu altında bu katsayı tek türlü olarak belirlenir. Böylelikle G

bölgesinde h (x, y) ağırlık fonksiyonuna göre ortonormal olan tek bir

{F00 (x, y) , F10 (x, y) , F11 (x, y) , ..., Fn0 (x, y) , ..., Fn,k−1 (x, y) , Fnk (x, y)}
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polinom sistemi elde edilir. Şimdi de bu teoremden yararlanarak, bir polinomun bir

bölgedeki ortogonallik tanımını verelim.

Teorem 2.1.2. ank başkatsayısı sıfırdan farklı olan (n, k)-yıncı basamaktan bir poli-

nom Fnk (x, y) olsun. Fnk (x, y)polinomunun, birG bölgesinde tanımlı h (x, y) ağırlık

fonksiyonuna göre ortogonal olması için gerek ve yeter koşul,

]]
G

h (x, y)Fnk (x, y)Qpq (x, y) dxdy = 0 , (p, q) ≺ (n, k) (2.1.10)

ifadesinin gerçeklenmesidir. Burada (p, q) ≺ (n, k) gösterimi

(p, q) ≺ (n, k) ≡
⎧⎨⎩ p = n , q < k

p < n

olupQpq (x, y) lar, (n, k)-yıncı basamaktan daha düşük (p, q)-yuncu basamaktan her-

hangi bir polinomu göstermektedir (Suetin 1988).

İspat: (⇒) G bölgesindeh (x, y) ağırlık fonksiyonuna göre (n, k)-yıncı basamaktan
ortogonal bir polinom Fnk (x, y) olsun. Yani,]]

G

h (x, y)Fnk (x, y)Fms (x, y) dxdy = 0 , (n, k) 9= (m, s)

sağlansın. Lemma 2.1.1 denQpq (x, y)polinomu, {Fms (x, y)} polinom ailesi yardımıyla
ifade edilebileceğinden

Qpq (x, y) =

p−1[
m=0

m[
s=0

amsFms (x, y) +

q[
s=0

apsFps (x, y)

eşitliği yazılabilir. Bu açılım (2.1.10) integralinde yerine yazılır ve {Fnk (x, y)} poli-
nom ailesinin ortogonalliği kullanılırsa
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]]
G

h (x, y)Fnk (x, y)Qpq (x, y) dxdy

=

p−1[
m=0

m[
s=0

ams

⎧⎨⎩
]]
G

h (x, y)Fnk (x, y)Fms (x, y) dxdy

⎫⎬⎭
+

q[
s=0

aps

⎧⎨⎩
]]
G

h (x, y)Fnk (x, y)Fps (x, y) dxdy

⎫⎬⎭
= 0

gerçeklenir.

(⇐)Tersine (n, k)-yıncı basamaktan daha düşük basamaklı herhangi bir Qpq (x, y)
polinomu için (2.1.10) eşitliğinin sağlandığını kabul edelim. Burada Qpq (x, y) poli-

nomu yerine (2.1.7) ile verilen

F00 (x, y) , F10 (x, y) , F11 (x, y) , ..., Fn0 (x, y) , ..., Fn,k−1 (x, y)

polinomları alınabilir. Teorem 2.1.1 in ispatı göstermektedir ki, düşük basamak-

tan (2.1.7) polinomlarına ortogonal olan (n, k)-yıncı basamaktan Fnk (x, y)polinomu

sabit çarpan farkıyla tektir. Bu da teoremi ispatlar.

Teorem 2.1.3. Bir G bölgesinde h (x, y) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan

(n, k)-yıncı basamaktan Fnk (x, y)polinomu,

Fnk (x, y) = Qms (x, y)Bpq (x, y) ; m ≥ 1 , p ≥ 1 (2.1.11)

formunda iki polinomun çarpımı olarak yazılabilirse, Qms (x, y) ve Bpq (x, y) poli-

nomları da aynı G bölgesinde kendi ağırlık fonksiyonlarına göre ortogonal olurlar.

İspat: (m, s)-yinci basamaktan daha düşük (r, l)-yinci basamaktan keyfi bir poli-

nom Trl (x, y) olsun. Bu durumda Bpq (x, y)Trl (x, y) polinomunun basamağı (n, k)-

yıncı basamaktan daha düşük olur. Fnk (x, y) ortogonal bir polinom olduğundan,
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Teorem 2.1.2 den

]]
G

h (x, y)Fnk (x, y)Bpq (x, y)Trl (x, y) dxdy = 0 (2.1.12)

sağlanır. Burada (2.1.11) eşitliği kullanılırsa, (2.1.12)den

]]
G

h (x, y)B2pq (x, y)Qms (x, y)Trl (x, y) dxdy = 0

elde edilir. Trl (x, y) , (m, s)-yinci basamaktan daha düşük basamaklı keyfi bir poli-

nom olduğundan, Teorem 2.1.2 den Qms (x, y) polinomu

h1 (x, y) = h (x, y)B
2
pq (x, y)

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir. Benzer şekilde, Bpq (x, y) polinomunun G

bölgesinde

h2 (x, y) = h (x, y)Q
2
ms (x, y)

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonalliği de kolaylıkla gösterilebilir.

2.2 Temel Ortogonal Polinomlar

Bir deği̧skenli ortogonal polinomlar gibi iki deği̧skenli ortogonal polinomlar da ağırlık

fonksiyonunun momentleri yardımıyla temsil edilebilir. Bir G bölgesinde herhangi

bir h (x, y) ağırlık fonksiyonunun kuvvet momentleri,

hnk =

]]
G

h (x, y)xn−kykdxdy ; n = 0, 1, ... ; k = 0, 1, ..., n (2.2.1)

formülü ile tanımlanır (Jackson 1936). Bu momentleri,

h00

h10, h11

h20, h21, h22 (2.2.2)
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· · ·
hn0, hn1 , ..., hn,n−1 , hnn

· · ·

formunda bir tablo ile göstermek daha uygundur. (2.2.2) kuvvet momentleri yardımıyla

aşağıdaki determinantları tanımlamak mümkündür.

∆00 = h00,∆10 =

������ h00 h10h10 h20

������ ,∆11 =

���������
h00 h10 h11

h10 h20 h21

h11 h21 h22

��������� , ...,

∆nk =

������������������������

h00 h10 h11 · · · hn0 · · · hn,k−1 hnk

h10 h20 h21 · · · hn+1,0 · · · hn+1,k−1 hn+1,k

h11 h21 h22 · · · hn+1,1 · · · hn+1,k hn+1,k+1
...

...
...

. . .
...

...
...

...

hn0 hn+1,0 hn+1,1 · · · h2n,0 · · · h2n,k−1 h2n,k
...

...
...

...
...

. . .
...

...

hn,k−1 hn+1,k−1 hn+1,k · · · h2n,k−1 · · · h2n,2(k−1) h2n,2k−1

hnk hn+1,k hn+1,k+1 · · · h2n,k · · · h2n,2k−1 h2n,2k

������������������������
(2.2.3)

Bu determinantlar aşağıdaki şekilde elde edilebilir.

�
1, x, y, x2, xy, y2, ..., xn, xn−1y, ..., xn−kyk

�
(2.2.4)

lineer bağımsız fonksiyonlarının bir sistemini ele alalım. (2.2.1) formülü ile elde

edilen momentler, (2.2.4) sistemindeki fonksiyonların iç çarpımı olarak düşünülebilir.

(2.2.4) sisteminin her fonksiyonu aynı sistemin bir elemanı olan 1 ile çarpılıp h (x, y)

ağırlık fonksiyonuna göre G bölgesinde integre edilirse, (2.2.1) den ∆nk determinan-

tının birinci satırını oluşturan momentler elde edilir. ∆nk determinantının ikinci

satırının elde edilebilmesi için (2.2.4) sisteminin her fonksiyonunun x ile çarpılıp G

bölgesinde h (x, y) ağırlığına göre integre edilmesi yeterlidir. Böyle devam edilerek,
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(2.2.4) sisteminin her fonksiyonu, aynı sistemin son elemanı olan xn−kyk ile çarpılıp

G bölgesinde integrallenirse ∆nk determinantının son satırı elde edilmi̧s olur. (2.2.3)

determinantlarının hepsi (2.2.4) lineer bağımsız fonksiyon sisteminin “Gram Deter-

minantları” olarak adlandırılır.

Lemma 2.2.1. ∆nk , n = 0, 1, ... ; k = 0, 1, ..., n Gram determinantların herbiri

sıfırdan farklıdır.

İspat: (2.2.4) lineer bağımsız fonksiyonlarının sistemi yeniden adlandırılırsa,

{ϕ1 (x, y) , ϕ2 (x, y) , ...,ϕN (x, y)} ; N =
n (n+ 1)

2
+ k + 1 (2.2.5)

sistemi elde edilir. Bu fonksiyon sistemine ili̧skin ∆nk determinantı,

∆nk =

������������

(ϕ1,ϕ1) (ϕ1,ϕ2) · · · (ϕ1,ϕN)

(ϕ2,ϕ1) (ϕ2,ϕ2) · · · (ϕ2,ϕN)
...

...
. . .

...

(ϕN ,ϕ1) (ϕN ,ϕ2) · · · (ϕN ,ϕN)

������������
olarak tanımlanır. Kabul edelim ki, bu determinant sıfıra denk olsun. Bu durumda

aşikar olmayan {bm} , m = 1, 2, ..., N çözümlerine sahip

N[
m=1

(ϕk,ϕm) bm = 0 , k = 1, 2, ..., N

lineer homogen denklem sistemini ele alabiliriz. İç çarpımın lineerlik özelliğinden,

bu denklem sistemi #
ϕk,

N[
m=1

bmϕm

$
= 0 , k = 1, 2, ..., N (2.2.6)

formunda yazılabilir. (2.2.6)denklem sistemindeki herbir denklem bk ile çarpılıp

terim terim toplanırsa #
N[
k=1

bkϕk,
N[
m=1

bmϕm

$
= 0
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elde edilir. (2.1.6) dan bu iç çarpım,

]]
G

h (x, y)
N[
k=1

bkϕk

N[
m=1

bmϕm dxdy = 0

olarak yazılır. Buradan

]]
G

h (x, y)

%
N[
m=1

bmϕm

&2
dxdy = 0

olup
N[
m=1

bmϕm = 0

ifadesi sağlanır. (2.2.5) fonksiyon sistemi lineer bağımsız olduğundan

bm = 0 ; m = 1, 2, ..., N

elde edilir ki bu da kabulümüzle çeli̧sir. Dolayısıyla ∆nk determinantları sıfırdan

farklı olmalıdır.

Şimdi de ∆nk Gram determinantları yardımıyla ortogonal polinomlar tanımlayalım.

(2.2.3) determinantının son satırı (2.2.4) fonksiyonları ile yer deği̧stirilirse, (n, k)-

yıncı basamaktan

Pnk (x, y) =

������������������������

h00 h10 h11 · · · hn0 · · · hn,k−1 hnk

h10 h20 h21 · · · hn+1,0 · · · hn+1,k−1 hn+1,k

h11 h21 h22 · · · hn+1,1 · · · hn+1,k hn+1,k+1
...

...
...

. . .
...

...
...

...

hn0 hn+1,0 hn+1,1 · · · h2n,0 · · · h2n,k−1 h2n,k
...

...
...

...
...

. . .
...

...

hn,k−1 hn+1,k−1 hn+1,k · · · h2n,k−1 · · · h2n,2(k−1) h2n,2k−1

1 x y · · · xn · · · xn−k+1yk−1 xn−kyk

������������������������
(2.2.7)
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polinomu elde edilir. Burada k ≥ 1 ise bu polinomun başkatsayısı∆n,k−1 olur. k = 0

için Pn0 (x, y) polinomu,

Pn0 (x, y) =

������������������������

h00 h10 h11 · · · hn−1,0 · · · hn−1,n−1 hn0

h10 h20 h21 · · · hn,0 · · · hn,n−1 hn+1,0

h11 h21 h22 · · · hn,1 · · · hn,n hn+1,1
...

...
...

. . .
...

...
...

...

hn−1,0 hn,0 hn,1 · · · h2(n−1),0 · · · h2(n−1),n−1 h2n−1,0
...

...
...

...
...

. . .
...

...

hn−1,n−1 hn,n−1 hn,n · · · h2(n−1),n−1 · · · h2(n−1),2(n−1) h2n−1,n−1

1 x y · · · xn−1 · · · yn−1 xn

������������������������
(2.2.8)

olup bu polinomun başkatsayısı ise ∆n−1,n−1 dir.

Lemma 2.2.2. (2.2.7) ile tanımlanan Pnk (x, y)polinomu G bölgesinde h (x, y)

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir. Burada Pnk (x, y) , (n, k)-yıncı basamaktan

bir polinomdur (Krall and Sheffer 1967).

İspat: (2.2.7) polinomu, (2.2.4) fonksiyon sisteminin ilk elemanı olan 1 ile çarpıldık-

tan sonraG bölgesinde h (x, y) ağırlık fonksiyonuna göre integrallenir ve (2.2.1) formülü

kullanılırsa, birinci ve son satırı aynı olan

(Pnk (x, y) , 1) =

������������������������

h00 h10 h11 · · · hn0 · · · hn,k−1 hnk

h10 h20 h21 · · · hn+1,0 · · · hn+1,k−1 hn+1,k

h11 h21 h22 · · · hn+1,1 · · · hn+1,k hn+1,k+1
...

...
...

. . .
...

...
...

...

hn0 hn+1,0 hn+1,1 · · · h2n,0 · · · h2n,k−1 h2n,k
...

...
...

...
...

. . .
...

...

hn,k−1 hn+1,k−1 hn+1,k · · · h2n,k−1 · · · h2n,2(k−1) h2n,2k−1

h00 h10 h11 · · · hn0 · · · hn,k−1 hnk

������������������������

= 0

determinantı elde edilir. (2.2.7) polinomu x ile çarpılıp benzer i̧slemler uygulanırsa

bu durumda ikinci ve son satırı aynı olan bir determinant bulunur. Bu i̧slem, (2.2.4)
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deki son monomial hariç diğer

y, x2, xy, y2, ..., xn, ..., xn−k+1yk−1

monomialleri için de tekrarlanırsa, her bir durumda iki satırı aynı olan bir determi-

nant elde edilir ki, bunların herbiri sıfırdır. Bu ise Pnk (x, y)polinomunun herbir

1, x, y, x2, xy, y2, ..., xn, ..., xn−k+1yk−1

monomialine ortogonal olduğunu gösterir. Buradan

]]
G

h (x, y)Pnk (x, y)x
m−sys dxdy = 0 , (m, s) ≺ (n, k) (2.2.9)

gerçeklenir ki bu ise istenilendir.

Lemma 2.2.3. (2.2.7) ve (2.2.8) ile tanımlanan polinomların normları sırasıyla,

n ≥ 1 için
nPnkn = (∆n,k−1∆nk)

1/2 ; k ≥ 1
nPn0n = (∆n−1,n−1∆n0)

1/2

⎫⎬⎭ (2.2.10)

dır.

İspat: (2.2.7) polinomu, (2.2.4) fonksiyon sisteminin son elemanı olan xn−kyk ile

çarpılıp h (x, y) ağırlığına göre G bölgesinde integrallenirse,

]]
G

h (x, y)Pnk (x, y) x
n−kykdxdy = ∆nk (2.2.11)

eşitliği elde edilir. (2.2.7) determinantı ile tanımlanan Pnk (x, y) polinomu

Pnk (x, y) = ∆n,k−1 xn−kyk +Hn,k−1 (x, y) (2.2.12)

olarak ifade edilebilir. Burada Hn,k−1 (x, y) , (n, k) dan daha düşük basamaklı bir
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polinomdur. (2.2.12) polinomu

nPnkn2 =
]]
G

h (x, y)P 2nk (x, y) dxdy

integralinde dikkate alınırsa,

nPnkn2 =
]]
G

h (x, y)Pnk (x, y)
�
∆n,k−1 xn−kyk +Hn,k−1 (x, y)

�
dxdy

olarak yazılır. (2.2.9) ve (2.2.11) eşitliklerinden yararlanılırsa,

nPnkn = (∆n,k−1∆nk)
1/2

elde edilmi̧s olur. Benzer i̧slemler (2.2.8) polinomu için tekrarlanırsa,

nPn0n = (∆n−1,n−1∆n0)
1/2

olarak bulunur. Bu normlar, keyfi n ve k lar için ardı̧sık iki Gram determinantının

çarpımıdır. Norm pozitif olduğundan bu determinantlar aynı i̧saretli olmalıdır. h00

pozitif olduğundan ∆00 pozitif olup buradan diğer Gram determinantları da pozitif

olmak zorundadır.

Sonuç 2.2.1. (2.2.7) ve (2.2.10) eşitliklerinden yararlanılarak,

Fnk (x, y) =
Pnk (x, y)

nPnkn =
1s

∆n,k−1∆nk

Pnk (x, y) (2.2.13)

formülü yardımıyla Gbölgesinde h (x, y) ağırlık fonksiyonuna göre ortonormal poli-

nomlar elde edilebilir. Bu polinomların birkaçı açık olarak yazılırsa,

F00 (x, y) =
P00 (x, y)

nP00n =
1�UU

G

h (x, y) dxdy

�1/2 = 1

(h00)
1/2
=

1√
∆00

F10 (x, y) =
P10 (x, y)

nP10n =
1√

∆00∆10

������ h00 h10

1 x

������
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F11 (x, y) =
P11 (x, y)

nP11n =
1√

∆10∆11

���������
h00 h10 h11

h10 h20 h21

1 x y

���������

F20 (x, y) =
P20 (x, y)

nP20n =
1√

∆11∆20

������������

h00 h10 h11 h20

h10 h20 h21 h30

h11 h21 h22 h31

1 x y x2

������������

F21 (x, y) =
P21 (x, y)

nP21n =
1√

∆20∆21

���������������

h00 h10 h11 h20 h21

h10 h20 h21 h30 h31

h11 h21 h22 h31 h32

h20 h30 h31 h40 h41

1 x y x2 xy

���������������
olarak bulunurlar. (2.2.13) formülü, bir bölgedeki ağırlık fonksiyonunun kuvvet

momentlerinin bilinmesi durumunda, keyfi sonlu sayıda ortonormal polinomun bu-

lunmasına izin verir.

Tanım 2.2.1. (2.2.13) formülü ile tanımlanan polinomlara G bölgesinde h (x, y)

ağırlık fonksiyonuna göre “Temel Ortonormal Polinomlar” adı verilir. Burada

{Fn0 (x, y) , Fn1 (x, y) , ..., Fn,n−1 (x, y) , Fnn (x, y)}

n-yinci dereceden temel ortonormal polinom sistemini oluşturur. G bölgesinde

h (x, y) ağırlık fonksiyonuna göre temel ortonormal polinomların sistemi

{Fnk (x, y)} , n = 0, 1, ... ; k = 0, 1, ..., n

formunda yazılabilir.
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2.3 Monik Ortogonal Polinomlar

(2.2.4) fonksiyon sistemindeki

�
1, x, y, x2, xy, y2, ..., xn−1, ..., yn−1

�
(2.3.1)

monomialleri sabit tutulup, n-yinci dereceden keyfi bir xn−kyk monomiali alınırsa

�
1, x, y, x2, xy, y2, ..., xn−1, ..., yn−1, xn−kyk

�
(2.3.2)

lineer bağımsız fonksiyon sistemi elde edilir.

Tanım 2.3.1. (2.3.2) monomialleri ve {Ams} reel katsayıları yardımıyla elde edilen
n-yinci dereceden

hΦnk (x, y) = xn−kyk + n−1[
m=0

m[
s=0

Amsx
m−sys (2.3.3)

polinomu “monik polinom” olarak adlandırılır.

Lemma 2.3.1. {Ams} bilinmeyenlerine bağlı (2.3.3) polinomu,]]
G

h (x, y) hΦnk (x, y)xp−qyqdxdy = 0
p = 0, 1, ..., n− 1 ; q = 0, 1, ..., p

(2.3.4)

koşulları sağlanacak şekilde tek türlü belirlenebilir.

İspat: p ve q nun değerleri için (2.3.3) polinomu (2.3.4) de yerine yazılıp (2.2.1)

momentleri kullanılırsa, (2.3.4) sistemi

n−1[
m=0

m[
s=0

Amshms = −hnk
n−1[
m=0

m[
s=0

Amshm+1,s = −hn+1,k
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n−1[
m=0

m[
s=0

Amshm+1,s+1 = −hn+1,k+1 (2.3.5)

...
n−1[
m=0

m[
s=0

Amshm+n−1,n+s−1 = −h2n−1,n+k−1

formuna indirgenir. Bu sistem {Ams} bilinmeyenlerine bağlı homogen olmayan bir
denklem sistemidir. Bu sistemin katsayılar determinantı ∆n−1,n−1 olup bu determi-

nant sıfırdan farklı ve pozitiftir. Böylelikle (2.3.5) denklem sistemi, tek bir {Ams}
çözümüne sahip olacağından, hΦnk (x, y) polinomu tek türlü belirlenir. Bu Lemmanın
bir sonucu olarak aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 2.3.1. Bir G bölgesinde (2.3.3) ile tanımlanan hΦnk (x, y) polinomu, (2.3.4)
koşulu altında h (x, y) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir. Yani, hΦnk (x, y) poli-
nomu, n-yinci dereceden daha düşük olan (2.3.1) polinom sistemindeki tüm mono-

miallere ortogonaldir (Suetin 1988).

Tanım 2.3.2. (2.3.4) koşulunu sağlayan (2.3.3)polinomu “monik ortogonal poli-

nom” olarak adlandırılır. Bu polinom normu ile bölünürse,

Φnk (x, y) =
hΦnk (x, y)���hΦnk��� = Ankx

n−kyk +Rn−1 (x, y) (2.3.6)

“monik ortonormal polinomu” elde edilir. Burada Rn−1 (x, y) , derecesi (n− 1) den
büyük olmayan bir polinomdur.

Şimdi de monik ortogonal bir polinomun (2.2.7) ve (2.2.13) formüllerine benzer şe-

kilde ağırlık fonksiyonunun momentleri yardımıyla ifade edilebileceğini gösterelim.

(2.3.2) fonksiyon sistemi ele alınırsa, bu fonksiyon sisteminin Gram Determinantları
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j∆nk =

���������������������

h00 h10 · · · hn−1,0 · · · hn−1,n−1 hnk

h10 h20 · · · hn0 · · · hn,n−1 hn+1,k
...

...
. . .

...
...

...
...

hn−1,0 hn0 · · · h2(n−1),0 · · · h2(n−1),n−1 h2n−1,k
...

...
...

...
. . .

...
...

hn−1,n−1 hn,n−1 · · · h2(n−1),n−1 · · · h2(n−1),2(n−1) h2n−1,n+k−1

hnk hn+1,k · · · h2n−1,k · · · h2n−1,n+k−1 h2n,2k

���������������������
(2.3.7)

formuna sahiptir. Lemma 2.2.1 e benzer şekilde bu Gram determinantlarının da sıfır-

dan farklı olduğu kolaylıkla gösterilebilir. (2.3.7) determinantının son satırı (2.3.2)

fonksiyon sistemi ile yer deği̧stirilirse, n-yinci dereceden

jPnk (x, y) =

���������������������

h00 h10 · · · hn−1,0 · · · hn−1,n−1 hnk

h10 h20 · · · hn0 · · · hn,n−1 hn+1,k
...

...
. . .

...
...

...
...

hn−1,0 hn0 · · · h2(n−1),0 · · · h2(n−1),n−1 h2n−1,k
...

...
...

...
. . .

...
...

hn−1,n−1 hn,n−1 · · · h2(n−1),n−1 · · · h2(n−1),2(n−1) h2n−1,n+k−1

1 x · · · xn−1 · · · yn−1 xn−kyk

���������������������
(2.3.8)

polinomu elde edilir. Bu polinomun başkatsayısı ∆n−1,n−1 dir. Lemma 2.2.2 ye

benzer şekilde (2.3.8) polinomunun ortogonalliği, yani

]]
G

h (x, y) hPnk (x, y)xp−qyqdxdy = 0 , p = 0, 1, ..., n− 1 ; q = 0, 1, ..., p

koşulunun sağlandığı kolaylıkla gösterilebilir. Lemma 2.2.3 den hareketle bu poli-

nomların normu ��� hPnk��� =t∆n−1,n−1j∆nk

olup

Φnk (x, y) =
hPnk (x, y)��� hPnk��� =

1t
∆n−1,n−1j∆nk

hPnk (x, y)
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monik ortonormal polinomları elde edilir. Burada

{Φn0 (x, y) ,Φn1 (x, y) , ...,Φn,n−1 (x, y) ,Φnn (x, y)} (2.3.9)

n-yinci dereceden monik ortonormal polinom sistemini oluşturur. Bu polinomlar,

düşük dereceli her polinoma ortogonal olmasına rağmen birbirleri ile ortogonal olmak

zorunda değildirler. Buradan G bölgesinde h (x, y) ağırlık fonksiyonuna göre monik

ortonormal polinomların bir sistemi

{Φnk (x, y)} , n = 0, 1, ... ; k = 0, 1, ..., n

olarak elde edilir.

Şimdi de başka bir lineer bağımsız fonksiyon sistemi ele alarak Gbölgesinde ortogo-

nal olan başka polinom aileleri elde edelim. Sadece n-yinci dereceden monomialleri

içeren, n-yinci dereceden keyfi homogen bir polinom

φn (x, y) =
n[
k=0

ankx
n−kyk (2.3.10)

olarak tanımlansın. (2.3.1) monomialleri ile (2.3.10) polinomunu içeren fonksiyon

sistemi +
1, x, y, x2, xy, y2, ..., xn−1, ..., yn−1,

n[
k=0

ankx
n−kyk

,
olmak üzere, bu fonksiyon sistemi yardımıyla

Bn (x, y) = bnφn (x, y) +
n−1[
m=0

m[
s=0

bmsx
m−sys (2.3.11)

formunda n-yinci dereceden bir polinom elde edilebilir. Bu polinomlar için ortogo-

nallik teoremi, Teorem 2.3.1 e benzer şekilde aşağıda verilmektedir.
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Teorem 2.3.2. Bir G bölgesinde (2.3.11) ile tanımlanan Bn (x, y) polinomu,]]
G

h (x, y)Bn (x, y) x
p−qyqdxdy = 0

p = 0, 1, ..., n− 1 ; q = 0, 1, ..., p
(2.3.12)

koşulları altında h (x, y) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir.

İspat: p ve q nun değerleri için (2.3.11) polinomu (2.3.12) de yerine yazılıp (2.2.1)

momentleri kullanılırsa, (2.3.12) sistemi

n−1[
m=0

m[
s=0

bmshms = −bn
n[
k=0

ankhnk

n−1[
m=0

m[
s=0

bmshm+1,s = −bn
n[
k=0

ankhn+1,k

n−1[
m=0

m[
s=0

bmshm+1,s+1 = −bn
n[
k=0

ankhn+1,k+1

...
n−1[
m=0

m[
s=0

bmshm+n−1,n+s−1 = −bn
n[
k=0

ankh2n−1,n+k−1

formuna indirgenir. Bu sistem {bms} bilinmeyenlerine bağlı homogen olmayan bir
denklem sistemidir. Bu sistemin katsayılar determinantı ∆n−1,n−1 olup bu deter-

minant sıfırdan farklı ve pozitiftir. Böylelikle bu denklem sistemi, tek bir {bms}
çözümüne sahiptir. Bu denklem sisteminden {bms} bilinmeyenleri çözülüp (2.3.11)
denkleminde yerine yazılırsa; elde edilen (2.3.11) polinomunun, (2.3.12) koşulu ile

verilen düşük dereceli bütün monomiallere ortogonal olduğu da açıktır. Diğer yan-

dan (2.3.10) polinomu keyfi (n+ 1) tane sabit içerdiğinden (2.3.12) koşullarını sağla-

yan Bn (x, y) polinomu tek türlü belirlenemez.

Tanım 2.3.3. Bir G bölgesinde (2.3.12) koşullarını sağlayan, (2.3.11) ile tanımlanan

Bn (x, y) polinomu “Genelleştirilmi̧s Monik Ortogonal Polinom” olarak adlandırılır.

Teorem 2.3.3. Herhangi (2.3.10) homogen polinomu için, (2.3.11) ile tanımlanan
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genelleştirilmi̧s monik ortogonal bir polinom, (2.3.9) ile verilen monik ortogonal

polinomların bir lineer kombinasyonu olarak yazılabilir. Yani

Bn (x, y) =
n[
k=0

γnkΦnk (x, y)

eşitliği sağlanır.

İspat: (2.3.9) monik ortogonal polinomları n-yinci dereceden bütün monomialleri

içerdiğinden, (2.3.11) polinomu

Bn (x, y) =
n[
k=0

γnkΦnk (x, y) + Sn−1 (x, y) (2.3.13)

formunda yazılabilir. Burada Sn−1 (x, y) polinomu, (2.3.1) monomiallerinin lineer

kombinasyonu olup derecesi (n− 1)-i geçemez. (2.3.13) den

Sn−1 (x, y) = Bn (x, y)−
n[
k=0

γnkΦnk (x, y)

olup bu polinomun her iki yanı Sn−1 (x, y) ile çarpılıp G bölgesinde h (x, y) ağırlığına

göre integrallenirse,]]
G

h (x, y)S2n−1 (x, y) dxdy

=

]]
G

h (x, y)Sn−1 (x, y)

%
Bn (x, y)−

n[
k=0

γnkΦnk (x, y)

&
dxdy

elde edilir. Burada (2.3.9) ve (2.3.11) polinomlarının ortogonalliği kullanılırsa,

]]
G

h (x, y)S2n−1 (x, y) dxdy = 0

olarak elde edilir. O halde

Sn−1 (x, y) ≡ 0

ifadesi gerçeklenir. Bu ise teoremi ispatlar.
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aij ∈ R olmak üzere (n+ 1)-inci basamaktan ortogonal bir matris

An+1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a00 a01 · · · a0n
a10 a11 · · · a1n
...

...
. . .

...

an0 an1 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.3.14)

olsun. O halde, In+1 birim matris olmak üzere

An+1.A
⊥
n+1 = In+1

eşitliği sağlanır. Buradan⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a00 a01 · · · a0n
a10 a11 · · · a1n
...

...
. . .

...

an0 an1 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a00 a10 · · · an0
a01 a11 · · · an1
...

...
. . .

...

a0n a1n · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...

0 0 · · · 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olup

n[
j=0

amjakj = δmk ; m,k = 0, 1, ..., n (2.3.15)

koşulları sağlanmalıdır.

Teorem 2.3.4. (2.3.14) ortogonal matrisinin elemanları ve “Temel Ortogonal Poli-

nomlar” yardımıyla elde edilen n-yinci dereceden bir polinom

ϕnm (x, y) =
n[
j=0

amjFnj (x, y) ; m = 0, 1, ..., n (2.3.16)

olarak tanımlansın. O taktirde herhangi bir (2.3.14)matrisi için, (2.3.16) polinomları

hem birbirleri ile hem de düşük dereceli bütün polinomlara ortogonal olurlar. Ayrıca

bu polinomlar normlandırılabilirler.

İspat: ϕnm (x, y) polinomu, temel ortogonal polinomların bir lineer kombinasyonu
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olarak yazılabildiğinden düşük dereceli her polinoma ortogonalliği sağlanır. Şimdi de

aynı dereceden (2.3.16) polinomlarının birbirleri ile ortogonal olduğunu gösterelim.

(2.3.15) , (2.3.16) ve {Fnj} polinomlarının ortogonalliğinden]]
G

h (x, y)ϕnm (x, y)ϕnk (x, y) dxdy

=

]]
G

h (x, y)
n[
j=0

amjFnj (x, y)
n[
p=0

akpFnp (x, y) dxdy

=
n[
j=0

n[
p=0

amjakp

]]
G

h (x, y)Fnj (x, y)Fnp (x, y) dxdy

= δmk

elde edilir ki bu da teoremi ispatlar.

Sonuç 2.3.1. Buraya kadar anlattıklarımızın bir sonucu olarak, bir G bölgesinde

tanımlanan bir h (x, y) ağırlık fonksiyonu, herhangi bir n sabiti için, n-yinci derece-

den aşağıdaki ortogonal polinom sistemlerini belirler.

i. Temel ortogonal polinomlar

Fn0 (x, y) , Fn1 (x, y) , ..., Fnn (x, y)

ii. Monik ortogonal polinomlar

Φn0 (x, y) ,Φn1 (x, y) , ...,Φnn (x, y)

iii. Genelleştirilmi̧s monik ortogonal polinomlar

iv. (2.3.14) ortogonal matrisi ile belirlenen (2.3.16) formundaki ortogonal polinomlar

Sonuç 2.3.2. Teorem 2.3.3 e benzer şekilde Fnk (x, y) temel ortogonal polinomu,

(2.3.9) ile verilen monik ortogonal polinomların bir lineer kombinasyonu olarak
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yazılabilir. Dolayısıyla (2.3.16) ile tanımlanan polinomlar da (2.3.9) monik ortogo-

nal polinomlarının bir lineer kombinasyonu olur. Böylelikle Sonuç 2.3.1 de veri-

len ortogonal polinomlar, monik ortogonal polinomlar cinsinden ifade edilmi̧s olur.

Sonuç 2.3.1 deki dört polinom ailesi ve bunların herhangi lineer kombinasyonların-

dan oluşan polinomların uzayını Wn ile gösterelim. n-yinci dereceden polinomlar

içeren bu uzaydaki her bir polinom (2.3.9) monik ortogonal polinomları cinsinden

yazılabileceğinden, (2.3.9) lineer bağımsız fonksiyonları bu uzayın bir bazını oluştu-

rur. Dolayısıyla Wn uzayı (n+ 1) boyutludur (Suetin 1988).
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3. BİRBÖLGEDEORTOGONALLİĞİNÖZELDURUMLARIVEBAZI

ÖRNEKLERİ

3.1 Klasik Ortogonal Polinomların Farklı Çarpımları

{Pn (x)} polinomları, h1 (x) ağırlık fonksiyonuna göre (a, b) aralığında ortonormal
polinomlar olsun. Yani,

b]
a

h1 (x)Pn (x)Pk (x) dx = δnk (3.1.1)

sağlansın. Diğer yandan {φm (y)} ler de h2 (y) ağırlık fonksiyonuna göre (c, d) ara-
lığında ortonormal polinomlar olsun. Yani,

d]
c

h2 (y)φm (y)φs (y) dy = δms (3.1.2)

gerçeklensin. Bu iki aralık yardımıyla

G = {(x, y) : a < x < b , c < y < d}

düzlemsel bölgesi tanımlansın ve bu bölgedeki ağırlık fonksiyonu

h (x, y) = h1 (x)h2 (y) (3.1.3)

formunda deği̧skenlerine ayrılabilir olsun.

Pn (x) ve φm (y)polinomları ile tanımlanan iki deği̧skenli bir polinom

Fnm (x, y) = Pn−m (x)φm (y) , n = 0, 1, ... ; m = 0, 1, ..., n (3.1.4)

olarak alınabilir. m ve n nin değerleri için, bu polinom ailesi aşağıdaki formda
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yazılabilir.

P0 (x)φ0 (y) ,

P1 (x)φ0 (y) , P0 (x)φ1 (y) ,

P2 (x)φ0 (y) , P1 (x)φ1 (y) , P0 (x)φ2 (y) ,

· · ·
Pn (x)φ0 (y) , Pn−1 (x)φ1 (y) , Pn−2 (x)φ2 (y) , ... , P0 (x)φn (y)

· · ·

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.1.5)

(3.1.4) formülünden görülür ki (3.1.5) polinomları monik polinomlardır. Yani,

Fnm (x, y) = cnmx
n−mym +Hn−1 (x, y)

gösterimine sahiptirler. Burada Hn−1 (x, y) , derecesi (n− 1) den büyük olmayan bir
polinomu temsil eder.

Teorem 3.1.1. (3.1.5) polinomları, G bölgesinde (3.1.3) ağırlık fonksiyonuna göre

ortonormal bir sistem oluşturur (Krall and Sheffer 1967).

İspat: (3.1.1) ve (3.1.2) eşitlikleri kullanılırsa,]]
G

h (x, y)Fnm (x, y)Fks (x, y) dxdy

=

b]
a

d]
c

h1 (x)h2 (y)Pn−m (x)φm (y)Pk−s (x)φs (y) dydx

=

b]
a

h1 (x)Pn−m (x)Pk−s (x) dx

d]
c

h2 (y)φm (y)φs (y) dy

= δn−m,k−sδms

=

⎧⎨⎩ 1 , (n,m) = (k, s)

0 , (n,m) 9= (k, s)

elde edilir ki bu da ispatı tamamlar. Şimdi de bu durumun önemli bazı örneklerini

gösterelim.
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1. (−∞,∞) aralığında h1 (x) = exp (−x2) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan
Hn (x) Hermite polinomlarını ele alalım. Diğer yandan (−∞,∞) aralığında
h2 (y) = exp (−y2) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan polinomlar da Hm (y)
Hermite polinomları olsun. Dolayısıyla bu polinomlar yardımıyla elde edilen iki

deği̧skenli polinom

Fnm (x, y) = Hn−m (x)Hm (y) ; m = 0, 1, ..., n (3.1.6)

olarak elde edilir. Teorem 3.1.1 den dolayı bu polinom ailesi,

G = {(x, y) : −∞ < x <∞ , −∞ < y <∞}

bölgesinde h (x, y) = exp (−x2 − y2) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir. Bu

polinomlar “Hermite-Hermite polinomları” olarak adlandırılır. (3.1.6) da n yerine

n+m alınarak indis deği̧stirilirse,

Fn+m,m (x, y) = Hn (x)Hm (y) ; m,n = 0, 1, 2, ... (3.1.7)

polinomları elde edilir. (3.1.5) den Hermite-Hermite polinomlarının kümesi

H0 (x)H0 (y)

H1 (x)H0 (y) , H0 (x)H1 (y)

H2 (x)H0 (y) , H1 (x)H1 (y) , H0 (x)H2 (y)

· · ·
Hn (x)H0 (y) , Hn−1 (x)H1 (y) , Hn−2 (x)H2 (y) , ..., H0 (x)Hn (y)

· · ·

olarak gösterilebilir. Ayrıca Hn (x) ve Hm (y) Hermite polinomları sırasıyla

H
��
n (x)− 2xH

�
n (x) + 2nHn (x) = 0 (3.1.8)
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ve

H
��
m (y)− 2yH

�
m (y) + 2mHm (y) = 0 (3.1.9)

diferensiyel denklemlerini sağlarlar (Szegö 1939). (3.1.8) denklemi Hm (y) ile, (3.1.9)

denklemi de Hn (x) ile çarpılıp terim terim toplanırsa,

∂2

∂x2
[Hn (x)Hm (y)] +

∂2

∂y2
[Hn (x)Hm (y)]− 2x ∂

∂x
[Hn (x)Hm (y)]

−2y ∂

∂y
[Hn (x)Hm (y)] + 2 (n+m) [Hn (x)Hm (y)] = 0

denklemine ulaşılır. Buradan (3.1.7) polinomlarının, ikinci basamaktan

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
− 2x∂u

∂x
− 2y∂u

∂y
+ 2 (n+m)u = 0 (3.1.10)

denklemini sağladığı görülür.

Benzer şekilde Hn Hermite polinomları yerine, Hen Hermite polinomları alınırsa bu

durumda

h (x, y) = exp

�
−x

2 + y2

2

�
ağırlık fonksiyonuna göre aynı G bölgesinde ortogonal olan

Fn+m,m (x, y) = Hen (x)Hem (y) ; m,n = 0, 1, 2, ... (3.1.11)

polinomları elde edilir. Hen (x) ve Hem (y) polinomları sırasıyla

H
��
en (x)− xH �

en (x) + nHen (x) = 0

H
��
em (y)− yH �

em (y) +mHem (y) = 0 (3.1.12)

denklemlerini gerçeklediğinden, (3.1.11) polinomlarının sağladığı denklem

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
− x∂u

∂x
− y∂u

∂y
+ (n+m)u = 0 (3.1.13)

olarak bulunur.
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2. (0,∞) aralığında h1 (x) = xαe−x ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan Ln (x;α)
Laguerre polinomlarını ele alalım. Benzer şekilde (0,∞) aralığında h2 (y) = yβe−y
ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan polinomlar da Lm (y;β) Laguerre polinom-

ları olsun. Bu durumda

Fn+m,m (x, y) = Ln (x;α)Lm (y;β) ; m,n = 0, 1, ... (3.1.14)

iki deği̧skenli polinomları

G = {(x, y) : x > 0 , y > 0}

bölgesinde

h (x, y) = xαyβe−xe−y ; α > −1, β > −1

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olurlar. Bu polinomlar “Laguerre-Laguerre poli-

nomları” olarak adlandırılır. Şimdi de bu polinomların sağladığı diferensiyel denk-

lemi bulalım. Bir deği̧skenli Ln (x;α) ve Lm (y; β) Laguerre polinomları sırasıyla

xL
��
n (x;α) + (1 + α− x)L�n (x;α) + nLn (x;α) = 0 (3.1.15)

ve

yL
��
m (y; β) + (1 + β − y)L�m (y;β) +mLm (y;β) = 0 (3.1.16)

denklemlerini sağlarlar (Szegö 1939). (3.1.15) denklemi Lm (y;β) ile (3.1.16) denk-

lemi de Ln (x;α) ile çarpılıp taraf tarafa toplanırsa

x
∂2

∂x2
[Ln (x;α)Lm (y;β)] + y

∂2

∂y2
[Ln (x;α)Lm (y; β)]

+ (1 + α− x) ∂

∂x
[Ln (x;α)Lm (y;β)] + (1 + β − y) ∂

∂y
[Ln (x;α)Lm (y;β)]

+ (n+m) [Ln (x;α)Lm (y;β)] = 0

denklemine ulaşılır. Böylelikle (3.1.14) polinomlarının
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x
∂2u

∂x2
+ y

∂2u

∂y2
+ (1 + α− x) ∂u

∂x
+ (1 + β − y) ∂u

∂y
+ (n+m)u = 0

kısmi diferensiyel denklemini sağladığı görülür.

3. Önceki durumlara benzer şekilde

G = {(x, y) : x > 0 , −∞ < y <∞}

bölgesinde

h (x, y) = xαe−x exp
�
−y

2

2

�
, α > −1

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan

Fn+m,m (x, y) = Ln (x;α)Hem (y) ; m,n = 0, 1, ... (3.1.17)

Laguerre-Hermite polinomları tanımlanabilir. (3.1.12) denklemi Ln (x;α) ile (3.1.15)

denklemi Hem (y) ile çarpılıp terim terim toplanırsa,

x
∂2

∂x2
[Ln (x;α)Hem (y)]+

∂2

∂y2
[Ln (x;α)Hem (y)]+(1 + α− x) ∂

∂x
[Ln (x;α)Hem (y)]

−y ∂

∂y
[Ln (x;α)Hem (y)] + (n+m) [Ln (x;α)Hem (y)] = 0

denklemi elde edilir. Buradan (3.1.17) polinomları

x
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+ (1 + α− x) ∂u

∂x
− y∂u

∂y
+ (n+m)u = 0

kısmi diferensiyel denklemini gerçekler.

4. (−1, 1) aralığında h1 (x) = (1− x)α (1 + x)β ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal
olan Pn (x;α,β) Jacobi polinomlarını ele alalım. Benzer şekilde (−1, 1) aralığında
h2 (y) = (1− y)γ (1 + y)δağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan diğer bir polinom
ailesi de Pm (y; γ, δ) olsun. Teorem 3.1.1 den

G = {(x, y) : −1 < x < 1 , −1 < y < 1}
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bölgesinde

h (x, y) = (1− x)α (1 + x)β (1− y)γ (1 + y)δ

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan

Fn+m,m (x, y) = Pn (x;α,β)Pm (y; γ, δ) ; m,n = 0, 1... (3.1.18)

Jacobi-Jacobi polinomları tanımlanabilir. Pn (x;α,β) Jacobi polinomları

(1− x2)P ��n (x;α,β) + [β − α− (α+ β + 2)x]P
�
n (x;α,β)

+n (n+ α+ β + 1)Pn (x;α,β) = 0
(3.1.19)

kısmi diferensiyel denklemini sağlar. Diğer yandan Pm (y; γ, δ) polinomları da

(1− y2)P ��m (y; γ, δ) + [δ − γ − (γ + δ + 2) y]P
�
m (y; γ, δ)

+m (m+ γ + δ + 1)Pm (y; γ, δ) = 0
(3.1.20)

denklemini gerçekler. (3.1.19) denklemi Pm (y; γ, δ) ile (3.1.20) denklemi de Pn (x;α,β)

ile çarpılıp taraf tarafa toplanırsa, (3.1.18) polinomlarının gerçeklediği

(1− x2) ∂
2u

∂x2
+(1− y2) ∂

2u

∂y2
+[β − α− (α+ β + 2)x]

∂u

∂x
+[δ − γ − (γ + δ + 2) y]

∂u

∂y

+ [n (n+ α+ β + 1) +m (m+ γ + δ + 1)]u = 0

kısmi diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde α,β, γ, δ parametrelerinin

uygun değerleri alınırsa, Chebyshev-Chebyshev polinomları, Chebyshev-Legendre

polinomları ve Legendre- Legendre polinomları elde edilebilir.

5. Bir deği̧skenli Jacobi ve Hermite polinomları ele alınırsa,

G = {(x, y) : − 1 < x < 1 , −∞ < y <∞}

bölgesinde
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h (x, y) = (1− x)α (1 + x)β exp
�
−y

2

2

�
; α > −1 , β > −1

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan

Fn+m,m (x, y) = Pn (x;α, β)Hem (y) ; m,n = 0, 1, ... (3.1.21)

Jacobi-Hermite polinomları elde edilir. (3.1.19) ve (3.1.12) den

(1− x2) ∂2

∂x2
[Pn (x;α,β)Hem (y)] +

∂2

∂y2
[Pn (x;α, β)Hem (y)]

+ [β − α− (α+ β + 2)x]
∂

∂x
[Pn (x;α,β)Hem (y)]

−y ∂

∂y
[Pn (x;α,β)Hem (y)] + [n (n+ α+ β + 1) +m] [Pn (x;α,β)Hem (y)] = 0

denklemine ulaşılır. Buradan (3.1.21) polinomlarının sağladığı kısmi diferensiyel

denklem

�
1− x2� ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+[β − α− (α+ β + 2)x]

∂u

∂x
−y∂u

∂y
+[n (n+ α+ β + 1) +m]u = 0

olarak bulunur.

6. Bir boyutlu klasik Jacobi ve Laguerre ortogonal polinomlarının kombinasyonu

olan

Fn+m,m (x, y) = Pn (x;α, β)Lm (y; γ) ; γ > −1 , α > −1 , β > −1 (3.1.22)

Jacobi-Laguerre polinomları,

h (x, y) = (1− x)α (1 + x)β yγe−y

ağırlık fonksiyonuna göre

G = {(x, y) : −1 < x < 1 , y > 0}
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bölgesinde ortogonal bir sistem oluşturur. (3.1.16) ve (3.1.19) dan, (3.1.22) poli-

nomlarının

(1− x2) ∂
2u

∂x2
+ y

∂2u

∂y2
+ [β − α− (α+ β + 2)x]

∂u

∂x
+ (1 + γ − y) ∂u

∂y

+ [m+ n (n+ α+ β + 1)]u = 0

kısmi diferensiyel denklemini sağladığı görülür.

3.2 Bir Aralık Üzerindeki Ortogonallik İle Bir Bölgedeki Ortogonallik

Arasındaki Çȩsitli Bağıntılar

Bu bölümde bir aralıkta ortonormal olan polinomlar aracılığıyla, bir bölgede orto-

normallik koşulunu sağlayan iki deği̧skenli polinomlar elde edilecektir.

1. {Pn (t)} , (−1, 1) aralığında çift bir fonksiyon olan h1 (t) ağırlık fonksiyonuna göre
ortonormal bir polinom olsun. Yani,

1]
−1

h1 (t)Pn (t)Pm (t) dt = δnm (3.2.1)

koşulu sağlansın. |x| < 1 koşulu altında x ler sabitlenerek, bu integralde

t =
y√
1− x2 , |x| < 1 (3.2.2)

dönüşümü yapılırsa, (3.2.1) integrali

√
1−x2]

−√1−x2
h1

�
y√
1− x2

�
Pn

�
y√
1− x2

�
Pm

�
y√
1− x2

�
dy√
1− x2 = δnm (3.2.3)

formuna indirgenir. n-yinci dereceden Pn (t) polinomu t nin kuvvetleri cinsinden

Pn (t) =
n[
k=0

akt
k (3.2.4)
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açılımına sahiptir. Burada (3.2.2) dönüşümü kullanılırsa,

Pn

�
y√
1− x2

�
=

n[
k=0

ak

�
y√
1− x2

�k
=

�
1− x2�−n

2

n[
k=0

aky
k
�√
1− x2

�n−k
=

�
1− x2�−n

2 Rn (x, y) (3.2.5)

elde edilir. h1 (t) ağırlık fonksiyonu çift olduğundan, (3.2.4) polinomu n çift ise t nin

çift kuvvetlerini, n tek ise t nin tek kuvvetlerini içerir (Szegö 1939). İlk olarak, n

çift olsun. Bu durumda (3.2.4) formülünde a2s+1 ≡ 0 olup k lar çifttir. Dolayısıyla
(3.2.5) eşitliğindeki diğer (n− k) sayıları da çift olur. Eğer n tek ise (3.2.4) for-
mülünde a2s ≡ 0 olup k lar tek doğal sayıdır. Buradan (3.2.5) formülündeki (n− k)
indisleri yine çifttir. Böylelikle herhangi bir durumda, Rn (x, y) polinomu x ve y

ye bağlı n-yinci dereceden bir polinomdur. Ayrıca (3.2.4) de an 9= 0 olduğundan

Rn (x, y) polinomu, y deği̧skenine göre de n-yinci derecedendir.

(3.2.5) formülü (3.2.3) denkleminde gözönünde tutulursa,

√
1−x2]

−√1−x2
h1

�
y√
1− x2

�
Rn (x, y)

�
1− x2�−n

2 Rm (x, y)
�
1− x2�−m

2
dy√
1− x2 = δnm

olup (3.2.3)denklemi

√
1−x2]

−√1−x2
h1

�
y√
1− x2

�
Rn (x, y)Rm (x, y) dy =

�
1− x2�n+m+12 δnm (3.2.6)

formuna indirgenir. Eğer n = m ise

√
1−x2]

−√1−x2
h1

�
y√
1− x2

�
R2m (x, y) dy =

�
1− x2�m+1

2
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eşitliği gerçeklenir. Benzer şekilde {Φn (x;m)} polinomları da

h2 (x)
�
1− x2�m+ 1

2 (3.2.7)

ağırlık fonksiyonuna göre (−1, 1) aralığında ortonormal olsunlar. Bu durumda

1]
−1

h2 (x)
�
1− x2�m+ 1

2 Φn (x;m)Φk (x;m) dx = δnk (3.2.8)

eşitliği sağlanır. Buradan Φn (x;m) ve Rm (x, y) polinomları yardımıyla tanımlanan

iki deği̧skenli polinom ailesi

Fn+m,m (x, y) = Φn (x;m)Rm (x, y) (3.2.9)

olsun. (3.2.5) den bu polinomlar y ye göre m-yinci dereceden, toplamda ise

(m+ n)−yinci derecedendir. (3.2.9) formundaki bu polinomlar,

G =
�
(x, y) : x2 + y2 < 1

�
(3.2.10)

bölgesinde

h (x, y) = h1

�
y√
1− x2

�
h2 (x) (3.2.11)

ağırlık fonksiyonuna göre ortonormal bir sistem oluşturur.

Bunu görmek için (3.2.6) , (3.2.8) , (3.2.9) ve (3.2.11) ifadeleri

(Fn+m,m (x, y) , Fk+s,s (x, y)) =

]]
G

h (x, y)Fn+m,m (x, y)Fk+s,s (x, y) dxdy

iç çarpımında dikkate alınırsa]]
G

h (x, y)Fn+m,m (x, y)Fk+s,s (x, y) dxdy

=

]]
G

h1

�
y√
1− x2

�
h2 (x)Φn (x;m)Rm (x, y)Φk (x; s)Rs (x, y) dxdy
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=

1]
−1

h2 (x)Φn (x;m)Φk (x; s)

⎡⎢⎣
√
1−x2]

−√1−x2

h1

�
y√
1− x2

�
Rm (x, y)Rs (x, y) dy

⎤⎥⎦ dx
= δms

1]
−1

h2 (x)Φn (x;m)Φk (x; s)
�
1− x2�m+s+12 dx (3.2.12)

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 , m 9= s

1]
−1

h2 (x)Φn (x;m)Φk (x;m) (1− x2)m+
1
2 dx , m = s

=

⎧⎨⎩ 0 , m 9= s
δnk , m = s

=

⎧⎨⎩ 0 , (n,m) 9= (k, s)
1 , (n,m) = (k, s)

elde edilir. Böylelikle (3.2.10) bölgesinde (3.2.11) ağırlık fonksiyonuna göre (3.2.9)

polinomlarının ortonormalliği gerçeklenir.

2. Birinci durumda elde edilen sonuç,−1 ≤ a ≤ b ≤ 1 aralığına genelleştirilebilir.
Birinci durumda tanımlanan {Φn (x;m)} polinomları, (a, b) aralığında (3.2.7) ağır-
lık fonksiyonuna göre ortonormal polinom olarak alınırsa, bu durumda (3.2.9) for-

mundaki polinomlar (3.2.11) ağırlık fonksiyonuna göre

G =
�
(x, y) : x2 + y2 < 1 , a < x < b

�
bölgesinde ortonormallik koşulunu gerçekler. Bunu görmek için, bu koşullar altında

(3.2.12) eşitliğinde (−1, 1) aralığı yerine (a, b) aralığını almak yeterlidir.

3. Birinci durumdaki gibi, {Pn (t)}polinomu (−1, 1) aralığında h1 (t) ağırlık fonksiyo-
nuna göre ortonormal olsun. Yani, (3.2.1) koşulu gerçeklensin. x ∈ (0, a) ,
0 < a ≤ ∞ koşulu altında x ler sabitlenerek,

t =
y√
x

(3.2.13)

38



dönüşümü yapılırsa, (3.2.1) integrali

√
x]

−√x

h1

�
y√
x

�
Pn

�
y√
x

�
Pm

�
y√
x

�
dy√
x
= δnm (3.2.14)

formuna indirgenir. Bu dönüşüm altında (3.2.4) eşitliği,

Pn

�
y√
x

�
=

n[
k=0

ak

�
y√
x

�k
= (x)−

n
2

n[
k=0

aky
k
�√
x
�n−k

= (x)−
n
2 Rn (x, y) (3.2.15)

olarak yazılabilir. Burada Rn (x, y) polinomu y deği̧skenine göre n-yinci derece-

dendir.

(3.2.15) formülü (3.2.14) denkleminde gözönünde tutulursa,

√
x]

−√x

h1

�
y√
x

�
Rn (x, y) (x)

−n
2 Rm (x, y) (x)

−m
2
dy√
x
= δnm

olup (3.2.14)denklemi

√
x]

−√x

h1

�
y√
x

�
Rn (x, y)Rm (x, y) dy = (x)

n+m+1
2 δnm (3.2.16)

formuna indirgenir. Benzer şekilde {Φn (x;m)} polinomları da (0, a) , 0 < a ≤ ∞
aralığında

h2 (x)x
m+1

2 (3.2.17)

ağırlık fonksiyonuna göre ortonormal olsun. Yani,

a]
0

h2 (x)x
m+ 1

2Φn (x;m)Φs (x;m) dx = δns (3.2.18)
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eşitliği gerçeklensin. Buradan Φn (x;m) ve Rm (x, y) polinomları ile tanımlanan iki

deği̧skenli

Fn+m,m (x, y) = Φn (x;m)Rm (x, y) ; m,n = 0, 1, ... (3.2.19)

polinom ailesi ele alınabilir. Bu polinomlar,

G =
�
(x, y) : y2 < x < a

�
(3.2.20)

bölgesinde

h (x, y) = h1

�
y√
x

�
h2 (x) (3.2.21)

ağırlık fonksiyonuna göre ortonormal bir sistem teşkil eder. Bunu görmek için,

(3.2.16) , (3.2.18) , (3.2.19) ve (3.2.21) eşitlikleri

(Fn+m,m (x, y) , Fk+s,s (x, y)) =

]]
G

h (x, y)Fn+m,m (x, y)Fk+s,s (x, y) dxdy

iç çarpımında gözönünde tutulursa,]]
G

h (x, y)Fn+m,m (x, y)Fk+s,s (x, y) dxdy

=

]]
G

h1

�
y√
x

�
h2 (x)Φn (x;m)Rm (x, y)Φk (x; s)Rs (x, y) dxdy

=

a]
0

h2 (x)Φn (x;m)Φk (x; s)

⎡⎢⎣
√
x]

−√x

h1

�
y√
x

�
Rm (x, y)Rs (x, y) dy

⎤⎥⎦ dx
= δms

a]
0

x
m+s+1

2 h2 (x)Φn (x;m)Φk (x; s) dx

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 , m 9= s

a]
0

xm+
1
2h2 (x)Φn (x;m)Φk (x;m) dx , m = s

=

⎧⎨⎩ 0 , m 9= s
δnk , m = s
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=

⎧⎨⎩ 0 , (n,m) 9= (k, s)
1 , (n,m) = (k, s)

elde edilir. Böylelikle (3.2.19) polinomlarının, (3.2.20) bölgesinde (3.2.21) ağırlık

fonksiyonuna göre ortonormallik koşulunu gerçeklediği görülür.

4. (3.2.1) integralinde, 0 < x < 1 koşulu altında x ler sabit tutularak,

t =
y

1− x (3.2.22)

deği̧sken deği̧stirmesi yapılırsa, (3.2.1) integrali

1−x]
−(1−x)

h1

�
y

1− x
�
Pn

�
y

1− x
�
Pm

�
y

1− x
�

dy

1− x = δnm (3.2.23)

formuna indirgenir. (3.2.4) eşitliğinde (3.2.22) formülü kullanılırsa,

Pn

�
y

1− x
�

=
n[
k=0

ak

�
y

1− x
�k

= (1− x)−n
n[
k=0

aky
k (1− x)n−k

= (1− x)−nRn (x, y) (3.2.24)

elde edilir. Burada Rn (x, y)polinomu, h1 (t) ağırlık fonksiyonu çift olmasa bile n-

yinci dereceden cebirsel bir polinomdur. (3.2.24) eşitliği (3.2.23) de dikkate alınırsa

1−x]
−(1−x)

h1

�
y

1− x
�
Rn (x, y) (1− x)−nRm (x, y) (1− x)−m dy

1− x = δnm

olup

1−x]
−(1−x)

h1

�
y

1− x
�
Rn (x, y)Rm (x, y) dy = (1− x)m+n+1 δnm (3.2.25)
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olarak elde edilir. Diğer yandan {Φn (x;m)} polinomları da (0, 1) aralığında

h2 (x) (1− x)2m+1

ağırlık fonksiyonuna göre

1]
0

h2 (x) (1− x)2m+1Φn (x;m)Φs (x;m) dx = δns (3.2.26)

koşulunu gerçekleyen ortonormal polinom ailesi olsun. Buradan, Φn (x;m) veRm (x, y)

polinomları yardımıyla tanımlanan iki deği̧skenli

Fn+m,m (x, y) = Φn (x;m)Rm (x, y) ; m,n = 0, 1, ... (3.2.27)

polinom ailesi

G = {(x, y) : − (1− x) < y < 1− x , 0 < x < 1} (3.2.28)

bölgesinde

h (x, y) = h1

�
y

1− x
�
h2 (x) (3.2.29)

ağırlık fonksiyonuna göre ortonormallik koşulunu sağlayacaktır. Bunun gerçeklendiği

(3.2.25) , (3.2.26) , (3.2.27) ve (3.2.29) eşitlikleri yardımıyla kolaylıkla gösterilebilir.

3.3 Bir Bölgedeki Ağırlık Fonksiyonunun Momentleri

Kısım 2.2 ve Kısım 2.3 de, ağırlık fonksiyonunun momentleri yardımıyla determi-

nant formunda ortonormal polinomlar elde etmi̧stik. Yani, ağırlık fonksiyonunun

momentlerinin bilinmesi durumunda, ortogonallik bölgesinde sonlu sayıda ortogo-

nal polinomun bulunabileceğini göstermi̧stik. Bu bölümde ise ağırlık fonksiyonunun

bütün momentlerinin açıkça hesaplanabildiği yada bilinen eşitliklerle gösterilebildiği

farklı durumları ele alınacaktır.
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G bölgesinde tanımlanan ağırlık fonksiyonu h (x, y) olsun. h (x, y) nin momentleri

hnk =

]]
G

h (x, y)xn−kykdxdy ; n = 0, 1, ... ; k = 0, 1, ..., n

formülü ile belirlenir. Burada n yerine n+ k alınırsa bu integral

hn+k,k =

]]
G

h (x, y)xnykdxdy ; n, k = 0, 1, ... (3.3.1)

formuna dönüşür. Şimdi de bu integralin hesaplanabildiği basit durumları ele alalım.

1.

G = {(x, y) : 0 < x < 1 , 0 < y < xp} , p ≥ 0

bölgesini ele alalım. Burada bir ağırlık fonksiyonu

h (x, y) = xαyβ ; α > −1 , β > −1 (3.3.2)

olarak tanımlansın. h (x, y) = xαyβ fonksiyonu G bölgesinde negatif olmayan bir

fonksiyondur. Diğer yandan,

]]
G

h (x, y) dxdy =

1]
0

xp]
0

xαyβdydx

=
1

β + 1

1]
0

xα+p(β+1)dx

=
1

(β + 1) (α+ 1 + p (β + 1))

olup bu integralin

0 <

]]
G

h (x, y) dxdy <∞

koşulunu sağlaması için α > −1 , β > −1 olmalıdır. Bu durumda Tanım 2.1.2 den
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dolayı h (x, y) , G de bir ağırlık fonksiyonudur. (3.3.1) formülünden,

hn+k,k =

]]
G

h (x, y)xnykdxdy =

]]
G

xαyβxnykdxdy

=

1]
0

xp]
0

xα+nyβ+kdydx

=
1

β + k + 1

1]
0

xα+n+p(β+k+1)dx

=
1

(β + k + 1) [α+ n+ 1 + p (β + k + 1)]

olup h (x, y) ağırlık fonksiyonunun momentleri elde edilir.

2. Sınırlı olmayan bir

G =
�
(x, y) : x > 0 , 0 < y < e−x

�
bölgesinde aynı (3.3.2) ağırlık fonksiyonunu ele alalım. h (x, y) , G de negatif ol-

mayan bir fonksiyondur.

]]
G

h (x, y) dxdy =

∞]
0

e−x]
0

xαyβdydx

=
1

β + 1

∞]
0

xαe−x(β+1)dx (3.3.3)

integralinde x (β + 1) = t deği̧sken deği̧stirmesi yapılırsa ve Gamma fonksiyonu

kullanılırsa, (3.3.3) integrali

]]
G

h (x, y) dxdy =

∞]
0

e−x]
0

xαyβdydx

=
1

(β + 1)α+2

∞]
0

tαe−tdt

=
Γ (α+ 1)

(β + 1)α+2
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formuna indirgenir. Bu integralin sonlu ve sıfırdan büyük olabilmesi için,

α > −1 , β > −1

koşulu sağlanmalıdır. Bu koşul altında, (3.3.1) formülünden bu fonksiyonun mo-

mentleri

hn+k,k =

]]
G

h (x, y)xnykdxdy =

∞]
0

e−x]
0

xαyβxnykdxdy

=

∞]
0

e−x]
0

xα+nyβ+kdydx

=
1

β + k + 1

∞]
0

xα+ne−x(β+k+1)dx

olup burada x (β + k + 1) = t dönüşümü yapılır ve gamma integralinden yarar-

lanılırsa

hn+k,k =
Γ (α+ n+ 1)

(β + k + 1)n+α+2
; n, k = 0, 1, ...

olarak bulunur. Elde edilen bu momentler sonlu olup, Tanım 2.1.2 den dolayı

h (x, y) , G bölgesinde bir ağırlık fonksiyonu olarak tanımlanabilir.

3.

G =
�
(x, y) : x > 0, y > 0, x2 + y2 < 1

�
bölgesini ele alalım. Burada bir ağırlık fonksiyonu,

h (x, y) = xαyβ
�
1− x2 − y2�p ; α > −1 , β > −1, p > −1

olarak tanımlansın. h (x, y) fonksiyonu, G bölgesinde negatif olmayan bir fonksiyon-

dur. Yine, ]]
G

h (x, y) dxdy =

]]
G

xαyβ
�
1− x2 − y2�p dxdy
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integralinde

x = ρ cosφ

y = ρ sinφ

kutupsal koordinatları kullanılıp Beta integralinden yararlanılırsa,]]
G

xαyβ (1− x2 − y2)p dxdy

=

1]
0

π/2]
0

ρα+β+1 (cosφ)α (sinφ)β
�
1− ρ2

�p
dφdρ

=

1]
0

ρα+β+1
�
1− ρ2

�p ⎡⎣ π/2]
0

(cosφ)α (sinφ)β dφ

⎤⎦ dρ
=

Γ
�
α+1
2

�
Γ
�
β+1
2

�
2Γ
�
α+β+2
2

� 1]
0

ρα+β+1
�
1− ρ2

�p
dρ

elde edilir. Burada, ρ2 = t dönüşümü yapılıp elde edilen integralde tekrar Beta

integrali kullanılırsa,

]]
G

xαyβ
�
1− x2 − y2�p dxdy = 1

4

Γ
�
α+1
2

�
Γ
�
β+1
2

�
Γ (p+ 1)

Γ
�
2p+α+β+4

2

�
olarak bulunur. Bu sonucun sıfırdan büyük ve sonlu olabilmesi için

α > −1 , β > −1, p > −1

gerçeklenmelidir. Böylece h (x, y) fonksiyonunun G bölgesinde bir ağırlık fonksiyonu

olduğu görülür. (3.3.1) den bu ağırlık fonksiyonunun momentleri, Beta integrali

yardımıyla

hn+k,k =

]]
G

h (x, y)xnykdxdy =

]]
G

xα+nyβ+k
�
1− x2 − y2�p dxdy
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=

1]
0

ρn+k+α+β+1
�
1− ρ2

�p ⎡⎣ π/2]
0

(cosφ)α+n (sinφ)β+k dφ

⎤⎦ dρ
=

1

2

Γ
�
α+n+1
2

�
Γ
�
β+k+1
2

�
Γ
�
α+n+β+k

2
+ 1
� 1]

0

ρn+k+α+β+1
�
1− ρ2

�p
dρ , ρ2 = u

=
1

4

Γ
�
α+n+1
2

�
Γ
�
β+k+1
2

�
Γ (p+ 1)

Γ
�
n+k+α+β

2
+ p+ 2

�
olarak elde edilir.

4.

G = {(x, y) : x > 0 , y > 0, x+ y < 1}

üçgensel bölgesini ele alalım. Bu bölgede bir ağırlık fonksiyonu

h (x, y) = xαyβ (1− x− y)γ ; α > −1 , β > −1, γ > −1 (3.3.4)

olsun. h (x, y) , G de negatif olmayan bir fonksiyondur. Diğer yandan

]]
G

h (x, y) dxdy =

]]
G

xαyβ (1− x− y)γ dydx

=

1]
0

1−x]
0

xαyβ (1− x− y)γ dydx

integralinde

y = (1− x)u (3.3.5)

dönüşümü yapılır ve Beta integralinden yararlanılırsa

1]
0

1−x]
0

xαyβ (1− x− y)γ dydx =

1]
0

xα (1− x)β+γ+1
⎡⎣ 1]
0

uβ (1− u)γ du
⎤⎦ dx

= B (α+ 1, β + γ + 2)B (β + 1, γ + 1)
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=
Γ (α+ 1)Γ (β + 1)Γ (γ + 1)

Γ (α+ β + γ + 3)

elde edilir. Bu integralin

0 <

]]
G

h (x, y) dxdy <∞

koşulunu gerçeklemesi için α > −1 , β > −1, γ > −1 sağlanmalıdır. Buradan

görülmektedir ki h (x, y) fonksiyonu Tanım 2.1.2 yi gerçekler. Dolayısıyla h (x, y) , G

de bir ağırlık fonksiyonu olarak tanımlanabilir. Şimdi de bu fonksiyonun moment-

lerini hesaplayalım.

hn+k,k =

]]
G

h (x, y)xnykdxdy =

]]
G

xα+nyβ+k (1− x− y)γ dxdy

=

1]
0

xα+n

⎡⎣ 1−x]
0

yβ+k (1− x− y)γ dy
⎤⎦ dx

integralinde (3.3.5) dönüşümü yapılır ve Beta integralinden yararlanılırsa

hn+k,k =

1]
0

xα+n (1− x)γ+β+k+1 dx
1]
0

uβ+k (1− u)γ du

= B (α+ n+ 1, γ + β + k + 2) B (β + k + 1, γ + 1)

=
Γ (α+ n+ 1)Γ (β + k + 1)Γ (γ + 1)

Γ (α+ β + γ + n+ k + 3)

momentleri elde edilir. (3.3.4) ağırlık fonksiyonu ile tanımlanan polinomlar Appell

polinomları olarak adlandırılır. İleriki bölümlerde Appell polinomları ayrıca ele alı-

nacaktır.

5. Sınırlı olmayan bir

G =
�
(x, y) : x2 < y

�
bölgesinde α > −1, β > 0 koşulları altında

h (x, y) =
�
y − x2�α e−βy
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fonksiyonu tanımlansın. h (x, y) , G de negatif olmayan bir fonksiyondur. Diğer

taraftan

]]
G

h (x, y) dxdy =

]]
G

�
y − x2�α e−βydxdy

=

∞]
0

√
y]

−√y

�
y − x2�α e−βydxdy

= 2

∞]
0

e−βy

⎡⎢⎣
√
y]

0

�
y − x2�α dx

⎤⎥⎦ dy
olup bu integralde x = u

√
y deği̧sken deği̧stirmesi yapılırsa

]]
G

h (x, y) dxdy = 2

∞]
0

e−βy

⎡⎣ 1]
0

yα+
1
2

�
1− u2�α du

⎤⎦ dy (3.3.6)

elde edilir. (3.3.6) ifadesi u2 = v dönüşümü altında

∞]
0

e−βyyα+
1
2

⎡⎣ 1]
0

(1− v)α v− 1
2dv

⎤⎦ dy
formuna indirgenir. Beta ve Gamma integrallerinden

]]
G

h (x, y) dxdy =

√
π Γ (α+ 1)

βα+ 3
2

olarak bulunur. Bu değerin sonlu ve sıfırdan büyük olabilmesi için α > −1 ve
β > 0 koşulları sağlanmalıdır. Şimdi de (3.3.1) formülünden yararlanarak h (x, y)

nin momentlerini hesaplayalım.

hn+k,k =

]]
G

h (x, y)xnykdxdy =

]]
G

�
y − x2�α e−βyxnykdxdy

=

∞]
0

yke−βy

⎡⎢⎣
√
y]

−√y

�
y − x2�α xndx

⎤⎥⎦ dy (3.3.7)
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integralinde n tek ise içerideki integral sıfır olarak bulunur. Eğer n çift ise, bu

durumda n = 2m için (3.3.7) integrali

2

∞]
0

yke−βy

⎡⎢⎣
√
y]

0

�
y − x2�α x2mdx

⎤⎥⎦ dy
olup buradan x =

√
uy dönüşümü yapılırsa

∞]
0

ym+α+k+
1
2 e−βy

⎡⎣ 1]
0

(1− u)α um− 1
2du

⎤⎦ dy
elde edilir. Gamma ve Beta integrallerinden yararlanılırsa, h (x, y) nin momentleri

m = 0, 1, 2, ... için

hn+k,k =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 , n = 2m+ 1
Γ(α+1)Γ(m+ 1

2)Γ(m+k+α+
3
2)

Γ(m+α+3
2)β

m+α+k+3
2

, n = 2m
; n, k = 0, 1, ..

olarak bulunur. Bu momentler sonlu olup h (x, y) , G de bir ağırlık fonksiyonu olarak

tanımlanabilir.
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4. KLASİK APPELL ORTOGONAL POLİNOMLARI

4.1 Appell Polinomları için Rodrigues Formülü

Bu Bölümde, Appell polinomları için temel özellikler ele alınacaktır. Üçgensel bir

bölge

G = {(x, y) : x > 0, y > 0, x+ y < 1} (4.1.1)

olmak üzere bu bölgede tanımlanan ağırlık fonksiyonu

h (x, y) = xα−1yβ−1 (1− x− y)γ−α−β ; α > 0, β > 0, γ − α− β > −1 (4.1.2)

olarak verilsin. Burada i̧slemleri rahat yürütebilmek için

p = γ − α− β (4.1.3)

notasyonunu ve

(a)0 = 1, (a)n = a (a+ 1) ... (a+ n− 1) (4.1.4)

pochhammer sembolünü kullanalım.

Anm (x, y) = Anm (x, y ;α,β, γ)

=
x1−αy1−β

(α)n (β)m (1− x− y)p
∂n+m

∂xn∂ym

�
(1− x− y)p+n+m
x1−n−αy1−m−β

�
(4.1.5)

fonksiyonunu ele alalım. İlk olarak negatif olmayan herhangim,n tamsayıları için bu

fonksiyonun x ve y deği̧skenlerinin bir polinomu olduğunu gösterelim. İki fonksiyo-

nun çarpımlarının yüksek türevleri, Leibnitz formülünden

(uv)(n) =
n[
k=0

Cknu
(n−k)v(k) (4.1.6)

olarak yazılabilir. (4.1.6) formülü, (4.1.5) eşitliğinde x e göre kısmi türev alırken
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uygulanırsa ve (4.1.4) notasyonu kullanılırsa,

∂n

∂xn
�
xα+n−1 (1− x− y)p+n+m� =

n[
k=0

Ckn
�
xα+n−1

�(n−k) �
(1− x− y)p+n+m�(k)

=
n[
k=0

Ckn (α+ k) n−k (p+ n+m− k + 1)k

× (−1)k xα+k−1 (1− x− y)p+n+m−k (4.1.7)

elde edilir. (4.1.7) toplamı (4.1.5) de yerine yazılırsa,

∂n+m

∂xn∂ym
�
(1− x− y)p+n+m xα+n−1yβ+m−1�

=
∂m

∂ym

��
∂n

∂xn
�
xα+n−1 (1− x− y)p+n+m�� yβ+m−1�

=
∂m

∂ym

⎧⎪⎨⎪⎩
yβ+m−1

nS
k=0

Ckn (α+ k) n−k (p+ n+m− k + 1)k
× (−1)k xα+k−1 (1− x− y)p+n+m−k

⎫⎪⎬⎪⎭
=

n[
k=0

Ckn (α+ k) n−k (p+ n+m− k + 1)k (−1)k xα+k−1

× ∂m

∂ym

k
yβ+m−1 (1− x− y)p+n+m−k

l
(4.1.8)

eşitliği gerçeklenir. (4.1.6) formülü kullanılarak, (4.1.8) deki y ye göre kısmi türev

alınırsa

∂m

∂ym

k
yβ+m−1 (1− x− y)p+n+m−k

l

=
m[
s=0

Csm
�
yβ+m−1

�(m−s) k
(1− x− y)p+n+m−k

l(s)
=

m[
s=0

Csm (β + s)m−s (p+ n+m− k − s+ 1)s (−1)s yβ+s−1 (1− x− y)p+n+m−k−s

olarak bulunur. Bu değer (4.1.8) de dikkate alınırsa,
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∂n+m

∂xn∂ym
�
(1− x− y)p+n+m xα+n−1yβ+m−1�

=
n[
k=0

m[
s=0

CsmC
k
n (α+ k) n−k (β + s)m−s (p+ n+m− k + 1)k (−1)k+s

× (p+ n+m− k − s+ 1)s xα+k−1yβ+s−1 (1− x− y)p+n+m−k−s (4.1.9)

elde edilir. Bu sonuç (4.1.5) de gözönünde bulundurulursa, Anm (x, y) fonksiyonu

Anm (x, y) =
1

(α)n (β)m

n[
k=0

m[
s=0

CsmC
k
n (α+ k) n−k (β + s)m−s (p+ n+m− k + 1)k

× (p+ n+m− k − s+ 1)s (−1)k+s xkys (1− x− y)n+m−k−s (4.1.10)

formuna indirgenir. Böylece görülür ki, (4.1.5) ile verilen Anm (x, y) fonksiyonu x ve

y ye göre bir polinomdur. Bu polinomlar “Appell polinomları” olarak adlandırılırlar

(Appell and Kampè de Fèriet 1926). Ayrıca literatürde bu polinomlara “üçgensel

polinomlar(triangular polynomials)” da denilmektedir. (4.1.5) formülü ise bu poli-

nomlar için “Rodrigues formülü” adını alır. (4.1.10) formülü gösterir ki, Appell

polinomlarının x ve y ye göre toplam derecesi (n+m) dir. Yine, bu polinomun

ayrı ayrı x ve y ye göre dereceleri de (n+m) dir. Şimdi de elde edilen (4.1.10)

polinomunun katsayılarını yeniden düzenleyelim.

Ckn =

�
n

k

�
=

n!

k! (n− k)! =
n (n− 1) ... (n− k + 1)

k!

=
1

k!
(−1)k (−n)k

Csm =

�
m

s

�
=
1

s!
(−1)s (−m)s

(p+ n+m− k − s+ 1)s (p+ n+m− k + 1)k

= (p+ n+m− k − s+ 1) (p+ n+m− k − s+ 2) ... (p+ n+m− k)
× (p+ n+m− k + 1) (p+ n+m− k + 2) ... (p+ n+m)

= (p+ n+m− k − s+ 1)k+s
= (−n−m− p+ k + s− 1) (−n−m− p+ k + s− 2) ... (−p− n−m+ k)
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× (−p− n−m+ k − 1) (−p− n−m+ k − 2) ... (−p− n−m) (−1)k+s

= (−1)k+s (−n−m− p)k+s

eşitlikleri sağlanır. Bu eşitlikler dikkate alınırsa, (4.1.10) formülündeki katsayılar

1

(α)n (β)m
CsmC

k
n (α+ k) n−k (p+ n+m− k + 1)k (p+ n+m− k − s+ 1)s

× (β + s)m−s (−1)k+s

=
1

k!s! (α)n (β)m
(−1)k+s (−n)k (−m)s (−n−m− p)k+s

× (α+ k) n−k (β + s)m−s (4.1.11)

formuna indirgenir. (4.1.4) notasyonu kullanılırsa

(α+ k) n−k
(α)n

=
(α+ k) (α+ k + 1) ... (α+ n− 1)

α (α+ 1) ... (α+ n− 1)
=

1

α (α+ 1) ... (α+ k − 1) =
1

(α)k

eşitliği gerçeklenir. Benzer şekilde

(β + s)m−s
(β)m

=
1

(β)s

ifadesi de sağlanır. Elde edilen bu son iki eşitlik (4.1.11) de kullanılırsa, (4.1.11)

ifadesi
(−1)k+s (−n)k (−m)s (−n−m− p)k+s

k!s! (α)k (β)s
= Bks (n,m, p,α,β)

formuna indirgenir. Bu açılımın (4.1.10) da yerine yazılmasıyla, Appell polinomları

Anm (x, y) =
n[
k=0

m[
s=0

Bks (n,m, p,α, β)x
kys (1− x− y)n+m−k−s (4.1.12)

olarak elde edilir. (4.1.12) nin düzenlenmesiyle, bu polinomlar için bir başka eşitlik

de

Anm (x, y) =
n[
k=0

m[
s=0

(−1)k+s (−n)k (−m)s (−n−m− p)k+s
k!s! (α)k (β)s

xkys (1− x− y)n+m−k−s
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= (1− x− y)n+m
n[
k=0

m[
s=0

(−n)k (−m)s (−n−m− p)k+s
k!s! (α)k (β)s

×
�

x

x+ y − 1
�k�

y

x+ y − 1
�s

(4.1.13)

olarak bulunur. Şimdi de (4.1.5) Rodrigues formülünden yararlanarak Appell poli-

nomlarının birkaçını hesaplayalım. (4.1.5) de m ve n ye değerler verilirse,

A00 (x, y) = 1

A10 (x, y) =
x1−αy1−β

(α)1 (β)0 (1− x− y)p
∂

∂x

%
(1− x− y)p+1
x−αy1−β

&

=
x1−α

α (1− x− y)p
�
αxα−1 (1− x− y)p+1 − (p+ 1) (1− x− y)p xα�

=
x

α

�
α (1− x− y)

x
− (p+ 1)

�
= 1− x− y − (p+ 1) x

α

A01 (x, y) =
x1−αy1−β

(α)0 (β)1 (1− x− y)p
∂

∂y

%
(1− x− y)p+1
x1−αy−β

&

=
y1−β

β (1− x− y)p
�
βyβ−1 (1− x− y)p+1 − (p+ 1) yβ (1− x− y)p�

= 1− x− y − (p+ 1) y
β

A11 (x, y) =
x1−αy1−β

(α)1 (β)1 (1− x− y)p
∂2

∂x∂y

�
(1− x− y)p+2 xαyβ�

=
(1− x− y)

αβ
[αβ (1− x− y)− β (p+ 2)x− α (p+ 2) y]

+
1

αβ
(p+ 1) (p+ 2)xy

polinomları elde edilir. Bu polinomlar (4.1.12) eşitliğinden yararlanılarak da buluna-

bilir. Appell polinomlarını aşağıdaki gibi tablo halinde gösterebiliriz.

A00 (x, y)
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A10 (x, y) , A01 (x, y)

A20 (x, y) , A11 (x, y) , A02 (x, y) (4.1.14)

· · ·
An0 (x, y) , An−1,1 (x, y) ...A0n (x, y)

Her bir gruptaki Appell polinomları aynı derecedendir. Ayrıca (4.1.14) tablosunun

keyfi satırındaki bütün polinomlar, her bir deği̧skenine göre aynı dereceden olup

toplamda da aynı dereceye sahiptirler. Yine, (4.1.5) ile tanımlanan bu polinomlar

monik değildirler.

Lemma 4.1.1. Düzgün parçalı bir Γ eğrisi ile sınırlanan basit irtibatlı bir bölge

G olsun. f (x, y) ve F (x, y) , Gbölgesinde sürekli diferensiyellenebilir fonksiyonlar

olsunlar. F (x, y) ve f (x, y) fonksiyonlarından herhangi biri için fonksiyonun kendisi

ve (m+ n)-yinci basamaktan son karma türevi hariç diğer bütün türevleri Γ eğrisi

üzerinde sıfır değerini alıyorsa, o taktirde]]
G

f (x, y)
∂n+mF (x, y)

∂xn∂ym
dxdy

= (−1)n (−1)m
]]
G

F (x, y)
∂n+mf (x, y)

∂xn∂ym
dxdy (4.1.15)

eşitliği gerçeklenir.

İspat: Lemmanın ispatını tümevarım yöntemini kullanarak gösterelim. (4.1.15)

eşitliğinin sol yanında m = 0, n = 1 alınırsa

]]
G

f (x, y)Fx (x, y) dxdy =

]]
G

∂

∂x

⎡⎣ x]
x0

f (t, y)Ft (t, y) dt

⎤⎦ dxdy
elde edilir. Burada

f (t, y) = u

Ft (t, y) dt = dv
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alarak bir kez kısmi integrasyon uygulanır ve türevler için Leibnitz teoremi kul-

lanılırsa,

]]
G

∂

∂x

⎡⎣ x]
x0

f (t, y)Ft (t, y) dt

⎤⎦ dxdy

=

]]
G

∂

∂x

⎡⎣f (t, y)F (t, y)|xx0 −
x]

x0

ft (t, y)F (t, y) dt

⎤⎦ dxdy
=

]]
G

∂

∂x

⎡⎣f (x, y)F (x, y)− x]
x0

ft (t, y)F (t, y) dt

⎤⎦ dxdy
=

]]
G

∂

∂x
[f (x, y)F (x, y)] dxdy −

]]
G

fx (x, y)F (x, y) dxdy (4.1.16)

olduğu görülür. Green teoreminden

]]
G

∂

∂x
[f (x, y)F (x, y)] dxdy =

]
Γ

f (x, y)F (x, y) dy

olup bu eşitlik (4.1.16) da dikkate alınırsa,]]
G

f (x, y)Fx (x, y) dxdy

=

]]
G

∂

∂x

⎡⎣ x]
x0

f (t, y)Ft (t, y) dt

⎤⎦ dxdy
=

]
Γ

f (x, y)F (x, y) dy −
]]
G

fx (x, y)F (x, y) dxdy (4.1.17)

elde edilir. Γ eğrisi üzerinde F (x, y) = 0 (veya f (x, y) = 0) sağlanırsa, (4.1.17)

integrali ]]
G

f (x, y)Fx (x, y) dxdy = −
]]
G

fx (x, y)F (x, y) dxdy

formuna indirgenir. Böylelikle, (4.1.15) eşitliğim = 0, n = 1 için gerçeklenir. Benzer

şekilde, (4.1.15) ifadesinin sol yanında m = 1, n = 0 durumu için bir kez kısmi
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integrasyon alınır ve türevler için Leibnitz teoremi uygulanırsa,

]]
G

f (x, y)Fy (x, y) dxdy =

]]
G

∂

∂y

⎡⎣ y]
y0

f (x, t)Ft (x, t) dt

⎤⎦ dxdy
=

]]
G

∂

∂y

⎡⎣f (x, t)F (x, t)|yy0 −
y]

y0

ft (x, t)F (x, t) dt

⎤⎦ dxdy
=

]]
G

∂

∂y
[f (x, y)F (x, y)] dxdy

−
]]
G

fy (x, y)F (x, y) dxdy (4.1.18)

elde edilir. Green teoreminden

]]
G

∂

∂y
[f (x, y)F (x, y)] dxdy = −

]
Γ

f (x, y)F (x, y) dx

olup bu ifade (4.1.18) de gözönünde tutulursa,]]
G

f (x, y)Fy (x, y) dxdy

= −
]
Γ

f (x, y)F (x, y) dx−
]]
G

fy (x, y)F (x, y) dxdy (4.1.19)

olarak bulunur. Burada Γ eğrisi üzerinde F (x, y) = 0 (veya f (x, y) = 0) ifadesi

gerçeklenirse

]]
G

f (x, y)Fy (x, y) dxdy = −
]]
G

fy (x, y)F (x, y) dxdy

elde edilmi̧s olur. Bu ise m = 1, n = 0 için (4.1.15) in sağlandığını gösterir. (4.1.15)

de n = 2, m = 0 alınırsa eşitliğin sol yanı,

]]
G

f (x, y)Fxx (x, y) dxdy =

]]
G

f (x, y) (Fx)x (x, y) dxdy
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olup burada (4.1.17) eşitliği kullanılırsa

]]
G

f (x, y)Fxx (x, y) dxdy =

]
Γ

f (x, y)Fx (x, y) dy −
]]
G

fx (x, y)Fx (x, y) dxdy

olarak bulunur. Γ eğrisi üzerinde Fx (x, y) = 0 (veya f (x, y) = 0) sağlanırsa bu

eşitlik ]]
G

f (x, y)Fxx (x, y) dxdy = −
]]
G

fx (x, y)Fx (x, y) dxdy

formuna indirgenir. Elde edilen bu ifadenin sağ tarafına tekrar (4.1.17) eşitliği uygu-

lanırsa

]]
G

f (x, y)Fxx (x, y) dxdy = −
]
Γ

fx (x, y)F (x, y) dy +

]]
G

fxx (x, y)F (x, y) dxdy

eşitliğine ulaşılır. Γ eğrisi üzerinde F (x, y) = 0 (veya fx (x, y) = 0) gerçeklenirse

n = 2, m = 0 için de (4.1.15) in sağlandığı görülür. Bu şekilde ardı̧sık olarak (4.1.17)

ve (4.1.19) eşitlikleri kullanılarak genelleştirmeler yapılırsa (4.1.15) ifadesinin sağ-

landığı kolaylıkla görülür.

Teorem 4.1.1. {Anm (x, y)} Appell polinomları, (4.1.1)bölgesinde (4.1.2) ağırlık
fonksiyonuna göre toplam dereceleri N < m + n olan her bir PN (x, y)polinomuna

ortogonaldir.

İspat: (4.1.5) Rodrigues formülünden,

(PN (x, y) , Anm (x, y))

=

]]
G

h (x, y)PN (x, y)Anm (x, y) dxdy

=

]]
G

h (x, y)PN (x, y)
x1−αy1−β

(α)n (β)m (1− x− y)p
∂n+m

∂xn∂ym

�
(1− x− y)p+n+m
x1−n−αy1−m−β

�
dxdy

=
1

(α)n (β)m

]]
G

PN (x, y)
∂n+m

∂xn∂ym

�
(1− x− y)p+n+m
x1−n−αy1−m−β

�
dxdy (4.1.20)
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olarak yazılabilir. G bölgesinin sınırı

Γ : x = 0, y = 0, x+ y = 1

eğrisi olup n ≥ 1 için (4.1.17) den]]
G

f (x, y)
∂n+mF (x, y)

∂xn∂ym
dxdy

=

]
Γ

f (x, y)
∂n−1+mF (x, y)

∂xn−1∂ym
dy −

]]
G

fx (x, y)
∂n−1+mF (x, y)

∂xn−1∂ym
dxdy (4.1.21)

eşitliği gerçeklenir. Burada

F (x, y) = (1− x− y)p+n+m xn+α−1ym+β−1 , f (x, y) = PN (x, y)

olmak üzere,

∂n−1+mF (x, y)
∂xn−1∂ym

=
n−1[
k=0

m[
s=0

xα+kyβ+s−1 (1− x− y)p+n+m−k−s (β + s)m−s
× (p+ n+m− s− k + 1)k (p+ n+m− s+ 1)s
× (α+ k + 1) n−k−1CsmCkn−1 (−1)k+s

fonksiyonu α > 0 ve p > −1 koşulları altında x = 0doğrusu ve x + y = 1 doğrusu
üzerinde sıfır değerini alır. Diğer yandan y ekseni üzerinde y ≡ 0 olduğundan (4.1.21)
deki eğrisel integral sıfırdır. Benzer şekilde m ≥ 1 için (4.1.19) dan]]
G

f (x, y)
∂n+mF (x, y)

∂xn∂ym
dxdy

= −
]
Γ

f (x, y)
∂n+m−1F (x, y)

∂xn∂ym−1
dx−

]]
G

fy (x, y)
∂n+m−1F (x, y)

∂xn∂ym−1
dxdy (4.1.22)

eşitliği sağlanır.
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∂n+m−1F (x, y)
∂xn∂ym−1

=
n[
k=0

m−1[
s=0

xα+k−1yβ+s (1− x− y)p+n+m−k−s (β + s+ 1)m−s−1
× (p+ n+m− k + 1)k (p+ n+m− s− k + 1)s
× (α+ k) n−kCsm−1Ckn (−1)k+s

fonksiyonu β > 0 ve p > −1 koşulları altında y = 0doğrusu ve x + y = 1 doğrusu
üzerinde sıfır değerini alır. Diğer taraftan x ekseni üzerinde x ≡ 0 olduğundan

(4.1.22) deki eğrisel integral sıfır olur. Ardı̧sık olarak (4.1.17) ve (4.1.19) formülleri

uygulanırsa Lemma 4.1.1 in sağlandığı görülür. Böylelikle Lemma 4.1.1 den (4.1.20)

eşitliği

(PN , Anm) =
(−1)m+n
(α)n (β)m

]]
G

F (x, y)
∂n+m

∂xn∂ym
PN (x, y) dxdy

formuna indirgenir. PN (x, y)polinomu

xkys , k + s ≤ N

formunda monomialleri içeren bir polinom olduğundan k + s < n+m için

∂n+m

∂xn∂ym
PN (x, y) ≡ 0

gerçeklenir. Böylelikle N < n+m için

(PN , Anm) = 0 (4.1.23)

sağlanır. O halde Anm (x, y) polinomu düşük dereceli her Aks (x, y) , k+ s < n+m

polinomuna ortogonaldir. k + s = n+m durumunda (4.1.23) ün sağlanması gerek-

mez. Yani, aynı dereceden Appell polinomları ortogonal olmak zorunda değildirler.
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4.2 İki Deği̧skenli Appell Polinomlarının Hipergeometrik Fonksiyonlar

Cinsinden İfade Edili̧sleri

Bir deği̧skenli hipergeometrik fonksiyon,

F (a, b;α;x) =
∞[
k=0

(a)k (b)k
(α)k

xk

k!
, |x| < 1 (4.2.1)

kuvvet serisinin toplamı olarak tanımlanır.

Lemma 4.2.1. (4.2.1) hipergeometrik fonksiyonu için

F (a, b;α;x) =
1

(1− x)bF
�
α− a, b;α; x

x− 1
�

(4.2.2)

F (a, b;α;x) =
1

(1− x)αF
�
a,α− b;α; x

x− 1
�

F (a, b;α;x) = (1− x)α−a−b F (α− a,α− b;α;x)

eşitlikleri gerçeklenir.

İspat: Binom açılımından

(1− x)−b =
∞[
n=0

(b)n
xn

n!
(4.2.3)

gerçeklenir. (4.2.1) ve (4.2.3) den

1

(1− x)bF
�
α− a, b;α; x

x− 1
�

=
∞[
k=0

(α− a)k (b)k
(α)k k!

(−1)k xk
(1− x)k+b

=
∞[
n=0

∞[
k=0

(α− a)k (b)k (b+ k)n
(α)k

(−1)k
k!n!

xn+k

=
∞[
n=0

∞[
k=0

(α− a)k (b)n+k
(α)k

(−1)k
k!n!

xn+k
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elde edilir. Burada n yerine n− k indis deği̧stirmesi yapılıp elde edilen ifadede

(−1)k
(n− k)! =

(−n)k
n!

özelliği kullanılırsa,

1

(1− x)bF
�
α− a, b;α; x

x− 1
�

=
∞[
n=0

n[
k=0

(α− a)k (b)n
(α)k

(−n)k
k!n!

xn

=
∞[
n=0

%
n[
k=0

(−n)k (α− a)k
(α)k

(1)k

k!

&
(b)n

xn

n!

=
∞[
n=0

% ∞[
k=0

(−n)k (α− a)k
(α)k

(1)k

k!

&
(b)n

xn

n!

=
∞[
n=0

F (−n,α− a;α; 1) (b)n
xn

n!

olarak bulunur. Elde edilen son eşitlikte

F (a, b; c; 1) =
Γ (c)Γ (c− a− b)
Γ (c− a)Γ (c− b) (Rainville 1965)

özelliğinden yararlanılırsa,

1

(1− x)bF
�
α− a, b;α; x

x− 1
�

=
∞[
n=0

F (−n,α− a;α; 1) (b)n
xn

n!

=
∞[
n=0

(a)n (b)n
(α)n

xn

n!

= F (a, b;α;x)

olarak bulunur. Bu ise (4.2.2) nin gerçeklendiğini gösterir. Benzer şekilde, diğer iki

eşitliğin de sağlandığı kolaylıkla gösterilebilir.

F2 (a, b, c;α,β;x, y) =
∞[
k=0

∞[
s=0

(a)k (b)s (c)k+s
(α)k (β)s

xkys

k!s!
, |x|+ |y| < 1 (4.2.4)

eşitliği ile tanımlanan iki deği̧skenli hipergeometrik fonksiyonunu ele alalım. a, b, c,α,β

reel parametrelerini içeren bu fonksiyon “Hipergeometrik Appell fonksiyonu” olarak
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adlandırılır.

Lemma 4.2.2. (4.2.4)Appell fonksiyonları ile (4.2.1) hipergeometrik fonksiyonu

arasında aşağıdaki bağıntılar geçerlidir.

F2 (a, b, c;α, β;x, y) =
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

F (a, c+ s;α;x) ys (4.2.5)

F2 (a, b, c;α, β;x, y) =
∞[
k=0

(a)k (c)k
(α)k k!

F (b, c+ k; β; y)xk (4.2.6)

İspat:

(c)k+s = c (c+ 1) ... (c+ s− 1) (c+ s) ... (c+ s+ k − 1)
= (c)s (c+ s)k

eşitliği kullanılırsa (4.2.4) ifadesi

F2 (a, b, c;α,β;x, y) =
∞[
k=0

∞[
s=0

(a)k (b)s (c)k+s
(α)k (β)s

xkys

k!s!

=
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

% ∞[
k=0

(a)k (c+ s)k
(α)k

xk

k!

&
ys

=
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

F (a, c+ s;α;x) ys

formuna indirgenir. Benzer şekilde (4.2.4) de

(c)k+s = c (c+ 1) ... (c+ k − 1) (c+ k) ... (c+ k + s− 1)
= (c)k (c+ k)s

eşitliği dikkate alınırsa

F2 (a, b, c;α,β;x, y) =
∞[
k=0

∞[
s=0

(a)k (b)s (c)k+s
(α)k (β)s

xkys

k!s!

=
∞[
k=0

(a)k (c)k
(α)k k!

% ∞[
s=0

(c+ k)s (b)s
(β)s

ys

s!

&
xk
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=
∞[
k=0

(a)k (c)k
(α)k k!

F (b, c+ k;β; y)xk

elde edilir. Böylelikle lemma ispatlanmı̧s olur.

Lemma 4.2.3. (4.2.4)Appell hipergeometrik fonksiyonu için

F2 (a, b, c;α,β;x, y) =
1

(1− x)cF2
�
α− a, b, c;α,β; x

x− 1 ,
y

1− x
�

(4.2.7)

F2 (a, b, c;α,β;x, y) =
1

(1− y)cF2
�
a,β − b, c;α,β; x

1− y ,
y

y − 1
�

(4.2.8)

F2 (a, b, c;α,β;x, y)

=
1

(1− x− y)cF2
�
α− a,β − b, c;α,β; x

x+ y − 1 ,
y

x+ y − 1
�

(4.2.9)

eşitlikleri sağlanır.

İspat: (4.2.2) ve (4.2.5) den

F2 (a, b, c;α,β;x, y) =
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

F (a, c+ s;α;x) ys

=
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

1

(1− x)c+sF
�
α− a, c+ s;α; x

x− 1
�
ys

=
1

(1− x)c
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

F

�
α− a, c+ s;α; x

x− 1
��

y

1− x
�s

=
1

(1− x)cF2
�
α− a, b, c;α,β; x

x− 1 ,
y

1− x
�

olarak elde edilir ki bu ise (4.2.7) yi gerçekler. Benzer şekilde (4.2.2) ve (4.2.6) dan

F2 (a, b, c;α,β;x, y) =
∞[
k=0

(a)k (c)k
(α)k k!

F (b, c+ k;β; y)xk

=
∞[
k=0

(a)k (c)k
(α)k k!

1

(1− y)c+kF
�
β − b, c+ k;β; y

y − 1
�
xk

=
1

(1− y)c
∞[
k=0

(a)k (c)k
(α)k k!

F

�
β − b, c+ k;β; y

y − 1
��

x

1− y
�k
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=
1

(1− y)cF2
�
a,β − b, c;α, β; x

1− y ,
y

y − 1
�

olup (4.2.8) sağlanır. (4.2.7) eşitliğinin sağ tarafındaki hipergeometrik fonksiyona

(4.2.8) eşitliği uygulanırsa

F2

�
α− a, b, c;α,β; x

x− 1 ,
y

1− x
�

=
(1− x)c

(1− x− y)cF2
�
α− a,β − b, c;α, β; x

x+ y − 1 ,
y

x+ y − 1
�

olarak bulunur. Elde edilen bu eşitlik (4.2.7) nin sağ yanında gözönünde tutulursa,

F2 (a, b, c;α,β;x, y) =
1

(1− x)cF2
�
α− a, b, c;α,β; x

x− 1 ,
y

1− x
�

=
1

(1− x− y)cF2
�
α− a, β − b, c;α, β; x

x+ y − 1 ,
y

x+ y − 1
�

gerçeklenir. Böylelikle (4.2.9) un da sağlandığı görülür.

Teorem 4.2.1. Anm (x, y;α,β, γ) Appell polinomları, iki deği̧skenli hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

Anm (x, y) = Anm (x, y;α, β, γ)

= (1− x− y)n+m F2
�
−n,−m,−n−m− p;α,β; x

x+ y − 1 ,
y

x+ y − 1
�

açılımına sahiptir.

İspat: (4.2.9) da a→ α− a, b→ β − b indis deği̧stirmesi yapılırsa,

F2 (α− a, β − b, c;α, β;x, y)

=
1

(1− x− y)cF2
�
a, b, c;α, β;

x

x+ y − 1 ,
y

x+ y − 1
�

(4.2.10)

olarak bulunur. (4.2.4) Appell hipergeometrik fonksiyonunda

a = −n, b = −m, c = −n−m− p (4.2.11)
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alınırsa

F2 (−n,−m,−n−m− p;α,β;x, y)

=
∞[
k=0

∞[
s=0

(−n)k (−m)s (−n−m− p)k+s
(α)k (β)s

xkys

k!s!
(4.2.12)

olur. m ve n negatif olmayan tamsayılar olmak üzere

(−n)k = 0 , k > n

(−m)s = 0 , s > m

eşitlikleri gerçeklenir. Dolayısıyla (4.2.12) ifadesi

F2 (−n,−m,−n−m− p;α,β;x, y)

=
n[
k=0

m[
s=0

(−n)k (−m)s (−n−m− p)k+s
(α)k (β)s

xkys

k!s!
(4.2.13)

formuna indirgenir. (4.2.11) koşulları altında, (4.2.10) nun sağ yanındaki hipergeo-

metrik fonksiyona (4.2.13) formülü uygulanırsa

F2

�
−n,−m,−n−m− p;α, β; x

x+ y − 1 ,
y

x+ y − 1
�

=
n[
k=0

m[
s=0

(−n)k (−m)s (−n−m− p)k+s
(α)k (β)s k!s!

�
x

x+ y − 1
�k �

y

x+ y − 1
�s

(4.2.14)

olarak elde edilir. (4.1.13) ve (4.2.14) eşitlikleri kıyaslanırsa,

Anm (x, y) = Anm (x, y;α, β, γ)

= (1− x− y)n+m F2
�
−n,−m,−n−m− p;α,β; x

x+ y − 1 ,
y

x+ y − 1
�

(4.2.15)

olduğu görülür ki bu da teoremi ispatlar. Bu ifadenin sağ yanındaki hipergeometrik

fonksiyona (4.2.10) formülü uygulanırsa
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Anm (x, y;α,β, γ)

= (1− x− y)−p F2 (α+ n,β +m,−n−m− p;α,β;x, y) (4.2.16)

eşitliğine ulaşılır. Böylelikle, elde edilen son iki formül yardımıyla, Appell poli-

nomlarının iki deği̧skenli hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden ifade edilebileceği

gösterilmi̧s olur.

4.3 Appell Polinomlarının Sağladığı Diferensiyel Denklem

Bir deği̧skenli

F (a, b;α;x) =
∞[
k=0

(a)k (b)k
(α)k

xk

k!
, |x| < 1

hipergeometrik fonksiyonu

x (1− x) d
2u

dx2
+ [α− (a+ b+ 1)x] du

dx
− abu = 0

denklemini sağlar. O halde (4.2.5) deki F (a, c+ s;α;x) fonksiyonu da

x (1− x)F �� (a, c+ s;α;x) + [α− (a+ c+ s+ 1)x]F � (a, c+ s;α;x)
−a (c+ s)F (a, c+ s;α;x) = 0

denklemini gerçekler. Bu denklemde herbir terim

(b)s (c)s
(β)s s!

ys

ile çarpılıp s üzerinden 0 dan ∞ a kadar toplam alınırsa

x (1− x)
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

F
��
(a, c+ s;α;x) ys

+
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

[α− (a+ c+ s+ 1)x]F � (a, c+ s;α;x) ys

−a
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

(c+ s)F (a, c+ s;α;x) ys = 0
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elde edilir. Buradan bu eşitlik

x (1− x)
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

F
��
(a, c+ s;α;x) ys − ac

∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

F (a, c+ s;α;x) ys

−x
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

F
�
(a, c+ s;α;x) sys+

∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

[α− (a+ c+ 1)x]F � (a, c+ s;α;x) ys

−a
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

F (a, c+ s;α;x) sys = 0

olarak yazılabilir. Bu ifade düzenlenirse,

x (1− x)
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

F
��
(a, c+ s;α;x) ys − xy

∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

F
�
(a, c+ s;α;x) sys−1

+
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

[α− (a+ c+ 1)x]F � (a, c+ s;α;x) ys−ac
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

F (a, c+ s;α;x) ys

−ay
∞[
s=0

(b)s (c)s
(β)s s!

F (a, c+ s;α;x) sys−1 = 0

eşitliğine ulaşılır. Burada (4.2.5) eşitliğinin dikkate alınmasıyla,

x (1− x) ∂2

∂x2
F2 (a, b, c;α, β;x, y)− xy ∂2

∂x∂y
F2 (a, b, c;α, β;x, y)

+ [α− (a+ c+ 1)x] ∂

∂x
F2 (a, b, c;α, β;x, y)− ay ∂

∂y
F2 (a, b, c;α,β;x, y)

−acF2 (a, b, c;α, β;x, y) = 0

diferensiyel denklemi elde edilir. Diğer yandan (4.2.6) daki F (b, c+ k;β; y) fonksi-

yonu da

y (1− y)F �� (b, c+ k; β; y) + [β − (b+ c+ k + 1) y]F � (b, c+ k;β; y)
−b (c+ k)F (b, c+ k;β; y) = 0

denklemini gerçekleyeceğinden, benzer i̧slemler uygulanıp (4.2.6) eşitliği gözönünde

tutulursa

y (1− y) ∂2

∂y2
F2 (a, b, c;α, β;x, y)− xy ∂2

∂x∂y
F2 (a, b, c;α, β;x, y)
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+ [β − (b+ c+ 1) y] ∂
∂y
F2 (a, b, c;α, β;x, y)− bx ∂

∂x
F2 (a, b, c;α,β;x, y)

−bcF2 (a, b, c;α,β;x, y) = 0

denklemine ulaşılır. Böylelikle v = F2 (a, b, c;α, β;x, y)Appell hipergeometrik fonksi-

yonunun sağladığı

x (1− x) ∂
2v

∂x2
− xy ∂2v

∂x∂y
+ [α− (a+ c+ 1)x] ∂v

∂x
− ay∂v

∂y
− acv = 0

y (1− y) ∂
2v

∂y2
− xy ∂2v

∂x∂y
+ [β − (b+ c+ 1) y] ∂v

∂y
− bx∂v

∂x
− bcv = 0

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu iki denklem taraf tarafa toplanırsa,

x (1− x) ∂
2v

∂x2
− 2xy ∂2v

∂x∂y
+ y (1− y) ∂

2v

∂y2
+ [α− (a+ b+ c+ 1)x] ∂v

∂x

+ [β − (a+ b+ c+ 1) y] ∂v
∂y
− c (a+ b) v = 0 (4.3.1)

denklemine ulaşılır. Buradan (4.2.16) daki

w = F2 (α+ n, β +m,−n−m− p;α,β;x, y) = (1− x− y)pAnm (x, y;α, β, γ)

fonksiyonu da (4.3.1) den

x (1− x) ∂
2w

∂x2
− 2xy ∂2w

∂x∂y
+ y (1− y) ∂

2w

∂y2
+ [α− (α+ β − p+ 1)x] ∂w

∂x

+ [β − (α+ β − p+ 1) y] ∂w
∂y
− (−n−m− p) (α+ β +m+ n)w = 0 (4.3.2)

denklemini gerçekler. p = γ − α− β koşulu altında,

w = (1− x− y)pAnm (x, y;α, β, γ)

fonksiyonu ve türevleri (4.3.2) denkleminde yerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa,
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x (1− x) ∂2

∂x2
Anm (x, y;α, β, γ)− 2xy ∂2

∂x∂y
Anm (x, y;α,β, γ)

+y (1− y) ∂2

∂y2
Anm (x, y;α, β, γ) + [α− (γ + 1)x] ∂

∂x
Anm (x, y;α,β, γ)

+ [β − (γ + 1) y] ∂
∂y
Anm (x, y;α, β, γ) + (m+ n) (m+ n+ γ)Anm (x, y;α, β, γ) = 0

denklemine ulaşılır. Burada

(m+ n) (m+ n+ γ) = λmn (4.3.3)

notasyonu kullanılırsa, Anm (x, y;α,β, γ)Appell polinomlarının sağladığı diferensiyel

denklem

x (x− 1) ∂
2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y (y − 1) ∂

2u

∂y2
+ [(γ + 1)x− α]

∂u

∂x

+ [(γ + 1) y − β]
∂u

∂y
= λmnu (4.3.4)

formuna indirgenir. Bu denklem, (4.3.3) ile verilen λmn özdeğerine kaŗsılık (n+m+ 1)

tane lineer bağımsız özfonksiyona sahiptir. Bu durum beşinci bölümde ayrıca ele

alınacaktır.

4.4 Appell Diferensiyel Denkleminin Özfonksiyonlarının Ortogonalliği

u (x, y) ve v (x, y) fonksiyonları, (4.3.4) Appell diferensiyel denkleminin λmn ve λpq

farklı özdeğerlerine kaŗsılık gelen özfonksiyonları olsunlar. Yani,

x (x− 1)uxx + 2xyuxy + y (y − 1)uyy + [(γ + 1)x− α]ux

+ [(γ + 1) y − β]uy = λmnu
(4.4.1)

x (x− 1) vxx + 2xyvxy + y (y − 1) vyy + [(γ + 1)x− α] vx

+ [(γ + 1) y − β] vy = λpqv
(4.4.2)

denklemleri gerçeklensin. Burada (4.4.1) denklemi v ile (4.4.2) denklemi de u ile
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çarpılıp bu iki denklem taraf tarafa çıkarılırsa,

x (x− 1) (vuxx − uvxx) + 2xy (vuxy − uvxy) + y (y − 1) (vuyy − uvyy)
+ [(γ + 1)x− α] (vux − uvx) + [(γ + 1) y − β] (vuy − uvy)

= (λmn − λpq)uv

bulunur. Bu denklem

G = {(x, y) = x > 0, y > 0, x+ y < 1}

bölgesinde

h (x, y) = xα−1yβ−1 (1− x− y)γ−α−β ; α > 0, β > 0, γ − α− β > −1

ağırlık fonsiyonuna göre terim terim integre edilirse,

]]
G

h (x, y)x (x− 1) (vuxx − uvxx) dxdy + 2
]]
G

h (x, y)xy (vuxy − uvxy) dxdy

+

]]
G

h (x, y) y (y − 1) (vuyy − uvyy) dxdy

+

]]
G

h (x, y) [(γ + 1)x− α] (vux − uvx) dxdy

+

]]
G

h (x, y) [(γ + 1) y − β] (vuy − uvy) dxdy

= (λmn − λpq)

]]
G

h (x, y)uvdxdy (4.4.3)

elde edilir.

Γ : x = 0, y = 0, x+ y = 1

G bölgesinin sınırı olmak üzere, (4.1.17) den
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]]
G

h (x, y)x (x− 1) (vuxx − uvxx) dxdy

=

]]
G

h (x, y) x (x− 1) vuxxdxdy −
]]
G

h (x, y)x (x− 1)uvxxdxdy

=

]
Γ

h (x, y)x (x− 1) vuxdy −
]]
G

ux
∂

∂x
[h (x, y)x (x− 1) v] dxdy

−
]
Γ

h (x, y)x (x− 1)uvxdy +
]]
G

vx
∂

∂x
[h (x, y)x (x− 1)u] dxdy

(4.4.4)

eşitliği sağlanır. Benzer şekilde (4.1.19) formülü kullanılarak,]]
G

h (x, y)xy (vuxy − uvxy) dxdy

=

]]
G

h (x, y)xyvuxydxdy −
]]
G

h (x, y)xyuvxydxdy

= −
]
Γ

h (x, y)xyvuxdx−
]]
G

ux
∂

∂y
[h (x, y)xyv] dxdy

+

]
Γ

h (x, y)xyuvxdx+

]]
G

vx
∂

∂y
[h (x, y)xyu] dxdy (4.4.5)

elde edilir.

h (x, y)x (x− 1) = xαyβ−1 (x− 1) (1− x− y)γ−α−β

fonsiyonu α > 0 koşulu altında x = 0 koordinat ekseni üzerinde sıfır ve y = 0

koordinat ekseni üzerinde de dy = 0 olduğundan (4.4.4) deki eğrisel integraller x ve

y koordinat eksenleri üzerinde sıfırdır. Benzer şekilde

h (x, y)xy = xαyβ (1− x− y)γ−α−β

fonksiyonu da α > 0 ve β > 0 koşulu altında, x = 0 ve y = 0koordinat eksenleri üze-

rinde sıfır olup (4.4.5) deki eğrisel integraller de x ve y koordinat eksenleri boyunca

sıfırdır. Γ sınır eğrisi üzerinde x + y = 1 doğrusunu L ile gösterirsek, L doğrusu
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üzerinde (4.4.4) deki eğrisel integraller

⎧⎪⎨⎪⎩
U
L

h (x, y)x (x− 1) vuxdy =
U
L

h (x, y)x (−y) vuxd (1− x) =
U
L

h (x, y)xyvuxdxU
L

h (x, y)x (x− 1)uvxdy =
U
L

h (x, y)x (−y)uvxd (1− x) =
U
L

h (x, y)xyuvxdx

(4.4.6)

formuna dönüşür. (4.4.6) ifadesi gözönünde tutularak (4.4.4) ve (4.4.5) taraf tarafa

toplanırsa,]]
G

h (x, y)x (x− 1) (vuxx − uvxx) dxdy +
]]
G

h (x, y)xy (vuxy − uvxy) dxdy

=

]]
G

vx
∂

∂x
[h (x, y)x (x− 1)u] dxdy −

]]
G

ux
∂

∂x
[h (x, y)x (x− 1) v] dxdy

+

]]
G

vx
∂

∂y
[h (x, y)xyu] dxdy −

]]
G

ux
∂

∂y
[h (x, y)xyv] dxdy (4.4.7)

elde edilir. Benzer şekilde, (4.1.17) den]]
G

h (x, y)xy (vuxy − uvxy) dxdy

=

]]
G

h (x, y)xyvuyxdxdy −
]]
G

h (x, y)xyuvyxdxdy

=

]
Γ

h (x, y)xyvuydy −
]]
G

uy
∂

∂x
[h (x, y)xyv] dxdy

−
]
Γ

h (x, y)xyuvydy +

]]
G

vy
∂

∂x
[h (x, y)xyu] dxdy (4.4.8)

gerçeklenir. (4.1.19) formülünden de]]
G

h (x, y) y (y − 1) (vuyy − uvyy) dxdy

=

]]
G

h (x, y) y (y − 1) vuyydxdy −
]]
G

h (x, y) y (y − 1)uvyydxdy
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= −
]
Γ

h (x, y) y (y − 1) vuydx−
]]
G

uy
∂

∂y
[h (x, y) y (y − 1) v] dxdy

+

]
Γ

h (x, y) y (y − 1)uvydx+
]]
G

vy
∂

∂y
[h (x, y) y (y − 1)u] dxdy (4.4.9)

eşitliği sağlanır. Burada (4.4.8) ve (4.4.9) daki eğrisel integraller x = 0 ve y = 0

koordinat eksenleri üzerinde sıfırdır ve

L : x+ y = 1

doğrusu üzerinde de

⎧⎪⎨⎪⎩
U
L

h (x, y) y (y − 1)uvydx =
U
L

h (x, y) y (−x)uvyd (1− y) =
U
L

h (x, y)xyuvydyU
L

h (x, y) y (y − 1) vuydx =
U
L

h (x, y) y (−x) vuyd (1− y) =
U
L

h (x, y)xyvuydy

(4.4.10)

ifadeleri gerçeklenir. (4.4.10) eşitlikleri dikkate alınarak, (4.4.8) ve (4.4.9) integralleri

taraf tarafa toplanırsa,]]
G

h (x, y)xy (vuxy − uvxy) dxdy +
]]
G

h (x, y) y (y − 1) (vuyy − uvyy) dxdy

=

]]
G

vy
∂

∂x
[h (x, y)xyu] dxdy −

]]
G

uy
∂

∂x
[h (x, y)xyv] dxdy

+

]]
G

vy
∂

∂y
[h (x, y) y (y − 1)u] dxdy

−
]]
G

uy
∂

∂y
[h (x, y) y (y − 1) v] dxdy (4.4.11)

elde edilir. (4.4.7) ve (4.4.11) eşitlikleri (4.4.3) denkleminde gözönünde tutulursa,

]]
G

{vx ∂

∂x
[h (x, y)x (x− 1)u]− ux ∂

∂x
[h (x, y)x (x− 1) v] + vx ∂

∂y
[h (x, y)xyu]

−ux ∂

∂y
[h (x, y)xyv] + vy

∂

∂x
[h (x, y)xyu]− uy ∂

∂x
[h (x, y)xyv]

+vy
∂

∂y
[h (x, y) y (y − 1)u]− uy ∂

∂y
[h (x, y) y (y − 1) v]
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+vuxh (x, y) [(γ + 1) x− α]− uvxh (x, y) [(γ + 1)x− α]

+vuyh (x, y) [(γ + 1) y − β]− uvyh (x, y) [(γ + 1) y − β]}dxdy
= (λmn − λpq)

]]
G

h (x, y)uvdxdy (4.4.12)

eşitliği sağlanır. Bu eşitliğin sol tarafında gerekli düzenlemeler yapılırsa sadece

vux, uvx, vuy, uvy

çarpanlarına bağlı ifadeler kaŗsımıza çıkar.

h (x, y) = xα−1yβ−1 (1− x− y)γ−α−β

ağırlık fonksiyonunun açık ifadesi gözönünde tutulursa bu çarpanların katsayılarının

sıfıra denk olduğu kolayca görülebilir. Böylece (4.4.12) eşitliği

(λmn − λpq)

]]
G

h (x, y)u (x, y) v (x, y) dxdy = 0

formuna indirgenir. λmn ve λpq farklı özdeğerler olduğundan,]]
G

h (x, y)u (x, y) v (x, y) dxdy = 0

eşitliği sağlanır. Böylelikle, Appell denkleminin farklı özdeğerlerine kaŗsılık gelen

özfonksiyonlarınınG bölgesinde h (x, y) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal oldukları

gösterilmi̧s olur.
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5. BİR BÖLGEDE ORTOGONAL POLİNOMLAR İÇİN KABUL

EDİLEBİLİR KISMİ DİFERENSİYEL DENKLEMLER

5.1 Keyfi Basamaktan Kabul Edilebilir Diferensiyel Denklemler

Tanım 5.1.1.

Q10 (x, y) , Q11 (x, y)

Q20 (x, y) , Q21 (x, y) , Q22 (x, y)

· · · (5.1.1)

QN0 (x, y) , QN1 (x, y) , ..., QNN (x, y)

polinom sistemini ele alalım. Bu polinom sistemine bağlı olarakN-yinci basamaktan

lineer kısmi diferensiyel operatörü

DN [u] =
N[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2u (5.1.2)

olsun. Buna uygun kısmi diferensiyel denklem

D1 =
∂

∂x
, D2 =

∂

∂y

gösterimi altında

DN [u] =
N[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2u = λu (5.1.3)

olarak tanımlansın.

Tanım 5.1.2. Aşağıdaki koşullar sağlanacak şekilde

λ0,λ1, ...,λn, ...

sayılarının bir dizisi varsa, (5.1.3) denklemine “Kabul Edilebilir Kısmi Diferensiyel

Denklem” adı verilir (Krall and Sheffer 1967).
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i. Her bir n için

DN [u] = λnu

denklemi, x ve y deği̧skenlerine göre toplamda n-yinci dereceden (n+ 1) tane lineer

bağımsız

Φn0 (x, y) , Φn1 (x, y) , ...,Φnn (x, y) (5.1.4)

polinom çözümlerine sahip olmalıdır. Burada (5.1.4) polinom sistemindeki polinom-

ların ikinci indisi, y nin derecesini değil, bu sistemdeki polinomların sayısını gösterir.

ii. Derecesi n den küçük olan polinom çözümlerinin kümesinde aşikar olmayan

çözümler yoktur.

Sabit bir n için, (5.1.3) denklemini sağlayan n-yinci dereceden (n+ 1) tane lineer

bağımsız polinom çözümlerin oluşturduğu polinomların uzayını Vn ile gösterelim.

u = 0 çözümü de (5.1.3) denklemini sağlayacağından, Vn uzayı sıfır çözümünü de

içine alır. Burada Vn, (n+ 1) boyutlu bir vektör uzayıdır.

Tanım 5.1.3. (5.1.3) denkleminde aşikar olmayan çözümler veren λn sayılarına

(5.1.3) denkleminin özdeğerleri, λn sayılarına kaŗsılık gelen çözümlere de bu denk-

lemin özfonksiyonları adı verilir.

Lemma 5.1.1. (5.1.3) denklemi kabul edilebilir bir denklem ise,

λ0 = 0 , λm 9= λn (m 9= n)

sağlanır.

İspat: (5.1.3) denklemi kabul edilebilir bir denklem olduğundan, λ = λ0 için sıfırdan

farklı u = k (k sabit) çözümüne sahiptir. Bu çözüm (5.1.3) denklemini sağlaya-

cağından

λ0k = 0
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elde edilir. Burada k 9= 0 olduğundan λ0 = 0 olmak zorundadır. Diğer yandan

λm 9= λn (m 9= n)

ifadesinin sağlandığını göstermek için

λm = λn , m > n

olduğunu kabul edelim. Bu durumda

DNΦnk (x, y) = λmΦnk (x, y)

gerçeklenir. m > n olduğundan Tanım 5.1.2 den Φnk (x, y) ≡ 0 olmalıdır. Bu da
λ = λn için denklemin n-yinci dereceden polinom çözümlere sahip olmasıyla çeli̧sir.

Dolayısıyla

λm 9= λn , m 9= n

olmalıdır.

Teorem5.1.1. (5.1.3) denklemi kabul edilebilir bir denklem ise, (5.1.1) sistemindeki

her Qmk (x, y) polinomunun derecesi m yi aşamaz.

İspat: λ = λn için (5.1.3) denkleminin

Bn0 (x, y) , Bn1 (x, y) , ..., Bnn (x, y) (5.1.5)

lineer bağımsız çözümleri, Vn uzayının bir bazını oluştursun. (5.1.5) sistemindeki

her polinom

Bns (x, y) =
n[
p=0

aspx
n−pyp +R(n,s)n−1 (x, y) , s = 0, 1, ..., n (5.1.6)

açılımına sahiptir. Burada R(n,s)n−1 (x, y) ,derecesi (n− 1)−i geçmeyen bir polinom-
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dur. (5.1.5) sistemindeki polinomlar lineer bağımsız olduklarından

An =

������������

a00 a01 · · · a0n

a10 a11 · · · a1n
...

...
. . .

...

an0 an1 · · · ann

������������
9= 0 (5.1.7)

olmalıdır. Kabul edelim ki An = 0 olsun. Buradan her Bns (x, y) polinomu için,

(5.1.6) daki n-yinci dereceden monomiallerin toplamı lineer bağımlı olur. Bu du-

rumda (5.1.5) polinomlarının öyle bir kombinasyonu bulunabilir ki, bu polinom hem

(5.1.3) denklemini sağlar hem de derecesi (n− 1)-i geçemez. Bu ise (5.1.3) denkle-
minin kabul edilebilir bir denklem olmasıyla çeli̧sir. Dolayısıyla An 9= 0 olmalıdır.

Şimdi de bu koşul altında, Vn uzayının

wn0 (x, y) , wn1 (x, y) , ..., wnn (x, y) (5.1.8)

monik bir bazına sahip olabileceğini gösterelim. Bunu göstermek için,

n[
s=0

cskasm = δkm ; m = 0, 1, ..., n (5.1.9)

sistemini ele alalım. An 9= 0 olduğundan bu sistemin katsayılar determinantı olan
A⊥n da sıfırdan farklı olmalıdır. Dolayısıyla herhangi bir k için, bu sistem tek bir

{csk} çözümüne sahiptir. Buradan, (5.1.5) polinomları ve {csk} sayıları yardımıyla
elde edilen

n[
s=0

cskBns (x, y)

polinomu, (5.1.3) denklemini gerçekler. (5.1.6) ve (5.1.9)dan bu polinom

n[
s=0

cskBns (x, y) =
n[
s=0

csk

%
n[
p=0

aspx
n−pyp

&
+R

(n,k)
n−1 (x, y)

=
n[
p=0

%
n[
s=0

cskasp

&
xn−pyp +R(n,k)n−1 (x, y)
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=
n[
s=0

cskaskx
n−kyk +R(n,k)n−1 (x, y)

= xn−kyk +R(n,k)n−1 (x, y)

olarak elde edilir.

wnk =
n[
s=0

cskBns (x, y)

ile gösterilirse, (5.1.3) denklemini sağlayan

wnk = x
n−kyk +R(n,k)n−1 (x, y) ; k = 0, 1, ..., n (5.1.10)

formunda monik polinomlar elde edilir. Buradan

wn0 (x, y) , wn1 (x, y) , ..., wnn (x, y)

lineer bağımsız polinomları Vn uzayının bir monik bazını oluşturur. Şimdi de tümevarım

yönteminden yararlanarak, Qmk (x, y) polinomunun derecesinin m yi aşamayacağını

gösterelim. n = 1 için (5.1.8) sistemi

w10 (x, y) = x+ c
(1,0)
0

w11 (x, y) = y + c
(1,1)
0

polinomlarından oluşur. Bu polinomlar n = 1 durumunda (5.1.3) denklemini sağlayaca-

ğından

N[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2w10 (x, y) = λ1w10 (x, y)

N[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2w11 (x, y) = λ1w11 (x, y)

gerçeklenir. Burada m ≥ 2 için türevler sıfır olacağından yukarıdaki eşitlikler

1[
k=0

Q1kD
1−k
1 Dk

2w10 (x, y) = λ1w10 (x, y)
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1[
k=0

Q1kD
1−k
1 Dk

2w11 (x, y) = λ1w11 (x, y)

formuna indirgenir. Buradan

⎧⎨⎩ Q10 (x, y) = λ1w10 (x, y) = λ1
�
x+ c

(1,0)
0

�
Q11 (x, y) = λ1w11 (x, y) = λ1

�
y + c

(1,1)
0

� (5.1.11)

olarak elde edilir. Bu ise gösterir ki,m = 1 içinQ10 (x, y) veQ11 (x, y) polinomlarının

derecesi 1 i aşamaz. Şimdi de m = 2 durumunu ele alalım. n = 2 için (5.1.8) sistemi

w20 (x, y) = x2 +R
(2,0)
1 (x, y)

w21 (x, y) = xy +R
(2,1)
1 (x, y)

w22 (x, y) = y2 +R
(2,2)
1 (x, y)

polinomlarından oluşur. Bu polinomlar (5.1.3) denkleminde yerine yazılarak, m ≥ 3
için karma türevlerin sıfır olduğu gözönünde tutulursa,

2[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2w20 (x, y) = λ2w20 (x, y)

2[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2w21 (x, y) = λ2w21 (x, y)

2[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2w22 (x, y) = λ2w22 (x, y)

elde edilir. Burada w20, w21 ve w22 polinomlarının açık ifadeleri yerine yazılırsa

2Q20 + (Q10D1w20 +Q11D2w20) = λ2w20

Q21 + (Q10D1w21 +Q11D2w21) = λ2w21 (5.1.12)

2Q22 + (Q10D1w22 +Q11D2w22) = λ2w22

eşitlikleri bulunur. (5.1.11) ifadeleri (5.1.12) de dikkate alınırsa, Q20, Q21 ve Q22
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polinomlarının derecelerinin 2 yi aşamayacağı kolaylıkla görülür. Şimdi de

m ≤ n− 1 (n ≤ N) için teoremin sağlandığını kabul edelim ve m = n için gerçek-

lendiğini gösterelim. (5.1.8) sisteminden

wn0 (x, y) = xn +R
(n,0)
n−1 (x, y)

wn1 (x, y) = xn−1y +R(n,1)n−1 (x, y)
...

wnn (x, y) = yn +R
(n,n)
n−1 (x, y)

polinomları, (5.1.3) denklemini gerçekleyeceğinden

N[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wn0 = λnwn0

N[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wn1 = λnwn1

...
N[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wns = λnwns

...
N[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wnn = λnwnn

eşitlikleri sağlanır. m > n için yukarıdaki karma türevler sıfır olacağından, bu

eşitlikler

n[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wn0 = λnwn0

n[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wn1 = λnwn1

...
n[

m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wns = λnwns

...
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n[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wnn = λnwnn

formuna indirgenir. Bu eşitliklerde m = n durumu açık olarak yazılırsa,

n!Qn0 +
n−1[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wn0 = λnwn0

(n− 1)!Qn1 +
n−1[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wn1 = λnwn1

... (5.1.13)

(n− s)!s!Qns +
n−1[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wns = λnwns

...

n!Qnn +
n−1[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wnn = λnwnn

elde edilir. Hipotezimiz gereği m ≤ n−1 için Qmp lerin derecesi m yi aşamayacağın-
dan, (5.1.13) sistemindeki

{Qnp (x, y)} ; p = 0, 1, ..., n

polinomlarının derecesi de n yi geçemez. Bu da teoremi ispatlar.

Teorem 5.1.2. (5.1.3) denkleminin kabul edilebilir bir denklem olması için gerek

ve yeter koşul,

(i) λ0 = 0 , λm 9= λn (m 9= n)

(ii) λn = n!
n[
k=1

ak
(n− k)! , n ≥ 1

(iii) Qnk (x, y) = C
k
nanx

n−kyk +R(n,k)n−1 (x, y)

eşitliklerinin sağlanmasıdır. Burada a1, a2, ..., aN ler keyfi olup bunlardan en az biri

sıfırdan farklıdır ve (ii)de n > N için an = 0 dır (Krall and Sheffer 1967).
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İspat: (⇒) (5.1.3) denklemi kabul edilebilir bir denklem olsun. Lemma 5.1.1 den

(i) sağlanır. (ii) ve (iii) nin sağlandığını göstermek için de tümevarım yöntemini

kullanalım. n = 1 için (5.1.11) den

Q10 (x, y) = λ1x+ a10

Q11 (x, y) = λ1y + a11

eşitlikleri vardır ve bu polinomlar için (ii) ve (iii) formülleri gerçeklenir. Şimdi de

(ii) ve (iii) formüllerinin 1, 2, ..., n − 1 (n ≤ N) için sağlandığını kabul edelim ve n

için gerçeklendiğini gösterelim. Qns (x, y) polinomu

Qns (x, y) =
n[
p=0

p[
q=0

apqx
p−qyq (5.1.14)

açılımına sahip olsun. λ = λn için wns çözümleri (5.1.3) denklemini sağlayacağından,

bu polinom çözümler (5.1.3) de yerine yazılır vem > n (n ≤ N) için karma türevlerin
sıfır olduğu gözönünde tutulursa,

N[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wns

=
n[
k=0

QnkD
n−k
1 Dk

2wns +
n−1[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wns

= λnwns

= λn
�
xn−sys +R(n,s)n−1 (x, y)

�
(5.1.15)

olduğu görülür. Bu eşitlikte m = 1, 2, ..., n− 1 için (iii) açılımı kullanılırsa

N[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wns =
n[
k=0

QnkD
n−k
1 Dk

2

�
xn−sys +R(n,s)n−1 (x, y)

�
+

n−1[
m=1

m[
k=0

k
Ckmamx

m−kyk +R(m,k)m−1 (x, y)
l
Dm−k
1 Dk

2

�
xn−sys +R(n,s)n−1 (x, y)

�
= QnsD

n−s
1 Ds

2

�
xn−sys +R(n,s)n−1 (x, y)

�

85



+
n−1[
m=1

m[
k=0

k
Ckmamx

m−kyk +R(m,k)m−1 (x, y)
l
Dm−k
1 Dk

2

�
xn−sys +R(n,s)n−1 (x, y)

�
= s! (n− s)!Qns

+
n−1[
m=1

m[
k=0

k
Ckmamx

m−kyk +R(m,k)m−1 (x, y)
l
Dm−k
1 Dk

2

�
xn−sys +R(n,s)n−1 (x, y)

�
= λn

�
xn−sys +R(n,s)n−1 (x, y)

�
(5.1.16)

elde edilir. Burada (5.1.14)deki Qns polinomunun açık ifadesi yerine yazılır ve n-

yinci dereceden xn−sys monomialleri kıyaslanırsa,

s! (n− s)!ansxn−sys +
n−1S
m=1

sS
k=0

Ckmam
(n− s)!s!

(n− s−m+ k)! (s− k)!x
n−sys

= λnx
n−sys

olduğu görülür. O taktirde

λn = s! (n− s)!ans +
n−1[
m=1

am

s[
k=0

Ckm
(n− s)!s!

(n− s−m+ k)! (s− k)! (5.1.17)

olarak elde edilir. Burada

s[
k=0

Ckm
(n− s)!s!

(n− s−m+ k)! (s− k)! =
n!

(n−m)! (5.1.18)

olduğundan (5.1.17) ifadesi

λn = s! (n− s)!ans + n!
n−1[
m=1

am
(n−m)!

formuna indirgenir. İlk terim s den bağımsız olduğundan

ans = C
s
nan (5.1.19)

notasyonu kullanılırsa

λn = n!an + n!
n−1[
m=1

am
(n−m)!
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olup buradan

λn = n!
n[

m=1

am
(n−m)!

elde edilir. Bu ise (ii) nin gerçeklendiğini gösterir. (5.1.16) da Qns in açık ifadesi

yerine yazılıp n-yinci dereceden tüm monomialler kıyaslanırsa,

Qns (x, y) =
n[
p=0

p[
q=0

apqx
p−qyq

polinomunda

anq = 0 , q 9= s

olduğu görülür. O halde Qns polinomu

Qns (x, y) = ansx
n−sys +R(n,s)n−1

formunda olmalıdır. Burada (5.1.19) eşitliği dikkate alınırsa

Qns (x, y) = C
s
nanx

n−sys +R(n,s)n−1

olarak elde edilir ki, bu da (iii) nin sağlandığını gösterir. Eğer n > N ise (5.1.16)

dan

N[
m=1

m[
k=0

QmkD
m−k
1 Dk

2wns

=
N[
m=1

m[
k=0

k
Ckmamx

m−kyk +R(m,k)m−1 (x, y)
l
Dm−k
1 Dk

2

�
xn−sys +R(n,s)n−1 (x, y)

�
= λn

�
xn−sys +R(n,s)n−1 (x, y)

�
olur. Burada (5.1.14)deki Qns polinomunun açık ifadesi yerine yazılır ve n-yinci

dereceden xn−sys monomialleri kıyaslanırsa,

N[
m=1

s[
k=0

Ckmam
(n− s)!s!

(n− s−m+ k)! (s− k)!x
n−sys = λnx

n−sys
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eşitliğinden

λn = n!
N[
m=1

am
(n−m)!

olduğu görülür. Böylelikle (ii) ve (iii) eşitliklerinin de sağlandığı gösterilmi̧s olur.

(⇐)Kabul edelim ki (i) , (ii) ve (iii) eşitlikleri sağlansın. Keyfi katsayılı

Bns (x, y) =
n[
p=0

p[
q=0

A(n,s)pq xp−qyq

polinomunu ele alalım. (iii) eşitliği gözönünde bulundurularak, bu polinom (5.1.3)

denkleminde yerine yazılırsa,

N[
m=1

m[
k=0

k
Ckmamx

m−kyk +R(m,k)m−1 (x, y)
l
Dm−k
1 Dk

2Bns (x, y)

=
N[
m=1

m[
k=0

k
Ckmamx

m−kyk +R(m,k)m−1 (x, y)
l n[
p=0

p[
q=0

A(n,s)pq Dm−k
1 Dk

2x
p−qyq

= λn

n[
p=0

p[
q=0

A(n,s)pq xp−qyq

olarak bulunur. Buradan

n[
p=0

p[
q=0

+
p[

m=1

m[
k=0

k
Ckmamx

m−kyk +R(m,k)m−1 (x, y)
l

× A
(n,s)
pq (p− q)!q!

(p− q −m+ k)! (q − k)!x
p−q−m+kyq−k

,

+
n[
p=0

p[
q=0

+
n[

m=p+1

m[
k=0

k
Ckmamx

m−kyk +R(m,k)m−1 (x, y)
l

× A
(n,s)
pq (p− q)!q!

(p− q −m+ k)! (q − k)!x
p−q−m+kyq−k

,

= λn

n[
p=0

p[
q=0

A(n,s)pq xp−qyq

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılıp xp−qyq monomiallerinin katsayıları kaŗsılaş-

88



tırılırsa,

n[
p=0

p[
q=0

%
p[

m=1

q[
k=0

CkmamA
(n,s)
pq

(p− q)!q!
(p− q −m+ k)! (q − k)!

&
xp−qyq

+
n[
p=0

p[
q=0

%
n[

m=p+1

m[
k=0

CkmamA
(n,s)
pq

&
xp−qyq

=
n[
p=0

p[
q=0

%
p[

m=1

q[
k=0

CkmamA
(n,s)
pq

(p− q)!q!
(p− q −m+ k)! (q − k)!

&
xp−qyq

+
n[
p=0

p[
q=0

%
n[

m=p+1

m[
k=0

bmkA
(n,s)
mk

&
xp−qyq

=
n[
p=0

p[
q=0

λnA
(n,s)
pq xp−qyq

eşitliğinden

p[
m=1

q[
k=0

�
Ckmam

(p− q)!q!
(p− q −m+ k)! (q − k)!

�
A(n,s)pq +

n[
m=p+1

m[
k=0

bmkA
(n,s)
mk = λnA

(n,s)
pq

bulunur. Burada (5.1.18) eşitliği ve (ii) formülü dikkate alınırsa

(λp − λn)A
(n,s)
pq +

n[
m=p+1

m[
k=0

bmkA
(n,s)
mk = 0

elde edilir. Buradan p = n için

A
(n,s)
n0 , A

(n,s)
n1 , ..., A(n,s)nn (5.1.20)

katsayılarının keyfi olarak seçilebileceği kolaylıkla görülür. O halde

(λp − λn)A
(n,s)
pq +

n−1[
m=p+1

m[
k=0

bmkA
(n,s)
mk = cpq (5.1.21)

olarak yazılabilir. Buradan p = 0, 1, ..., n − 1 ; q = 0, 1, ..., p için lineer homogen
olmayan üst üçgensel bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin esas

köşegeni üzerinde p < n için (λp − λn) formunda tekrarlanan farklar kaŗsımıza

çıkar. Bu denklem sisteminin katsayılar determinantı, esas köşegen üzerindeki ele-
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manların çarpımı olacağından (i) formülü dikkate alınırsa bu determinant sıfırdan

farklı olur. Dolayısıyla p = 0, 1, ..., n − 1 ; q = 0, 1, ..., p için A(n,s)pq katsayıları tek

türlü çözülebilir. Buradan (5.1.21) denklem sistemi, (n+ 1) tane keyfi (5.1.20) kat-

sayılarını içerir. O halde bu denklem sisteminin (n+ 1) tane lineer bağımsız çözümü

vardır. Böylelikle (5.1.3) denkleminin (n+ 1) tane lineer bağımsız çözümü elde edilir

ki bu da ispatı tamamlar.

Teorem 5.1.3. Teorem 5.1.2 nin hipotezleri sağlanırsa, herhangi bir n için (5.1.3)

denklemi, derecesi (n− 1)-i aşmayan aşikar olmayan bir polinom çözüme sahip ola-
maz.

İspat: Kabul edelim ki λ = λn için (5.1.3) denklemini sağlayan, derecesi (n− 1)-i
aşmayan aşikar olmayan bir polinom çözüm

Bn−1 (x, y) =
n−1[
p=0

p[
q=0

A(n,s)pq xp−qyq

olsun. Bu durumda Teorem 5.1.2 den, (5.1.20) katsayılarının sıfır olduğu homogen

bir denklem sistemi kaŗsımıza çıkar. (5.1.21) eşitliğinde cpq = 0 alınmasıyla elde

edilen bu denklem sisteminin determinantı sıfırdan farklı olduğundan sadece aşikar

çözüm vardır. Bu durumda Bn−1 (x, y) polinomunun bütün katsayıları sıfır olacağın-

dan, Bn−1 (x, y) ≡ 0 aşikar çözümü elde edilir. Böylelikle ispat tamamlanır.

Şimdi de (5.1.3) denkleminin özel durumlarını ele alalım.

N = 1 için birinci basamaktan (5.1.3) denklemi, Teorem 5.1.2 den

(a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = na1

formundadır. Burada a1 9= 0 olmak üzere

λn = na1 (n = 0, 1, ...)
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dir. Bu denklemde x→ x−
�
d00
a1

�
, y → y −

�
g00
a1

�
dönüşümü yapılırsa

xux + yuy = nu

denklemine ulaşılır. Bu denklemin polinom çözümleri

�
Φnk (x, y) = x

n−kyk
�
k = 0, 1, ..., n (5.1.22)

lar olmak üzere, bu çözümler bu denklemi sağlayan polinomların oluşturduğu Vn

vektör uzayının bir bazını oluşturur. Birinci basamaktan böylesi bir denklemin

polinom çözümleri ortogonal değildir. Bunu görmek için bu polinomların düşük

dereceli polinomlara ortogonal olduğunu kabul edelim. Vn vektör uzayı üzerinde bir

T lineer fonksiyoneli

T (P ) =

]]
G

P (x, y)h (x, y) dxdy , P (x, y) ∈ Vn

olarak tanımlansın. (5.1.22) polinom sistemi yardımıyla T fonksiyoneline göre Vn nin

ortonormal bir {Bnk (x, y)} bazını bulabiliriz. Herbir Bnk (x, y) polinomu homogen
olup B2nk (x, y) polinomu da (2n)-yinci dereceden homogen bir polinomdur. Buradan

B2nk (x, y) =
2n[
s=0

csΦ2n,s (x, y)

olarak yazılabilir. Bu eşitliğe T fonksiyoneli uygulanırsa ve (5.1.22) polinomlarının

ortogonal olduğu kabulünden yararlanılırsa

T
�
B2nk

�
=

2n[
s=0

csT (Φ2n,s) = 0

olarak bulunur. Bu ise {Bnk (x, y)} ların ortonormal olmasıyla çeli̧sir. Böylelikle
birinci basamaktan kabul edilebilir denklemlerin ortogonal polinom çözümlere sahip

olamayacağı görülür.
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5.2 İkinci Basamaktan Kabul Edilebilir Denklemlerin Bazı Örnekleri ve

Ortogonallik Üzerine Bir Teorem

Teorem 5.1.2 de N = 2 durumu ele alınırsa

λn = n {a1 + (n− 1) a2}
Q10 (x, y) = a1x+ d00

Q11 (x, y) = a1y + g00

Q20 (x, y) = a2x
2 + a10x+ a01y + a00

Q21 (x, y) = 2 (a2xy + b10x+ b01y + b00)

Q22 (x, y) = a2y
2 + c10x+ c01y + c00

olup, (5.1.3) den ikinci basamaktan kabul edilebilir diferensiyel denklem

(a2x
2 + a10x+ a01y + a00) uxx + 2 (a2xy + b10x+ b01y + b00)uxy+

+(a2y
2 + c10x+ c01y + c00) uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = λnu

(5.2.1)

olarak elde edilir. Burada

a1 + pa2 9= 0 (p = 0, 1, ...) (5.2.2)

olmalıdır. Bu ise m 9= n için λm 9= λn koşuluna eşdeğerdir. (5.2.1) denklemine ait

kısmi diferensiyel operatörü

D1 =
∂

∂x
, D2 =

∂

∂y

notasyonları kullanılarak ifade edilirse

D =
�
a2x

2 + a10x+ a01y + a00
�
D2
1 (5.2.3)

+2 (a2xy + b10x+ b01y + b00)D1D2

+
�
a2y

2 + c10x+ c01y + c00
�
D2
2 + (a1x+ d00)D1 + (a1y + g00)D2
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olup, (5.2.1) denklemi

Du = (a2x
2 + a10x+ a01y + a00)D

2
1u

+2 (a2xy + b10x+ b01y + b00)D1D2u

+(a2y
2 + c10x+ c01y + c00)D

2
2u

+(a1x+ d00)D1u+ (a1y + g00)D2u = λnu

(5.2.4)

formuna dönüşür. E birim operatör olmak üzere,

a = a2x
2 + a10x+ a01y + a00

b = a2xy + b10x+ b01y + b00

c = a2y
2 + c10x+ c01y + c00 (5.2.5)

d = a1x+ d00

g = a1y + g00

notasyonları altında

Γ1 = aD1 + bD2 , A1 = Γ1 + dE

Γ2 = bD1 + cD2 , A2 = Γ2 + gE
(5.2.6)

operatörleri kullanılırsa,

A1D1u+A2D2u

=

�
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
+ d

�
∂u

∂x
+

�
b
∂

∂x
+ c

∂

∂y
+ g

�
∂u

∂y

=

��
a2x

2 + a10x+ a01y + a00
� ∂

∂x
+ (a2xy + b10x+ b01y + b00)

∂

∂y
+ (a1x+ d00)

�
∂u

∂x

+

�
(a2xy + b10x+ b01y + b00)

∂

∂x
+
�
a2y

2 + c10x+ c01y + c00
� ∂

∂y
+ (a1y + g00)

�
∂u

∂y

=
�
a2x

2 + a10x+ a01y + a00
� ∂2u
∂x2

+ 2 (a2xy + b10x+ b01y + b00)
∂2u

∂x∂y

+
�
a2y

2 + c10x+ c01y + c00
� ∂2u
∂y2

+ (a1x+ d00)
∂u

∂x
+ (a1y + g00)

∂u

∂y

= Du (5.2.7)
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olarak elde edilir. Buradan (5.2.4) denklemi

A1D1u+A2D2u = λnu

formuna indirgenir.

Basit irtibatlı bir bölge G olmak üzere, bu bölgede tanımlanan ağırlık fonksiyonu

h (x, y) olsun. G de tanımlı iki deği̧skenli bütün cebirsel polinomların kümesi üze-

rinde

T (P ) =

]]
G

h (x, y)P (x, y) dxdy (5.2.8)

fonksiyonelini ele alalım. Bu fonksiyoneli kullanarak

(P,Q) = T (PQ)

formülü ile bütün polinomların uzayı üzerinde bir iç çarpım tanımlanabilir.

Tanım 5.2.1. (5.2.6) notasyonları altında, herhangi iki deği̧skenli P (x, y) polinomu

için

T (A1P ) = T (A2P ) = 0 (5.2.9)

koşulları gerçekleniyorsa, (5.2.3) diferensiyel operatörü ile (5.2.8) fonksiyoneli uyum-

ludur denir.

Lemma 5.2.1. (5.2.3) diferensiyel operatörü ile (5.2.8) fonksiyoneli uyumlu ise her-

hangi P (x, y) ve Q (x, y) polinomları için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir.

T (PA1Q) = −T (QΓ1P ) (5.2.10)

T (PA2Q) = −T (QΓ2P ) (5.2.11)

İspat: (5.2.6) eşitlikleri dikkate alınırsa ve (5.2.8) fonksiyonelinin lineerliği kul-
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lanılırsa,

T [A1 (PQ)] = T [aD1 (PQ) + bD2 (PQ) + d (PQ)]

= T [P (aD1Q+ bD2Q) +Q (aD1P + bD2P ) + dPQ]

= T [P (aD1Q+ bD2Q+ dQ) +Q (aD1P + bD2P )]

= T [PA1Q+QΓ1P ]

= T [PA1Q] + T [QΓ1P ] (5.2.12)

elde edilir. (5.2.9) koşullarından (5.2.12) eşitliğinin sol yanı sıfır olup

T [PA1Q] = −T [QΓ1P ]

ifadesi gerçeklenir. Benzer i̧slemler uygulanarak (5.2.11) eşitliği de kolaylıkla gösteri-

lebilir.

Teorem 5.2.1. (5.2.3) diferensiyel operatörü ile (5.2.8) fonksiyoneli uyumlu ise

(5.2.4) denkleminin λn ve λm sayılarına kaŗsılık gelen Φnk ve Φms polinom çözümleri

için

((λn − λm)Φnk,Φms) = (λn − λm)

]]
G

h (x, y)ΦnkΦmsdxdy = 0

iç çarpımı gerçeklenir (Suetin 1988).

İspat: Φnk ve Φms polinomları, (5.2.4) denkleminin λn ve λm sayılarına kaŗsılık

gelen polinom çözümleri iseler

DΦnk = λnΦnk

DΦms = λmΦms
(5.2.13)

eşitlikleri sağlanır. (5.2.7) ve (5.2.13) eşitlikleri kullanılırsa,

((λn − λm)Φnk,Φms) = (λnΦnk,Φms)− (λmΦnk,Φms)
= (DΦnk,Φms)− (DΦms,Φnk)
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= T [Φms (A1D1Φnk +A2D2Φnk)]

−T [Φnk (A1D1Φms +A2D2Φms)]
= T [ΦmsA1D1Φnk] + T [ΦmsA2D2Φnk]

−T [ΦnkA1D1Φms]− T [ΦnkA2D2Φms]

olduğu görülür. Burada (5.2.10) ve (5.2.11) ifadeleri dikkate alınırsa

((λn − λm)Φnk,Φms) = −T [(D1Φnk)Γ1Φms]− T [(D2Φnk)Γ2Φms]
+T [(D1Φms)Γ1Φnk] + T [(D2Φms)Γ2Φnk]

= T [(D1Φms) (aD1Φnk + bD2Φnk)

+ (D2Φms) (bD1Φnk + cD2Φnk)

− (D1Φnk) (aD1Φms + bD2Φms)
− (D2Φnk) (bD1Φms + cD2Φms)]

= T [a (Φms)x (Φnk)x + b (Φms)x (Φnk)y

+b (Φms)y (Φnk)x + c (Φms)y (Φnk)y − b (Φms)y (Φnk)x
−a (Φms)x (Φnk)x − b (Φms)x (Φnk)y − c (Φms)y (Φnk)y]

= 0

elde edilir ki bu da teoremi ispatlar. Bu teorem λn 9= λm için (5.2.4) denkleminin

λn ve λm sayılarına kaŗsılık gelen Φnk ve Φms polinom çözümlerinin T fonksiyoneline

göre ortogonal olduğunu gösterir. Yani

T (ΦnkΦms) = (Φnk,Φms) =

]]
G

h (x, y)ΦnkΦmsdxdy = 0

eşitliği gerçeklenir.

Daha önceki bölümlerde bir bölgede ortogonal polinom çözümlere sahip olan bazı

diferensiyel denklemler elde etmi̧stik. Şimdi bu denklemlerin kabul edilebilir bir

denklem olup olmadıklarını inceleyelim.
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1. Bölüm 3.1 de (3.1.7) ile verilen

Fn+m,m (x, y) = Hn (x)Hm (y) ; m,n = 0, 1, ...

Hermite-Hermite polinomlarının

−∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
+ 2x

∂u

∂x
+ 2y

∂u

∂y
= 2 (n+m)u

denklemini sağladığını göstermi̧stik. Burada n yerine n − m indis deği̧stirmesi

yapılırsa elde edilen

Fnm (x, y) = Hn−m (x)Hm (y) ; m = 0, 1, ..., n (5.2.14)

Hermite-Hermite polinomları

−∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
+ 2x

∂u

∂x
+ 2y

∂u

∂y
= 2nu (5.2.15)

denklemini sağlar. λn = 2n olmak üzere, bu denklem (5.2.1) formundadır ve (n+ 1)

tane lineer bağımsız (5.2.14) polinom çözümlerine sahiptir. Dolayısıyla (5.2.15) den-

klemi kabul edilebilirdir. Benzer şekilde, (3.1.11) ile verilen

Fnm (x, y) = Hen−m (x)Hem (y) ; m = 0, 1, ..., n (5.2.16)

Hermite-Hermite polinomları da

−∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
+ x

∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= nu (5.2.17)

denklemini sağlar. Bu denklem (5.2.1) formunda olup λn = n için (n+ 1) tane lineer

bağımsız (5.2.16) polinom çözümlerine sahiptir. Böylelikle (5.2.17) denkleminin de

kabul edilebilir bir denklem olduğu görülür.
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2. (3.1.14) ile verilen

Fnm (x, y) = Ln−m (x;α)Lm (y;β) ; m = 0, 1, ..., n (5.2.18)

Laguerre-Laguerre polinomları

−x∂
2u

∂x2
− y∂

2u

∂y2
− (1 + α− x) ∂u

∂x
− (1 + β − y) ∂u

∂y
= nu (5.2.19)

denklemini gerçekler. λn = n olmak üzere bu denklem, (5.2.1) formundadır ve

(n+ 1) tane lineer bağımsız (5.2.18) polinom çözümlerine sahiptir. Dolayısıyla kabul

edilebilir bir denklemdir.

3. (3.1.17) deki

Fnm (x, y) = Ln−m (x;α)Hem (y) ; m = 0, 1, ..., n

Laguerre-Hermite polinomlarını çözüm kabul eden

−x∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
+ (x− α− 1) ∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= nu (5.2.20)

denklemi, λn = n için (n+ 1) tane lineer bağımsız polinom çözüme sahip olduğundan

kabul edilebilir bir denklemdir.

4. (3.1.18) ile verilen

Fnm (x, y) = Pn−m (x;α, β)Pm (y; γ, δ) ; m = 0, 1, ..., n

Jacobi-Jacobi polinomları

(1− x2) ∂
2u

∂x2
+(1− y2) ∂

2u

∂y2
+[β − α− (α+ β + 2)x]

∂u

∂x
+[δ − γ − (γ + δ + 2) y]

∂u

∂y

= − [(n−m) (n−m+ α+ β + 1) +m (m+ γ + δ + 1)]u (5.2.21)
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denklemini sağlar. Benzer şekilde Bölüm 3.1 deki

Fnm (x, y) = Pn−m (x;α,β)Hem (y) ; m = 0, 1, ..., n

Jacobi-Hermite polinomları ve

Fnm (x, y) = Pn−m (x;α, β)Lm (y; γ) ; m = 0, 1, ..., n

Jacobi-Laguerre polinomları da sırasıyla

(1− x2) ∂
2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+ [β − α− (α+ β + 2)x]

∂u

∂x
− y∂u

∂y

= − [(n−m) (n−m+ α+ β + 1) +m]u (5.2.22)

ve

(1− x2) ∂
2u

∂x2
+ y

∂2u

∂y2
+ [β − α− (α+ β + 2)x]

∂u

∂x
+ [1 + γ − y] ∂u

∂y

= − [(n−m) (n−m+ α+ β + 1) +m]u (5.2.23)

denklemlerini gerçekler. (5.2.21) , (5.2.22) ve (5.2.23) denklemleri kabul edilebilir bir

denklem değildirler. Çünkü, bu denklemler

Du = λnmu

formunda olup, m ve n ler deği̧stikçe n-yinci dereceden {Fnm (x, y)}polinomlarına
kaŗsılık gelen λnm sayıları da deği̧smektedir.

5.3 İkinci Basamaktan Kabul Edilebilir Denklemlerin Afin Dönüşümleri

(5.2.1) ile verilen genel formda ikinci basamaktan kabul edilebilir diferensiyel
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denklem

(a2x
2 + a10x+ a01y + a00)uxx + 2 (a2xy + b10x+ b01y + b00)uxy

+(a2y
2 + c10x+ c01y + c00)uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy

= λnu

dır. Burada q11q22 − q21q12 9= 0 koşulu altında

x = q11ξ + q12η + q10

y = q21ξ + q22η + q20
(5.3.1)

dönüşümünü ele alalım. (5.3.1) sisteminin jacobiyeni sıfırdan farklı olup

ξ = p11x+ p12y + p10

η = p21x+ p22y + p20
(5.3.2)

ters dönüşümü vardır. Yine bu sistemin de jacobiyeni

p = p11p22 − p21p12 9= 0

olmalıdır. (5.3.2) dönüşümü altında

ux = uξξx + uηηx = p11uξ + p21uη

uy = uξξy + uηηy = p12uξ + p22uη

uxx = p211uξξ + 2p11p21uξη + p
2
21uηη (5.3.3)

uyy = p212uξξ + 2p12p22uξη + p
2
22uηη

uxy = p11p12uξξ + (p12p21 + p11p22)uξη + p21p22uηη

türevleri elde edilir. (5.2.5) gösterimleri altında, (5.3.1) dönüşümü (5.2.1) denklemi-

nin katsayılarını

a (x, y) = ha (ξ, η) , b (x, y) = hb (ξ, η) , c (x, y) = hc (ξ, η) (5.3.4)

d (x, y) = hd (ξ, η) , g (x, y) = hg (ξ, η)
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formuna indirger. Bu katsayılar ve (5.3.3) türev değerleri (5.2.1) denkleminde dikkate

alınırsa,

a0 = hap211 + 2hbp11p12 + hcp212
= a2{

�
p211q

2
11 + 2p12p11q11q21 + p

2
12p

2
21

�
ξ2

+2
�
q11q12p

2
11 + p12p11 (q11q22 + q12q21) + p

2
12q21q22

�
ξη

+
�
p211q

2
12 + 2p11p12q12q22 + p

2
12q

2
22

�
η2}+Q1 (ξ, η)

b0 = hap11p21 +hb (p11p22 + p21p12) + hcp12p22
= a2{

�
p11p21q

2
11 + (p11p22 + p21p12) q11q21 + p12p22q

2
21

�
ξ2

+2 [p11p21q11q12 + (p11p22 + p21p12) (q11q22 + q12q21) + p12p22q21q22] ξη

+
�
p11p21q

2
12 + (p11p22 + p21p12) q12q22 + p12p22q

2
22

�
η2}+Q2 (ξ, η)

c0 = hap221 + 2hbp21p22 + hcp222 (5.3.5)

= a2{
�
p221q

2
11 + 2p21p22q11q21 + p

2
22p

2
21

�
ξ2

+2
�
p221q11q12 + p21p22 (q11q22 + q12q21) + p

2
22q21q22

�
ξη

+
�
p221q

2
12 + 2p21p22q12q22 + p

2
22q

2
22

�
η2}+Q3 (ξ, η)

d0 = hdp11 + hgp12
= a1 {(p11q11 + p12q21) ξ + (p11q12 + p12q22) η}+ P1

g0 = hdp21 + hgp22
= a1 {(p21q11 + p22q21) ξ + (p21q12 + p22q22) η}+ P2

koşulları altında

a0uξξ + 2b0uξη + c0uηη + d0uξ + g0uη = λnu (5.3.6)

denklemi elde edilir. Burada Q1 (ξ, η) , Q2 (ξ, η) ve Q3 (ξ, η) birinci dereceden poli-

nomlardır. P1 ve P2 ise sabitlerdir. (5.3.1) dönüşümündeki x ve y değerleri (5.3.2)

de yerine yazılırsa,
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p11q11 + p12q21 = 1

p11q12 + p12q22 = 0

p21q11 + p22q21 = 0

p21q12 + p22q22 = 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(5.3.7)

olduğu görülür. (5.3.7) nin ilk eşitliği p22 ile üçüncü eşitliği p12 ile çarpılıp taraf

tarafa çıkarılırsa

q11 =
p22

p11p22 − p12p21 ,

birinci eşitliği p21 ile üçüncü eşitliği p11 ile çarpılıp taraf tarafa çıkarılırsa

q21 = − p21
p11p22 − p12p21

eşitlikleri bulunur. Benzer şekilde (5.3.7) de ikinci eşitliği p22 ile dördüncü eşitliği

p12 ile çarpıp taraf tarafa çıkarırsak

q12 = − p12
p11p22 − p12p21

eşitliğini, ikinci eşitliği p21 ile dördüncü eşitliği p11 ile çarpıp taraf tarafa çıkarırsak

q22 =
p11

p11p22 − p12p21

ifadesini elde ederiz. Bulunan bu eşitlikler dikkate alınarak; a0, b0, c0, d0 ve g0 kat-

sayıları yeniden düzenlenirse

a0 = a2ξ
2 + ia10ξ + ia01η + ia00

b0 = a2ξη +ib10ξ +ib01η +ib00
c0 = a2η

2 +ic10ξ +ic01η +ic00
d0 = a1ξ + id00
g0 = a1η + ig00
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olarak bulunur. Böylelikle (5.3.6) denklemi

�
a2ξ

2 + ia10ξ + ia01η + ia00�uξξ + 2�a2ξη +ib10ξ +ib01η +ib00�uξη
+(a2η

2 + ic10ξ +ic01η +ic00)uηη
+
�
a1ξ + id00�uξ + (a1η + ig00)uη = λnu

(5.3.8)

formuna indirgenir. Diğer yandan

iD1 = ∂

∂ξ
, iD2 = ∂

∂η

gösterimi altında, (5.3.1) dönüşümü (5.2.3) operatörünü

hD =
�
a2ξ

2 + ia10ξ + ia01η + ia00� iD12
+2
�
a2ξη +ib10ξ +ib01η +ib00� iD1 iD2

+
�
a2η

2 + ic10ξ +ic01η +ic00� iD22
+
�
a1ξ + id00� iD1 + (a1η + ig00)iD2 (5.3.9)

operatörüne dönüştürür. Buradan görülmektedir ki, (5.3.1) afin dönüşümü altında

elde edilen (5.3.8) denklemi de kabul edilebilir bir denklemdir. Bununla ilgili olarak

aşağıdaki teorem verilmektedir.

Teorem 5.3.1. (5.2.1) kabul edilebilir denklemi, (5.3.1) dönüşümü altında (5.3.8)

kabul edilebilir denklemine indirgenir. Bu dönüşüm altında, kabul edilebilir bir

denklemin a1 ve a2 katsayıları deği̧smeden korunur.

Tanım 5.3.1. Basit irtibatlı bir Gbölgesinde h (x, y) ağırlık fonksiyonu olmak

üzere, iki deği̧skenli bütün polinomların kümesi üzerinde (5.2.8) ile tanımlı

T (P ) =

]]
G

h (x, y)P (x, y) dxdy

fonksiyonelini ele almı̧stık. (5.3.1) afin dönüşümü G bölgesini hG ye, h (x, y) ağırlık
fonksiyonunu da hh (ξ, η) ya dönüştürür. hG bölgesinde hh (ξ, η) ağırlık fonksiyonu
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olmak üzere, polinomların kümesi üzerinde tanımlanan fonksiyonel

hT � hP� = ]]
hG
hh (ξ, η) hP (ξ, η) dξdη (5.3.10)

olur.

Teorem 5.3.2. (5.2.3) operatörü ile (5.2.8) fonksiyoneli uyumlu ise (5.3.1) afin

dönüşümü altında elde edilen (5.3.10) fonksiyoneli de (5.3.9) operatörü ile uyum-

ludur.

İspat: (5.3.9) operatörü için (5.2.6) eşitliklerine benzer formüller

hA1 = a0iD1 + b0iD2 + d0EhA2 = b0iD1 + c0iD2 + g0E
olarak yazılabilir. (5.2.6) , (5.3.3) , (5.3.4) ve (5.3.5) ifadelerinden

hA1 = a0iD1 + b0iD2 + d0E
=

�hap211 + 2hbp11p12 + hcp212� ∂

∂ξ
+
�hap11p21 +hb (p11p22+p21p12) + hcp12p22� ∂

∂η

+
�hdp11 + hgp12�E

= p11ha�p11 ∂
∂ξ
+ p21

∂

∂η

�
+ p11hb�p12 ∂

∂ξ
+ p22

∂

∂η

�
+ p12hb�p11 ∂

∂ξ
+ p21

∂

∂η

�
+p12hc�p12 ∂

∂ξ
+ p22

∂

∂η

�
+
�
p11 hd+ p12hg�E

= p11haD1 + p11hbD2 + p12hbD1 + p12hcD2 + �p11 hd+ p12hg�E
= p11 (aD1 + bD2 + dE) + p12 (bD1 + cD2 + gE)

= p11A1 + p12A2 (5.3.11)

eşitliği gerçeklenir. Benzer şekilde

hA2 = p21A1 + p22A2 (5.3.12)
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formülü de elde edilir. (5.3.2) dönüşümünün jacobiyeni p = p11p22 − p12p21 9= 0

olmak üzere, (5.3.10) fonksiyoneli altında (5.2.9) ve (5.3.11) eşitlikleri kullanılırsa,

hT � hA1 hP� =

]]
hG
hh (ξ, η) hA1 hP (ξ, η) dξdη

=

]]
G

h (x, y) (p11A1 + p12A2)P (x, y) |p| dxdy

= |p|
⎧⎨⎩p11

]]
G

h (x, y)A1P (x, y) dxdy + p12

]]
G

h (x, y)A2P (x, y) dxdy

⎫⎬⎭
= |p| {p11T (A1P ) + p12T (A2P )}
= 0

eşitliğine ulaşılır. Benzer i̧slemler uygulanırsa

hT � hA2 hP� = 0
sağlandığı görülür ki bu da teoremi ispatlar.

Teorem 5.3.2 nin bir sonucu olarak, Teorem 5.2.1 e benzer şekilde aşağıdaki ortogo-

nallik teoremi verilebilir.

Teorem 5.3.3. (5.3.9) diferensiyel operatörü ile (5.3.10) fonksiyoneli uyumlu ise

(5.3.8) denkleminin λn ve λm sayılarına kaŗsılık gelenjΦnk ve jΦms polinom çözümleri
için �

(λn − λm)jΦnk,jΦms� = (λn − λm)

]]
hG
hh (ξ, η)jΦnkjΦmsdξdη = 0

iç çarpımı gerçeklenir.

5.4 Kabul Edilebilir Diferensiyel Denklemlerin Normal Formları

Bu kısımda uygun (5.3.1) afin dönüşümleri altında, ikinci basamaktan (5.2.1) kabul

edilebilir diferensiyel denklemleri daha basit formlara indirgenecektir. Genel formda
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ikinci basamaktan kabul edilebilir diferensiyel denklem

(a2x
2 + a10x+ a01y + a00)uxx + 2 (a2xy + b10x+ b01y + b00)uxy

+(a2y
2 + c10x+ c01y + c00)uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy

= n {(n− 1) a2 + a1}u

dır ve a1, a2 katsayıları

a1 + pa2 9= 0 (p = 0, 1, ...)

koşulunu sağlar. Bu denklemde

x = ξ − d00
a1

y = η − g00
a1

dönüşümü yapılıp bağımsız deği̧sken ve katsayıların notasyonları aynen korunursa

(a2x
2 + a10x+ a01y + a00)uxx + 2 (a2xy + b10x+ b01y + b00)uxy

+(a2y
2 + c10x+ c01y + c00)uyy + a1 (xux + yuy) = n {(n− 1) a2 + a1}u

(5.4.1)

denklemine ulaşılır. Bu denklem “ Kanonik Kabul Edilebilir Kısmi Diferensiyel

Denklem” olarak adlandırılır. (5.2.5)notasyonları altında, kabul edilebilir bir denk-

lemin yüksek mertebeli türevlerinin katsayılarından oluşan

α (x, y) = ac− b2 = �a2x2 + a10x+ a01y + a00� �a2y2 + c10x+ c01y + c00�
− (a2xy + b10x+ b01y + b00)2

= α30x
3 + α21x

2y + α12xy
2 + α03y

3 + α20x
2

+α11xy + α02y
2 + α10x+ α01y + α00 (5.4.2)

polinomu, (5.2.1) ve (5.4.1)denklemlerinin “ karakteristik polinomu”,

α (x, y) = 0 (5.4.3)
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denklemi de “karakteristik denklemi” olarak adlandırılır. Burada

α30 = a2c10

α03 = a2a01

α21 = a2 (c01 − 2b10)
α12 = a2 (a10 − 2b01)
α20 = a2c00 + a10c10 − b210 (5.4.4)

α11 = a10c01 + a01c10 − 2a2b00 − 2b01b10
α02 = a01c01 + a2a00 − b201
α10 = a10c00 − 2b10b00 + a00c10
α01 = a01c00 − 2b00b01 + a00c01
α00 = a00c00 − b200

eşitlikleri sağlanır. Önceki kısımda (5.3.1) afin dönüşümü altında, kabul edilebilir bir

denklemin (5.3.8) formuna dönüşeceğini göstermi̧stik. (5.3.5) eşitliklerinden dolayı

α0 (ξ, η) = a0c0 − b20
= (p11p22 − p12p21)2

�hahc−hb2�
= (p11p22 − p12p21)2 hα (ξ, η)
= p2hα (ξ, η)

olup hα (ξ, η) = α (q11ξ + q12η + q10, q21ξ + q22η + q20)

notasyonu altında p 9= 0 olmak üzere, (5.3.8) denklemi için karakteristik denklem

hα (ξ, η) = 0 (5.4.5)

olarak elde edilir. (5.4.3) ve (5.4.5) dönüşümleri denk olduğundan, (5.3.1) dönüşümü-

nün uygun seçimi ile (5.4.3) denklemi yerine basitleştirilmi̧s (5.4.5) denklemi ele
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alınabilir. Buradan (5.3.8) denkleminin karakteristik polinomu

hα (ξ, η) = hahc−hb2
= α30 (q11ξ + q12η + q10)

3 + α21 (q11ξ + q12η + q10)
2 (q21ξ + q22η + q20)

+α12 (q11ξ + q12η + q10) (q21ξ + q22η + q20)
2 + α03 (q21ξ + q22η + q20)

3

+α20 (q11ξ + q12η + q10)
2 + α11 (q11ξ + q12η + q10) (q21ξ + q22η + q20)

+α02 (q21ξ + q22η + q20)
2 + α10 (q11ξ + q12η + q10)

+α01 (q21ξ + q22η + q20) + α00

= hα30ξ3 + hα21ξ2η + hα12ξη2 + hα03η3 + hα20ξ2 + hα11ξη + hα02η2 + hα10ξ + hα01η
+hα00

olup

hα30 = α30q
3
11 + α21q

2
11q21 + α12q11q

2
21 + α03q

3
21hα21 = 3α30q

2
11q12 + α21

�
q211q22 + 2q11q12q21

�
+ α12

�
q12q

2
21 + 2q11q21q22

�
+3α03q

2
21q22hα12 = 3α30q11q
2
12 + α21

�
q212q21 + 2q11q12q22

�
+ α12

�
q11q

2
22 + 2q21q12q22

�
+3α03q21q

2
22hα03 = α30q

3
12 + α21q

2
12q22 + α12q12q

2
22 + α03q

3
22hα20 = 3α30q

2
11q10 + α21

�
q211q20 + 2q11q10q21

�
+ α12

�
q221q10 + 2q11q21q20

�
+3α03q

2
21q20 + α20q

2
11 + α11q11q21 + α02q

2
21hα11 = 6α30q11q12q10 + 2α21 (q10q12q21 + q10q11q22 + q11q12q20)

+2α12 (q11q22q20 + q12q21q20 + q21q22q10) + 6α03q21q22q20

+2α20q11q12 + α11 (q11q22 + q12q21) + 2α02q21q22

hα02 = 3α30q
2
12q10 + α21

�
q212q20 + 2q12q22q10

�
+ α12

�
q222q10 + 2q12q22q20

�
+3α03q

2
22q20 + α20q

2
12 + α11q12q22 + α02q

2
22 (5.4.6)

hα10 = 3α30q11q
2
10 + α21

�
q21q

2
10 + 2q10q11q20

�
+ α12

�
q11q

2
20 + 2q20q21q10

�
+3α03q21q

2
20 + 2α20q10q11 + α11 (q10q21 + q11q20)
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+2α02q20q21 + α10q11 + α01q21

hα01 = 3α30q12q
2
10 + α21

�
q22q

2
10 + 2q10q12q20

�
+ α12

�
q12q

2
20 + 2q10q20q22

�
+3α03q22q

2
20 + 2α20q10q12 + α11 (q10q22 + q12q20)

+2α02q20q22 + α10q12 + α01q22

hα00 = α30q
3
10 + α21q

2
10q20 + α12q10q

2
20 + α03q

3
20 + α20q

2
10

+α11q10q20 + α02q
2
20 + α10q10 + α01q20 + α00

olarak elde edilirler. (5.3.1)dönüşümü yardımıyla (5.2.1) denklemi ve budenkleme

ili̧skin (5.4.2) karakteristik polinomu basitleştirilebileceğinden, (5.4.2) karakteristik

polinomunun en basit formlarına göre (5.2.1) denklemi sınıflandırılabilir. Bunu

görmek için, (5.4.2) karakteristik polinomunun üçüncü dereceden monomiallerinin

katsayıları ile tanımlanan keyfi

R (t) = α30t
3 + α21t

2 + α12t+ α03 (5.4.7)

polinomunu ele alalım ve

R (t) = 0 (5.4.8)

denklemini tanımlayalım. Diğer yandan

R1 (τ) = α30 + α21τ + α12τ
2 + α03τ

3 (5.4.9)

yardımcı polinomunu ve

R1 (τ) = 0 (5.4.10)

denklemini ele alalım. (5.4.7) formülünde
1

t
= τ olarak alınırsa

R (t) = α30t
3 + α21t

2 + α12t+ α03

= t3
�
α30 +

1

t
α21 +

1

t2
α12 +

1

t3
α03

�
= t3R1

�
1

t

�
=

1

τ 3
R1 (τ) (5.4.11)
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eşitliğine ulaşılır. Buradan görülür ki t = t1, (5.4.8) denkleminin sıfırdan farklı

bir kökü ise τ =
1

t1
de (5.4.10) nun bir kökü olmak zorundadır. (5.4.11) eşitliği

diferensiyellenirse

R
�
(t) = 3t2R1

�
1

t

�
− tR�1

�
1

t

�
(5.4.12)

olarak elde edilir. Şimdi de (5.4.8) denkleminin köklerine bağlı olarak (5.2.1) denk-

leminin farklı durumlarını ele alalım.

1. Kabul edelim ki (5.4.8) denklemi üç farklı

t1, t2, t3

reel köküne sahip olsun ve

t1 9= 0 , t2 9= 0

olarak alınsın.

q21 9= 0 , q22 9= 0

olmak üzere (5.3.1) dönüşümünün katsayıları arasında

q11 = t1q21

q12 = t2q22
(5.4.13)

bağıntıları gerçeklenirse

x = t1q21ξ + t2q22η + q10

y = q21ξ + q22η + q20
(5.4.14)

dönüşümü elde edilir. (5.4.6) eşitliklerinden

hα30 = q321
�
α30t

3
1 + α21t

2
1 + α12t1 + α03

�
= q321R (t1)

= 0

hα03 = q322
�
α30t

3
2 + α21t

2
2 + α12t2 + α03

�
110



= q322R (t2)

= 0

olarak bulunur. Diğer yandan

hα21 = q221q22

�
t2R

�
(t1) + t

2
1R

�
1

�
1

t1

��
hα12 = q21q

2
22

�
t1R

�
(t2) + t

2
2R

�
1

�
1

t2

��

olup τ =
1

t1
ve τ =

1

t2
nin R1 (τ) = 0 denkleminin kökleri olduğu dikkate alınıp

(5.4.12) formülünden yararlanılırsa

hα21 = q221q22 (t2 − t1)R
�
(t1)

hα12 = q21q
2
22 (t1 − t2)R

�
(t2)

eşitliklerine ulaşılır. Buradan hα21 = hα12 = −1 (5.4.15)

olacak şekilde q21 ve q22 katsayıları tek olarak belirlenebilir. Burada a ve b sıfırdan

farklı sabitler olmak üzere (5.4.15) yerine

hα21 = a

hα12 = b

koşulları da alınabilir. (5.4.6) eşitliklerinden

hα20 = hα02 = 0 (5.4.16)

olarak seçilebilir. Gerçekten hα20 = hα02 = 0 ifadelerinde (5.4.13) eşitlikleri dikkate

alınırsa
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(3α30q
2
21t

2
1 + 2α21q

2
21t1 + α12q

2
21) q10 + (α21q

2
21t

2
1 + 2α12q

2
21t1 + 3α03q

2
21) q20

= −α20q221t21 − α11q
2
21t1 − α02q

2
21

(3α30q
2
22t

2
2 + 2α21q

2
22t2 + α12q

2
22) q10 + (α21q

2
22t

2
2 + 2α12q

2
22t2 + 3α03q

2
22) q20

= −α20q222t22 − α11q
2
22t2 − α02q

2
22

(5.4.17)

denklem sistemine ulaşılır. (5.4.12) eşitliği gözönünde tutulursa bu denklem sistemi-

nin katsayılar determinantı

∆ = q221q
2
22R

� (t1)R� (t2) (t1 − t2) 9= 0 (5.4.18)

olarak bulunur. O halde (5.4.17) denklem sisteminin aşikar olmayan bir çözümü

vardır. Dolayısıyla hα20 = hα02 = 0 olacak şekilde q10 ve q20 sayıları belirlenebilir.

Böylelikle (5.4.8) denklemi üç farklı reel köke sahipse, uygun (5.4.14) dönüşümü

altında

hα30 = hα03 = 0
hα21 = hα12 = −1 (5.4.19)

hα20 = hα02 = 0
olarak alınabilir. Buradan deği̧skenler ve katsayılar için eski notasyonlara geri

dönerek (5.4.2) polinomunun katsayıları için (5.4.19) koşullarının sağlandığını kabul

edebiliriz. Böylelikle (5.4.4) den

α30 = a2c10 = 0

α03 = a2a01 = 0

α21 = a2 (c01 − 2b10) = −1
α12 = a2 (a10 − 2b01) = −1
α20 = a2c00 + a10c10 − b210 = 0
α02 = a01c01 + a2a00 − b201 = 0

eşitlikleri sağlanır. Üçüncü ve dördüncü eşitlikten a2 9= 0 olacağından a2 = 1 olarak

112



seçilirse

c10 = 0 , a01 = 0 , c01 = 2b10 − 1
a10 = 2b01 − 1 , c00 = b210 , a00 = b201

şeklinde elde edilir. Bu değerler (5.2.1) denkleminde yerine yazılırsa

(x2 + (2b01 − 1) x+ b201)uxx+2 (xy + b10x+ b01y + b00)uxy+(y2 + (2b10 − 1) y + b210)uyy

+(a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u (5.4.20)

denklemine ulaşılır. Bu denklem (5.2.1) denkleminin “birinci normal formu” olarak

adlandırılır. Bu form b01, b10 ve b00 katsayıları ile belirlenir. d00 ve g00 katsayılarının

bu form üzerinde bir etkisi yoktur.

b01 = b10 = b00 = 0

alınırsa bu denklemin en basit formu

�
x2 − x�uxx+2xyuxy+�y2 − y�uyy+(a1x+ d00)ux+(a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u
olarak elde edilir. Bu denklem genel formda Appell diferensiyel denklemi olarak

adlandırılır. Burada

a1 = γ + 1 , d00 = −α , g00 = −β

olarak seçilirse (4.3.4) klasik Appell denklemi elde edilir.

2. Kabul edelim ki (5.4.8) denklemi bir tane basit t1 köküne ve çift katlı t2 = t3 reel

köküne sahip olsun. İki tane farklı köke sahip olduğundan, yine (5.4.14) dönüşümü

ele alınabilir. (5.4.6) eşitliklerinden

hα30 = q321R (t1) = 0hα03 = q322R (t2) = 0
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olarak bulunur. Diğer yandan

hα21 = q221q22�t2R� (t1) + t21R�1� 1t1
��

hα12 = q21q222�t1R� (t2) + t22R�1� 1t2
�� (5.4.21)

olup τ =
1

t1
ve τ =

1

t2
nin R1 (τ) = 0 denkleminin kökleri olduğu dikkate alınıp

(5.4.12) eşitliğinden yararlanılırsa

hα21 = q221q22 (t2 − t1)R
�
(t1)

hα12 = q21q
2
22 (t1 − t2)R

�
(t2)

eşitliklerine ulaşılır. t = t2 çift katlı kök olduğundan R
�
(t2) = 0 olup

hα12 = 0
dır. Buradan q21 ve q22 katsayılarından biri keyfi kalmak üzere

hα12 = 0

hα21 = −1

olarak seçilebilir. (5.4.8) denklemi çift katlı köke sahip olduğundan (5.4.18) koşulu

gerçeklenmez. Böylelikle (5.4.16) koşulları yerine

hα20 = hα11 = 0 (5.4.22)

eşitliklerini almak daha uygundur. Bunu görmek için, (5.4.6) daki

hα20 = hα11 = 0
ifadelerinde, (5.4.13) eşitlikleri dikkate alınırsa

�
3α30q

2
21t

2
1 + 2α21q

2
21t1 + α12q

2
21

�
q10 +

�
α21q

2
21t

2
1 + 2α12q

2
21t1 + 3α03q

2
21

�
q20
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= −α20q221t21 − α11q
2
21t1 − α02q

2
21

(6α30q21q22t1t2 + 2α21q21q22t2 + 2α21q21q22t1 + 2α12q21q22) q10

+(2α21q21q22t1t2 + 2α12q21q22t1 + 2α12q21q22t2 + 6α03q21q22) q20

= −2α20q21q22t1t2 − α11 (q21q22t1 + q21q22t2)− 2α02q21q22 (5.4.23)

denklem sistemine ulaşılır. (5.4.12) eşitliğinden yararlanılırsa bu denklem sisteminin

katsayılar determinantı

∆1 = 2q
3
21q22 [R

� (t1)]
2
(t1 − t2) 9= 0

olarak elde edilir. ∆1 9= 0 olduğundan (5.4.23) denklem sisteminin (5.4.22) koşullarını
sağlayan bir çözümü vardır. Böylelikle (5.4.8) denklemi bir basit ve bir çift katlı reel

köke sahipse, uygun dönüşüm altında

hα30 = hα03 = 0
hα21 = −1 (5.4.24)

hα12 = hα20 = hα11 = 0
koşulları gerçeklenir. Buradan deği̧skenler ve katsayılar için eski notasyonlar kul-

lanılarak, (5.4.2) polinomunun katsayıları için (5.4.24) koşullarının sağlandığı kabul

edilirse, (5.4.4) den

α30 = a2c10 = 0

α03 = a2a01 = 0

α21 = a2 (c01 − 2b10) = −1
α12 = a2 (a10 − 2b01) = 0
α20 = a2c00 + a10c10 − b210 = 0
α11 = a10c01 + a01c10 − 2a2b00 − 2b01b10 = 0
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eşitliklerine ulaşılır. Üçüncü eşitlikten a2 9= 0 olduğundan a2 = 1 olarak seçilirse

c10 = 0 , a01 = 0 , c01 = 2b10 − 1
a10 = 2b01 , c00 = b

2
10 , b00 = b01 (b10 − 1)

şeklinde bulunur. Bu değerler (5.2.1) denkleminde yerine yazılırsa

(x2 + 2b01x+ a00)uxx + 2 (xy + b10x+ b01y + b01 (b10 − 1))uxy
+(y2 + (2b10 − 1) y + b210)uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u

denklemine ulaşılır. Bu denklem (5.2.1) denkleminin “ikinci normal formu” olarak

adlandırılır. Burada yüksek türevli polinomlardaki bütün keyfi katsayılar sıfır olarak

alınırsa

x2uxx + 2xyuxy + (y
2 − y)uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy

= n {n− 1 + a1}u (5.4.25)

denklemi elde edilir.

3. Kabul edelim ki (5.4.8) denklemi üç katlı t = t1 köküne sahip olsun. Yani,

R (t1) = α30t
3
1 + α21t

2
1 + α12t1 + α03 = 0

R
�
(t1) = 3α30t

2
1 + 2α21t1 + α12 = 0

R
��
(t1) = 6α30t1 + 2α21 = 0

(5.4.26)

eşitlikleri sağlansın. (5.4.12) eşitliğinde t ye göre türev alınırsa

R
��
(t) = 6tR1

�
1

t

�
− 4R�1

�
1

t

�
+
1

t
R
��
1

�
1

t

�
(5.4.27)

gerçeklenir. (5.4.11) , (5.4.12) ve (5.4.27) formüllerinde t = t1 alınıp (5.4.26) eşitlik-

leri gözönünde tutulursa

R1

�
1

t1

�
= R

�
1

�
1

t1

�
= R

��
1

�
1

t1

�
= 0 (5.4.28)
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olduğu görülür. t2 9= t1 ve R (t2) 9= 0 koşulu altında (5.4.14) dönüşümü ele alınırsa,
(5.4.6) dan hα30 = q321R (t1) = 0
sağlanır. Diğer yandan (5.4.21) den

hα21 = q221q22�t2R� (t1) + t21R�1� 1t1
��

hα12 = q21q222�t1R� (t2) + t22R�1� 1t2
��

olup burada (5.4.26) ve (5.4.28) eşitlikleri dikkate alınırsa

hα21 = 0
olarak bulunur. Benzer şekilde

R
�
(t2) = 3α30t

2
2 + 2α21t2 + α12

R
�
1

�
1

t2

�
= 3α03

1

t22
+ 2α12

1

t2
+ α21

(5.4.29)

türev değerleri hα12 de yerine yazılıp (5.4.26) ve (5.4.28) eşitliklerinden yararlanılırsa
hα12 = 0

elde edilir. Diğer taraftan (5.4.13) eşitlikleri (5.4.6) daki hα02 ifadesinde gözönünde
bulundurulup, (5.4.29) türevleri kullanılırsa

hα02 = q222 �q10R� (t2) + q20t22R�1� 1t2
�
+
�
α20t

2
2 + α11t2 + α02

��
(5.4.30)

eşitliğine ulaşılır. Yine (5.4.6) dan

hα03 = q322
�
α30t

3
2 + α21t

2
2 + α12t2 + α03

�
= q322R (t2) (5.4.31)

bağıntısı geçerlidir. (5.4.30) ve (5.4.31) formüllerindeki t2, q10, q20 ve q22 değerleri
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keyfidir. Burada t2 yi sabit bir değer seçersek (5.4.30) daki köşeli parantezdeki

türevler sıfırdan farklı olacağından, q10 ve q20 sayıları köşeli parantezin içini sıfır ya-

pacak şekilde seçilebilir. Benzer şekilde (5.4.31) ifadesi bire denk olacak şekilde q22

sayısı da belirlenebilir. Böylelikle (5.4.8) denkleminin üç katlı reel köke sahip olması

durumunda, uygun (5.4.14) dönüşümü altında

hα30 = 0

hα03 = 1 (5.4.32)

hα21 = hα12 = hα02 = 0
olarak seçilebilir. Buradan (5.4.2) polinomunun katsayıları için

α30 = a2c10 = 0

α03 = a2a01 = 1

α21 = a2 (c01 − 2b10) = 0
α12 = a2 (a10 − 2b01) = 0
α02 = a01c01 + a2a00 − b201 = 0

eşitlikleri sağlanır. a2 9= 0 olup a2 = 1 olarak seçilirse

c10 = 0 , a01 = 1 , c01 = 2b10

a10 = 2b01 , a00 = b
2
01 − 2b10

olarak bulunur. Bu değerler (5.2.1) denkleminde gözönünde tutulursa

(x2 + 2b01x+ y + (b
2
01 − 2b10))uxx + 2 (xy + b10x+ b01y + b00)uxy

+(y2 + 2b10y + c00)uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u

denklemine ulaşılır. Bu denklem (5.2.1) denkleminin “üçüncü normal formu” olarak

adlandırılır. Bu denklemin en basit formu, keyfi bilinmeyenlerin sıfır alınmasıyla
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(x2 + y)uxx + 2xyuxy + y
2uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy

= n {n− 1 + a1}u (5.4.33)

şeklinde elde edilir.

4. (5.4.8) denklemi basit t1 ve t2 köklerine sahip olsun. Bu durumda karakteristik

denklemde α30 = 0 olmalıdır. Burada hem t1 hem de t2 kökü sıfırdan farklı ise

birinci durumdaki bütün formüller ve sonuçlar aynen geçerlidir. Eğer köklerden biri

sıfır ise bu durumda α30 = α03 = 0 olur. Örneğin t2 = 0 olarak alınırsa, (5.4.13)

eşitliklerinden q12 = 0 olup (5.4.14) den

x = t1q21ξ + q10

y = q21ξ + q22η + q20

dönüşümü elde edilir. Bu durumda da birinci durumdaki formüller ve sonuçlar

geçerlidir.

5. (5.4.8) denklemi sadece çift katlı reel t1 köküne sahip olsun. Bu durumda, uygun

(5.4.14) dönüşümü altında

hα30 = 0

hα03 = hα12 = 1
hα21 = hα02 = hα11 = 0

olarak seçilebilir. Buradan (5.4.2) polinomunun katsayıları için

α30 = a2c10 = 0

α03 = a2a01 = 1

α21 = a2 (c01 − 2b10) = 0
α12 = a2 (a10 − 2b01) = 1
α02 = a01c01 + a2a00 − b201 = 0
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α11 = a10c01 + a01c10 − 2a2b00 − 2b01b10 = 0

eşitlikleri sağlanır. a2 9= 0 olup a2 = 1 olarak seçilirse

c10 = 0 , a01 = 1 , c01 = 2b10

a10 = 2b01 + 1 , a00 = b
2
01 − 2b10

b00 = b10 (1 + b01)

olur. Bunlar (5.2.1) denkleminde yerine yazılırsa

(x2 + (2b01 + 1) x+ y + (b
2
01 − 2b10))uxx + 2 (xy + b10x+ b01y + b10 (1 + b01))uxy

+(y2 + 2b10y + c00)uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u

denklemine ulaşılır. Bu denklem (5.2.1) denkleminin “dördüncü normal formu”

olarak adlandırılır. Burada yüksek türevli terimlerin katsayılarındaki keyfi sabitler

sıfır olarak alınırsa, bu denklemin en basit hali

(x2 + x+ y)uxx + 2xyuxy + y
2uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy

= n {n− 1 + a1}u (5.4.34)

olarak bulunur.

6. (5.4.8) denklemi sıfırdan farklı basit, reel t1 köküne sahip olsun. Bu durumda

t2 9= t1ve R (t2) 9= 0 için (5.4.14) dönüşümü ele alınabilir.

R (t1) = R1

�
1

t1

�
= 0

sağlandığından (5.4.12) den

R
�
(t1) = −t1R�1

�
1

t1

�
9= 0

gerçeklenir. Buradan (5.4.23) denklem sisteminin katsayılar determinantı ∆1 9= 0
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olacağından (5.4.22) eşitlikleri alınabilir. Yani

hα20 = hα11 = 0
sağlanır. Diğer yandan (5.4.21) den

hα21 = 1
olarak seçilebilir. Ayrıca (5.4.6) dan

hα30 = q321R (t1) = 0
sağlanır ve q22 nin seçimiyle

hα03 = q322R (t2) = 1
alınabilir. Yine burada hα12 keyfi olduğundan hα12 = 1 seçilebilir. Böylelikle uygun

(5.4.14) dönüşümü ile

hα20 = hα30 = hα11 = 0
hα21 = hα12 = hα03 = 1

elde edilir. Burada deği̧skenler ve katsayılar için eski notasyonlar kullanılarak;

(5.4.2) polinomunun katsayıları için bu koşulların sağlandığı kabul edilirse, (5.4.4)

den

α30 = a2c10 = 0

α03 = a2a01 = 1

α21 = a2 (c01 − 2b10) = 1
α12 = a2 (a10 − 2b01) = 1
α20 = a2c00 + a10c10 − b210 = 0
α11 = a10c01 + a01c10 − 2a2b00 − 2b01b10 = 0
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eşitliklerine ulaşılır. a2 = 1 seçimi altında

c10 = 0 , a01 = 1 , c01 = 2b10 + 1

a10 = 2b01 + 1 , c00 = b
2
10

b00 = b01 + b10 + b01b10 +
1

2

olarak bulunur. Bu ifadeler (5.2.1) denkleminde dikkate alınırsa

(x2 + (2b01 + 1)x+ y + a00)uxx + 2
�
xy + b10x+ b01y +

�
b01 + b10 + b01b10 +

1
2

��
uxy

+(y2 + (2b10 + 1) y + b
2
10)uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u

“kabul edilebilir denklemin beşinci normal formu” elde edilir. Bu denklemin en basit

formu

(x2 + x+ y)uxx + 2
�
xy + 1

2

�
uxy + (y

2 + y)uyy

+(a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u (5.4.35)

olur.

7. Kabul edelim ki (5.4.8) denklemi reel bir köke sahip olmasın. Bu durumda

α30 = 0 olup karakteristik denklem ikinci derecedendir. Karakteristik polinomun

türevinin bir kökü t1 olsun.

(i) t1 = 0 ise (5.4.7) den α12 = 0 sağlanır. (5.3.1) dönüşümünde

q21 = q12 = 0

q11 9= 0 q22 9= 0
(5.4.36)

olarak alınırsa (5.4.6) dan

hα30 = hα12 = 0
hα21 = α21q

2
11 q22hα03 = α03q
3
22
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hα20 = α21q11q20 + α20q
2
11hα11 = 2α21q11q22q10 + α11q11q22

elde edilir. Burada hα03 = hα21 = 1 olacak şekilde q11 ve q22 sayıları belirlenebilir.
Diğer yandan α21 9= 0 ise hα20 = hα11 = 0 olacak şekilde q10 ve q20 sayıları da seçilebilir.
Böylelikle (5.4.36) koşulları altında uygun (5.3.1) dönüşümü ile

hα30 = hα12 = hα20 = hα11 = 0
hα03 = hα21 = 1

elde edilir. O halde (5.4.4) den

α30 = a2c10 = 0

α03 = a2a01 = 1

α21 = a2 (c01 − 2b10) = 1
α12 = a2 (a10 − 2b01) = 0
α20 = a2c00 + a10c10 − b210 = 0
α11 = a10c01 + a01c10 − 2a2b00 − 2b01b10 = 0

olarak alınabilir. Burada a2 9= 0 olacağından a2 = 1 koşulu altında

c10 = 0 , a01 = 1 , c01 = 2b10 + 1

a10 = 2b01 , c00 = b
2
10 , b00 = b01 (1 + b10)

olur. Bunlar (5.2.1) denkleminde yerine yazılırsa, “kabul edilebilir denklemin altıncı

normal formu” olarak

(x2 + 2b01x+ y + a00)uxx + 2 (xy + b10x+ b01y + b01 (b10 + 1))uxy

+(y2 + (2b10 + 1) y + b
2
10)uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u

denklemine ulaşılır. Bu denklemin en basit hali
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(x2 + y)uxx + 2xyuxy + (y
2 + y)uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy

= n {n− 1 + a1}u (5.4.37)

şeklini alır.

(ii) t1 9= 0 olsun. (5.4.12) den

3t1R1

�
1

t1

�
= R

�
1

�
1

t1

�
9= 0

sağlanır. q21 9= 0 , q22 9= 0 koşulu altında (5.4.13) eşitliklerini ele alalım. Buradahα20 = hα02 = 0 olarak seçilirse kaŗsımıza çıkan (5.4.17) denklem sisteminin katsayılar
determinantı

∆ = q221q
2
22

�
R� (t1)R�1

�
1

t2

�
t22 −R� (t2)R�1

�
1

t1

�
t21

�
= −q221q222R� (t2)R�1

�
1

t1

�
t21 9= 0

olacağından, (5.4.17) denklem sisteminden q10 ve q20 katsayıları belirlenebilir. Diğer

taraftan hα30 = hα03 = 1 olacak şekilde q21 ve q22 sayıları da seçilebilir. Böylelikle

uygun (5.4.14) dönüşümü altında

hα30 = hα03 = 1
hα20 = hα02 = 0

sağlanır. Burada hα21 ve hα12 sayıları keyfi olduğundan hα21 = hα12 = 1 olarak alınabilir.
(5.4.2) polinomunun katsayıları için bu koşulların sağlandığı kabul edilirse, (5.4.4)

den

α30 = a2c10 = 1

α03 = a2a01 = 1

α21 = a2 (c01 − 2b10) = 1
α12 = a2 (a10 − 2b01) = 1
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α20 = a2c00 + a10c10 − b210 = 0
α02 = a01c01 + a2a00 − b201 = 0

eşitliklerine ulaşılır. a2 = 1 seçimi altında

c10 = 1 , a01 = 1 , c01 = 2b10 + 1

a10 = 2b01 + 1 , c00 = b
2
10 − 2b01 − 1

a00 = b201 − 2b10 − 1

olarak bulunur. Bu değerler (5.2.1) denkleminde yerine yazılırsa

(x2 + (2b01 + 1) x+ y + (b
2
01 − 2b10 − 1))uxx + 2 (xy + b10x+ b01y + b00)uxy

+(y2 + x+ (2b10 + 1) y + (b
2
10 − 2b01 − 1))uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy

= n {n− 1 + a1}u

denklemi elde edilir. Bu denklem “kabul edilebilir bir denklemin yedinci normal

formu” olarak adlandırılır. Burada yüksek türevli terimlerin katsayılarındaki keyfi

sabitler sıfır olarak alınırsa, bu denklemin en basit formu

(x2 + x+ y − 1)uxx + 2xyuxy + (y2 + x+ y − 1)uyy + (a1x+ d00)ux

+(a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u (5.4.38)

şeklinde bulunur. Buraya kadar gösterildi ki, karakteristik polinomda üçüncü derece-

den monomiallerin katsayılarından en az biri sıfırdan farklı ise bu durumda kabul

edilebilir bir denklem afin dönüşümü yardımıyla bu yedi normal formdan birine in-

dirgenir. Şimdi de

α30 = α21 = α12 = α03 = 0 (5.4.39)

koşulları altında karakteristik polinomu

α (x, y) = α20x
2 + α11xy + α02y

2 + α10x+ α01y + α00 (5.4.40)
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formunda olan bazı önemli örnekleri inceleyelim. Burada

α (x, y) = α20x
2 + α11xy + α02y

2 + α10x+ α01y + α00 = 0

karakteristik denklemi ikinci basamaktan bir eğri, iki doğru veya bir doğru denklemi

belirtir.

1. α30 = α21 = α12 = α03 = 0 koşulu altında (5.4.4) eşitliklerinde a2 = 1 olarak

alınırsa

a01 = 0 , c10 = 0 , a10 = 2b01 , c01 = 2b10

olarak bulunur. Bu durumda (5.2.1) denklemi

(x2 + 2b01x+ a00)uxx + 2 (xy + b10x+ b01y + b00)uxy

+(y2 + 2b10y + c00)uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy

= n {n− 1 + a1}u (5.4.41)

formuna indirgenir. Bu denklemin en basit formu da

x2uxx + 2xyuxy + y
2uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy

= n {n− 1 + a1}u (5.4.42)

olarak elde edilir. (5.4.41) denkleminde

b10 = b01 = b00 = 0

a00 = c00 = −1

alınırsa

(x2 − 1)uxx + 2xyuxy + (y2 − 1)uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy

= n {n− 1 + a1}u (5.4.43)
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denklemine ulaşılır. Bu denkleme ili̧skin karakteristik denklem

α (x, y) = ac− b2 = �x2 − 1� �y2 − 1�− x2y2 = 1− x2 − y2 = 0
dır.

2. (5.4.39) koşulu altında a2 = 0 sağlansın. (5.4.40) karakteristik polinomunda

α11 = 1 ve diğer katsayılar sıfır seçilirse

a10 = −1 , c01 = −1
b10 = b01 = b00 = c10 = a01 = a00 = c00 = 0

yada

a10 = 1 , c01 = 1

b10 = b01 = b00 = c10 = a01 = a00 = c00 = 0

olarak alınabilir. Bu durumda karakteristik polinomu

α (x, y) = ac− b2 = xy

olan aşağıdaki diferensiyel denklemler kaŗsımıza çıkar.

−xuxx − yuyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00) uy = na1u (5.4.44)

yuxx + xuyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00) uy = na1u

(5.4.44) denkleminde

a1 = 1

d00 = −α− 1
g00 = −β − 1
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alınırsa (5.2.19) Laguerre-Laguerre denklemi elde edilir.

3. Kabul edelim ki (5.4.40) eşitliği

α (x, y) = α10x+ α01y + α00

formunda olsun. (5.4.39) ve α20 = α11 = α02 = 0 koşullarından

a2 = b10 = b01 = c10 = c01 = 0

olarak alınabilir. O taktirde (5.2.1) denkleminden

(a10x+ a01y + a00)uxx + 2b00uxy + c00uyy + (a1x+ d00)ux

+(a1y + g00)uy = na1u (5.4.45)

elde edilir. Bu denkleme ili̧skin karakteristik polinom

α (x, y) = ac− b2 = (a10x+ a01y + a00) c00 − b200
= (c00a10)x+ (c00a01) y +

�
a00c00 − b200

�
= α10x+ α01y + α00

olarak bulunur. (5.4.45) denkleminde

a10 = c00 = −1 , a01 = a00 = b00 = g00 = 0
a1 = 1 , d00 = −α− 1

alınırsa (5.2.20) Laguerre-Hermite denklemine ulaşılır.

4. Kabul edelim ki (5.4.40)karakteristik polinomu

α (x, y) = α00
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formunda olsun. Burada

α10 = α01 = α20 = α11 = α02 = 0

olup α00 = 1 olarak seçilirse, (5.4.4) eşitliklerinden a00 = c00 = −1 ve diğer bütün
katsayılar sıfır olarak alınabilir. O halde (5.2.1) denklemi

−uxx − uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = na1u (5.4.46)

formuna indirgenir. Bu denklemde a1 = 2, d00 = g00 = 0 olarak alınırsa (5.2.15) ile

verilen

−∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
+ 2x

∂u

∂x
+ 2y

∂u

∂y
= 2nu

Hermite-Hermite denklemi elde edilir.
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6. SELF-ADJOINT DENKLEM VE RODRIGUES FORMÜLÜ

6.1 Potansiyel Self-Adjoint Operatörler

D = a
∂2

∂x2
+ 2b

∂2

∂x∂y
+ c

∂2

∂y2
+ d

∂

∂x
+ g

∂

∂y
(6.1.1)

operatörünü ele alalım. Burada a, b, c, d ve g katsayıları bir G bölgesinde sürekli

ve diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. (6.1.1) operatörünün D∗ adjoint ope-

ratörü

D∗ = a
∂2

∂x2
+ 2b

∂2

∂x∂y
+ c

∂2

∂y2
+

�
2
∂a

∂x
+ 2

∂b

∂y
− d
�

∂

∂x
+

�
2
∂b

∂x
+ 2

∂c

∂y
− g
�

∂

∂y

+

�
∂2a

∂x2
+ 2

∂2b

∂x∂y
+

∂2c

∂y2
− ∂d

∂x
− ∂g

∂y

�

olmak üzere, (6.1.1) operatörünün self-adjoint olabilmesi için D = D∗ olmalıdır.

Buradan görülmektedir ki (6.1.1) operatörünün self-adjoint olabilmesi için gerek ve

yeter şart

d =
∂a

∂x
+

∂b

∂y

g =
∂b

∂x
+

∂c

∂y

(6.1.2)

koşullarının sağlanmasıdır.

Tanım 6.1.1.

hDu = (ha)
∂2u

∂x2
+ 2 (hb)

∂2u

∂x∂y
+ (hc)

∂2u

∂y2
+ (hd)

∂u

∂x
+ (hg)

∂u

∂y
(6.1.3)

operatörünü ele alalım. (6.1.3) operatörü self-adjoint olacak şekilde G bölgesinde

pozitif ve ikinci basamaktan sürekli türevlenebilir bir h (x, y) fonksiyonu bulunabili-

yorsa, (6.1.1) operatörüne G bölgesinde “ Potansiyel Self-Adjoint Operatör” adı

verilir.
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(6.1.3) operatörünün self-adjointlik koşulları (6.1.2) formüllerinden

hd =
∂

∂x
(ha) +

∂

∂y
(hb)

hg =
∂

∂x
(hb) +

∂

∂y
(hc)

(6.1.4)

formunda olmalıdır. Bu eşitlikler düzenlenirse

a
∂h

∂x
+ b

∂h

∂y
= h

�
d− ∂a

∂x
− ∂b

∂y

�
b
∂h

∂x
+ c

∂h

∂y
= h

�
g − ∂b

∂x
− ∂c

∂y

� (6.1.5)

olarak bulunur. Burada

ϕ = d− ∂a

∂x
− ∂b

∂y

ψ = g − ∂b

∂x
− ∂c

∂y

(6.1.6)

notasyonları kullanılırsa (6.1.5) formülleri

a
∂h

∂x
+ b

∂h

∂y
= hϕ

b
∂h

∂x
+ c

∂h

∂y
= hψ

(6.1.7)

formuna indirgenir. Bu eşitlikler bilinmeyen h (x, y) fonksiyonuna göre bir kısmi

türevli denklem sistemi olarak düşünülebilir. Kabul edelim ki (6.1.6) fonksiyonları

G bölgesinde özdeş olarak sıfır olmasın. Bu durumda (6.1.7) den

a

�
1

h

∂h

∂x

�
+ b

�
1

h

∂h

∂y

�
= ϕ

b

�
1

h

∂h

∂x

�
+ c

�
1

h

∂h

∂y

�
= ψ

(6.1.8)

denklem sisteminin çözümünün varolabilmesi için gerek ve yeter şart

α (x, y) = ac−b2 9= 0 koşulunun sağlanmasıdır. Buradan (6.1.8) denklem sisteminin
çözümü
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α = ac− b2
β = cϕ− bψ
γ = aψ − bϕ

(6.1.9)

notasyonları altında
1

h

∂h

∂x
=

β

α

1

h

∂h

∂y
=

γ

α

(6.1.10)

olarak elde edilir.

Teorem 6.1.1. (6.1.1) operatörünün potansiyel self-adjoint olabilmesi için gerek ve

yeter koşul
∂

∂x

�γ
α

�
=

∂

∂y

�
β

α

�
(6.1.11)

eşitliğinin sağlanmasıdır.

İspat: (⇒)Kabul edelim ki (6.1.1) operatörü potansiyel self-adjoint olsun. Bu

durumda (6.1.8) denklem sistemininG bölgesinde aşikar olmayan bir h (x, y) çözümü

vardır. (6.1.10) eşitlikleri diferensiyellenirse

∂

∂x

�γ
α

�
=

∂

∂x

�
1

h

∂h

∂y

�
= − 1

h2
∂h

∂x

∂h

∂y
+
1

h

∂2h

∂x∂y

∂

∂y

�
β

α

�
=

∂

∂y

�
1

h

∂h

∂x

�
= − 1

h2
∂h

∂x

∂h

∂y
+
1

h

∂2h

∂x∂y

olup buradan
∂

∂x

�γ
α

�
=

∂

∂y

�
β

α

�
eşitliğinin sağlandığı görülür.

(⇐) Gbölgesinde (6.1.11) koşulu sağlansın. (6.1.10) eşitliklerinden integral alınırsa

lnh (x, y) =

x]
x0

β

α
dx+ c1 (y) (6.1.12)
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lnh (x, y) =

y]
y0

γ

α
dy + c2 (x) (6.1.13)

olarak elde edilir. Burada c1 (y) ve c2 (x) bilinmeyen fonksiyonlardır. c1 (y) yi belir-

lemek için (6.1.12) eşitliği y ye göre türevlenir ve (6.1.11) koşulu uygulanırsa

1

h

∂h

∂y
=

x]
x0

∂

∂y

�
β

α

�
dx+ c

�
1 (y) =

x]
x0

∂

∂x

�γ
α

�
dx+ c

�
1 (y)

=
γ

α
−
�γ
α

����
x=x0

+ c
�
1 (y)

eşitliğine ulaşılır. Burada (6.1.10) daki ikinci eşitlik dikkate alınırsa

c
�
1 (y) =

�γ
α

����
x=x0

olup buradan

c1 (y) =

y]
y0

��γ
α

����
x=x0

�
dy + c3

olarak elde edilir. Benzer şekilde (6.1.13) ifadesi x e göre türevlenip, (6.1.10) ve

(6.1.11) eşitlikleri gözönünde tutulursa

c2 (x) =

x]
x0

%�
β

α

�����
y=y0

&
dx+ c4

olur. Bulunan c1 (y) ve c2 (x) fonksiyonları (6.1.12) ve (6.1.13) de yerine yazılırsa

lnh (x, y) =

x]
x0

β

α
dx+

y]
y0

��γ
α

����
x=x0

�
dy + c3

lnh (x, y) =

y]
y0

γ

α
dy +

x]
x0

%�
β

α

�����
y=y0

&
dx+ c4

olarak bulunur. İkinci denklemden
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h (x, y) = exp

⎧⎨⎩
y]

y0

γ

α
dy +

x]
x0

%�
β

α

�����
y=y0

&
dx+ c4

⎫⎬⎭ (6.1.14)

olduğu görülür. Böylelikle (6.1.10) denklem sisteminin negatif olmayan sıfırdan

farklı bir h (x, y) çözümü elde edilir ki bu da teoremi ispatlar.

Ayrıca (6.1.11) ile verilen potansiyel self-adjointlik koşulu

α
∂γ

∂x
− γ

∂α

∂x
= α

∂β

∂y
− β

∂α

∂y
(6.1.15)

formunda da gösterilebilir.

Sonuç 6.1.1. (6.1.2) eşitliklerinden en az biri sağlanmazsa, yani (6.1.6) fonksiyon-

larından en az biri özdeş olarak sıfır değilse, bu durumda α (x, y) 9= 0 koşulu altında
(6.1.1) operatörü potansiyel self-adjointtir. Eğer (6.1.2) eşitlikleri sağlanırsa, (6.1.6)

fonksiyonlarının her ikisi de özdeş olarak sıfır olur. Ayrıca β ve γ fonksiyonları da

sıfır olacağından (6.1.14) eşitliğinden h (x, y) fonksiyonu sabit olmalıdır. Burada

genelliği bozmadan h (x, y) ≡ 1 olarak alınabilir. O halde, G bölgesinde (6.1.1)

operatörü self-adjoint ise bu durumda Gbölgesinde h (x, y) ≡ 1 olmalıdır.

Tanım 6.1.2. (6.1.14) ile verilen h (x, y) fonksiyonu G bölgesinde “potansiyel self-

adjoint operatörün ağırlık fonksiyonu” olarak adlandırılır. Bu fonksiyon sabit çarpan

farkıyla belirlenir.

h (x, y) ağırlık fonksiyonu, Gbölgesinde tanımlı iki deği̧skenli bütün polinomların

kümesi üzerinde (5.2.8) ile verilen

T (P ) =

]]
G

P (x, y)h (x, y) dxdy

fonksiyonelini tanımlanır. Bu fonksiyonel yardımıyla

(P,Q) = T (PQ) (6.1.16)

formülü, G de tanımlı polinomların uzayı üzerinde bir iç çarpım tanımlar. Kısım 5.2
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de (6.1.1) diferensiyel operatörü ile (5.2.8) fonksiyonelinin uyumluluk koşullarını ele

almı̧stık. Bu koşullar, A1 ve A2 operatörleri

A1 = aD1 + bD2 + dE

A2 = bD1 + cD2 + gE
(6.1.17)

olmak üzere, keyfi cebirsel P (x, y) polinomu için

T (A1P ) = T (A2P ) = 0

olarak verilmi̧sti. Şimdi de potansiyel self-adjoint bir operatör için uyumluluk koşul-

larını ele alalım.

Teorem 6.1.2. (6.1.1) operatörü, parçalı düzgün bir Γ eğrisi tarafından sınırlanan

basit irtibatlı bir G bölgesinde potansiyel self-adjoint ise ve ağırlık fonksiyonu da

h (x, y) ise, (5.2.8) fonksiyonelinin (6.1.1) operatörü ile uyumlu olabilmesi için gerek

ve yeter koşul, herhangi bir P (x, y) polinomu için

]
Γ

h (x, y)P (x, y) (ady − bdx) =
]
Γ

h (x, y)P (x, y) (bdy − cdx) = 0 (6.1.18)

eşitliğinin sağlanmasıdır.

İspat: (⇒)Kabul edelim ki (6.1.1) operatörü (5.2.8) fonksiyoneli ile uyumlu olsun.
Yani,

T (A1P ) = T (A2P ) = 0

eşitlikleri sağlansın. BirG bölgesinde sürekli diferensiyellenebilir herhangi iki fonksiyon

u ve v olmak üzere, Green formülünden]]
G

u
∂v

∂x
dxdy =

]
Γ

uvdy −
]]
G

v
∂u

∂x
dxdy]]

G

u
∂v

∂y
dxdy = −

]
Γ

uvdx−
]]
G

v
∂u

∂y
dxdy

(6.1.19)
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eşitlikleri gerçeklenir. (6.1.17) ve (6.1.19) dan

T (A1P ) =

]]
G

h (x, y)

�
a
∂P

∂x
+ b

∂P

∂y
+ dP

�
dxdy

=

⎛⎝]
Γ

a (x, y)h (x, y)P (x, y) dy −
]]
G

P (x, y)
∂ (ah)

∂x
dxdy

⎞⎠
−
⎛⎝]

Γ

b (x, y)h (x, y)P (x, y) dx+

]]
G

P (x, y)
∂ (bh)

∂y
dxdy

⎞⎠
+

]]
G

d (x, y)h (x, y)P (x, y) dxdy

=

]
Γ

h (x, y)P (x, y) (ady − bdx)

−
]]
G

P (x, y)

�
∂ (ah)

∂x
+

∂ (bh)

∂y
− hd

�
dxdy (6.1.20)

olarak bulunur. Benzer şekilde (6.1.17) ve (6.1.19) dan

T (A2P ) =

]
Γ

h (x, y)P (x, y) (bdy − cdx)

−
]]
G

P (x, y)

�
∂ (bh)

∂x
+

∂ (ch)

∂y
− hg

�
dxdy (6.1.21)

eşitliğinin sağlandığı da kolaylıkla görülür. (6.1.4) koşulları dikkate alınırsa (6.1.20)

ve (6.1.21) in sağ yanındaki çift katlı integraller sıfır olur. O halde hipotezimizden

T (A1P ) =

]
Γ

h (x, y)P (x, y) (ady − bdx) = 0

T (A2P ) =

]
Γ

h (x, y)P (x, y) (bdy − cdx) = 0

elde edilir ki bu da istenilendir.

(⇐) Tersine (6.1.18) eşitliği gerçeklensin. (6.1.20) ve (6.1.21) ifadelerinde (6.1.18)
eşitliği dikkate alınır ve (6.1.1) operatörünün potansiyel self-adjoint olduğu gözönünde
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tutulursa

T (A1P ) = T (A2P ) = 0

elde edilir. Böylece teorem ispatlanmı̧s olur.

6.2 Kabul Edilebilir ve Potansiyel Self-Adjoint Denklemler

Bu kısımda potansiyel self-adjoint ve kabul edilebilir diferensiyel denklemlerin bazı

örneklerini inceleyeceğiz.

1. Bir önceki bölümde verilen genel formda

(x2 − x)uxx + 2xyuxy + (y2 − y) uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy

= n {n− 1 + a1}u (6.2.1)

Appell diferensiyel denklemini ele alalım. Bu denklemin katsayıları

a = x2 − x
b = xy

c = y2 − y
d = a1x+ d00

g = a1y + g00

olmak üzere (6.1.2) eşitliklerinden

∂a

∂x
+

∂b

∂y
= 3x− 1 = d = a1x+ d00

∂b

∂x
+

∂c

∂y
= 3y − 1 = g = a1y + g00

⎫⎪⎬⎪⎭ (6.2.2)

elde edilir. Buradan (6.2.1) Appell denkleminin self-adjoint olabilmesi için

a1 = 3, d00 = g00 = −1 olarak seçilmelidir. Bu durumda (6.2.1) denkleminin ağırlık
fonksiyonu h (x, y) = 1 dir. Kabul edelim ki (6.2.2) koşulları sağlanmasın. Bu du-

rumda verilen denklemin potansiyel self-adjoint olup olmadığını inceleyelim. (6.1.6)

137



formüllerinden

ϕ = d− ∂a

∂x
− ∂b

∂y
= (a1 − 3)x+ (d00 + 1)

ψ = g − ∂b

∂x
− ∂c

∂y
= (a1 − 3) y + (g00 + 1)

olarak yazılabilir. (6.1.9) eşitliklerinden

α = ac− b2 = xy (1− x− y)
β = cϕ− bψ = (d00 + 1) y2 + (2− a1 − g00)xy − (d00 + 1) y
γ = aψ − bϕ = (g00 + 1)x2 + (2− a1 − d00)xy − (g00 + 1)x

olarak bulunur. Buradan

α
∂γ

∂x
− γ

∂α

∂x
= x2y2 (1− a1 − d00 − g00)

α
∂β

∂y
− β

∂α

∂y
= x2y2 (1− a1 − d00 − g00)

olup

α
∂γ

∂x
− γ

∂α

∂x
= α

∂β

∂y
− β

∂α

∂y

eşitliğinin sağlandığı görülür. Böylelikle (6.1.15) potansiyel self-adjointlik koşulu

gerçeklendiğinden; a1, d00 ve g00 parametrelerinin keyfi değerleri için (6.2.1) denk-

lemi, potansiyel self-adjoint bir denklemdir.

2. (5.4.25) ile verilen

x2uxx + 2xyuxy +
�
y2 − y�uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u

denklemini ele alalım. Bu denklemin katsayıları

a = x2

b = xy

c = y2 − y
d = a1x+ d00

g = a1y + g00
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olup

ϕ = d− ∂a

∂x
− ∂b

∂y
= (a1 − 3)x+ d00

ψ = g − ∂b

∂x
− ∂c

∂y
= (a1 − 3) y + (g00 + 1)

(6.2.3)

olarak bulunur. Burada ϕ ve ψ fonksiyonları özdeş olarak sıfırsa, yani a1 = 3,

d00 = 0 ve g00 = −1 sağlanırsa (5.4.25) denklemi self-adjoint olur. Şimdi de (6.2.3)
fonksiyonlarının özdeş olarak sıfır olmadığı durumu ele alalım. (6.1.9) eşitliklerinden

α = ac− b2 = −x2y
β = cϕ− bψ = (2− a1 − g00)xy + d00y2 − d00y
γ = aψ − bϕ = (g00 + 1)x2 − d00xy

olup

α
∂γ

∂x
− γ

∂α

∂x
= −x2y2d00

α
∂β

∂y
− β

∂α

∂y
= −x2y2d00

elde edilir. Buradan

α
∂γ

∂x
− γ

∂α

∂x
= α

∂β

∂y
− β

∂α

∂y

eşitliği sağlandığından (6.1.15) potansiyel self-adjointlik koşulu gerçeklenir. Dolayısıyla

a1, d00 ve g00 parametrelerinin keyfi değerleri için (5.4.25) denklemi, potansiyel self-

adjoint bir denklemdir.

3. (5.4.33) ile verilen

�
x2 + y

�
uxx + 2xyuxy + y

2uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u

denklemi için (6.1.6) fonksiyonları

ϕ = d− ∂a

∂x
− ∂b

∂y
= (a1 − 3)x+ d00

ψ = g − ∂b

∂x
− ∂c

∂y
= (a1 − 3) y + g00
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olup a1 = 3 ve d00 = g00 = 0 koşulları altında bu denklem self-adjoint bir denklem

olur. (6.1.9) eşitliklerinden

α = ac− b2 = y3
β = cϕ− bψ = y (d00y − g00x)
γ = aψ − bϕ = (a1 − 3) y2 + g00x2 + g00y − d00xy

olmak üzere buradan

α
∂γ

∂x
− γ

∂α

∂x
= α

∂β

∂y
− β

∂α

∂y
= y3 (2g00x− d00y)

(6.1.15) eşitliği sağlanır. O halde a1, d00 ve g00 parametrelerinin keyfi değerleri için,

(5.4.33) denklemi potansiyel self-adjoint bir denklemdir.

4. (5.4.43) ile verilen

�
x2 − 1�uxx+2xyuxy+�y2 − 1�uyy+(a1x+ d00) ux+(a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u
denklemini ele alalım. (6.1.6) dan

ϕ = d− ∂a

∂x
− ∂b

∂y
= (a1 − 3)x+ d00

ψ = g − ∂b

∂x
− ∂c

∂y
= (a1 − 3) y + g00

olarak elde edilir. a1 = 3 ve d00 = g00 = 0 koşulları altında ϕ ve ψ fonksiyonları

özdeş olarak sıfır olacağından (5.4.43) denklemi self-adjoint olur. (6.1.9) dan

α = ac− b2 = 1− x2 − y2
β = cϕ− bψ = d00y2 − g00xy − (a1 − 3)x− d00
γ = aψ − bϕ = g00x2 − d00xy − (a1 − 3) y − g00

olduğundan

α
∂γ

∂x
− γ

∂α

∂x
= d00y

3 − d00x2y − 2g00xy2 − 2 (a1 − 3)xy − d00y
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α
∂β

∂y
− β

∂α

∂y
= g00x

3 − 2d00x2y − g00xy2 − 2 (a1 − 3)xy − g00x

sağlanır. Elde edilen son iki eşitlik kıyaslanırsa, (6.1.15) potansiyel self-adjointlik

koşulunun gerçeklenmesi için d00 = g00 = 0 olmalıdır. Bu koşullar altında keyfi a1

parametresi için, verilen denklem potansiyel self-adjoint olmuş olur.

5. (5.4.44) ile verilen

−xuxx − yuyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = na1u

denklemi için (6.1.6) fonksiyonları

ϕ = a1x+ d00 + 1

ψ = a1y + g00 + 1
(6.2.4)

olarak bulunur. (5.2.2) koşulundan a1 9= 0 olacağından (6.2.4) fonksiyonları özdeş
olarak sıfır olamaz. Dolayısıyla (5.4.44) denklemi self-adjoint değildir. Diğer yandan

(6.1.9) eşitliklerinden

α = xy

β = −a1xy − d00y − y
γ = −a1xy − g00x− x

olup

α
∂γ

∂x
− γ

∂α

∂x
≡ α

∂β

∂y
− β

∂α

∂y
≡ 0

ifadesi sağlanır. Böylelikle (6.1.15) potansiyel self-adjointlik koşulu gerçeklenmi̧s

olup a1, g00 ve d00 parametrelerinin keyfi seçimi için (5.4.44) denklemi potansiyel

self-adjoint bir denklem olur.

6. (5.4.45) denkleminin özel bir hali olan

−xuxx − uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = na1u (6.2.5)
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denklemini ele alalım. Bu denklem için (6.1.6) fonksiyonları

ϕ = a1x+ d00 + 1

ψ = a1y + g00

olmak üzere, a1 9= 0 olduğundan bu fonksiyonlar özdeş olarak sıfır olamaz. Dolayısıyla
(6.2.5) denklemi self-adjoint değildir. Diğer taraftan denklemin potansiyel self-

adjoint olup olmadığını kontrol edelim. (6.1.9) eşitliklerinden

α = x

β = −a1x− d00 − 1
γ = −a1xy − g00x

olup

α
∂γ

∂x
− γ

∂α

∂x
≡ α

∂β

∂y
− β

∂α

∂y
≡ 0

eşitliği gerçeklenir. Böylelikle a1, g00 ve d00 parametrelerinin keyfi seçimi için (6.2.5)

denkleminin potansiyel self-adjoint bir denklem olduğu gösterilmi̧s olur.

7. (5.4.46) ile verilen

−uxx − uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = na1u

denklemi için (6.1.6) fonksiyonları

ϕ = a1x+ d00

ψ = a1y + g00

olarak elde edilir. (5.2.2) koşulundan a1 9= 0 olduğundan bu fonksiyonlar özdeş

olarak sıfır olamaz. O halde (5.4.46) denklemi self-adjoint değildir. Diğer yandan

(6.1.9) ifadelerinden

α = 1

β = −a1x− d00
γ = −a1y − g00
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olup a1, g00 ve d00 parametrelerinin keyfi seçimi için

α
∂γ

∂x
− γ

∂α

∂x
≡ α

∂β

∂y
− β

∂α

∂y
≡ 0

sağlanır. Böylelikle self-adjoint olmayan (5.4.46) denkleminin; keyfi a1, d00 ve g00

parametreleri için potansiyel self-adjoint olduğu görülür.

6.3 Bir Bölgedeki Ortogonal Polinomlar İçin Rodrigues Formülü

Bu kısımda kabul edilebilir ve potansiyel self-adjoint denklemlerin çözümleri olan

iki deği̧skenli ortogonal polinomlar için Rodrigues formülünün bir analoğu ele alı-

nacaktır. Basit irtibatlı bir G bölgesinde (6.1.1) operatörünün kabul edilebilir ve

potansiyel self-adjoint olduğunu kabul edelim. Bu durumda G bölgesinde bu ope-

ratörün bir h (x, y) ağırlık fonksiyonu vardır. Kabul edelim ki (6.1.1) operatörünün

a, b ve c katsayıları

a = d1d2 , b = d1b1c1 , c = c1c2 (6.3.1)

formunda olsun. d1 = c1 = 1 durumunda genel durum elde edilebileceğinden bu

gösterim uygundur. (6.1.1) operatöründe (6.3.1) eşitlikleri dikkate alınırsa, (6.1.9)

eşitlikleri

α0 = d2c2 − d1b21c1 = α/d1c1

β0 = ϕc2 − ψd1b1 = β/c1

γ0 = d2ψ − b1c1ϕ = γ/d1

(6.3.2)

formunda yazılır. Yine kolaylık açısından

p = α0d1

q = α0c1
(6.3.3)

notasyonlarını kullanalım. (6.3.2) eşitliklerinden

α = d1c1α0

β = c1β0

γ = d1γ0

(6.3.4)
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olarak yazılabilir. (6.3.3) ve (6.3.4) notasyonları yardımıyla (6.1.10) eşitlikleri

1

h

∂h

∂x
=

β0
p

(6.3.5)

1

h

∂h

∂y
=

γ0
q

(6.3.6)

olarak elde edilir. E birim operatör olmak üzere

ψ1 = pD1 + (D1p+ β0)E

ψ2 = qD2 + (D2q + γ0)E

φ1 = D1 +
β0
p
E (6.3.7)

φ2 = D2 +
γ0
q
E (6.3.8)

yardımcı operatörlerini ele alalım. Burada ψ1 ve ψ2 operatörleri her zaman poli-

nomu polinoma dönüştürür. Eğer β0 polinomu p polinomu ile, γ0 polinomu da q

polinomu ile tam bölünebilirse bu durumda φ1 ve φ2 operatörleri de polinomu poli-

noma dönüştürür. Buradan herhangi bir R polinomu için

ψ1R = pD1R+ (D1p+ β0)R = D1 (pR) + β0R

ψ2R = qD2R+ (D2q + γ0)R = D2 (qR) + γ0R

eşitlikleri sağlanır. Benzer şekilde, (6.3.5) ve (6.3.6) eşitliklerinin dikkate alınmasıyla

φ1R = D1R+
β0
p
R = D1R+

R

h
D1h =

1

h
D1 (hR) (6.3.9)

φ2R = D2R+
γ0
q
R = D2R+

R

h
D2h =

1

h
D2 (hR)

gerçeklenir. Gbölgesinde tanımlı iki deği̧skenli bütün polinomların kümesi üzerinde

tanımlanan (5.2.8) ile verilen

T (P ) =

]]
G

P (x, y)h (x, y) dxdy

fonksiyonelini ele alalım ve bu fonksiyonelin (6.1.1) operatörü ile uyumlu olduğunu
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kabul edelim. O taktirde

A1 = aD1 + bD2 + dE

A2 = bD1 + cD2 + gE

operatörleri için keyfi P (x, y) polinomu

T (A1P ) = T (A2P ) = 0

koşulunu sağlar. Burada yukarıda tanımlanan fonksiyonel ve operatörlerin yardımıyla

aşağıdaki lemmaların gerçeklendiği kolaylıkla gösterilebilir.

Lemma 6.3.1. (5.2.8) fonksiyoneli ile (6.1.1) operatörü uyumlu ise herhangi bir R

polinomu için

T (ψ1R) = T (ψ2R) = 0 (6.3.10)

koşulları gerçeklenir.

Lemma 6.3.2. Herhangi bir R polinomu için

φ1 (pR) = ψ1R (6.3.11)

φ2 (qR) = ψ2R (6.3.12)

eşitlikleri sağlanır.

Lemma 6.3.3. Keyfi bir R polinomu ve k doğal sayısı için

xφk1R = φk−11 [xφ1R− (k − 1)R] (6.3.13)

yφk2R = φk−12 [yφ2R− (k − 1)R] (6.3.14)

eşitlikleri geçerlidir.
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Lemma 6.3.4. Bir S (x, y) polinomu

D2
1S = 0

koşulunu gerçeklerse, herhangi bir Q (x, y) polinomu ve bir k sayısı için

Sφ1ψ1
�
pkQ

�
= ψ1

�
pk−1Q1

�
(6.3.15)

eşitliği sağlanacak şekilde bir Q1 (x, y) polinomu bulunabilir. Benzer şekilde S (x, y)

polinomu

D2
2S = 0

koşulunu sağlarsa

Sφ2ψ2
�
qkQ

�
= ψ2

�
qk−1Q2

�
olacak şekilde bir Q2 (x, y) polinomu vardır.

Lemma 6.3.5. (6.1.1) operatörü potansiyel self-adjoint ise φ1 ve φ2 operatörleri

deği̧sme özelliğine sahiptir.

Bu lemmaların sonucu olarak aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 6.3.1. (6.1.1) operatörü potansiyel self-adjoint ise ve

D1c1 = D2d1 = 0 (6.3.16)

koşulları sağlanıyorsa

Qnm (x, y) =
1

h
Dn
1D

m
2 (hp

nqm) (6.3.17)

ifadesi x ve y deği̧skenlerine göre bir polinom tanımlar.

İspat: (6.3.9) da R = pnqm olarak alınırsa

D1 (hp
nqm) = hφ1 (p

nqm)
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olur. Bu eşitliğin her iki yanı x e göre diferensiyellenip, (6.3.5) ve (6.3.7) eşitlikleri

kullanılırsa

D2
1 (hp

nqm) = hD1φ1 (p
nqm) + (D1h)φ1 (p

nqm)

= h

�
D1φ1 (p

nqm) +
β0
p
φ1 (p

nqm)

�
= hφ1 (φ1 (p

nqm))

= hφ21 (p
nqm)

olarak bulunur. Elde edilen son eşitliğe tekrar D1 operatörü uygulanıp benzer i̧slem-

ler yapılırsa

D3
1 (hp

nqm) = hφ31 (p
nqm)

elde edilir. Bu i̧slem (n− 3) kez daha tekrarlanırsa

Dn
1 (hp

nqm) = hφn1 (p
nqm)

eşitliğine ulaşılır. Şimdi de elde edilen bu son eşitlik y ye göre diferensiyellenip,

(6.3.6) ve (6.3.8) eşitliklerinden yararlanılırsa

D2D
n
1 (hp

nqm) = D2 [hφ
n
1 (p

nqm)]

= hD2φ
n
1 (p

nqm) + (D2h)φ
n
1 (p

nqm)

= h

�
D2φ

n
1 (p

nqm) +
γ0
q
φn1 (p

nqm)

�
= hφ2 (φ

n
1 (p

nqm))

olarak bulunur. Benzer şekilde (m− 1) kez daha D2 operatörü uygulanırsa

Dm
2 D

n
1 (hp

nqm) = hφm2 φ
n
1 (p

nqm)

elde edilir. Bu eşitlik (6.3.17) ifadesi ile kıyaslandığında

Qnm (x, y) = φm2 φ
n
1 (p

nqm) (6.3.18)
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eşitliğine ulaşılır. Şimdi de bu fonksiyonun bir polinom olduğunu gösterelim. Her-

hangi bir R polinomu için (6.3.7) eşitliğinden

φ1
�
pkqsR

�
= D1

�
pkqsR

�
+

β0
p
pkqsR

= pk−1qs
�
kRD1p+Rs

�
p

q
D1q

�
+ pD1R+ β0R

�
(6.3.19)

olarak yazılabilir. Diğer yandan (6.3.3) ve (6.3.16) dan

p

q
D1q = α0d1

1

α0c1
(α0D1c1 + c1D1α0) = d1D1α0

gerçeklenir. Bu ifade (6.3.19) un sağ yanında dikkate alınırsa, köşeli parantezin

içinin bir polinom olduğu kolaylıkla görülür. Burada R1 (x, y) bir polinom olmak

üzere, (6.3.19) eşitliği

φ1
�
pkqsR

�
= pk−1qsR1 (x, y) (6.3.20)

formunda yazılabilir. Benzer i̧slemler (6.3.8) operatörüne uygulanırsa, R2 (x, y) bir

polinom olmak üzere

φ2
�
pkqsR

�
= pkqs−1R2 (x, y) (6.3.21)

eşitliği sağlanır. Elde edilen bu son iki eşitlikten

φ1φ2
�
pkqsR

�
= φ1

�
pkqs−1R2

�
= pk−1qs−1R3 (x, y) (6.3.22)

olarak bulunur. Lemma 6.3.5 den yararlanılarak, (6.3.22) eşitliğinin her iki yanına

(6.3.20) formülü (n− 1) kez, (6.3.21) formülü de (m− 1) kez uygulanırsa

φn1φ
m
2

�
pkqsR

�
= pk−nqs−mRnm (x, y)

eşitliğine ulaşılır. Burada k = n, s = m ve R = 1 alınırsa

φn1φ
m
2 (p

nqm) = Rnm (x, y)

olarak bulunur. Böylelikle (6.3.18) fonksiyonunun bir polinom olduğu gösterilmi̧s
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olur. Bu ise teoremi ispatlar.

Tanım 6.3.1. (6.3.17) ile verilen

Qnm (x, y) =
1

h
Dn
1D

m
2 (hp

nqm)

formülü, (6.1.1) potansiyel self-adjoint operatörünün “Rodrigues formülü” olarak

adlandırılır (Engelis 1974).

Teorem 6.3.2. Teorem 6.3.1 in hipotezleri altında, (5.2.8) fonksiyonelinin (6.1.1)

operatörü ile uyumlu olması durumunda, (6.3.17) Rodrigues formülü ile tanımlanan

Qnm (x, y) polinomu, düşük dereceli her polinoma ortogonal olur. Yani k+s < n+m

koşulu altında

T
�
xkysQnm (x, y)

�
=

]]
G

h (x, y)xkysQnm (x, y) dxdy = 0 (6.3.23)

eşitliği sağlanır.

İspat: Kabul edelim ki k < n olsun ve k + s < n+m koşulu sağlansın.

P = xkysQnm (x, y)

polinomunu ele alalım. Bu polinom (6.3.18) ve (6.3.21) eşitlikleri yardımıyla

P = xkysφn1φ
m
2 (p

nqm)

= xkφn1 [y
sφm2 (p

nqm)]

= xkφn1 [y
spnU (x, y)]

= xkφn1 [p
nV (x, y)] (6.3.24)

formunda yazılabilir. (6.3.11) eşitliği dikkate alınırsa (6.3.24) ifadesi

P = xkφn1 (p
nV ) = xkφn−11 ψ1

�
pn−1V

�
(6.3.25)

149



formuna indirgenir. Elde edilen bu son eşitlik (6.3.13) eşitliği yardımıyla

P = xk−1φn−21

�
xφ1ψ1

�
pn−1V

�− (n− 2)ψ1 �pn−1V �� (6.3.26)

olarak yazılabilir. Diğer yandan S = xdurumunda (6.3.15) formülü

xφ1ψ1
�
pn−1V

�
= ψ1

�
pn−2V1

�
şeklinde elde edilir. Bu eşitlik (6.3.26) da gözönünde tutulursa

P = xk−1φn−21 ψ1
�
pn−2V2

�
(6.3.27)

olarak bulunur. Bu eşitlik (6.3.25) ile kıyaslandığında; φ1 operatörünün derecesinin,

x in kuvvetinin ve p nin derecesinin bir azaldığı kolaylıkla görülür. Ayrıca V (x, y)

polinomu yerine de V2 (x, y) polinomu gelmi̧stir. (6.3.27) eşitliğine bu dönüşümler

(k − 1) kez daha uygulanırsa

P = φn−k−11 ψ1
�
pn−k−1Vk+1

�
(6.3.28)

eşitliğine ulaşılır. S = 1 durumunda (6.3.15) formülü (6.3.28) eşitliğine (n− k − 1)
kez uygulanırsa

P = ψ1 (VN) (6.3.29)

olarak elde edilir. Burada VN (x, y) bir polinomdur. (6.3.29) polinomu (6.3.23) de

yerine yazılır ve (6.3.10) eşitliği dikkate alınırsa

T
�
xkysQnm (x, y)

�
= T (P ) = T (ψ1VN) = 0

elde edilir. Böylece k < n için (6.3.23) eşitliği ispatlanmı̧s olur. Benzer şekilde

s < m için de bu eşitliğin sağlandığı kolaylıkla gösterilebilir.
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6.4 Ağırlık Fonksiyonunun ve Rodrigues Formülünün Bazı Örnekleri

Bu bölümde Kısım 6.2 de düşünülen kabul edilebilir ve potansiyel self-adjoint denk-

lemler için ağırlık fonksiyonları ve ortogonallik bölgeleri elde edilecek, (6.1.1) opera-

törünün (5.2.8) lineer fonksiyoneli ile uyumluluk koşulları sağlatılacak ve Rodrigues

formülleri ele alınacaktır. (6.1.18) den, (6.1.1) operatörünün (5.2.8) fonksiyoneli ile

uyumluluk koşulları

]
Γ

P (x, y)h (x, y) (ady − bdx) = 0 (6.4.1)

]
Γ

P (x, y)h (x, y) (bdy − cdx) = 0 (6.4.2)

formundadır. Γ eğrisi üzerinde

h (x, y) (ady − bdx) ≡ 0 (6.4.3)

h (x, y) (bdy − cdx) ≡ 0 (6.4.4)

özdeşlikleri sağlanırsa, yani

hady ≡ hbdx ≡ hbdy ≡ hcdx ≡ 0 (6.4.5)

gerçeklenirse, o taktirde (6.4.1) ve (6.4.2) koşulları sağlanır. Şimdi de bu durumları

aşağıdaki örneklerde inceleyelim.

1. (6.2.1) ile verilen

�
x2 − x�uxx+2xyuxy+�y2 − y�uyy+(a1x+ d00)ux+(a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u
Appell diferensiyel denklemini ele alalım. Bu denklem için α,β ve γ polinomları

α = ac− b2 = xy (1− x− y)
β = cϕ− bψ = (d00 + 1) (y2 − y) + (2− a1 − g00)xy
γ = aψ − bϕ = (g00 + 1) (x2 − x) + (2− a1 − d00)xy
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olmak üzere, denklemin potansiyel self-adjoint olması için

α = ac− b2 9= 0 (6.4.6)

koşulu sağlanmalıdır. Bu koşul altında

G = {(x, y) : x > 0, y > 0, x+ y < 1}

bölgesi alınabilir. (6.1.14) formülü yardımıyla Appell denkleminin ağırlık fonksiyonu

hesaplanırsa

h (x, y) = exp

⎧⎨⎩
y]
1

γ

α
dy +

x]
1

%�
β

α

�����
y=1

&
dx+ c4

⎫⎬⎭
= x−d00−1y−g00−1 (1− x− y)a1+d00+g00−1 c5

olarak bulunur. Burada c5 = 1, d00 = −α, g00 = −β ve a1 = γ + 1 şeklinde alınırsa

h (x, y) = xα−1yβ−1 (1− x− y)γ−α−β (6.4.7)

klasik Appell ağırlık fonksiyonu elde edilir. G bölgesinde bu fonksiyonun ağırlık

fonksiyonu olabilmesi için

α > 0, β > 0, γ > α+ β − 1

sağlanmalıdır. Şimdi de G de tanımlı polinomlar kümesi üzerinde h (x, y) ağırlık

fonksiyonu yardımıyla tanımlanan lineer fonksiyonel ile Appell diferensiyel operatörü

için (6.4.1) ve (6.4.2)uyumluluk koşullarının sağlanıp sağlanmadığını kontrol edelim.

Appell denkleminde

a = x (x− 1)
b = xy (6.4.8)

c = y (y − 1)
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olmak üzere, G bölgesinin sınırı olan

Γ : x = 0, y = 0, x+ y = 1

eğrisi üzerinde

h (x, y) (ady − bdx) ≡ 0

h (x, y) (bdy − cdx) ≡ 0

gerçeklenir. O halde Appell denklemi için (6.4.1) ve (6.4.2)uyumluluk koşulları

sağlanır. Dolayısıyla Teorem 5.2.1 den Appell denkleminin farklı λn ve λm özdeğerlerine

kaŗsılık gelen polinom çözümleri ortogonaldir. Şimdi de Appell polinomları için Rod-

rigues formülünü elde edelim. Genel durumda bu formül Kısım 6.3 de

a = d1d2 , b = d1b1c1 , c = c1c2

D1c1 = D2d1 = 0

koşulları altında ele alınmı̧stı. Burada (6.4.8) formüllerinden

d1 = x, b1 = 1, c1 = y

olarak elde edilir. (6.3.2) ve (6.3.3) eşitliklerinden

p = α0d1 =
αd1
d1c1

= x (1− x− y)

q = α0c1 =
αc1
d1c1

= y (1− x− y)

sağlanır. Böylelikle (6.2.1) ile verilen Appell diferensiyel denkleminin genel Rod-

rigues formülü, (6.3.17) eşitliği yardımıyla

Qnm (x, y) =
1

h
Dn
1D

m
2

�
hxnym (1− x− y)n+m� (6.4.9)

olarak elde edilir. 4. bölümde, (6.4.9) formülünün bir katı olarak verilen Rodrigues
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formülü yardımıyla, Appell polinomlarının ortogonalliği ve sağladığı diferensiyel

denklem bulunmuştu. Bu kısımda ise diferensiyel denklem yardımıyla Rodrigues

formülü elde edilmi̧stir.

2. (5.4.25) ile verilen

x2uxx + 2xyuxy +
�
y2 − y�uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u

denkleminin parametrelerin keyfi değerleri için potansiyel self-adjoint olduğu gösteril-

mi̧sti. Bu denklem için α, β ve γ polinomları

α = ac− b2 = −x2y
β = cϕ− bψ = (2− a1 − g00)xy + d00 (y2 − y)
γ = aψ − bϕ = (g00 + 1)x2 − d00xy

olmak üzere, denklemin potansiyel self-adjoint olması için

α = ac− b2 9= 0

koşulu sağlanmalıdır. Buradan

α = −x2y > 0

koşulu altında

G = {(x, y) : y < 0}

yarı düzlemi bulunur. (6.1.14) formülü yardımıyla (5.4.25)denkleminin ağırlık fonksiyo-

nu hesaplanırsa

h (x, y) = exp

⎧⎨⎩
y]
1

γ

α
dy +

x]
1

%�
β

α

�����
y=1

&
dx+ c4

⎫⎬⎭
= c5 x

a1+g00−2 (−y)−g00−1 exp
�
d00 (y − 1)

x

�
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formunda elde edilir. Burada c5 = 1 olarak alınırsa

h (x, y) = xa1+g00−2 (−y)−g00−1 exp
�
d00 (y − 1)

x

�
(6.4.10)

eşitliğine ulaşılır. Bu fonksiyon G bölgesinde bir ağırlık fonksiyonu değildir. Fakat

(5.4.25) denklemi için (6.4.1) ve (6.4.2)uyumluluk koşulları sağlanır. Şimdi de bunun

gerçeklendiğini gösterelim. (5.4.25) denkleminde

a = x2

b = xy (6.4.11)

c = y (y − 1)

olmak üzere, g00 < 0durumunda G bölgesinin sınırı olan y = 0doğrusu üzerinde

h (x, y) (ady − bdx) ≡ 0

h (x, y) (bdy − cdx) ≡ 0

koşulları sağlanır. O halde verilen denklem için (6.4.1) ve (6.4.2)uyumluluk koşulları

gerçeklenir. Şimdi de (5.4.25) denklemi için Rodrigues formülünü elde edelim. Kısım

6.3 de

a = d1d2 , b = d1b1c1 , c = c1c2

D1c1 = D2d1 = 0

olarak alınmı̧stı. (6.4.11) formüllerinden

d1 = x, b1 = 1, c1 = y , α0 = −x
p = α0d1 = −x2 , q = α0c1 = −xy

şeklinde elde edilir. Buradan (6.3.17) eşitliği yardımıyla verilen denklemin Rodrigues

formülü

Qnm (x, y) =
1

h
Dn
1D

m
2

�
h
�−x2�n (−xy)m� (6.4.12)
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olarak bulunur.

3. (5.4.43) ile verilen

�
x2 − 1�uxx+2xyuxy+�y2 − 1�uyy+(a1x+ d00) ux+(a1y + g00)uy = n {n− 1 + a1}u
denkleminin d00 = g00 = 0 koşulları altında potansiyel self-adjoint olduğunu göster-

mi̧stik. Bu durumda potansiyel self-adjoint denklem

�
x2 − 1�uxx + 2xyuxy + �y2 − 1�uyy + a1 (xux + yuy) = n {n− 1 + a1}u

formunda olur. Bu denklem için α, β ve γ polinomları

α = ac− b2 = 1− x2 − y2
β = cϕ− bψ = (3− a1)x
γ = aψ − bϕ = (3− a1) y

olmak üzere, denklemin potansiyel self-adjoint olması için

α = ac− b2 9= 0

koşulu sağlanmalıdır. Buradan ortogonallik bölgesi

G =
�
(x, y) : x2 + y2 < 1

�
olarak alınabilir. (6.1.14) formülü yardımıyla (5.4.43)denkleminin ağırlık fonksiyonu

h (x, y) = exp

⎧⎨⎩
y]
0

γ

α
dy +

x]
0

%�
β

α

�����
y=0

&
dx+ c4

⎫⎬⎭
=

�
1− x2 − y2�(a1 − 3)2

olarak bulunur. Bu fonksiyonun G bölgesinde bir ağırlık fonksiyonu olabilmesi için
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a1 > 1koşulu sağlanmalıdır. (5.4.43) denklemi için

a = x2 − 1
b = xy (6.4.13)

c = y2 − 1

olmak üzere,

x2 + y2 = 1

birim çemberi üzerinde (6.4.1) ve (6.4.2) uyumluluk koşulları gerçeklenir. Dolayısıyla

Teorem 5.2.1 den verilen denklemin farklı λn ve λm özdeğerlerine kaŗsılık gelen poli-

nom çözümleri de ortogonaldir. Şimdi de bu denklem için Rodrigues formülünü

bulalım. (6.3.1) eşitliklerinden

d1 = 1 , b1 = xy , c1 = 1

α0 = α = 1− x2 − y2 , p = q = 1− x2 − y2

elde edilir. Buradan (5.4.43)denkleminin Rodrigues formülü, (6.3.17) eşitliği yardımıyla

Qnm (x, y) =
1

h
Dn
1D

m
2

k
h
�
1− x2 − y2�n+ml (6.4.14)

olarak bulunur.

4. (5.4.44) ile verilen

−xuxx − yuyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = na1u

denklemi için α, β ve γ fonksiyonları

α = xy

β = −a1xy − d00y − y
γ = −a1xy − g00x− x
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olup ortogonallik bölgesi

G = {(x, y) : x > 0 , y > 0}

olarak alınabilir. (6.1.14) formülünden verilen denkleminin ağırlık fonksiyonu, c4 = 1

koşulu altında

h (x, y) = exp

⎧⎨⎩
y]
1

γ

α
dy +

x]
1

%�
β

α

�����
y=1

&
dx+ c4

⎫⎬⎭
= x−d00−1y−g00−1e−a1(x+y) (6.4.15)

olarak elde edilir. Bu fonksiyonun G bölgesinde bir ağırlık fonksiyonu olabilmesi için

a1 > 0, d00 < 0 ve g00 < 0koşulları sağlanmalıdır. (5.4.44) denklemi için

a = −x
b = 0

c = −y

olmak üzere, G bölgesinin sınırı üzerinde

h (x, y) (ady − bdx) ≡ 0

h (x, y) (bdy − cdx) ≡ 0

uyumluluk koşulları gerçeklenir. (6.3.1) eşitliklerinden

d1 = c1 = 1, b1 = 0 , p = q = xy

elde edilir. O halde (5.4.44)denkleminin Rodrigues formülü (6.3.17) eşitliği yardımıyla

Qnm (x, y) =
1

h
Dn
1D

m
2

�
h (xy)n+m

�
(6.4.16)

olarak bulunur. G bölgesinde (6.4.15) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan

(6.4.16) polinomları, (3.1.14) ile verilen Laguerre-Laguerre polinomlarının bir genelleme-
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sidir.

5. (5.4.45) denkleminin özel bir hali olan

−xuxx − uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = na1u

denklemini ele alalım. Bu denklem için α,β ve γ polinomları

α = x

β = −a1x− d00 − 1
γ = −a1xy − g00x

olup denklemin potansiyel self-adjoint olması için

α = ac− b2 9= 0

koşulu sağlanmalıdır. Buradan ortogonallik bölgesi

G = {(x, y) : x > 0}

sağ yarı düzlemi olarak bulunur. (6.1.14) formülü yardımıyla bu denklemin ağırlık

fonksiyonu, c4 = 1 koşulu altında

h (x, y) = exp

⎧⎨⎩
y]
0

γ

α
dy +

x]
1

%�
β

α

�����
y=0

&
dx+ c4

⎫⎬⎭
= x−d00−1 exp

�
−a1y

2

2
− g00y − a1x

�
(6.4.17)

olarak elde edilir. Bu fonksiyonun G bölgesinde bir ağırlık fonksiyonu olabilmesi için

a1 > 0 ve d00 < 0 koşulları sağlanmalıdır. Verilen denklem için

a = −x
b = 0

c = −1
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olmak üzere, d00 < 0 koşulu altında G bölgesinin sınırı olan x = 0 doğrusu üzerinde

(6.4.1) ve (6.4.2)uyumluluk koşulları sağlanır. O halde Teorem 5.2.1 den verilen

denklemin farklı λn ve λm özdeğerlerine kaŗsılık gelen polinom çözümleri ortogo-

naldir. Şimdi de bu denklemi sağlayan polinom çözümler için Rodrigues formülünü

elde edelim. (6.3.1) eşitliklerinden

d1 = 1 , b1 = 0 , c1 = 1

α0 = α = x , p = q = x

alınabilir. Buradan (6.3.17) formülü yardımıyla, verilendenklemin Rodrigues for-

mülü

Qnm (x, y) =
1

h
Dn
1D

m
2

�
hxn+m

�
(6.4.18)

olarak bulunur. (6.4.17) eşitliğinde

−d00 − 1 = α, a1 = 1 , g00 = 0

alınırsa, G bölgesinde ortogonal olan (3.1.17) ile verilen Hermite-Laguerre polinom-

larının ağırlık fonksiyonu elde edilir. G bölgesinde (6.4.17) ağırlık fonksiyonuna göre

ortogonal olan (6.4.18) polinomları, Hermite-Laguerre polinomlarının bir genelleme-

sidir.

6. (5.4.46) ile verilen

−uxx − uyy + (a1x+ d00)ux + (a1y + g00)uy = na1u

denklemi için α, β ve γ polinomları

α = 1

β = −a1x− d00
γ = −a1y − g00
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olmak üzere, her x ve y için

α = 1 > 0

olduğundan ortogonallik bölgesi düzlemin tamamıdır. (6.1.14) formülünden budenklemin

ağırlık fonksiyonu

h (x, y) = exp

⎧⎨⎩
y]
1

γ

α
dy +

x]
1

%�
β

α

�����
y=1

&
dx+ c4

⎫⎬⎭
= exp

�
−a1 (x

2 + y2)

2
− d00x− g00y

�
(6.4.19)

olarak elde edilir. Bu fonksiyonun ortogonallik bölgesinde bir ağırlık fonksiyonu

olabilmesi için a1 > 0 sağlanmalıdır. (5.4.46) denkleminde

a = −1
b = 0

c = −1

olmak üzere

d1 = c1 = 1, b1 = 0

p = q = α = 1

olup verilen denklemin Rodrigues formülü (6.3.17) eşitliği yardımıyla

Qnm (x, y) =
1

h
Dn
1D

m
2 h (6.4.20)

olarak bulunur. (6.4.19) da a1 = 1, d00 = g00 = 0 alınırsa, Hermite-Hermite poli-

nomlarının ağırlık fonksiyonu elde edilir. (6.4.20) polinomları Hermite-Hermite poli-

nomlarının bir genellemesidir.
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7. ÇOK DEĞİŞKENLİ ORTOGONAL POLİNOMLAR

7.1 Çok Deği̧skenli Polinomlar ve Kabul Edilebilir Kısmi Diferensiyel

Denklemler

Tanım 7.1.1. N0 negatif olmayan tamsayıların kümesi olmak üzere bir multi-index

α = (α1, ...,αs) ∈ Ns0 olsun. α ∈ Ns0 ve x = (x1, ..., xs) için x1, ..., xs deği̧skenlerinin
bir monomiali

xα = xα11 ...x
αs
s

çarpımı olup s deği̧skenli bir P (x)polinomu, bumonomiallerin bir lineer kombinasyo-

nu olarak

P (x) =
[
α

cαx
α (7.1.1)

formundadır. Burada cα = cα1,...,αs katsayıları bir k cisminin elemanlarıdır. Ayrıca

|α| = (α1 + ...+ αs) sayısı xα nın toplam derecesi olmak üzere, bu polinomda içerilen

monomiallerin en yüksek derecesi polinomun derecesini belirler. (7.1.1) formundaki

s deği̧skenli bütün cebirsel polinomların kümesini
Ts ile gösterelim.

Tanım 7.1.2. Ω ⊂ Rs olsun. Ts de tanımlanan (, ) iç çarpımı altında P (x) ∈ Ts

polinomu düşük dereceli her polinoma ortogonal ise P ye “ortogonal polinom” adı

verilir. Yani

(P,Q) = 0 , ∀Q ∈
s\
, derQ < derP

sağlanır. Ω ⊂ Rs de bir ağırlık fonksiyonu ρ (x) olmak üzere, P (x) , Q (x) ∈Ts için

(P,Q) =

]
Ω

P (x)Q (x) ρ (x) dx = 0 , derQ < derP

koşulu gerçeklenirse, P (x) ve Q (x) polinomları ρ (x) ağırlık fonksiyonuna göre or-

togonaldir denir. Burada dx diferensiyeli dx = dx1...dxs formundadır.
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Tanım 7.1.3. Aij (x) ve Bi (x) ler Ω ⊂ Rs de tanımlı polinomlar olmak üzere,

L [u] =
s[

i,j=1

Aij (x)
∂2u

∂xi∂xj
+

s[
i=1

Bi (x)
∂u

∂xi
= λu (7.1.2)

x = (x1, ..., xs) , Aij (x) = Aji (x) , 1 ≤ i, j ≤ s

formunda ikinci basamaktan kısmi diferensiyel denklemini ele alalım. Aşağıdaki

koşullar sağlanacak şekilde

λ0,λ1, ...,λn, ...

reel sayılarının bir dizisi varsa, (7.1.2) denklemine “Kabul Edilebilir Kısmi Diferen-

siyel Denklem” adı verilir.

i. Her bir n için

L [u] = λnu

denklemi; x1, ..., xs deği̧skenlerine göre
�
n+s−1
n

�
tane n-yinci dereceden lineer bağımsız

polinom çözümlere sahip olmalıdır.

ii. Derecesi n den küçük olan polinom çözümlerinin kümesinde aşikar olmayan

çözümler yoktur.

Teorem 7.1.1. (7.1.2) denkleminin kabul edilebilir bir denklem olması için gerek

ve yeter koşul,

(i) λ0 = 0 , λm 9= λn (m 9= n)

(ii) Aij (x) = axixj +
sS
k=1

dijk xk + fij , Bi (x) = gxi + hi

(iii) λn = n (g + a (n− 1))

eşitliklerinin sağlanmasıdır (Lee et al. 2004).

İspat: (⇒) (7.1.2) denklemi kabul edilebilir bir denklem olsun. (7.1.2) denklemi

kabul edilebilir olduğundan, λ = λ0 için sıfırdan farklı u = k (k sabit) çözümüne
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sahiptir. Bu çözüm (7.1.2) denklemini sağlayacağından

λ0k = 0

elde edilir. Burada k 9= 0 olduğundan λ0 = 0 olmak zorundadır. Diğer yandan

λm 9= λn (m 9= n)

ifadesinin sağlandığını göstermek için

λm = λn , m > n

olduğunu kabul edelim. Bu durumda

L [u] = λmu

gerçeklenir. m > n olduğundan Tanım 7.1.3 den dolayı u (x) ≡ 0 olmalıdır. Bu da
λ = λn için denklemin n-yinci dereceden polinom çözümlere sahip olmasıyla çeli̧sir.

Dolayısıyla

λm 9= λn , m 9= n

elde edilir ki bu ise (i) yi ispatlar. Şimdi de (ii) ve (iii) nin gerçeklendiğini göstere-

lim. (7.1.2) denklemindeki Aij (x) polinomunda dereceleri 2 den büyük olan terim-

lerin toplamını iAij (x) ile Bi (x) polinomunda dereceleri 1 den büyük olan terimlerin
toplamını da iBi (x) ile gösterelim. Teorem 5.1.1 in ispatında kabul edilebilir bir

denklemin, (5.1.10) eşitliği ile verilen n-yinci dereceden monik polinom çözümlere

sahip olduğu gösterilmi̧sti. Buradan (7.1.2) kabul edilebilir denkleminin de n-yinci

dereceden

u (x1, ..., xs) = x
α1
1 ...x

αs
s + Pn−1 (x1, ..., xs) , n = |α| = (α1 + ...+ αs) (7.1.3)

monik polinom çözümlerine sahip olduğu kolaylıkla gösterilebilir. Burada Pn−1 poli-

nomu en fazla (n− 1)-inci derecedendir. (7.1.3) polinomu (7.1.2) denkleminde yerine
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yazılır ve derecesi n den büyük olan terimler dikkate alınırsa

s[
i,j=1

iAij (x) ∂2 (xα11 ...xαss )
∂xi∂xj

+
s[
i=1

iBi (x) ∂ (xα11 ...xαss )
∂xi

≡ 0 (7.1.4)

sağlanır. Bu eşitlik α1 + ... + αs = n olacak şekilde keyfi n,α1, ...,αs sayıları için

gerçeklenir. n = 1 durumunda u = xi (i = 1, 2, ..., s)monomialleri (7.1.4) denklemini

sağlayacağından iBi (x) ≡ 0 , i = 1, 2, ..., s

olmalıdır. n = 2 için u = xixj (i, j = 1, 2, ..., s) monomialleri (7.1.4) de dikkate

alınırsa iAij (x) ≡ 0 , i, j = 1, 2, ..., s

elde edilir. Buradan görülür ki (7.1.2) denklemi kabul edilebilir bir denklem ise

Aij (x) polinomunun derecesi 2 yi, Bi (x) polinomunun derecesi de 1 i aşamaz. O

halde bu polinomlar

Aij (x) =
sS

k,p=1

aijkpxkxp +
sS
k=1

dijk xk + fij

Bi (x) =
sS
k=1

gikxk + hi

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (7.1.5)

formundadır. Bu katsayılar (7.1.2) denkleminde gözönünde tutulup n-yinci derece-

den monomialler kıyaslanırsa

s[
i,j=1

#
s[

k,p=1

aijkpxkxp

$
∂2u

∂xi∂xj
+

s[
i=1

#
s[
k=1

gikxk

$
∂u

∂xi
= λnu (7.1.6)

elde edilir. (7.1.3) polinomları (7.1.2) denkleminin çözümleri olduğundan

u (x) = xα11 ...x
αs
s monomiali de (7.1.6) denklemini gerçekler. Yani

s[
i,j=1

#
s[

k,p=1

aijkpxkxp

$
∂2 (xα11 ...x

αs
s )

∂xi∂xj
+

s[
i=1

#
s[
k=1

gikxk

$
∂ (xα11 ...x

αs
s )

∂xi

= λn (x
α1
1 ...x

αs
s ) (7.1.7)
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sağlanır. Şimdi de {xni } i = 1, 2, ..., s monomialleri için bu durumu uygulayalım.

α1 = n için xn1 monomiali (7.1.7) denklemini gerçekleyeceğinden

λn = n
�
g11 + (n− 1) a1111

�
(7.1.8)

a11kp + a
11
pk ≡ 0 , (k, p) 9= (1, 1)
a11rr = 0 , r 9= 1
g1t = 0 , t 9= 1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (7.1.9)

eşitlikleri elde edilir. α2 = n için xn2 monomiali (7.1.7) denkleminde yerine yazılırsa

λn = n
�
g22 + (n− 1) a2222

�
(7.1.10)

a22kp + a
22
pk ≡ 0 , (k, p) 9= (2, 2)
a22rr = 0 , r 9= 2
g2t = 0 , t 9= 2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (7.1.11)

ifadeleri gerçeklenir. Benzer şekilde xns monomiali için (7.1.7) eşitliği sağlanacağın-

dan

λn = n [g
s
s + (n− 1) assss] (7.1.12)

asskp + a
ss
pk ≡ 0 , (k, p) 9= (s, s)
assrr = 0 , r 9= s
gst = 0 , t 9= s

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (7.1.13)

olarak bulunur. (7.1.8) , (7.1.10) ve (7.1.12) eşitliklerinden

g11 = g22 = · · · = gss
a1111 = a2222 = · · · = assss

olmalıdır. Burada

g = g11 = g
2
2 = · · · = gss

a = a1111 = a
22
22 = · · · = assss
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olarak alınırsa

λn = n [g + (n− 1) a]

elde edilir. Böylelikle (iii) gösterilmi̧s olur. n = 2 durumu için u (x) = xlxm

monomiali (7.1.7) de yerine yazılırsa

almlm + a
lm
ml = a

almvp + a
lm
pv = 0 , (v, p) 9= (l,m)

⎫⎬⎭ (7.1.14)

olarak bulunur. (7.1.9) , (7.1.11) , (7.1.13) ve (7.1.14) eşitlikleri (7.1.5) de dikkate

alınırsa, Aij (x) ve Bi (x) katsayıları

Aij (x) = axixj +
sS
k=1

dijk xk + fij

Bi (x) = gxi + hi

⎫⎪⎬⎪⎭
formuna indirgenir. Bu ise (ii) nin sağlandığını gösterir.

(⇐) Teorem 5.1.2 nin ispatına benzer şekilde bu teoremin yeter koşulu da kolaylıkla
gösterilebilir.

7.2 Potansiyel Self-Adjoint Denklemler

İki deği̧skenli ikinci basamaktan (6.1.1) operatörüne uygulanan i̧slemler, bu kısımda

s deği̧skenli ikinci basamaktan kısmi diferensiyel operatörler için yapılacaktır.

L =
s[

i,j=1

Aij (x)
∂2

∂xi∂xj
+

s[
i=1

Bi (x)
∂

∂xi
(7.2.1)

operatörünü ele alalım. Burada i, j = 1, 2, ..., s için Aij (x) =Aji (x) olup Ω ⊂ Rs de
Aij (x) , Bi (x) ∈ C2 (Ω) sağlanır. Buradan

vLu = u

%
s[

i,j=1

∂2

∂xi∂xj
(Aijv)−

s[
i=1

∂

∂xi
(Biv)

&

+
s[
i=1

∂

∂xi

%
v

s[
j=1

Aij
∂u

∂xj
− u

s[
j=1

∂

∂xj
(Aijv) +Biuv

&
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= uL∗v +
s[
i=1

∂

∂xi

%
v

s[
j=1

Aij
∂u

∂xj
− u

s[
j=1

∂

∂xj
(Aijv) +Biuv

&

olarak yazılabilir. (7.2.1) operatörüne ili̧skin Lagrange özdeşliği

vLu− uL∗v =
s[
i=1

∂

∂xi

%
v

s[
j=1

Aij
∂u

∂xj
− u

s[
j=1

∂

∂xj
(Aijv) +Biuv

&

olarak elde edilir. L∗ , L nin adjoint operatörü olup

L∗v =
s[

i,j=1

∂2

∂xi∂xj
(Aijv)−

s[
i=1

∂

∂xi
(Biv)

=
s[

i,j=1

Aij (x)
∂2v

∂xi∂xj
+

s[
i,j=1

�
∂Aij
∂xj

∂v

∂xi
+

∂Aij
∂xi

∂v

∂xj

�
−

s[
i=1

Bi (x)
∂v

∂xi

+v

%
s[

i,j=1

∂2Aij
∂xi∂xj

−
s[
i=1

∂Bi
∂xi

&

şeklinde bulunur. (7.2.1) operatörünün self-adjoint olabilmesi için L = L∗ olmalıdır.

Buradan görülmektedir ki, (7.2.1) operatörünün self-adjoint olabilmesi için gerek ve

yeter şart
s[
j=1

∂Aij
∂xj

= Bi ; i = 1, 2, ..., s (7.2.2)

koşulunun sağlanmasıdır.

Tanım 7.2.1.

hLu =
s[

i,j=1

hAij (x)
∂2u

∂xi∂xj
+

s[
i=1

hBi (x)
∂u

∂xi
(7.2.3)

operatörünü ele alalım. (7.2.3) operatörü self-adjoint olacak şekilde Ω bölgesinde po-

zitif ve ikinci basamaktan sürekli türevlenebilir bir h (x) fonksiyonu bulunabiliyorsa,

(7.2.1) operatörüne Ω bölgesinde “ Potansiyel Self-Adjoint Operatör” adı verilir.

(7.2.3) operatörünün self-adjointlik koşulları (7.2.2) formülünden

s[
j=1

∂ (hAij)

∂xj
= hBi (x) ; i = 1, 2, ..., s (7.2.4)
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formundadır.

Bi (x) = Bi (x) −
s[
j=1

∂Aij
∂xj

gösterimi altında (7.2.4) ifadesi

hBi (x) =
s[
j=1

Aij
∂h

∂xj
; i = 1, 2, ..., s

şeklini alır. Burada eşitliğin her iki yanı h ile bölünürse

Bi (x) =
s[
j=1

Aij

�
1

h

∂h

∂xj

�
; i = 1, 2, ..., s

ifadesine varılır. Bu eşitlik açık olarak yazılırsa,

B1 (x) = A11

�
1

h

∂h

∂x1

�
+A12

�
1

h

∂h

∂x2

�
+ ...+A1s

�
1

h

∂h

∂xs

�
B2 (x) = A21

�
1

h

∂h

∂x1

�
+A22

�
1

h

∂h

∂x2

�
+ ...+A2s

�
1

h

∂h

∂xs

�
(7.2.5)

...

Bs (x) = As1

�
1

h

∂h

∂x1

�
+As2

�
1

h

∂h

∂x2

�
+ ...+Ass

�
1

h

∂h

∂xs

�

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayılar determinantı ∆ 9= 0
olsun. Bu determinantta i-yinci kolon yerine Bi kolon vektörünün konulmasıyla elde

edilen determinant da ∆xi ile gösterilsin. Bu durumda (7.2.5) denklem sisteminin

çözümü
1

h

∂h

∂xi
=

∆xi
∆

; i = 1, 2, ..., s (7.2.6)

olarak bulunur.

Teorem 7.2.1. (7.2.1) operatörünün potansiyel self-adjoint olabilmesi için gerek ve

yeter koşul, farklı i ve j indisleri için

∂

∂xj

�
∆xi
∆

�
=

∂

∂xi

�
∆xj
∆

�
(7.2.7)

eşitliğinin sağlanmasıdır (Lyskova 1991).
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İspat: (⇒)Kabul edelim ki (7.2.1) operatörü potansiyel self-adjoint olsun. Bu

durumda (7.2.5) denklem sisteminin Ω bölgesinde aşikar olmayan bir h (x) çözümü

vardır. (7.2.6) eşitliği i 9= j için xj ye göre diferensiyellenirse

∂

∂xj

�
∆xi
∆

�
=

∂

∂xj

�
1

h

∂h

∂xi

�
= − 1

h2
∂h

∂xj

∂h

∂xi
+
1

h

∂2h

∂xi∂xj

elde edilir. Benzer şekilde

1

h

∂h

∂xj
=

∆xj
∆

, j = 1, 2, ..., s

eşitliği i 9= j için xi ye göre diferensiyellenirse

∂

∂xi

�
∆xj
∆

�
=

∂

∂xi

�
1

h

∂h

∂xj

�
= − 1

h2
∂h

∂xi

∂h

∂xj
+
1

h

∂2h

∂xj∂xi

olarak bulunur. Böylelikle

∂

∂xj

�
∆xi
∆

�
=

∂

∂xi

�
∆xj
∆

�
, i 9= j

eşitliğinin sağlandığı görülür.

(⇐) Ωbölgesinde (7.2.7) koşulu sağlansın. i = 1, 2, ..., s için (7.2.6) eşitliklerinden
integral alınırsa

lnh (x) =

xi]
ai

∆xi
∆
dxi + ci (x1, x2, ..., xi−1, xi+1, ..., xs) (7.2.8)

eşitliği elde edilir. Burada ci ( i = 1, 2, ..., s) ler bilinmeyen fonksiyonlardır. ci leri

belirlemek için (7.2.8) eşitliği i 9= j için xj ye göre türevlenir ve (7.2.7) koşulu uygu-
lanırsa

1

h

∂h

∂xj
=

xi]
ai

∂

∂xj

�
∆xi
∆

�
dxi +

∂ci
∂xj
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=

xi]
ai

∂

∂xi

�
∆xj
∆

�
dxi +

∂ci
∂xj

=
∆xj
∆
−
�
∆xj
∆

�����
xi=ai

+
∂ci
∂xj

olarak bulunur. Burada (7.2.6) eşitliği dikkate alınırsa

∂ci
∂xj

=

�
∆xj
∆

�����
xi=ai

(7.2.9)

olup

ci (x1, x2, ..., xi−1, xi+1, ..., xs) =

xj]
aj

�
∆xj
∆

�����
xi=ai

dxj

+di (x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xj−1, xj+1, ..., xs)

elde edilir. Bu eşitlik (7.2.8) de gözönünde tutulursa

lnh (x) =

xi]
ai

∆xi
∆
dxi +

xj]
aj

�
∆xj
∆

�����
xi=ai

dxj +

+di (x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xj−1, xj+1, ..., xs) (7.2.10)

olarak bulunur. Benzer şekilde, (7.2.10) eşitliği xk (i, j 9= k) ya göre diferensiyel-
lenip (7.2.6) ve (7.2.7) ifadeleri dikkate alınırsa ve devamında tekrar benzer i̧slemler

uygulanırsa, di fonksiyonları

di =

xk]
ak

�
∆xk
∆

�����xi=ai
xj=aj

dxk + ...+

xm]
am

�
∆xm
∆

����� xi=ai
xj=aj
...

xm−1=am−1

dxm + c

olarak elde edilir. Burada c keyfi sabittir. di fonksiyonu (7.2.10) da yerine yazılırsa,

farklı i, j, k, ...,m indisleri için
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h (x) = exp

⎧⎪⎨⎪⎩
xi]
ai

∆xi
∆
dxi +

xj]
aj

�
∆xj
∆

�����
xi=ai

dxj +

xk]
ak

�
∆xk
∆

�����xi=ai
xj=aj

dxk

+...+

xm]
am

�
∆xm
∆

����� xi=ai
xj=aj
...

xm−1=am−1

dxm + c

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (7.2.11)

eşitliğine ulaşılır. Böylelikle (7.2.6) denklem sisteminin negatif olmayan sıfırdan

farklı bir h (x) çözümü elde edilir ki bu da teoremi ispatlar.

Tanım 7.2.2. (7.2.11) ile verilen h (x) fonksiyonu, Ω bölgesinde “potansiyel self-

adjoint operatörün ağırlık fonksiyonu” olarak adlandırılır. Bu fonksiyon sabit çarpan

farkıyla tektir.

7.3 s-Deği̧skenli İkinci Basamaktan Kabul Edilebilir Kısmi Diferensiyel

Denklemlere İli̧skin Özfonksiyonların Ortogonalliği

Ortogonallik teoremini vermeden önce teoremin ispatında kullanacağımız Divergens

Teoremini hatırlatalım.

Teorem 7.3.1.(Divergens Teoremi) Rs de sınırlı bir bölge Ω ve onun sınırı ∂Ω

olsun. V1, ..., Vs bileşenleri Ω nın içinde ve sınırı üzerinde türevlenebilir fonksiyonlar

olan her V vektör alanı için

]
Ω

(∇.V ) dx =
]
∂Ω

#
s[
i=1

Viυi

$
dσ (7.3.1)

eşitliği geçerlidir. Burada dx = dx1...dxs, Ω da hacim elemanını, dσ ise ∂Ω sınır

yüzeyi üzerinde yüzey alanı elemanını göstermekte olup υ = (υ1, ..., υs) , ∂Ω ya dik

“birim dı̧s normal vektörü” ifade etmektedir. Ayrıca ∇ nabla operatörü
∇ =

�
∂

∂x1
, ...,

∂

∂xs

�
olarak gösterilir. (7.3.1) eşitliği “Divergens Teoremi” olarak

bilinir.

172



(7.2.3) ile tanımlı

hLu =
s[

i,j=1

hAij (x)
∂2u

∂xi∂xj
+

s[
i=1

hBi (x)
∂u

∂xi

operatörünü ele alalım. Bu operatöre ili̧skin Lagrange özdeşliği

hvLu− huL∗v =
s[
i=1

∂

∂xi

%
hv

s[
j=1

Aij
∂u

∂xj
− u

s[
j=1

∂

∂xj
(hvAij) +Bihuv

&
(7.3.2)

olarak bulunur.

Pi (x) = hv
s[
j=1

Aij
∂u

∂xj
− u

s[
j=1

∂

∂xj
(hvAij) +Bihuv (7.3.3)

gösterimi kullanılırsa (7.3.2) eşitliği

hvLu− huL∗v =
s[
i=1

∂

∂xi
Pi (x) (7.3.4)

formuna indirgenir. (7.3.4) eşitliği Ω bölgesinde integrallenirse

]
Ω

(hvLu− huL∗v) dx =
]
Ω

#
s[
i=1

∂

∂xi
Pi (x)

$
dx =

]
Ω

(∇.P ) dx

olup bu eşitliğin sağ yanında P = (P1 (x) , ..., Ps (x)) vektör alanı için Divergens

Teoremi uygulanırsa

]
Ω

(hvLu− huL∗v) dx =
]
∂Ω

#
s[
i=1

Piυi

$
dσ (7.3.5)

elde edilir. (7.2.3) operatörünün self-adjoint olduğu kabul edilirse, bu durumda

(7.3.5) eşitliği ]
Ω

h (vLu− uLv) dx =
]
∂Ω

#
s[
i=1

Piυi

$
dσ (7.3.6)

formuna indirgenir. (7.3.3) eşitliği düzenlenirse ve (7.2.4) self-adjointlik koşulu kul-
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lanılırsa

Pi (x) = hv
s[
j=1

Aij
∂u

∂xj
− hu

s[
j=1

Aij
∂v

∂xj

olarak bulunur. Bu eşitlik (7.3.6) da dikkate alınırsa

]
Ω

h (vLu− uLv) dx =
]
∂Ω

(vDn [u]− uDn [v]) dσ

elde edilir. Burada

Dn =
s[

i,k=1

hAik cos (n, xk) .
∂

∂xi

olup n, ∂Ω ya dik birim dı̧s normal vektördür. Eğer ∂Ω sınırı üzerinde

]
∂Ω

(vDn [u]− uDn [v]) dσ = 0 (7.3.7)

ifadesi gerçeklenirse ]
Ω

h (vLu− uLv) dx = 0

olur. Burada u (x) ve v (x) polinomları, (7.1.2) kabul edilebilir kısmi diferensiyel

denkleminin farklı λn ve λm özdeğerlerine kaŗsılık gelen özfonksiyonları iseler bu-

radan

(λn − λm)

]
Ω

h (x)u (x) v (x) dx = 0

olup ]
Ω

h (x)u (x) v (x) dx = 0

gerçeklenir. O halde aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 7.3.2. (7.2.1) operatörü potansiyel self-adjoint ise ve ∂Ω sınırı üzerinde

(7.3.7) koşulu gerçeklenirse, (7.1.2) denkleminin farklı λ özdeğerlerine kaŗsılık gelen

polinom çözümleri Ω bölgesinde h (x) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olurlar.
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7.4 Çok Deği̧skenli Ortogonal Polinomları Bazı Örnekleri

Bu bölümde kabul edilebilir ve potansiyel self-adjoint bazı denklemlere ili̧skin ortogo-

nal polinom çözümler ele alınacaktır.

1. Klasik Ortogonal Polinomların Farklı Çarpımları

Teorem 7.4.1. {Qni (xi)} i = 1, ..., s polinomları, hi (xi) ağırlık fonksiyonuna göre
(ai, bi) aralığında ortonormal polinomlar olsunlar. Yani

bi]
ai

hi (xi)Qni (xi)Qmi
(xi) dxi = δni,mi

(7.4.1)

koşulunu sağlasınlar. Bu durumda

Ω = {x = (x1, ..., xs) : ai < xi < bi , i = 1, 2, ..., s}

ve

h (x) = h1 (x1)h2 (x2) ...hs (xs)

olmak üzere

fn (x) = fn1,...,ns (x) = Qn1 (x1) ...Qns (xs)

polinomları Ω bölgesinde h (x) ağırlık fonksiyonuna göre ortonormal bir sistem teşkil

eder (Lyskova 1991).

İspat: (7.4.1) koşulu kullanılırsa,

U
Ω

h (x) fn (x) fm (x) dx

=

]
Ω

h (x) fn1,...,ns (x) fm1,...,ms (x) dx

=

]
Ω

[h1 (x1)h2 (x2) ...hs (xs)] [Qn1 (x1) ...Qns (xs)] [Qm1 (x1) ...Qms (xs)] dx
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=

b1]
a1

h1 (x1)Qn1 (x1)Qm1 (x1) dx1...

bs]
as

hs (xs)Qns (xs)Qms (xs) dxs

= δn1,m1 ...δns,ms

=

⎧⎨⎩ 1 , (n1, ..., ns) = (m1, ...,ms)

0 , (n1, ..., ns) 9= (m1, ...,ms)

elde edilir ki bu da ispatı tamamlar. Şimdi de bu durumun önemli bazı örneklerini

gösterelim.

i.

fn1,...,ns (x) = L
α
n (x) = L

α1
n1
(x1) ...L

αs
ns (xs) (7.4.2)

Laguerre polinomları

Ω = {x = (x1, ..., xs) : xi > 0 , i = 1, 2, ..., s}

bölgesinde

h (x) = xα11 ...x
αs
s e

−(x1+...+xs) ; αi > −1 , i = 1, 2, ..., s

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal bir sistem oluşturur. Bölüm 3.1 deki iki deği̧skenli

Laguerre-Laguerre klasik çarpımının sağladığı kısmi diferensiyel denkleme benzer

şekilde (7.4.2) polinomunun da

−
s[
j=1

xj
∂2u

∂x2j
+

s[
j=1

(xj − αj − 1) ∂u

∂xj
= nu

denklemini sağladığı kolaylıkla gösterilebilir. Bu denklem Teorem 7.1.1 in koşullarını

gerçeklediğinden kabul edilebilir bir denklem olup λn = n için
�
n+s−1
n

�
tane n-yinci

dereceden lineer bağımsız polinom çözüme sahiptir.

ii.

fn1,...,ns (x) = Hn (x) = Hn1 (x1) ...Hns (xs) (7.4.3)
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Hermite polinomları

Ω = {x = (x1, ..., xs) : −∞ < xi <∞ , i = 1, 2, ..., s}

bölgesinde

h (x) = exp
�−x21 − ...− x2s�

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal bir sistem teşkil eder. Bölüm 3.1 deki iki deği̧skenli

Hermite-Hermite klasik çarpımının sağladığı (3.1.10) denklemine benzer şekilde (7.4.3)

polinomları da

−
s[
j=1

∂2u

∂x2j
+ 2

s[
j=1

xj
∂u

∂xj
= 2nu

denklemini gerçekler. Yine bu denklem de kabul edilebilir bir denklem olup λn = 2n

için
�
n+s−1
n

�
tane n-yinci dereceden lineer bağımsız polinom çözüme sahiptir.

2. Çok Deği̧skenli Appell Polinomları

s[
i=1

(x2i − xi)
∂2u

∂x2i
+

s[
i,j=1
i�=j

xixj
∂2u

∂xi∂xj
+

s[
i=1

((γ + s+ 1) xi − (αi + 1)) ∂u
∂xi

= n {(n− 1) + γ + s+ 1}u (7.4.4)

denklemini sağlayan Appell polinomları

Ω =

+
x = (x1, ..., xs) : xi > 0 ,

s[
i=1

xi < 1

,

simpleksinde

h (x) = xα11 ...x
αs
s (1− x1 − ...− xs)

γ−
s[
i=1

αi

; αi > −1 , γ −
s[
i=1

αi > −1 (7.4.5)

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir (Lyskova 1991). Teorem 7.1.1. in koşullarını

sağlayan (7.4.4) denklemi kabul edilebilir ve potansiyel self-adjoint bir denklemdir.

Ayrıca (7.4.5) ağırlık fonksiyonunun da (7.2.4) denklem sistemini gerçeklediği ko-
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laylıkla gösterilebilir.

3. Küresel Bir Bölgede Ortogonal Polinomlar

s[
i=1

�
x2i − 1

� ∂2u
∂x2i

+
s[

i,j=1
i�=j

xixj
∂2u

∂xi∂xj
+

s[
i=1

gxi
∂u

∂xi
= n {(n− 1) + g}u (7.4.6)

denklemini sağlayan polinom çözümler

Ω =

+
x = (x1, ..., xs) :

s[
i=1

x2i < 1

,

bölgesinde

h (x) =
�
1− x21 − ...− x2s

�g − s− 1
2 , g > s− 1 (7.4.7)

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir (Lyskova 1991). (7.4.6) denklemi kabul edilebilir

ve potansiyel self-adjoint bir denklem olup h (x) ağırlık fonksiyonu da (7.2.4) denk-

lem sistemini gerçekler.
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8. HARMONİK POLİNOMLARIN ORTOGONALLİĞİ

Bu bölümde harmonik polinomların ortogonalliği incelenecektir. İlk olarak iki ve üç

boyutlu uzayda Laplace denkleminin polinom çözümleri elde edilecek ve bu çözüm-

lerin ortogonalliği gösterilecek, daha sonra da n−boyutlu uzayda harmonik polinom-
ların ortogonalliği üzerinde durulacaktır.

8.1 Harmonik Polinomlar

∆u =
∂2u

∂x21
+ ...+

∂2u

∂x2n
= 0 (8.1.1)

Laplace denkleminin çözümleri harmonik fonksiyonlardır. Burada önce bu denk-

lemin polinom çözümleri incelenecek, sonra da bu polinom çözümlerin ortogonalliği

hakkında bilgiler verilecektir.

Tanım 8.1.1. (8.1.1) denklemini sağlayan m-yinci dereceden homogen bir Hm (x)

polinomu “harmonik polinom” olarak adlandırılır.

Bu polinomlar, verilen bir yuvarın içinde Laplace denklemini ve sınırı üzerinde de

verilen sınır değerini sağlayan harmonik fonksiyonlar bulmada yararlı olmaktadırlar.

Özellikle birim yarıçaplı kürede bu tip fonksiyonların belirlenmesi önemlidir. Örnek

olarak n = 2 durumunda bu polinomları inceleyelim.

x, y ∈ R olmak üzere z = x + iy kompleks deği̧skeni kullanılarak harmonik fonksi-
yonlar belirlenebilir. Örneğin, n bir doğal sayı olmak üzere

zn = (x+ iy)n ve zn = (x− iy)n

fonksiyonları harmonik polinomlar olup

∆u = uxx + uyy = 0

Laplace denklemini sağlarlar.
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x2 + y2 = 1 çemberi üzerinde verilen bir sınır değerini sağlayan harmonik fonksi-

yonları bulurken, (x+ iy)n ve (x− iy)n polinomları yerine bunların kutupsal koor-
dinatlardaki ifadelerini kullanmak bize kolaylık sağlar. Buradan

x = r cos θ

y = r sin θ

dönüşümü ile tanımlanan (r, θ) kutupsal koordinatları kullanılırsa,

zn = rneinθ = rn cosnθ + irn sinnθ

zn = rne−inθ = rn cosnθ − irn sinnθ

olarak elde edilir. Bu kompleks değerli fonksiyonlar harmonik olduğundan bunların

reel ve sanal kısımları da (8.1.1) denklemini sağlar. Yani,

rn cosnθ =
1

2
(zn + zn) =

1

2
((x+ iy)n + (x− iy)n)

rn sinnθ =
1

2i
(zn − zn) = 1

2i
((x+ iy)n − (x− iy)n)

polinomları n-yinci dereceden homogen harmonik polinomlardır.

r < 1 için

v (r, θ) =
1

2π

2π]
0

f (φ)
1− r2

1− 2r cos (θ − φ) + r2
dφ (8.1.2)

eşitliği ile verilen Poisson integrali,

lim
r→1

v (r, θ) = f (θ) (8.1.3)

koşulunu sağlayan harmonik bir fonksiyon olup, birim dairede Dirichlet probleminin

çözümünü verir. Dirichlet problemi, birim dairede harmonik olan ve dairenin sınırı

üzerinde sürekli bir f fonksiyonuna eşit olan bir v (r, θ) fonksiyonunun bulunması

problemidir. Burada
1− r2

1− 2r cos (θ − φ) + r2
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ifadesi Poisson çekirdeği olarak bilinir ve

1− r2
1− 2r cos (θ − φ) + r2

= 1 + 2
∞[
n=1

cosn (θ − φ) rn (8.1.4)

eşitliğinin gerçeklendiği aşağıdaki şekilde gösterilebilir.

1 + 2
∞[
n=1

cosn (θ − φ) rn = 1 +
∞[
n=1

�
rnein(θ−φ) + rne−in(θ−φ)

�
= 1 +

∞[
n=1

�
rei(θ−φ)

�n
+

∞[
n=1

�
re−i(θ−φ)

�n
= 1 + rei(θ−φ)

∞[
n=0

�
rei(θ−φ)

�n
+ re−i(θ−φ)

∞[
n=0

�
re−i(θ−φ)

�n
= 1 +

rei(θ−φ)

1− rei(θ−φ) +
re−i(θ−φ)

1− re−i(θ−φ)
=

1− r2
1− 2r cos (θ − φ) + r2

Buradan görülmektedir ki, Poisson çekirdeği harmonik polinomların sonsuz toplamı

olarak yazılabilmektedir. O halde harmonik polinomlar yardımıyla, birim dairede

Laplace denklemini sağlayan ve dairenin sınırı üzerinde de verilen sınır koşulunu

gerçekleyen harmonik fonksiyonlar bulunabilmektedir. Gerçekten (8.1.2) ile tanımlı

v(r, θ) fonksiyonu harmonik bir fonksiyondur. Şimdi de bunun gerçeklendiğini

gösterelim. İki boyutlu uzayda Laplace denkleminin dik koordinatlardaki ifadesi,

∆u = uxx + uyy = 0

dır. 0 ≤ θ ≤ 2π ve 0 ≤ r < ∞ olmak üzere x = r cos θ, y = r sin θ dönüşümü ile

(r, θ) kutupsal koordinatlarına geçilirse, Laplace denklemi

∆u = urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = 0 (8.1.5)

formuna indirgenir. (8.1.4) deki toplam (8.1.2) eşitliğinde gözönünde tutulur ve
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gerekli türevler alınırsa (8.1.5) ifadesi,

∆v = vrr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ

=
1

π

2π]
0

#
f (φ)

∞[
n=1

�
n− n+ n2 − n2� rn−2 cosn (θ − φ)

$
dφ = 0

şeklini alır. Buradan (8.1.2) Poisson integralinin Laplace denklemini sağladığı görülür.

Diğer yandan (8.1.3) sınır koşulunun da gerçeklendiğini gösterelim. f sürekli ve 2π

periyotlu bir fonksiyon olup f nin [0, 2π] aralığındaki Fourier açılımı,

f (φ) =
a0
2
+

∞[
n=1

(an cosnφ+ bn sinnφ)

formundadır. Burada Fourier katsayıları,

an =
1

π

2π]
0

f (φ) cosnφdφ ; n = 0, 1, ...

bn =
1

π

2π]
0

f (φ) sinnφdφ ; n = 1, 2, ...

şeklindedir. (8.1.2) ve (8.1.4) eşitliklerinden dolayı

v (r, θ) =
a0
2
+

∞[
n=1

(an cosnθ + bn sinnθ) r
n

olup

lim
r→1

v (r, θ) = f (θ)

sınır koşulunun sağlandığı kolaylıkla görülür. (Andrews et al. 1999).

8.2 İki Boyutlu Uzayda Harmonik Polinomların Ortogonalliği

Bir önceki kısımda iki boyutlu Laplace denkleminin kutupsal koordinatlardaki ifadesi,

∆u = urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = 0
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olarak elde edilmi̧sti. Bu denklemin,

u (r, θ) = R (r)T (θ) (8.2.1)

şeklinde deği̧skenlerine ayrılabilir bir çözümü aranırsa,

r2R
��
(r) + rR

�
(r)− cR (r) = 0 (8.2.2)

T
��
(θ) + cT (θ) = 0 (8.2.3)

denklemleri elde edilir. n negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere c = n2 olarak

alınırsa (8.2.2) ve (8.2.3)denklemlerinin çözümleri sırasıyla,

R (r) = Arn (8.2.4)

T (θ) = c1 cosnθ + c2 sinnθ (8.2.5)

olarak elde edilir. Buradan (8.2.1) deği̧skenlerine ayrılabilir çözümü,

u (r, θ) = A1r
n cosnθ +A2r

n sinnθ (8.2.6)

formunda bulunur. Burada A1 ve A2 keyfi sabitlerdir ve n negatif olmayan bir tam-

sayıdır. rn cosnθ ve rn sinnθ, n -yinci dereceden homogen harmonik polinomlardır.

Bu polinomlar lineer bağımsız olup iki boyutlu Laplace denklemini sağlayan har-

monik polinomlar uzayı için bir baz oluştururlar. n-yinci dereceden iki deği̧skenli

tüm harmonik polinomlar, bu homogen harmonik polinomların lineer kombinasyonu

olarak yazılabilmektedir. Ayrıca iki deği̧skenli Laplace denklemini sağlayan farklı

dereceden homogen harmonik polinomlar ortogonaldir. Yani,

D = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ a , 0 ≤ θ ≤ 2π}

ile tanımlı dairede, homogen harmonik polinomlar
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un = r
n

⎧⎨⎩ cosnθ

sinnθ

⎫⎬⎭
olmak üzere

(un, um) =

]
D

unumds = 0 , m 9= n

eşitliği gerçeklenir. Açık olarak,

]
D

unumds =

]
D

(rn cosnθ) (rm cosmθ) ds = 0 , m 9= n
]
D

unumds =

]
D

(rn sinnθ) (rm sinmθ) ds = 0 , m 9= n
]
D

unumds =

]
D

(rn sinnθ) (rm cosmθ) ds = 0 ; her m,n için

sağlanır ( Andrews et al. 1999 ).

8.3 Üç Boyutlu Uzayda Harmonik Polinomların Ortogonalliği

u = u (x, y, z) fonksiyonu x, y, z deği̧skenlerine göre ikinci basamaktan sürekli kısmi

türevlere sahip bir fonksiyon olsun. Üç boyutlu uzayda Laplace denkleminin dik

koordinatlardaki ifadesi,

∆u = uxx + uyy + uzz = 0

dır. 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ r <∞ olmak üzere

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

dönüşümü ile (r, θ,φ) küresel koordinatlarına geçilirse Laplace denklemi

∆u = urr +
2

r
ur +

1

r2
uθθ +

cot θ

r2
uθ +

1

r2 sin2 θ
uφφ = 0
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formuna indirgenir. Bu denklem r2 ile çarpılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa,

∂

∂r

�
r2
∂u

∂r

�
+

1

sin θ

�
∂

∂θ

�
sin θ

∂u

∂θ

��
+

1

sin2 θ
uφφ = 0

denklemine varılır. Bu denklemin,

u (r, θ,φ) = R (r)F (φ)T (θ) (8.3.1)

şeklinde deği̧skenlerine ayrılabilir çözümü aranırsa,

r2R
��
(r) + 2rR

�
(r)− cR (r) = 0 (8.3.2)

sin θ

T

d

dθ

�
sin θ

dT

dθ

�
+ c sin2 θ +

1

F

d2F

dφ2
= 0 (8.3.3)

denklemleri elde edilir. Burada c ayırma sabiti olmak üzere,

c = n (n+ 1)

olarak alınırsa n negatif olmayan bir tamsayı olduğunda (8.3.2) denkleminin polinom

çözümleri,

R (r) = Arn

olarak bulunur. (8.3.3) denkleminde son terim θ dan bağımsız olduğundan λ gibi bir

sabite eşit olmalıdır. Burada

λ = −m2

olarak alınırsa, (8.3.3)denkleminden

F
��
(φ) +m2F (φ) = 0 (8.3.4)

1

sin θ

d

dθ

�
sin θ

dT

dθ

�
+

�
n (n+ 1)− m2

sin2 θ

�
= 0 (8.3.5)

denklemleri elde edilir. (8.3.4) denkleminin çözümü,

F (φ) = A1 cosmφ+A2 sinmφ (8.3.6)
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olarak bulunur. (8.3.5) denkleminde

x = cos θ , T (θ) = y (x)

dönüşümü yapılırsa

�
1− x2� d2y

dx2
− 2xdy

dx
+

�
n (n+ 1)− m2

1− x2
�
y = 0 (8.3.7)

denklemine ulaşılır. Bu denklem

y =
�
1− x2�m2 u

dönüşümü ile

�
1− x2�u�� − 2 (1 +m)xu� + (n−m) (n+m+ 1)u = 0 (8.3.8)

formuna indirgenir. n − m farkı negatif olmayan bir tamsayı olduğunda, (8.3.8)

denklemi polinom çözümlere sahiptir. Bu çözümler,

C
m+ 1

2
n−m (x) (8.3.9)

Gegenbauer polinomlarıdır ve aşağıdaki şekilde gösterilebilir.

Jacobi diferensiyel denklemi,

�
1− x2� d2u

dx2
+ [β − α− (α+ β + 2)x]

du

dx
+ n (n+ α+ β + 1)u = 0 ; α,β > −1

olup bu denklem n negatif olmayan bir tamsayı olduğunda

CP (α,β)n (x) , C sabit

polinom çözümlerine sahiptir. Jacobi diferensiyel denklemi ile (8.3.8) denklemi
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kıyaslanırsa ve Ultraküresel polinomlarla, Gegenbauer polinomları arasındaki

C
m+ 1

2
n−m (x) =

(2m+ 1)n−m
(m+ 1)n−m

P
(m,m)
n−m (x)

bağıntısından yararlanılırsa, (8.3.9) çözümü elde edilir. Buradan (8.3.7) denkleminin

çözümleri, �
1− x2�m2 Cm+ 1

2
n−m (x)

olarak bulunur. Böylelikle (8.3.1) deği̧skenlerine ayrılabilir çözümü

u (r, θ,φ) = Arn
�
1− x2�m2 Cm+ 1

2
n−m (x) cosmφ+Brn

�
1− x2�m2 Cm+ 1

2
n−m (x) sinmφ

şeklinde elde edilir. Burada 0 ≤ m ≤ n için

rn
�
1− x2�m2 Cm+1

2
n−m (x) cosmφ ve rn

�
1− x2�m2 Cm+1

2
n−m (x) sinmφ (8.3.10)

lineer bağımsız çözümleri (2n+ 1) tanedir. φ den bağımsız tek çözüm m = 0 için

rnC
1
2
n (x)

dir. Bu bağımsız çözümler, n-yinci dereceden homogen polinomlardır. Bunu göster-

mek için,

C
m+ 1

2
n−m (x) =

[n−m2 ][
k=0

(−1)k �m+ 1
2

�
n−m−k

k! (n−m− 2k)! 2n−m−2k xn−m−2k

Gegenbauer polinomlarını (8.3.10)da yerine yazmak yeterlidir.

x = cosθ olmak üzere (8.3.10) ile tanımlı bu bağımsız çözümler,

um,n = r
n (sinθ)m C

m+ 1
2

n−m (cos θ)

⎧⎨⎩ sinmφ

cosmφ

⎫⎬⎭ (8.3.11)

olup üç boyutlu harmonik polinomlar uzayı için bir baz oluştururlar. Üç deği̧skenli
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n-yinci dereceden diğer tüm harmonik polinomlar, bu polinomlar cinsinden ifade

edilebilmektedir. Ayrıca üç deği̧skenli Laplace denklemini sağlayan farklı dereceden

homogen harmonik polinomlar ortogonaldir. Yani,

S = {(r, θ,φ) : 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ r ≤ a}

ile tanımlı kürede, (8.3.11) ile gösterilen polinom çözümler

(um,n, up,q) =

]
S

um,nup,qds = 0 ; (m,n) 9= (p, q)

eşitliğini gerçekler. Açık olarak n = q ve m 9= p durumu için,
]
S

um,nup,n ds =

]
S

�
rn sinm θC

m+ 1
2

n−m (x) cosmφ
��
rn sinp θC

p+ 1
2

n−p (x) cos pφ
�
ds = 0

]
S

um,nup,n ds =

]
S

�
rn sinm θC

m+ 1
2

n−m (x) sinmφ
��
rn sinp θC

p+ 1
2

n−p (x) sin pφ
�
ds = 0

]
S

um,nup,n ds =

]
S

�
rn sinm θC

m+ 1
2

n−m (x) sinmφ
��
rn sinp θC

p+ 1
2

n−p (x) cos pφ
�
ds = 0

sağlanır. Bu ise aynı dereceden (8.3.11) polinomlarının ortogonal olduklarını ve

dolayısıyla lineer bağımsız olduklarını göstermektedir. n 9= q ve her m, p durumu
için,

]
S

um,nup,qds =

]
S

�
rn sinm θC

m+ 1
2

n−m (x) cosmφ
��
rq sinp θC

p+ 1
2

q−p (x) cos pφ
�
ds = 0

]
S

um,nup,qds =

]
S

�
rn sinm θC

m+ 1
2

n−m (x) sinmφ
��
rq sinp θC

p+ 1
2

q−p (x) sin pφ
�
ds = 0

]
S

um,nup,qds =

]
S

�
rn sinm θC

m+ 1
2

n−m (x) sinmφ
��
rq sinp θC

p+ 1
2

q−p (x) cos pφ
�
ds = 0

sağlanır. Bu da üç boyutlu uzayda, farklı dereceden harmonik polinomların ortogo-

nal olduklarını ifade etmektedir (Rainville 1965).
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8.4 k-yıncı Dereceden Homogen Harmonik Polinomlar Uzayının Boyutu

n deği̧skenli, k-yıncı dereceden homogen polinomların vektör uzayı Vk olsun. Her

bir p ∈ Vk polinomu
p (x) =

[
|β|=k

cβx
β

gösterimine sahiptir. Burada β = (β1, ...,βn) , x = (x1, ..., xn) , cβ = cβ1,...,βn ,

xβ = x
β1
1 ...x

βn
n ve |β| =

nS
i=1

βi = k dır. βi ler negatif olmayan tam sayılardır.

Vk vektör uzayının boyutu,
n[
i=1

βi = k

olacak şekildeki (β1, ...,βn) n -lilerinin sayısıdır. n deği̧skenli, k -yıncı dereceden bu

homogen polinomların sayısı

dk,n =

⎛⎝ n+ k − 1
k

⎞⎠
dir. Bunun doğruluğu tümevarım yöntemiyle kolayca gösterilebilir. Bu homogen

polinomların tümü harmonik değildir. Buradan n deği̧skenli, k-yıncı dereceden lineer

bağımsız harmonik polinomların sayısını bulmak için homogen bir p (x)polinomu ele

alalım.

p (x) =
k[
j=0

xjnAk−j (x1, ..., xn−1)

olup buradaAk−j, (k − j)−yinci dereceden x1, ..., xn−1 deği̧skenlerine bağlı homogen
bir polinomdur. p (x) polinomuna Laplace operatörü uygulanırsa,

∆ (p (x)) =
n−1[
i=1

∂2

∂x2i
p (x) +

∂2

∂x2n
p (x)

=
k[
j=0

xjn

#
n−1[
i=1

∂2

∂x2i
Ak−j (x1, ..., xn−1)

$
+

k[
j=0

∂2

∂x2n

�
xjn Ak−j (x1, ..., xn−1)

�
=

k[
j=0

xjn ∆n−1Ak−j (x1, ..., xn−1) +
k[
j=0

j (j − 1) xj−2n Ak−j (x1, ..., xn−1)
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olur. p (x) harmonik bir polinom olduğunda ∆ (p (x)) = 0 olup j = 0, 1, ..., k−2 için

∆n−1Ak−j (x1, ..., xn−1) = − (j + 1) (j + 2)Ak−j−2 (x1, ..., xn−1)

eşitliği elde edilir. BuradaAk ve Ak−1 polinomları verildiğinde diğer Ai polinomları

belirlenebilir.

Ak (x1, ..., xn−1) verildiğinde k-yıncı dereceden, (n−1) deği̧skenli bağımsız harmonik
polinomların sayısı,

dk,n−1 =

⎛⎝ k + n− 2
k

⎞⎠
dır. Yine Ak−1 (x1, ..., xn−1) verildiğinde (k − 1)-inci dereceden, (n − 1) deği̧skenli
bağımsız harmonik polinomların sayısı,

dk−1,n−1 =

⎛⎝ k + n− 3
k − 1

⎞⎠
dir. Buradan n deği̧skenli, k-yıncı dereceden bağımsız harmonik polinomların sayısı,

ck,n = dk,n−1 + dk−1,n−1 =
(k + n− 3)! (2k + n− 2)

k! (n− 2)!

olarak elde edilir. Gerçekten iki ve üç boyutlu uzayda k-yıncı dereceden bağımsız

harmonik polinomların sayısı sırasıyla ck,2 = 2 ve ck,3 = 2k + 1 ; k > 0 dır

(Andrews et al. 1999).

8.5 n-Boyutlu Uzayda Harmonik Polinomların Ortogonalliği

Kısım 8.2 ve Kısım 8.3 de a yarıçaplı bir dairede ve a yarıçaplı bir kürede farklı

dereceden harmonik polinomların ortogonal oldukları gösterilmi̧sti. Şimdi de n

deği̧skenli, farklı dereceden homogen harmonik polinomların ortogonal olduklarını

gösterelim. n boyutlu uzayda (x1, ..., xn) noktasının (r, θ1, ..., θn−2,φ) kutupsal ko-
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ordinatlardaki ifadesi; 0 ≤ θi ≤ π , 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ r <∞ olmak üzere

x1 = r cos θ1

x2 = r sin θ1 cos θ2

x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3
...

xn−2 = r sin θ1 sin θ2... sin θn−3 cos θn−2

xn−1 = r sin θ1 sin θ2... sin θn−3 sin θn−2 cosφ

xn = r sin θ1 sin θ2... sin θn−3 sin θn−2 sinφ

dönüşümü ile tanımlanır. Burada |x| = sx21 + ...+ x2n = r dir ve a yarıçaplı küre
yüzeyi üzerindeki yüzey alan elemanı

dω = an−1 sinn−2 θ1 sinn−3 θ2... sin θn−2 dθ1dθ2...dθn−2dφ

dır. Hk (x) ve Hj (x) , j 9= k olmak üzere sırasıyla k ve j -yinci dereceden, n

deği̧skenli homogen harmonik polinomlar olsunlar. Green teoreminden dolayı

L
C:|x|=a

�
Hj (x)

∂

∂n
Hk (x)−Hk (x) ∂

∂n
Hj (x)

�
dω (8.5.1)

=

]
D:|x|≤ a

(Hj (x)∆Hk (x)−Hk (x)∆Hj (x)) dv

eşitliği sağlanır. Burada dv = dx1...dxn hacim elemanı olup, |x| = a üzerinde dı̧s

normal doğrultudaki türev, r yarıçap doğrultusundaki türevdir. Hk (x) ve Hj (x)

polinomları harmonik olduklarından

∆Hk (x) = 0 ve ∆Hj (x) = 0

sağlanır. Dolayısıyla (8.5.1) eşitliğinin sağ yanı sıfır olur. Buradan

191



L
C:|x|=a

�
Hj (x)

∂

∂n
Hk (x)−Hk (x) ∂

∂n
Hj (x)

�
dω = 0 (8.5.2)

elde edilir. (8.5.2)de ξ =
x

|x| , |x| = r olarak alınırsa, (8.5.2) integrali

L
|ξ|=1

��
Hj (rξ)

∂

∂r
Hk (rξ)

�����
r= a

−
�
Hk (rξ)

∂

∂r
Hj (rξ)

�����
r=a

�
dω (ξ) = 0 (8.5.3)

formuna dönüşür. Hk (x) ve Hj (x) homogen polinomlar olduğundan,

∂

∂r
Hk (rξ)

����
r=a

=
∂

∂r

�
rkHk (ξ)

���
r=a

= ak−1 kHk (ξ)

∂

∂r
Hj (rξ)

����
r=a

=
∂

∂r

�
rjHj (ξ)

�����
r=a

= a j−1 jHj (ξ)

eşitlikleri sağlanır. Bu eşitlikler (8.5.3) de gözönünde tutulursa

aj+k−1 (k − j)
L
|ξ|=1

Hj (ξ)Hk (ξ) dω (ξ) = 0

ifadesi elde edilir. Burada a 9= 0 ve k 9= j olduğundan
L

|ξ|=1

Hj (ξ)Hk (ξ) dω (ξ) = 0 (8.5.4)

gerçeklenir. |ξ|2 = ξ21 + ... + ξ2n = 1 birim küresinde tanımlı, reel değerli ve sürekli

fonksiyonların uzayı F olmak üzere, bu uzaydaki iç çarpım

(f, g) =

L
|ξ|=1

f (ξ) g (ξ) dω (ξ) ; f , g ∈ F (8.5.5)

olarak tanımlansın. Buradan Rn de küre yüzeyi üzerindeki farklı dereceden Hk (ξ)

ve Hj (ξ) yüzey küresel harmoniklerinin (8.5.5) de tanımlı iç çarpım altında orto-

gonal oldukları görülür. Diğer yandan Rn de a yarıçaplı bir kürenin içinde tanımlı

farklı dereceden Hk (x) ve Hj (x) katı küresel harmonikleri de bu iç çarpım altında
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ortogonaldir. Yani

Hk (x) = r
kHk (ξ) ve Hj (x) = r

jHj (ξ)

olup

(Hk (x) ,Hj (x)) =

]
|x|≤ a

Hk (x)Hj (x) dv =

a]
r=0

rj+k+n−1dr
L
|ξ|=1

Hk (ξ)Hj (ξ) dω (ξ) = 0

sağlanır. Yani, a yarıçaplı herhangi bir kürenin birim küreye indirgenmesiyle, birim

küre üzerindeki ortogonallik a yarıçaplı kürenin tamamına geni̧sletilebilmektedir.

Buraya kadar, aynı dereceden lineer bağımsız harmonik polinomların ve farklı derece-

den harmonik polinomların ortogonalliği gösterildi. Fakat, aynı dereceden harmonik

polinomların her zaman ortogonal oldukları söylenemez. Örneğin , rn cosnθ ve

rn sinnθ harmonik polinomları ortogonal olmasına rağmen

u1,n = r
n cosnθ + rn sinnθ ve u2,n = r

n cosnθ

harmonik polinomları ortogonal değildir.

Kısım 8.4 de ndeği̧skenli , k-yıncı dereceden lineer bağımsız homogen harmonik

polinomların sayısı

ck,n =
(k + n− 3)! (2k + n− 2)

k! (n− 2)!
olarak bulunmuştu. Burada Gram-Schmidt ortogonalizasyonu kullanılarak, n deği̧skenli

k-yıncı dereceden küresel harmoniklerin ortonormal bir bazını seçmek mümkündür.

Bu bazın elemanları

Sk,j (ξ) ; j = 1, 2, ..., ck,n

ile gösterilirse ve burada farklı dereceden küresel harmoniklerin ortogonalliği ve

Sk,j lerin ortonormal bir bazın elemanları oldukları dikkate alınırsa
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�
Sk� ,,j� , Sk,j

�
=

]
|ξ|=1

Sk,j (ξ)Sk� ,j� (ξ) dω (ξ) = δjj�δkk� =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 ; k = k

�
, j 9= j

1 ; k = k
�
, j = j

�

0 ; k 9= k� , her j , j� için
olduğu görülür. Böylece farklı dereceden harmonik polinomların ve aynı dereceden

lineer bağımsız harmonik polinomların ortogonalliği gösterilmi̧s olur (Andrews et al.

1999).
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