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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

B·IR VE ·IK·I DE¼G·IŞKENL·I BERNSTEIN-CHLODOWSKY POL·INOMLARI

Neşe ·IŞLER

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Ertan ·IB·IKL·I

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, çeşitli fonksiyon uzaylar¬tan¬mlanm¬̧s ve temel kavramlar verilmi̧stir.

Yaklaş¬m h¬z¬n¬belirlemek için süreklilik modülü tan¬mlanm¬̧s ve özellikleri incelen-

mi̧stir. Son olarak lineer pozitif operatörlerin tan¬m¬ve baz¬önemli özellikleri ve-

rilmi̧s, yaklaş¬m özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde, I. ve II. tip Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬ tan¬mlanm¬̧s ve

bu polinomlar¬n çeşitli uzaylarda yaklaş¬m özellikleri incelenmi̧stir. Ayr¬ca II. tip

genelleşmi̧s Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬n¬n yaklaş¬m h¬z¬verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, çeşitli uzaylarda iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar için lineer pozitif o-

peratörlerin yaklaş¬m özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Beşinci bölümde, üçgensel ve karesel bölgede iki de¼gi̧skenli Bernstein-Chlodowsky

tipli polinomlar tan¬mlanm¬̧s ve çeşitli uzaylarda yaklaş¬m özellikleri incelenmi̧stir.

Ocak 2009, 139 sayfa

Anahtar Kelimeler : Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬, Lineer pozitif operatör,

Süreklilik modülü, A¼g¬rl¬kl¬uzaylar.
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ABSTRACT

Master Thesis

BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLYNOMIALS OF ONE AND TWO VARIABLES

Neşe ·IŞLER

Ankara University

Graduate School of Natural And Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ertan ·IB·IKL·I

This thesis consists of �ve chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, several function spaces are de�ned and fundamental concep-

tions which are used in the thesis are given. Modulus of continuity and its properties

are examined. Finally, de�nition of linear positive operators and some of their im-

portant properties are given. Moreover approximation properties of linear positive

operators for one variable functions are investigated.

In the third chapter, I. and II. type Bernstein-Chlodowsky polynomials are de-

�ned and their approximation properties are examined in the several spaces. Also

a theorem is given about approximation rate of II. type generalized of Bernstein-

Chlodowsky polynomials.

In the forth chapter, approximation properties of linear positive operators for func-

tions of two variables are investigated on the several spaces.

In the �fth chapter, Bernstein-Chlodowsky type polynomials of two variables on a

triangular and square domain are de�ned and their approximation properties are

examined.

January 2009, 139 pages

Key Words: Bernstein-Chlodowsky polynomials, Linear positive operator, Modu-

lus of continuity, Weighted spaces.
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TEŞEKKÜR
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1.G·IR·IŞ

Yaklaş¬mlar teorisi, verilen bir uzaydaki bir fonksiyona iyi özellikleri olan ayn¬uzaya

ait fonksiyonlar ailesi ile yaklaş¬m yap¬l¬p yap¬lamayaca¼g¬n¬araşt¬r¬r.

Yaklaş¬mlar teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen teorem; kapal¬ve s¬n¬rl¬

[a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli sürekli bir f fonksiyonu için her " > 0 ve

her x 2 [a; b] olmak üzere

jPn (x)� f (x)j < "

olacak şekilde bir Pn (x) polinomunun varl¬¼g¬, ilk kez 1885 y¬l¬ndaWeierstrass taraf¬n-

dan ifade ve ispat edilmi̧stir (Korovkin 1960).

Bernstein (1912) taraf¬ndan [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli sürekli bir f

fonksiyonuna yaklaşan polinomlar¬n tipi hakk¬nda bir teorem ispatlanm¬̧st¬r.

Bn (f ;x) =
nX
k=0

f

�
k

n

�
Cknx

k (1� x)n�k ; 0 � x � 1

tipinde polinomlar dizisi tan¬mlam¬̧s ve bu polinomlar dizisi için key� " > 0 ve-

rildi¼ginde her x 2 [0; 1] ve her n � n0 için

jBn (f ;x)� f (x)j < "

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermi̧stir.

Chlodowsky (1937) taraf¬ndan [0;1) aral¬¼g¬üzerinde Bernstein polinomlar¬genelleşti-

rilmi̧s ve bu polinomlar¬n yaklaş¬m özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bernstein-Chlodowsky

polinomlar dizisi olarak adland¬r¬lan bu polinomlar dizisi; (bn),

lim
n!1

bn =1 ve lim
n!1

bn
n
= 0

1



şartlar¬n¬sa¼glayan monoton artan reel terimli pozitif say¬dizisi olmak üzere

B�n (f ;x) =
nX
k=0

f

�
k

n
bn

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
; 0 � x � bn

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Korovkin (1953) taraf¬ndan lineer pozitif operatörlerin yaklaş¬m¬ile ilgili bir teorem

ifade ve ispat edilmi̧stir. Korovkin Teoremi olarak adland¬r¬lan bu teorem aşa¼g¬da

ifade edilmi̧stir:

(Ln) lineer pozitif operatörler dizisi [a; b] aral¬¼g¬nda n!1 iken

Ln (1; x) � 1

Ln (t;x) � x

Ln
�
t2;x

�
� x2

koşullar¬n¬gerçekliyorsa [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve tüm reel eksende s¬n¬rl¬herhangi

bir f fonksiyonu için

Ln (f ;x)� f (x) ; a � x � b

olur.

Bernstein ve Bernstein-Chlodowsky polinomlar dizisine lineer pozitif operatörler

dizisi gözüyle bak¬ld¬¼g¬nda, Bernstein polinomlar¬n¬n çok araşt¬r¬lm¬̧s ve üzerinde

çok fazla çal¬̧smalar yap¬lm¬̧s olmas¬na ra¼gmen bu polinomlar¬n s¬n¬rs¬z bir aral¬¼ga

genellemesi olan Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬çok az incelenmi̧stir. Bunun ne-

deni kapal¬ve s¬n¬rl¬[0; bn] aral¬¼g¬n¬n n!1 iken s¬n¬rs¬z [0;1) aral¬¼g¬na dönüşmesi

ve sonuç olarak Korovkin Teoremi�nin geçerli olmamas¬ndan kaynaklan¬r.

Bu tezde; çeşitli uzaylarda bir ve iki de¼gi̧skenli Bernstein-Chlodowsky tipli operatör-

lerin yaklaş¬m¬ve yaklaş¬m özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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2. TANIM VE ÖNB·ILG·I

Bu bölümde baz¬notasyonlar ve çal¬̧sma içinde gerekli olan materyaller verilecektir.

2.1 Baz¬Fonksiyon Uzaylar¬

Schumaker et al. (1939), Hac¬yev vd. (1995), ·Izgi (2004), ·Ibikli (2005) taraf¬ndan

baz¬bir ve iki de¼gi̧skenli fonksiyon uzaylar¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Bunlar¬aşa¼g¬da verelim.

[a; b] üzerinde reel de¼gerli ve s¬n¬rl¬fonksiyonlar uzay¬

B (a; b) = ff jf : [a; b]! R tan¬ml¬ve 8x 2 [a; b] için jf (x)j <1g

şeklinde tan¬mlanabilir.

C (a; b) = ff jf : [a; b]! R tan¬ml¬ve 8x 2 [a; b] için sürekli g

ile [a; b] üzerinde sürekli fonksiyonlar uzay¬tan¬mlanabilir. C (a; b) uzay¬

kfkC(a;b) = max
x2[a;b]

jf (x)j

normu ile lineer normlu uzayd¬r.

B� (R) =
�
f : 8x 2R için jf (x)j �M f� (x)

	
C� (R) =

�
f 2 C (R) : 8x 2R için jf (x)j �M f� (x)

	
ile C (R) uzay¬n¬n a¼g¬rl¬kl¬fonksiyon uzaylar¬tan¬mlanabilir. Burada Mf , f fonksi-

yonuna ba¼gl¬bir sabit ve � (x)= 1 + �2 (x) olup, �, (�1;1) aral¬¼g¬nda sürekli,

artan ve

lim
jxj!1

� (x)= �1

koşulunu sa¼glayan bir fonksiyondur. � fonksiyonuna ise a¼g¬rl¬k fonksiyonu denir.
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B� (R) ve C� (R) uzaylar¬

kfk�= sup
�1<x<1

jf (x)j
� (x)

normu ile birer lineer normlu uzaylard¬r.

C� (R) uzay¬n¬n baz¬alt uzaylar¬; kf , f fonksiyonuna ba¼gl¬bir sabit olmak üzere

Ck� (R) =

�
f 2 C� (R) : limjxj!1

f (x)

� (x)
= kf<1

�
C0� (R) =

�
f 2 C� (R) : limjxj!1

f (x)

� (x)
= 0

�

ile tan¬mlanm¬̧st¬r.

Lipschitz s¬n¬f¬, 0 � � � 1 olmak üzere

Lip� (a; b) = ff 2 C (a; b) : Tüm a � x � x+ h � b için jf (x+ h)� f (x)j �Mh�

olacak şekilde M <1 say¬s¬vard¬rg

ile tan¬mlanabilir. � > 1 için f fonksiyonu sabit bir fonksiyondur.

n = 2 için iki de¼gi̧skenli ve reel de¼gerli f fonksiyonu; X � R ve Y � R olmak üzere

f : X � Y ! R
(x;y)!z

şeklinde tan¬ml¬ olup, bu fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu s¬n¬fa iki de¼gişkenli ve reel

de¼gerli fonksiyonlar s¬n¬f¬denir.

Aşa¼g¬da baz¬iki de¼gi̧skenli fonksiyon uzaylar¬n¬verelim.

D � R2 s¬n¬rl¬bölgesi üzerindeki sürekli fonksiyonlar uzay¬

C (D) = ff jf : D ! R tan¬ml¬, 8 (x; y) 2 D için süreklig

4



ile gösterilmek üzere C (D) uzay¬

kfkC(D) = sup
(x;y)2D

jf (x; y)j

normu ile lineer normlu uzayd¬r.

Di¼ger yandan Cb (D) uzay¬

Cb (D) =
�
f : f 2 C (D) ve 8 (x; y) 2 R2 için jf (x; y)j <1

	
ile tan¬mlanabilir.

R++2 = f(x; y) : x � 0; y � 0g ve � (x; y) = x2 + y2 + 1

olmak üzere

C
�
R++2

�
=
�
f jf : R++2 ! R tan¬ml¬ve (x; y) 2 R++2 için sürekli

	
şeklinde tan¬mlanabilir.

C
�
R++2

�
nin a¼g¬rl¬kl¬uzaylar¬; B�

�
R++2

�
ve C�

�
R++2

�
uzaylar¬

B�
�
R++2

�
=

�
f : 8 (x; y) 2 R++2 için jf (x; y)j �Mf

�
x2 + y2 + 1

�	
C�
�
R++2

�
=

�
f 2 C

�
R++2

�
: jf (x; y)j �Mf

�
x2 + y2 + 1

�	
ile tan¬ml¬olup,

kfkC�(R++2 ) = sup
x�0;y�0

jf (x; y)j
x2 + y2 + 1

normu ile lineer normlu uzaylard¬r.

5



Tan¬m 2.1.1 (Cauchy-Schwartz Eşitsizli¼gi): 8 (x1; x2; :::; xn) ; (y1; y2; :::; yn) 2

Rn için
nX
k=1

jxkykj �
 

nX
k=1

jxkj2
! 1

2
 

nX
k=1

jykj2
! 1

2

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Natanson 1964).

Aşa¼g¬da verilen Beta ve Gamma fonksiyonlar¬Saraço¼glu vd. (1995) kayna¼g¬ndan

yararlan¬larak yaz¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.1.2 m;n 2 R olmak üzere

B (n;m) =

1Z
0

xm�1 (1� x)n�1 dx

ile tan¬ml¬fonksiyona Beta fonksiyonu denir. m > 0 ve n > 0 için Beta fonksiyonu

yak¬nsakt¬r.

Tan¬m 2.1.3 n 2 R olmak üzere

� (n) =

1Z
0

xn�1e�xdx

ile tan¬ml¬ fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. n > 0 için Gamma fonksiyonu

yak¬nsakt¬r.

B ve � fonksiyonlar¬aras¬nda

B (n;m) =
� (m) � (n)

� (m+ n)
(2.1.1)

şeklinde bir ba¼g¬nt¬vard¬r.
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Tan¬m 2.1.4 X � R olmak üzere f : X ! R tan¬ml¬bir fonksiyon ve a 2 R, X in

bir y¬¼g¬lma noktas¬olsun. E¼ger

lim
x!a

f (x) = 0

ise f fonksiyonuna x! a iken sonsuz küçük fonksiyon denir ve x! a iken f (x) =

o (1) ile gösterilir (Museyev, Alp, Mustafayev ve Ekincio¼glu 2003).

Tan¬m 2.1.5 X � R olmak üzere f ve g, X de tan¬ml¬fonksiyonlar olsun. E¼ger

x0 2 R olmak üzere x > x0 için

jf (x)j �M jg (x)j

olacak şekilde M > 0 say¬s¬varsa x ! 1 iken f (x) = O (g (x)) şeklindedir (Kurt,

Mehlhorn and Stefan 1990).

Tan¬m 2.1.6 A � R olmak üzere her x1; x2 2 A ve her � 2 [0; 1] için

f [�x1 + (1� �)x2] � �f (x1) + (1� �) f (x2)

gerçekleniyorsa f fonksiyonu A kümesi üzerinde konvekstir, denir (Rudin 1921).

2.2 Süreklilik Modülü

Museyev vd. (2003) taraf¬ndan süreklilik modülü tan¬mlanm¬̧st¬r. Aşa¼g¬da buna

göre süreklilik modülü tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 2.2.1 Boş olmayan I � R s¬n¬rl¬aral¬¼g¬verilmi̧s olsun.

d (I) = sup fjx� yj : x; y 2 Ig

büyüklü¼güne I kümesinin çap¬denir.

7



Tan¬m 2.2.2 I � R s¬n¬rl¬bir aral¬k, f : I ! R fonksiyonu I üzerinde s¬n¬rl¬olsun.

d = d (I), I kümesinin çap¬olmak üzere ! : (0; d]! [0;1);

!f (�) = ! (f ; �) = sup fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �g

fonksiyonuna f fonksiyonunun I üzerindeki süreklilik modülü denir.

Süreklilik modülünün önemli baz¬özelliklerini verelim. Bu özelliklerin ifade ve is-

pat¬nda Museyev vd. (2003), Natanson (1964), ·Izgi (2004) kaynaklar¬ndan yarar-

lan¬lm¬̧st¬r.

Lemma 2.2.1 � > 0 için !f (�) � 0 d¬r.

Tan¬m 2.2.2�den ispat¬aç¬kt¬r.

Lemma 2.2.2 !f (�) monoton artand¬r.

·Ispat: 8�1; �2 2 (0; d], �1 < �2 için

fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �1g

� fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �2g

oldu¼gundan

!f (�1) = sup fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �1g

� sup fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �2g

= !f (�2)

gerçeklenir.

8



Lemma 2.2.3 n 2 N olmak üzere

!f (n�) � n!f (�)

gerçeklenir.

·Ispat:

!f (n�) = sup
x1;x22I

jx1�x2j�n�

jf (x1)� f (x2)j

olmak üzere x1 = x2 + nh denirse

!f (n�) = sup
x22I
jhj��

jf (x2 + nh)� f (x2)j

= sup
x22I
jhj��

�����
n�1X
k=0

[f (x2 + (k + 1)h)� f (x2 + kh)]
�����

�
n�1X
k=0

sup
x22I
jhj��

jf (x2 + (k + 1)h)� f (x2 + kh)j

olarak yaz¬labilir. Tan¬m 2.2.2�den toplama ba¼gl¬ifade !f (�) olur. Toplam¬n say¬s¬

n tane oldu¼gu için istenen eşitsizlik elde edilir.

Lemma 2.2.4 � pozitif reel say¬olmak üzere

!f (��) � (�+ 1)!f (�)

gerçeklenir.

·Ispat: [j�j] ile � say¬s¬n¬n tam k¬sm¬n¬gösterelim. Bu durumda

[j�j] � � < [j�j] + 1

eşitsizli¼gi geçerlidir.

9



! (f ; �) n¬n monoton artan olma özelli¼gi ve Lemma 2.2.4 gere¼gince;

!f (��) � !f (([j�j] + 1) �)

� ([j�j] + 1)!f (�)

� (�+ 1)!f (�)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Lemma 2.2.5 f , I aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

lim
�!0

!f (�) = 0

gerçeklenir.

·Ispat: f sürekli oldu¼gundan her " > 0 için jx1 � x2j < � oldu¼gunda

jf (x1)� f (x2)j < "

sup jf (x1)� f (x2)j < "

eşitsizli¼gini sa¼glayan en az bir � > 0 say¬s¬var olup, !f (�)�n¬n tan¬m¬ndan

!f (�) < "

olur. Lemma 2.2.2�den � < � için

!f (�) < "

yaz¬labilir. Bu da istenen ifadeyi verir.

Lemma 2.2.6 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬türeve sahip ise f 2 Lip1 (a; b)

olur.
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·Ispat: f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬n¬n tüm noktalar¬nda s¬n¬rl¬ türeve sahip olsun.

Yani; 8x 2 [a; b] için
��f 0 (x)�� � M gerçeklensin. Ortalama De¼ger Teoremi�nden her

x1; x2 için

jf (x1)� f (x2)j = jf 0 (�)j jx1 � x2j ; x1 < � < x2

eşitsizli¼gini sa¼glayan en az bir � noktas¬vard¬r. Buradan

!f (�) �M sup
x1;x22[a;b]
jx1�x2j��

jx1 � x2j �M�

eşitsizli¼gi elde edilir. Lipschitz s¬n¬f¬tan¬m¬ndan f 2 Lip1 (a; b) olur.

Lemma 2.2.7 f 2 Lip� (a; b)() !f (�) �M�� gerçeklenir.

·Ispat: E¼ger !f (�) �M�� ise herbir x; y de¼gerleri için

jf (x)� f (y)j � !f (jx� yj) �M jx� yj�

olup, f 2 Lip� (a; b) elde edilir.

E¼ger f 2 Lip� (a; b) ise jx� yj � � için

jf (x)� f (y)j �M jx� yj� �M��

elde edilir.

·Iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar için süreklilik modülleri, Büyükyaz¬c¬(2003a, b), Büyükyaz¬c¬

vd. (2004) ve ·Izgi (2004) makalelerinden yararlan¬larak verilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.3 D � R2 s¬n¬rl¬bir bölge ve f : D ! R tan¬ml¬, s¬n¬rl¬bir fonksiyon

olsun. K � D kompakt bir bölge ve x = (x1; x2) ; y = (y1; y2) olmak üzere

!2 (f ; �) = sup

�
jf (x1; y1)� f (x2; y2)j : x; y 2 K;

q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 � �

�

11



fonksiyonuna f fonksiyonunun tam süreklilik modülü denir.

!
(1)
2 (f ; �) = sup fjf (x1; y)� f (x2; y)j : (x1; y) ; (x2; y) 2 K; jx1 � x2j � �g

!
(2)
2 (f ; �) = sup fjf (x; y1)� f (x; y2)j : (x; y1) ; (x; y2) 2 K; jy1 � y2j � �g

fonksiyonlar¬na f fonksiyonunun x e göre k¬smi süreklilik modülü ve y ye göre k¬smi

süreklilik modülü denir.

Tam süreklilik modülünün önemli olan baz¬özelliklerini verelim.

Özellik 2.2.1 � > 0 için !2 (f ; �) � 0 d¬r.

Tan¬m 2.2.3�ten ispat¬aç¬kt¬r.

Özellik 2.2.2 !2 (f ; �) monoton artand¬r.

·Ispat: 8�1; �2 > 0, �1 < �2 için�
jf (x1; y1)� f (x2; y2)j : x; y 2 K;

q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 � �1

�
�

�
jf (x1; y1)� f (x2; y2)j : x; y 2 K;

q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 � �2

�

oldu¼gundan

!2 (f ; �1) = sup

�
jf (x1; y1)� f (x2; y2)j : x; y 2 K;

q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 � �1

�
� sup

�
jf (x1; y1)� f (x2; y2)j : x; y 2 K;

q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 � �2

�
= !2 (f ; �2)

elde edilir.
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Özellik 2.2.3 f : K ! R sürekli bir fonksiyon ise

lim
�!0

!2 (f ; �) = 0

gerçeklenir.

·Ispat: f fonksiyonu K bölgesinde sürekli oldu¼gundan her " > 0 için jx� yj � �

olmak üzere her x; y 2 K için

jf (x1; y1)� f (x2; y2)j < "

eşitsizli¼gini sa¼glayan en az bir � > 0 say¬s¬vard¬r. Buradan

supp
(x1�x2)2+(y1�y2)2��

jf (x1; y1)� f (x2; y2)j < " =) ! (f ; �) < "

yaz¬labilir. � < � için ! (f ; �) < " olup, istenen ifade elde edilir.

Özellik 2.2.4 m 2 N olmak üzere

!2 (f ;m�) � m!2 (f ; �)

gerçeklenir.

·Ispat:

!2 (f ;m�) = maxp
(x1�x2)2+(y1�y2)2�m�

jf (x1; y1)� f (x2; y2)j

olmak üzere

q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 � m� =) (x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 � m2�2

=) (x1 � x2)2 � m2�2 ve (y1 � y2)2 � m2�2

=) jx1 � x2j � m� ve jy1 � y2j � m�

13



olarak elde edilir. Buradan

jx1 � x2j � m� =) �m� � x1 � x2 � m�

=) �m� + x2 � x1 � m� + x2

ve

jy1 � y2j � m� =) �m� � y1 � y2 � m�

=) �m� + y2 � y1 � m� + y2

şeklinde yaz¬labilir. 8h > 0 için

x1 = x2 +mh ve y1 = y2 +mh

olsun.

Bu durumda

!2 (f ;m�) = max
x2+mh;x2;y2+mh;y22K

jhj��

jf (x2 +mh; y2 +mh)� f (x2; y2)j

= max
jhj��

�����
m�1X
k=0

f (x2 + (k + 1)h; y2 + (k + 1)h)� f (x2 + hk; y2 + kh)
�����

= max
jhj��

jf (x2 + h; y2 + h)� f (x2; y2) + f (x2 + 2h; y2 + 2h)

� f (x2 + h; y2 + h) + :::+ f (x2 +mh; y2 +mh)

� f (x2 + (m� 1)h; y2 + (m� 1)h)j

� max
jhj��

jf (x2 + h; y2 + h)� f (x2; y2)j

+max
jhj��

jf (x2 + 2h; y2 + 2h)� f (x2 + h; y2 + h)j

+:::+max
jhj��

jf (x2 +mh; y2 +mh)� f (x2 + (m� 1)h; y2 + (m� 1)h)j

= !2 (f ; �) + !2 (f ; �) + :::+ !2 (f ; �)

= m!2 (f ; �)

olarak elde edilir.
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Özellik 2.2.5 � > 0 için !2 (f ;��) � (�+ 1)!2 (f ; �) d¬r.

·Ispat: m 2 N olmak üzere

!2 (f ;m�) � m!2 (f ; �)

oldu¼gu biliniyor.

� 2 R+ = [0;1) ise

!2 (f ;��) � (�+ 1)!2 (f ; �)

olur.

� 2 R için

[j�j] � � � [j�j] + 1 � �+ 1

olmak üzere

!2 (f ;��) � !2 (f ; ([j�j] + 1) �)

� ([j�j] + 1)!2 (f ; �)

� (�+ 1)!2 (f ; �)

olarak elde edilir.

Özellik 2.2.6 (�n),

lim
n!1

�n = 0

koşulunu sa¼glayan pozitif terimli bir dizi ve Cf , f fonksiyonu ve (�n) dizisine ba¼gl¬

bir sabit olmak üzere !2 (f ; �n) � Cf � �n eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat: Süreklilik modülünün 2.2.5 özelli¼ginden

!2 (f ; 1) = !2

�
f ; �n �

1

�n

�

15



�
�
1 +

1

�n

�
!2 (f ; �n)

=

�
1 + �n
�n

�
!2 (f ; �n)

elde edilir. Buradan

!2 (f ; �n) �
�

�n
1 + �n

�
!2 (f ; 1)

yaz¬labilir. (�n) s¬f¬ra yak¬nsayan bir dizi oldu¼gundan 1 + �n � C olacak şekilde

C > 0 say¬s¬vard¬r. Bu durumda 1
1+�n

� 1
C
olaca¼g¬ndan

!2 (f ; �n) �
�n
C
!2 (f ; 1)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. !2(f ;1)C
= Cf denirse

!2 (f ; �n) � Cf � �n

elde edilir. Bu da istenen eşitsizliktir.

Aç¬kca görülebilir ki tam süreklilik modülü için geçerli olan özellikler k¬smi süreklilik

modülleri için de geçerlidir.

2.3 S¬n¬rl¬Sal¬n¬ml¬Fonksiyonlar

f : [a; b]! R fonksiyonu verilsin ve [a; b] aral¬¼g¬n¬n bir parçalanmas¬

� = fxign0 (a = x0 < x1 < ::: < xn = b)

olsun.

V (f) =

nX
k=1

jf (xk)� f (xk�1)j

toplam¬n¬oluştural¬m.
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Tan¬m 2.3.1 [a; b] aral¬¼g¬n¬n her � parçalanmas¬için

V ba (f) = sup
�
V (f)

ifadesine f nin total sal¬n¬m¬denir. E¼ger

V ba (f) �M

olacak şekilde bir M = M (f) say¬s¬varsa f fonksiyonu [a; b] üzerinde sonlu veya

s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬d¬r, denir. [a; b] de s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyonlar¬n kümesi BV [a; b] ile

gösterilebilir (Natanson 1961).

Tan¬m 2.3.2 f fonksiyonu diferensiyellenebilir ve türevi integrallenebilir olsun. Bu

durumda

V ba (f) =

bZ
a

���f 0 (x)��� dx
ifadesi gerçeklenir (Kannan et al. 1996).

Teorem 2.3.1 Kapal¬ve s¬n¬rl¬ [a; b] aral¬¼g¬üzerinde f fonksiyonu s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬

bir fonksiyon ise s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: a � x � b için

V =

n�1X
k=0

jf (xk+1)� f (xk)j

olmak üzere

V = jf (x)� f (a)j+ jf (b)� f (x)j � V ba (f)

olup,

jf (x)j � jf (a)j+ V ba (f)

elde edilir. Bu durumda [a; b] aral¬¼g¬üzerinde

jf (x)j �M
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olacak şekilde M > 0 say¬s¬vard¬r. Bu da ispat¬tamamlar.

2.4 Sonlu Aral¬kta Sürekli Fonksiyonlara Polinomlar ·Ile Yaklaş¬m

1885�de Weierstrass, kapal¬ve s¬n¬rl¬ [a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬, reel de¼gerli her

sürekli f fonksiyonuna polinomlar ile yaklaş¬labilece¼gini aşa¼g¬daki teorem ile ifade

etmi̧stir.

Teorem 2.4.1 (Weierstrass): f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ise her " > 0

için [a; b] aral¬¼g¬üzerinde

jP (x)� f (x)j< "

eşitsizli¼gini gerçekleyen az bir P (x) polinomu vard¬r (Korovkin 1960).

Bernstein (1912) taraf¬ndan [0; 1] aral¬¼g¬üzerindeWeierstrass Teoremi�ni gerçekleyen

polinomlar¬n tipi ile ilgili bir teorem ispatlanm¬̧st¬r. Bernstein polinomlar¬olarak

adland¬r¬lan bu polinomlar¬n tipleri ve yaklaş¬m özellikleri, Groetsch et al. (1973),

Bleimann et al. (1980), Martinez (1989), Kampiti et al. (1994) gibi birçok makalede

araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.4.1 f : [0; 1]! R tan¬ml¬, sürekli bir fonksiyon olsun.

Bn (f ;x)=
nX
k=0

f

�
k

n

�
Cknx

k (1� x)n�k

ile tan¬ml¬polinomlara Bernstein polinomlar¬ad¬verilir.

Bn : C (0;1)! C (0;1) bir dönüşüm oldu¼gu aç¬kt¬r. Burada

Ckn =

�
n

k

�
=

n!

k! (n� k) ! (2.4.1)

şeklindedir. Her belirli n do¼gal say¬s¬için Bn (f ;x), n: mertebeden bir polinomdur.
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Bu polinomlar¬n temel yap¬s¬; a ve b pozitif say¬lar ve n bir do¼gal say¬olmak üzere

(a+ b)n=
nX
k=0

Cknx
k (1� x)n�k

Binom formülüne ba¼gl¬d¬r. Bu formülde x 2 [0; 1] olmak üzere a = x ve b = 1 � x

al¬n¬rsa
nX
k=0

Cknx
k (1� x)n�k = 1 (2.4.2)

eşitli¼gi elde edilir.

Lemma 2.4.1 8x 2 [0; 1] için

nX
k=0

(k � nx)2Cknxk (1� x)
n�k = nx (1� x)

gerçeklenir (Natanson 1964).

Lemma 2.4.2 x 2 [0; 1] ve � > 0 olsun.

�n =

�
k ;

����kn�x
���� � �; k = 0; 1; :::; n�

olmak üzere X
k2�n

Cknx
k (1� x)n�k � 1

4n�2

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat: k 2 �n için����kn�x
���� � � =)

�� k
n
�x
��

�
� 1 =) (k � nx)2

n2�2
� 1

oldu¼gundan

X
k2�n

Cknx
k (1� x)n�k �

X
k2�n

(k � nx)2

n2�2
Cknx

k (1� x)n�k
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� 1

n2�2

nX
k=0

(k � nx)2Cknxk (1� x)
n�k

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Lemma 2.4.1 kullan¬larak

X
k2�n

Cknx
k (1� x)n�k � 1

n2�2
nx (1� x)

elde edilir. Buradan

X
k2�n

Cknx
k (1� x)n�k � 1

n2�2
max
x2[0;1]

nx (1� x)

=
1

4n�2
(2.4.3)

olur. Bu da istenen eşitsizliktir.

Teorem 2.4.2 [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde f fonksiyonu sürekli ise

lim
n!1

Bn (f ;x) = f (x)

bu aral¬kta düzgün olarak gerçeklenir.

·Ispat: f : [0; 1]! R fonksiyonu [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde sürekli oldu¼gundan s¬n¬rl¬d¬r.

Yani; [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde

jf (x)j �M

olacak şekilde M > 0 say¬s¬vard¬r.

Kapal¬ ve s¬n¬rl¬ aral¬k üzerinde sürekli bir fonksiyon, bu aral¬k üzerinde düzgün

süreklidir. Yani; her " > 0 için jx1 � x2j< � olmak üzere her x1, x2 2 [0; 1] için

jf (x1)� f (x2)j<
"

2

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir � = � (") > 0 say¬s¬vard¬r.
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(2:4:2) eşitli¼ginin her iki yan¬f(x) ile çarp¬l¬rsa

f(x) =
nX
k=0

f(x)Cknx
k(1� x)n�k

olur. Bn (f ;x)� f (x) fark¬gözönüne al¬n¬rsa

Bn (f ;x)� f (x) =

nX
k=0

f

�
k

n

�
Cknx

k (1� x)n�k �
nX
k=0

f(x)Cknx
k (1� x)n�k

=
nX
k=0

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
Cknx

k (1� x)n�k

eşitli¼gi yaz¬labilir. k = 0; 1; :::; n indis kümesi

�n =

�
k ;

����kn�x
����< ��

�n =

�
k ;

����kn�x
���� � ��

olacak şekilde iki s¬n¬fa ayr¬ls¬n. Bu durumda

Bn (f ;x)� f (x) =
X
k2�n

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
Cknx

k (1� x)n�k

+
X
k2�n

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
Cknx

k (1� x)n�k

olup,

jBn(f ;x)� f(x)j =
�����X
k2�n

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
Cknx

k (1� x)n�k

+
X
k2�n

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
Cknx

k (1� x)n�k
�����

olarak yaz¬labilir. Üçgen eşitsizli¼gi kullan¬larak

jBn (f ;x)�f (x)j �
X
k2�n

����f �kn
�
� f (x)

����Cknxk (1� x)n�k (2.4.4)

+
X
k2�n

����f �kn
�
� f (x)

����Cknxk (1� x)n�k
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elde edilir.

f fonksiyonu sürekli oldu¼gundan k 2 �n için����f �kn
�
� f (x)

����<"2
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

f fonksiyonu s¬n¬rl¬oldu¼gundan k 2 �n için����f �kn
�
� f (x)

�����2M
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bulunan bu iki eşitsizlik (2:4:4) ifadesinde kullan¬l¬rsa

jBn (f ;x)�f (x)j �
"

2

X
k2�n

Cknx
k(1� x)n�k+2M

X
k2�n

Cknx
k (1� x)n�k

� "

2

nX
k=0

Cknx
k (1� x)n�k+2M

X
k2�n

Ckn (1� x)
n�k

=
"

2
+ 2M

X
k2�n

Cknx
k (1� x)n�k (2.4.5)

eşitsizli¼gi elde edilir.

(2:4:5) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki toplam ifadesi, Lemma 2.4.2�de verilen (2:4:3)

eşitsizli¼gini gerçekler. Bu durumda

jBn (f ;x)�f (x)j �
"

2
+
M

2n�2

elde edilir. Yeterince büyük n de¼gerleri için

M

2n�2
<
"

2
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olup, 8" > 0 say¬s¬için istenen

jBn (f ;x)�f (x)j<
"

2
+
"

2
= "

ifadesi gerçeklenir.

Key� [a; b] aral¬¼g¬üzerinde de Bernstein polinomlar¬Weierstrass Teoremi�ni gerçek-

ler. Bunu aşa¼g¬daki teorem ile ifade edelim.

Teorem 2.4.3 f 2 C (a; b) ise [a; b] aral¬¼g¬üzerinde

lim
n!1

Bn (f ;x) = f (x)

düzgün olarak gerçeklenir.

·Ispat: f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli olsun. [0; 1] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬,

sürekli

' (y)= f (a+ y (b� a))

fonksiyonunu ve

� (y)=
nX
k=0

cky
k

polinomunu gözönüne alal¬m. Teorem 2.4.2 gere¼gince; 8y 2 [0; 1] için�����f (a+ y (b� a))�
nX
k=0

cky
k

�����< "
koşulunun sa¼glanmas¬gerekir.

8x 2 [a; b] için x�a
b�a kesri [0; 1] aral¬¼g¬ndad¬r. Bu kesir yukar¬da y yerine yaz¬l¬rsa�����f

�
a+
x� a
b� a (b� a)

�
�

nX
k=0

ck

�
x� a
b� a

�k�����<"
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olur. Buradan �����f (x)�
nX
k=0

ck

�
x� a
b� a

�k�����<"
olup, bu da

P (x)=

nX
k=0

ck

�
x� a
b� a

�k
polinomunun f fonksiyonuna olan yak¬nsakl¬¼g¬d¬r. Böylelikle istenilen elde edilmi̧s

olur.

2.5 Lineer Pozitif Operatörler ve Yaklaş¬m Özellikleri

Haciyev vd. (1995) taraf¬ndan lineer pozitif operatörlerin tan¬m¬ve baz¬ önemli

özellikleri verilmi̧stir.

Tan¬m 2.5.1 X ve Y fonksiyon uzaylar¬olsun. L : X ! Y bir dönüşüm olmak

üzere 8f 2 X fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen bir g 2 Y fonksiyonu varsa, L

g (x) = L (f ;x)

şeklinde bir operatördür, denir. L operatörünün tan¬m bölgesi X = D (L), de¼ger

kümesi ise R (L) olmak üzere

L (f ;x) = L (f (t) ; x)

ile gösterilir.

Tan¬m 2.5.2 X lineer bir uzay olsun. 8f; g 2 X için, a; b 2 R ve af + bg 2 X

olmak üzere L operatörü

L (af + bg;x) = aL (f ;x) + bL (g;x)

koşulunu gerçekliyor ise L operatörüne lineer operatör ad¬verilir.
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c 6= 0 için L lineer bir operatör oldu¼gundan

L (0; x) = L (c:0;x) = cL (0; x)

olarak yaz¬labilir. Buradan

L (0; x) = 0

oldu¼gu görülür.

Lineer operatörler s¬n¬f¬n¬n çok önemli bir alt s¬n¬f¬lineer pozitif operatörlerdir.

Tan¬m 2.5.3 X+ = ff 2 X : f � 0g, Y + = fg 2 Y : g � 0g olsun. E¼ger X uza-

y¬nda tan¬mlanm¬̧s L lineer operatörü X+ kümesindeki herhangi bir f fonksiyonunu

pozitif fonksiyona dönüştürüyorsa o taktirde bu lineer operatöre lineer pozitif ope-

ratör denir. L lineer operatörü için f � 0 oldu¼gunda L (f ;x) � 0 gerçeklenir.

Şimdi lineer pozitif operatörlerin önemli baz¬özelliklerini verelim.

Özellik 2.5.1 Lineer pozitif operatörler monotondur.

Gerçekten; 8x 2 R için f (x) � g (x) ise f (x) � g (x) � 0 d¬r. L operatörü pozitif

oldu¼gundan

L (f � g;x) � 0

olur ve L operatörünün lineerlik özelli¼ginden

L (f ;x)� L (g;x) � 0

elde edilir. Bu da istenendir.

Özellik 2.5.2 L lineer pozitif operatör olsun. Bu durumda

jL (f ;x)j � L (jf j ;x)
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eşitsizli¼gi gerçeklenir.

Gerçekten; 8t 2 [a; b] için

� jf (t)j � f (t) � jf (t)j

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. L operatörünün monoton olma özelli¼ginden

�L (jf j ;x) � L (f ;x) � L (jf j ;x)

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla

jL (f ;x)j � L (jf j ;x)

elde edilir.

Tan¬m 2.5.4 L : X ! Y lineer dönüşüm olsun. E¼ger 8f 2 X için

kL (f ;x)kY � C kfkX

olacak şekilde C > 0 say¬s¬varsa L operatörüne s¬n¬rl¬ lineer operatör ad¬verilir.

Bu C sabitlerinin en küçü¼güne L operatörünün normu denir.

kLk = inf fC : kL (f ;x)kY � C kfkXg

şeklinde gösterilir.

L lineer operatörü için

kLk = sup
kfkX 6=0

kL (f ;x)kY
kfkX

kLk = sup
kfkX=1

kL (f ;x)kY

eşitlikleri sa¼glan¬r.
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X = C� (R) ve Y = B� (R) oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

kLkC�!B� = sup
kfk�=1

kL (f ;x)k�

� sup
kfk�=1

L� jf j� � �;x
�

�

� kL (�;x)k�

olur. Di¼ger yandan k�k� = 1 oldu¼gu için

kLkC�!B� = sup
kfk�=1

kL (f ;x)k�

� kL (�;x)k�

yaz¬labilir. Bu iki eşitsizlikten

kLkC�!B� = kL (�;x)k� (2.5.1)

elde edilir. Bu eşitlik, C� dan B� ya dönüşüm yapan lineer operatörlerin s¬n¬rl¬

oldu¼gunu gösterir. Çünkü � 2 C� için L (�;x) 2 B� olur. Operatörün normunun

tan¬m¬ndan s¬n¬rl¬lineer operatörler için

kL (f ;x)k � kLk kfk

eşitsizli¼gi geçerlidir. Özel durumda L : C� ! B� oldu¼gunda

kL (f ;x)k� � kLkC�!B�
kfk�

olup, (2:5:1) ifadesinden

kL (f ;x)k� � kL (�;x)k� kfk�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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Korovkin (1953) taraf¬ndan [a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli sürekli f fonksiyo-

nuna lineer pozitif operatörler dizisi ile yaklaş¬m yap¬labilece¼gini aşa¼g¬daki teorem

ile ifade ve ispat etmi̧stir.

Teorem 2.5.1 (Korovkin 1953): (Ln) lineer pozitif operatörler dizisi, [a; b] ar-

al¬¼g¬nda n!1 iken

Ln (1; x) � 1 (2.5.2)

Ln (t;x) � x (2.5.3)

Ln
�
t2;x

�
� x2 (2.5.4)

koşullar¬n¬ gerçekliyorsa, [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli ve tüm reel eksende s¬n¬rl¬

herhangi bir f fonksiyonu için n!1 iken a � x � b olmak üzere

Ln (f ;x)� f (x)

gerçeklenir.

·Ispat: f fonksiyonu reel eksende s¬n¬rl¬oldu¼gundan 8x 2 R için

jf (x)j �M (2.5.5)

olacak şekilde M > 0 say¬s¬vard¬r.

f 2 C (a; b) oldu¼gundan her " > 0 için jt� xj < � olmak üzere her t 2 R ve x 2 [a; b]

için

jf (t)� f (x)j < " (2.5.6)

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir � > 0 say¬s¬vard¬r. Di¼ger yandan jt� xj � � için

(t� x)2

�2
� 1 =) 2M

�2
(t� x)2 � 2M

28



sa¼glan¬r. (2:5:5) ; (2:5:6) eşitsizlikleri ve üçgen eşitsizli¼gi kullan¬larak 8" > 0 için

jf (t)� f (x)j < 2M

�2
(t� x)2 + " (2.5.7)

bulunur.

Lineer pozitif operatörlerin özelliklerinden

kLn (f ;x)� f (x)kC(a;b) = kLn (f (t)� f (x) ; x) + f (x) (Ln (1; x)� 1)kC(a;b)

� kLn (f (t)� f (x) ; x)kC(a;b) + kfkC(a;b) kLn (1; x)� 1kC(a;b)

� kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) + kfkC(a;b) kLn (1; x)� 1kC(a;b)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitsizli¼gin ikinci terimi (2:5:2) ifadesinden dolay¬ s¬f¬ra

yak¬nsar. Yani n!1 iken

kfkC(a;b) kLn (1; x)� 1kC(a;b) � "n (n!1 iken "n ! 0)

eşitsizli¼gini sa¼glayan "n ! 0 dizisi vard¬r. Bu durumda

kLn (f ;x)� f (x)kC(a;b) � kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) + "n (2.5.8)

gerçeklenir.

(2:5:8) eşitsizli¼ginin sa¼g¬ndaki ilk terimi gözönüne alal¬m. (2:5:7) eşitsizli¼gi ve lineer

pozitif operatörlerin özellikleri kullan¬larak

Ln (jf (t)� f (x)j ;x) � Ln

�
2M

�2
(t� x)2 + ";x

�
= "Ln (1; x) +

2M

�2
Ln
�
(t� x)2 ;x

�
= "Ln (1; x) +

2M

�2
�
Ln
�
t2;x

�
� 2xLn (t;x) + x2Ln (1; x)

�
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= " [Ln (1; x)� 1] + "+
2M

�2
��
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
� 2x [Ln (t;x)� x] + x2 [Ln (1; x)� 1]

	
= "+

�
"+

2M

�2
x2
�
[Ln (1; x)� 1] + 2M

�2
�
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
�4M
�2
x [Ln (t;x)� x]

elde edilir.

"+
2M

�2
x2 = g (x) ve� 4M

�2
x = h (x)

olsun. 8x 2 [a; b] için

g (x) � sup
x2[a;b]

jg (x)j = b ve h (x) � sup
x2[a;b]

jh (x)j = c

olmak üzere

Ln (jf (t)� f (x)j ;x) � "+ b [Ln (1; x)� 1] +
2M

�2
�
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
+c [Ln (t;x)� x]

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) � "+ b kLn (1; x)� 1kC(a;b)

+
2M

�2
Ln �t2;x�� x2C(a;b) + c kLn (t;x)� xkC(a;b)

elde edilir. (2:5:2), (2:5:3) ve (2:5:4) ifadelerinden dolay¬

lim
n!1

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) = 0

olur. Bu durumda (2:5:8) ifadesinin

lim
n!1

kLn (f (t) ; x)� f (x)kC(a;b) = 0

oldu¼gu görülür. Bu da ispat¬tamamlar.

1962 y¬l¬nda Baskakov, [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli veMf , f fonksiyonuna ba¼gl¬bir

sabit olmak üzere

jf (x)j �Mf

�
1 + x2

�
(2.5.9)
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koşulunu sa¼glayan f fonksiyonu için Korovkin Teoremi�nin gerçeklendi¼gini ispat-

lam¬̧st¬r.

Gerçekten; f 2 C (a; b) oldu¼gundan her " > 0 için jt� xj < � oldu¼gunda her t 2 R

ve x 2 [a; b] için

jf (t)� f (x)j < "

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir � > 0 say¬s¬vard¬r.

jt� xj � � oldu¼gunda 8x 2 [a; b] için f fonksiyonu (2:5:9) koşulunu sa¼glad¬¼g¬ndan

jf (t)� f (x)j � Mf

�
1 + x2

�
+Mf

�
1 + t2

�
= Mf

�
2 + t2 + x2

�
= Mf

�
2 + (t� x+ x)2 + x2

�
= Mf

�
2 + (t� x)2 + 2x (t� x) + 2x2

�
� Mf

 
2
(t� x)2

�2
+ (t� x)2 + 2x(t� x)

2

�
+ 2x2

(t� x)2

�2

!

= Mf (t� x)2
�
2

�2
+ 1 +

2x

�
+
2x2

�2

�
� Mf (t� x)2

 
2

�2
+ 1 + sup

x2[a;b]

2x

�
+ sup
x2[a;b]

2x2

�2

!

şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte

c =Mf

 
2

�2
+ 1 + sup

x2[a;b]

2x

�
+ sup
x2[a;b]

2x2

�2

!

al¬n¬rsa

jf (t)� f (x)j � c (t� x)2

elde edilir. Bu durumda 8x 2 [a; b] ve 8t 2 R için

jf (t)� f (x)j � "+ c (t� x)2
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yaz¬labilir. Ayr¬ca

Ln (jf (t)� f (x)j ;x) � Ln
�
"+ c (t� x)2 ;x

�
= "Ln (1; x) + c

�
Ln
�
t2;x

�
� 2xLn (t;x) + x2Ln (1; x)

	
= " [Ln (1; x)� 1] + "+ c

��
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
� 2x [Ln (t;x)� x] + x2 [Ln (1; x)� 1]

	
olup, k = c sup

x2[a;b]
j�2xj ve l = c sup

x2[a;b]
jx2j olmak üzere

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) � "+ ("+ l) kLn (1; x)� 1kC(a;b) + k kLn (t;x)� xkC(a;b)

+c
Ln �t2;x�� x2C(a;b)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. (2:5:2), (2:5:3) ve (2:5:4) ifadelerinden dolay¬

lim
n!1

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) = 0

olur. Bu durumda (2:5:8) eşitsizli¼ginden istenen

lim
n!1

kLn (f ;x)� f (x)kC(a;b) = 0

elde edilir. O halde Korovkin Teoremi sa¼glanm¬̧s olur.

Di¼ger yandan s¬n¬rs¬z bölgelerde tan¬mlanm¬̧s C� (R) � C (R) uzay¬nda key� Ln
lineer pozitif operatörler yard¬m¬yla yaklaş¬m¬n gerçeklenmedi¼gini aşa¼g¬daki teorem

ile verelim.

Teorem 2.5.2 Ln : C� (R) ! C� (R) tan¬ml¬bir lineer pozitif operatörler dizisi

olsun. Bu dizi

lim
n!1

kLn (1; x)� 1k� = 0 (2.5.10)

lim
n!1

kLn (�; x)� �k� = 0 (2.5.11)

lim
n!1

Ln ��2;x���2� = 0 (2.5.12)
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koşullar¬n¬sa¼glar, fakat

lim
n!1

kLnf ��f �k�> 0

ifadesini gerçekleyen f � 2 C� (R) fonksiyonu bulunur (Gadjiev ve ·Ibikli 1999, ·Ibikli

2003).

·Ispat: Genelli¼gi bozmadan � (0) = 0 olsun.

l (x; �; f) =
�2 (x)

�2 (x+ 1)
f (x+ 1)� 2f (x) + �2 (x)

�2 (x+ 2)
f (x+ 2)

notasyonunu kullanal¬m.

(Ln) operatörler dizisi

Ln (f ;x) =

8>>><>>>:
f (x) + �(x)

4�(n)
l (x; �; f) ; 0 � x � n

f (x) + 1
4
l (x; �; f) ; x � n

f (x)� 1
2�(n)

f (x) ; x � 0

ile tan¬mlans¬n.

(Ln) dizisinin bir lineer pozitif operatörler dizisi oldu¼gunu gösterelim.

8x 2 R için f (x) � 0 olmas¬koşuluyla Ln (f ;x) � 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

8f1; f2 2 C� (R) ve 8a1; a2 2 R için

0 � x � n olmak üzere,

Ln (a1f1 + a2f2;x) = (a1f1 + a2f2) (x) +
� (x)

4� (n)
l(x; �; a1f1 + a2f2)

= a1f1 (x) + a1
� (x)

4� (n)
l (x; �; f1)

+a2f2 (x) + a2
� (x)

4� (n)
l (x; �; f2)

= a1Ln (f1;x) + a2Ln (f2;x)
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olarak yaz¬labilir.

x � n olmak üzere,

Ln (a1f1 + a2f2;x) = (a1f1 + a2f2)(x) +
1

4
l (x; �; a1f1 + a2f2)

= a1f1 (x) + a1
1

4
l (x; �; f1) + a2f2 (x) + a2

1

4
l (x; �; f2)

= a1Ln(f1;x) + a2Ln (f2;x)

olarak yaz¬labilir.

x � 0 olmak üzere,

Ln (a1f1 + a2f2;x) = (a1f1 + a2f2) (x)�
1

2�(n)
(a1f1 + a2f2) (x)

= a1f1 (x)� a1
1

2� (n)
f1 (x) + a2f2 (x)� a2

1

2� (n)
f2 (x)

= a1Ln (f1;x) + a2Ln (f2;x)

olarak yaz¬labilir. Bu durumda 8x 2 R için (Ln) operatörler dizisinin lineer oldu¼gu

görülür.

Ln�ninC� (R) denC� (R) ye bir dönüşüm oldu¼gunu gösterelim. Bunun için Ln (�;x) �

M� (x) olacak şekilde M > 0 say¬s¬n¬n varl¬¼g¬n¬göstermek yeterlidir.

0 � x � n için,

Ln(�;x) = � (x) +
� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
�(x+ 1)� 2� (x) + �2 (x)

�2(x+ 2)
� (x+ 2)

�
= � (x) +

� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)

�
�2 (x+ 1) + 1

�
� 2(�2 (x) + 1)

+
�2 (x)

�2 (x+ 2)

�
�2 (x+ 2) + 1

��
= � (x) +

� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
+

�2 (x)

�2 (x+ 2)
� 2
�

(2.5.13)
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olarak yaz¬labilir. � fonksiyonu monoton artan oldu¼gundan

�2 (x)

�2 (x+ 1)
� 1

olup, bu eşitsizlik (2:5:13) ifadesinde kullan¬l¬rsa

Ln(�;x) � � (x)

eşitsizli¼gi elde edilir.

x � n için,

Ln (�;x) = � (x) +
1

4

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
� (x+ 1)� 2� (x) + �2 (x)

�2 (x+ 2)
� (x+ 2)

�

olmak üzere bu ifadede � (x) fonksiyonu yerine yaz¬l¬p, � fonksiyonunun artanl¬¼g¬

kullan¬l¬rsa

Ln (f ;x) � � (x)

ifadesi elde edilir.

x � 0 için,

Ln (�;x) = � (x)�
� (x)

2� (n)
=
2� (n)� 1
2� (n)

� (x)

olup,
2� (n)� 1
2� (n)

� 1

oldu¼gundan

Ln (�;x) � � (x)

ifadesi elde edilir.

Bu durumda 8x 2 R için Ln (f ;x) � � (x) ifadesi sa¼glan¬r. (Ln) lineer pozitif

operatörler dizisinin C� (R)�den C� (R)�ye bir dönüşüm oldu¼gu ispatlanm¬̧s olur.
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(Ln) lineer pozitif operatörler dizisinin Teorem 2.5.2�nin koşullar¬n¬gerçekledi¼gini

gösterelim.

0 � x � n için,

Ln (1; x) = 1 +
� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
� 2 + �2 (x)

�2 (x+ 2)

�
jLn (1; x)� 1j

� (x)
� 1

4� (n)

����� �2 (x)

�2 (x+ 1)

����+ ���� �2 (x)

�2 (x+ 2)

����+ 2�

olup, � fonksiyonunun monoton artanl¬¼g¬ndan

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� 1

� (n)

olarak yaz¬labilir. Buradan � (n) = 1 + �2 (n) olmak üzere

sup
0�x�n

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� 1

1 + �2 (n)

lim
n!1

sup
0�x�n

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� lim
n!1

1

1 + �2 (n)
= 0

olup,

lim
n!1

kLn (1; x)� 1k� = 0

elde edilir.

x � n için,

Ln (1; x) = 1 +
1

4

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
� 2 + �2 (x)

�2 (x+ 2)

�
jLn (1; x)� 1j

� (x)
� 1

4� (x)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
+ 2 +

�2 (x)

�2 (x+ 2)

�
olup, � fonksiyonunun monoton artanl¬¼g¬ndan

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� 1

� (x)
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olarak yaz¬labilir. Buradan

sup
x�n

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� sup
x�n

1

� (x)

=
1

� (n)

=
1

1 + �2 (n)

lim
n!1

sup
x�n

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� lim
n!1

1

1 + �2 (n)
= 0

olup,

lim
n!1

kLn (1; x)� 1k� = 0

elde edilir.

x � 0 için,

Ln (1; x) = 1� 1

2� (n)

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� 1

2� (n)

sup
x�0

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� 1

2� (n)

olarak yaz¬labilir. Buradan

lim
n!1

sup
x�0

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� lim
n!1

1

2� (n)
= 0

olup,

lim
n!1

kLn (1; x)� 1k� = 0

elde edilir. Bu durumda 8x 2 R için (2:5:10) koşulu gerçeklenir.
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0 � x � n için,

Ln (�;x) = � (x) +
� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

� (x+ 1)
� 2� (x) + �2 (x)

� (x+ 2)

�
jLn (�;x)� � (x)j �

� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

j� (x+ 1)j + 2 j� (x)j+
�2 (x)

j� (x+ 2)j

�
jLn (�;x)� � (x)j

� (x)
� 1

4� (n)

�
�2 (x)

j� (x+ 1)j + 2 j� (x)j+
�2 (x)

j� (x+ 2)j

�
=

1

4� (n)

�
j� (x)j

����� � (x)

� (x+ 1)

����+ ���� � (x)

� (x+ 2)

����+ 2��
� j� (x)j

� (n)

olup,

sup
0�x�n

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

� sup
0�x�n

j� (x)j
� (n)

=
j� (n)j
� (n)

lim
n!1

sup
0�x�n

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

� lim
n!1

j� (n)j
(1 + �2 (n))

= 0

oldu¼gundan

lim
n!1

kLn (�;x)� � (x)k� = 0

elde edilir.

x � n için,

Ln (�;x) = � (x) +
1

4

�
�2 (x)

� (x+ 1)
� 2� (x) + �2 (x)

� (x+ 2)

�
jLn (�;x)� � (x)j �

1

4
j� (x)j

����� � (x)

� (x+ 1)

����+ 2 + ���� � (x)

� (x+ 2)

�����
jLn (�;x)� � (x)j

� (x)
� j� (x)j

4� (x)

����� � (x)

� (x+ 1)

����+ 2 + ���� � (x)

� (x+ 2)

�����
� j� (x)j

� (x)
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olup,

sup
x�n

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

� sup
x�n

j� (x)j
� (x)

=
j� (n)j
� (n)

lim
n!1

sup
x�n

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

� lim
n!1

j� (n)j
� (n)

= 0

oldu¼gundan

lim
n!1

kLn (�;x)� � (x)k� = 0

elde edilir.

x � 0 için,

Ln (�;x) = � (x)� 1

2� (n)
� (x)

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

=
1

� (x)

����� 1

2� (n)
� (x)

����
� j� (x)j

2� (n)

sup
x�n

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

� sup
x�n

1

2� (n)
j� (n)j

� j� (n)j
2� (n)

olup,

lim
n!1

sup
x�n

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

� lim
n!1

j� (n)j
2� (n)

= 0

oldu¼gundan

lim
n!1

kLn (�;x)� � (x)k� = 0

elde edilir. Bu durumda 8x 2 R için (2:5:11) koşulu gerçeklenir.
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0 � x � n için,

Ln
�
�2;x

�
� �2 (x) =

� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
�2 (x+ 1)� 2�2 (x)

+
�2 (x)

�2 (x+ 2)
�2 (x+ 2)

�
=

� (x)

4� (n)

�
2�2 (x)� 2�2 (x)

�
= 0

olup,

lim
n!1

Ln ��2;x�� �2 (x)� = 0
elde edilir.

x � n için,

Ln
�
�2;x

�
� �2 (x) =

1

4

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
�2 (x+ 1)� 2�2 (x)

+
�2 (x)

�2 (x+ 2)
�2 (x+ 2)

�
=

1

4

�
2�2 (x)� 2�2 (x)

�
= 0

olup,

lim
n!1

Ln ��2;x�� �2 (x)� = 0
elde edilir.

x � 0 için,

Ln
�
�2;x

�
� �2 (x) = � 1

2� (n)
�2 (x)

jLn (�2;x)� �2 (x)j
� (x)

=
1

� (x)

����� 1

2� (n)
�2 (x)

����
� �2 (x)

� (n)
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sup
x�0

jLn(�2;x)� �2 (x)j
� (x)

= sup
x�0

�2 (x)

2� (n)

� �2 (0)

2� (n)

= 0

olup,

lim
n!1

Ln ��2;x�� �2 (x)� = 0
elde edilir. Bu durumda 8x 2 R için (2:5:12) koşulu gerçeklenir.

(Ln) operatörler dizisinin lineer pozitif ve (2:5:10) ; (2:5:11) ; (2:5:12) koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬

gösterilmi̧stir. Burada (Ln) operatörler dizisi yard¬m¬yla yaklaş¬m¬gerçeklemeyen

C� (R) uzay¬na ait olan f � fonksiyonu bulunur.

f � (x) = �2 (x) cos �x

fonksiyonunu gözönüne alal¬m.

jf � (x)j =
���2 (x)�� � jcos�xj

� � (x)

oldu¼gundan f � 2 C� (R) olur.

0 � x � n için

Ln (f
�;x)� f � (x) =

� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
f � (x+ 1)� 2f � (x) + �2 (x)

�2 (x+ 2)
f � (x+ 2)

�
=

� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
�2 (x+ 1) cos � (x+ 1)

� 2�2 (x) cos �x+ �2 (x)

�2 (x+ 2)
�2 (x+ 2) cos � (x+ 2)

�
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=
� (x)

4� (n)

�
�2 (x) (cos �x cos � � sin �x sin �)� 2�2 (x) cos �x

+�2 (x) (cos �x cos 2� � sin �x sin 2�)
�

=
� (x)

4� (n)

�
��2 (x) cos �x� 2�2 (x) cos �x+ �2 (x) cos �x

�
=

� (x)

2� (n)

�
��2 (x) cos �x

�
olup,

jLn (f �;x)� f � (x)j
� (x)

=
�2 (x) jcos �xj

2� (n)

sup
0�x�n

jLn (f �;x)� f � (x)j
� (x)

= sup
0�x�n

�2 (x) jcos �xj
2� (n)

� �2 (n)

2� (n)

=
�2 (n)

2 (1 + �2 (n))

oldu¼gundan

lim
n!1

kLn (f �;x)� f � (x)k� � lim
n!1

�2 (n)

2 (1 + �2 (n))
=
1

2

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Lemma 2.5.1 E¼ger Ln : C� (R)! B� (R) lineer pozitif operatörler dizisi

lim
n!1

kLn (�� ;x)� �� (x)k� = 0; � = 0; 1; 2

ifadesini sa¼glarsa f 2 C� (R) için herhangi bir sonlu [a; b] aral¬¼g¬nda

lim
n!1

kLn (f ;x)� fkC(a;b) = 0

gerçeklenir (Haciyev ve Hac¬saliho¼glu 1995).

Aşa¼g¬daki teorem, Ck� (R) � C� (R) uzay¬nda key� (Ln) lineer pozitif operatörler

dizisi ile yaklaş¬m¬n mümkün oldu¼gunu gösterir.
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Teorem 2.5.3 Ln : C� (R)! B� (R) lineer pozitif operatörler dizisi

lim
n!1

kLn (�� ;x)� �� (x)k� = 0; � = 0; 1; 2 (2.5.14)

ifadesini sa¼glarsa key� f 2 Ck� (R) için

lim
n!1

kLnf � fk� = 0 (2.5.15)

gerçeklenir (Gadjiev 1974, Haciyev ve Hac¬saliho¼glu 1995).

·Ispat: Bu teoremi C0� (R) uzay¬ için ispatlamak yeterlidir. Bunun için (2:5:15)

ifadesinin C0� (R) den al¬nan key� bir fonksiyon için geçerli oldu¼gunu kabul edelim

ve f 2 Ck� (R) herhangi bir fonksiyon olsun. Bu durumda C0� (R) uzay¬n¬n tan¬m¬na

göre

F (x) = f (x)� kf� (x)

fonksiyonu C0� (R) uzay¬na aittir. Buradan

f (x) = F (x) + kf� (x)

olmak üzere

kLnf � fk� � kLnF � Fk� + kf kLn�� �k�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitsizlikte birinci terim F 2 C0� (R) oldu¼gundan s¬f¬ra yak¬n-

sar. ·Ikinci terim ise (2:5:14) koşulundan dolay¬s¬f¬ra yak¬nsar. Bu durumda

lim
n!1

kLnf � fk� = 0

olur. Dolay¬s¬yla ispat¬C0� (R) uzay¬için yapmak yeterlidir.

f 2 C0� (R) olsun. C0� (R) uzay¬n¬n tan¬m¬gere¼gince;

lim
jxj!1

f (x)

� (x)
= kf = 0
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olur. O halde her " > 0 için jxj > x00 olmak üzere

jf (x)j < "� (x)

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir x
0
0 noktas¬bulunabilir. Ayr¬ca

lim
n!1

� (x) =1

oldu¼gundan her " > 0 için jxj > x000 iken

� (x) >
1

"

eşitsizli¼gi gerçekleyen en az bir x
00
0 noktas¬vard¬r.

E¼ger

x0 = max
�1<x<1

n
x
0

0; x
00

0

o
olarak belirlenirse tüm jxj > x0 için

jf (x)j < "� (x) ve � (x) > 1

"

koşullar¬gerçeklenir.

Kabul edelim ki x1 > x0 olsun.

g (x) =

8>>><>>>:
f (x) ; jxj � x0

do�grusal ; x 2 [�x1;�x0] [ [x0; x1]

0 ; jxj > x1

şeklinde sürekli bir g fonksiyonu tan¬mlayal¬m.

kLnf � fk� = kLn (f ;x)� f � Ln (g;x) + Ln (g;x)� g + gk�

� kLn (f ;x)� Ln (g;x)k� + kLn (g;x)� gk� (2.5.16)

+ kf � gk�
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olarak yaz¬labilir. (2:5:16) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ifadeleri teker teker inceleye-

lim.

Ln : C� (R) ! C� (R) dönüşüm yapan bir operatör dizisi oldu¼gundan s¬n¬rl¬d¬r.

Ayr¬ca (Ln) operatörler dizisi lineer oldu¼gundan

kLn (f ;x)� Ln (g;x)k� = kLn (f � g;x)k�

� kLn (�;x)k� kf � gk� (2.5.17)

sa¼glan¬r. (2:5:17) eşitsizli¼ginin sa¼g¬ndaki ifadeleri gözönüne alal¬m.

kLn (�;x)k� =
Ln �1 + �2;x��

=
Ln (1; x) + Ln ��2;x�+ 1 + �2 (x)� 1� �2 (x)�

� kLn (1; x)� 1k� +
Ln ��2;x�� �2 (x)� + 1 + �2 (x)�

= kLn (1; x)� 1k� +
Ln ��2;x�� �2 (x)� + k�k�

şeklinde yaz¬labilir. (2:5:14) ve k�k� = 1 ifadesi gözönüne al¬narak 8" > 0 için

kLn (�;x)k� < "+ "+ 1

= 2"+ 1

yaz¬labilir. " key� oldu¼gundan " = 1 seçilebilir. O halde

kLn (�;x)k� < 3 (2.5.18)

elde edilir. Bu da (Ln) lineer pozitif operatörler dizisinin düzgün s¬n¬rl¬oldu¼gunu

gösterir.
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E = [�x1;�x0] [ [x0; x1] olmak üzere g fonksiyonunun tan¬m¬gere¼gince;

kf � gk� = sup
x2R

jf (x)� g (x)j
� (x)

� sup
jxj�x0

jf (x)� g (x)j
� (x)

+ sup
x2E

jf (x)� g (x)j
� (x)

+ sup
jxj>x1

jf (x)� g (x)j
� (x)

= sup
jxj�x0

jf (x)� f (x)j
� (x)

+ sup
x2E

jf (x)� g (x)j
� (x)

+ sup
jxj>x1

jf (x)� 0j
� (x)

= sup
x2E

jf (x)� g (x)j
� (x)

+ sup
jxj>x1

jf(x)j
� (x)

� sup
x2E

�
jf(x)j+ jg (x)j

� (x)

�
+ sup
jxj>x1

jf(x)j
� (x)

� sup
x2E

jf(x)j
� (x)

+ sup
x2E

jg (x)j
� (x)

+ sup
jxj>x1

jf(x)j
� (x)

yaz¬labilir.

E � jxj � x0 ve jxj > x1 � jxj � x0

oldu¼gundan

kf � gk� � sup
jxj�x0

jf(x)j
� (x)

+ sup
x2E

jg (x)j
� (x)

+ sup
jxj�x0

jf(x)j
� (x)

= 2 sup
jxj�x0

jf(x)j
� (x)

+ sup
x2E

jg (x)j
� (x)

olup,

G (x0) = max
x2E

jg (x)j = max ff (x0) ;�f (x0)g

denirse

kf � gk� � 2 sup
jxj�x0

jf(x)j
� (x)

+G (x0) sup
x2E

1

� (x)

elde edilir. f 2 C0� (R) oldu¼gundan

sup
jxj�x0

jf(x)j
� (x)

< "

gerçeklenir. Ayr¬ca 8" > 0 için
1

� (x)
< "
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oldu¼gundan G (x0), " na ba¼gl¬olmak üzere

1

� (x)
<

"

G (x0)

olarak yaz¬labilir.

kf � gk� � 2"+G (x0) �
"

G (x0)

= 3" (2.5.19)

elde edilir. (2:5:18) ve (2:5:19) ifadeleri (2:5:17) eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

kLn (f ;x)� Ln (g;x)k� � 9"

bulunur.

g fonksiyonunun tan¬m¬gere¼gince;

kLn (g;x)� g (x)k� = sup
x2R

jLn (g;x)� g (x)j
� (x)

� sup
jxj�x1

jLn (g;x)� g (x)j
� (x)

+ sup
jxj>x1

jLn (g;x)j
� (x)

olur. Lemma 2.5.1 kullan¬larak

sup
jxj�x1

jLn (g;x)� g (x)j
� (x)

= o (1)

gerçeklenir. O halde

kLn (g;x)� g (x)k� � o (1) + sup
jxj>x1

Ln (jgj ;x)
� (x)

� o (1) + sup
jxj>x1

Ln

�
sup
t
jgj ;x

�
� (x)

= o (1) +G (x0) sup
jxj>x1

Ln (1; x)

� (x)
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= o (1) +G (x0) sup
jxj>x1

Ln (1; x) + 1� 1
� (x)

� o (1) +G (x0) sup
jxj>x1

jLn (1; x)� 1j
� (x)

+G (x0) sup
jxj>x1

1

� (x)

< o (1) +G (x0) sup
jxj>x1

jLn (1; x)� 1j
� (x)

+G (x0)
"

G (x0)

= o (1) +G (x0) sup
jxj>x1

jLn (1; x)� 1j
� (x)

+ "

elde edilir. (2:5:14) ifadesinden dolay¬8" > 0 için

sup
jxj>x1

jLn (1; x)� 1j
� (x)

< "

sa¼gland¬¼g¬ndan

lim
n!1

kLn (g;x)� g (x)k� = 0 (2.5.20)

bulunur. (2:5:18), (2:5:19) ve (2:5:20) ifadeleri kullan¬larak

kLnf � fk� � kLn (f � g;x)k� + kLn (g;x)� gk� + kg � fk�

� kf � gk� � kLnk� + kLn (g;x)� gk� + kg � fk�

= kf � gk�
�
kLnk� + 1

�
+ kLn (g;x)� gk�

< 3" (3 + 1) + "

= 13"

elde edilir. Bu da (2:5:15) ifadesinin gerçeklendi¼gini gösterir.
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3. TEKDE¼G·IŞKENL·I FONKS·IYONLAR ·IÇ·INBERNSTEIN-CHLODOWSKY

POL·INOMLAR D·IZ·IS·I ·ILE YAKLAŞIM

Chlodowsky (1937) taraf¬ndan s¬n¬rs¬z bir aral¬k üzerinde Bernstein polinomlar¬

genelleştirilmi̧s ve bu polinomlar¬n baz¬yaklaş¬m özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bernstein-

Chlodowsky polinomlar¬olarak adland¬r¬lan bu polinomlar¬n, Lorentz (1953), Gad-

jiev (1995), Gadjiev (1998), Gadjiev vd. (1999), ·Ibikli (2001) ve bunun gibi birçok

kaynakda tan¬m¬ ve yaklaş¬m özellikleri verilmi̧stir. Ayr¬ca s¬n¬rs¬z bir aral¬k ü-

zerinde Bernstein tipi polinomlar dizisine örnek polinomlar Totik (1984) ve Khan

(1988) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s ve yaklaş¬m özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r, fakat burada

bu polinom tipine yer verilmemi̧stir.

Tan¬m 3.0.1 (bn) dizisi

lim
n!1

bn =1 ve lim
n!1

bn
n
= 0

koşullar¬n¬sa¼glayan monoton artan reel terimli pozitif bir say¬dizisi olmak üzere

0 � x � bn için

B�n (f ;x)=
nX
k=0

f

�
k

n
bn

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x
bn

�n�k
(3.0.1)

şeklinde tan¬ml¬polinomlara Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬ ad¬verilir.

f (t) = 1 olmak üzere,

B�n (1; x) =

nX
k=0

Ckn

�
x

bn

�k �
1� x
bn

�n�k
= 1 (3.0.2)

şeklindedir.
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f (t) = t olmak üzere,

B�n (t;x) =

nX
k=0

k

n
bnC

k
n

�
x

bn

�k �
1� x
bn

�n�k
=

nX
k=1

bn
(n� 1)!

(k � 1)! (n� k)!

�
x

bn

�k �
1� x
bn

�n�k
= x

n�1X
k=0

Ckn�1

�
x

bn

�k �
1� x
bn

�n�k�1
= x (3.0.3)

şeklindedir.

f (t) = t2 olmak üzere,

B�n
�
t2;x

�
=

nX
k=0

�
k

n
bn

�2
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x
bn

�n�k
=

nX
k=1

b2n
k

n

(n� 1)!
(k � 1)! (n� k)!

�
x

bn

�k �
1� x
bn

�n�k
= x

nX
k=1

k

n
bn

(n� 1)!
(k � 1)! (n� k)!

�
x

bn

�k�1�
1� x
bn

�n�k
=

bn
n
x

nX
k=2

(k � 1) (n� 1)!
(k � 1)! (n� k)!

�
x

bn

�k�1�
1� x
bn

�n�k
+
bn
n
x

nX
k=1

(n� 1)!
(k � 1)! (n� k)!

�
x

bn

�k�1�
1� x
bn

�n�k
=

x2

n

nX
k=2

(n� 1)!
(k � 2)! (n� k)!

�
x

bn

�k�2�
1� x
bn

�n�k
+
bn
n
x
n�1X
k=0

Ckn�1

�
x

bn

�k �
1� x
bn

�n�k�1
= x2

�
n� 1
n

� nX
k=2

(n� 2)!
(k � 2)! (n� k)!

�
x

bn

�k�2�
1� x
bn

�n�k
+
bn
n
x

= x2
�
n� 1
n

� n�2X
k=0

Ckn�2

�
x

bn

�k �
1� x
bn

�n�k�2
+
bn
n
x

= x2 + x
(bn � x)
n

(3.0.4)
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şeklindedir.

Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬, tan¬ml¬ oldu¼gu [0; bn] aral¬¼g¬n¬n n ! 1 iken

[0;1) aral¬¼g¬na dönüşmesinden dolay¬Korovkin Teoremi�ni gerçeklemez.

Örne¼gin; s¬n¬rs¬z aral¬k üzerinde f (x) = x2 2 C (0;1) fonksiyonuna (3:0:1) polinom-

lar dizisi ile yaklaş¬m mümkün de¼gildir. Çünkü (3:0:4) ifadesi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

B�n �t2;x��x2C(0;bn)= b2n4n
olup,

lim
n!1

B�n �t2;x��x2C(0;bn) =1
elde edilir. Bu ise yak¬nsaman¬n gerçeklenmedi¼gini gösterir.

Aşa¼g¬daki teoremler ile s¬n¬rs¬z aral¬k üzerinde tan¬mlanm¬̧s fonksiyon uzaylar¬nda

(3:0:1) polinomlar dizisi ile yaklaş¬m koşullar¬ortaya koyulmuştur.

Teorem 3.0.1 8f 2 C (0;1) fonksiyonu

lim
x!1

f (x) = kf <1

olma koşulunu ve (bn) dizisi

lim
n!1

b2n
n
= 0 (3.0.5)

koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda

lim
n!1

kB�n (f ;x)� f (x)kC(0;bn) = 0

gerçeklenir.

·Ispat: kf = 0 olmas¬durumunda teoremin ispat¬n¬yapmak yeterlidir. Bu durumda

lim
x!1

f (x) = 0 olur. Yani; her " > 0 için x � x0 iken jf (x)j < " eşitsizli¼gini
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gerçekleyen en az bir x0 noktas¬vard¬r.

g (x) =

8>>><>>>:
f (x) ; 0 � x � x0
lineer ; x0 � x � x0 + 1

2

0 ; x � x0 + 1
2

şeklinde sürekli bir g fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Bu durumda g fonksiyonunun tan¬m¬

gere¼gince;

sup
0�x�bn

jf (x)� g (x)j � sup
0�x�x0

jf (x)� g (x)j+ sup
x0�x�x0+ 1

2

jf (x)� g (x)j

+ sup
x�x0+ 1

2

jf (x)� g (x)j

= sup
x0�x�x0+ 1

2

jf (x)� g (x)j+ sup
x�x0+ 1

2

jf (x)j

� sup
x0�x�x0+ 1

2

jf (x)j+ sup
x0�x�x0+ 1

2

jg (x)j+ sup
x�x0+ 1

2

jf (x)j

olarak yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte

max
x0�x�x0+ 1

2

jg (x)j = jf (x0)j ve lim
x!1

f (x) = 0

oldu¼gundan

sup
0�x�bn

jf (x)� g (x)j < "+ "+ " = 3"

elde edilir. Bu durumda

sup
0�x�bn

jB�n (f ;x)� f (x)j = sup
0�x�bn

jB�n (f ;x)�B�n (g;x) +B�n (g;x)

�g (x) + g (x)� f (x)j

� sup
0�x�bn

jB�n (f � g;x)j+ sup
0�x�bn

jB�n (g;x)� g (x)j

+ sup
0�x�bn

jg (x)� f (x)j

� sup
0�x�bn

B�n

�
sup
0�t�bn

jf � gj ;x
�
+ sup
0�x�bn

jB�n (g;x)� g (x)j

+ sup
0�x�bn

jg (x)� f (x)j
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� 3"B�n (1; x) + sup
0�x�bn

jB�n (g;x)� g (x)j+ 3"

� 6"+ sup
0�x�bn

jB�n (g;x)� g (x)j

olup,

lim
n!1

sup
0�x�bn

jB�n (f ;x)� f (x)j � 6"+ lim
n!1

sup
0�x�bn

jB�n (g;x)� g (x)j (3.0.6)

yaz¬labilir. (3:0:6) eşitsizli¼ginde yer alan

lim
n!1

sup
0�x�bn

jB�n (g;x)� g (x)j

ifadesini gözönüne alal¬m.

g fonksiyonu
�
x0 +

1
2
; bn
�
aral¬¼g¬nda s¬f¬r oldu¼gundan s¬n¬rl¬d¬r. Yani; jg (x)j � M

koşulunu sa¼glayan M > 0 say¬s¬vard¬r. Ayr¬ca kapal¬ve s¬n¬rl¬
�
0; x0 +

1
2

�
aral¬¼g¬

üzerinde g fonksiyonu düzgün süreklidir. O halde düzgün süreklilik tan¬m¬gere¼gince;

her " > 0 için
�� k
n
bn � x

�� < � iken x 2 [0; bn] için����g�knbn
�
� g (x)

���� < " (3.0.7)

gerçekleyen en az bir � = � (") > 0 say¬s¬vard¬r.

�� k
n
bn � x

�� � � oldu¼gunda g fonksiyonu s¬n¬rl¬oldu¼gundan����g�knbn
�
� g (x)

���� � 2M
gerçeklenir. Ayr¬ca

�
k
n
bn � x

�2
�2

� 1 =)
2M

�
k
n
bn � x

�2
�2

� 2M

yaz¬labilece¼ginden ����g�knbn
�
� g (x)

���� � 2M
�
k
n
bn � x

�2
�2

(3.0.8)

53



elde edilir. (3:0:7) ve (3:0:8) eşitsizliklerinden

����g�knbn
�
� g (x)

���� � "+ 2M
�
k
n
bn � x

�2
�2

gerçeklenir. Buradan

jB�n (g;x)� g (x)j =
����� nPk=0 g

�
k

n
bn

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
�

nP
k=0

g (x)Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�����
�

nP
k=0

����g�knbn
�
� g (x)

����Ckn � xbn
�k �

1� x

bn

�n�k
� "+

2M

�2

nP
k=0

�
k

n
bn � x

�2
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= "+

2M

�2

nP
k=0

�
k

n
bn

�2
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
�2x2M

�2

nP
k=0

k

n
bnC

k
n

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+
2M

�2
x2

= "+
2M

�2

�
x2 +

x (bn � x)
n

� 2x2 + x2
�

= "+
2M

�2
x (bn � x)

n

olup,

sup
0�x�bn

jB�n (g;x)� g (x)j � "+ max
0�x�bn

2M

�2
x (bn � x)

n

� "+
2M

�2
b2n
4n

elde edilir. (bn) dizisi (3:0:5) koşulunu sa¼glad¬¼g¬ndan

lim
n!1

sup
0�x�bn

jB�n (g;x)� g (x)j � "+ lim
n!1

2M

�2
b2n
4n

= 0

olur.
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Bu ifade (3:0:6) ifadesinde gözönüne al¬n¬rsa

lim
n!1

sup
0�x�bn

jB�n (f ;x)� f (x)j = 0

bulunur. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 2.5.3,

Ln (f ;x) =

8<: B�n(f ;x) ; 0 � x � bn
f (x) ; x =2 [0; bn]

şeklinde tan¬ml¬operatörler dizisine uygulan¬rsa aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 3.0.2 � (x) = 1 + x2 olmak üzere 8f 2 Ck� (R) için

lim
n!1

kB�n(f ;x)� f(x)k� = 0 (3.0.9)

gerçeklenir.

·Ispat: (3:0:2) ; (3:0:3) ve (3:0:4) ifadeleri Teorem 2.5.3�ün koşullar¬n¬sa¼glamal¬d¬r.

0 � x � bn için (3:0:2) eşitli¼gi kullan¬larak

kLn (1; x)�1k� = sup
0�x�bn

jB�n (1; x)�1j
� (x)

= sup
0�x�bn

j1� 1j
� (x)

= 0

olup,

lim
n!1

kLn (1; x)�1k�= 0

olur.
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(3:0:3) eşitli¼gi kullan¬larak

kLn (t;x)�xk� = sup
0�x�bn

jB�n (t;x)�xj
� (x)

= sup
0�x�bn

jx� xj
1 + x2

= 0

olup,

lim
n!1

kLn (t;x)�xk�= 0

olur.

(3:0:4) eşitli¼gi kullan¬larak

Ln �t2;x��x2� = sup
0�x�bn

jB�n (t2;x)�x2j
� (x)

= sup
0�x�bn

���x2+x(bn�x)
n

�x2
���

1 + x2

� 1

n
sup

0�x�bn
(bn � x)

=
bn
n

bulunur. Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬n¬n tan¬m¬nda kullan¬lan (bn) pozitif

say¬dizisi lim
n!1

bn
n
= 0 olma koşulunu sa¼glad¬¼g¬ndan

lim
n!1

Ln �t2;x��x2�= 0
elde edilir. Bu durumda Teorem 2.5.3 gere¼gince;

lim
n!1

kLnf�fk� = 0

sa¼glan¬r. (Ln) lineer pozitif operatörler dizisinin tan¬m¬ndan

lim
n!1

kB�nf � fk� = 0
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gerçeklenir. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 2.5.2�ye göre (3:0:9) ifadesi key� f 2 C� (R) fonksiyonu için genel olarak

sa¼glanmaz. Fakat (3:0:1) polinomlar dizisi için özel bir durumda Teorem 2.5.2�nin

gerçeklendi¼gini aşa¼g¬daki teorem ile verelim.

Teorem 3.0.3 � (x) = 1 + x2 olmak üzere 8f 2 C� (R) ise

lim
n!1

1p
bn
kB�n (f ;x)� f (x)k�= 0

gerçeklenir.

·Ispat: Sürekli bir f fonksiyonu s¬n¬rl¬ve kapal¬bir aral¬kta düzgün sürekli oldu¼gun-

dan her " > 0 için jt� xj < � iken her x 2 [0; bn] ve her t 2 [0;1) olmak üzere

jf (t)�f (x)j< "

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir �(") > 0 say¬s¬vard¬r.

f 2 C� (R) oldu¼gundan jt� xj � � koşulunu sa¼glayan 8x 2 [0; bn] ve 8t 2 [0;1) için

jf(t)� f(x)j � jf(t)j+ jf(x)j

� Mf (1 + t
2)+Mf (1 + x

2)

� Mf (2 + t
2 + x2)

eşitsizli¼gi geçerli olup,

jf(t)� f(x)j � Mf

�
2+ (t� x+ x)2+x2

	
= Mf

�
2+ (t� x)2+2x (t� x)+2x2

	
= Mf

�
2
�
x2+1

�
+(t� x)2+2x (t� x)

	

57



� Mf

�
2
�
x2+1

�
+2 (t� x)2 + 2

�
x2+1

�
jt� xj

	
= 2M f

��
x2+1

�
(1+ jt� xj)+ (t� x)2

	
olarak yaz¬labilir. jt�xj

�
� 1 oldu¼gundan

jf (t)�f (x)j � 2M f

��
x2+1

�� jt� xj
�

+ jt� xj
�
+ (t� x)2

�
= 2M f

��
x2+1

�
jt� xj

�
1

�
+1

�
+ (t� x)2

�
� 2M f

��
x2+1

�
jt� xj

�
1

�
+1

�
+ (t� x)2

�
1

�
+1

��
= 2M f

�
1

�
+1

���
x2+1

�
jt� xj+ (t� x)2

	
olur.

2M f

�
1

�
+1

�
= Cf (�)

ile gösterilirse

jf (t)�f (x)j � Cf (�)
�
(t� x)2+

�
1 + x2

�
jt� xj

	
elde edilir.

Bu durumda 8x 2 [0; bn] ve 8t 2 [0;1) için

jf (t)�f (x)j< "+ Cf (�)
�
(t� x)2+

�
1 + x2

�
jt� xj

	
(3.0.10)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

Şimdi jB�n(f ;x)� f (x)j ifadesini gözönüne alal¬m. (3:0:10) eşitsizli¼gi ve B�n poli-

nomlar¬n¬n monotonluk ve lineerlik özelli¼gi kullan¬larak

jB�n (f ;x)�f (x)j � B�n (jf (t)�f (x)j ;x)

< B�n
�
"+ Cf (�) (t� x)2+Cf (�)

�
1 + x2

�
jt� xj ;x

�
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= "B�n (1; x)+Cf (�)B
�
n

�
(t� x)2 ;x

�
+
�
1 + x2

�
Cf (�)B

�
n

�q
(t� x)2;x

�
= "B�n(1; x) + Cf (�)B

�
n(t

2;x)� Cf (�)2xB�n (t;x)

+Cf (�)x
2B�n(1; x) + (1 + x

2)Cf (�)B
�
n(
p
(t� x)2;x)

elde edilir. (3:0:2) ; (3:0:3) ; (3:0:4) ifadeleri ve Cauchy-Schwartz eşitsizli¼gi kullan¬larak

jB�n (f ;x)�f (x)j< "+ Cf (�)
x (bn�x)

n
+
�
1 + x2

�
Cf (�)

 r
x (bn�x)

n

!

bulunur. Bu ifadenin her iki yan¬ 1
1+x2

ile çarp¬l¬rsa

jB�n (f ;x)�f (x)j
1 + x2

< "+ Cf (�)
x (bn�x)
n
�
1 + x2

�+Cf (�) rx (bn�x)
n

!

olur. Buradan

sup
0�x�bn

jB�n (f ;x)�f(x)j
1 + x2

< "+ Cf (�) sup
0�x�bn

x(bn�x)
n
�
1 + x2

�+Cf (�) sup
0�x�bn

r
x (bn�x)

n

yaz¬labilir.

sup
0�x�bn

x (bn�x)
n
�
1 + x2

� � bn
n
ve sup

0�x�bn

r
x (bn � x)

n
=

r
b2n
4n

oldu¼gundan

sup
0�x�bn

jB�n (f ;x)�f(x)j
1 + x2

< "+ Cf (�)
bn
n
+Cf (�)

r
b2n
4n

elde edilir. Bu ifadenin her iki yan¬ 1p
bn
ile çarp¬l¬rsa

1p
bn

sup
0�x�bn

jB�n (f ;x)�f(x)j
1 + x2

<
"p
bn
+Cf (�)

"p
bn
n
+
1

2

r
bn
n

#

<
"p
bn
+Cf (�)

"p
bn
n
+

r
bn
n

#
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olarak yaz¬labilir.

lim
n!1

1p
bn

sup
0�x�bn

jB�n (f ;x)�f(x)j
1 + x2

< " lim
n!1

1p
bn
+Cf (�) lim

n!1

"p
bn
n
+

r
bn
n

#

olup, (bn) dizisinin özellikleri gözönüne al¬n¬rsa

lim
n!1

1p
bn

sup
0�x�bn

jB�n (f ;x)�f(x)j
1 + x2

= 0

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Tan¬m 3.0.2 (bn) dizisi

lim
n!1

bn =1 ve lim
n!1

bn
n
= 0

koşullar¬n¬sa¼glayan monoton artan reel terimli pozitif bir say¬dizisi olmak üzere

eBn (f ;x) = nP
k=0

f

�
k

n

p
bn

�
Ckn

�
xp
bn

�k �
1� xp

bn

�n�k
; 0 � x �

p
bn (3.0.11)

şeklinde Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi tan¬mlanabilir (·Ibikli 2003).

(3:0:2) ; (3:0:3) ve (3:0:4) ifadelerinden

eBn (1; x) = 1eBn (t;x) = x

eBn �t2;x� = x2 +
x
�p
bn � x

�
n

olarak elde edilir.

S¬n¬rs¬z aral¬k üzerinde f (x) = x2 fonksiyonuna (3:0:1) polinomlar dizisi yard¬m¬yla

yaklaş¬m¬nmümkün olmad¬¼g¬n¬örnek olarak vermi̧stik. Şimdi s¬n¬rs¬z aral¬k üzerinde

f (x) = x2 fonksiyonuna (3:0:11) polinomlar dizisi ile yaklaş¬m yapal¬m.
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f (t) = 1 için,

lim
n!1

 eBn (1; x)� 1
C(0;

p
bn)
= 0

f (t) = t için,

lim
n!1

 eBn (t;x)� x
C(0;

p
bn)
= 0

f (t) = t2 için,

max
0�x�

p
bn

��� eBn �t2;x�� x2��� =

p
bn
2n

�p
bn �

p
bn
2

�
=

bn
4n

olup,

lim
n!1

 eBn �t2;x�� x2
C(0;

p
bn)
= 0

elde edilir. Bu durumda s¬n¬rs¬z aral¬k üzerinde f (x) = x2 fonksiyonuna (3:0:11)

polinomlar dizisi ile yaklaş¬m mevcuttur.

Lemma 3.0.1 a > 0 say¬s¬n den ba¼g¬ms¬z olmak üzere
�
a;
p
bn
�
üzerinde s¬f¬r olan

her sürekli f fonksiyonu için

lim
n!1

 eBn (f ;x)� f (x)
C(0;

p
bn)
= 0

gerçeklenir.

·Ispat: Kapal¬ ve s¬n¬rl¬ her aral¬kta sürekli olan fonksiyon s¬n¬rl¬ oldu¼gundan f

fonksiyonu s¬n¬rl¬d¬r.
�
a;
p
bn
�
aral¬¼g¬nda fonksiyon s¬f¬r de¼gerini ald¬¼g¬ndan 0 � x �

a için

jf (x)j �M

olacak şekildeM > 0 say¬s¬vard¬r. Ayr¬ca f fonksiyonu, [0; a] kapal¬ve s¬n¬rl¬aral¬k

üzerinde düzgün süreklidir. Dolay¬s¬yla x 2
�
0;
p
bn
�
olmak üzere her " > 0 için
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�� k
n

p
bn � x

�� < � oldu¼gunda ����f �knpbn
�
� f (x)

���� < " (3.0.12)

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir � = � (") > 0 say¬s¬vard¬r.

�� k
n

p
bn � x

�� � � iken f s¬n¬rl¬oldu¼gundan����f �knpbn
�
� f (x)

���� � 2M
gerçeklenir. Ayr¬ca

�
k
n

p
bn � x

�2
�2

� 1 =)
2M

�
k
n

p
bn � x

�2
�2

� 2M

yaz¬labilece¼ginden

����f �knpbn
�
� f (x)

���� � 2M
�
k
n

p
bn � x

�2
�2

(3.0.13)

elde edilir. O halde (3:0:12) ve (3:0:13) ifadeleri gözönüne al¬n¬rsa

����f �knpbn
�
� f (x)

���� < "+ 2M
�
k
n

p
bn � x

�2
�2

eşitsizli¼gi gerçeklenir. Buradan

��� eBn (f ;x)� f (x)��� =

����� nPk=0 f
�
k

n

p
bn

�
Ckn

�
xp
bn

�k �
1� xp

bn

�n�k
�

nP
k=0

f (x)Ckn

�
xp
bn

�k �
1� xp

bn

�n�k�����
�

nP
k=0

����f �knpbn
�
� f (x)

����Ckn � xp
bn

�k �
1� xp

bn

�n�k
< "+

2M

�2

nP
k=0

�
k

n

p
bn � x

�2
Ckn

�
xp
bn

�k �
1� xp

bn

�n�k
= "+

2M

�2

nP
k=0

�
k

n

p
bn

�2
Ckn

�
xp
bn

�k �
1� xp

bn

�n�k
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�2x2M
�2

nP
k=0

k

n

p
bnC

k
n

�
xp
bn

�k �
1� xp

bn

�n�k
+
2M

�2
x2

= "+
2M

�2

"
x2 +

x
�p
bn � x

�
n

� 2x2 + x2
#

= "+
2M

�2
x
�p
bn � x

�
n

olup,

sup
0�x�

p
bn

��� eBn (f ;x)� f (x)��� < "+ max
0�x�

p
bn

2M

�2
x
�p
bn � x

�
n

< "+
2M

�2
bn
4n

lim
n!1

sup
0�x�

p
bn

��� eBn (f ;x)� f (x)��� < "+ lim
n!1

2M

�2
bn
4n

= 0

bulunur. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.0.4 8f 2 C (0;1) fonksiyonu

lim
x!1

f (x) = kf <1

koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda

lim
n!1

 eBn (f ;x)� f (x)
C(0;

p
bn)
= 0

gerçeklenir.

·Ispat: kf = 0 olmas¬durumunda teoremin ispat¬n¬yapmak yeterlidir. Bu durumda

lim
x!1

f (x) = 0 olur. Yani; her " > 0 için x � x0 iken jf (x)j < " eşitsizli¼gini sa¼glayan

en az bir x0 noktas¬vard¬r.

g (x) =

8>>><>>>:
f (x) ; 0 � x � x0
lineer ; x0 � x � x0 + 1

2

0 ; x � x0 + 1
2
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şeklinde sürekli bir g fonksiyonu tan¬mlayal¬m.

g fonksiyonunun tan¬m¬gere¼gince;

sup
0�x�

p
bn

jf (x)� g (x)j � sup
0�x�x0

jf (x)� g (x)j+ sup
x0�x�x0+ 1

2

jf (x)� g (x)j

+ sup
x�x0+ 1

2

jf (x)� g (x)j

= sup
x0�x�x0+ 1

2

jf (x)� g (x)j+ sup
x�x0+ 1

2

jf (x)j

� sup
x0�x�x0+ 1

2

jf (x)j+ sup
x0�x�x0+ 1

2

jg (x)j+ sup
x�x0+ 1

2

jf (x)j

olarak yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte

max
x0�x�x0+ 1

2

jg (x)j = jf (x0)j ve lim
x!1

f (x) = 0

oldu¼gundan

sup
0�x�

p
bn

jf (x)� g (x)j < "+ "+ " = 3"

elde edilir. O halde

sup
0�x�

p
bn

��� eBn (f ;x)� f (x)��� = sup
0�x�

p
bn

��� eBn (f ;x)� eBn (g;x) + eBn (g;x)
�g (x) + g (x)� f (x)j

� sup
0�x�

p
bn

��� eBn (f � g;x)���+ sup
0�x�

p
bn

��� eBn (g;x)� g (x)���
+ sup
0�x�

p
bn

jg (x)� f (x)j

� sup
0�x�

p
bn

eBn sup
0�t�

p
bn

jf � gj ;x
!

+ sup
0�x�

p
bn

��� eBn (g;x)� g (x)���+ sup
0�x�

p
bn

jg (x)� f (x)j

� 3" eBn (1; x) + sup
0�x�

p
bn

��� eBn (g;x)� g (x)���+ 3"
� 6"+ sup

0�x�
p
bn

��� eBn (g;x)� g (x)���
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olup,

lim
n!1

sup
0�x�

p
bn

��� eBn (f ;x)� f (x)��� � 6"+ lim
n!1

sup
0�x�

p
bn

��� eBn (g;x)� g (x)���
olur. Lemma 3.0.1 kullan¬l¬rsa

lim
n!1

sup
0�x�

p
bn

��� eBn (f ;x)� f (x)��� = 0
elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

3.1 I. Tip Genelleşmi̧s Bernstein-Chlodowsky Polinomlar Dizisi ve

Yaklaş¬m¬

·Ibikli (2001) taraf¬ndan I. tip genelleşmi̧s Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar

dizisinin tan¬m¬ve yaklaş¬m özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.1.1 (bn) dizisi

lim
n!1

bn =1 ve lim
n!1

bn
n
= 0

koşullar¬n¬sa¼glayan monoton artan reel terimli pozitif say¬dizisi ve 0 � � � � olmak

üzere

Sn (f ;x) =
nP
k=0

f

�
k + �

n+ �
bn

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x
bn

�n�k
(3.1.1)

ile I. tip genelleşmiş Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi tan¬mlanabilir (Stancu

1983).

(3:0:2) ifadesi gözönüne al¬n¬rsa, (2:4:2) eşitli¼ginden

Sn (1; x) =
nP
k=0

Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= 1 (3.1.2)

olarak bulunur.
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(3:0:3) ifadesi gözönüne al¬n¬rsa

Sn (t;x) =
nP
k=0

�
k + �

n+ �
bn

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
=

bn
n+ �

nP
k=0

(k + �)Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
=

bn
n+ �

(
nP
k=0

kCkn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+ �

nP
k=0

Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k)

=
bn

n+ �

(
nP
k=0

kCkn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+ �

)

=
n

n+ �

nP
k=0

�
k

n
bn

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+

�

n+ �
bn

=
n

n+ �
x+

�

n+ �
bn (3.1.3)

olarak bulunur.

(3:0:4) ifadesi gözönüne al¬n¬rsa

Sn
�
t2;x

�
=

nP
k=0

�
k + �

n+ �
bn

�2
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
=

b2n
(n+ �)2

nP
k=0

(k + �)2Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
=

b2n
(n+ �)2

(
nP
k=0

k2Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+ 2�

nP
k=0

kCkn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+ �2

nP
k=0

Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k)

=
b2n

(n+ �)2

(
nP
k=0

n2

n2
k2Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+ 2�

nP
k=0

n

n
kCkn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+ �2

)
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=

�
n

n+ �

�2 nP
k=0

�
k

n
bn

�2
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+

2�n

(n+ �)2
bn

nP
k=0

�
k

n
bn

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+�2

b2n
(n+ �)2

=

�
n

n+ �

�2�
x2 +

x (bn � x)
n

�
+

2�n

(n+ �)2
bnx (3.1.4)

+�2
b2n

(n+ �)2

olarak bulunur.

jf (x)j � Mf (1 + x
2) eşitsizli¼gini sa¼glayan f 2 C (R) fonksiyonu için (3:1:1) poli-

nomlar¬ile yak¬nsakl¬k gerçeklenmeyebilir.

Örne¼gin; [0; bn] aral¬¼g¬üzerinde sonsuz mertebeden diferensiyellenebilir olan f (x) =

x2 fonksiyonuna (3:1:1) polinomlar dizisi ile yaklaş¬m yapal¬m.

f (t) = t2 için

Sn
�
t2;x

�
=

�
n

n+ �

�2�
x2 +

x (bn � x)
n

�
+

2�n

(n+ �)2
bnx+ �

2

�
bn

n+ �

�2
olmak üzere,

��Sn �t2;x�� x2�� � x2 � Sn
�
t2;x

�
= x2

�
1� n2

(n+ �)2

�
+

n2

(n+ �)2
x (bn � x)

n

+
2�n

(n+ �)2
bnx+

�2

(n+ �)2
b2n

sup
0�x�bn

��Sn �t2;x�� x2�� � sup
0�x�bn

x2
�
1� n2

(n+ �)2

�
+ sup
0�x�bn

n2

(n+ �)2
x (bn � x)

n

+ sup
0�x�bn

2�n

(n+ �)2
bnx+ sup

0�x�bn

�2

(n+ �)2
b2n
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= b2n

�
1� n2

(n+ �)2

�
+

n2

(n+ �)2
b2n
4n

+
2�n

(n+ �)2
b2n +

�2

(n+ �)2
b2n

elde edilir.

b2n

�
1� n2

(n+ �)2

�
+

n2

(n+ �)2
b2n
4n
� b2n
4

�
1� n2

(n+ �)2

�
+
b2n
4n

eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gini gösterelim.

3

4

�
1� n2

(n+ �)2

�
+

n

4 (n+ �)2
� 1

4n

3

�
1� n2

(n+ �)2

�
+

n

(n+ �)2
� 1

n

3
�
2n2� + n�2

�
+ n (n+ �)2 � (n+ �)2

olup, eşitsizlik geçerlidir. Buradan

sup
0�x�bn

��Sn �t2;x�� x2�� � b2n
4

�
1� n2

(n+ �)2

�
+
b2n
4n
+

�2

(n+ �)2
b2n

olarak yaz¬labilir. Bu durumda

lim
n!1

sup
0�x�bn

��Sn �t2;x�� x2�� � 1
olup, yak¬nsama gerçekleşmez.

(3:1:1) polinomlar dizisi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda, aşa¼g¬daki teorem Lemma 2.5.1�in bir

sonucu olarak verilebilir.

Teorem 3.1.1 � (x) = 1 + x2 olmak üzere f 2 C� (0;1) ise s¬n¬rl¬ve kapal¬[0; A]

aral¬¼g¬üzerinde

lim
n!1

Sn (f ;x) = f (x)

düzgün olarak gerçeklenir.

68



·Ispat: ·Ispat¬yapmak için Lemma 2.5.1�in koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.

(3:1:2) ifadesi gözönüne al¬n¬rsa

Sn (1; x)� 1 = 0

sup
0�x�A

jSn (1; x)� 1j = 0

olup,

lim
n!1

kSn (1; x)� 1kC(0;A) = 0

olur.

(3:1:3) ifadesi gözönüne al¬n¬rsa

Sn (t;x)� x = x
n

n+ �
+

�

n+ �
bn � x

= x

�
n

n+ �
� 1
�
+

�

n+ �
bn

jSn (t;x)� xj � x

�
1� n

n+ �

�
+

�

n+ �
bn

sup
x2[0A]

jSn (t;x)� xj � A

�
1� n

n+ �

�
+

�

n+ �
bn

olup,

lim
n!1

kSn (t;x)� xkC(0;A) = 0

olur.

(3:1:4) ifadesi gözönüne al¬n¬rsa

Sn
�
t2;x

�
� x2 =

�
n

n+ �

�2�
x2 +

x (bn � x)
n

�
+

2�n

(n+ �)2
bnx

+�2
b2n

(n+ �)2
� x2
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��Sn �t2;x�� x2�� �
�

n2

(n+ �)2
� 1
�
x2 +

n2

(n+ �)2
bn
n
x+

n2

(n+ �)2
x2

n

+2�x
n

n2
�
1 + 2�

n
+ �2

n2

�bn + �2� bn
n+ �

�2

sup
x2[0;A]

��Sn �t2;x�� x2�� � A2
�

n2

(n+ �)2
� 1 + n

(n+ �)2

�
+2�A

n

n2
�
1 + 2�

n
+ �2

n2

�bn + �2� bn
n+ �

�2

olup,

lim
n!1

Sn �t2;x�� x2C(0;A) = 0
elde edilir. Bu durumda Lemma 2.5.1�in tüm koşullar¬sa¼glan¬r. O halde Lemma

2.5.1 gere¼gince istenen yak¬nsakl¬k gerçeklenir.

Di¼ger yandan aşa¼g¬daki teorem, (3:1:1) polinomlar dizisi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda Teo-

rem 2.5.1�in bir sonucu olarak verilebilir.

Teorem 3.1.2 � (x) = 1 + x2 olmak üzere f 2 Ck� (R) ise

lim
n!1

kSn (f ;x)� f (x)k� = 0

gerçeklenir.

·Ispat: (3:1:2) ifadesi kullan¬larak

jSn (1; x)� 1j
1 + x2

=
1� 1
1 + x2

= 0

lim
n!1

sup
0�x�bn

jSn (1; x)� 1j
1 + x2

= 0

olup,

lim
n!1

kSn (1; x)� 1k� = 0

elde edilir.
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(3:1:3) ifadesi kullan¬larak

Sn (t;x)� x = x
�

n

n+ �
� 1
�
+

�

n+ �
bn

olup, �; �; bn > 0 oldu¼gundan

jSn (t;x)� xj �
���� n

n+ �
� 1
���� x+ �

n+ �
bn

jSn (t;x)� xj
1 + x2

�
�
1� n

n+ �

�
x

1 + x2
+

�

n+ �
bn

1

1 + x2

�
�
1� n

n+ �

�
+

�

n+ �
bn

sup
0�x�bn

jSn (t;x)� xj
1 + x2

�
�
1� n

n+ �

�
+

�

n+ �
bn

yaz¬labilir. Buradan

lim
n!1

sup
0�x�bn

jSn (t;x)� xj
1 + x2

� 1

2
lim
n!1

�
1� n

n+ �

�
+ lim
n!1

bn
n

�

n
�
1 + �

n

�
= 0

olup,

lim
n!1

kSn (t;x)� xk� = 0

elde edilir.

(3:1:4) ifadesi kullan¬larak

Sn
�
t2;x

�
� x2 =

�
n2

(n+ �)2
� 1
�
x2 +

n2

(n+ �)2
x (bn � x)

n

+
2�n

(n+ �)2
bnx+

�2

(n+ �)2
b2n��Sn �t2;x�� x2�� �

�
1� n2

(n+ �)2

�
x2 +

n

(n+ �)2
x (bn � x)

+
2�n

(n+ �)2
bnx+

�2

(n+ �)2
b2n
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jSn (t2;x)� x2j
1 + x2

�
�
1� n2

(n+ �)2

�
x2

1 + x2
+

n

(n+ �)2
x (bn � x)
1 + x2

+
2�n

(n+ �)2
bn

x

1 + x2
+

�2

(n+ �)2
b2n

1

1 + x2

�
�
1� n2

(n+ �)2

�
+

n

(n+ �)2
(bn � x)

+
2�n

(n+ �)2
bn +

�2

(n+ �)2
b2n

sup
0�x�bn

jSn (t2;x)� x2j
1 + x2

�
�
1� n2

(n+ �)2

�
+

n

(n+ �)2
sup

0�x�bn
(bn � x)

+
2�n

(n+ �)2
bn +

�2

(n+ �)2
b2n

=

�
1� n2

(n+ �)2

�
+

n

(n+ �)2
bn +

2�n

(n+ �)2
bn

+
�2

(n+ �)2
b2n

bulunur. Buradan

lim
n!1

sup
0�x�bn

jSn (t2;x)� x2j
1 + x2

� lim
n!1

�
1� n2

(n+ �)2

�
+ lim
n!1

nbn

n2
�
1 + 2�

n
+ �2

n2

�
+ lim
n!1

2�nbn

n2
�
1 + 2�

n
+ �2

n2

� + lim
n!1

�2b2n

n2
�
1 + 2�

n
+ �2

n2

�
olup, (bn) dizisinin özelliklerinden

lim
n!1

Sn �t2;x�� x2� = 0
elde edilir. Bu durumda

lim
n!1

sup
0�x�bn

jSn (t� ;x)� x� j
1 + x2

= 0; � = 0; 1; 2

olup, Teorem 2.5.1 gere¼gince;

lim
n!1

sup
0�x�bn

jSn (f ;x)� f (x)j
1 + x2

= 0

bulunur. Bu da ispat¬tamamlar.
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Şimdi (3:1:1) ile tan¬ml¬polinomlar dizisinin türevleri için yak¬nsakl¬k özelliklerini

araşt¬ral¬m.

Tan¬m 3.1.2

�hf (x) = f (x+ h)� f (x) ; h � 0 (3.1.5)

ifadesi f fonksiyonunun x noktas¬ndaki birinci fark¬ olarak tan¬mlanabilir. Ayr¬ca

her m pozitif tamsay¬s¬için

�m
h f = �h

�
�m�1
h f

�
olsun.

Teorem 3.1.3 Diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu için

�m
h f (x) = h

mf (m) (x+ �mh) ; 0 < � < 1 (3.1.6)

gerçeklenir.

·Ispat: ·Ispat¬tümevar¬m metodu ile verelim.

f fonksiyonu (x; x+ h) aral¬¼g¬nda diferensiyellebilir oldu¼gundan, Ortalama De¼ger

Teoremi gere¼gince;

f
0
(x+ �h) =

f (x+ h)� f (x)
h

; 0 < � < 1

gerçeklenir. Buradan

f (x+ h)� f (x) = hf 0 (x+ �h)

olup,

�hf (x) = hf
0
(x+ �h) ; 0 < � < 1

oldu¼gundan m = 1 için ifadenin do¼grulu¼gu aç¬kt¬r.
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m = k için (3:1:6) ifadesi do¼gru olsun. Yani;

�k
hf (x) = h

kf (k) (x+ �kh) ; 0 < � < 1

gerçeklensin. m = k + 1 için (3:1:6) ifadesinin do¼gru oldu¼gunu gösterelim.

�k+1
h f (x) = �h

�
�k
hf (x)

�
= �h

�
hkf (k) (x+ �kh)

�
olmak üzere g (x) = hkf (k) (x+ �kh) ile tan¬mlan¬rsa

�k+1
h f (x) = �h (g (x))

= hg
0
(x+ �h)

= h
�
hkf (k) (x+ �h+ �kh)

�0
= hk+1

�
f (k+1) (x+ � (k + 1)h)

�
elde edilir. O halde diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu için (3:1:6) ifadesi gerçek-

lenir.

Not 1. E¼ger �hf (x) > 0 ise f fonksiyonu belirtilen aral¬kta artand¬r. E¼ger

�2
hf (x) > 0 ise f fonksiyonu konvekstir.

Teorem 3.1.4 (3:1:1) polinomlar dizisi için

dm

dxm
Sn (f ;x) =

n (n� 1) ::: (n�m+ 1)
bmn

n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
(3.1.7)

��m
bn
n+�

f

�
k + �

n+ �
bn

�

eşitli¼gi geçerlidir.

74



·Ispat: d
dx
Sn (f ;x) ifadesi

d

dx
Sn (f ;x) =

d

dx

 
nP
k=0

f

�
k + �

n+ �
bn

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k!

=
nP
k=0

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�
d

dx

"�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k#

=
nP
k=0

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�"
k

bn

�
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
� n� k

bn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�1#

=
nP
k=0

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�
k

bn

�
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
�

nP
k=0

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�
n� k
bn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�1
= I1 � I2 (3.1.8)

olarak yaz¬labilir.

I1 ifadesini gözönüne alal¬m.

I1 =
nP
k=0

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�
k

bn

�
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
=

n�1P
k=0

Ck+1n f

�
k + 1 + �

n+ �
bn

��
k + 1

bn

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�1
şeklinde yaz¬labilir. (k + 1)Ck+1n ifadesi gözönüne al¬n¬rsa

(k + 1)Ck+1n = (k + 1)

�
n

k + 1

�
= (k + 1)

n!

(k + 1)! (n� k � 1)!

= n
(n� 1)!

k! (n� k � 1)!
= nCkn�1 (3.1.9)
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olur. (3:1:9) ifadesi I1 de yerine yaz¬l¬rsa

I1 =
n

bn

n�1P
k=0

Ckn�1f

�
k + 1 + �

n+ �
bn

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�1
elde edilir.

I2 ifadesini ele alal¬m.

I2 =
n�1P
k=0

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�
n� k
bn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�1
olarak yaz¬labilir. (n� k)Ckn ifadesi gözönüne al¬n¬rsa

(n� k)Ckn = (n� k) n!

(n� k)!k!

= n
(n� 1)!

k! (n� k � 1)!
= nCkn�1 (3.1.10)

olur.

(3:1:10) ifadesi I2 de yerine yaz¬l¬rsa

I2 =
n

bn

n�1P
k=0

Ckn�1f

�
k + �

n+ �
bn

�
n� k
bn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�1
elde edilir. (3:1:8) ifadesi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

d

dx
Sn (f ;x) =

n

bn

n�1P
k=0

Ckn�1

�
f

�
k + 1 + �

n+ �
bn

�
� f

�
k + �

n+ �
bn

��
�
�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�1
bulunur. (3:1:5) ifadesinde h = bn

n+�
ve x = k+�

n+�
bn olarak al¬n¬rsa

� bn
n+�
f

�
k + �

n+ �
bn

�
= f

�
k + 1 + �

n+ �
bn

�
� f

�
k + �

n+ �
bn

�
(3.1.11)
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şeklinde yaz¬labilir. O halde

d

dx
Sn (f ;x) =

n

bn

n�1P
k=0

Ckn�1

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�1
� bn

n+�
f

�
k + �

n+ �
bn

�
(3.1.12)

olarak elde edilir.

d2

dx2
Sn (f ;x) ifadesi

d2

dx2
Sn (f ;x) =

nP
k=0

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�"
k (k � 1)
b2n

�
x

bn

�k�2�
1� x

bn

�n�k
� k (n� k)

b2n

�
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k�1
� k (n� k)

b2n

�
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k�1
+
(n� k) (n� k � 1)

b2n

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�2#

=
nP
k=0

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�"
k (k � 1)
b2n

�
x

bn

�k�2�
1� x

bn

�n�k
� 2k (n� k)

b2n

�
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k�1
+
(n� k) (n� k � 1)

b2n

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�2#

=
nP
k=0

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�
k (k � 1)
b2n

�
x

bn

�k�2�
1� x

bn

�n�k
�2

nP
k=0

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�
k (n� k)
b2n

�
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k�1
+

nP
k=0

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�
(n� k) (n� k � 1)

b2n

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�2
= T1 � 2T2 + T3

olarak yaz¬labilir.
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Şimdi eşitli¼gin sa¼g¬ndaki T1; T2 ve T3 ifadelerini teker teker ele alal¬m.

T1 =
nP
k=2

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�
k (k � 1)
b2n

�
x

bn

�k�2�
1� x

bn

�n�k
=

n�2P
k=0

Ck+2n f

�
k + 2 + �

n+ �
bn

�
(k + 2) (k + 1)

b2n

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�2
şeklinde bulunur. Burada

(k + 2) (k + 1)Ck+2n = (k + 2) (k + 1)
n!

(n� k � 2)! (k + 2)!

= (k + 2) (k + 1)
n!

(n� k � 2)! (k + 2) (k + 1)!

=
n (n� 1) (n� 2)!
k! (n� k � 2)!

= n (n� 1)Ckn�2

olmak üzere,

T1 =
n (n� 1)
b2n

n�2P
k=0

Ckn�2f

�
k + 2 + �

n+ �
bn

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�2
elde edilir.

T2 =
n�1P
k=1

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�
k (n� k)
b2n

�
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k�1
=

n�2P
k=0

Ck+1n f

�
k + 1 + �

n+ �
bn

�
(k + 1) (n� k � 1)

b2n

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�2
şeklindedir. Burada

(k + 1) (n� k � 1)Ck+1n = (k + 1) (n� k � 1) n!

(n� k � 1)!(k + 1)!

= n (n� 1) (n� 2)!
(n� k � 2)!k!

= n (n� 1)Ckn�2
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olmak üzere,

T2 =
n (n� 1)
b2n

n�2P
k=0

Ckn�2f

�
k + 1 + �

n+ �
bn

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�2
elde edilir.

T3 =
n�2P
k=0

Cknf

�
k + �

n+ �
bn

�
(n� k) (n� k � 1)

b2n

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�2
şeklindedir. Burada

(n� k) (n� k � 1)Ckn = n (n� 1)Ckn�2

olmak üzere,

T3 =
n (n� 1)
b2n

n�2P
k=0

Ckn�2f

�
k + �

n+ �
bn

�
(n� k) (n� k � 1)

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�2
elde edilir. Bu durumda

d2

dx2
Sn (f ;x) = T1 � 2T2 + T3

=
n (n� 1)
b2n

n�2P
k=0

�
f

�
k + 2 + �

n+ �
bn

�
� 2f

�
k + 1 + �

n+ �
bn

�
+ f

�
k + �

n+ �
bn

��
�Ckn�2

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�2
olur.

Di¼ger yandan

�2
hf (x) = �h (�hf (x))

= �h (f(x+ h)� f(x))

= �h (f(x+ h))��hf (x)

= f (x+ 2h)� f (x+ h)� f (x+ h) + f (x)

= f (x+ 2h)� 2f (x+ h) + f (x)
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olmak üzere

h =
bn

n+ �
ve x =

k + �

n+ �
bn

olarak seçilirse

�2
bn
n+�

f

�
k + �

n+ �
bn

�
= f

�
k + �

n+ �
bn + 2

bn
n+ �

�
� 2f

�
k + �

n+ �
bn +

bn
n+ �

�
+f

�
k + �

n+ �
bn

�

olup,

d2

dx2
Sn (f ;x) =

n (n� 1)
b2n

n�2P
k=0

Ckn�2

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�2
�2

bn
n+�

f

�
k + �

n+ �
bn

�
(3.1.13)

olarak elde edilir. Ayn¬metod izlenirse her m do¼gal say¬s¬için (3:1:7) eşitli¼gi geçerli

olur.

(3:1:12) ve (3:1:13) ifadeleri gözönüne al¬n¬rsa aşa¼g¬daki önerme elde edilir.

Önerme 3.1.1 f fonksiyonu (0; bn) aral¬¼g¬nda konveks ve artan bir fonksiyon ise

(3:1:1) polinomlar¬da (0; bn) aral¬¼g¬nda konveks ve artand¬r.

Teorem 3.1.5 (3:1:1) polinomlar¬, [0; bn] aral¬¼g¬üzerinde s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyon

olma özelli¼gini korur.

·Ispat: (3:1:1) polinomlar¬diferensiyellenebilir ve türevi integrallenebilir oldu¼gundan

Tan¬m 2.3.2 gere¼gince;

V bn0 (Snf) =
bnR
0

���� ddxSn (f ;x)
���� dx

eşitli¼gi gerçeklenir.
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(3:1:11) ve (3:1:12) eşitliklerinden

V bn0 (Snf) =
bnR
0

����� nbn n�1Pk=0Ckn�1
�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�1
� bn

n+�
f

�
k + �

n+ �
bn

������ dx
� n

bn

n�1P
k=0

Ckn�1

bnR
0

�����
�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�1
�
�
f

�
k + �+ 1

n+ �
bn

�
� f

�
k + �

n+ �
bn

������ dx
=

n

bn

n�1P
k=0

Ckn�1

����f �k + �+ 1n+ �
bn

�
� f

�
k + �

n+ �
bn

�����
�
bnR
0

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�1
dx

olur. x
bn
= y de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa

V bn0 (Snf) � n
n�1P
k=0

Ckn�1

����f �k + �+ 1n+ �
bn

�
� f

�
k + �

n+ �
bn

����� 1R
0

yk (1� y)n�k�1 dy

sa¼glan¬r. Şimdi
1R
0

yk (1� y)n�k�1 dy

integralini gözönüne alal¬m.

Beta fonksiyonu tan¬m¬ndan

1R
0

yk (1� y)n�k�1 dy = B (k + 1; n� k)

olarak yaz¬labilir.

(2:1:1) ba¼g¬nt¬s¬gere¼gince;

B (k + 1; n� k) =
� (k + 1)� (n� k)
� (k + 1 + n� k)

=
� (k + 1)� (n� k)

� (n+ 1)
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olur. k 2 R+ = [0;1) için � (k + 1) = k! oldu¼gundan

B (k + 1; n� k) =
k! (n� k � 1)!

n!

=
1
n!

k!(n�k�1)!

=
1

n(n�1)!
k!(n�1�k)!

gerçeklenip,

B (k + 1; n� k) = 1

nCkn�1

elde edilir. Bu durumda

V bn0 (Snf) � n
n�1P
k=0

Ckn�1

����f �k + �+ 1n+ �
bn

�
� f

�
k + �

n+ �
bn

����� 1

nCkn�1

=
n�1P
k=0

����f �k + �+ 1n+ �
bn

�
� f

�
k + �

n+ �
bn

�����
� sup

n�1P
k=0

����f �k + �+ 1n+ �
bn

�
� f

�
k + �

n+ �
bn

�����
= V bn0 (f)

sa¼glan¬r. f s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir fonksiyon oldu¼gundan V bn0 (f) <1 olup, V bn0 (Snf) <

1 elde edilir. O halde Snf s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 3.1.6 f fonksiyonu [0;1) aral¬¼g¬ndam: mertebeden diferensiyellenebilir ve

f (m) 2 Lip1 (0; A) olsun. Bu durumda herhangi bir kapal¬ve s¬n¬rl¬[0; A] aral¬¼g¬nda

lim
n!1

dm

dxm
Sn (f ;x) = f

(m) (x)

düzgün olarak gerçeklenir.

·Ispat: P = fx0; x1; x2; :::; xkg, [0; A] aral¬¼g¬n¬n bir parçalanmas¬olsun. f (m) fonksi-

yonu [0; A] aral¬¼g¬nda Lipschitz koşulunu sa¼glad¬¼g¬ndan

��f (m) (xk+1)� f (m) (xk)�� �M (xk+1 � xk)
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olacak şekilde M > 0 say¬s¬vard¬r. Buradan

sup
P

n�1P
k=0

��f (m) (xk+1)� f (m) (xk)�� � M sup
P

n�1P
k=0

(xk+1 � xk)

= M sup
P
(xn � x0)

= M:A

olup,

V
�
f (m)

�
�M:A

elde edilir. Bu durumda V
�
f (m)

�
<1 oldu¼gundan f (m) fonksiyonu s¬n¬rl¬sal¬n¬m-

l¬d¬r.

[0; A] aral¬¼g¬nda f (m), s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir fonksiyon oldu¼gundan s¬n¬rl¬d¬r. Yani;

��f (m) (x)�� �M
olacak şekilde M > 0 say¬s¬vard¬r. Ayr¬ca x � 0 için

��f (m) (x)�� �M �
1 + x2

�
(3.1.14)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

f (m) fonksiyonu, [0;1) aral¬¼g¬nda m: mertebeden diferensiyellenebilir oldu¼gundan

süreklidir. Ayr¬ca f (m) fonksiyonu (3:1:14) eşitsizli¼gini gerçekledi¼ginden Teorem

3.1.1 gere¼gince; [0; A] aral¬¼g¬nda n � m için

lim
n!1

Sn�m
�
f (m);x

�
= f (m) (x) (3.1.15)

düzgün olarak gerçeklenir.

dn;m =

�
n

n+ �

�m�
1� 1

n

�
:::

�
1� m� 1

n

�
(3.1.16)

ile tan¬mlans¬n.
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(3:1:7) ifadesinin her iki yan¬nm ile çarp¬l¬p bölünürse

dm

dxm
Sn (f ;x) =

n

n

(n� 1)
n

:::
n� (m� 1)

n

nm

bmn

n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
��m

bn
n+�

f

�
k + �

n+ �
bn

�
=

�
1� 1

n

�
:::

�
1� m� 1

n

�
nm

bmn

n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
��m

bn
n+�

f

�
k + �

n+ �
bn

�

olur. (3:1:16) ifadesi kullan¬larak

dm

dxm
Sn (f ;x) =

�
1� 1

n

�
:::

�
1� m� 1

n

�
nm

bmn

n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
�
�

bn
n+ �

�m
f (m)

�
k + �

n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn

�
= dn;m

n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
f (m)

�
k + �

n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn

�

elde edilir. Burada 0 < �k < 1 dir.

Sn�m
�
f (m);x

�
� dm

dxm
Sn (f ;x)

=
n�mX
k=0

Ckn�mf
(m)

�
k + �

n�m+ �

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
�dn;m

n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
f (m)

�
k + �

n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn

�
+
n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
f (m)

�
k + �

n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn

�
�
n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
f (m)

�
k + �

n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn

�
= �

(
(dn;m � 1)

n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
f (m)

�
k + �

n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn

�
+

n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
�
�
f (m)

�
k + �

n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn

�
� f (m)

�
k + �

n�m+ �

���
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����Sn�m �f (m);x�� dm

dxm
Sn (f ;x)

����
� jdn;m � 1j

n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
x

bn

�n�m�k ����f (m)�k + �n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn

�����
+
n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
x

bn

�n�m�k ����f (m)�k + �n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn

�
� f (m)

�
k + �

n�m+ � bn
�����

olup, f (m) Lipschitz koşulunu gerçekledi¼ginden����f (m)�k + �n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn

�
� f (m)

�
k + �

n�m+ �

�����
� M

����k + �n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn �

k + �

n�m+ �

����
= M

���� m

n+ �
bn

�
�k �

1

n�m+ �

�����
sa¼glan¬r. Ayr¬ca f (m) fonksiyonu (3:1:14) ifadesini sa¼glad¬¼g¬ndan

����f (m)�k + �n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn

����� �M
 
1 +

�
k + �

n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn

�2!

elde edilir. Burada

A = 1 +

�
k + �

n+ �
bn + �k

m

n+ �
bn

�2
olmak üzere ����f (m)�k + �n+ �

bn + �k
m

n+ �
bn

����� �MA
olur.

Bu durumda����Sn�m �f (m);x�� dm

dxm
Sn (f ;x)

����
� MA jdn;m � 1j

n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
+M

m

n+ �
bn

n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k ������k � 1

n�m+ �

�����
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� MA jdn;m � 1j
n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
+M

m

n+ �
bn

n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
� M

�
A jdn;m � 1j+

m

n+ �
bn

�
n�mP
k=0

Ckn�m

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�m�k
= M

�
A jdn;m � 1j+

m

n+ �
bn

�

olup,

lim
n!1

����Sn�m �f (m);x�� dm

dxm
Sn (f ;x)

���� = 0 (3.1.17)

bulunur. ���� dmdxmSn (f ;x)� f (m) (x)
���� �

���� dmdxmSn (f ;x)� Sn�m �f (m);x�
����

+
��Sn�m �f (m);x�� f (m) (x)��

olup, (3:1:15) ve (3:1:17) ifadesinden

lim
n!1

���� dmdxmSn (f ;x)� f (m) (x)
���� = 0

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Tan¬m 3.1.3 [jf j], f say¬s¬n¬n tam k¬sm¬olmak üzere

eSn (f ;x) = nP
k=0

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k �����f �k + �n+ �
bn

�
Ckn

����� (3.1.18)

şeklinde tam katsay¬larla genelleşmiş Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi

tan¬mlanabilir.

(3:1:18) polinomlar dizisi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda Lemma 2.5.1�in bir sonucu olarak

aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.7 � (x) = 1 + x2 olmak üzere f 2 C� (R) ise herhangi bir kapal¬ve
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s¬n¬rl¬[�; A] (0 < � < 1) aral¬¼g¬üzerinde

lim
n!1

eSn (f ;x) = f (x)
düzgün olarak gerçeklenir.

·Ispat: (3:1:1) ve (3:1:18) polinomlar¬n¬n fark¬

Sn (f ;x)� eSn (f ;x) =
nP
k=0

f

�
k + �

n+ �
bn

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
�

nP
k=0

�����f �k + �n+ �
bn

�
Ckn

������ xbn
�k �

1� x

bn

�n�k
=

nP
k=0

�
f

�
k + �

n+ �
bn

�
Ckn �

�����f �k + �n+ �
bn

�
Ckn

������
�
�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
şeklinde yaz¬labilir.

ffg = f � [jf j] (3.1.19)

olsun.

Yukar¬daki toplam k = 0 ve k = n için aç¬l¬rsa

Sn (f ;x)� eSn (f ;x) =

�
f

�
n+ �

n+ �
bn

���
x

bn

�n
+

�
f

�
�

n+ �
bn

���
1� x

bn

�n
+
n�1P
k=1

�
f

�
k + �

n+ �
bn

�
Ckn

��
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
olup,

���Sn (f ;x)� eSn (f ;x)��� �
�����f �n+ �n+ �

bn

������ � xbn
�n
+

�����f � �

n+ �
bn

������ �1� x

bn

�n
+
n�1P
k=1

�����f �k + �n+ �
bn

�
Ckn

����� � xbn
�k �

1� x

bn

�n�k
olarak yaz¬labilir. (3:1:19) eşitli¼ginde [jf j] = a denirse a � f < a + 1 oldu¼gundan
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ffg � 1 olur. O halde 8� 2 (0; 1) için

max
��x�A

���Sn (f ;x)� eSn (f ;x)��� � max
��x�A

�����f �n+ �n+ �
bn

������ � xbn
�n

+ max
��x�A

�����f � �

n+ �
bn

������ �1� x

bn

�n
+ max
��x�A

n�1P
k=1

�����f �k + �n+ �
bn

�
Ckn

����� � xbn
�k �

1� x

bn

�n�k
� max

��x�A

�
x

bn

�n
+ max
��x�A

�
1� x

bn

�n
+ max
��x�A

n�1P
k=1

�����f �k + �n+ �
bn

�
Ckn

����� � xbn
�k �

1� x

bn

�n�k
�

�
A

bn

�n
+

�
1� �

bn

�n
+ max
��x�A

n�1P
k=1

�����f �k + �n+ �
bn

�
Ckn

����� � xbn
�k �

1� x

bn

�n�k
elde edilir.

Şimdi
n
f
�
k+�
n+�

bn

�
Ckn

o
ifadesini gözönüne alal¬m.

�
f

�
k + �

n+ �
bn

�
Ckn

�
= f

�
k + �

n+ �
bn

�
Ckn �

�����f �k + �n+ �
bn

�
Ckn

�����
� 1

n

olup, Ckn � 1 oldu¼gundan �
f

�
k + �

n+ �
bn

�
Ckn

�
� 1

n
Ckn

olarak yaz¬labilir. Bu durumda

max
��x�A

���Sn (f ;x)� eSn (f ;x)��� �
�
A

bn

�n
+

�
1� �

bn

�n
+
1

n
max
��x�A

n�1P
k=1

Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
�

�
A

bn

�n
+

�
1� �

bn

�n
+
1

n
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olur. (2:4:2) eşitli¼gi gözönüne al¬n¬rsa

max
��x�A

���Sn (f ;x)� eSn (f ;x)��� � �A
bn

�n
+

�
1� �

bn

�n
+
1

n

elde edilir. Buradan

lim
n!1

max
��x�A

���Sn (f ;x)� eSn (f ;x)��� � lim
n!1

�
A

bn

�n
+ lim
n!1

�
1� �

bn

�n
+ lim
n!1

1

n

= 0 (3.1.20)

bulunur.

Di¼ger yandan Teorem 3.1.1 gere¼gince;

cn = max
��x�A

jSn (f ;x)� f (x)j

olacak şekilde bir (cn) s¬f¬r dizisi vard¬r. Yani;

lim
n!1

max
��x�A

jSn (f ;x)� f (x)j = 0 (3.1.21)

olur. O halde (3:1:20) ve (3:1:21) ifadelerinden

lim
n!1

max
��x�A

��� eSn (f ;x)� f (x)��� = lim
n!1

max
��x�A

��� eSn (f ;x)� f (x)� Sn (f ;x) + Sn (f ;x)���
� lim

n!1
max
��x�A

��� eSn (f ;x)� Sn (f ;x)���
+ lim
n!1

max
��x�A

jSn (f ;x)� f (x)j

= 0

bulunur. Bu durumda 0 < � < 1 olmak üzere [�; A] aral¬¼g¬nda istenen

eSn (f ;x)� f (x) (n!1)

elde edilir.
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3.2 II. Tip Genelleşmi̧s Bernstein-Chlodowsky Polinomlar Dizisi ve

Yaklaş¬m¬

·Izgi (2004) taraf¬ndan II. tip genelleşmi̧s Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi

tan¬mlanm¬̧s ve bu polinomlar dizisinin yaklaş¬m özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.2.2 (bn) dizisi

lim
n!1

bn = 0 ve lim
n!1

bn
n
= 0

koşullar¬n¬sa¼glayan monoton artan reel terimli pozitif bir dizi olmak üzere

B�;�n (f ;x) =
nX
k=0

f

�
�x+ �

k

n
bn

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
; 0 � x � bn (3.2.1)

şeklinde II. tip genelleşmiş Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi tan¬mla-

nabilir. Burada � > 0, � > 0 reel say¬lar¬�+ � = 1 koşulunu gerçekler.

Lemma 3.2.1 (3:2:1) ile tan¬mlanan polinomlar dizisi

B�;�n (1; x) = 1

B�;�n (t;x) = x

B�;�n
�
t2;x

�
= x2 + �2

x (bn � x)
n

ifadelerini gerçekler.

·Ispat: 0 � x � bn ve t 2 R olmak üzere

f (t) = 1 için Binom formülü kullan¬larak

B�;�n (1; x) =

nX
k=0

Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= 1

elde edilir.
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f (t) = t için Binom formülü, (3:0:2) ifadesi ve �+ � = 1 koşulu kullan¬larak

B�;�n (t;x) =

nX
k=0

�
�x+ �

k

n
bn

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= �x

nX
k=0

Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+�

nX
k=0

k

n
bnC

k
n

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= x

elde edilir.

f (t) = t2 için Binom formülü, (3:0:2) ve (3:0:3) ifadeleri, � + � = 1 koşulu kul-

lan¬larak

B�;�n
�
t2;x

�
=

nX
k=0

�
�x+ �

k

n
bn

�2
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= (�x)2

nX
k=0

Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+2��x

nX
k=0

k

n
bnC

k
n

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+�2

nX
k=0

�
k

n
bn

�2
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k

elde edilip,

B�;�n
�
t2;x

�
= x2 + �2

x (bn � x)
n

olur.

Aşa¼g¬daki teorem, (3:2:1) polinomlar dizisi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda Lemma 2.5.1�in bir

sonucu olarak verilebilir.

Teorem 3.2.1 � (x) = 1 + x2 olmak üzere f 2 C� (0;1) ise herhangi bir kapal¬ve
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s¬n¬rl¬[0; A] aral¬¼g¬üzerinde

lim
n!1

B�;�n (f ;x) = f (x)

düzgün olarak gerçeklenir.

·Ispat: Lemma 3.2.1 kullan¬larak

lim
n!1

B�;�n (1; x)� 1

C(0;A)

= 0

lim
n!1

B�;�n (t;x)� x

C(0;A)

= 0

lim
n!1

B�;�n �
t2;x

�
� x2


C(0;A)

= 0

oldu¼gu aç¬kca görülür. Bu durumda Lemma 2.5.1�in koşullar¬ sa¼glanm¬̧s olur. O

halde Lemma 2.5.1 gere¼gince; [0; A] aral¬¼g¬ üzerinde istenen ifade düzgün olarak

gerçeklenir.

Aşa¼g¬da (3:2:1) polinomlar dizisinin f 2 C� (R) fonksiyonuna olan yaklaş¬m h¬z¬yla

ilgili bir teorem verelim.

Teorem 3.2.2 !1+Af (�), f fonksiyonunun [0; 1 + A] aral¬¼g¬ üzerinde tan¬mlanan

süreklilik modülü olsun. f 2 C� (R) ise kapal¬ve s¬n¬rl¬[0; A] aral¬¼g¬üzerinde

��B�;�n (f ;x)� f (x)
�� � C!1+Af

 r
bn
n

!

eşitsizli¼gini gerçekleyen f fonksiyonuna ba¼gl¬bir C sabiti vard¬r.

·Ispat: x 2 [0; A] olmak üzere

E1 =

�
k : �x+ �

k

n
bn � 1 + A

�
ve E2 =

�
k : �x+ �

k

n
bn � 1 + A

�
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kümeleri tan¬mlans¬n.

��B�;�n (f ;x)� f (x)
�� =

�����
nX
k=0

�
f

�
�x+ �

k

n
bn

�
� f (x)

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�����
=

�����X
k2E1

�
f

�
�x+ �

k

n
bn

�
� f (x)

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+
X
k2E2

�
f

�
�x+ �

k

n
bn

�
� f (x)

�
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�����
�

X
k2E1

����f ��x+ � knbn
�
� f (x)

����Ckn � xbn
�k �

1� x

bn

�n�k
+
X
k2E2

����f ��x+ � knbn
�
� f (x)

����Ckn � xbn
�k �

1� x

bn

�n�k
= I(1)n + I(2)n

olarak yaz¬labilir.

I
(1)
n ve I(2)n ifadelerini ayr¬ayr¬gözönüne alal¬m.

k 2 E1 ve x 2 [0; A] için f fonksiyonunun özelliklerinden

����f ��x+ � knbn
�
� f (x)

���� � Mf

 
2 +

�
�x+ �

k

n
bn

�2
+ x2

!

� Mf

"�
�x+ �

k

n
bn � x

�2
+ 2x

�
�x+ �

k

n
bn � x

�
+ 2

�
1 + x2

��
elde edilir.

���x+ � k
n
bn � x

�� � 1 oldu¼gundan
����f ��x+ � knbn

�
� f (x)

���� � 2Mf

�
�x+ �

k

n
bn � x

�2 �
4 + 4x+ x2

�
� 2Mf (A+ 2)

2

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

�2
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olup, B = 2Mf (A+ 2)
2 ile gösterilirse

����f ��x+ � knbn
�
� f (x)

���� � B�(�� 1)x+ � knbn
�2

elde edilir. O halde Lemma 3.2.1 kullan¬larak

I(1)n � B

nX
k=0

�
(�� 1)x+ � k

n
bn

�2
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= B�2

x (bn � x)
n

� B�2A
bn
n

olur. lim
n!1

bn
n
= 0 oldu¼gundan yeterince büyük n de¼gerleri için bn

n
�
q

bn
n
yaz¬labilir.

Özellik 2.2.6�dan

Cf

r
bn
n
� !1+Af

 r
bn
n

!
=)

r
bn
n
� 1

Cf
!1+Af

 r
bn
n

!

olacak şekilde f fonksiyonuna ve (�n) dizisine ba¼gl¬Cf > 0 say¬s¬vard¬r. O halde

M = B�2A
Cf

olmak üzere

I(1)n �M!1+Af

 r
bn
n

!
(3.2.2)

eşitsizli¼gi elde edilir.

k 2 E2 ve x 2 [0; A] için süreklilik modülünün özelliklerinden����f ��x+ � knbn
�
� f (x)

���� � !1+Af

������x+ � knbn � x
�����

� !1+Af (�n)

�
1 +

1

�n

�����x+ � knbn � x
�����

olarak yaz¬labilir. Lemma 3.1.1 ve Cauchy-Schwartz eşitsizli¼gi kullan¬larak

I(2)n � !1+Af (�n)

"
1 +

1

�n

nX
k=0

�����x+ � knbn � x
����Ckn � xbn

�k �
1� x

bn

�n�k#
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� !1+Af (�n)

241 + 1

�n

vuut nX
k=0

�
�x+ �

k

n
bn � x

�2
Ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k 35
= !1+Af (�n)

"
1 +

1

�n

r
�2
x (bn � x)

n

#

� !1+Af (�n)

"
1 +

1

�n
�
p
A

r
bn
n

#

olarak bulunur. �n =
q

bn
n
ve K = 1 + �

p
A olarak belirlenirse

I(2)n � K!1+Af

 r
bn
n

!
(3.2.3)

elde edilir. Bu durumda (3:2:2) ve (3:2:3) ifadelerinden C =M +K olmak üzere

��B�;�n (f ;x)� f (x)
�� � C!1+Af

 r
bn
n

!

istenen eşitsizlik elde edilir.
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4. ·IK·I DE¼G·IŞKENL·I FONKS·IYONLAR ·IÇ·IN L·INEER POZ·IT·IF

OPERATÖRLER D·IZ·IS·I ·ILE YAKLAŞIM

Rm de Korovkin Teoremi�nin geçerlili¼gini aşa¼g¬daki teorem ile verelim.

Teorem 4.0.1 X � Rm s¬n¬rl¬bir bölge olmak üzere e¼ger (Ln) lineer pozitif ope-

ratörler dizisi, K � X kompakt bölgesinde n!1 için

Ln (1; x) � 1

Ln (ti;x) � xi (i = 1; 2; :::m)

Ln
�
jtj2 ;x

�
� jxj2

şeklindeki (m+ 2) şart¬sa¼gl¬yorsaX bölgesinde sürekli ve tümRm de s¬n¬rl¬herhangi

bir f fonksiyonu için K üzerinde n!1 iken

Ln (f ;x)� f

gerçeklenir. Burada x = (x1; x2; :::; xm) ve kxk = jxj =
�

mP
k=1

x2k

� 1
2

şeklindedir

(Hac¬yev ve Hac¬saliho¼glu 1995).

f fonksiyonunun tüm Rm de s¬n¬rl¬olma şart¬yerine, Mf , f ye ba¼gl¬bir sabit olmak

üzere

jf (x)j �Mf

�
1 + jxj2

�
(4.0.1)

şart¬n¬sa¼glamas¬durumunda Teorem 4.0.1�in geçerli oldu¼gunu aşa¼g¬daki teorem ile

ifade ve ispat edelim.

Teorem 4.0.2 E¼ger (Ln) lineer pozitif operatörler dizisiK � X kompakt bölgesinde

n!1 iken

Ln (1; x) � 1

Ln (ti;x) � xi (i = 1; 2; :::m)
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Ln
�
jtj2 ;x

�
� jxj2

(m+ 2) tane koşulu sa¼gl¬yorsaX bölgesinde sürekli, reel de¼gerli ve tümRm de (4:0:1)

koşulunu sa¼glayan f fonksiyonu için K üzerinde n!1 iken

Ln (f ;x)� f

gerçeklenir.

·Ispat: f fonksiyonu sürekli oldu¼gundan her " > 0 için jx� tj < � iken her x; t 2 X

için

jf (x)� f (t)j < " (4.0.2)

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir � > 0 say¬s¬vard¬r.

t 2 Rm ve x 2 K için jt� xj � � oldu¼gunda f fonksiyonu (4:0:1) eşitsizli¼gini

sa¼glad¬¼g¬ndan

jf (x)� f (t)j � Mf

�
2 + jtj2 + jxj2

�
= Mf

�
2 + jt� xj2 + 2x (t� x) + 2 jxj2

�
= Mf

 
2 + jt� xj2 + 2

mX
k=1

xk (tk � xk) + 2 jxj2
!

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Cauchy-Schwartz eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

jf (x)� f (t)j � Mf

0@2 + jt� xj2 + 2
vuut mX

k=1

x2k

vuut mX
k=1

(tk � xk)2 + 2 jxj2
1A

= Mf

�
2 + jt� xj2 + 2 jxj jt� xj+ 2 jxj2

�
elde edilir.

jt� xj � � =) jt� xj
�

� 1 ve (t� x)
2

�2
� 1
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oldu¼gundan

jf (x)� f (t)j � Mf

 
2
jt� xj2

�2
+ jt� xj2 + 2 jxj jt� xj

2

�
+ 2 jxj2 jt� xj

2

�2

!

= Mf
jt� xj2

�2
�
2 + �2 + 2� jxj+ 2 jxj2

�
� Mf

jt� xj2

�2
�
4 + �2 + 4� jxj+ 4 jxj2

�
= Mf

jt� xj2

�2
�
(2 jxj+ �)2 + 4

�
olur. Burada x 2 K oldu¼gundan jxj � C olacak şekilde C > 0 say¬s¬vard¬r. O halde

yukar¬daki eşitsizlik

jf (x)� f (t)j �Mf
jt� xj2

�2
�
(2C + �)2 + 4

�
şeklinde yaz¬labilir. H =

Mf

�2

�
(2C + �)2 + 4

�
olarak al¬n¬rsa

jf (x)� f (t)j � H jt� xj2 (4.0.3)

elde edilir. (4:0:2) ve (4:0:3) eşitsizlikleri gözönüne al¬n¬rsa 8t 2 Rm ve 8x 2 K için

jf (x)� f (t)j � "+H jt� xj2

yaz¬labilir.

Di¼ger yandan (Ln) lineer pozitif operatörler dizisinin özelliklerinden

Ln (f ;x)� f (x) = Ln (f ;x) + Ln (f (x) ; x)� Ln (f (x) ; x)� f (x)

= Ln (f (t)� f (x) ; x) + f (x) [Ln (1; x)� 1]

olup,

jLn (f ;x)� f (x)j � jLn (f (t)� f (x) ; x)j+ jf (x)j jLn (1; x)� 1j

� Ln (jf (t)� f (x)j ;x) + jf (x)j jLn (1; x)� 1j
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� "+HLn
�
jt� xj2 ;x

�
+ jf (x)j jLn (1; x)� 1j

= "+H

"
Ln
�
jtj2 ;x

�
� 2

mX
k=1

xkLn (tk;x) + jxj2 Ln (1; x)
#

+ jf (x)j jLn (1; x)� 1j

= "+H

"�
Ln
�
jtj2 ;x

�
� jxj2

�
� 2

mX
k=1

xk (Ln (tk;x)� xk)

+ jxj2 (Ln (1; x)� 1)
�
+ jf (x)j jLn (1; x)� 1j

� "+H

"�
Ln
�
jtj2 ;x

�
� jxj2

�
� 2

mX
k=1

xk (Ln (tk;x)� xk)

+ sup
x2K

jxj2 (Ln (1; x)� 1)
�
+ sup
x2K

jf (x)j jLn (1; x)� 1j

olur. Burada

sup
x2K

jxj2 = a ve sup
x2K

jf (x)j = b

olmak üzere, teoremin koşullar¬ndan

lim
n!1

jLn (f (t) ; x)� f (x)j = 0

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

n;m > 0, 0 � �k;n; �j;m � 1 ve P
(n;m)
k;j (x; y),

P
(n;m)
k;j (x; y) = xk (1� x)n�k yj (1� y)m�j

nP
k=0

mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y) = 1

koşullar¬n¬sa¼glayan sürekli pozitif fonksiyonlar olsun. X � R2 kompakt bir küme

ve f 2 C (X) olmak üzere

Tn;m (f ;x; y) =
nP
k=0

mP
j=0

f
�
�k;n; �j;m

�
P
(n;m)
k;j (x; y) (4.0.4)

dizisini ele alal¬m.
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Teorem 4.0.3 (Volkov 1957): fTn;mfg lineer pozitif operatörler dizisi

lim
n;m!1

 nP
k=0

mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y)� 1


C(X)

= 0 (4.0.5)

lim
n;m!1

 nP
k=0

mP
j=0

�k;nP
(n;m)
k;j (x; y)� x


C(X)

= 0 (4.0.6)

lim
n;m!1

 nP
k=0

mP
j=0

�j;mP
(n;m)
k;j (x; y)� y


C(X)

= 0 (4.0.7)

lim
n;m!1

 nP
k=0

mP
j=0

�
�2k;n + �

2
j;m

�
P
(n;m)
k;j (x; y)�

�
x2 + y2

�
C(X)

= 0 (4.0.8)

koşullar¬n¬gerçekliyorsa X bölgesinde sürekli, reel de¼gerli ve tüm Rm de s¬n¬rl¬her

bir f fonksiyonu için

lim
n;m!1

kTn;mf � fkC(X) = 0 (4.0.9)

ifadesi gerçeklenir.

·Ispat: (4:0:2) ile tan¬mlanan Tn;m (f ;x; y) polinomlar¬ (4:0:5)-(4:0:8) koşullar¬n¬

gerçeklesin ve f 2 C (X) olsun.

(4:0:4) ifadesi gözönüne al¬narak

Tn;m (f ;x; y)� f (x; y) =
nP
k=0

mP
j=0

f
�
�k;n; �j;m

�
P
(n;m)
k;j (x; y)� f (x; y)

=
nP
k=0

mP
j=0

f
�
�k;n; �j;m

�
P
(n;m)
k;j (x; y)� f (x; y)

+
nP
k=0

mP
j=0

f (x; y)P
(n;m)
k;j (x; y)�

nP
k=0

mP
j=0

f (x; y)P
(n;m)
k;j (x; y)

=
nP
k=0

mP
j=0

�
f
�
�k;n; �j;m)� f (x; y)

�
P
(n;m)
k;j (x; y)

�
+f (x; y)

 
nP
k=0

mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y)� 1

!
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jTn;m (f ;x; y)� f (x; y)j =
����� nPk=0 mP

j=0

�
f
�
�k;n; �j;m � f (x; y)

�
P
(n;m)
k;j (x; y)

�
+f (x; y)

 
nP
k=0

mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y)� 1

!�����
�

nP
k=0

mP
j=0

��f(�k;n; �j;m)� f (x; y)��P (n;m)k;j (x; y)

+ jf (x; y)j
����� nPk=0 mP

j=0

P
(n;m)
k;j (x; y)� 1

�����
elde edilir.

max
(x;y)2X

jTn;m (f ;x; y)� f (x; y)j � max
(x;y)2X

����� nPk=0 mP
j=0

��f(�k;n; �j;m)� f (x; y)��P (n;m)k;j (x; y)

�����
+ max
(x;y)2X

jf (x; y)j max
(x;y)2X

����� nPk=0 mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y)� 1

�����
olup, C (X) normu tan¬m¬ndan

kTn;m (f ;x; y)� f (x; y)kC(X) �
 nP
k=0

mP
j=0

��f(�k;n; �j;m)� f (x; y)��P (n;m)k;j (x; y)


C(X)

+ kfkC(X)

 nP
k=0

mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y)� 1


C(X)

olarak yaz¬labilir. M > 0 için

kfkC(X) =M

olmak üzere

kTn;m (f ;x; y)� f (x; y)kC(X) �
 nP
k=0

mP
j=0

��f(�k;n; �j;m)� f (x; y)��P (n;m)k;j (x; y)


C(X)

+M

 nP
k=0

mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y)� 1


C(X)

= kIn;mkC(X) +M
 nP
k=0

mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y)� 1


C(X)

(4.0.10)

olur.
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Di¼ger yandan f 2 C (X) oldu¼gundan f fonksiyonu s¬n¬rl¬d¬r. O halde 8 (x; y) 2 X

için

jf (x; y)j �M

sa¼glanacak şekilde M > 0 say¬s¬ vard¬r. Bu durumda her k = 0; 1; :::; n ve j =

0; 1; :::;m için
�
�k;n; �j;m

�
noktalar¬X bölgesinde oldu¼gundan

��f ��k;n; �j;m�� f (x; y)�� � 2M
yaz¬labilir.

�k;j =
�
�k;n; �j;m

�
, � = (x; y)

�
�
�k;j; �

�
=

q
(�k;n � x)2 +

�
�j;m � y

�2
gösterimlerini kullanal¬m.

f fonksiyonu kapal¬X bölgesinde sürekli oldu¼gundan düzgün süreklidir. Düzgün

süreklilik tan¬m¬gere¼gince; her " > 0 için �
�
�k;j; �

�
< � iken

��f ��k;j�� f (�)�� < "
sa¼glayan en az bir � = � (") > 0 say¬s¬vard¬r.

�
�
�k;j; �

�
� � için f fonksiyonu s¬n¬rl¬oldu¼gundan

��f ��k;n; �j;m�� f (x; y)�� � 2M
gerçeklenir.

�
�
�k;j; �

�
�

� 1

olmak üzere ��f ��k;n; �j;m�� f (x; y)�� � 2M�2
�
�k;j; �

�
�2

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

�
�
�k;j; �

�
< � ve �

�
�k;j; �

�
� �
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oldu¼gunda 8" > 0 için

��f ��k;n; �j;m�� f (x; y)�� < "+ 2M�2
�
�k;j; �

�
�2

(4.0.11)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

Şimdi (4:0:10) eşitsizli¼gindeki In;m toplam¬n¬gözönüne alal¬m. (4:0:11) ifadesinden

In;m <
nP
k=0

mP
j=0

 
"+ 2M

�2
�
�k;j; �

�
�2

!
P
(n;m)
k;j (x; y)

= "
nP
k=0

mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y) +

2M

�2

nP
k=0

mP
j=0

�2
�
�k;j; �

�
P
(n;m)
k;j (x; y)

= "I
0

n;m +
2M

�2
I
00

n;m

olup, norm özelliklerinden

kIn;mkC(X) < "
I 0n;m

C(X)
+
2M

�2

I 00n;m
C(X)

(4.0.12)

şeklinde yaz¬labilir. "I
0
n;m ifadesi

"I
0

n;m = "
nP
k=0

mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y) + "� "

= "

 
nP
k=0

mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y)� 1

!
+ "

olarak gözönüne al¬n¬rsa

"
I 0n;m

C(X)
� "

 nP
k=0

mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y)� 1


C(X)

+ " (4.0.13)

olur.

�2
�
�k;j; �

�
= (�k;n � x)2 +

�
�j;m � y

�2
=

�
�2k;n + �

2
j;m

�
� 2�k;nx� 2�j;my +

�
x2 + y2

�
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oldu¼gundan I
00
n;m ifadesi

I
00

n;m =
nP
k=0

mP
j=0

�
�2k;n + �

2
j;m

�
P
(n;m)
k;j (x; y)� 2x

nP
k=0

mP
j=0

�k;nP
(n;m)
k;j (x; y)

�2y
nP
k=0

mP
j=0

�j;mP
(n;m)
k;j (x; y) +

�
x2 + y2

� nP
k=0

mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y)

=

"
nP
k=0

mP
j=0

�
�2k;n + �

2
j;m

�
P
(n;m)
k;j (x; y)�

�
x2 + y2

�#

+2x

"
x�

nP
k=0

mP
j=0

�k;nP
(n;m)
k;j (x; y)

#

+2y

"
y �

nP
k=0

mP
j=0

�j;mP
(n;m)
k;j (x; y)

#
I 00n;m

C(X)
�

 nP
k=0

mP
j=0

�
�2k;n + �

2
j;m

�
P
(n;m)
k;j (x; y)�

�
x2 + y2

�
C(X)

(4.0.14)

+2 kxkC(X)

 nP
k=0

mP
j=0

�k;nP
(n;m)
k;j (x; y)� x


C(X)

+2 kykC(X)

 nP
k=0

mP
j=0

�j;mP
(n;m)
k;j (x; y)� y


C(X)

olarak yaz¬labilir. (4:0:12) ifadesinde (4:0:13) ve (4:0:14) ifadeleri kullan¬l¬rsa

kIn;mkC(X) < "+ "

 nP
k=0

mP
j=0

P
(n;m)
k;j (x; y)� 1


C(X)

+
2M

�2

 nP
k=0

mP
j=0

�
�2k;n + �

2
j;m

�
P
(n;m)
k;j (x; y)�

�
x2 + y2

�
C(X)

+
4M

�2

 nP
k=0

mP
j=0

�k;nP
(n;m)
k;j (x; y)� x


C(X)

+
4M

�2

 nP
k=0

mP
j=0

�j;mP
(n;m)
k;j (x; y)� y


C(X)

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu ise (4:0:5)-(4:0:8) ifadelerinden

lim
n;m!1

 nP
k=0

mP
j=0

��f ��k;n; �j;m�� f (x; y)��P (n;m)k;j (x; y)


C(X)

= 0
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sonucunu verir.

Teorem 4.0.4

�2 = f(k;m) : k;m 2 Z; k � 0;m � 0; k +m � 2g

olmak üzere key�Ln : C�
�
R++2

�
! B�

�
R++2

�
lineer pozitif operatörler dizisi

lim
n!1

kLnfk;m � fk;mk� = 0; (k;m) 2 �2

koşulunu sa¼glar, fakat

lim
n!1

kLnf � � f �k� �
1

4

ifadesini gerçekleyen f � 2 C�
�
R++2

�
fonksiyonu bulunur (·Ibikli 2005).

·Ispat: f 2 C�
�
R++2

�
olmak üzere

Ln (f ;x; y) =

8<: f (x; y) + 1+x2+y2

1+4n2
[f (x+ 1; y + 1)� f (x; y)] ; (x; y) 2 �n

f (x; y) ; (x; y) 2 R++2 ��n

şeklinde tan¬ml¬Ln operatörlerini gözönüne alal¬m.

(Ln) lineer pozitif operatörler dizisinin C�
�
R++2

�
�dan B�

�
R++2

�
�ya bir dönüşüm

oldu¼gunu gösterelim.

8f 2 C�
�
R++2

�
olmak üzere

Ln (�;x; y) = � (x; y) +
1 + x2 + y2

1 + 4n2
[� (x+ 1; y + 1)� � (x; y)]

= � (x; y) +
1 + x2 + y2

1 + 4n2
�
1 + (x+ 1)2 + (y + 1)2 �

�
1 + x2 + y2

��
= � (x; y) +

1 + x2 + y2

1 + 4n2
2 [x+ y + 1]
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şeklinde yaz¬labilir. (x; y) 2 �n oldu¼gundan

Ln (�;x; y) � � (x; y) +
1 + x2 + y2

1 + 4n2
2 [n+ 1]

olur. � (x; y) = 1 + x2 + y2 oldu¼gundan

Ln (�;x; y) � � (x; y) +
� (x; y)

1 + 4n2
2 [n+ 1]

= � (x; y)

�
1 +

2 (n+ 1)

1 + 4n2

�
� � (x; y) [1 + 1]

= 2� (x; y)

olup, (Ln) lineer pozitif operatörler dizisinin C�
�
R++2

�
�dan C�

�
R++2

�
�ya dönüşüm

oldu¼gu gösterilir.

Şimdi ise (k;m) 2 �2 için

lim
n!1

kLnfk;m � fk;mk� = 0

oldu¼gunu gösterelim.

f0;0 (x; y) = 1 için,

Ln (f0;0;x; y)� f0;0 (x; y) =
1 + x2 + y2

1 + 4n2
[f0;0 (x+ 1; y + 1)� f0;0 (x; y)] = 0

olup,

sup
x�0;y�0

jLn (f0;0;x; y)� f0;0 (x; y)j
� (x; y)

= 0

lim
n!1

kLn (f0;0;x; y)� f0;0 (x; y)k� = 0

elde edilir.
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f1;0 (x; y) = x için,

Ln (f1;0;x; y)� f1;0 (x; y) =
1 + x2 + y2

1 + 4n2
[x+ 1� x]

=
1 + x2 + y2

1 + 4n2

jLn (f1;0;x; y)� f1;0 (x; y)j
� (x; y)

=
1

1 + 4n2

lim
n!1

sup
x�0;y�0

jLn (f1;0;x; y)� f1;0 (x; y)j
� (x; y)

= lim
n!1

1

1 + 4n2
= 0

olup,

lim
n!1

kLn (f1;0;x; y)� f1;0 (x; y)k� = 0

elde edilir.

f0;1 (x; y) = y için,

Ln (f0;1;x; y)� f0;1 (x; y) =
1 + x2 + y2

1 + 4n2
[y + 1� y]

=
1 + x2 + y2

1 + 4n2

jLn (f1;0;x; y)� f1;0 (x; y)j
� (x; y)

=
1

1 + 4n2

sup
x�0;y�0

jLn (f0;1;x; y)� f0;1 (x; y)j
� (x; y)

=
1

1 + 4n2

lim
n!1

sup
x�0;y�0

jLn (f0;1;x; y)� f0;1 (x; y)j
� (x; y)

= lim
n!1

1

1 + 4n2
= 0

olup,

lim
n!1

kLn (f0;1;x; y)� f0;1 (x; y)k� = 0

elde edilir.

f2;0 (x; y) = x
2 ve f0;2 (x; y) = y2 olmak üzere

g (x; y) = f2;0 (x; y) + f0;2 (x; y)
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fonksiyonu için,

Ln (g;x; y) = g (x; y) +
1 + x2 + y2

1 + 4n2
[g (x+ 1; y + 1)� g (x; y)]

= g (x; y) +
1 + x2 + y2

1 + 4n2
[f2;0 (x+ 1; y + 1) + f0;2 (x+ 1; y + 1)

� f2;0 (x; y) + f0;2 (x; y)]

Ln (g;x; y)� g (x; y) =
1 + x2 + y2

1 + 4n2
�
(x+ 1)2 + (y + 1)2 � x2 � y2

�
= 2

1 + x2 + y2

1 + 4n2
[x+ y + 1]

olup,
jLn (g;x; y)� g (x; y)j

� (x; y)
=

2

1 + 4n2
[y + x+ 1]

olarak yaz¬labilir. (x; y) 2 �n oldu¼gundan

sup
x�0;y�0

jLn (g;x; y)� g (x; y)j
� (x; y)

� 2 (n+ 1)

1 + 4n2

lim
n!1

sup
x�0;y�0

jLn (g;x; y)� g (x; y)j
� (x; y)

= 0

olup,

lim
n!1

kLn (f2;0 + f0;2;x; y)� (f2;0 (x; y) + f0;2 (x; y))k� = 0

elde edilir. Bu durumda istenilen ifadeye ulaş¬l¬r.

f � (x; y) =
�
x2 + y2

�
cos � (x+ y)

fonksiyonunu gözönüne alal¬m.

jf � (x; y)j =
��x2 + y2�� jcos � (x+ y)j

�
�
x2 + y2 + 1

�
olup, � (x; y) = (x2 + y2 + 1) oldu¼gundan

jf � (x; y)j � � (x; y)
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olarak yaz¬labilir. Bu durumda f � (x; y) 2 C�
�
R++2

�
olur.

Ln (f
�;x; y)� f � (x; y) =

1 + x2 + y2

1 + 4n2
[f � (x+ 1; y + 1)� f � (x; y)]

=
1 + x2 + y2

1 + 4n2
��
(x+ 1)2 + (y + 1)2

�
cos � (x+ y + 2)

�
�
x2 + y2

�
cos � (x+ y)

�
=

1 + x2 + y2

1 + 4n2
��
(x+ 1)2 + (y + 1)2

�
cos � (x+ y) cos 2�

�
�
(x+ 1)2 + (y + 1)2

�
sin � (x+ y) sin 2�

�
�
x2 + y2

�
cos � (x+ y)

�
=

1 + x2 + y2

1 + 4n2
��
(x+ 1)2 + (y + 1)2

�
cos � (x+ y)

�
�
x2 + y2

�
cos � (x+ y)

�
=

1 + x2 + y2

1 + 4n2
��
(x+ 1)2 + (y + 1)2 � x2 � y2

�
cos � (x+ y)

�
=

1 + x2 + y2

1 + 4n2
��
(x+ y)2 � 2xy � (x� 1)2 � (y � 1)2

�
� cos � (x+ y)g

� 1 + x2 + y2

1 + 4n2
��
�2xy � (x� 1)2 � (y � 1)2

�
cos � (x+ y)

	
olarak elde edilir. (x; y) 2 �n oldu¼gundan

jLn (f �;x; y)� f � (x; y)j
� (x; y)

� 1

1 + 4n2
���2xy � (x� 1)2 � (y � 1)2�� jcos � (x+ y)j

=
1

1 + 4n2
�
2xy + (x� 1)2 + (y � 1)2

�
jcos � (x+ y)j

� 1

1 + 4n2

�
2xy +

�x
2
� 1
�2
+
�y
2
� 1
�2�

jcos � (x+ y)j

sup
x�0;y�0

jLn (f �;x; y)� f � (x; y)j
� (x; y)

� 2n2 � 2n+ 2
1 + 4n2

olup,

lim
n!1

sup
x�0;y�0

jLn (f �;x; y)� f � (x; y)j
� (x; y)

� 1

2

elde edilir. Bu da f � (x; y) 2 C�
�
R++2

�
fonksiyonu için yak¬nsakl¬¼g¬n gerçeklen-

medi¼gini gösterir.
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5. ·IK·I DE¼G·IŞKENL·I FONKS·IYONLAR ·IÇ·INBERNSTEIN-CHLODOWSKY

POL·INOMLAR D·IZ·IS·I ·ILE YAKLAŞIM

5.1 Üçgensel Bölgede ·Iki De¼gi̧skenli Bernstein-Chlodowsky Tipi

Polinomlar Dizisi ve Yaklaş¬m¬

·Ibikli (2005) taraf¬ndan üçgensel bölgede iki de¼gi̧skenli Bernstein-Chlodowsky tipi

polinomlar dizisi tan¬mlanm¬̧s ve bu polinomlar¬n baz¬yaklaş¬m özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 5.1.1 (bn), aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan

lim
n!1

bn =1 ve lim
n!1

bn
n
= 0

monoton artan reel terimli pozitif say¬dizisi olsun.

Herhangi bir a > 0 say¬s¬için �a ile

�a = f(x; y) : x � 0; y � 0; x+ y � ag

üçgensel bölgesini tan¬mlayal¬m. a = bn durumundaki üçgensel bölgeyi �bn ile

gösterelim.

(x; y) 2 �bn olmak üzere iki de¼gi̧skenli bir f fonksiyonu için Bernstein-Chlodowsky

tipi polinomlar

B��n (f ;x; y) =

nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k kX
j=0

f

�
k � j
n

bn;
j

n
bn

�
(5.1.1)

�Cjk
�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j
şeklinde tan¬mlanabilir.
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�bn üçgensel bölgesi üzerinde sonsuz mertebeden diferensiyellenebilir

f (x; y) = x2 + y2

fonksiyonuna (5:1:1) ile tan¬mlanan polinomlar dizisi ile yaklaş¬m yapal¬m.

Gerçekten;

B��n (f ;x; y)� f (x; y) = x2 +
x (bn � x)

n
+ y2 +

y (bn � y)
n

� x2 � y2

=
x (bn � x)

n
+
y (bn � y)

n

max
(x;y)2�bn

jB��n (f ;x; y)� f (x; y)j = max
(x;y)2�bn

�
x (bn � x)

n
+
y (bn � y)

n

�
=

b2n
2n

olup,

lim
n!1

max
(x;y)2�bn

jB��n (f ;x; y)� f (x; y)j = lim
n!1

b2n
2n
=1

elde edilir. Bu da yak¬nsakl¬¼g¬n gerçeklenmedi¼gini ortaya koyar.

E¼ger yeterince büyük n de¼geri için �bn üçgeni herhangi bir �a üçgenini oluşturursa

�bn üçgeninin herhangi bir kapal¬alt kümesinde

jf (x; y)j �Mf

�
1 + x2 + y2

�
koşulunu sa¼glayan sürekli fonksiyonlara (5:1:1) polinomlar dizisi ile yaklaş¬m gerçek-

lenir. Bunu aşa¼g¬daki teorem ile verelim. Ayr¬ca bu teorem Teorem 4.2�nin bir

sonucu olarak verilebilir.

Teorem 5.1.1 a > 0 key� sabit say¬olsun. f 2 C�
�
R++2

�
ise �a bölgesi üzerinde

lim
n!1

kB��n (f ;x; y)� f (x; y)kC(�a) = 0

gerçeklenir.
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·Ispat: k ve m pozitif tamsay¬lar olmak üzere

fk;m (t; �) = t
k�m

olsun.

B��n (f0;0;x; y) = 1 (5.1.2)

B��n (f1;0;x; y) = x (5.1.3)

B��n (f0;1;x; y) = y (5.1.4)

B��n (f2;0;x; y) = x
2 +

x (bn � x)
n

(5.1.5)

B��n (f0;2;x; y) = y
2 +

y (bn � y)
n

(5.1.6)

ifadelerinin varl¬¼g¬n¬gösterelim.

f0;0 (t; �) = 1 olmak üzere

B��n (f0;0;x; y) =
nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k kX
j=0

Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j
=

nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k
=

�
1� x+ y

bn
+
x+ y

bn

�n
= 1

elde edilir.

f1;0 (t; �) = t olmak üzere

B��n (f1;0;x; y) =

nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k kX
j=0

�
k � j
n

bn

�
Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j
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=
nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k �
k

n
bn

� kX
j=0

Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

�
nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k kX
j=0

�
j

n
bn

�
Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j
=

nX
k=0

�
k

n
bn

�
Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k
�

nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k kX
j=0

�
j

n
bn

�
Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j
= I1 � I2

şeklinde yaz¬labilir. Şimdi s¬rayla I1 ve I2 ifadesini hesaplayal¬m.

I1 = bn

nX
k=0

k

n
Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k
= bn

nX
k=1

k

n
Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k
= bn

nX
k=1

k

n

n!

(n� k)!k!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k
= bn

nX
k=1

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k
= bn

n�1X
k=0

(n� 1)!
(n� k � 1)!k!

�
1� x+ y

bn

�n�k�1�
x+ y

bn

�k+1
= (x+ y)

n�1X
k=0

Ckn�1

�
1� x+ y

bn

�n�k�1�
x+ y

bn

�k
= x+ y

olur.

I2 ifadesi için

I
0

2 =
kX
j=0

�
j

n
bn

�
Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j
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olmak üzere

I
0

2 =
bn
n

kX
j=0

jCjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

=
bn
n

kX
j=1

jCjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

=
bn
n

kX
j=1

k!

(k � j)! (j � 1)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

=
bn
n

kX
j=1

k

k

k!

(k � j)! (j � 1)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

=
bn
n
k

kX
j=1

(k � 1)!
(k � j)! (j � 1)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

=
bn
n
k
k�1X
j=0

Cjk�1

�
x

bn

�k�j�1�
y

bn

�j+1

=
bn
n
k

�
y

bn

� k�1X
j=0

Cjk�1

�
x

bn

�k�j�1�
y

bn

�j
=

k

n
y

�
x+ y

bn

�k�1
olur. I

0
2 ifadesi I2 de yerine yaz¬l¬rsa

I2 =

nX
k=0

k

n
yCkn

�
x+ y

bn

�k�1�
1� x+ y

bn

�n�k
= y

nX
k=0

k

n
Ckn

�
x+ y

bn

�k�1�
1� x+ y

bn

�n�k
= y

nX
k=1

k

n
Ckn

�
x+ y

bn

�k�1�
1� x+ y

bn

�n�k
= y

nX
k=1

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!

�
x+ y

bn

�k�1�
1� x+ y

bn

�n�k
= y

n�1X
k=0

Ckn�1

�
x+ y

bn

�k �
1� x+ y

bn

�n�k�1
= y
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bulunur. I1 ve I2 ifadeleri B��n (f1;0;x; y) ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa

Bn (f1;0;x; y) = x+ y � y = x

olup, istenen ifade elde edilir.

f0;1 (t; �) = � olmak üzere,

B��n (f0;1;x; y) =
nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k kX
j=0

�
j

n
bn

�
Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

olarak yaz¬labilir. Burada

B��n (f0;1;x; y) = I2

oldu¼gundan

B��n (f0;1;x; y) = y

olur. O halde istenen ifade elde edilir.

f2;0 (t; �) = t
2 olmak üzere

B��n (f2;0;x; y) =
nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k kX
j=0

�
k � j
n

bn

�2
Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

=

nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k kX
j=0

�
k

n
bn

�2
Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

�2
nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k kX
j=0

(kj)

�
bn
n

�2
Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

+

nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k kX
j=0

�
j

n
bn

�2
Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j
= P1 � 2P2 + P3

şeklinde yaz¬labilir.
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Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki P1; P2; P3 ifadelerini s¬ras¬yla hesaplayal¬m.

P1 =
nX
k=0

�
k

n
bn

�2
Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k kX
j=0

Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j
=

nX
k=1

�
k

n
bn

�2
Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k
= b2n

nX
k=1

k2

n2
Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k
= b2n

nX
k=1

k

n

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k
= b2n

�
x+ y

bn

� nX
k=1

k

n

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�1
= b2n

�
x+ y

bn

� nX
k=1

(k � 1) + 1
n

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�1
= b2n

�
x+ y

bn

� nX
k=1

k � 1
n

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�1
+b2n

�
x+ y

bn

� nX
k=1

1

n

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�1
= b2n

�
x+ y

bn

�2 nX
k=2

k � 1
n

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�2
+b2n

�
x+ y

bn

� nX
k=1

1

n

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�1
=

(x+ y)

n

2 nX
k=2

(n� 1)!
(n� k)! (k � 2)!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�2
+bn

�
x+ y

n

� nX
k=1

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�1
=

(x+ y)

n

2

(n� 1)
n�2X
k=0

Ckn�2

�
1� x+ y

bn

�n�k�2�
x+ y

bn

�k
+bn

�
x+ y

n

� n�1X
k=0

Ckn�1

�
1� x+ y

bn

�n�k�1�
x+ y

bn

�k
=

n� 1
n

(x+ y)2 +
bn
n
(x+ y)
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olarak bulunur.

P2 =
nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k
k

�
bn
n

�2 kX
j=0

jCjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

olarak yaz¬labilir. Burada

P
0

2 =
kX
j=0

jCjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

olmak üzere

P
0

2 =

kX
j=1

jCjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

=
kX
j=1

k!

(k � j)! (j � 1)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

= k
kX
j=1

(k � 1)!
(k � j)! (j � 1)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

= k

�
y

bn

� kX
j=1

(k � 1)!
(k � j)! (j � 1)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j�1

= k

�
y

bn

� k�1X
j=0

Cjk�1

�
x

bn

�k�j�1�
y

bn

�j
= k

�
y

bn

��
x+ y

bn

�k�1
elde edilir. Bu ifade P2 de yerine yaz¬l¬rsa

P2 =

nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k
k

�
bn
n

�2
k

�
y

bn

��
x+ y

bn

�k�1
=

bn
n2
y

nX
k=1

k2Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�1
=

bn
n
y

nX
k=1

k
(n� 1)!

(n� k)! (k � 1)!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�1
=

bn
n
y

n�1X
k=0

(k + 1)Ckn�1

�
1� x+ y

bn

�n�k�1�
x+ y

bn

�k
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=
bn
n
y

n�1X
k=0

kCkn�1

�
1� x+ y

bn

�n�k�1�
x+ y

bn

�k
+
bn
n
y

n�1X
k=0

Ckn�1

�
1� x+ y

bn

�n�k�1�
x+ y

bn

�k
=

bn
n
y
n�1X
k=0

kCkn�1

�
1� x+ y

bn

�n�k�1�
x+ y

bn

�k
+
bn
n
y

=
bn
n
y

n�1X
k=1

kCkn�1

�
1� x+ y

bn

�n�k�1�
x+ y

bn

�k
+
bn
n
y

=
n� 1
n

bny
n�1X
k=1

(n� 2)!
(n� k � 1)! (k � 1)!

�
1� x+ y

bn

�n�k�1�
x+ y

bn

�k
+
bn
n
y

=
n� 1
n

bny

�
x+ y

bn

� n�2X
k=0

Ckn�2

�
1� x+ y

bn

�n�k�2�
x+ y

bn

�k
+
bn
n
y

=

�
n� 1
n

�
y (x+ y) +

bn
n
y

olarak elde edilir.

P3 =
nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k �
bn
n

�2 kX
j=0

j2Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j
olmak üzere

P
0

3 =
kX
j=0

j2Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j
ifadesini gözönüne alal¬m.

P
0

3 =
kX
j=1

j2Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

=

kX
j=1

j
k!

(k � j)! (j � 1)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

= k
kX
j=1

j
(k � 1)!

(k � j)! (j � 1)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

= k

kX
j=1

[(j � 1) + 1] (k � 1)!
(k � j)! (j � 1)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j
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= k
kX
j=2

(j � 1) (k � 1)!
(k � j)! (j � 1)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

+k

kX
j=1

(k � 1)!
(k � j)! (j � 1)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

= k
kX
j=2

(k � 1)!
(k � j)! (j � 2)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

+k
y

bn

kX
j=1

(k � 1)!
(k � j)! (j � 1)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j�1

= k (k � 1)
kX
j=2

(k � 2)!
(k � j)! (j � 2)!

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

+k
y

bn

k�1X
j=0

Cjk�1

�
x

bn

�k�j�1�
y

bn

�j

= k (k � 1)
�
y

bn

�2 k�2X
j=0

Cjk�2

�
x

bn

�k�j�2�
y

bn

�j�2
+ k

y

bn

�
x+ y

bn

�k�1
= k (k � 1)

�
y

bn

�2�
x+ y

bn

�k�2
+ k

y

bn

�
x+ y

bn

�k�1
olur. Bu ifade P3 de yerine yaz¬l¬rsa

P3 =
nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k �
bn
n

�2(
k (k � 1)

�
y

bn

�2�
x+ y

bn

�k�2
+ k

y

bn

�
x+ y

bn

�k�1)

=
�y
n

�2 nX
k=0

k (k � 1)Ckn
�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�2
+
bn
n2
y

nX
k=0

kCkn

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�1
=

�y
n

�2 nX
k=2

k (k � 1)Ckn
�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�2
+
bn
n2
y

nX
k=1

kCkn

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�1
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=
y2

n

nX
k=2

(n� 1)!
(n� k)! (k � 2)!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�2
+
bn
n
y

nX
k=1

(n� 1)!
(n� k)! (k � 1)!

�
1� x+ y

bn

�n�k �
x+ y

bn

�k�1
=

n� 1
n

y2
n�2X
k=0

Ckn�2

�
1� x+ y

bn

�n�k�2�
x+ y

bn

�k
+
bn
n
y
n�1X
k=0

Ckn�1

�
1� x+ y

bn

�n�k�1�
x+ y

bn

�k
=

n� 1
n

y2 +
bn
n
y

olarak bulunur. Hesaplanan P1, P2 ve P3 ifadeleri B��n (f2;0;x; y) eşitli¼ginde yerine

yaz¬l¬rsa

B��n (f2;0;x; y) =
n� 1
n

(x+ y)2 +
bn
n
(x+ y)� 2

�
n� 1
n

�
y (x+ y)� 2bn

n
y

+
n� 1
n

y2 +
bn
n
y

= x2 +
x (bn � x)

n

elde edilir. Bu da istenen eşitliktir.

f0;2 (t; �) = �
2 olmak üzere

B��n (f0;2;x; y) =
nX
k=0

Ckn

�
1� x+ y

bn

�n�k kX
j=0

�
j

n
bn

�2
Cjk

�
x

bn

�k�j �
y

bn

�j

ifadesini hesaplayal¬m.

B��n (f0;2;x; y) = P3

oldu¼gundan

B��n (f0;2;x; y) =
n� 1
n

y2 +
bn
n
y

= y2 � 1

n
y2 +

bn
n
y

= y2 +
y (bn � y)

n
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olarak yaz¬labilir. Bu da istenilen ifadedir.

(5:1:2) ifadesi kullan¬larak

B��n (f0;0;x; y)� f0;0 (x; y) = 0

olup,

lim
n!1

kB��n (f0;0;x; y)� f0;0 (x; y)kC(�a) = 0

gerçeklenir.

(5:1:3) ifadesi kullan¬larak

B��n (f1;0;x; y)� f1;0 (x; y) = 0

olup,

lim
n!1

kB��n (f1;0;x; y)� f1;0 (x; y)kC(�a) = 0

gerçeklenir.

(5:1:4) ifadesi kullan¬larak

B��n (f0;1;x; y)� f0;1 (x; y) = 0

olup,

lim
n!1

kB��n (f0;1;x; y)� f0;1 (x; y)kC(�a) = 0

gerçeklenir.

(5:1:5) ifadesi kullan¬larak

B��n (f2;0;x; y)� f2;0 (x; y) = x2 +
x (bn � x)

n
� x2

=
x (bn � x)

n
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max
(x;y)2�a

jB��n (f2;0;x; y)� f2;0 (x; y)j = max
(x;y)2�a

x (bn � x)
n

=
a
�
bn � a

2

�
2n

olup,

lim
n!1

kB��n (f2;0;x; y)� f2;0 (x; y)kC(�a) = 0

gerçeklenir.

(5:1:6) ifadesi dikkate al¬n¬rsa

B��n (f0;2;x; y)� f0;2 (x; y) = y2 +
y (bn � y)

n
� y2

=
y (bn � y)

n

max
(x;y)2�a

jB��n (f0;2;x; y)� f0;2 (x; y)j = max
(x;y)2�a

y (bn � y)
n

=
a
�
bn � a

2

�
2n

olup,

lim
n!1

kB��n (f0;2;x; y)� f0;2 (x; y)kC(�a) = 0

elde edilir. Bu durumda Teorem 4.3�ün tüm koşullar¬gerçeklenir. O halde Teorem

4.3 gere¼gince; f 2 C�
�
R++2

�
fonksiyonu için

lim
n!1

kB��n (f ;x; y)� f (x; y)kC(�a) = 0

gerçeklenir. Bu da ispat¬tamamlar.

Aşa¼g¬daki teorem, s¬n¬rs¬z �bn bölgesi üzerinde (5:1:1) polinomlar dizisi ile özel bir

yaklaş¬m¬n varl¬¼g¬n¬ortaya koyar.

Teorem 5.1.2 8� > 0 için f 2 C�
�
R++2

�
ise

lim
n!1

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f ;x; y)� f (x; y)j
(1 + x2 + y2)1+�

= 0
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gerçeklenir.

·Ispat: Her " > 0 için x+ y > a olmak üzere

1

1 + x2 + y2
< " (5.1.7)

eşitsizli¼gini gerçekleyen yeterince büyük � > 0 say¬s¬seçilebilir.

lim
n!1

bn
n
= 0

oldu¼gundan (bn) dizisi s¬n¬rl¬d¬r. O halde

bn
n
< C

olacak şekilde C > 0 say¬s¬vard¬r.

Ayr¬ca

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f ;x; y)� f (x; y)j
(1 + x2 + y2)1+�

� sup
(x;y)2�a

jB��n (f ;x; y)� f (x; y)j
(1 + x2 + y2)1+�

+ sup
(x;y)2�bn��a

jB��n (f ;x; y)� f (x; y)j
(1 + x2 + y2)1+�

� sup
(x;y)2�a

jB��n (f ;x; y)� f (x; y)j

+ sup
(x;y)2�bn��a

jB��n (f ;x; y)� f (x; y)j
(1 + x2 + y2)1+�

= I
1

n (f) + I
2
n (f)

olarak yaz¬labilir.

Teorem 5.1.1 gere¼gince;

lim
n!1

I
1

n (f) = 0

olur.
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Di¼ger yandan

jB��n (f ;x; y)j � B��n (jf j ;x; y)

� B��n
�
Mf

�
1 + t2 + � 2

�
;x; y

�
= Mf

�
B��n (1; x; y) +B

��
n

�
t2;x; y

�
+B��n

�
� 2;x; y

�	
= Mf

�
1 + x2 +

x (bn � x)
n

+ y2 +
y (bn � y)

n

�
= Mf

�
1 + x2 + y2 +

x (bn � x) + y (bn � y)
n

�
= Mf

�
1 + x2 + y2 +

bn
n
(x+ y)� x

2 + y2

n

�
� Mf

�
1 + x2 + y2 + C (x+ y)� x

2 + y2

n

�
� Mf

�
1 + x2 + y2 + 2C

�
x2 + y2 + 1

�	
� Mf (1 + 2C)

�
x2 + y2 + 1

�
eşitsizli¼gi gerçeklenir.

M 0
f =Mf (1 + 2C)

denirse

jB��n (f ;x; y)j �M 0
f

�
x2 + y2 + 1

�
eşitsizli¼gi elde edilir. Bu durumda

I2n (f) = sup
(x;y)2�bn���

jB��n (f ;x; y)� f (x; y)j
(1 + x2 + y2)1+�

� sup
(x;y)2�bn���

jB��n (f ;x; y)j+ jf (x; y)j
(1 + x2 + y2)1+�

� sup
(x;y)2�bn���

�
M 0
f (x

2 + y2 + 1) +Mf (1 + x
2 + y2)

(1 + x2 + y2)1+�

�
=

�
M 0
f +Mf

�
sup

(x;y)2�bn���

1

(1 + x2 + y2)�

olur. (5:1:7) ifadesinden 8" > 0 ve 8� > 0 için

I2n (f) �
�
M 0
f +Mf

�
"�

124



gerçeklenir. Buradan

lim
n!1

I2n (f) = 0

olur. Bu durumda

lim
n!1

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f ;x; y)� f (x; y)j
(1 + x2 + y2)1+�

� lim
n!1

n
I
1

n (f) + I
2
n (f)

o
= lim

n!1
I
1

n (f) + lim
n!1

I2n (f)

= 0

olup,

lim
n!1

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f ;x; y)� f (x; y)j
(1 + x2 + y2)1+�

= 0

ifadesi elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

� = 0 olmas¬durumunda (5:1:1) polinomlar dizisi yaln¬zca Teorem 4.4�ün koşullar¬n¬

gerçekler, fakat f 2 C�
�
R++2

�
fonksiyonuna yak¬msamay¬gerçeklemez. Bunu aşa¼g¬-

daki teorem ile verelim.

Teorem 5.1.3 fk;m (x; y) = xkym olmak üzere (5:1:1) ile tan¬mlanan iki de¼gi̧skenli

Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi, (k;m) 2 �2 için

lim
n!1

sup
(x;y)2�bn

jB��n (fk;m;x; y)� fk;m (x; y)j
1 + x2 + y2

= 0

ifadesini gerçekler.

·Ispat: k = m = 0 olmak üzere (5:1:2) ifadesi ve f0;0 (x; y) = 1 eşitli¼ginden

B��n (f0;0;x; y)� f0;0 (x; y) = 0

jB��n (f0;0;x; y)� f0;0 (x; y)j
1 + x2 + y2

= 0

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f0;0;x; y)� f0;0 (x; y)j
1 + x2 + y2

= 0
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olup,

lim
n!1

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f0;0;x; y)� f0;0 (x; y)j
1 + x2 + y2

= 0

olur.

k = 1, m = 0 olmak üzere (5:1:3) ifadesi ve f1;0 (x; y) = x eşitli¼ginden

B��n (f1;0;x; y)� f1;0 (x; y) = 0

jB��n (f1;0;x; y)� f1;0 (x; y)j
1 + x2 + y2

= 0

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f1;0;x; y)� f1;0 (x; y)j
1 + x2 + y2

= 0

olup,

lim
n!1

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f1;0;x; y)� f1;0 (x; y)j
1 + x2 + y2

= 0

olur.

k = 0, m = 1 olmak üzere (5:1:4) ifadesi ve f0;1 (x; y) = y eşitli¼ginden

B��n (f0;1;x; y)� f0;1 (x; y) = 0

jB��n (f0;1;x; y)� f0;1 (x; y)j
1 + x2 + y2

= 0

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f0;1;x; y)� f0;1 (x; y)j
1 + x2 + y2

= 0

olup,

lim
n!1

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f0;1;x; y)� f0;1 (x; y)j
1 + x2 + y2

= 0

olur.

k = 2, m = 0 olmak üzere (5:1:5) ifadesi ve f2;0 (x; y) = x2 eşitli¼ginden

B��n (f2;0;x; y)� f2;0 (x; y) = x2 +
x (bn � x)

n
� x2

=
x (bn � x)

n
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jB��n (f2;0;x; y)� f2;0 (x; y)j
1 + x2 + y2

=
x (bn � x)

n (1 + x2 + y2)

� (bn � x)
n

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f2;0;x; y)� f2;0 (x; y)j
1 + x2 + y2

� sup
(x;y)2�bn

(bn � x)
n

� bn
n

olup,

lim
n!1

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f1;0;x; y)� f1;0 (x; y)j
1 + x2 + y2

� lim
n!1

bn
n
= 0

elde edilir.

k = 0, m = 2 olmak üzere (5:1:6) ifadesi ve f2;0 (x; y) = y2 eşitli¼ginden

B��n (f0;2;x; y)� f0;2 (x; y) = y2 +
y (bn � y)

n
� y2

=
y (bn � y)

n
jB��n (f0;2;x; y)� f0;2 (x; y)j

1 + x2 + y2
=

y (bn � y)
n (1 + x2 + y2)

� (bn � y)
n

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f0;2;x; y)� f0;2 (x; y)j
1 + x2 + y2

� sup
(x;y)2�bn

(bn � y)
n

� bn
n

olup,

lim
n!1

sup
(x;y)2�bn

jB��n (f0;2;x; y)� f0;2 (x; y)j
1 + x2 + y2

� lim
n!1

bn
n
= 0

elde edilir. Bu durumda ispat tamamlan¬r.

5.2 Karesel Bölgede ·Iki De¼gi̧skenli Bernstein-Chlodowsky Tipi

Polinomlar Dizisi ve Yaklaş¬m¬

Aşa¼g¬da verece¼gimiz karesel bölgede iki de¼gi̧skenli Bernstein-Chlodowsky tipi poli-

nomlar dizisinin tan¬m¬ve yaklaş¬m özellikleri, ·Izgi (2004) taraf¬ndan araşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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(bn) say¬dizisi

lim
n!1

bn =1 ve lim
n!1

bn
n
= 0

koşullar¬n¬sa¼glayan monoton artan reel terimli pozitif say¬dizisi olsun.

0 � x � bn olmak üzere

Pn;k (x) = C
k
n

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
�k;jn;m (x; y) = Pn;k (x)Pm;j (y)

nX
k=0

Pn;k (x) = 1,
mX
j=0

Pm;j (y) = 1 (5.2.1)

nX
k=0

mX
j=0

�k;jn;m (x; y) = 1 (5.2.2)

şeklinde tan¬mlans¬n.

Bn;m (f ;x; y) =
nX
k=0

mX
j=0

f

�
�1x+ �1

k

n
bn; �2y + �2

j

m
bm

�
�k;jn;m (x; y) (5.2.3)

ile iki de¼gişkenli Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisini verelim. Burada �i �

0, �i � 0, �i + �i = 1; i = 1; 2 şeklindedir.

Lemma 5.2.1 (5:2:3) ile tan¬mlanan polinomlar dizisi

Bn;m (1; x; y) = 1 (5.2.4)

Bn;m (t1;x; y) = x (5.2.5)

Bn;m (t2;x; y) = y (5.2.6)

Bn;m
�
t21 + t

2
2;x; y

�
= x2 + y2 + �21

x (bn � x)
n

+ �22
y (bm � y)

m
(5.2.7)

ifadelerini gerçekler.
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·Ispat: t1, t2 2 [0; bn] olmak üzere

f (t1; t2) = 1 için (5:2:2) kullan¬larak

Bn;m (1; x; y) =

nX
k=0

mX
j=0

�k;jn;m (x; y) = 1

elde edilir.

f (t1; t2) = t1 için (5:2:1) ve B�;�n (t;x) = x eşitli¼gi kullan¬larak

Bn;m (t1;x; y) =

nX
k=0

mX
j=0

�
�1x+ �1

k

n
bn

�
�k;jn;m (x; y)

=
nX
k=0

�
�1x+ �1

k

n
bn

�
Pn;k (x)

mX
j=0

Pm;j (y)

= x

elde edilir.

f (t1; t2) = t2 için (5:2:1) ve B�;�n (1; y) = y eşitli¼gi kullan¬larak

Bn;m (t2;x; y) =
nX
k=0

mX
j=0

�
�2y + �2

j

m
bm

�
�k;jn;m (x; y)

=
mX
j=0

�
�2y + �2

j

m
bm

�
Pm;j (y)

nX
k=0

Pn;k (x)

= y

elde edilir.

f (t1; t2) = t
2
1 + t

2
2 için B

�;�
n (t2;x) = x2 + �2 x(bn�x)

n
eşitli¼gi kullan¬larak

Bn;m
�
t21 + t

2
2;x; y

�
=

nX
k=0

mX
j=0

"�
�1x+ �1

k

n
bn

�2
+

�
�2y + �2

j

m
bm

�2#
�k;jn;m (x; y)
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=
nX
k=0

�
�1x+ �1

k

n
bn

�2
Pn;k (x) +

mX
j=0

�
�2y + �2

j

m
bm

�2
Pm;j (y)

= x2 + y2 + �21
x (bn � x)

n
+ �22

y (bm � y)
m

elde edilir. Bu durumda istenen ifadeler elde edilmi̧s olur.

Aşa¼g¬daki teorem, (5:2:3) polinomlar dizisi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda Teorem 4.2 ve Teo-

rem 4.3�ün bir sonucu olarak verilebilir.

Teorem 5.2.3 Dab = [0; a]� [0; b] olmak üzere f 2 Cb (Dab) ve f 2 C� (Dab) ise Dab

üzerinde

lim
n!1
m!1

Bn;m (f ;x; y) = f (x; y)

eşitli¼gi düzgün olarak gerçeklenir.

·Ispat: Lemma 4.2.1 kullan¬larak

lim
n!1
m!1

kBn;m (1; x; y)� 1kC(Dab) = 0

lim
n!1
m!1

kBn;m (t1;x; y)� xkC(Dab) = 0

lim
n!1
m!1

kBn;m (t2;x; y)� ykC(Dab) = 0

lim
n!1
m!1

Bn;m �t21 + t22;x; y�� �x2 + y2�C(Dab) = 0

elde edilir. Teorem 4.0.3 gere¼gince f 2 Cb (Dab) için ispat gerçeklenir. Teorem 4.0.2

gere¼gince de f 2 C� (Dab) için ispat tamamlan¬r.

Şimdi (5:2:3) polinomlar dizisinin f 2 C�
�
R++2

�
fonksiyonuna olan yaklaş¬m h¬z¬yla

ilgili bir teorem verelim.

Teorem 5.2.4 f 2 C�
�
R++2

�
ise 8 (x; y) 2 Dab olmak üzere yeterince büyük n ve
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m de¼gerleri için

jBn;m (f ;x; y)� f (x; y)j � C!2

 
f ;

r
bn
n
+
bm
m

!

gerçeklenir.

·Ispat: (5:2:3) polinomlar dizisi için

Ukn (t) = �1t+ �1
k

n
bn ve V jm (t) = �2t+ �2

j

m
bm

k¬saltmalar¬n¬kullanal¬m. (x; y) 2 Dab için A
0
= 1 + A ve B

0
= 1 +B olmak üzere

E1 =
n
(k; j) : Ukn (x) � A

0
; V jm (y) � B

0
o

E2 =
n
(k; j) : Ukn (x) � A

0
; V jm (y) � B

0
o

E3 =
n
(k; j) : Ukn (x) � A

0
; V jm (y) � B

0
o

E4 =
n
(k; j) : Ukn (x) � A

0
; V jm (y) � B

0
o

kümelerini tan¬mlayal¬m. Tan¬mlanan kümeler yard¬m¬yla

jBn;m (f ;x; y)� f (x; y)j �
nX
k=0

(k;j)2E1

mX
j=0

��f �Ukn (x) ; V jm (y)�� f (x; y)���k;jn;m (x; y)
+

nX
k=0

(k;j)2E2

mX
j=0

��f �Ukn (x) ; V jm (y)�� f (x; y)���k;jn;m (x; y)
+

nX
k=0

(k;j)2E3

mX
j=0

��f �Ukn (x) ; V jm (y)�� f (x; y)���k;jn;m (x; y)
+

nX
k=0

(k;j)2E4

mX
j=0

��f �Ukn (x) ; V jm (y)�� f (x; y)���k;jn;m (x; y)
= I(1)n;m + I

(2)
n;m + I

(3)
n;m + I

(4)
n;m

şeklinde yaz¬labilir.
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Şimdi I(1)n;m; I
(2)
n;m; I

(3)
n;m; I

(4)
n;m ifadelerini s¬ra ile ele alal¬m.

I
(1)
n;m için f 2 C�

�
R++2

�
olup, jf (x; y)j �Mf (1 + x

2 + y2) koşulu sa¼gland¬¼g¬ndan

��f �Ukn (x) ; V jm (y)�� f (x; y)�� � Mf

h
2 +

�
Ukn (x)

�2
+
�
V jm (y)

�2i
� Mf

h
2 +

�
Ukn (x)� x

�2
+
�
V jm (y)� y

�2
+ 2x

�
Ukn (x)� x

�
+ 2y

�
V jm (y)� y

�
+ 2

�
x2 + y2

��
� Mf

h
2 +

�
Ukn (x)� x

�2
+
�
V jm (y)� y

�2
+ 2x

��Ukn (x)� x��+ 2y ��V jm (y)� y��
+ 2

�
x2 + y2

��
yaz¬labilir. (x; y) 2 Dab ve (k; j) 2 E1 için

��Ukn (x)� x�� � 1 ve
��V jm (y)� y�� � 1 (5.2.8)

oldu¼gundan

��Ukn (x)� x�� �
�
Ukn (x)� x

�2
+
�
V jm (y)� y

�2
(5.2.9)��V jm (y)� y�� �

�
Ukn (x)� x

�2
+
�
V jm (y)� y

�2
(5.2.10)

olup,

��f �Ukn (x) ; V jm (y)�� f (x; y)�� � Mf

nh
2
�
Ukn (x)� x

�2
+
�
V jm (y)� y

�2i
+
�
Ukn (x)� x

�2
+
�
V jm (y)� y

�2
+ 2x

h�
Ukn (x)� x

�2
+
�
V jm (y)� y

�2i
+ 2y

h�
Ukn (x)� x

�2
+
�
V jm (y)� y

�2i
+ 2

�
x2 + y2

� h�
Ukn (x)� x

�2
+
�
V jm (y)� y

�2io
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= Mf

�
3 + 2x+ 2y + 2

�
x2 + y2

��
�
h�
Ukn (x)� x

�2
+
�
V jm (y)� y

�2i
� 4Mf (2x+ 2y + 1)

2
h�
Ukn (x)� x

�2
+
�
V jm (y)� y

�2i
� 4Mf (2a+ 2b+ 1)

2
h�
Ukn (x)� x

�2
+
�
V jm (y)� y

�2i
olarak bulunur. C1 = 4Mf (2a+ 2b+ 1)

2 denirse

��f �Ukn (x) ; V jm (y)�� f (x; y)�� � C1 h�Ukn (x)� x�2 + �V jm (y)� y�2i (5.2.11)

elde edilir.

Lemma 4.2.1 kullan¬larak

nX
k=0

mX
j=0

h�
Ukn (x)� x

�2
+
�
V jm (y)� y

�2i
�k;jn;m (x; y) = �21

x (bn � x)
n

+ �22
y (bm � y)

m

� �21a
bn
n
+ �22b

bm
m

�
�
�21a+ �

2
2b
��bn

n
+
bm
m

�

olarak yaz¬labilir. Bu durumda C2 = C1
�
�21a+ �

2
2b
�
denirse

I(1)n;m � C2
�
bn
n
+
bm
m

�

elde edilir.

I
(2)
n;m için (x; y) 2 Dab ve (k; j) 2 E2 olmak üzere (5:2:8) geçerli oldu¼gundan (5:2:9)

ve (5:2:10) eşitsizlikleri sa¼glan¬r. Bu durumda (5:2:11) ifadesi yine geçerli olup,

I(2)n;m � C2
�
bn
n
+
bm
m

�

elde edilir.

I
(3)
n;m için (x; y) 2 Dab ve (k; j) 2 E3 olmak üzere (5:2:8) ; (5:2:9) ; (5:2:10) eşitsizlikleri
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geçerli olup, (5:2:11) ifadesi sa¼gland¬¼g¬ndan

I(3)n;m � C2
�
bn
n
+
bm
m

�

elde edilir. Bu durumda

I(1)n;m + I
(2)
n;m + I

(3)
n;m � 3C2

�
bn
n
+
bm
m

�

yaz¬labilir. bn
n
+ bm

m
! 0 (n;m!1) oldu¼gundan yeterince büyük n ve m de¼gerleri

için bn
n
+ bm

m
�
q

bn
n
+ bm

m
olur. Tam süreklilik modülünün 2.2.6 özelli¼ginden Cf ; f

fonksiyonu ve
q

bn
n
+ bm

m
ifadesine ba¼gl¬olmak üzere

!2

 
f ;

r
bn
n
+
bm
m

!
� Cf

r
bn
n
+
bm
m

yaz¬labilir. Buradan

I(1)n;m + I
(2)
n;m + I

(3)
n;m � 3

C2
Cf
!2

 
f ;

r
bn
n
+
bm
m

!

elde edilir.

I
(4)
n;m için (x; y) 2 Dab ve (k; j) 2 E4 olsun. Tam süreklilik modülünün özelliklerinden

��f �Ukn (x) ; V jm (y)�� f (x; y)�� � !2 (f ; �n;m) �1 + 1

�n;m

q
(Ukn (x)� x)

2 +
�
V jm (y)� y

�2 �

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Cauchy-Schwartz eşitsizli¼gi ve Lemma 4.2.1 kullanarak

I(4)n;m �
nX
k=0

mX
j=0

�
!2 (f ; �n;m)

�
1 +

1

�n;m

q
(Ukn (x)� x)

2 +
�
V jm (y)� y

�2 ��
��k;jn;m (x; y)

= !2 (f ; �n;m)

"
1 +

1

�n;m

nX
k=0

mX
j=0

q
(Ukn (x)� x)

2 +
�
V jm (y)� y

�2
�k;jn;m (x; y)

#
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� !2 (f ; �n;m)

241 + 1

�n;m

vuut nX
k=0

mX
j=0

h
(Ukn (x)� x)

2 +
�
V jm (y)� y

�2i
�k;jn;m (x; y)

35
= !2 (f ; �n;m)

"
1 +

1

�n;m

r
�21
x (bn � x)

n
+ �22

y (bm � y)
m

#

� !2 (f ; �n;m)

"
1 +

1

�n;m

r
�21a

bn
n
+ �22b

bm
m

#

� !2 (f ; �n;m)

"
1 +

1

�n;m

q
�21a+ �

2
2b

r
bn
n
+
bm
m

#

şeklinde yaz¬labilir. �n;m =
q

bn
n
+ bm

m
olarak seçilirse

I(4)n;m �
�
1 +

q
�21a+ �

2
2b

�
!2

 
f ;

r
bn
n
+
bm
m

!

elde edilir.

Bu durumda C = 3C2
Cf
+
�
1 +

p
�21a+ �

2
2b
�
al¬n¬rsa

jBn;m (f ;x; y)� f (x; y)j � I(1)n;m + I
(2)
n;m + I

(3)
n;m + I

(4)
n;m

� C!2

 
f ;

r
bn
n
+
bm
m

!

eşitsizli¼gi elde edilir.
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