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Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, cesitli fonksiyon uzaylar: tanimlanmis ve temel kavramlar verilmistir.
Yaklagim hizini belirlemek icin siireklilik modiilii tanimlanmig ve tzellikleri incelen-
mistir. Son olarak lineer pozitif operatorlerin tanimi ve bazi 6nemli 6zellikleri ve-
rilmig, yaklagim ozellikleri aragtirilmigtir.

Uciincii boliimde, I. ve II. tip Bernstein-Chlodowsky polinomlar1 tanimlanmis ve
bu polinomlarin gesitli uzaylarda yaklagim ozellikleri incelenmistir. Ayrica II. tip
genellegmis Bernstein-Chlodowsky polinomlarinin yaklagim hiz verilmistir.
Dérdiincii boliimde, gesitli uzaylarda iki degiskenli fonksiyonlar i¢in lineer pozitif o-
peratorlerin yaklagim o6zellikleri aragtirilmigtar.

Besinci boliimde, iiggensel ve karesel bolgede iki degiskenli Bernstein-Chlodowsky

tipli polinomlar tanimlanmig ve gesitli uzaylarda yaklagim ozellikleri incelenmigtir.
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In the second chapter, several function spaces are defined and fundamental concep-
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In the third chapter, I. and II. type Bernstein-Chlodowsky polynomials are de-
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triangular and square domain are defined and their approximation properties are
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January 2009, 139 pages

Key Words: Bernstein-Chlodowsky polynomials, Linear positive operator, Modu-
lus of continuity, Weighted spaces.

i



TESEKKUR

Bu caligma konusunu bana veren ve aragtirmalarimin her agamasinda en yakin ilgi
ve onerileriyle beni yonlendiren damsman hocam, Saym Doc¢. Dr. Ertan IBIKLI
(Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi)’ye, tezimle ilgili kendisi ile calisma firsat1 bul-
dugum arkadagim Sezgin SUCU’ya ve bana her zaman destek olan aileme en icten

saygl ve tesekkiirlerimi sunarim.

Nese ISLER
Ankara, Ocak 2009

1l



ICINDEKILER

L@ /70 ) i
ABS T R A CT ittt i it ittt ittt iii
TESEKKUR ..\ttt ittt iiieenrennennens v
1. GIRIS .t ittt i e e e 1
2. TANIM VEONBILGI ........cooiiiiiiiiiii 3
2.1 Baz1 Fonksiyon Uzaylar: ..........coiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnns 3
2.2 Siireklilik Modiilli ....covvviiiiniiiiiiiiiiiiiii ittt 7
2.3 Sinirli Salinimli Fonksiyonlar ..............ooiiiiiiiiiiii, 16

2.4 Sonlu Aralikta Siirekli Fonksiyonlara Polinomlar ile Yaklagim 18
2.5 Lineer Pozitif Operatorler ve Yaklasimi ...........ccoveinnn. 24
3. TEK DEGISKENLi FONKSiYONLAR iCiN BERNSTEIN-

CHLODOWSKY POLINOMLAR DiZiSi iLE YAKLASIM ... 49
3.1 I. Tip Bernstein-Chlodowsky Polinomlar Dizisi ve Yaklagimi . 65
3.2 II. Tip Bernstein-Chlodowsky Polinomlar Dizisi ve Yaklagimu . 90
4. iIKi DEGISKENLi FONKSIYONLAR iCiN LINEER POZITiF

OPERATORLER DiZiSi iLE YAKLASIM ......c.covvvvnnn... 96
5. iKi DEGISKENLiI FONKSIiYONLAR iCiN BERNSTEIN-

CHLODOWSKY POLINOMLAR DiZiSi iLE YAKLASIM .... 110
5.1 Ucgensel Bolgede Iki Degiskenli Bernstein-Chlodowsky

Polinomlar Dizisi ve Yaklagimi ..........cciiiiiiiiiiiiinnnn, 110

5.2 Karesel Bolgede Iki Degiskenli Bernstein-Chlodowsky

Polinomlar Dizisi ve Yaklagim ...........coiiiiiiiiiiiiiin, 127
KAYNAKLAR ittt ittt ittt iiiietteettnenenenenes 136
(0)//€3 20]\Y, 1 1= T 139

iv



1.GIRIiS

Yaklagimlar teorisi, verilen bir uzaydaki bir fonksiyona iyi ¢zellikleri olan ayni uzaya

ait fonksiyonlar ailesi ile yaklasim yapilip yapilamayacagini arastirir.

Yaklagimlar teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen teorem; kapali ve sinirh
la, b] aralig: tizerinde tanimh reel degerli siirekli bir f fonksiyonu igin her € > 0 ve
her x € [a, b] olmak iizere

[P () = f(2)| <e

olacak gekilde bir P, (x) polinomunun varligy, ilk kez 1885 yilinda Weierstrass tarafin-

dan ifade ve ispat edilmistir (Korovkin 1960).

Bernstein (1912) tarafindan [0, 1] aralig: iizerinde tanimh reel degerli siirekli bir f

fonksiyonuna yaklasan polinomlarin tipi hakkinda bir teorem ispatlanmigtir.

Bulfin) =307 () et a0 0sa <
k=0

rildiginde her x € [0, 1] ve her n > ng i¢in

By (f52) = f(2)] <e

esitsizliginin saglandigini gostermistir.

Chlodowsky (1937) tarafindan [0, co) aralig iizerinde Bernstein polinomlar: genellegti-
rilmig ve bu polinomlarin yaklagim 6zellikleri aragtirilmigtir. Bernstein-Chlodowsky

polinomlar dizisi olarak adlandirilan bu polinomlar dizisi; (b,,),

lim b, = co ve lim — =0

n—0o0 n—oo M



sartlarin1 saglayan monoton artan reel terimli pozitif say1 dizisi olmak iizere

n k k n—k
B;(f;z)=Y _f (Ebn) ck (;) (1 _ bf) L 0<az<b,
k=0 n n
seklinde tanimhdir.

Korovkin (1953) tarafindan lineer pozitif operatorlerin yaklagimi ile ilgili bir teorem
ifade ve ispat edilmistir. Korovkin Teoremi olarak adlandirilan bu teorem asagida

ifade edilmigtir:

(Ly) lineer pozitif operatorler dizisi [a, b] arahiginda n — oo iken

L,(Lz) = 1
L,(tx) = x

L, (tQ;x) = 2°

kosullarim gergekliyorsa [a, b] araliginda siirekli ve tiim reel eksende sinirli herhangi
bir f fonksiyonu igin

Ly (fiz) = fla); a<z<b

olur.

Bernstein ve Bernstein-Chlodowsky polinomlar dizisine lineer pozitif operatorler
dizisi goziiyle bakildiginda, Bernstein polinomlarinin ¢ok arastirilmig ve iizerinde
cok fazla caligmalar yapilmig olmasina ragmen bu polinomlarin sinirsiz bir araliga
genellemesi olan Bernstein-Chlodowsky polinomlari ¢ok az incelenmistir. Bunun ne-
deni kapali ve sinirh [0, b,] araliginin n — oo iken sinirsiz [0, 0o) araligina doniigmesi

ve sonug olarak Korovkin Teoremi’nin gegerli olmamasindan kaynaklanir.

Bu tezde; cesitli uzaylarda bir ve iki degiskenli Bernstein-Chlodowsky tipli operator-

lerin yaklagimi ve yaklagim ozellikleri aragtirilmigtir.



2. TANIM VE ONBILGI
Bu boliimde bazi notasyonlar ve ¢alisma iginde gerekli olan materyaller verilecektir.

2.1 Baz1 Fonksiyon Uzaylari

Schumaker et al. (1939), Haciyev vd. (1995), Izgi (2004), Ibikli (2005) tarafindan

bazi bir ve iki degiskenli fonksiyon uzaylar1 tanimlanmistir. Bunlar agagida verelim.

[a, b] iizerinde reel degerli ve siirh fonksiyonlar uzayi
B (a,b) ={f|f : [a,b] — R tammh ve Vz € [a,b] i¢in |f (x)] < oo}
seklinde tanimlanabilir.
C(a,b) ={f|f : la,b] — R tammh ve Vz € [a,b] igin siirekli }
ile [a, b] tizerinde siirekli fonksiyonlar uzay: tanimlanabilir. C (a,b) uzay:

7l = max |1 (&)

normu ile lineer normlu uzaydir.

B,(R) — {f:VoeRigin |f (2)| < Mpp (o)}
C,(R) = {feC(R):VzeRicn |f(z)|< Mp(z)}

ile C' (R) uzaymn agirhikh fonksiyon uzaylar: tanimlanabilir. Burada My, f fonksi-
yonuna bagl bir sabit ve p(r) =1+ ®* (x) olup, ®, (—00, o) arahiginda siirekli,
artan ve

lim @ (x)= £o0

|z|—o0

kosulunu saglayan bir fonksiyondur. p fonksiyonuna ise agirlik fonksiyonu denir.



B, (R) ve C, (R) uzaylar

1= sup U

—oco<z<oo P (37)

normu ile birer lineer normlu uzaylardir.

C, (R) uzaymnin bazi alt uzaylari; kf, f fonksiyonuna bagh bir sabit olmak tizere

—

k _ . lim (7)
CP(R) = {f € CP(R)'\£|_>oop(x)
(z)

G R) = {feCP(R):xlfinoop(x):O}

= k)f< OO}

—

ile tanimlanmagtar.

Lipschitz simifi, 0 < a < 1 olmak {izere

Lip® (a,b) = {f€C(a,b): Tima<z<x+h<bign |f(z+h)— f(x)] < Mh"

olacak gekilde M < oo sayis1 vardir}

ile tamimlanabilir. « > 1 i¢in f fonksiyonu sabit bir fonksiyondur.

n = 2 i¢in iki degigkenli ve reel degerli f fonksiyonu; X C R ve Y C R olmak iizere

f: X xY—>R

(z,y)—=2

seklinde tanimli olup, bu fonksiyonlarin olusturdugu sinifa ki degiskenli ve reel

degerli fonksiyonlar sinifi denir.

Asagida bazi iki degigkenli fonksiyon uzaylarini verelim.

D C R? simirh bolgesi tizerindeki siirekli fonksiyonlar uzayi

C(D)={f|f: D — R tamiml, V (z,y) € D i¢in siirekli}



ile gosterilmek tizere C (D) uzay1

||f||c(D) = sup |[f(z,y)]
(z,y)eD

normu ile lineer normlu uzaydir.
Diger yandan Cj, (D) uzay1
Cyo(D)={f:feC(D) veV(z,y) € R*ic¢in |f (2,y)| < o0}
ile tamimlanabilir.
Ryt ={(x,y): 220,y 20} vep(z,y) =2 +y* +1
olmak tizere
C(R3*) ={f|f: R3* — R tammh ve (z,y) € R " igin siirekli}
seklinde tanimlanabilir.
C (R;J“) nin agirlikh uzaylar; B, (R;r +) ve C, (R; +) uzaylari

B, (Ry") = {f:V(z,y) € By" icin |f (2,y)| < My (2 +3* + 1)}

Co (RsY) = {feC(RI):|f (wy)l < My (a +4°+1)}

ile taniml olup,

B |f (x,y)]
||f||cp(R2++) — w;&}?}ozo |

normu ile lineer normlu uzaylardir.



Tanim 2.1.1 (Cauchy-Schwartz Esitsizligi): V (x1, 22, ....,2,), (Y1, Y2, -, Yn) €
R™ icin

[

n n % n 2
S o] < (z mr"’) (z w)
k=1 k=1 k=1

esitsizligi gerceklenir (Natanson 1964).

Asagida verilen Beta ve Gamma fonksiyonlar: Saracoglu vd. (1995) kaynagindan

yararlanilarak yazilmigtir.

Tanim 2.1.2 m,n € R olmak iizere

1

B (n,m) = /xm—l (1-2)" " do

0

ile tanimli fonksiyona Beta fonksiyonu denir. m > 0 ve n > 0 i¢in Beta fonksiyonu

yakinsaktir.

Tanmim 2.1.3 n € R olmak iizere

o0

I'(n)= /x”_le_xdx

0

ile tanimhi fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. n > 0 i¢in Gamma fonksiyonu

yakinsaktir.

B ve I' fonksiyonlar1 arasinda
(2.1.1)

seklinde bir bagint1 vardir.



Tanim 2.1.4 X C R olmak iizere f : X — R tanimh bir fonksiyon ve a € R, X in
bir yig1lma noktasi olsun. Eger
lim f (z) =0

r—a

ise f fonksiyonuna x — a iken sonsuz kii¢iik fonksiyon denir ve x — a iken f (x) =

o0 (1) ile gosterilir (Museyev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu 2003).

Tanim 2.1.5 X C R olmak iizere f ve g, X de tamimlh fonksiyonlar olsun. Eger

o € R olmak iizere x > x( icin

|f ()] < Mg ()|

olacak sekilde M > 0 sayis1 varsa x — oo iken f(z) = O (g (z)) seklindedir (Kurt,
Mehlhorn and Stefan 1990).

Tamim 2.1.6 A C R olmak iizere her 1,25 € A ve her \ € [0,1] igin

FDRx+ (=N ao] < Af(z1) + (1= A) f(22)

gercekleniyorsa f fonksiyonu A kiimesi tizerinde konvekstir, denir (Rudin 1921).

2.2 Siireklilik Modiilii

Museyev vd. (2003) tarafindan siireklilik modiilii tammlanmigtir. Agagida buna

gore siireklilik modiilii tanimini verelim.

Tanim 2.2.1 Bog olmayan / C R siurh araligl verilmis olsun.

d(I) =sup{lz —y|: 2,y €I}

biiytikligiine I kiimesinin ¢apr denir.



Tanim 2.2.2 [ C R smirh bir aralik, f : [ — R fonksiyonu I {izerinde sinirh olsun.

d = d(I), I kiimesinin ¢ap1 olmak iizere w : (0,d| — [0, 00);
wy (0) =w (f;0) =sup{[f (z1) — f (22)] : 71,22 € I, [11 — 32| < 0}
fonksiyonuna f fonksiyonunun I tzerindeki stireklilik modiili denir.

Siireklilik modiiliiniin énemli baz1 6zelliklerini verelim. Bu o6zelliklerin ifade ve is-
patinda Museyev vd. (2003), Natanson (1964), izgi (2004) kaynaklarindan yarar-

lanilmigtar.

Lemma 2.2.1 ¢ > 0 icin wy (9) > 0 dur.

Tanim 2.2.2°den ispat1 aciktir.

Lemma 2.2.2 w; (§) monoton artandur.

Ispat: Vd,,d, € (0,d], §; < d5 igin

{I1f (@) = f(22)| : w1, 20 € 1, |21 — 22| < 61}

C A{lf (@) = f(z2)| s 21,2 € I, |11 — ] < 02}

oldugundan

wy(01) = sup{[f (z1) — f(x2)| : 21,22 € [, 21 — 22 < 61}
< sup{|f (z1) = f(22)] : 21,22 € [, |x1 — 22| < 62}

= wy (d2)

gerceklenir.



Lemma 2.2.3 n € N olmak iizere
wr (nd) < nuwy (9)
gerceklenir.

ispat:
wy(nd) = sup [f(z1) — f(22)]

T1,22€1
|x1—x2|<nd

olmak iizere x1 = x5 + nh denirse

wr(nd) = sup |f (x2+nh) — f(z2)]

xo€l
|h|<é

n—1

= sup |3 [F (ma o (k- 1)) = 1 (o0 -+ k)
[h|<s 1#=0

n—1

< D sup |f (z2+ (k+ 1) h) — f (w2 + k)|

o xocl
F=0inl<s

olarak yazilabilir. Tanmim 2.2.2’den toplama bagh ifade wy (§) olur. Toplamin sayis

n tane oldugu igin istenen esitsizlik elde edilir.

Lemma 2.2.4 )\ pozitif reel say1 olmak iizere
wr(A8) < (A +1)wy(9)
gerceklenir.

Ispat: [|\|] ile A sayismin tam kismm gosterelim. Bu durumda
(A <A <Al +1

esitsizligi gecerlidir.



w (f;§) nin monoton artan olma 6zelligi ve Lemma 2.2.4 geregince;

wr(A0) < wr (A1 +1)9)
< ([M1+1)wy (9)
< A+ 1wy (9)

esitsizligi elde edilir.
Lemma 2.2.5 f, I araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda
limewy (6) =0

gerceklenir.

Ispat: f siirekli oldugundan her € > 0 icin |z, — x| < 1 oldugunda

|f (v1) = f(z2)] < ¢
sup|f (v1) — f(w2)] < ¢

esitsizligini saglayan en az bir n > 0 sayist var olup, wy (7)'nin tanimimdan
wy(n) <e

olur. Lemma 2.2.2’den § < 7 i¢in
wr () <e

yazilabilir. Bu da istenen ifadeyi verir.

Lemma 2.2.6 f fonksiyonu [a, b] arahginda simrh tiireve sahip ise f € Lip' (a,b)

olur.
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Ispat: f fonksiyonu [a,b] arahigmin tiim noktalarinda simirh tiireve sahip olsun.
Yani; Vz € [a, b] i¢in ‘ f (:U)‘ < M gergeklensin. Ortalama Deger Teoremi’'nden her
T1,T9 1(;111

[ (@1) = f (@) = |f" () lor — 2|5 21 <€ <2

esitsizligini saglayan en az bir ¢ noktas1 vardir. Buradan

W (6) <M sup o — aa] < Mo
z1,z2€[a,b]
|z1—22|<d

esitsizligi elde edilir. Lipschitz siifi tammindan f € Lip' (a,b) olur.
Lemma 2.2.7 f € Lip® (a,b) <= wy (0) < M* gergeklenir.
Ispat: Eger w; (6) < M§* ise herbir z,y degerleri igin
[f (@) = f W) Sws(lz—yl) <Mz -y
olup, f € Lip® (a,b) elde edilir.
Eger f € Lip® (a,b) ise |x — y| < J i¢in
|f (@) = f W) < M|z —y|" < Mo®

elde edilir.

Iki degiskenli fonksiyonlar icin siireklilik modiilleri, Biiyiikyazic1 (2003a, b), Biiyiikyazici
vd. (2004) ve Izgi (2004) makalelerinden yararlanilarak verilmistir.

Tamm 2.2.3 D C R? simirh bir bolge ve f : D — R tammli, sinirh bir fonksiyon

olsun. K C D kompakt bir bolge ve © = (z1,22) ,y = (y1,y2) olmak iizere

wa (f;6) = SUP{|f($17?J1) — [ (@2, 10)] 1w,y € K, \/(x1 —x2)2+ (11 —y2)2 < 5}

11



fonksiyonuna f fonksiyonunun tam streklilik modiili denir.
wy! (£36) = sup {f (21,9) — f (x2.9)| : (21,9) . (22,9) € K |1 — x| < 6}

W (f30) = sup {|f (z,51) — F (2, 92)| = (@,01), (m,10) € K, |y1 — ] < 0}

fonksiyonlarina f fonksiyonunun x e gore kismi streklilik modiili ve y ye gore kismi

stireklilik modiilii denir.

Tam siireklilik modiiliiniin 6nemli olan baz 6zelliklerini verelim.
Ozellik 2.2.1 § > 0 icin wy (f;6) > 0 dur.

Tanim 2.2.3’ten ispat1 acgiktir.

Ozellik 2.2.2 w; (f;§) monoton artandir.

Ispat: V01,05 > 0, 61 < 05 icin

{’f(l’l,yl) — f(22,92)| 12,y € K, \/(331 — @)’ + (1 —2)” < 51}

C {|f(351,yl) — [z, 2)| t 2,y € K, \/(1171 —$2)2 + (y1 — Zl/2)2 < 52}

oldugundan

wy (f;01) = sup {‘f(xb?h) — f(z2,92)] s 2,y € K, \/(xl — $2)2 + (y1 — y2)2 < 51}

< sup {17 () = F )l 2oy € Koflor = a0+ = )" < 82}
= wa(f;d2)

elde edilir.

12



Ozellik 2.2.3 f : K — R siirekli bir fonksiyon ise
(151_{1(1) we (f;0)=0
gerceklenir.

Ispat: f fonksiyonu K bolgesinde siirekli oldugundan her € > 0 icin |z —y| < 7

olmak iizere her x,y € K i¢in

|f (z1,91) = f(22,92) <€

egitsizligini saglayan en az bir n > 0 sayis1 vardir. Buradan

sup If (z1,01) — f(22,0)| <e = w(f;n) <e¢
\/($1—w2)2+(y1—y2)2ﬁ77

yazilabilir. § < 7 i¢in w (f;J) < € olup, istenen ifade elde edilir.

Ozellik 2.2.4 m € N olmak iizere
wa (f;md) < mws (f;0)

gerceklenir.

ispat:

wa (f;md) = max |f (21,91) — f (22,95)]
V(@1—22) 4+ (y1—y2)><mé

olmak {izere

\/(551 —) (i —)’ < omé = (21— 32) + (y1 — y2)° < M
— (1 — x2)2 < m?26?% ve (y1 — y2)2 < m?26*

= |z1 — 22| < md ve |y; — yo| < Mo

13



olarak elde edilir. Buradan

|lt1 — 2] < mé= —md <z —29 <M

= —md+ x5 <x1 <Md+ To
ve

lyi — 2] < md= —md <y —ys <md

= —mo+y2 <y <md+yo
seklinde yazilabilir. VA > 0 igin
r1 = xo +mh ve y; = ys +mh

olsun.

Bu durumda

w (fymd) = ot oiHax EK\f(ﬂUzﬂLmh,yrl—mh)_f(332,3/2)|
2 » 2‘},lz,|/2§6 Y2
m—1
= %EgZf(x2+(k+1)h,y2+(k+1)h)—f(x2+hk,yz+k:h)
— k=0

= I‘}llli}§|f(x2+h7y2+h)_f(IQ)y2)+f([E2—f—2h,y2_|_2h>

= [+ (m=1)h,y2 + (m = 1) h)|

IN

%2§|f($2+hayz+h) — [ (%2, 2)]|
+%2§|f(x2+2h,y2+2h)—f(a:2+h,y2+h)|
+...+I|}llé)§|f(x2+mh,y2+mh)—f(:c2+(m—1)h,y2+(m—1)h)]
= wy(f;0) +w2(f;0) + ... +w2(f;0)

= muws (f;0)

olarak elde edilir.

14



Ozellik 2.2.5 X > 0 i¢in ws (f;A0) < (A + 1) wy (f;6) dur.

Ispat: m € N olmak iizere
w2 (f;md) < mws (f;9)
oldugu biliniyor.

A€ RT =10,00) ise

w2 (f;A0) < (A+1)wa (f;9)
olur.
A € R igin

(A< ALZ[AN]+1<A+1

olmak iizere

wa (f3A0) < wa (f; ([Nl +1)0)
< ([ + 1w (f39)
< A+ 1w (f;9)
olarak elde edilir.
Ozellik 2.2.6 (4,,),
iy e =0

kogulunu saglayan pozitif terimli bir dizi ve C, f fonksiyonu ve (9,,) dizisine bagh

bir sabit olmak tizere ws (f;6,) > Cy - §, esitsizligi gerceklenir.

Ispat: Siireklilik modiiliiniin 2.2.5 6zelliginden

wa (f;1) = wo <f;5n'5i)

n

15



1 -+ %) W2 (f, (Sn)

n

(
(1+5n

) ea (ri00

IN

elde edilir. Buradan
on
1+9,

> (f18,) > ( ) wr (1)

yazilabilir. (,) sifira yakisayan bir dizi oldugundan 1 + §,, < C olacak sekilde

C' > 0 sayis1 vardir. Bu durumda —— > % olacagindan

110,
O
wn(f:0) 2 P (f21)
esitsizligi saglanir. wz(g;l) = (' denirse

WQ(f;(sn)ZCf'(sn

elde edilir. Bu da istenen esitsizliktir.

Acikca goriilebilir ki tam siireklilik modiilii i¢in gecerli olan 6zellikler kismi siireklilik

modiilleri i¢in de gecerlidir.

2.3 Smirli Salinimli Fonksiyonlar

f i [a,b] — R fonksiyonu verilsin ve [a, b] araliginin bir pargalanmasi

T={z}y(a=29 <1 <..<zH=0)

olsun.

toplamini olusturalim.
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Tanim 2.3.1 [a, b] araliginin her 7 pargalanmas i¢in
V2 (f) = sV (f)

ifadesine f nin total salinaimi denir. Eger

Vi () <M

olacak sekilde bir M = M (f) sayws1 varsa [ fonksiyonu |a,b] tzerinde sonlu veya
swnarly salinamluder, denir. [a, b] de siirh salimiml fonksiyonlarin kiimesi BV [a, b] ile
gosterilebilir (Natanson 1961).

Tanim 2.3.2 f fonksiyonu diferensiyellenebilir ve tiirevi integrallenebilir olsun. Bu
durumda

ifadesi gerceklenir (Kannan et al. 1996).

Teorem 2.3.1 Kapali ve sinirli [a, b] araligy iizerinde f fonksiyonu smirh salinimh

bir fonksiyon ise sinirhidir.

ispat: a <z <bigin

olmak iizere

olup,
f (@) < |f (@) +Vy (f)

elde edilir. Bu durumda [a, b] aralig: iizerinde

[f (@) <M

17



olacak gekilde M > 0 sayisit vardir. Bu da ispat1 tamamlar.
2.4 Sonlu Aralikta Siirekli Fonksiyonlara Polinomlar ile Yaklasim

1885’de Weierstrass, kapali ve simirli [a, b] araligi iizerinde tanimli, reel degerli her
siirekli f fonksiyonuna polinomlar ile yaklagilabilecegini agagidaki teorem ile ifade

etmigtir.

Teorem 2.4.1 (Weierstrass): f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ise her e > 0
icin [a, b] aralig1 tizerinde

1P (x) = f(z)]<e
esitsizligini gergekleyen az bir P (x) polinomu vardir (Korovkin 1960).
Bernstein (1912) tarafindan [0, 1] aralig: iizerinde Weierstrass Teoremi’ni gercekleyen
polinomlarin tipi ile ilgili bir teorem ispatlanmigtir. Bernstein polinomlar: olarak
adlandirilan bu polinomlarin tipleri ve yaklagim ¢zellikleri, Groetsch et al. (1973),
Bleimann et al. (1980), Martinez (1989), Kampiti et al. (1994) gibi birgok makalede
aragtirilmigtir.
Tanim 2.4.1 f:[0,1] — R tamml, siirekli bir fonksiyon olsun.
B (F:) =3 (E) ot (1 -yt
n Y — n n

ile tamimli polinomlara Bernstein polinomlar: ad1 verilir.

B, : C(0,00) — C(0,00) bir déniigiim oldugu agiktir. Burada

ok = (Z) - Wn"—ik)‘ (2.4.1)

seklindedir. Her belirli n dogal sayis1 i¢in B, (f; ), n. mertebeden bir polinomdur.

18



Bu polinomlarin temel yapisi; a ve b pozitif sayilar ve n bir dogal say1 olmak iizere
(a+b)"= Z Chak (1 — )"
k=0

Binom formiiliine baghdir. Bu formiilde = € [0, 1] olmak tizere a = x ve b=1—=z

alinirsa
n

doChb(1—a) =1 (2.4.2)

k=0

esitligi elde edilir.

Lemma 2.4.1 Vz € [0,1] i¢in

Z (k—nx)? C*2* (1 —2)" * =nz (1 —2)

k=0

gergeklenir (Natanson 1964).

Lemma 2.4.2 z € [0, 1] ve 6 > 0 olsun.

An:{k: ;

olmak {izere

1
Z Chak (1 —a2)"F < —
k€A, 4no
esitsizligi gergeklenir.
Ispat: k € A, icin
ki Ey k —nx)?
——z 25:‘” |21:( nf) >1
n 4] n2d

oldugundan
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(k —nx)® CFab (1 — z)" "

esitsizligi yazilabilir. Lemma 2.4.1 kullanilarak

1
Z CSQL‘k (1 - x)"—k < n252n33 (1 - iU)
k€A,
elde edilir. Buradan
1
k_k n—k
kGXA: Cra®(1—x) < W&l{%ﬁ nx (1 — x)

1

olur. Bu da istenen esitsizliktir.

Teorem 2.4.2 [0, 1] araligy iizerinde f fonksiyonu siirekli ise

lim B, (f;z) = f (x)

n—oo

bu aralikta diizgiin olarak gerceklenir.

Ispat: f: [0,1] — R fonksiyonu [0, 1] aralig1 tizerinde siirekli oldugundan smirhdir.
Yani; [0, 1] aralig: tizerinde

|f (2)] < M

olacak gekilde M > 0 sayis1 vardir.

Kapali ve simirh aralik iizerinde siirekli bir fonksiyon, bu aralik iizerinde diizgiin

stireklidir. Yani; her € > 0 i¢in |27 — 22| < 6 olmak tizere her x;, x2 € [0, 1] i¢in

f (@) = f ()] <5

esitsizligini gergekleyen en az bir § = § (¢) > 0 sayis1 vardur.
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(2.4.2) esitliginin her iki yam f(x) ile garpilirsa

=3 F@ckat =)
k=0

olur. B, (f;x) — f (x) farki gdzoniine alinirsa

n

B, (fie)— [ () = Zf( )c“ S fa) Ot (1— )

k=0

- (B -rwpesta-ar

k=0

esitligi yazilabilir. £ = 0,1, ...,n indis kiimesi

r, = {k: ; ‘E—x
n

A, = {k ; ‘E—x
n
olacak sekilde iki sinifa ayrilsin. Bu durumda
k ne
Bufio) - fo) = {1 (5)-rwfetta-ar
kel

> {f (S) ~f (az)} Chak (1 — )"

olup,

|1Bu(f;2) = f(2)] =

2 {f (%) - f(:c)} Cha (1= )"

kel
> {1(5)-rofcsta-o

olarak yazilabilir. Ucgen esitsizligi kullamlarak

Bl < 3 () -r@lata-at e
+k€ZA (> x)| Chak (1 — 2)" "
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elde edilir.

f fonksiyonu siirekli oldugundan k£ € I',, icin

k €
‘f (E) — [ (2) <5
esitsizligi saglanir.
f fonksiyonu sinirli oldugundan k € A, i¢in
k
‘f (—) - f(z)| <2M
n

esitsizligi saglanir. Bulunan bu iki esitsizlik (2.4.4) ifadesinde kullanilirsa

Bu(fiz)=f (@) < 53 Chaf(l—a)""+2M Y Chab (1 =)™

kel k€A,
RN k. k n—k k n—k
< §ZC’nx (1—1x) +2MZC’n(1—x)
k=0 k€An
- g +2M Y Chah (1 —a)t (2.4.5)

keAn,
esitsizligi elde edilir.
(2.4.5) esitsizliginin sag tarafindaki toplam ifadesi, Lemma 2.4.2’de verilen (2.4.3)

esitsizligini gercekler. Bu durumda

M
2no?

B, (fi)—f (@) <5+

elde edilir. Yeterince biiyiik n degerleri i¢in

M <5
on? "2
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olup, Ve > 0 sayisi icin istenen

e £

| B (f;2) —f ()] <5ty =¢

ifadesi gerceklenir.

Keyfi [a, b] aralig: iizerinde de Bernstein polinomlar1 Weierstrass Teoremi'ni gergek-

ler. Bunu agagidaki teorem ile ifade edelim.

Teorem 2.4.3 f € C (a,b) ise [a, b] aralig1 iizerinde

lim B, (f;z) = f(x)

n—oo

diizgiin olarak gergeklenir.

Ispat: f fonksiyonu [a,b] arahig: iizerinde siirekli olsun. [0,1] araligmda tanimh,

siirekli

p(y)=fla+y(b—a))
fonksiyonunu ve

0(y)= chyk
k=0

polinomunu gozoniine alalim. Teorem 2.4.2 geregince; Yy € [0, 1] igin

<é€

‘fw+y®—aD—§:%¢

k=0

kosulunun saglanmasi gerekir.

Vz € [a,b] igin =2 kesri [0, 1] arahgindadir. Bu kesir yukarida y yerine yazihrsa

e B (=)

k=0

<€
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olur. Buradan

olup, bu da

n k
T —a
P(x) =
() * ( b— a)
k=0
polinomunun f fonksiyonuna olan yakinsakligidir. Boylelikle istenilen elde edilmis

olur.
2.5 Lineer Pozitif Operatorler ve Yaklagim Ozellikleri

Haciyev vd. (1995) tarafindan lineer pozitif operatorlerin tanimi ve bazi énemli

ozellikleri verilmigtir.

Tanim 2.5.1 X ve Y fonksiyon uzaylari olsun. L : X — Y bir déniigiim olmak

tizere Vf € X fonksiyonuna kargilik gelen bir ¢ € Y fonksiyonu varsa, L

g9(x)=L(f;x)

seklinde bir operatordiir, denir. L operatoriiniin tanim bolgesi X = D (L), deger

kiimesi ise R (L) olmak iizere

L(f;z)=L(f(t);z)

ile gosterilir.

Tanim 2.5.2 X lineer bir uzay olsun. Vf, g € X i¢in, a,b € R ve af +bg € X

olmak iizere L operatorii
L(af +bg;x) = aL(f;2) + bL (g;x)

kosulunu gergekliyor ise L operatoriine lineer operatér adi verilir.
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¢ # 0 icin L lineer bir operator oldugundan

L(0;2) = L(c.0;x) = cL (0;x)

olarak yazilabilir. Buradan

L(0;2) =0

oldugu goriiliir.

Lineer operatorler sinifinin ¢cok ¢énemli bir alt sinifi lineer pozitif operatorlerdir.

Tanim 2.5.3 Xt = {fe X :f>0}, YT ={g€Y :g>0} olsun. Eger X uza-
yinda tamimlanmis L lineer operatorii X' kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu
pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa o taktirde bu lineer operatore lineer pozitif ope-

rator denir. L lineer operatorii igin f > 0 oldugunda L (f;x) > 0 gergeklenir.

Simdi lineer pozitif operatorlerin 6nemli bazi 6zelliklerini verelim.

Ozellik 2.5.1 Lineer pozitif operatrler monotondur.

Gergekten; Vo € R igin f (z) > g (z) ise f () — g (x) > 0 dir. L operatorii pozitif
oldugundan

L(f—g;2)>0

olur ve L operatoriiniin lineerlik ¢zelliginden

L(f;x)—L(g;z) 20

elde edilir. Bu da istenendir.

Ozellik 2.5.2 L lineer pozitif operator olsun. Bu durumda

|L(f;z) < L(|f];z)

25



esitsizligi gergeklenir.

Gergekten; Vit € [a, b] icin

—[fOI<f@) <[f @)

esitsizligi saglanir. L operatoriiniin monoton olma ¢zelliginden

—L(|fl;2) < L(f;2) < L(|f|;)

yazilabilir. Dolayisiyla
|L(fs2)] < L(f];2)

elde edilir.

Tanim 2.5.4 L : X — Y lineer doniisiim olsun. Eger Vf € X icin

1L (2l < ClFllx

olacak sekilde C' > 0 sayis1 varsa L operatoriine sinurly lineer operatér adi verilir.

Bu C sabitlerinin en kiiciigiine L operatoriinin normu denir.

IL]| = inf{C: |L(f;2)lly < ClFlx

seklinde gosterilir.

L lineer operatorii icin

L .
||L|| — sup || (f?x)HY
2o N fllx
IL]| = sup [[L(f;2)ly
IFllx=1

esitlikleri saglanir.
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X =C,(R) ve Y = B, (R) oldugunu kabul edelim. Bu durumda

ILlg, 5, = suw IL(fa),
1f1,=1
< sup L<m-p;x>
1£1l,=1 P p
< L (o 2)ll,
olur. Diger yandan ||p||, =1 oldugu i¢in
ILlg, 5, = sw IL(a),
I, =1
> L (p;)],
yazilabilir. Bu iki esitsizlikten
ILllg, 5, = 1L (), (25.1)

elde edilir. Bu esitlik, C, dan B, ya doniisim yapan lineer operatorlerin sinirh
oldugunu gosterir. Ciinkii p € C, icin L (p;z) € B, olur. Operatériin normunun

tanimindan sinirl lineer operatorler icin

1L (fs )l < LA

esitsizligi gegerlidir. Ozel durumda L : C, — B, oldugunda

Iz (), < IEN, ., 11,

olup, (2.5.1) ifadesinden

1L (Fs ), < 1L (s )L, 11,

esitsizligi saglanir.
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Korovkin (1953) tarafindan [a, b] aralig lizerinde tanimli reel degerli siirekli f fonksiyo-
nuna lineer pozitif operatorler dizisi ile yaklagim yapilabilecegini asagidaki teorem

ile ifade ve ispat etmistir.

Teorem 2.5.1 (Korovkin 1953): (L,) lineer pozitif operatorler dizisi, [a,b] ar-

aliginda n — oo iken

L,(1;z) = 1 (2.5.2)
L,(t;z) = «x (2.5.3)
L, (t*z) = 2° (2.5.4)

kogullarim gercekliyorsa, [a,b] araligi iizerinde siirekli ve tiim reel eksende smirl

herhangi bir f fonksiyonu i¢in n — oo iken a < x < b olmak {izere

L (f;2)= f (2)

gerceklenir.

Ispat: f fonksiyonu reel eksende simrh oldugundan Vz € R icin
@) <M (2.5.5)

olacak sekilde M > 0 sayist vardir.

f € C(a,b) oldugundan her € > 0 i¢in |t — 2| < § olmak tizere her t € R ve x € [a, b|
icin

[f () = f(x) <e (2.5.6)

esitsizligini gergekleyen en az bir 6 > 0 sayis1 vardir. Diger yandan |t — x| > § igin

(t — )’

52

2M
21:>?(t—x)222M
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saglanir. (2.5.5),(2.5.6) esitsizlikleri ve ii¢gen esitsizligi kullanilarak Ve > 0 igin
M
f)—f(@) <= t—2)+e (2.5.7)

bulunur.

Lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden

[ Ln (f;2) = (@) le@ey = I (f @) = f(2)52) + f (2) (Ln (L2) = Dl ogay
Ly (f () = f () ;x)HC(a,b) + Hf”C(a,b) Ly (1;2) — 1HC’(a,b)

< |[La([f () = f(2)] ;x)HC(a,b) + HfHC(a,b) Ly (1;2) — 1HC(a,b)

IA

A

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizligin ikinci terimi (2.5.2) ifadesinden dolayi sifira

yakinsar. Yani n — oo iken
||f||C(a,b) [ Ln (1;2) — 1”0(a,b) <ée, (n—ocikene, —0)

esitsizligini saglayan ¢, — 0 dizisi vardir. Bu durumda

1L (F52) = F (@)l capy < N En (1 () = F(@)]52) [ ogap) + &n (2.5.8)

gerceklenir.

(2.5.8) esitsizliginin sagindaki ilk terimi gozoniine alahim. (2.5.7) esitsizligi ve lineer

pozitif operatorlerin ozellikleri kullanilarak

2M
L, (? (t —x)* + s;x)

= ¢el,(1;x)+ 25—]\an ((t— z)?; x)

O (L (9) ~ 2Ly (52) + 47L, (1)

IN

L (If (8) = f (2)] 5 )

= eL,(1;z)+
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= s[Ln(l;:L‘)—l]ﬁ—&—i-Q(s—]\j{{Ln (% 2) — 2]

— 2z [L, (t;z) — 2] + 2* [Ln (1;2) — 1]}

2M 2M
= e+ <€ + 73:2) [Ln (1;2) — 1] + N (L, (t*;2) — 2]
AM
5zt [Ln (8 2) — ]
elde edilir.
2M AM
€+7$2 =g (z)ve — Fx:h(a:)

olsun. Vz € [a, b] i¢in

g(r) < sup |g(x)]=bveh(z) < sup |h(x)|=c
x€[a,b] z€[a,b]

olmak {izere

e Lo (32) — a7

Lo (If (1) = f(@)[32) < e+b[Ln(L2) — 1]+ —

+c L, (t;x) — ]
Lo (1 (8) = f @) 2)loapy < €+ blLn (L2) = L

2M
+? ||Ln (t2; $) - x2HC(a,b) +c ||Ln (t; 17) - x”C(a,b)
elde edilir. (2.5.2), (2.5.3) ve (2.5.4) ifadelerinden dolay1

Tim (L (1 (6) = £ @)]:2) gy = 0

olur. Bu durumda (2.5.8) ifadesinin

lim [|L, (f (t);2) = f (@)l grap =0

n—oo

oldugu goriiliir. Bu da ispati tamamlar.

1962 yilinda Baskakov, [a, b] aralig: iizerinde siirekli ve My, f fonksiyonuna bagh bir
sabit olmak {izere

|f (x)] < My (1 +2?) (2.5.9)
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kosulunu saglayan f fonksiyonu icin Korovkin Teoremi’nin gergeklendigini ispat-

lamigtir.

Gergekten; f € C (a,b) oldugundan her ¢ > 0 igin |t — x| < ¢ oldugunda her ¢ € R

ve z € [a,b] igin

[f () = flx) <e

egitsizligini gercekleyen en az bir § > 0 sayis1 vardir.

|t — x| > § oldugunda Vz € [a,b] igin f fonksiyonu (2.5.9) kogulunu sagladigindan

|[f () = f (2)]

seklinde yazilabilir.

alinirsa

IN

IA

My (14 2%) + My (1+t7)
My (24 % + 2?)
My (2+ (t—z+2)*+27)

My (24 (t — )% + 22 (t — x) + 227)
Mj <2(t—5—2$)2 +(t—)*+ 22 (t —(sx)2 + 227 (t ;2$)2>

2 2 22°?
Mf(t—l’)2(§+1+_+_)

d 62

2 2z 222
Mp(t—xz) | 5 +1+ sup — + sup — ’
5 z€[a,b) z€[a,b] 5

Bu esitsizlikte

z€[a,b] d z€[a,b] 6

2 2x 222
c:Mf(52+1+ sup — + sup )

()= f(2) <c(t—a)?

elde edilir. Bu durumda Vz € [a, b] ve Vt € R i¢in

[f () = f (@) Setelt—a)
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yazilabilir. Ayrica

Lo (If () = f(@)];2) < Lnp(e+c(t—2)*;a)
= eL,(Liz)+c{L, (t*;2) — 22L, (t;2) + 2L, (1;2)}
= e[L, (Lz) =1 +e+c{[L, (%) — 2°]

— 2z[L, (t;x) — 2] + 2% [Ln (1;2) — 1]}

olup, k = ¢ sup |—2z| ve l = ¢ sup |2?| olmak iizere
z€[a,b] z€la,b]

1n (1F (@) = F @) 2) ey < €+ €+ DL (L2) =l + K 1L (82) = 2l

+c HLn (%) — szC(a,b)
esitsizligi saglamir. (2.5.2), (2.5.3) ve (2.5.4) ifadelerinden dolay1
T (Lo (1 () = £ (2)]:2) gy = O
olur. Bu durumda (2.5.8) esitsizliginden istenen
T |Ln (f52) = £ (2) gy = 0

elde edilir. O halde Korovkin Teoremi saglanmig olur.

Diger yandan smrsiz bolgelerde tanimlanmis C, (R) C C (R) uzaymnda keyfi L,
lineer pozitif operatorler yardimiyla yaklagimin gerceklenmedigini agagidaki teorem

ile verelim.

Teorem 2.5.2 L, : C,(R) — C,(R) tammh bir lineer pozitif operatorler dizisi

olsun. Bu dizi

lim ||L, (1;2) = 1], = 0 (2.5.10)
lim ||L, (®,2)— @[, = 0 (2.5.11)
lim L, (9*2) -2*|| = 0 (2.5.12)
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kosullarini saglar, fakat

T (Lo f* ], > 0

ifadesini gergekleyen f* € C, (R) fonksiyonu bulunur (Gadjiev ve Ibikli 1999, Ibikli
2003).

Ispat: Cenelligi bozmadan ® (0) = 0 olsun.

w0, ) = o o+ ) =2 () +

2 (x)

Fm1al WY

notasyonunu kullanalim.

(L,) operatorler dizisi

f2)+ £ (29, f) 5 0<z<n

Lo (f;2) = f(x)—i-‘—lll(:p;@,f) : T>n
f@) =gl (@) 5 <0

ile tanimlansin.

(Ly,) dizisinin bir lineer pozitif operatorler dizisi oldugunu gosterelim.
Vo € Rigin f (z) > 0 olmas: kosuluyla L, (f;z) > 0 oldugu aciktir.
Vfi, f2 € C,(R) ve Vay, as € R igin

0 < x < n olmak iizere,
p(z)
4p (n)

= a1fi(2)+a p(z) T
= arfi(z) + 14p(n)l( ; D, f1)
p(x)

= a L, (f1;2) + as Ly, (fo; x)

Ln(arfi +axfa;2) = (anfi +axfe) () + I(x;®,a1f1 + axfz)

8

+azfa (7) + ap
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olarak yazilabilir.

x > n olmak iizere,

Ln(a1fi+a2fo;x) = (arfr+axfo) (@) + il (z; @, a1 /1 + a2f2)
= i () + gl (50, 1)+ @y (1) + gl (550, 1)

= Clan(fl; .Z') + (IQLn (f?a aj)

olarak yazilabilir.

x < 0 olmak iizere,

Ly (arfi +aafa;2) = (aufi +asfe) (x) — %(”) (arf1 +azfa) (v)

= arfi(z) - al%(n)fl (z) + azfo (z) —azg——
= aan (fl; ZE) + CLQLn (fQ; l’)

olarak yazilabilir. Bu durumda Va € R igin (L,) operatérler dizisinin lineer oldugu

goriiliir.

L,’nin Cp (R) den Cp (R) ye bir déniigiim oldugunu gosterelim. Bunun igin L,, (p; z) <
Mp (z) olacak sekilde M > 0 sayisimin varhigini gostermek yeterlidir.

0 <z <n igin,

L) = o)+ 20 L2 o)~ 200+ Dt +
p(z)+ 4/1)0((:2)) {fbf)(x(f—)l) (<I>2 (x+1)+ 1) —2(®% (x) + 1)
B
T Ery (® (x—l—?)—i—l)]
_ @) [ B )
= O [@2 i) (25.13)
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olarak yazilabilir. ® fonksiyonu monoton artan oldugundan

P? ()
R =t

olup, bu esitsizlik (2.5.13) ifadesinde kullanilirsa

Ln(p;x) < p(z)

esitsizligi elde edilir.

r > n i¢in,

¢? ()

1 9? ()
4|92 (z+1)

P($+1)—2P($)+m

Ly (p;2) = p(x) + p(z+2)

olmak {izere bu ifadede p (x) fonksiyonu yerine yazihip, ® fonksiyonunun artanlig:

kullanilirsa

Lo (f;2) < p(x)

ifadesi elde edilir.

x < 0 igin,
Lo (i) = p (o) = 1ok = 22 )
olup,
2p(n) —1 1
2p(n)
oldugundan

ifadesi elde edilir.

Bu durumda Vz € R i¢in L, (f;2) < p(z) ifadesi saglamir. (L,) lineer pozitif

operatorler dizisinin C), (R)’den C, (R)’ye bir déniisiim oldugu ispatlanmig olur.

35



(L) lineer pozitif operatorler dizisinin Teorem 2.5.2'nin kogullarini gergekledigini

gosterelim.

0 <z <n igin,

it = 14 L[ EO 0 ]

dp(n) P2 (x +1) D2 (4 2)
LG RS W o Y L Y
p(z) T odp(n) [P (z+ 1) [P (2 +2)
olup, ® fonksiyonunun monoton artanlhigindan
| Lo (L) — 1] 1
p(z) p(n)
olarak yazilabilir. Buradan p (n) = 1+ ®2 (n) olmak iizere
| Ln (1;2) — 1 1
sup
0<a<n p(z) 14 ®2(n)
: |Ln (1;2) — 1 : 1
1 < 1 =0
0zitn (@) oo 1+ @7 (1)
olup,
lim [|L, (L;z) — 1, =0
elde edilir.
r > n ic¢in,
1[ ®%*(x) 2 ()
L,(Liz)=1+-| "2+ 5
(o) =1+7 [@2(x+1) i <I>2(x+2)}
C) 2 2
LG R L I
p(x) dp () | P2 (z+1) D2 (z + 2)
olup, ® fonksiyonunun monoton artanligindan
p(z) p ()
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olarak yazilabilir. Buradan

’Ln (1; 33) — 1’ 1
sup ————— < sup
o p(2) a>n p ()
1
p(n)
B 1
14+ ®2(n)
L,(l;z)—1 ) 1
lim sup [ Ln (1) | lim =0
o0 g>n p(z) n—ool + @2 (n)
olup,
lim ||L, (1;) 1||p =0
elde edilir.
z < 0 i¢in,
1
L,(L;z) = 1-—
(1;2) 2p (n)
o @) 2 ()
’Ln (1; $> — 1’ 1
sup
a0 p(2) 2p (n)
olarak yazilabilir. Buradan
L,(1;z)—1 ) 1
lim sup‘ (1;z) | < lim

olup,
lim [|L, (1;2) — 1], =0

elde edilir. Bu durumda Vz € R igin (2.5.10) kogulu gergeklenir.
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0 < x < nigin,

o p(z) [ ®*(z) ®? ()
Ln(®i2) = @ (x)+ 705 {@(x+1)_2®<x)+<1>(x+2>}

el < 2@ [ 2 P
La@m) =@l < oy @@ 200 )'+|<I><a:+2>|]
L, (®;2) — ® (2) L[ () P

e S L @@ 2P )’+|¢><:v+2>|]
B 1 T . ® (x) ® (x)
= T [ >’('¢<x+1>’+‘¢<x+2>’”)}
_ o)
— p(n)
olup,
L, (®;2) — ® (2) B (2)
) = 2R )
o)
p(n)
| L@z @) _ . em)|
S @) S e !
oldugundan
Tim L, (®:2) @ (2], = 0
elde edilir.
T > n icin,
L, (®;2) = ®(x) —I—% [(I)(I(); (j_t)1) — 20 (z) + q)cI()i <_|:_U)2)]
L@ - 0@ < Lo H—q) ‘(I;(j)l)\ foq \—@Z(i)Q) H
L (®2)— (@) _ [@@|[ @) 3 (2)
o (2) = dp() H@<x+1>\+2+i@<x+2>ﬂ
_ o)
- p()
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olup,

L, (¥;2) - @ (2) B ()
W = W
o)
p(n)
L (@0) — B (2)] 1 ()
PRI e T e

oldugundan

elde edilir.

x < 0 igin,
Ly (®i2) = &(z)— ——(x)
ni=E = 2p(n)
Lo (@) —@(z)] _ 1 | 1 oo
p(z) o) Qp(n)q)()
| (2)]
= 20
L, (®;2) — ® ()]
AT = Bam T
|2 (n)]
2p (n)
olup,
Ly (®;2) — @ ()] _ .. |®(n)]
BRI G S g
oldugundan

elde edilir. Bu durumda Vz € R igin (2.5.11) kosgulu gergeklenir.
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0 < x < nigin,

L, (®*z) —®*(z) =

olup,

elde edilir.

r > n ic¢in,
2 2 1
L, (®*z) —®*(z) = 1
_|_
1
4
= 0

olup,

lim || L, (®°

elde edilir.

z < 0 i¢in,

2 (1 + 1)

IA
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olup,
lim HLn (@% ) — @* (m)” =0

n—00 p

elde edilir. Bu durumda Vz € R igin (2.5.12) kosulu gergeklenir.

(L,) operatorler dizisinin lineer pozitif ve (2.5.10) , (2.5.11) , (2.5.12) kogullarini sagladig
gosterilmigtir. Burada (L,,) operatorler dizisi yardimiyla yaklagimi gergeklemeyen

C, (R) uzayma ait olan f* fonksiyonu bulunur.
f*(z) = ®* (z) cos T
fonksiyonunu gozoniine alalim.

[f* (@) = |®*(2)] - |cosm|

IN

p(x)
oldugundan f* € C, (R) olur.

0 <x < nigin

2 (v)
2 (1 +2)

Lo(ffs0) - f () = 2@ [ @ et 1) - 25 (@) +

4p (n) | P2 (x + 1)

_ r(@) { 2 ()
4p(n) [2*(z +1)

— 20? (z) cos T +

F 2

®? (z + 1) cosm (z + 1)

2 (x)

mQDQ (r+2)cosm (x4 2)}
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- f (z) (@ () (cos Tz cos T — sinwa sin ) — 20 (z) cos mx

4p(n)
+® (z) (cos T cos 27 — sin 7z sin 2r) |
ICOR P z) cos x — 2®* (1) cos mx + @ () cos T
= L8 02 (5)cosmr — 28 () cosro + @2 1) cos ]
IO ST T) coS X
RO
olup,
| Lo (f52) = f* ()] _ @2 (x) |cos ma
p(x) 2p(n)
Lulfin) = @) _ @) eosral
oot P(@) T ozt 20(n)
¢ (n)
= 2p(n)
(0
2(1+ 9% (n))
oldugundan
i 1Ly (50) = £ @], < Jim o) = 2

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 2.5.1 Eger L,, : C, (R) — B, (R) lineer pozitif operatorler dizisi

lim [|L, (®";2) — ¥ (2)[|, = 0; v=0,1,2

n—oo

ifadesini saglarsa f € C, (R) i¢in herhangi bir sonlu [a, b] araliginda
nh_{go [ Ln (f;2) — fHC(a,b) =0
gergeklenir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Asagidaki teorem, C’S (R) ¢ C,(R) uzaymnda keyfi (L,) lineer pozitif operatorler

dizisi ile yaklagimin miimkiin oldugunu gosterir.
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Teorem 2.5.3 L,, : C, (R) — B, (R) lineer pozitif operatorler dizisi

lim [|L, (®;z) — " (2)[|, =0; v =0,1,2 (2.5.14)

n—oo

ifadesini saglarsa keyfi f € C 5 (R) igin
lim || L,f — f||p =0 (2.5.15)
gerceklenir (Gadjiev 1974, Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Ispat: Bu teoremi C? (R) uzay: igin ispatlamak yeterlidir. Bunun igin (2.5.15)
ifadesinin C’S (R) den alinan keyfi bir fonksiyon igin gegerli oldugunu kabul edelim
ve f € C;f (R) herhangi bir fonksiyon olsun. Bu durumda C’g (R) uzaymin tanimina
gore

F(x) = f(x) = kep(z)

fonksiyonu C’g (R) uzayimna aittir. Buradan

f(x) = F () + kep ()

olmak iizere

VLuf = £Il, < |EnF = B, + ks | Zup — ol

esitsizligi saglanir. Bu egitsizlikte birinci terim F' € C’S (R) oldugundan sifira yakin-

sar. Ikinci terim ise (2.5.14) kosulundan dolay1 sifira yakmsar. Bu durumda
lim [[L,f — £, =0
olur. Dolayisiyla ispati C’S (R) uzayi i¢in yapmak yeterlidir.

0 0 51 o
f € C)(R) olsun. €7 (R) uzaymin tanimi geregince;

1mf(w)
|z|—o0 p ()

— k=0
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olur. O halde her ¢ > 0 igin |z| > 2, olmak iizere

|f ()] <ep(x)
esitsizligini gercekleyen en az bir mé) noktasi bulunabilir. Ayrica

lim p(z) =

n—oo

oldugundan her ¢ > 0 igin |z| > 2, iken

P($)>g

esitsizligi gergekleyen en az bir $8 noktasi vardir.

Eger

l "
—oo<xr<oo

olarak belirlenirse tiim |x| > z¢ i¢in

7 @) <) ve p(r) > -

kosullar1 gerceklenir.

Kabul edelim ki z; > z( olsun.

flx) 2] < o
g(x) =1 dogrusal ; x € [—x1, —x0] U [0, 1]
0 ; x| > 1y

seklinde stirekli bir g fonksiyonu tanimlayalim.

ILof = fll, = ILa(f;2) = f = Lo(gi2) + L (g:2) — g + gl
< | Ln (f52) = L (g:2)||, + | Ln (g5 2) — gl (2.5.16)
+1f =l
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olarak yazilabilir. (2.5.16) esitsizliginin sag tarafindaki ifadeleri teker teker inceleye-

lim.

L, : C,(R) - C,(R) doniigiim yapan bir operatér dizisi oldugundan simirhdir.

Ayrica (L,,) operatorler dizisi lineer oldugundan

1Ln (f;2) = Ln (g 2)ll, = [[Ln (f = g2,
< L (o3 2)ll, 1 = gll, (2.5.17)

saglanir. (2.5.17) esitsizliginin sagindaki ifadeleri gozoniine alalim.

1L (s 2)ll, = [|Ln (1 +@%2)]
= [0 (L;2) + Ly (9% 2) + 14 % (2) — 1 — @ (2)]|
< Lo (L52) = 1|, + [ Za (9% 2) — @ ()], + |1+ 2% (2)]],
(

= Lo (I2) = 1|, + || Za (@% 2) = % ()|, + o,
seklinde yazilabilir. (2.5.14) ve [[p[|, = 1 ifadesi gdzoniine alinarak Ve > 0 igin

HLn(p;a:)Hp < e4e+1

= 2e+1
yazilabilir. € keyfi oldugundan € = 1 segilebilir. O halde
[ L (p5 ), <3 (2.5.18)

elde edilir. Bu da (L,) lineer pozitif operatorler dizisinin diizgiin simirh oldugunu

gosterir.
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E = [—x1, —x0] U [xg, x1] olmak iizere ¢ fonksiyonunun tanimi geregince;

If =gll, = sup |f($i)(;‘;] @)
|f () — g ()] |f(x) — g ()] |f(7)—g

O 7 B Y 7y R Y o)
o @ —T@I @@, @) =0

al<oo P (T) wen  p(x) P
@@l @)
B IEE p(:c) +\m|>€1 p<33')

(U@ @) 1)
SI£{ o (@) }+mipu>
@, 8@l )

v P(T)  zek P(T)  fosa P (T)

yazilabilir.
E C x| >z ve |z| >z C x| > 29
oldugundan
gl < s MO @ G
|z|>z0 p(x) zekE p(l’) || >0 p((L’)
g @I, (@)
wl>z0 P(T)  zeE p(2)
olup,
G (z0) = max |9 (z)| = max {f (zo), —f (z0)}
denirse
|/ ()] 1
f=ygll, <2 sup + G () sup
1=l =2 s ey T O
elde edilir. f € C) (R) oldugundan
o @1
|z|>z0 p(‘T>
gergeklenir. Ayrica Ve > 0 igin
1
<e€
p ()
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oldugundan G (zy), € na bagh olmak iizere

olarak yazilabilir.

If=gll, < 2e+G(x0)-

(2.5.19)

elde edilir. (2.5.18) ve (2.5.19) ifadeleri (2.5.17) esitsizliginde yerine yazilirsa

I Ly (f;2) — L (g5 )|, < 9e

bulunur.

g fonksiyonunun tanimi geregince;

L (g;7) — g ()]

1Ln (g52) =g (2)ll, = sup

zeR p(CL’)
Ln ) - Ln ;
< swp L (g5 7) g(ﬂf)!Jr sup Ly (g;2)]
|z|<z1 P (37) |z|>z1 P (QJ)
olur. Lemma 2.5.1 kullanilarak
L . _
sup 1En(937) — g (@) — (1)
lz|<x1 p(CL’)
gerceklenir. O halde
L (lg] ;)
L,(g;x)—g(x < o(l)+ sup ————=
L (g52) — g (2)]], (1) S
L, (sup g ;m)
< o(1)+ sup !
lz|>x1 P ([E)
Ly (1;7)
= o(1) + G (zo) sup
‘ |z|>z1 p(l’)

47



= 0(1)+ G (xg) sup
< 0(1) + G (z) sup
< 0(1) 4+ G (zg) sup

= o(1) + G (z9) sup

L,(Lz)+1—-1

elde edilir. (2.5.14) ifadesinden dolay1 Ve > 0 i¢in

saglandigindan

|.Z">"El Io(x)
‘Ln (1; ‘T) - 1‘ 1
———— + G (xg) sup
) (ro) S0 20
‘Ln (I;IL’) - 1‘ €
+ G (x
BT (o) G o)
L 1. —_
Lu(a)~1]
|| >x1 p(m)
L, (1:2)—1
sup —| n(1;7) |<5
‘33|>:B1 p(ﬂj)

lim [|Z,, (g:2) = g ()], = 0

bulunur. (2.5.18), (2.5.19) ve (2.5.20) ifadeleri kullanmlarak

“Lnf - pr <

120 (f = g}, + 12 (g:2) = gll, + g = /1,
1F = gll, - 1 Eall, + 12 (g:2) = g, + g = I,
15 = gll, (12all, + 1) + 1L (g52) = g1l
3e(B+1)+¢

13¢e

elde edilir. Bu da (2.5.15) ifadesinin gergeklendigini gosterir.
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3. TEK DEGISKENLi FONKSiYONLAR iCiN BERNSTEIN-CHLODOWSKY
POLINOMLAR DiZiSi iLE YAKLASIM

Chlodowsky (1937) tarafindan simirsiz bir aralik iizerinde Bernstein polinomlar:
genellestirilmis ve bu polinomlarin bazi yaklagim 6zellikleri aragtirilmigtir. Bernstein-
Chlodowsky polinomlar1 olarak adlandirilan bu polinomlarin, Lorentz (1953), Gad-
jiev (1995), Gadjiev (1998), Gadjiev vd. (1999), ibikli (2001) ve bunun gibi birgok
kaynakda tanimi ve yaklagim ozellikleri verilmigtir. Ayrica sinirsiz bir aralik ii-
zerinde Bernstein tipi polinomlar dizisine érnek polinomlar Totik (1984) ve Khan
(1988) tarafindan tamimlanmig ve yaklasim o6zellikleri aragtirilmigtir, fakat burada

bu polinom tipine yer verilmemigtir.

Tanim 3.0.1 (b,) dizisi

lim b, = oo ve limb—n:()

n—oo n—oo M

kogullarin1 saglayan monoton artan reel terimli pozitif bir say1 dizisi olmak iizere

. n ]f . T k - n—=k
B, (fiz)=) _f (Ebn) Cn (b—) (1—b—> (3.0.1)
k=0 n n

seklinde tanimlh polinomlara Bernstein-Chlodowsky polinomlary ad1 verilir.

0<x<b,icin

f(t) = 1 olmak iizere,

n k n—k
B (Liz) =Y C* (bﬁ) (1—;) =1 (3.0.2)

seklindedir.

49



f (t) =t olmak iizere,

n k T k " n—k
Bin = Yt (i) (1)
k=0 n n
k

o (3.0.3)
seklindedir.

f (t) = t? olmak iizere,

e - £ (@) (-0)”

) gbig(kﬁ —<71L)!_(;)!— P! <%>k <1—%>H

- St () (8)”

= Syt (z?)k (1_5)k
ey () ey

k=1

B %2 ,:2 (k —(721)!_(711)!— k)l (%)k_z (1—%)H

(3.0.4)
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seklindedir.

Bernstein-Chlodowsky polinomlari, tammh oldugu [0, b,] araligimn n — oo iken

[0, 00) araligina doniigmesinden dolay1 Korovkin Teoremi’ni gerceklemez.

Ornegin; sinirsiz aralik iizerinde f () = 2% € C (0, o0) fonksiyonuna (3.0.1) polinom-
lar dizisi ile yaklagim miimkiin degildir. Ciinkii (3.0.4) ifadesi gozoniine alindiginda
2 2 by

1By (% 2) —2 HC(O,bn) “in
olup,

lim HBZ (%)

n—oo

_x2HC(O,bn) =

elde edilir. Bu ise yakinsamanin gergeklenmedigini gosterir.

Agagidaki teoremler ile sinirsiz aralik iizerinde tanimlanmig fonksiyon uzaylarinda

(3.0.1) polinomlar dizisi ile yaklagim kosullar1 ortaya koyulmugtur.

Teorem 3.0.1 Vf € C (0, 00) fonksiyonu

lim f(z) =k < o0

T—00

olma kogulunu ve (b,,) dizisi
2

b
lim = =0 (3.0.5)

n—oo M

kogulunu saglasin. Bu durumda

Jm (157 (f52) = £ ()l oo, =0

gerceklenir.

Ispat: k 7 = 0 olmasi durumunda teoremin ispatini yapmak yeterlidir. Bu durumda

lim f(x) = 0 olur. Yani; her ¢ > 0 i¢in # > =z iken |f (z)| < ¢ esitsizligini

r—00

o1



gercekleyen en az bir xy noktas1 vardir.

f(x) ; 0 <z <ux
g(z) =4 lineer : x, §x§x0—|—%
0 ) $2$0+%

seklinde siirekli bir g fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda ¢ fonksiyonunun tanimi

geregince;

sup |f(z) —g(2)] < suwp |f(z)—g(x)[+ sup [f(z)—g(2)

0<x<by, 0<z<zg woﬁxﬁxo-&-%
+ sup |f(z)—g(2)|
mZonr%
= sup |f(z)—g(x)|+ sup |f(z)|
zo<z<z0+3 z>z0+3
< sup |f(z)|+ sup |g(z)|+ sup |f(2)]
zo<z<zo+3% zo<z<zo+3% a>zo+1

olarak yazilabilir. Bu esitsizlikte

max |g(z)] = [f (zo)| ve lim f(x)=0

zo<z<mo+3 T—00

oldugundan

sup |f(z)—g(z)|<et+e4+e=3¢

0<x<by,

elde edilir. Bu durumda

sup |B, (f;x) = f(x)] = sup [B;(f;2)—B,(g;2) + B; (g;7)

0<x<bn 0<z<bn,

—g(x) +g(x) = f(z)]

< sup |B;(f—g;x)|+ sup |B;(g;7) — g ()]
0<z<b, 0<z<by,
+ sup |g(z)— f ()]
0<z<b,
< sup B;:( sup |f—g|;a:)+ sup |B: (g52) — g (2)
0<z<bn, 0<t<by, 0<z<bn,
+ sup |g(z)— f ()]
0<z<by,
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< 3eB; (Lix) + sup |B;(g;2) —g(x)| + 3¢
0<x<by,
< 6+ sup |B;(g;2) —g(2)]
0<z<by,
olup,
lim sup |B;(f;z)— f(z)] <6+ lim sup |B}(g;2)— g(z)] (3.0.6)
n—0o0 0<z<by, n—0o0 0<z<by,

yazilabilir. (3.0.6) egitsizliginde yer alan

lim sup |B; (g;7) — g ()]

=00 0<z<by,

ifadesini gozoniine alalim.

g fonksiyonu [z + 1,b,] arahgnda sifir oldugundan smurhdir. Yani; |g (z)] < M
kogulunu saglayan M > 0 sayis1 vardir. Ayrica kapal ve sinirh [O,xg + %} aralig
iizerinde g fonksiyonu diizgiin siireklidir. O halde diizgiin siireklilik tanimi geregince;

her £ > 0 igin |%b, — x| < § iken z € [0,b,] i¢in

P(Sm)—g@)

gergekleyen en az bir ¢ = § (¢) > 0 sayis1 vardir.

<e (3.0.7)

|%bn — :L" > 0 oldugunda g fonksiyonu sinirli oldugundan

F(§m>—9@>

<2M

gerceklenir. Ayrica

Ep —2)? Ep _2)?
yazilabileceginden
2M (%bn — a:)2

(3.0.8)



elde edilir. (3.0.7) ve (3.0.8) esitsizliklerinden

‘g (%bn) —g(z)| <

gerceklenir. Buradan

2M (%bn — x)

1B, (g;2) —g(x)] =

IN
g

INA
m
_l’_
[\
d=
N
o= ——~ ——~ —

—k
2M
) P b, C* r 1_£ o2
x52 kz::() Cy ™ ( bn) + 52x
2M b, —
= 5+—2{x2+x( x)—2x2+x2]
) n
2M x (b, — x)
= g _—
52 n

olup,
2M z (b, — x)
0;35n| n(gi) —g(@)] < et max — "
< oy 2M b2
= ° 62 4n
elde edilir. (b,) dizisi (3.0.5) kosulunu sagladigindan
lim swp (B (g5) 9] < <+ lim 2
im su jx)—g(z)] < e+ lim —-"*
n—00 nggjn n\9 g n—00 (52 dn
=0

olur.
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Bu ifade (3.0.6) ifadesinde gozoniine alinirsa

lim sup |B;(f;2)— f(2)]=0

n—00 0<z<b,

bulunur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.5.3,

Ln(f;x) =

seklinde tanimli operatorler dizisine uygulanirsa asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 3.0.2 p (z) = 1+ 2° olmak iizere Vf € C(R) igin

lim |[B;(f:2) — f(2)]], =0 (3.09)

gerceklenir.
Ispat: (3.0.2),(3.0.3) ve (3.0.4) ifadeleri Teorem 2.5.3’tin kogullarmi saglamalidir.

0 <z <b, igin (3.0.2) esitligi kullamlarak

1B, (1;2) —1]
L, (1;z)—1 = su L
[ Ln (1;2) =1, N Sy
11|
= sup
0<z<p, P (T)
=0
olup,
lim [|L, (1;2) —1[|,= 0
olur.
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(3.0.3) esitligi kullanilarak

| B, (£ ) —x|
L, (t;x) —x = sup ————~——
[ L () 2|, e
|z — a
= su
ogxgyn 1+ 22
=0
olup,
lim ||L, (t;z) —zf|,= 0
n—oo
olur.

(3.0.4) esitligi kullanmlarak

|B;, (%) —a?|

L, (t* x) —z? =
[ (#52) =7, = sup =700
IQ_i_w(bn*x) 2
B ogsglclg%n 1+ 22
1
< - by, —
S 5osp bnme)
_ b
on

bulunur. Bernstein-Chlodowsky polinomlarinin tanmiminda kullanilan (b,,) pozitif

say1 dizisi lim %: 0 olma kosulunu sagladigindan

n—o0

lim ||L,, (%) —2*|| =0

n—oo

elde edilir. Bu durumda Teorem 2.5.3 geregince;
i 1L =11, =0
saglanir. (L,) lineer pozitif operatérler dizisinin tanimindan
T [1B3f = £, =0

26



gerceklenir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.5.2'ye gore (3.0.9) ifadesi keyfi f € C, (R) fonksiyonu igin genel olarak

saglanmaz. Fakat (3.0.1) polinomlar dizisi i¢in 6zel bir durumda Teorem 2.5.2'nin

gerceklendigini agagidaki teorem ile verelim.
Teorem 3.0.3 p(z) = 1+ 2? olmak tizere Vf € C, (R) ise
lim 1 ||B; (:2) — / (&), = 0
im —— ) — f(2)], =
n—oo /b, " P
gerceklenir.

Ispat: Siirekli bir f fonksiyonu siurh ve kapal bir aralikta diizgiin siirekli oldugun-

dan her € > 0 igin |t — 2| < § iken her x € [0,b,] ve her ¢t € [0, 00) olmak iizere

[f () —f (2)l<e

esitsizligini gergekleyen en az bir d(¢) > 0 sayist vardir.
f € C,(R) oldugundan |t — x| > § kosulunu saglayan Vx € [0, b,] ve Vt € [0, 00) icin

[F(t) = f(2)]

IA

LF@O]+ [f(@)]
My(1+#2)+Mp(1 + %)

IN

< M2+t +2%)
esitsizligi gecerli olup,

FO=J@] < My {2+t -z +a)’ 427}
= M;{2+(t —2)* +22 (t — 2) +227}

= M {2 (2*+1) + (¢t - z)? 2z (t — z)}
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< My {2 (2®4+1) +2(t — 2)* + 2 (2®+1) |t — |}

= 2M{(2*+1) 1+t — 2) + (t — 2)*}

olarak yazilabilir. @2 1 oldugundan

2Mj {($2+1) (@Jr It — :r|> +(t— I)Q}

— 2M;{ (2%41) |1t—:c|(1 )+(t—1‘)2}

g
< anfienai) oo (i)
<

= 2M; +) {(2?4+1) |t — 2| + (t — 2)*}

IN

|f () = f ()]

SRS

olur.
oM, <%+1> — ¢, (5)

ile gosterilirse
[ (1) —f (@) < Cp () {(t — 2)" + (L + %) [t — [}
elde edilir.
Bu durumda Vz € [0,b,] ve Vt € [0, 00) igin
1f(t)—f (@) <e+Cp(6) {(t—2)’+ (1 +2%) |t — x|} (3.0.10)
esitsizligi gergeklenir.

Simdi |B!(f;x) — f (x)| ifadesini gozoniine alalim. (3.0.10) esitsizligi ve B} poli-

nomlariin monotonluk ve lineerlik 6zelligi kullanilarak

B, (f;z)—f(2)] < B,(f({t)—f(2)];)
< Bi(e+Cr(0)(t—2)2+C;(0) (1+22) |t — z];2)
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= eB; (L;2)+C; (0) B} ((t — 2)*; )
+(1+2%) Cy (6) B ( (t — x)Q;x)
= eB(Liz) + Cp(0) B (1% 2) — Cp(0)22 By, (t; )

+C4(8)a* By (L) + (L +2%)Cy (6) B (V/(t — 2)% )

elde edilir. (3.0.2), (3.0.3) , (3.0.4) ifadeleri ve Cauchy-Schwartz esitsizligi kullamlarak

|BZ(f;I)—f(a:)|<g+Cf(5)@

(14 2?) cfw)( @)

bulunur. Bu ifadenin her iki yam — ile ¢arpilirsa

| B, (fix) —f ()]

z (b,—x) z (b,—x)
1+ 22 <8+Cf<(5> (1+ ) Cf((5>< .
olur. Buradan
|B,, (f;z) —f(z)] (b, —x) z (by—1)
" < Ct (6 —n2 4+ C (6 _
ogsztlgbn 1+ 22 e+ )0<S;:lfb n(1+x )+ r >0§S;l£bn n
yazilabilir.

sup ZL0nm2).

< z (b, — x) b2
ve su \/ 1/
0<z<bn N (1 +z ) - o<w£b

oldugundan

o [BaFi2) =1 (z)

b b2
Ci(0) Z4+Cs(6) )2
o SR <k 05 0) O (0)
elde edilir. Bu ifadenin her iki yam \f ile carpilirsa
1 B (fiz) — Vb, 1 [b,
B @I = o [V L [
by, 0<z<b,, 1+ Vb, n 2V n
e Vo, b,
Cy (0 —
< \/E_’_ 7(9) ” + "
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olarak yazilabilir.

.1 B, (f;2) —f(x)] . 1 | VO by
1 N <el +Cf(6) 1 +14/—
ntoso n ogsgtlgpbn 1+ 22 o) by, 3 )n1—>nc}o n n
olup, (b,) dizisinin 6zellikleri gézoniine alinirsa
1 B (f;x)—
n=00 \/by, 0<w<b, I+w
elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Tanim 3.0.2 (b,,) dizisi
lim b, = co ve lim — =0
n—oo n—oo M,

kosullarini saglayan monoton artan reel terimli pozitif bir say1 dizisi olmak iizere

B (fi) = 3 1 (Evin) et (¢b_) (1- W) 0<r< i (30.11)

seklinde Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi tanimlanabilir (Ibikli 2003).

(3.0.2), (3.0.3) ve (3.0.4) ifadelerinden

olarak elde edilir.
Sinirsiz aralik {izerinde f () = 22 fonksiyonuna (3.0.1) polinomlar dizisi yardimiyla

yaklagimin miimkiin olmadigini 6rnek olarak vermistik. Simdi sinirsiz aralik tizerinde

f () = 2? fonksiyonuna (3.0.11) polinomlar dizisi ile yaklagim yapalim.
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f (1) =1igin,

lim ||B, (1;z) — 1 =0

s || B (1;2) C(0.57)
f(t) =t igin,

lim ||B, (t;z) — « =0

n—oo C(Uy‘/bn)

f(t) = * igin,

Vo Vb,
2.\ _ 2| _ _ N
oglilg\)/(a Bu (%) = 27| = 2n (\/E 2 )
_
 dn
olup,
lim Hgn (t2;x) —z? =
n—00 C(O,\/E)

elde edilir. Bu durumda simirsiz aralik iizerinde f (z) = z? fonksiyonuna (3.0.11)

polinomlar dizisi ile yaklagim mevcuttur.

Lemma 3.0.1 a > 0 sayis1 n den bagimsiz olmak iizere [a, \/b_n] iizerinde sifir olan

her siirekli f fonksiyonu igin

lim Hén(f,x)— =0

n—oo

f (x>Ho(o,m)
gerceklenir.

Ispat: Kapali ve smirl her aralikta siirekli olan fonksiyon smirh oldugundan f
fonksiyonu sinirhdir. [a, Vb, | araliginda fonksiyon sifir degerini aldigindan 0 < z <

a icin

|f (2)] < M

olacak sekilde M > 0 sayisi vardir. Ayrica f fonksiyonu, [0, a] kapali ve simirh aralik

iizerinde diizgiin siireklidir. Dolayisiyla = € [0, Vb, | olmak iizere her ¢ > 0 igin
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|%\/E — x{ < 0 oldugunda

<é€

F(EVR) @

esitsizligini gergekleyen en az bir § = § (¢) > 0 sayis1 vardur.
|%\/E — x{ > ¢ iken f simirh oldugundan

F(Evi) s <

gerceklenir. Ayrica

kb, —z)? oM (E\/b, — z)°
L T Yt
4] o
yazilabileceginden

(V) - ] « 2B

elde edilir. O halde (3.0.12) ve (3.0.13) ifadeleri gozoniine alinirsa

M (4~ 2)’

2
< e+

r(EVR) - @

esitsizligi gergeklenir. Buradan

Bu(fio)~ f (@) =

[\
M=

(3.0.12)

(3.0.13)



n k n—k
_23;% E\/ECS ( ad ) (1 _ i) + %352

6 k=0T \/E \/E &2
oM b, —
= 5+—2[$2+M—21‘2+1}2
) n
2M x (b, — x
_ e 2 (Vb — )
) n

olup,

2M x (Vb, — )

sup ‘én(f;x)—f(x)‘ < €4 max

0<a<vbn 0<e<bn O n
c oeq 2M b,
6 —_—
6% 4n
= 2M b,
lim sup ‘Bn (f;2) —f(x)‘ < e+ lim ——

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.0.4 Vf € C (0, 00) fonksiyonu

lim f(z) =k < o0

r—00

kosulunu saglasin. Bu durumda

lim Hén(f,m)— =0

n—oo

x

I >HC(0,\/E)
gerceklenir.

Ispat: k¢ = 0 olmas1 durumunda teoremin ispatin1 yapmak yeterlidir. Bu durumda

lim f(x) = 0 olur. Yani; her £ > 0 icin = > z¢ iken |f (z)| < € esitsizligini saglayan

en az bir xg noktas1 vardir.

f(l’) ) 0_$§$0
g(z) = ¢ lineer o Sx_aso—i—%
0 ; X Jlo—i-%



seklinde siirekli bir ¢ fonksiyonu tanimlayalim.

g fonksiyonunun tanimi geregince;

|/ (x) = g (2)]

sup
0<z</bn

olarak yazilabilir.

IN

max
0 Sivﬁwo-&-%

oldugundan

sup

0<z<+/by,

elde edilir. O halde

By (fiz) = f (x)

sup
0<z</by,

IN

IA

IN

IN

sup | f (x) — g ()| + |f () — g (2)]

0<z<x9

+ sup [f(z) —g(2)|

sup
zo<z<z0+3

meoJr%

sup [f(z) —g(x)|+ sup |f(z)]
zo<z<zo+3 z>z0+3

sup  |f(z)[+ sup |g(x)|+ sup |f(2)]

moSrSro+% woSm§$0+% rZﬂfo-&-%

Bu egitsizlikte

lg ()] = [f (wo)| ve lim f(z)=0

r—00

f(z)—g(z)| <e+e+e=3e

sup |B, (f;x) — By (g;2) + By (g; )
0<z<v/br,

—g(z) +g(z) = f(z)]
En(f—g;x)‘vL

‘En (g;7) — g (z)

sup sup
0<z<v/b, 0<z<v/by,,
+ sup |g(x) — f(2)]
0<z<v/by,
sup En sup |f—g|;z
0<z<vbr 0<t<vbr
+ swp |By(gi2)—g(@)|+ swp lg(a)~ /()
0<2<vbr 0<2<Vbr
35§n (I;x) + sup ‘én (g;2) — g (x)) + 3¢
0<z<vbr
6+ sup ’En (g; ) —9(56)‘
0<z<v/by,
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olup,

lim sup B, (f;x) —f(x)‘ <6e+ lim sup ‘En (g;2) — g (z)
N0 0o /b 0 0<e <y,

olur. Lemma 3.0.1 kullanilirsa

lim  sup ‘En (f;x) —f(m)‘ =0

0 0<a<v/by,

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

3.1 I. Tip Genellesmis Bernstein-Chlodowsky Polinomlar Dizisi ve
Yaklasimi

Ibikli (2001) tarafindan I. tip genellesmis Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar

dizisinin tanimi ve yaklagim ¢zellikleri aragtirilmigtir.

Tanim 3.1.1 (b,) dizisi

lim b, = oo ve limb—n:()

n—oo n—oo M,

kosullarini saglayan monoton artan reel terimli pozitif say1 dizisi ve 0 < o < 3 olmak

Sn (fra) = Zf(kig:%%(%>k0—%)Wk (3.1.1)

ile I tip genellesmis Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi tanimlanabilir (Stancu

1983).

lizere

(3.0.2) ifadesi gozoniine alinirsa, (2.4.2) esitliginden

&Anx):ézcﬁ(%)k(y—£>nk:1 (3.1.2)

olarak bulunur.
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(3.0.3) ifadesi gozoniine alinirsa

Sh <t5 x)

olarak bulunur.

(3.0.4) ifadesi gozoniine alinirsa

S, (%)

n (k+a« z\" z\"7"
b, | C* [ = 1— =
() () (-7)
bn n B T k T n—k
s s erac () ()
b e (2) (1-2)
n+pB lizo " \ba bn
n T k X n—k
k — —_—
e (n) (-5)"
Sk ( AL
nt Bz " \ba b “
nikb Ck£k1_$n_k o
n+ﬂk:0 nn " bn bn n+6
n T+ a by,
n+ g n+ 5
L k+ « 2 e[ T k z\" "
- £ @) (-5)

b S et )t <£)k (1 _ £>k
(n+ B)* iZo @ by, by

b2 n o g z\""
n ok (L) (1- 2
(n+p)° & (b> ( bn)
n k n—k
2 S kCF (L _r
gt () (1-5)
oo (=) (1o =\"
k=0 " bn bn
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- <n16>2(fk+£ﬁ%5£2)+Ei§%7@w (3.1.4)

olarak bulunur.

|f (z)] < My (1+ 2?) esitsizligini saglayan f € C (R) fonksiyonu igin (3.1.1) poli-

nomlari ile yakinsaklik gerceklenmeyebilir.

Ornegin; [0, b, aralig1 tizerinde sonsuz mertebeden diferensiyellenebilir olan f (z) =

22 fonksiyonuna (3.1.1) polinomlar dizisi ile yaklagim yapalim.

f(t) =t* igin

olmak iizere,

}Sn(t2;x)—a:2| > xz—Sn(t2;$)

- ) e

2 2

pan @

(n+5) (n + 5)

2 2 b, —
sup }Sn (t2;x)—$2| >  sup 2? (1—n—2)+ sup n 2$<" ?)
0<a<bn 0<a<bn (n+pB) 0<a<b, (N + f) n
2an a?

+ sup ———b, o+ sup ——b]

0<z<b, (n + 3)° 0<z<b, (n + 3)°
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n+ B)*4n
2 2
oz b2 + 502
(n+p) (n+8)
elde edilir.

n+ )2 n = 4
esitsizliginin gerceklendigini gosterelim.

2 (1_ n? ) N n* b - b2 (1_ n?
BN VA (

3<1_ n? >+ n >i
4\ () h

4 (n + 5)2 4n

3(1— " 2)+ "1
(n+p) (n+p8)" n
3(2n%8+nB%) +n(n+B)° > (n+p)?

olup, esitsizlik gecerlidir. Buradan

b? n? b? a?
S, (% —2>—”<1——) noyo =
0235”‘ (#2) —2%| = wigr) Tt

olarak yazilabilir. Bu durumda

lim sup ‘Sn (tz;x) — fL‘2‘ > 00
n—00 0<p<b,

olup, yakinsama gerceklesmez.

(3.1.1) polinomlar dizisi gozéniine alindiginda, agsagidaki teorem Lemma 2.5.1’in bir
sonucu olarak verilebilir.

Teorem 3.1.1 p(z) = 1 + 2* olmak iizere f € C, (0, 00) ise siurh ve kapali [0, A]
aralig1 tizerinde

T S, (f32) = £ (2)

diizgiin olarak gerceklenir.
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Ispat: Ispat: yapmak icin Lemma 2.5.1’in kosullarmn saglandigimi gosterelim.

(3.1.2) ifadesi gozoniine alimirsa

Sp(Liz)y—1 = 0

sup [S, (L;z) =1 = 0

0<z<A

olup,
Jim 150 (152) = Vlgo.a) = 0

olur.

(3.1.3) ifadesi gozoniine alimirsa

Sp(t;z)—x = x + b, —x

n «
-z < z(1-
S, ) ol < 2 (1)t
n
+

«
. _ < _
sup |S, () —x] < A <1 - 5) + by,

xz€[0A]

olup,

Tim IS, (£;2) = 2l ¢g.a) = 0

olur.

(3.1.4) ifadesi gozoniine alimirsa

S, (t2'x)—g;2 - ( n )2(x2+$(bn—$)>+ 20m -
n ) n+p n (n+5)2n

+a2i — :UQ
(n+8)°
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2.\ _ 2 o N b w2
S (#32) = 2| < <<n+5>2 1>“<n+5>2n“<n+ﬁ>2n

2
+2ax n . bn+a2< - >
n? (14224 %) n+p

su |S (tQ'm)—xQ{ < AQ(n—2_1+L>
xe[OPA] A - (n + B)? (n+8)°

2
+20A A bn+a2< i )
n? (1422 + £) n+p
olup,
lim HSn (t2;m)

n—oo

- x2HC(o,A) =0

elde edilir. Bu durumda Lemma 2.5.1°in tiim kogullar1 saglanir. O halde Lemma

2.5.1 geregince istenen yakinsaklik gerceklenir.

Diger yandan agagidaki teorem, (3.1.1) polinomlar dizisi gozéniine alindiginda Teo-

rem 2.5.1’in bir sonucu olarak verilebilir.

Teorem 3.1.2 p(z) = 1+ 2° olmak iizere f € C¥ (R) ise
lim S, (f12) — f ()], = 0

gerceklenir.

Ispat: (3.1.2) ifadesi kullanilarak

1S (L) =1 1-1

1+ 22 1422
. Sy (1; ) — 1
llm su —_— :O
nﬁooogxgn 1—[—1}2

olup,

lim [|S, (L;z) —1]|,=0

elde edilir.
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(3.1.3) ifadesi kullanilarak

n a
Sn(t;x)—x:x<n+6—1)+mbn

olup, «, 3, b, > 0 oldugundan

S (t; ) — x|

1S (t; ) — x|
1+ 22

|Sn (t;:(:) - x|

sup
0<e<b, 1+ z?

yazilabilir. Buradan

|Sn (tﬂ?) - -7/'|

lim sup 142
x

o0 0<z<bn

olup,

elde edilir.

(3.1.4) ifadesi kullamlarak

< i — 1|z + a b
~ |n+p n+p"
n T o 1
1— b,
( n+ﬂ)1+x2+n+ﬂ 14 a2
n «Q
< (1-— + by,
N ( n—l—ﬁ) n+ 3

n a
1-— + b,
n—i—ﬁ) n+ 5

lim [|S,, (t;2) —zf|, =0

B n? ) n?  x(b, — 1)
- ((n+ﬁ)2 1)‘”+<n+5>2 "
2 2
e A
n? ) n
_ b, —
= (1 (n+6)2)x+(n+6)2x( K
2an o,
o e
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IS, (% 2) — 22| (1 > x? n  x(b, —x)
1422 n—l—ﬁ 1422 (n+5)2 14+ 22
n 2amn T n a? 5 1
(n+6)2 T T
n
< (1- + b, —x
< n+ﬁ ) (n+5)° 2 )
o2
+—by —i——bi
(n+ﬁ) (n+5)°
2.0 _ .2
sup |Sn(t,:v)2 22| < (1 >+ "y ()
0<w<bn I+ n+ﬁ (n+ B)” 0<a<bn
b, L0
(n+6) (n+5)*"
2
-~ <1 >+ T b — b,
n+ﬁ (n+5) (n+5)
+——b
(”+ﬁ)
bulunur. Buradan
2., _ 2 2
lim sup ’Sn(t’$)2 il < lim (1— n 2>+ lim bn
N0 0<a<h, L+ T =00 (n+3) " n? <1 +2 4 5_2)
, 2anb, , a?b2
+ lim + lim

olup, (b,) dizisinin 6zelliklerinden

i |15, (%:2) — %], = 0
elde edilir. Bu durumda
lim sup [ (% 7) — o] =0, v=0,1,2

N—=00 0<z<by,

olup, Teorem 2.5.1 geregince;

lim sup
n—00 0<g<h,

1

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

1+ a2

|Sn (f3 ) = [ (2)]

=0

1+ a2
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Simdi (3.1.1) ile tanimh polinomlar dizisinin tiirevleri i¢in yakinsaklik ¢zelliklerini

arastiralim.

Tanim 3.1.2
Apf(z)=f(x+h)—f(z); h=0 (3.1.5)

ifadesi f fonksiyonunun x noktasindaki birinci fark: olarak tanimlanabilir. Ayrica

her m pozitif tamsayisi igin
ATS = A (A7)

olsun.

Teorem 3.1.3 Diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu igin
AT f(z) =R f (z +0mh); 0<0 <1 (3.1.6)
gerceklenir.

Ispat: Ispati tiimevarim metodu ile verelim.

f fonksiyonu (z,x + h) araliginda diferensiyellebilir oldugundan, Ortalama Deger

Teoremi geregince;

FEth) =f@. oy

f/(a:+9h): h :

gerceklenir. Buradan

f(z+h)—f(x)=hf (x+06h)

olup,

Anf(z)=hf (x4+6h); 0<h<1

oldugundan m = 1 i¢in ifadenin dogrulugu aciktur.
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m = k i¢in (3.1.6) ifadesi dogru olsun. Yani;
AFf(z)=hf® (z+0kh); 0<6<1
gerceklensin. m = k + 1 igin (3.1.6) ifadesinin dogru oldugunu gosterelim.

A (@) = An (ALS (2))
= Ay, (B f®) (z + 0kh))

olmak tizere g (z) = h* f¥) (z + Okh) ile tammlanirsa

A () = An(g ()
— hg (z+ 6h)

= h (K f¥ (2 + 0h + 0kh))
= B (5 (2 + 0 (k+ 1) b))

elde edilir. O halde diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu i¢in (3.1.6) ifadesi gergek-

lenir.

Not 1. Eger A,f(x) > 0 ise f fonksiyonu belirtilen aralikta artandir. Eger
A2 f(z) > 0 ise f fonksiyonu konvekstir.

Teorem 3.1.4 (3.1.1) polinomlar dizisi i¢in

g () = nn—1)..(n—m+1) Zi:cﬁm <£)’€ (1 - £>"‘m(;)’f1.7)

dz™ bm

k+ «
m bn
ri%f<n+6 )

esitligi gecerlidir.
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Ispat: L3, (f;x) ifadesi

d d (& k+ z\" z\" "
— S (f; = — b, | CF [ = 1——
) = g (,Eof<n+ﬂ ) ”(bn> ( bn) )
n k+a d z\" z\"F
= C* b ) — (=) [1——
s ()i (5) (-5)]
n k+a kEofz\" z\" "
k
= —_— —_— 1_—
Eevr (i) [ () (-)
_TL—]C £k 1_£ n—k—1
b,  \bn by,
n kE+a k(z\"! z\" "
= C* by | — [ — 1——
S (i) () (o)
n k+a, \n—k[(z\" z\"
— k b = 1— 2=
Sew (i) () (-5
olarak yazilabilir.
I, ifadesini gozoniine alalim.
n k+a oz z\" "
L = c* by | — | — 1——
R e D (I G
n-l E+1+a« k+1 z\"* 2\ !
_ kel (MT LT x T
N kZ:OCn f( n+p bn)( bn )(bn> (1 bn)
seklinde yazilabilir. (k + 1)CF*! ifadesi gozoniine alinirsa
E+ D = (k+n( "
ket = (T
n!
= (k+1
N e i pry g 1
(n—1)!
"Hn—k-1)
= nC" | (3.1.9)
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olur. (3.1.9) ifadesi I; de yerine yazilirsa

n =l k+14+« z\* z\" Rt
h=y & "1f<—n+ﬁ b”) (a) (“ﬂ

elde edilir.

I, ifadesini ele alalim.

el k+a, \n—k(z\" z\"
— k = N
-ge (i) () (-3

olarak yazilabilir. (n — k) C* ifadesi gozoniine alinirsa

|
—K)CF = (n—k) —=
(n=BCE = (=)
(n—1)!
kK'(n—k—1)
= nC*_, (3.1.10)
olur.
(3.1.10) ifadesi 5 de yerine yazilirsa
_n”i f k;—l—a n—k(z\" 1_Z kel
b, 2 ot +5 by \ by by
elde edilir. (3.1.8) ifadesi gozoniine alindiginda
d nn=l . E+1+a kE+a
o= O 1[f< n+p ) f<n+ﬂ >]
T n—k—1
= 1— =
() (-5)
bulunur. (3.1.5) ifadesinde h = B ve x = k+°‘b olarak alinirsa
k+a E+1+a kE+a
N by ) = F (=% ) — (2, 3.1.11
(i) =1 (Ss) -7 () L1
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seklinde yazilabilir. O halde

k n—k—1
e (2) (1o E bt
_S( =5 Z " (bn> (1 bn) A:fﬁf(n—i—ﬁbn)

olarak elde edilir.

Sy (f;x) ifadesi

de

@2 & kta k(k—1) [ z\"? z\" "
s = S ((5n) [—bz ) (-7)
k—1

(i) SRR Y 1

olarak yazilabilir.

7

(3.1.12)



Simdi esitligin sagindaki Ty, T, ve T3 ifadelerini teker teker ele alalim.

_ kta, \ k(-1 (2)" N
n- e () 22 (1) ()

I L k+24+a, \ (k+2) (k+1) (z\" o\ k2

= kgoon-ﬁj‘f( n+pf bn) b% (E) (1—5)

seklinde bulunur. Burada

(k+2)(k+1)CH?

olmak iizere,

n!
(n—Fk—2)!(k+2)!

n!
(k+2)(k:+1) (n—k)—2)!(k3+2)(k+1)!
n(n—1)(n—2)!

kEl(n —k —2)!

(k+2) (k+1)

n(n—1)Ck,

n(n—l) E+2+a z\" z\"
Ty = —_— — 1——
= e (55 ) ()
elde edilir.
n—l kE+a k(n—Fk) (x\"" z\" !
T, = K — 1— —
= B () e ) (o
_ ni?C’Hlf k—i—1+ab (k+)(n—Fk-1) (x g 12 ko2
& nt B " 02 b b
seklindedir. Burada
|
k+1)(n—k—-1)C" = (k+1)(n—Fk—1) n

(n—k— DIk +1)!
(n—2)!

Vi —om

n(n—1) C’S_Q

n(n —
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olmak iizere,

Ty =

elde edilir.

-5 cy (

seklindedir. Burada

olmak tizere,

T3:

o

nlnZ DN on g

k=0

n+p

elde edilir. Bu durumda

d2
Esn (faf)

olur.

- T —

Diger yandan

ALf (@)

2T, + T3

= Ap(Anf (7))

= Ap(f(z+h) -

k:—l—a )(n—k)(n—k—l)

f(z))

= An(f(z+h) = Anf(x)

= f(z+2h)

— f(x+h)

—fz+h)+ f(z)

= f(x+2h)=2f(x+h)+ f(2)
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olmak iizere

olarak secilirse

9 k+ « B k+ « by, _ k+ « b,
Anbfﬁf(n%-ﬁbn) B f(n+ﬁbn+2n+ﬁ) 2f(n+ﬁbn+n—l—ﬂ)

kE+ o
bn
1 (55n)
olup,
d? n(n—1)n=2 z\" e\, k+ a
st =" e (7) (1-7) s (G5n)

(3.1.13)
olarak elde edilir. Aynm metod izlenirse her m dogal sayisi i¢in (3.1.7) esitligi gegerli

olur.
(3.1.12) ve (3.1.13) ifadeleri gozoniine alinirsa agagidaki énerme elde edilir.

Onerme 3.1.1 f fonksiyonu (0,b,) arahiginda konveks ve artan bir fonksiyon ise

(3.1.1) polinomlar1 da (0, b,,) araliginda konveks ve artandur.

Teorem 3.1.5 (3.1.1) polinomlari, [0, b,] aralig: tizerinde smirh salinimh fonksiyon

olma ozelligini korur.

Ispat: (3.1.1) polinomlar: diferensiyellenebilir ve tiirevi integrallenebilir oldugundan

Tanim 2.3.2 geregince;

ba| d
Vo™ (Suf) = ['| 7S (fi) | da

esitligi gerceklenir.
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(3.1.11) ve (3.1.12) esitliklerinden
n n—1 €T k‘ T n—k—l k + Qa
— S C* — 1—— A b, —b,
by = " (bn) ( bn> o f<n+ﬂ >
” k X n—k—1
il 1 =
(i) (=3)
k 1 k
ﬂbn) iy (ﬂb»
n+ 3 n+ 5
kE+a+1 k+a
—b, | — by
() -1 ()
bn [ k - n—k—1
— 1—— d
A6 (eg) e
olur. -~ = y degisken degistirmesi yapilirsa

bn
k+a+1 k+ «
1f< n+f b”)_f<n+ﬁb”>

1

[yF (1 —y)" ™y
0

dx

Vi (Suf) = j

IN

dx

X
~
VR

1

[yF (1 —y)" ™y
0

n—1
Vo' (Suf) <n Y G
k=0

saglanir. Simdi

integralini gozoniine alalim.

Beta fonksiyonu tanimindan

1
S —y)" Ay = B(k+1,n—k)
0

olarak yazilabilir.

(2.1.1) bagntis1 geregince;

P+ (n—k)

F'k+14+n—k)

Fk+1D)T(n—k)
I'(n+1)

B(k+1,n—k)
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olur. k € RT =10,00) i¢in I" (k 4+ 1) = k! oldugundan

E'(n—k—1)!
Blit1n—k = " )
n!
1
= n!
kl(n—k—1)!
1
(n—1)!
kl(n—1—k)!
gerceklenip,
1
Bk+1,n—-k)=
( n ) ncﬁ .

elde edilir. Bu durumda

n—1 k 1 k 1
Vob” (Snf) < nkZ::onhl f< :;i; b”)_f<n::_—gbn> nCFk_,
n—1 E+a+1 k+a
- Sl () - ()

EF+a+1 kE+
() o ()

saglanir. f smirh salmimli bir fonksiyon oldugundan V" (f) < oo olup, V" (S, f) <

oo elde edilir. O halde S,, f sinirli salinimhdir.
Teorem 3.1.6 f fonksiyonu [0, 0co) araliginda m. mertebeden diferensiyellenebilir ve
™ ¢ Lip' (0, A) olsun. Bu durumda herhangi bir kapal ve siirh [0, A] arahginda

tim L, (fr2) = £ (2)

n—oo dx™

diizgiin olarak gerceklenir.

Ispat: P = {xq, 21,23, ..., 21}, [0, A] araliginm bir parcalanmasi olsun. f™ fonksi-

yonu [0, A] araliginda Lipschitz kogulunu sagladigindan

{f(m) (Trt1) — f(m) (xk)‘ < M (g1 — xp)
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olacak gekilde M > 0 sayis1 vardir. Buradan

n—1 n—1
sup | ‘f(m) (2pp1) — fO (M)} < Msup ) (Tpgr — Tr)
P k=0 P k=0

= Msup (xn - ZE())
P
= MA

olup,
V(™) < M.A

elde edilir. Bu durumda V' ( f (m)) < oo oldugundan f(™ fonksiyonu smirl salinim-

lidir.

[0, A] araliginda £, siirli saliniml bir fonksiyon oldugundan smirhdir. Yani;
[/ ()] < M
olacak gekilde M > 0 sayis1 vardir. Ayrica x > 0 igin
| £ (2)| < M (1+2?) (3.1.14)
esitsizligi yazilabilir.

f(™) fonksiyonu, [0,00) arahigimda m. mertebeden diferensiyellenebilir oldugundan
stireklidir. Ayrica f™ fonksiyonu (3.1.14) esitsizligini gerceklediginden Teorem

3.1.1 geregince; [0, A] araliginda n > m i¢in

Hm S, (F;2) = £ (2) (3.1.15)

n—oo

diizgiin olarak gergeklenir.

o = (niﬂ>m(1—%) (1—mn_1> (3.1.16)

ile tanimlansin.
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(3.1.7) ifadesinin her iki yan1 n™ ile ¢arpilip béliiniirse

TS (pin) = 2R nm s D e (b)<1_b£)m

k+ «
m —bn
nbfﬁf<n+5)
1 m— 1\ n™ nzm z\" z\" "
= (1——=)..(1- — K = —
(-5)- (") (i) (-7)
k+a
A" ——b,
nbfﬁf<n+ﬁ>

olur. (3.1.16) ifadesi kullanmlarak

Z:ﬂ (fix) = (1—%)(

)% 2 (Zi)k(l—%)”_m_k

+
n—m-—k
kE+a m
(m) b, H—bn)
( ) d (n+/3 OB

— k+a z\* z\"mF
— k (m) adl 1— =
> et (k) () (-5)
n—m o k T n—m—~k ]C—f-Oé
— k = _ = (m)
'S () (1-8) (n+ “ )

5
k —m—k
ek ([ _z m (o,
cEen () (-5) (e )
z\" g \"mh oy (K + o
() (=a) (nw“@’“ )

= _ (dnm—l)nimck, <£)k<1_£)n_m_kf< <k+0‘ glbn)
’ k=0 e bn bn +6 n+6
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S (F™:2) — L5, (f52)

dx™
> n,m = n—m bn bn n‘i‘ﬁ n kn—i—ﬁ n

k n—m—=k
n_m k+ « m k+ «
ok 2 E) (m) <—bn 0 —bn) — fm) (—bn)‘
> "—m(bn> (bn A e L L) B A Gy

olup, f™ Lipschitz kosulunu gerceklediginden

k+ o m k+ o
(m) _ r(m)
'f (n+ﬁbn+6kn+ﬁbn> / <n—m+ﬁ)‘

kE+a m kE+a
—b, + 0 b, —
n+ n+p n—m-+p

m 1
M b, |0 — ———
n+ g (k n—m+ﬁ)‘

saglamir. Ayrica f™ fonksiyonu (3.1.14) ifadesini sagladigindan

< M

elde edilir. Burada

2
m
+<n—|—ﬁ "n+p )

olmak tizere

k
‘f“”) (nigbﬁeknfﬁbn)’ < MA

olur.

Bu durumda

dxm
n—m T k T n—m—=k
< MAld,, -1 Y Cck (—) (1 — —)
k=0 bn bn

k n—m—=k
m n—m X X
+M—=0b, S CF (=) (1-=
n -+ 6 k§0 e (bN) < bn)

Sn(f;2)

1
(gk_n—mw)‘
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n—m k n—m—=k
WAl - 1S () (1=
k=0 bn bn

<
m o nom T e\
M——ub, SSCF (=) (1-=
- n+ kz:O e <bn) ( bn)
m n—m T k X n—m—=k
< M|(A|dym— 1|+ ——b, ck_ | —  [—
< (aun -1 2350) Tk (5) (1-7)
- M(A|dnm—1|+Lbn)
’ n+ g
olup,
dm
lim |S,_m (f™;2) e W ()| =0 (3.1.17)
bulunur.
P S (Fi) = 1 @) £ |28, (f50) = Sum (/i0)
dwm n ) f— xm n ) n—m )

olup, (3.1.15) ve (3.1.17) ifadesinden

m

S (fr) = [ (x)

=0
dz™

lim

n—oo

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Tanim 3.1.3 [|f|], f saysimn tam kismu olmak iizere

o5 () (-0) )

n+p"
seklinde tam katsayilarla genellesmis Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizis

} (3.1.18)

tanimlanabilir.

(3.1.18) polinomlar dizisi gozoniine alindiginda Lemma 2.5.1’in bir sonucu olarak

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.7 p(x) = 1+ 22 olmak iizere f € C,(R) ise herhangi bir kapal ve
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smirl [0, A] (0 < 0 < 1) aralig iizerinde

lim S, (f;2) = f (x)

n—oo

diizgiin olarak gerceklenir.

Ispat: (3.1.1) ve (3.1.18) polinomlarmin fark:

st =S = £r(gn)a(n) (-2)

Sl )6 (-5
- B Gam) e[l G ]
() ()
seklinde yazilabilir.
{fr=r-111 (3.1.19)

olsun.

Yukaridaki toplam k& = 0 ve k = n igin acilirsa

5,005, 50) = {7 (2550 () +{r () (- 2)
) el () (-5)

olup,

s, -5, 0) < ({7 (2550 b () +[{s gniﬁb)}‘k(l‘bi)
B[ G| ) (-5)

olarak yazilabilir. (3.1.19) esitliginde [|f|] = a denirse a < f < a + 1 oldugundan
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{f} <1 olur. O halde V§ € (0,1) igin

£ n
bn

T

o G s} ) (-

GG

~ n+ o
a z\"
- {f () (-7)
x n
< max ( ) max (1——)
§<a<A 6<z<A b,
—1 k+ «
“pe 5| (5
- by, b,
nl k4 o
+6ISI§:8§XA;§1 {f <mbn

elde edilir.

Simdi { f (Tﬁb”> C’ff} ifadesini gozoniine alalim.

k+a K
v () e

IN

1
n
olup, C* > 1 oldugundan

k+«
{f<n+5m

olarak yazilabilir. Bu durumda

)<t
n

max
<z<A

S (f5) = Su (f:2)]

n 6<$<A k 1

(i) (i)

88

IN

kE+a &
/(G = o (=

Je| ) (i)

k+«
+ 8

bn> Cc*

|

(&) -i)
()

T n—k
1 - =
(-7)
1
n



olur. (2.4.2) esitligi gozoniine alinirsa

Su(fi) = 8 (fim)] < (é)"+ (1 - i)”+ !

max
6<z<A

elde edilir. Buradan

lim max
n—oo 6<r<A

Sn(f;x)—gn(f;x)‘ < lim (é)n-l— lim (1_b£>”+ lim 1

n—oo n n—oo N

-0 (3.1.20)

bulunur.

Diger yandan Teorem 3.1.1 geregince;

¢n = max |S, (f;z) — f ()|

i<z<A

olacak gekilde bir (¢,) sifir dizisi vardir. Yani;

lim max [S, (f;2) — f(z)|=0 (3.1.21)

n—oo §<r<A

olur. O halde (3.1.20) ve (3.1.21) ifadelerinden

T A

gn(fﬂc)_f(m)_Sn(fo)"i‘Sn(f?I)
< lim max |5, (f;7) = Su (f;)

+ lim max |5, (f;z) — f (2)]

n—o0o §<x<A

= 0

bulunur. Bu durumda 0 < § < 1 olmak iizere [0, A] araliginda istenen
Su(fiw) = f(2) (n— o0)

elde edilir.
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3.2 II. Tip Genellesmis Bernstein-Chlodowsky Polinomlar Dizisi ve
Yaklasimm

Izgi (2004) tarafindan II. tip genellesmis Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi

tanimlanmig ve bu polinomlar dizisinin yaklagim 6zellikleri aragtirilmigtir.

Tanim 3.2.2 (b,,) dizisi

lim b, =0 ve limb—":()

n—oo n—oo M

kogullarini saglayan monoton artan reel terimli pozitif bir dizi olmak iizere

k n—k
BB (fi) = Zf(ozx+6 b) (bf) (1—%) L 0<az<b, (32.1)

seklinde II. tip genellesmis Bernstein-Chlodowsky tipt polinomlar dizisi tamimla-

nabilir. Burada o > 0, 5 > 0 reel sayilar1 a + § = 1 kosulunu gercekler.

Lemma 3.2.1 (3.2.1) ile tamimlanan polinomlar dizisi

B (L;z) = 1
B (t;x) = «z

B (1) = 2*+ B
ifadelerini gercekler.
ispat: 0<zx<b, vet € R olmak iizere
f (t) =1 i¢in Binom formiilii kullanilarak

B8 (1;2) = ch< ) (1_%)71_;@:1

elde edilir.

90



f (t) =t igin Binom formiilii, (3.0.2) ifadesi ve o + 3 = 1 kosulu kullanilarak

n k n—k
B (t;z) = Z <a:z: + ﬁ%bn) Cc* (;) (1 — bﬁ)

k=0
n T k n—=k
_ k| _ =
— cm:ZC’n (bn> (1 bn)
k=0
+/3ikb AN AT
P T\ b by
= =z

elde edilir.

f (t) = #* i¢in Binom formiilii, (3.0.2) ve (3.0.3) ifadeleri, @ + 8 = 1 kosulu kul-

B“’ﬁ(tz'a:) = - am—l—ﬁﬁb 20’“ =z ' 1—£ "
n ’ - n " "\ b, b,

lanilarak

n k i T k
k=0
+52§n: B o (=) (o2
k=0 n" " \bn bn

Ba,ﬁ <t2’x) _ I’Q + 62x (bnn_ .I')

n

elde edilip,

olur.

Agagidaki teorem, (3.2.1) polinomlar dizisi gbzoniine alindiginda Lemma 2.5.1’in bir

sonucu olarak verilebilir.

Teorem 3.2.1 p(z) = 1 + 2?2 olmak tizere f € C, (0, 00) ise herhangi bir kapali ve
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siurh [0, A] aralig: tizerinde

lim Bp? (f;a) = f («)

n—oo

diizgiin olarak gerceklenir.

Ispat: Lemma 3.2.1 kullamlarak

Tim [ B (12) = 1| g0 = O
nh_,nc}o B (t;2) — xHC(O,A) =0
,}1_,120 1B (% 2) — $2HC(O,A) =0

oldugu agikca goriiliir. Bu durumda Lemma 2.5.1’in kogullar1 saglanmig olur. O
halde Lemma 2.5.1 geregince; [0, A] aralig1 iizerinde istenen ifade diizgiin olarak

gerceklenir.

Asagida (3.2.1) polinomlar dizisinin f € C, (R) fonksiyonuna olan yaklagim hiziyla

ilgili bir teorem verelim.

Teorem 3.2.2 w}J“A (0), f fonksiyonunun [0,1+ A] aralig: iizerinde tamimlanan

stireklilik modiilii olsun. f € C, (R) ise kapali ve siirli [0, A] aralig tizerinde

n

bn
B2 (f50) = ()] < Cuft ( _)
esitsizligini gercekleyen f fonksiyonuna bagl bir C' sabiti vardir.

Ispat: 2 € [0, A] olmak {izere

Elz{k:ozx—i-ﬁﬁanquA} VeEgz{k::ozx%—BEbngl—i—A}
n n
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kiimeleri tanimlansin.

- = £ oo s (1) (-2)”
_ 2%{me+5§m)—f@ﬂongY(l_%)wk
+g%{f6w+ﬁ§m>—f@ﬂ<¢<£)k<y_%>wk
< 2;-me+5§%>—f¢m(ﬁ(%)k(y_%)wk
+g%Lfcm+ﬂ§%)—f@ﬂCﬁ(%)k(y_%)nk
o

olarak yazilabilir.

1Y ve 1) ifadelerini ayr1 ayr1 gozoniine alalim.

k € Ey ve x € [0, A] igin f fonksiyonunun 6zelliklerinden

k 2
< M; <2+ <oz:c+ﬁ—bn> +x2>
n

k 2 k
ar+ [—=b,—x | +2x|axr+pP-b,—x
n n

+2 (14 2%)]

1 (o st ) - 1 @)

IA

My

elde edilir.
|ozm + ﬁ%bn — a:! > 1 oldugundan

‘f (a:c—l—ﬁ%bn) — f(z)| < 2M; (aac—l—ﬂgbn—x) [4 + 4z + 2]

2

< M@Q4+%20Q—Dx+ﬁgm)
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olup, B = 2M; (A + 2)* ile gosterilirse

‘f (aw—i—ﬂ%bn) —f(x)|<B ((a— 1)x+5§bn>2

elde edilir. O halde Lemma 3.2.1 kullanilarak

n k 2 T k T n—k
IW < B -1 - =) (1- =
S Z ((Oé )@ +5nbn) Cn (bn> ( bn)

k=0
2% (b — )

n

< BpraAl
n

— BB

olur. lim %” = 0 oldugundan yeterince biiyiik n degerleri icin %” < 1/% yazilabilir.

n—oo

Ozellik 2.2.6’dan

/b by, /by, 1 bn,
Of ESW}—H‘( g>: ggc—fw}"%( E)

olacak gekilde f fonksiyonuna ve (4,,) dizisine bagh Cy > 0 sayis1 vardir. O halde
M = %m olmak tizere
t

by
I < Mwit ( —> (3.2.2)

n

esitsizligi elde edilir.

k € Ey ve x € [0, A] igin siireklilik modiiliiniin 6zelliklerinden

‘f(az—i—ﬁ%bn)—f(a:) < w}+A<ax+ﬁ%bn—.’E)
< w}+A(5n) {1+% ax+ﬁ§bn—$]

olarak yazilabilir. Lemma 3.1.1 ve Cauchy-Schwartz esitsizligi kullanilarak

(i) (-5) |

n

le

" k=0

f oza:—i—ﬁﬁbn—x
n
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= Wi (8a) [14 1/

1 5T (by — )
571

n
1+A | 1 by
< Wit (0, 1+5—5\/Z -

olarak bulunur. ¢, = @/%" ve K =14 VA olarak belirlenirse

b
I < Kwit ( —”> (3.2.3)

n
elde edilir. Bu durumda (3.2.2) ve (3.2.3) ifadelerinden C' = M + K olmak iizere

B9 () —  (0)] < CluttA ( b—“)

n

istenen egitsizlik elde edilir.
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4. IKi DEGISKENLi FONKSIYONLAR iCIN LINEER POZITiF
OPERATORLER DiZzZiSi ILE YAKLASIM

R™ de Korovkin Teoremi’nin gegerliligini agagidaki teorem ile verelim.

Teorem 4.0.1 X C R™ siirh bir bolge olmak iizere eger (L) lineer pozitif ope-

ratorler dizisi, K C X kompakt bolgesinde n — oo igin

L,(Lz) = 1
L,(t;z) = =z; (i=1,2,..m)

Lo (tPs2) = Jaf

seklindeki (m + 2) sart1 saghyorsa X bolgesinde siirekli ve tiim R™ de sinirh herhangi

bir f fonksiyonu i¢in K iizerinde n — oo iken

Ly, (f;r) = f

1

m 2
gergeklenir. Burada z = (x1, 29, ...,2,) ve ||z|]| = |z| = (Z a:z) seklindedir
k=1
(Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

f fonksiyonunun tiim R™ de smurh olma sart1 yerine, My, f ye bagh bir sabit olmak

lizere

|f (@) < My (1+ ) (4.0.1)

sartini saglamasi durumunda Teorem 4.0.1’in gegerli oldugunu asagidaki teorem ile

ifade ve ispat edelim.

Teorem 4.0.2 Eger (L,,) lineer pozitif operatorler dizisi K C X kompakt bolgesinde

n — oo iken

L,(Lz) = 1

L,(t;x) = x; (1=1,2,..m)
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L (|t 2) = |2

(m + 2) tane kosulu sagliyorsa X bolgesinde siirekli, reel degerli ve tiim R™ de (4.0.1)

kosulunu saglayan f fonksiyonu i¢in K iizerinde n — oo iken

Lo (fi7) = f

gerceklenir.

Ispat: f fonksiyonu siirekli oldugundan her € > 0 icin | — t| < 0 iken her z,t € X
icin

[f (@) = f()] <e (4.0.2)

egitsizligini gercekleyen en az bir § > 0 sayis1 vardir.

t € R"ver € K igin [t —z| > 0 oldugunda f fonksiyonu (4.0.1) esitsizligini

sagladigindan

[f@) = fO] < My 2+t + o)

= Mf(2—1—|t—x|2+2$(t—x)+2|m|2)

= Mf <2+‘t—$‘2+22$k(tk—l'k)+2’33‘2>

k=1

esitsizligi saglanir. Cauchy-Schwartz egitsizligi kullanilirsa

m

f@)=f @O < Mp|2+t—al+2,> af, | > (t—z)* +2zf

k=1 k=1

= M;(2+ [t — o> + 2|t — 2| +2|2]?)

elde edilir.

t— t— )
| 633|21ve( ) > 1

[t —z| > = 5
)
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oldugundan

t —

t—ax t— x|
@) -0 < Mf(27+rt—xf+2|x|' Lo 52'>

2
i 52””' (2+ 6% + 26 |2 + 2]

= M

[t —af’
52

t—x2
| 5 | (2|2 +0)* +4)

< My (4+ 6+ 46 |2| + 4]z[%)

olur. Burada = € K oldugundan |z| < C olacak sekilde C' > 0 sayis1 vardir. O halde
yukaridaki egitsizlik

t -zl

1 (@) = £ (O < M (20 +)7 + 4)

seklinde yazilabilir. H = % ((2C + 8)? + 4) olarak almirsa
f (@)= f @O < Ht = af (4.0.3)
elde edilir. (4.0.2) ve (4.0.3) esitsizlikleri gozoniine alinirsa Vt € R™ ve Vo € K igin
f@) =@ <e+ Hlt—af
yazilabilir.

Diger yandan (L) lineer pozitif operatorler dizisinin zelliklerinden

Lo (f;x) = f(x) = La(f;2)+ Lo (f (%);7) = Lo (f (2)52) — f ()
= Lo (f(t) = f(2x);2)+ f(x) [Ln (1;2) — 1]

olup,

| L (f;2) = f ()]

IN

Lo (f (1) = [ (2);2)] + [ (@)] [Ln (1) = 1
< Lo ([f @) = f(@)]52) + [f ()] | Ln (1;2) = 1]
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< 5+HLn(|t—x|2'm)—l—|f(x)||L (1;2) — 1|

= e+ H|L, (Jt|*; —QZka (tr; @) + |z|* L, (1;2)
+|f<x>]|Ln<1,x>—1|

= e+ H | (L, (jt|?*;2) — |=? —2Zxk (tr; ) — 1)
+|£|2(:Ln(1;x)— D] +1f (z )IIL (1'x)—1|

< e+ H | (L, ([t]?;2) — || —ZZxk (ty; x) — x3)

+ sup laf? (Lo (132) — 1>] T sup | ()] Lo (152) — 1
rzeK reK

olur. Burada

sup |z|* = a ve sup|f (z)| = b
zeK zeK

olmak {izere, teoremin kogullarindan

lim |Ly, (f (t);2) — f ()| =0

n—oo

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

n,m > 07 0< Oék,na/gj,m <1ve P]g(j;m) (1'79)7

P (y) = 2t (L—2)" "y (1 -y

S P () = 1

k=0 3=0

kosullarimi saglayan siirekli pozitif fonksiyonlar olsun. X C R? kompakt bir kiime

ve f € C'(X) olmak iizere

Tn,m (f7 xz, y) = zn: i f (Oék,n, Bj,m) PISZ’m) (l‘, y) (404)

k=0 j=0

dizisini ele alalim.
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Teorem 4.0.3 (Volkov 1957): {T,,,,f} lineer pozitif operatorler dizisi

n m

lim || 5 P™ (2,y) — 1 =0 (4.0.5)
n,m—0o0 || r 70 i o(x)

lim [|> > ozka,gZ-’m) (v,y) —x =0 (4.0.6)

n,M—=00 || p—0 j=0 c(x)
lim 1503 8, P05 (,y) —y| =0 (4.0.7)

THM=00 | =0 j=0 c(x)
n}rlgloo ICZ:() z:0 (O&i’n + ﬁ?,m) Plg?m) (*T? y) - (1‘2 + y2) =0 (408)

) =07=
c(x)

kosullarini gercekliyorsa X bolgesinde siirekli, reel degerli ve tiim R™ de sinirli her
bir f fonksiyonu igin

i ([ Tonf = fllog =0 (4.0.9)

ifadesi gerceklenir.

Ispat: (4.0.2) ile tammlanan T),,, (f;2,y) polinomlar: (4.0.5)-(4.0.8) kosullarin
gergeklesin ve f € C'(X) olsun.

(4.0.4) ifadesi gozoniine alinarak

F (@rn: Byn) P™ (2,) = f (2,y)

=
Mz

T (f2,9) — f(2,y) =

iy
o
i
o

I
M=
NIE

F (s Bym) PO (,y) — f (2, y)

Bl
Il
o

<
Il

_|_
M= <
Mz ©

f(x,y) P,Ef;’m) (x,y) — kz:() Zof (z,9) P}gz,m) (z,9)
=0j=

Il
o
.

Il
o

I
M=
NE

(£ (s By) = £ (@) PE™ (1))

k=0 j=0
+f (z,y) (z > P () — 1)
k=0 ;=0
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T (F2.9) = f @)l = |3 3 (F (@ By — F (9)) PG (2:9))
k=0 5=0

f(z,y) (éo iPIET}’m) (z,y) — 1>

S ]é) io ‘f(akmuﬂj,m) - f (I7y)’ Plggm) (xay)
F1f )l [0 P () -1
k=0 35=0

elde edilir.

max_[Tom (fi2,9) — f(2,y)] < max ZZ}f (ks Bym) — f (@, 9)| PE™ (2, )

(zy)eX (zy)eX |= 0=
4+ max x, max > pm -1
mex 1S (@) ma |32 55 P (2.)
olup, C'(X) normu tammindan
| T (f52,y) — f <x>y)”c(x) DY ’f(&k,naﬁj,m> —f (x,y)! Pk(?m) (z,y)
k=0 ;=0 o(x)
1l | z P (2,y) ~ 1
=05=0 o(X)
olarak yazilabilir. M > 0 igin
Ifllee) =
olmak {izere
(T (Fr2.0) = F @ WD llopey < || 2 |F(@kms By) — £ @) P™ (2,y)
k=0 ;=0 o(x)

pop> P (z,y) — 1

=0;=0

C(X)

" () — 1| (4.0.10)

c(X)

Mmooy +M

olur.
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Diger yandan f € C (X) oldugundan f fonksiyonu siirhdir. O halde V (z,y) € X
icin

|f (z,9)] < M

saglanacak gekilde M > 0 sayist vardir. Bu durumda her £ = 0,1,....n ve j =

0,1,...,m i¢cin (ak,n, ﬁjym) noktalar1 X bolgesinde oldugundan

| f (s Bjm) — [ (2,9)| < 2M

yazilabilir.

luk,j = (Oék,’ruﬁj,m) y H= (xvy)

p (1o 1t) = \/(ak,n — )"+ (Bjm — v)

2

gosterimlerini kullanalhim.

f fonksiyonu kapali X bolgesinde siirekli oldugundan diizgiin siireklidir. Diizgiin

stireklilik tanimi geregince; her € > 0 icin p (/L,w, ,u) < 0 iken

\f (piy) — F )| <e

saglayan en az bir § = 0 (&) > 0 sayis1 vardir.

p (u,w., ,u) > ¢ i¢in f fonksiyonu siirl oldugundan

| f (s Bym) — £ (2,)| < 2M

gerceklenir.
p (b s 1)

olmak {izere

|f (ks Bym) — [ (2.9)] < 2M

esitsizligi saglanir.

p (b jr 1) < 6 ve p(pyyp) >0
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oldugunda Ve > 0 icin

2 .

esitsizligi gergeklenir.
Simdi (4.0.10) esitsizligindeki I,, ,,, toplamimi gézoniine alalim. (4.0.11) ifadesinden

n m 2 .
L < >3 <e+2M—p “"“’”) PO (2,)

2
k=0 ]:O 6

n o m nm 2M n o m nm
= 23 2 P @)+ T 20 (o) PG (@)
= j:

k=0 5=0
, 2M
- 8In,m 52 In,m

olup, norm ozelliklerinden

2M

Lmllog < & || = 4.0.12
|| s ||C(X) € n,m C(X) 62 m C(X) ( )
seklinde yazlabilir. 5]7;77% ifadesi
ehm = £33 PG (y) +e—e
k=0 =0
= ¢ > P (a, y)—l) te
k=0 ;=0
olarak gozoniine alinirsa
e f;mH <l S PE () — 1| 4e (4.0.13)
( k=0 j=0 o)

olur.

P (oo it) = (g —2)* + (B — v)°
= (az,n + ﬁim) - 2ak,n$ - Zﬁjmy + ($2 + y2)
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oldugundan I;I:m ifadesi

I’;;,m = Xn:i(akn_’_ﬁjm) k?m)(m y)_Qa:ZZakn ) (:E,y)

k=0 j=0 k=07=
2er§:0§:05 kzm)(%y)+(w2+y)ZZP;€"m)( y)
&
= X3 (02, 4 B2,) PO () — (a7 + o)
k=0 j=0

+2z |z — > Y agn P,ET;m (z,9)
k=0 75=0

12y |y — 23 B B (2, y)

k=0 j=0 |
IZ,mH < X X (0hn +85) P (y) — (22 + 47) (4.0.14)
C(X) k=0 j=0 o0
+2 [zl || 22 Zaknpkj )(x,y)—
k=0 7=0 C(X)
+2ylleo |2 2 BrmPes™ (x,) — y
F=07=0 o(X)

olarak yazlabilir. (4.0.12) ifadesinde (4.0.13) ve (4.0.14) ifadeleri kullanilirsa

> 3 P (a,y) — 1

Mamllopy < e+e
k=0 7=0

C(X)
2M || & nam
T |2 2 (0F 0+ B3,) BI™ (2,y) = (22 + 47)
k=0 j=0 o)
AM || & I m
= | £ 2 awn Py ()
k=0 3j=0 o(x)
AM || & I nom
7 || 2 X B Py (59) —
k=0 j=0 o)
esitsizligi elde edilir. Bu ise (4.0.5)-(4.0.8) ifadelerinden
lim |32 3 |/ (s Bim) = [ @) B (@9)] =0
n,m—00 || 120 j=0 00
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sonucunu verir.

Teorem 4.0.4
Ao ={(k,m):k,meZ,k>0m>0k+m<2}
olmak iizere keyfi L, : C, (R3*) — B, (R3 ™) lineer pozitif operatérler dizisi
7}5& L frn = frmll, =05 (k,m) € Ay

kosulunu saglar, fakat

D ([ L f" = S, = 5

ifadesini gercekleyen f* € C, (R; +) fonksiyonu bulunur (Ibikli 2005).
Ispat: f €O, (R3™) olmak tizere

Flay) + 5 f@+ly+1) — f(zy)] 5 (zy) €A,

Ln y Ly -
i) f ()  (n.y) ERFNA,

seklinde tanimli L,, operatorlerini gozoniine alalim.

(L,) lineer pozitif operatorler dizisinin C, (Rj*)’dan B, (R3")’ya bir doniisiim

oldugunu gosterelim.

Vf € C,(RF") olmak iizere

1+ 2% + 92
L, (p;x,y) = P(l’,y)ﬂLW[P(5U+1,3/+1)—P(l’,y)]

1+ 2% + 92

= )+ L L 124 (y+ 1) = (L4 2%+
1+4n
1+ 22 + y?

= _2 1

p(z,y) + i [z +y+1]
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seklinde yazlabilir. (z,y) € A,, oldugundan

L (p;,y) < p(x,y) + Ti—:;f?[wr 1]
olur. p(x,y) =1+ 22 + y? oldugundan
Ly (pz,y) < p(z,y)+ M%H 1]
14 4n?
= p(z,y) [1+ %]

< ply) I+

= 2p(z,y)

olup, (L,) lineer pozitif operatorler dizisinin C, (R§")’dan C, (R3*)’ya doniisiim

oldugu gosterilir.
Simdi ise (k,m) € A, igin
Jim Lo fen = frnll, = 0

oldugunu gosterelim.

foo (z,y) = 1 igin,

1+ 22 + 92
Ly, (foo;,y) — foo(z,y) = Trae [foo(x+1,y+1) = foo(z,y)] =0
olup,
L . _
sup | L (fo,0;7,9) — foo (,9)] _ 0
>0,5>0 P(% y)

nh_)n;o | L», (fo.0:,y) — foo (xay)”p =0

elde edilir.
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f1,0 (1‘7 3/) = T igin,

2, .2
L, (fro:2,y) — fio(z,y) = 11?—4—72?[37%—1—95]

a4y

1+4n?
| Ln (fr032,9) — fro (&, 9)] 1
p(z,y) 1+ 4n2
lim  sup | L (fr057,y) — fro (@, y)] ~ lim L
n—=00 1>0,y>0 p(z,y) n—oo 1 + 4n2

olup,
nhigo | Ln (fro;7,y) — fio (%Q)HP =0

elde edilir.

foa (z,y) = ¥ igin,

Ln y L, - 9 = T i 1-
(for;2,y) — fou (2, y) a2 [y +1—y]
_ 1+ 2%+ y2
14 4n2
‘Ln (fl,O;xvy) _fl,O (xay)l — 1
p(r,y) 1+ 4n?
sup | Ln (o132, 9) — foa (2, 9)] 1
2>0,y>0 p(z,y) 1+ 4n?
Ln y Ly - 9 . 1
lim  sup Lo (foas 2 y) = foa (m )l _ _
=00 £>0,y>0 P (l’, y) n—oo 1 + 4n?

olup,

nlirgo | Ln (fo1;7,y) — foa (xyy)Hp =0

elde edilir.

f20 (z,y) = 2% ve fo2 (z,y) = y* olmak iizere

9(z,y) = fao (z,y) + foz (7,v)
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fonksiyonu igin,

1+ 2% +y°
Ln 3 Ly = ) - 1 5 ]-7 ]- - )
(g5, y) g(z,y)+ a2 lg(r+1y+1)—g(z,y)
1+ 2%+ 92
= g(:v,y)+W[fg,o(:v+1,y+1)+fo,2(a:+1,y+1)
— fao (x,y) + foz2 (z,y)]
1+2° +9° 2 2 2 2
Ly (g;2,y) —g(2,y) = W[(%Ll) +(y+1)" = 2" -y
1+ 2% +4°
_ gt TY 1
olup,
LTL ;':C7 - x, 2
L (g5 2, y) — g (2, 9)] _ y+ o+ 1]
p(z,y) 1+ 4n?

olarak yazlabilir. (z,y) € A, oldugundan

Ln(gi2y) —g(a,y)] _ 2(n+1)

Ssu
xzo,;]}jzo p(x,y) ~ 1+44n?
Ln y Ly - )
lim sup |Ln (g:2,9) =g (2. 9)| _
=00 ;50,4 >0 p(z,y)

olup,

nh_)rglo [Ln (f20 + fo2i2,y) = (f20 (z,9) + foz (z,9))]], =0

elde edilir. Bu durumda istenilen ifadeye ulagilir.
[ (z,y) = (:C2 + yz) cosm (z + y)
fonksiyonunu gozoniine alalim.

1/ (@y)| = |2* 4P| |cosm (z 4 y)]

< (@492 +1)
olup, p (z,y) = (#* + y* + 1) oldugundan

|f* (z, ) < p(z,9)

108



olarak yazlabilir. Bu durumda f* (z,y) € C, (R3 ") olur.

1+x2+y2

Lo (f52y) = ff(zy) = W[f*(JEJrl,erl)—f*(%y)]
- Ti—z—;ﬁ[((x—i—1)2+(y—l—1)2)cos7r(x+y+2)
— (x2 + y2) cosm (r + y)]
= 1—1’—4%—4—;23/ [((z+ 1)° + (y + 1)2) cos T (x + y) cos 2w

— (@ + 1)+ (y+ 1)2) sinm (z + y) sin 27

— (2* +y?) cos (z + y)]
1+ 2% +y°

= e U@+ )+ )% cosm(z+y)

— (2* +y?) cos (z + y)]
B 11::?—4;:23/{[(x+y)2—2wy—(37—1)2—(3/—1)2}
x cosT (x +y)}

> 141—43?4;’;2?/ {[-2zy — (z—1)° — (y—l)z] cosT (z+y)}

olarak elde edilir. (z,y) € A, oldugundan

Lo (f552,y) = f* (@, y)| 1

p(z,y) — 1+4+4n? ‘—ny_ (z — 1)2 —(y— 1)2| |cos (z + y)|

1
= 1oz [2zy + (z — 1D+ (y — 1)2} lcosm (x + y)|

1 Y 2
> T2 2xy+<§—1> +<§—1> lcosm (z + y)|

\ Ly (f*52,y) — [ (z,9)] - m2 — 20 + 2

Ssu
2090 p(z,y) - 1+ 4n?
olup,
Lo (f*2,y) —
lim  sup Lo (f529) = [ (zy)l (1
=00 4:>0,4>0 p(z,y) =

elde edilir. Bu da f*(z,y) € C,(R; ") fonksiyonu i¢in yakmsakhgm gergeklen-

medigini gosterir.
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5. IKi DEGISKENLI FONKSIiYONLAR iCiN BERNSTEIN-CHLODOWSKY
POLINOMLAR DiZiSi iLE YAKLASIM

5.1 Ucgensel Bolgede ki Degiskenli Bernstein-Chlodowsky Tipi

Polinomlar Dizisi ve Yaklagimm

Ibikli (2005) tarafindan ticgensel bolgede iki degiskenli Bernstein-Chlodowsky tipi
polinomlar dizisi tanimlanmig ve bu polinomlarin baz yaklagim 6zellikleri aragtirilmigtir.

Tanim 5.1.1 (b,), asagidaki ozellikleri saglayan

lim b, = o0 ve limb—n:O

n—oo n—oo 1

monoton artan reel terimli pozitif say1 dizisi olsun.

Herhangi bir @ > 0 sayisi igin A, ile

A, ={(z,y): x>0,y >0,z +y <a}

ticgensel bolgesini tanimlayalim. a = b, durumundaki iiggensel bolgeyi A, ile

gosterelim.

(x,y) € Ay, olmak iizere iki degiskenli bir f fonksiyonu i¢in Bernstein-Chlodowsky

tipi polinomlar

n n—k k . .
By (fizy) = > Ch (1— - y) Ejf( n]bn,%bn) (5.1.1)
n ]:0

seklinde tanimlanabilir.
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A, tiggensel bolgesi iizerinde sonsuz mertebeden diferensiyellenebilir

f(z,y) =2+

fonksiyonuna (5.1.1) ile tammlanan polinomlar dizisi ile yaklagim yapalim.

Gergekten;
Bn (f)xay)_f(x7y) - $2+¥—|—y2+%_:ﬁ2_y2
b, — b, —
_ 2lba—2)  y(bu—y)
n n
max |B) (f;z,y) — f (z, — max +
Jmax 1B (i)~ )] = max {0 :
b2
T
olup,
2
li B (f: — = lim 2% =
8 w2k, [P (o y) = f )] = i 5, = o0

elde edilir. Bu da yakinsaklhigin gerceklenmedigini ortaya koyar.

Eger yeterince biiyiik n degeri icin A, iiggeni herhangi bir A, {i¢genini olusturursa

A, tiggeninin herhangi bir kapali alt kiimesinde
|f ()l < My (142" +37)

kogulunu saglayan siirekli fonksiyonlara (5.1.1) polinomlar dizisi ile yaklagim gergek-
lenir. Bunu asagidaki teorem ile verelim. Ayrica bu teorem Teorem 4.2'nin bir

sonucu olarak verilebilir.

Teorem 5.1.1 a > 0 keyfi sabit say1 olsun. f € C, (R3 ") ise A, bolgesi tizerinde

lim [|B}* (f;2,y) — f (2, 9)lca, =0

gerceklenir.
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Ispat: k ve m pozitif tamsayilar olmak iizere

Jom (7)) = thrm

olsun.

B;;* (f0,0;xay> =1

B (fl,o; T,y) =1z

B (for;z,y) =y

B (fa0;m,y) = 2° +

B (foz;w,y) =y +

ifadelerinin varhgini gosterelim.

foo (t;7) = 1 olmak iizere

BZ* (fo,o;l",y) =

elde edilir.

f1,0 (t§

7) =t olmak iizere

r+y
by,

floyilfl/ ch (1—

s
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J

j=0

x (b, — x)

n

Yy (bn — y)

()a i)

(5.1.2)
(5.1.3)
(5.1.4)

(5.1.5)

(5.1.6)



n n—k k k—j
B ki, Tty k il
- xa(-5) (e)zal) |
k=0 Jj=0
n n—k k . k—j
k r+y J x
er(i-5) () e ()
k=0 n §=0 n
" la+

seklinde yazilabilir. Simdi sirayla I ve Iy ifadesini hesaplayalim.
"k x4+
L = —Ck(1-
N
k=0
N
= b —C*
>3 ncn( )
n—k k
- + vy Tty
- ey ( ) ()

(n—1)!
= b 1
nz n—k! k—l)!(

B n—l x—i—y T+y i
- 3 o ( ) (S~
+

n—1 +y
k:O "

olur.

15 ifadesi igin

113




olmak iizere

olur. I, ifadesi I,

I =

de yerine yazilirsa

2:%%%

k

r+y\* ozt
by, by,

kow(x+y kot 1_w—|—
n " by, by,
k wfrty i LTt
n " b, b,
(n—1)! Tty
(n—K)!(E=1!\ b,
k
k Tty Tty
i (5) (-
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bulunur. [; ve I, ifadeleri B}* (f10;x,y) ifadesinde yerine yazilirsa

B, (fio;z,y)=c+y—y==2

olup, istenen ifade elde edilir.

fo1 (t;7) = 7 olmak iizere,

n Py n—k k ] o k—j y J
By (fopsw,y) = ZCS (1 ) ) Z <ﬁbn) Ci <b_) (b_)

k=0 7=0

olarak yazilabilir. Burada

BZ* (fO,l;%y) =1

oldugundan

B (for;2,y) =y

olur. O halde istenen ifade elde edilir.

f2.0 (t;7) = ¢* olmak iizere

By (faosz,y) = ic’“ -2ty n_ki ko, 20]’ EAN
n 2,07$,y - n bn . n n k bn
k=0 7=0
n n—k k 2 ' k—j
- Y-t Ko oo (Z Y
by : n b, b,
k=0 Jj=0
n n—k k 2 k
T+y ~ [ bn x
() () e )
k=0 " j=0 n
n 1‘+ n—k k . 2 ) T k—j
() X0 al) (
— by, s n by,
= P-2R+ P

seklinde yazilabilir.
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Esitligin sag tarafindaki Py, P, P; ifadelerini sirasiyla hesaplayalim.

Py

n k 2 i Tty n—k k ; o k—j y J
¥ () et (-50) xals) ()

k=0

k=1 nn " b”l bn
Ny r+y\" " (r+y

Y —CF(1-
() ()

() S e () (Y

b (x;y>i(k_i)ﬂ<n—(z>7<?'— (-5 (5

P e e ) (5
Yy

(= :; v’ Zi: 0 —(Z)!_(l?!_ 5 (1 B J:bn y)nk (x;y)k2
() St (-5 ()

1
(l‘ + y)Z B n—2 N B T+ y n—k—2 T+ y k
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olarak bulunur.

n T+ n—=k
pFZo;;(l_ .
k=0 "

olarak yazilabilir. Burada

k e\ y J
n-va(i) ()

olmak iizere

n—k 2 k-1
B k r+y bn, Y\ [(z+ty
poe () e () () (5)
by, ok c4+y\"" (z+y\"!
— ﬁka o <1 » ) b
b Z n—l LTty ok
N —1)! bn
n—k—1 k
by, T+y rT+y
= = k ner (11—
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bn k r+y okl r+y k
n 1—
Y kz_% Cna b ) b
bn n—1 i T+ y n—k—1 T+ y k bn
— Eyz ]{?Cn 1 (1 — bn bn + Ey
k=0
bn n—1 n—k—1 k bn
_ oy, kCE 1_x+y T4y + 2y
k=1
n—1

olmak iizere

ifadesini gozoniine alalim.

k k—j J
_ Z 20 [ L Yy

- ]Z;J(k—p?‘u —1)! <b_) (bi)
- kI —(l;)!_é)!— ] (bi) (bi)
_ kz G-+ G (bf) (L)
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olur. Bu ifade P; de yerine yazilirsa
n T +y n—k
Py = crh(1-—
et |

k-1
y (r+y
k=
()

DG

_ <%>2§k(k;—1)0,’§ <1— x;:y
Qg )
Bl (5
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2 =) (k—2 b
+b— (n —1)! LTty RSN
Y =Rk — )] b b
 n-—1 2”_20k LTty R ey \F
- on n2 b, b,
k=0
bn n—1 . $+y n—k—1 $+y k
S (-52) (52
k=0
n—1, by
- v+ =y
n

olarak bulunur. Hesaplanan P;, P, ve Pj ifadeleri B}* (fa0;x,y) esitliginde yerine

yazilirsa
o n—1 by, n—1 by,
By (fapsa,y) = (fv+y)2+—(fc+y)—2< >y(x+y)—2—y
n n n n
n—1, b,
+ Y+ —y
n
x (b, — )

elde edilir. Bu da istenen esitliktir.

foz (t;7) = 7% olmak {izere

*(fozi 2, y) = ch(1—$+y)n_k§:(ib)20j<3)k_j(ﬂ)j
’ b , n " k\ b, by,

j=0

ifadesini hesaplayalim.

Bi;* (fo,z; 5373/) = P3

oldugundan

B (foo;z,y) = Yty
y(bn_y)
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olarak yazilabilir. Bu da istenilen ifadedir.
(5.1.2) ifadesi kullanilarak

By (foo;2,y) — foo (z,y) =0

olup,

Tim (|B;" (foo; #,4) = foo (#,9)lla,) =0

gerceklenir.
(5.1.3) ifadesi kullanilarak

By (fros2,y) — fro(z,y) =0

olup,

Tim [|B7* (fro:7,9) = fro (@, 9)llga,) =0

gerceklenir.
(5.1.4) ifadesi kullanilarak

By (foxs2,y) — fou (z,y) =0

olup,

nhl{.lo ||B;’<L* (f(),l;l'ay) - fO,l (Iay)HC(Aa) =0

gerceklenir.

(5.1.5) ifadesi kullanilarak

B:L* (fQ,O;xay) - f2,0 (Jf,y) = 132 4+ — $2
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B** . o _
(.Z‘l:il)aé}za ’ n (f2,07 -CE) y) f2,0 (IE, y)l (mlzzl)ae}za -
_ aba—3)
2n
olup,
T}Ef)lo 1B (f2052,9) = foo (,9)loa,) =0
gerceklenir.

(5.1.6) ifadesi dikkate alinirsa

By (foz;x,y) — foz (x,y) = y*+ - y?

max |B’* ST, Y) — x, = ma
(w)gza| n (fozim,y) — foz (7,9)] (w)gza n

olup,

Tim B (fo2; 2, 9) = fo2 (2, 9)lloqa,) = 0

elde edilir. Bu durumda Teorem 4.3’iin tiim kosullar1 gerceklenir. O halde Teorem

4.3 geregince; f € C, (R3™) fonksiyonu i¢in

Tim 1B (f;2,y) = f (@ 9)llea,) =0

gerceklenir. Bu da ispati tamamlar.

Agagidaki teorem, sinirsiz A, bolgesi iizerinde (5.1.1) polinomlar dizisi ile 6zel bir

yaklagimin varligini ortaya koyar.

Teorem 5.1.2 Vo > 0 i¢in f € C, (R;Jr) ise

=0
n—oo (I,y)EAbn (1 + x? _I__ y2)1+a
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gerceklenir.

Ispat: Her ¢ > 0 icin z + y > a olmak iizere

1

——— < 5.1.7
1+ 22 + 42 © ( )

esitsizligini gercgekleyen yeterince biiyiik oo > 0 sayis1 secilebilir.

bn,
lim — =0
n—oo M

oldugundan (b,) dizisi stmirhdir. O halde

bn
—<C
n
olacak gekilde C' > 0 sayis1 vardir.
Ayrica
By (fizy) — f(@,y B (fizy) — fxy
wp BEUion) = fgl B (i)~ f @)
@ped,  (1+22+y?) @yer.  (1+2*+y?)
Brr 3 T, - z,
L BEGRD-SE)

(@w)ery, NA. (1 + 22+ y?)

(z,y)€A,
Byr y L, - xz,
B0 =)
(@w)er, NA. (1 + 22+ y?)
= L(f)+ I (f)

olarak yazilabilir.

Teorem 5.1.1 geregince;
lim I, (f) =0

n—oo

olur.
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Diger yandan

A

1B (fiesy)l < B (Ifl52,y)
By (My (1+°+7%);2,y)

IN

My {B (L;z y B** (t2 x y) B> (TQ;x,y)}

_ b, —
— Mf{1+ +2 )+y +%}
by, — by, —
— Mf{1+x +y° + ( x);&i—y( )}
b 2 2
= Mf{l—l—a: +y? —l——(m—i—y) vy }
2 2
< {1—|—x + ¥+ C(z+y) — x+y}
< Mp{14+22+y°+20 (2 + 4>+ 1)}
< Mp(1420) (2* 4+ y* +1)

esitsizligi gergeklenir.

M} = M; (1 +20)

denirse

1By (fiz,y)| < My (2 +y° +1)
esitsizligi elde edilir. Bu durumda

B:b* f;xay _fxay
By = s B Uns) =)

@y)er, NAa (1 + 22+ 3?)

B** .
< sp [P (f,:v,y)|+|jl‘"+(f,y)|
(2,9)E0D, \ A (14 22+ y?)
{M}(az2+y2+1)+Mf(1+:c2+y2)}

(@) €A, \Au (1422 4+ y2)" e

1
= (M;+M sup -
(a1 7) (@ )€ty \Aq (1 + 72+ y?)

< sup

olur. (5.1.7) ifadesinden Ve > 0 ve Va > 0 igin

L (f) < (M} + M) e
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gerceklenir. Buradan

lim I2 (f) =0

n—oo

olur. Bu durumda

. |B**(f§$,y)—f(l‘,y)| ) L )
lim sup n - < P
n—oo g en,,  (1+22+y2)' " el { (f) ( )}

= lim I, (f) + lim I2(f)
=0

olup,
=0

im  sup o
"0 ey, (1422 +y?)

ifadesi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

a = 0 olmasi durumunda (5.1.1) polinomlar dizisi yalnizca Teorem 4.4’tin kogullarim:
gercekler, fakat f € C, (R3 ) fonksiyonuna yakimsamay: gerceklemez. Bunu asag-

daki teorem ile verelim.

Teorem 5.1.3 fi., (z,y) = 2"y™ olmak iizere (5.1.1) ile tammlanan iki degiskenli

Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi, (k, m) € A, igin

=0

lim sup |B;.<L>I< (fk,m7x7y) _fk,m ($7y)’
N0 (zy)EA, 14+ 22+ y2

ifadesini gercekler.
Ispat: k& = m = 0 olmak iizere (5.1.2) ifadesi ve foo (z,7) = 1 esitliginden

By (foosx,y) — foo(x,y) = 0
’B:’;* (f0,0;x7y) B f0,0 ([L’, y)’

=0
1+ a2+

sup 1By (foo;2,y) — foo (z,9)] _ 0
(w9)EAs, 1+ 2% 42
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olup,
lim  sup B (fo0:2,y) — foo (z,9)]

=0
n—oo (z,y)€A,, 1+ 2 + y2

olur.

k=1, m = 0 olmak tizere (5.1.3) ifadesi ve f1¢ (z,y) = x esitliginden

By (fioiz,y) — fio(z,y) = 0
1B, (f1,0;$,y) - f10 (z,y)]

= 0
1+ 22+ 92
sup 1By (fro;7,y) — fio(z,9)] -
(z,y)EA,, 1+ T2 —+ y2
olup,
lim  sup B2 (fro:2,y) — fro(z,y)) 0
n—oo (z,y)eAy,, 1+ 2 —+ y2
olur.

k =0, m = 1 olmak tizere (5.1.4) ifadesi ve fy1 (x,y) = y esitliginden

By (foasx,y) — for (x,y) = 0
1B, (fo,l;if,y) — foa (z,y)

=0
14 22 + 42
sup 1By (forsz,y) — fo1 (z,y)] -
(@,y)EN, 14+ 22+ y2
olup,
lim  sup |Bx* (fo1;2,y) — foa (z,9)] 0
n—oo (z,y)€Ap,, 1 + I‘Q —+ y2
olur.

k =2, m = 0 olmak iizere (5.1.5) ifadesi ve fo (z,y) = 2? esitliginden

z (b, —
B:L* (f2,0;377y)—f2,0 (x,y) = 3;24-%_%2

x (b, — x)
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|By (fa0;7,9) = foo (,y)l (b —2)

1+x2—|—y2 n(1+x2+y2)
< =)
n
Sup 1By (fo0;2,y) — fao (2, )] - M
(@.y) €Ay, 1+ a2 +y?  (@w)EA,, n
bn
< 2
n
olup,
lim  sup 1By (fr032,y) — fro (2,9)] < lim bn, _0
"0 ()€, 1+22+92 =

elde edilir.

k =0, m = 2 olmak tizere (5.1.6) ifadesi ve foo (z,y) = y* esitliginden

Yy (bn — y)

B (foziwsy) — foa (wy) = P4 Lty
— ) (bn - y)
n
By (fo2i 2, y) = foa (x,9)] y(bn—y)
1422 +y? n(1+22+12)
n
sup ’ n (f0,2737,3/2) f;),z (x,y)\ < sup ( Z/)
(2.9) €A, L+2%+y (@y)€hy, T
by,
S —
n
olup,
B** . _ bn
lim sup ‘ n (fO,vaayz) f20,2 (‘T7y)’ S lim = = 0
n—00 (4 yYeA,, 1+z2+y n—0o0 1

elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanir.

5.2 Karesel Bolgede Iki Degiskenli Bernstein-Chlodowsky Tipi

Polinomlar Dizisi ve Yaklasimm

Asagida verecegimiz karesel bolgede iki degiskenli Bernstein-Chlodowsky tipi poli-

nomlar dizisinin tanimi ve yaklagim 6zellikleri, Izgi (2004) tarafindan arastirilmistar.

127



(by,) say1 dizisi
bn

lim b, =0 ve lim — =0

n—oo n—oo M,

kosullarini saglayan monoton artan reel terimli pozitif say1 dizisi olsun.

0 <z <b,, olmak iizere

> Puk(@) =1, ZPm,j () =1 (5.2.1)

ZZ@W (z,y) =1 (5.2.2)

seklinde tanimlansin.

n

B (1) = Zf(alxwl by + By, ) W ) (523)

k=0 7=0

ile iki degiskenli Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisini verelim. Burada a; >

0,8, >0, a; + 5, =1; i = 1,2 geklindedir.

Lemma 5.2.1 (5.2.3) ile tamimlanan polinomlar dizisi

Bum (Lz,y) = 1 (5.2.4)
B (ti;z,y) = (5.2.5)
B (ta;1,y) =y (5.2.6)
By (6] +t3;2,y) = 2°+y*+ 7 (b >+/3 (Ty) (5.2.7)

ifadelerini gercekler.
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Ispat: ty, ty € [0,b,] olmak iizere

f(t1,t2) =1 igin (5.2.2) kullanilarak

n

B (1;3,y) = Em:cp’” =1

elde edilir.

f (t1,t2) = t1 icin (5.2.1) ve BP (t;2) = x esitligi kullamlarak

Bym t1; @, - —by, ¢kJ
wltien) = 23 (anrt 650, ) 0, (0

k=0 j=0
= S (o 8,58, P ) S Py ()
1nn n, ' m,]
k=0 7=0
= x

elde edilir.

f (t1,t2) =ty icin (5.2.1) ve B2 (1;y) = y esitligi kullanilarak

By (ta;2,y) = ZZ(azy+Bz—b ><I>'” (,y)

k=0 j5=0

- (azy+62—b) ZPM )

Il
<@ .

elde edilir.

f(ti,t2) = t2 + 12 igin B> (t%2) = 22 + 62@ esitligi kullamlarak

n m k 2 . 2
Bu (B4 i0) = 323 [(alxw%bn) (-t 5220 ] B, (2.1)

k=0 j=0
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n 2

ko\? = ‘
= (04117 + /Blﬁbn> Pk (z) + Z <042y + BQ;Tme) P (y)
=0

k=0
(bn — ) (b — )

T
= P4+ 4 + 637

elde edilir. Bu durumda istenen ifadeler elde edilmis olur.

Agagidaki teorem, (5.2.3) polinomlar dizisi gozoniine alindiginda Teorem 4.2 ve Teo-

rem 4.3’iin bir sonucu olarak verilebilir.

Teorem 5.2.3 D,, = [0,a] x [0, b] olmak iizere f € Cy (Dy,) ve f € C, (Dgp) ise Dy

tlizerinde

m—0o0

esitligi diizgiin olarak gerceklenir.
Ispat: Lemma 4.2.1 kullamlarak

dim [|By (L2,y) = U gp,) = 0

m—00

lim || By (t1;52,y) — 2llop,,) = 0

n—oo
m—0o0

lm || Bm (t2;2,9) = yllep,,) = 0

i {| B (8 + 83:2,9) = (@ +97)|op,,y = O

m—00

elde edilir. Teorem 4.0.3 geregince f € Cj, (D) igin ispat gergeklenir. Teorem 4.0.2

geregince de f € C, (D) icin ispat tamamlanir.

Simdi (5.2.3) polinomlar dizisinin f € C, (R;ﬂ fonksiyonuna olan yaklagim hiziyla

ilgili bir teorem verelim.

Teorem 5.2.4 f € C, (R3") ise V (z,y) € D,, olmak iizere yeterince biiyik n ve
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m degerleri i¢in

| B (f52,9) — f (2,y)] < Cw, (f;

gerceklenir.

Ispat: (5.2.3) polinomlar dizisi icin

k . .
UR (t) = ant 4 By b, ve V3 () = st + ﬁ%bm

kisaltmalarini kullanalim. (z,y) € Dy icin A" =1+ A ve B' = 1 + B olmak iizere

Ey

{(k,5): Uk @)= AV,
{(kg): Uk @) <AV
{(k,5): Uk (@) 2 AV,
{(k5): UF @) <AV,

kiimelerini tanimlayalim. Tanimlanan kiimeler yardimiyla

|Bum (f52,9) — f(2,9)]

seklinde yazilabilir.

n

5>

k=0
(k’J)eEl

(kz.])eEQ

>
k=0
(k7])€E3

Z | (U (), V2 (v) = | (z,9)| @57, (x,y)
+ 3 M FUE @) VW) - f ()] 98 ()

DN (UL @), Vi ) = f (e )| 03, (2. )

+ Y Z |F(UF (), V2 () = f(2,y)| @57, (,y)

=0 ¥
(kvj)€E4

= L+ I, L0, + I

,m
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Simdi L(l}?)n, Lfm, In?m, Inﬁ)n ifadelerini sira ile ele alalim.

1), igin f € C, (R3) olup, |f (z,y)| < My (1+ 2* + y?) kosulu saglandigindan

|f(UX (). V() — f (2,9)]

IN

M, [2 + (UF ()" + (V2 (y))Q]
M; [2 + (UF (@) = 2)* + (Vi (y) - v)°
+ 20 (UF () — 2) + 2y (V3 (y) — v)
+2 (22 +y%)]

My [2+ (U (2) = 2)" + (Vih (5) - v)

+ 2z }U,]f (r) — ZB‘ + 2y ‘V,fl (y) — y|

IN

2

IN

+2 (" + )]

yazilabilir. (z,y) € Dg, ve (k,j) € E i¢in

UK (z)—2|>1 ve |V)(y)—y|>1 (5.2.8)
oldugundan
UE (@) — 2| < (U @) —2)"+ (Vi () — )’ (5:2.9)
Vi) -y < (UF@) -2)"+ (Vi) -v)° (5.2.10)
olup,
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= M; [3+2m+2y+2(m2+y2)]

X [(Uff (x) — x)2 2]
< 4My(2x +2y +1)° [(U + (Vi () —y)Q]
< 4M;(2a+2b+1)° [(U ) + (Vi () — y)z}

olarak bulunur. C; = 4M; (2a + 2b + 1)* denirse

(05 @)V 0) = )| < (050 =0+ (V) —0)"] (520)

elde edilir.

Lemma 4.2.1 kullanmilarak

ZZ[(US(QJ>—$)2+(Vé(y) v)’] @k, (ry) = %:v(bnn—xu gy(bn;n—y)

b,
ta + 52[7_

by

< (/31a + 5217) (gn + E)

olarak yazilabilir. Bu durumda Cy = (ﬁ%a + ng) denirse

I < G (b—n + b—m>
’ nom

elde edilir.

IT(LQY)n icin (z,y) € Dy ve (k,j) € Ey olmak iizere (5.2.8) gegerli oldugundan (5.2.9)
ve (5.2.10) esitsizlikleri saglanir. Bu durumda (5.2.11) ifadesi yine gegerli olup,

[r(fr)n <y (b—n + b—m>

n m
elde edilir.

113, igin (2, y) € Day ve (k, j) € F5 olmak iizere (5.2.8), (5.2.9) , (5.2.10) esitsizlikleri
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gecerli olup, (5.2.11) ifadesi saglandigindan

]7(5’7),1 <y (b—n + b—m>

n m

elde edilir. Bu durumda

by b
I + 18 + I8 <30, (— + —)

n,m n m

yazilabilir. b;" + % — 0 (n,m — o0) oldugundan yeterince biiyiik n ve m degerleri

icin %" + bﬁ < /b 4 b olur. Tam siireklilik modiiliintin 2.2.6 6zelliginden Cy, f

_m
m

fonksiyonu ve 4/b + ﬁ ifadesine bagl olmak iizere

b,  bm bn, bm
w2<f; E+—><C —

elde edilir.

I8, i¢in (z,y) € Dgy ve (k, j) € E4 olsun. Tam stireklilik modiiliiniin 6zelliklerinden

(U5 VA 0) = £ )] < (i) [1 502 ) = 2+ (V) =)'

esitsizligi yazilabilir. Cauchy-Schwartz esitsizligi ve Lemma 4.2.1 kullanarak

o < ii{”w {1+—¢ + (VA () - y)QH
Xyt (2,y)
= wn(fidum) |14 =30 YO @) =0+ () = 9) P o y)]
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< a1+ 5;J:Oi[wﬁ (@) 2 + (Vi )~ )"] @ (2.0)
= w2 (fi0nm) L 5;\/6%37(()"”_ 2 4 g y>]

< wﬂfﬁmd—i+5imv%%€§+6%@2]

< (i) |15 5B o %ﬁ]

seklinde yazilabilir. 6, ,, = 4/ %" + %’" olarak secilirse

L&§<HwW@+@ow(ﬁV%+%)

elde edilir.

Bu durumda C' = 3% + (1 ++/Bia + B3b ) alinirsa

esitsizligi elde edilir.
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