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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
FONKSIYON YAKLASIMLARI VE CESITLI BAGLAYICI FONKSIYONLAR

Elif DEMIRCI
Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dalt

Damgman: Yrd. Dog. Dr. Nuri OZALP

Bu tez dort béliimden olugmaktadir. Birinci bdliimde, tezde ele alinacak problem
tanimlanmugtir.

Ikinci bsliimde, polinom interpolasyonunun dzellikleri verilmis, interpolasyon
polinomunun gesitli formlan tanstilmigtr.

Uglincti baliimde, baglayic: fonksiyonlar teorisi fizerinde durulmugtur. Ayrica baglayict
fonksiyonlan elde etmeye yonelik baz algoritmalar verilmigtir.

Dordiinct bsliimde ise baglayic: fonksiyon uzaylarmn bazlar: olan B-baglayici
fonksiyonlarn 6zellikleri verilmigtir.

2005, 63 Sayfa
ANAHTAR KELIMELER: Lagrange interpolasyon polinomu, Newton interpolasyon
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Master Thesis
APPROXIMATING FUNCTIONS AND SOME SPLINE FUNCTIONS

Elif DEMIRCI
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Supervisor: Asst. Prof. Dr. Nuri OZALP

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, the problem that is handled in
the thesis is defined.

In the second chapter, the properties of polynomial interpolation are given and some
forms of interpolation polynomial are introduced.

In the third chapter, the theory of spline functions is introduced and some algorithms for
obtaining spline functions are given.

In the fourth chapter, the properties of B-splines which are the basis of the spline spaces

are given.
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FONKSIYON YAKLASIMLARI VE GESITLI BAGLAYICI
- FONKSIYONLAR

1. GIRig

Fonksiyonlarm bir bilgisayarda temsil edilme problemi, problemin dofasmna gore
gesitli formlar icermektedir. Bir fonksiyona ait
2“2:01321'22'...‘33”

’yuyoiyl'sz---lyn

nitmerik deferlerin verildigini kabul edelim. Bu veriye ait {i¢ temel soru karsimiza
gikar:

1. Verilen defferlere uygun basit ve kullamgh bir formiil bulmak mitmkiin miidiir?
2. Ikinci problem, birincinin aymisidir fakat veriler (fiziksel deneylerde oldugu gibi)
olgim hatalan igermektedir. Bu durumda, milmkiinse hatalari yok edecek gekilde,
verileri yaklagik olarsk temsil eden bir formill bulmak miimkiin midax?

3. Bir f fonksiyonu, muhtemelen bir bilgisayar alt programu olarak verilmektedir.
Fakat, bu fonksiyonun hesabi “pahaly” olmaktadir. O halde, bu fonksiyona yeterince
uygun yaklagan daha, basit bir fonksiyon bulmak mimkiin miidtir?

Bu tip problemler, temsil edilen fonksiyonun tipine gore (Gzellikle veri sayisma gbre)
degiigik yaklagim analizleri gerektirmektedir. Bu ¢ahgmada polinom interpolasyonu
ve baglayici fonksiyon interpolasyonu ysklagimlan incelenecektir.



2. POLINOM INTERPOLASYONU

Tanun 2.1. 7+ 1 tane (z;,3;) veri noktalapmm bir tablosu verilsin. p(z;) =
%, (0 €7 < n) kogulunu safflayan en kiiglik dereceden p(z). polinomuna tablonun
interpolasyon polinomu ( veya, tabloyu interpole eden polinom) denir.

Asafhdaki teorem, interpolasyon polinomunun varhgo: (ve tekligini) ifade etmekte-
dir.

Teorem 2.1. Kabul edelim ki, bir fonksiyonun =5, 2;..., £, farkh reel sayilarina
kargibik gelen defierleri yo, g1, -, Yo Olsun. Bu durumda

Pol(zd) =9, (0<i<n) @21

kogulunu sagflayan ve derecesi en fazla n olan bir tek p, polinomu vardx.

ispat. Oncelilde tekligini ispatlayalim. Kabul edelim ki p,, ve g,, bu kogulu saglayan
ve dereceleri n den kilctik veya &q'it.olan iki farkli polinom olsunlar. Bu durumda
Pr. — o polinomu, (p, — ¢.) (z:) =0, (0 < i < n) esitligini saflar. Bu polinom efer
0 polinomu degilse, derecesi en fazla n olabileceffinden en ¢ok n tane sifin vardir.
Fakat, z; ler birbirlerinden farkh olduklerindan p,, — g, polinomu n + 1 tane sifira
sahip olup, bu bir ¢eligkidir. O halde p,, — ¢, =0, yani p, =g, dir.

Teotemin varhk lostmmn ispata igin ise timevarim yontemini kullanacafz. fspat
aynt zamanda polinomun olugum algoritmasimt verecektir. n = 0 igin, g (zo) = yo
olacak gellde sabit bir py polinonu segilebilir (Srnefin, po(z) = yo ). Pe-1 (=) = w
kogulunu saglayan, derecesi en fazla k — 1 olan bir p,_; polinomunun var oldugunu
kabul edelim. Timevarun argiman nedeniyle,

e () = pra (z) + ez — 20} (z — 1) ... (B — T41)

formunda. bir p; polinomunun var olduffunu gostermeliyiz. Burada. p; polinomunun
derecesinin k oldufu agikfir. Ayrica p,; polinomunun interpole ettiffi verileri py
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polinomu da. interpole eder ¢link,
Pel(z) =pe1(m) =9, (0<i<k—1)
esitligi dogrudur. O halde pi(z),
e (Ze) = e = P (Z) + (2 — Zo) (Tx — 71) .. (B — Tay) (2.2

esitliginden c sabiti tek tirli belirlenerek elde edilir. { z; ler birbirlerinden farkl
oldugu i¢in ¢ nin dniindeki carpanlar sifirdan farklidw.)

Ispattaki olugum geldi p; polinomlarimn ardigik olarak elde edilebilecofini goster-
mektedir. Bu durumda her bir p, (k =0, 1, ..., ) polinomu

i (2) = o+ (z — zo) + 2 (% — To) (& — 1) + ... + G (T — T0) ... (T — k1) (2.3)

formunda veya kisaca,

i—1

k
@) =) alfE@—z)
=0 j=0

-1 '
formunda yazilabilir ( H‘("‘ —z3) = 1 oldugunu kabul ediyoruz) . (2.3) ifadesinin

J=0
ik birkag durumu;
n(E) =
n(z) = ctals-x)
n(7) = atel{r—z)+alz—n)(z—2)

geklinde olup ¢; ler ve dolaym ile pi(z) ler, px (z:) = %, (0 <7< k) interpolasyon
kogullar: kullamlarak ve p(zo) == ¢o = gy dan baglanarak ardigik olarak elde edilir.

2.1. interpolasyon Polinomunun Newton Formu

Tanum 2.2. Yukandaki formda elde edilen polinomlara Newton interpolasyon poli-
nomlar: denir,



Simdi Newton interpolasyon polinomlarm elde etmek igin agafrdaki algoritmay vere-
biliriz: d; = £—z; olmak Uizere, ¢, €1, --- Ck katsayilannin bilindigi varsayiirsa, pr (=)
polinomu,

k -1
U= Zq de = cg + €1do + Cadods + .. + Crdlody..dk-1
il

§=0
ifadesinden veya bilgisayar hesap huznt artirmak igin icice formda
w = (.. (((cx) di—1 + €6—1) di2 + crg)di—a+..+e)do+ o
ifadesinden hesaplanabilir. Boylece, parantez icindek ifadeleri en igteki parantezden
baglayarak sirasiyla %k, k-1, ---5 %0 ile gBsterirsek,
U — Gk

Ugy —— Updg-y + Ce-1

u — wdp+co

ardigtk hesaplamalanm yapmaliyrz. Tablo defferleri verildiginde, (2.2) den ¢ = ¢
deperleri hesaplanirsa,

Co = Yo,

e — Pi—1(%x)
(.'ck — 20) (zg —_ 31)...(:0]3 — z;._l)
olup, boylece Newton interpolasyon polinomunun katsayilarim bulmak icin agafidaki
algoritmay: verebiliriz:

C = k=12,.m

e

for k=1 to n do
de— zp ~ Tpmy

U+ Cg—1

for i=Fk—2 to 0 step —1 do
e u (T —3:) + G

d — d{z; — )



end do
o — (Y —u)/d
end do

Ornek 2.1.
p3(z) = 42 + 3527 — 84z — 954 (24)

polinomunun 4 noktadaki tablo degerleri

o5 |7 -6 |o
TREIEAE

(2.5)

olup, yukandaki algoritma, ile ¢ lar hesaplanirsa ¢ =1, €1 =2, s =3, ¢ =4
bulunur. Bdylece bu tablonun Newton interpolasyon polinomunu

p(z)=14+2(z~58)+3(x—-8)(z+7+4{z—-5)(z+T7)(z +6)

geklindedir. Bu polinommum, teklik nedeniyle (2.4) e denk oldugu agiktur.
2.2. Interpolasyon Polinomunun Lagrange Formu

Bu kisimda,

IEIEAEI LS

y s |m|nl|wm
tablosununun interpolasyon polinomu i¢in alternatif bir form elde edecegiz. Teorem
2.1 den tablo degerlerini saflayan ve derecesi en fazla n olan tek bir polinomun var
olduunu biliyoruz. Bu nedenle burada interpolasyon polinomumn sadece algoritmik
agidan farkh bir gosterimini elde edecefiz. Interpolasyon polinomunun

P(2) = yolo (z) + 1 () + .. + Wb (2) = Y wiki () (26)
=0

formunda yazildigin kabul edelim (Akm 1998). Burada Iy, , ..., , fonksiyontar1 zq,
zy, ..., Tn, Nokislarma bagh olup, yo, ¥1,.-, Y ordinatlarma bagh defildir. 4 yinci
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pozisyondaki 1 disinda. ordinatlarn hepsi sifir olabileceginden
8y =pa (@) =Y el () = ) Susle (z5) = Ui (=)
k=0 &=0

oldugu goralir. (Burada 8 ; k =i igin s = 1 ve &k # j igin 6 = O ile tanumh
Kronecker deltasidir.) Bu &zellige sahip polinomlarin bir kiimesine kolayhkla ulagila-
bilir.

lo 1 gbz Bnline alalm. Bu polinom n. dereceden olmali ve %y, z, ..., Z, noktalarinda
{nodlarmda) sifir defferini, zp noktasinda da 1 deferini almalidir. x,, x5 ..., o, ler l
m kokleri oldugundan I agaghdaki formda yazlabilir:

lo=c(z—z1)(x—22) ... (z — ) =cﬁ(m—x,~).

=1

¢ defferini belirlemek igin z yerine z, almrsa,

1=c]] (@ -2
=1
ve bdylece
c=]l@—-=)"
=1
elde edilir. O halde,
n
T —Z;
b =]=2
j1_=Il Ty — T

olur. Benzer gekilde differ [; ler elde edilirse genel olarak

n ‘
zT—Z; ,
‘ = —_— i< .
li(z) H:c;—z_,-’ 0<i<n (2.7
=0
I

olur. g, 71, ..., £, noktalan icin bu polinomlar kardinal fonksiyonlar olarak bilinirler.

Tanum 2.3. [;(z) ler (2.7) ile tammh kardinal fonksiyonlar olmak tizere (2.6) formuna
interpolasyon polinomunun Legrange formu denir.
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Ornek 2.2. (2.5) tablosunun interpolasyon polinomunun Lagrange formunu bulahm.
Li() leri hesaplarsak
(z+?)(z+6)z
B+7({(5+6)5
(z—5){z+6)z
(~7-8){(-=74-6)(-7)
(z-5)(z+Nz
(-6 — 5) (—6 +7) (~6)
z~85)(z+7N(z+6
be) = ((0-5; §0+7;é0+6))
olarak bulunur. Baylece, interpolasyon polinomu

lo (I) =

I (.’B) =

lz (1‘) =

p3(z) = lo (z) — 231, () — 54 (z) — 95415 ()
olur,
Interpolasyon polinomlarmm farkh gosterimleri algoritmik agidan defigik avantajlara
ve dezavantajlara sahiptir. Omefin interpolasyon polinoru,
Pn(2) = a0 + 61T + ag2® +- ... + aya®

Klasik formunda elde edilmeye gahsihrsa, interpolasyon kogullar: Polzs) =y,
0 £ i < 5, kullamidianda, n + 1 denklemli

( 1 = =g .. z¢ [ao {?lo
1 =z 2 .. 0 %
1 z, 23 .. =3 % |l=|®

| 1 oz o2 2 | e ]| [

sistemi elde edilir. Bu sistemdeki katsayilar matrisi Vandermonde matrisi olarak
adlandmbr. Teorem 2.1 nedeniyle sistemin tek bir ¢lztimil var olduffundan katsayilar
matrisi singiiler deildir, fakat bu matris genellikle kitii kurulumly olup bilgisayar
GOztimleri go¥u zaman duyarsiz olmaktad (Gautschi 1984). Ayrica bu sistemden
¢oziimleri elde etmek oldukga zaman almaktadr. Bu nedenle by yaklagim algoritmas:
kullamgh degildir,



Effer (2.6) Lagrange formunda z = z; alimirsa, bu durumda

[ bo(z) (@) -~ k) | [w] [ e
Iiz)) hLiz) .. () % p(z1)
lo(za) lize) ... l(zr) v | = | p(z2)

! lo(l‘n) ll(zn) Yoo ln(xn) ] Yn L P(-'En)

lineer denklern sistemi elde edilir ki burada katsayilar matrisi birim matris olup,
sistemin gozim@t y; = p(z;) dir, yani

ple) = 3 p(El(a)
=0

dir. Nimerik acidan Newton formu en iyi form olarak goriinnektedir. Fakat, effer
farkh y; degerler seti igin hep aym sabit =; degferler seti kullaniliyorsa bu durumda,
Lagrange formunu kullanmak daha avantajli hale gelir. Ctinkd her tablo i¢in kardinal
fonksiyonlan hep aym kalmaktadir. Newton formunun bir bagka avantaj, efer in-
terpolasyon problemine daha. fazla veri noktam eklenirse, o ana kadar olan katsayilar
aym kalacafindan, yeniden hesaplanmalan gerelanez. Sadece yeni noktalara kargilik
gelen ¢; degerlerinin hesaplanmas: yeterlidir (Werner 1984).

2.3. Polinom Interpolasyonunda Hata

Teorem 2.2. f, C™[a,b] de bir fonksiyon ve p de f fonksiyonunu {a, b} de (n + 1)
farkh z,%,...,Z, noktalarmda interpole eden derecesi en fazla n olan bir polinom
olsun. [a,b] deki her  igin (a,b) de bir £, noktas: vardir dyle ki,

1

1@ =20 = G

Al A § (EEE) (28)

dir (Akan 1998).

Ispat. = € [a,b] alahm. Bu x noktas: z; lerden biri ise, (2.8) egitlifinin her iki tarafi
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da sifir olur. Kabul edelim ki z, z; lerden biri olmasmn.
w)=[¢~z), ¢=Ff-p—o-
s

ve A, ¢(z) = 0 olacak gekilde bir reel sayi olsun. Buradan,
e {E) —p(2)

w(z)
dir. Simdi, ¢ € C™* [a, b] olup, (n + 2) tane z, z, &y -.., Tp, noktasinda sifir defferini
alr. Boylece, Rolle teareminden ¢, (a,b) araliginda en az (n + 1) farkh sifics; 4,
{(a,b) arahfinda en az n tane farkl snfu'a sahiptir. Bu sekilde devam edlhrse, ¢('=+1) :
(a,b) ﬂl'allﬁmdﬂenazbtrtaneﬁzsxﬁnnasahmm

¢(n+1) = Y _ b)) et FOH X (n+ 1)1

olup,
=4 (€)= £ €) — e D= £ €) - (n-+ LR
ve bylece,
t@-p =L Eu
elde edilir.

2.4. Chebyshev Polinomlan -,

Chebyshev (1821-1894), (2.8) egitliginin sof yaimmn, nodlesn teel segimi ile yete-
rince kﬂqﬁk ha.le getirilebilecefini gﬁsterm:gm- Iglemler mrasmda ortaya. qilkan poh— :
nomlar, bu nedenle Chebyshev polmomlan olarak adla,ndmhr Bu polinomilar, Cheby-
shev'in bn: bithar lokomotlﬁndekl sizantl hareketi iizerinde yaptigx calismalar sirasmda,
elde edﬂmug olup, o gﬂnden ben oldukqa. fazla Gzelhklen kegfedilmigtir ve uygula-
mal matana.txkte Snemli brryertutmaktadxr (Riviin 1%0) Simdi, oncelikle bunlarm
tammlarm ve temel Gzelhklenm hatirlatalim. (Birinci gegit) Chebyshev polinomlan
a.rd1§1k olarak a.sagxdakl g1b1 tammlawr:

, hif@)==
22T, () — i () m21)

To ()

) Ty (z)

n



Boylece, ilk birkag Chebyshev polinomu
Ta(z) = 2°~1
Ti(z) = 42° -3z
Ty(z) = 82* -8z +1
Ts(z) = 162 — 202% + 5z
Te(z) = 322° 48241822 —1

geklindedir. Simdi Chebyshev polinomlarinin 8nemli birkac dzelligini verelim.

~" Teorem 2.3. [—1,1] aralifandaki z ler i¢in Chebyshev polinomlar,
T.(z)=cos(ncos™'z), (n20)

kapah formuna sahiptirler (Akin 1998).

Ispat. Kosinis fonksiyonunun toplam formtild
cos(A+B)=oosAoosB-—sipAsinB
kullambirsa
cos(n+1)8 = cosfcosnd —sinfsinnd
cos(n—1)8 = cosfcosnd + sinfsinnd
olur. Bu iki denklemin taraf tarafa toplanip yeniden dizenlenmesi ile
cos(n +1)0 = 2cosnf cosd — cos(n — 1) ¢
elde edilir. § = cos™ z veya £ = cos 6 olmak tizere, f, (z) = cos (r.cos™ ) = cos (nf)
dersek,
fo(g) = cos(0)=1
fi(z) = cos(cos™z) =z
fara(z) = cos((n+1)cos™2)
= 2cos(ncos™ z) z — cos ((n— 1) cos™ z)
= 28fa(2) ~ fa1(z) (n21)

10



elde edilir ki bu da hér nigin f, = T;, demektir.
Bu teoremden agafidaki sonuglar elde edilebilir:
Sonug 2.1. |[T,(z)| <1, (-1<z<1)

Sonug 2.2. T, (cos %) =‘(—1)f (0<ji<n)

2 -1
2n

Sonug 2.3. T;, (cos w) =0,{1<j<n)

En yiiksek dereceli teriminin katsayis bir olan polinoma monik polinom dendigini
biliyoruz. Chebyshev polinomlarmn tanmundan, Tr(z) in en yiksek deveceli teri-
minin katsayis1 2°* dir. O halde, n > 0 igin 2'"7T;,(z) bir monik polinomdur.

Teorem 2.4. Eger p, n. dereceden bir monik polinom ise,

ollo =z o (a)] 2 24"

Ispat. Kabul edelim ki [p(z)] < 2'", (jz| < 1) olsun. g = 21T, ve z; = cos (in/n)
diyelim. ¢, n. dereceden bir monik polinomdur,
(-1'p(@) < lp(@)l <2 = (1) g (=)
yani,
(-1 la(z) ~p(=)} >0,(0<i<n)

yazabiliriz. Bu durumda, g—p polinomu [—1, 1] arab¥nda (n + 1) kez igaret defigtirir.
Yani bu fark polinomunun (—1,1) aralifmda n tane kokfi olmalidir. Ancak bu
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mimkin defildir; ¢lioki ¢ — p bolinomu en fazla (n ~ 1). dereceden olabilir. (Her
iki polinom da monik olduldarmdan farklarinda z® L terim bulinmaz.) O halde
kebultimilz yanbstir, teoremin iddias: dogrudur.

2.5. Diigtimlerin (Nodlatin) Segimi

Teorem 2.2 de interpolasyon noktalarimin (dfigtmlerin) [—1,1] arahffinda oldugunu
kabul edelim. Bu durumda, £, de (-1, 1) aralifinda olacaktar. Boylece,

max|f (z) — p(z)| < H(”"z‘)l

| <1 - (n+1)! ]z|<1 lf( Ml)( )l leist

olux. Teorem 2.4 ten

-2

RISt [
yazabiliriz. 2" minimum deferi, ancak [I}., (z — #;) m 75,41 in bir monik carpam
olmas: halinde saflanr. Bu garpan da 2Ty, dir. Bu durumda z; noktalari, Ty
in kokleri olurlar. Bu z; noktalan gbyledir:

241 .
== . <i<n).
z cos(2n+27r) (0<ign)

22

Dikkat edilirse herhangi bir [a, b] araliffindaki dtigiimler

a+b b—aws 2i4+1
2 2 2n 4+ 2

1r), (0<i<n)

Ty =’
_basit donigtimii ile elde edilebilir. Bu bilgilerle asathdaki teoremi verebiliriz:
Teorem 2.5. Effer z; digmleri T,y Chebyshev polinomumm kelleri ise, Teorem
2.2 deki hata formild ( || < 1 igin),

I @) ~p@) < gy e )
geklini alr (Akm 1998).
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2.6. Interpolasyon Polinomlarmn Yakmsakh

{a, b] arahgnda tammb bir f fonsiyonu ve (egit uzunluklu dgim noktal) olabildi¥ince
ylksek dereceden bir p, interpolasyon polinomunu gozoniine alahm. Bu durumda
[a,b] arahgmda p,, polinomlannm f ye dizglin yakmnsamas: beklenebilir, Yani,

If = Pallos = max|f (z) ~ pa (2)f

deferinin n —» oo igin sifira yalinsamas: beklenebilir. Orneflin f(z) = sinz
fonksiyonu igin ‘bummn doffru oldufu gortllebilir, Ancak sintis fonksiyonn dzel bir
fonksiyondur; ¢iinkit bu fonksiyon C® sumfindan ve tam bir fonksiyondur. (Yani
kompleks dazlemde singiiler noktam yoktur. )

Birgok sitrekli fonksiyon icin || f — p.|l_, ifadesi sifira yakinsamaz. Bunun ilk Srmefi
Meray tarafindan 1884 yihinda ortaya koyulmugtur. Bu 8rnekte, kompleks diizlemde
birimin n tane n. kokii ddglmler olarak kabul edilmigtir. Bu noktalar |z| = 1 birim
gemberi (zerinde bulunmaktadir. Bu dtgtmler wy, wy, .. wn fle ghsterilsin, Simdi
f(2) = 1/z fonksiyonunu w;, wy, ... W, difmlerinde interpole etme problemini
gozoniine alalm. (n — 1), dereceden tek bir p,—; polinomu bu problemi ¢ozer. Bu
polinom p,_(2) = 2! polinomudur; glinkit

Pt (w5) = Wi = Wi fuw; = 1/w; = f (w;) i<isn

dir. Birim cember tizerinden f ile p,, arasmdaki mesafeyi dlgelim. Bunun igin

I =Pl = maxif (z) - poa () = max|o™ — 2]
S
BT

(2, 12| = 1 birim cemberi Uzerinden gegtifi igin bu durum 2* igin de dogrudur ve
2" = ~-1 oldugunda, aradaki uzakhmn 2 birim oldufu bulunur. ) O halde, n — oo
igin bu drnekteki p, ve f arasmdald uzakhk her zaman 2 birimdir.
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Bu durum icin bir bagka rnek 1901 yihnda Runge tarafindan verilmigtir: [~5,5]
aralghnda f(z) = (22 + 1) fonksiyonunu ele alahm. Eger [—5,5] arah@mda egit
aralikli dtgtmler kullamlarak elde edilen interpolasyon polinomlan p, ise [|f — pal|

Teorem 2:6. Her z{,i=1,2,..,nvea<z{? <z <. .. <z <b,(n> 0)
igin [a, b] arahinda bir f siirekli fonksiyonu vardir Syle ki bu noktalarda. elde edilen
interpolasyon polinomu f fonksiyonuna diizglin yakinsamaz. (Faber, 1914)

Teorem 2.7. Efer f fonksiyonu [a, §] arabffinda stirekli bir fonksiyon ise,
a< z((,”) <zf<..< a:f.") <b

kogulunu safflayan bir noktalar sistemi vardic 8yle ki bu noktalarda elde edilen f nin
interpolasyon polinomu p,,

B [[f = pafloe =0
kogolum saglar. ( Burads [, = s |p (z)| normmo kollamimgtr. )

Bu teorem Weirstrass yaklagim teoremi ve Chebyshev alterne teoreminin birlegtiril-
mesiyle olugturulmugtur.

Teorem 2.8. ( Wierstrass yaklagun teoremi ) Efer f fonksiyonu [e,b] aralganda
strekdi ve & > 0 isé, [a,8] arahifioda |f (z) —p ()] < ¢ kosulunu saglayan bir p
polizomu vardar.
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Ispat. [0,1] arahgm gbzontine alahm. = = a+t(b—-a) dontigiimd ile [a, b ve [0,1)]
araliklan: birbirlerine dontigtirlebilirler. Eger f € C[0,1] ise agafnda tammlanan
Bernstein polinomlarimn bir dizisi (B, f), f ye dlizgin yakmsar.

Simdi 1912 yihinda Serge Bernstein tarafindan tammlanmiy Bernstein polinomiarim
agildayalim. Bu polinomlar agagidaki gibi verilmiglerdir:

1 (E)smta

( : ) * (1 — )™

Guk 1In tannmumdaki (Z) terimi binom katsayisdir ve agagdaki gibi tanmalamr:

£ - m;?‘_—m s OskSn
k 0 , digjer yerlerde

Buradaki B,, operatbril lineerdir. Yani,

I

(Bof) (2)

G (Z)

By (af +bg) = aBy(f) +bBr (g)

yazilabilir. (a, b € R ).Bu operatérlerin bir difer dnemli dzelligi ise pozitif tammh
olmalandiwr. Yani,
fZ0=B,f>0

dir. (Bu durum {0, 1] arahfnda g > 0 olmasmdan kaynaklamr. )

Teorem 2.9. (Bohman-Korovkin Teoremi) L., (n > 0), Ca, b] de tammlanmss,
[a,b] de defferler alan, pozitif lincer operatorlerin bir dizisi olsun. Eger, n — oo
durumunda. {|L.f — fl|., — 0 ifadesi f (z) = 1,z,? icin dogru ise, her f € C|a, b]
igin de dogmdur.

ispat. Cla,b] uzaymda |£| ile gosterilen mutlak deferler ahmabilir. Burada. |f] nin
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z teki defferi |f ()] tir. L pozitif lineer bir operator oldugundan,

f 2 g=f-g20=L(f-g)>0
= Lf—-Lg>0=>Lf>1Lg

yealabilir. [f| > f ve |f| = —f oldugundan
LAfY) 2 Lf ve L(f]) > -Lf

dir. Simdi, £ =0, 1, 2 igin h (z) = z* olsun. Aynica,

Gy, = th() - hO
B, = Lala—~Mh
Yo = th"l i h2

olarak tammlayahrm. Teoremin hipotezinden,

lealle — ©
Balloc — ©
alls — ©

drr. f, Cla,b] den herhangi bir eleman ve £ > 0 olsun,
n2m=>[|Luf — fllo < 3¢

olacak gekilde bir m sayismmn var oldugunu ispatlamehyiz. f, bir kompakt arahkta
stirekli oldugundan, dizgiin stireklidir. O balde, bir pozitif § vardir oyleki [a, 8]
araliindaki her = ve y igin

le—sl<é=>f(@)-fW)<e

dur. c=2[|fll,, /8? denirse,

=028 1) £ 6)] S 20l <201 BT = o —
yazilabilir. O halde, {a, b] araligindaki her = ve y icin

@ -F@ISe+c(z—y)
16



dir. Bu egitsizlik
If — F (@) hol < eha + ¢ [he — 2yhy + 1Pha]

formunds yazlabilir. Bu ise,

|Laf — f () Luhol < €Laho + ¢ [Lahz — 2yLohy + y? Lnho)
esitsizligini gerektirir. Bu egitsizlik, fonksiyonlara bagh oldufundan, fonksiyonlarm
y deki deferleri yerlerine koyulursa, asagidaki ifade elde edilir.
1(£af) @) ~ £ (¥) (Lnho) )]
& (Laho) () + ¢ [(Laka) (¥) — 2y (Lalr) (3) + 47 (Lao) (%))
ell+on @ +e[y’ — 7 (@) — 2y (Y + B, (1) +* (1 + 2n (¥))]

€+ €ap + o1, () — 2048, (W) + aan (v)
< e+eflaallg + llTalle + 2¢liilly, 1Balle + clikall llanllo

n > m icin m, esitsizlifin saf tarafi 2= dan kiiclik kalacak gekilde secilirse,
"Ln.f - fanhOHw S 2

A

I

elde edilir. Son olarak,

| Zaf = fllow £ NLef — f-Lahollo + [If-Labo ~ f.holle

< 2+ |fllo ol

yazlabilir. Efer gerekirse, m, n > m igin [| ]|, lle.]| < € olacak gekilde artinlabilir,
Bu durumda son elde edilen terim de 3¢ dan kilcilk-egit kalacaktir.

2.7. Boliinmis Farklar

f fonksiyoom, Ty, T3, . . . , Zn Doktalarmda defieri hesaplanabilen bir fonksiyon
olsun. Bu noktalarin farkh olduklar: kabul ediliyor, ancak bu noktalar reel eksende
sirah obmak zorunda deffiller. f yi n+1 noktada interpole eden en fazla n. dereceden
tek bir p polinomunun var oldugunu biliyoruz.

P (=) = f (=) (0<i<n) (29
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interpolasyon polinomlarimn Newton formunu gozéniine alalim.

qu(Z) =1
a(2) = (&)
@) = (E—20)(z—2)

(@) = (o= 20) (& —21) (2~ Tan)
O halde Newton formu agagidaki gekilde yazlabilir:
(@) =) cigs(z)
=0
Buradan da bilinmeyen ¢; katsaylarna gore lineer bir denklem sistemi elde edilir:
D6t (@) = F (20 0<i<n)
=0

Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi (n+ 1) X (n + 1) tipinde bir A matrisidic
ve elemanlan,
a;; = g; () (0<i,j<n)
geklindedir. A matrisi alt figgenseldir; ¢iinkii
j—1

g (z) =[] (= - =)
k=0

i-1
g5 (@) = [[ (& — 2) =0, effer i < j—1ise
k=0

Ornefin tig nokta ahmirsa,

p(2) = conlz) +an (@) + o (@)

ep + 61 (2 — 20) + €2 (z — %0) (z —~ 71)

yazlabilir. Swasiyla

T=T9, & =T, T =Ty
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aliusa, agaffidald alt ficgensel sistem elde edilir:
1 0 0 ) |f(z)
1 (1;1 - .'to) 0 al = f (1:1) (210)
1 (22~ %0) (T2—%0)(z2—m1)] |02 f(z2)
Burada co, f (%o) & ¢1, f (%) ve f (1) e bahdur. O halde ¢,; Zo, 1, - . . , Z, deki
f ye baghdu. Bu durumn vurgulamak icin

Cn = f [:507319 cooy $'|,I (2.11)

n

gosterimini kullanalim. O halde, chqktoplaxmzo,zl,. « + s Tq noktalarmda f
. k=0
fonksiyonunu interpole ediyorsa, ¢, in katsaywt f, [xg, %1, ..., Zo] gOsterimi ile ifade
edilebilir (Akin 1998).

e (z) = (z — 20) (x — 21) .. (T — Tr1) = 2" + digik dereceli terimler
yazlabilecefinden. p interpolasyon polinomunda £® teriminin katsayws: f [xo, 21, .-, Tn}
dir diyebiliriz. Buradaki f [z, zy, ..., T,) ifadesine f fonksiyonunun bdlinmiis farklar -

denir.

flzol, f yizo noktasmdq interpole eden sifirma dereceden polinomda, 2% m kat-
sayisidir,

f lzo} = f (o) (2.12)
f[zo, 3]s f ¥izo ve z; noktalarinda interpole eden birinci dereceden polinomda. x
in katsayimdir. (

- f@)~fl@o), _
p@ =1+ LB IB) o

Yani, agafidaki egitlifi yazabiliriz.

T, — g

Bir boltGnmiig fark tablosu agafixdaki gekilde verilebilir:

flzo, 3] =

Zo f (30) f [$01 1?1]
1 I (z1)
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Boltinmilg fark kullamlarak interpolasyon polinomu kolayhkla elde edilebilir:
p(z) = £ (z0) + f {70, 2:] (z ~ 7o)

(2.12) ve (2.13) formiilleri, (2.10) sistemindeki ¢p ve ¢; katsayilan goztlerek elde
edilebilir; gtnki (2.11) formillinden ¢ = f [zo] ve ¢ = f [zg, 21] oldugunu biliyoruz.
(29) denklemini kullanarak da Newton interpolasyon polinomunn agagdaki gekilde

k-1

plz) = iqqk (z)= i £ lwo, 21y ey 2] H (z —=;)
=0 =0 =0

2.7.1. Yiiksek mertebeden b8liinmiig farklar

Teorem 2.10. Bolinmilg farklar agathdaki egitligi sagflar

f [xla Ty 4003 zn] T f [zO) L1y e zn-—l]
Zn — o

f [:BOJ 3, "'7zn] i

(Alan 1998).

Ispat. pe, f yi zo, %1, ..., Zx da interpole eden en fazla k. dereceden polinom olsun.
Dn V€ Py polinomlarma ihtiyacimz vardir. g, f yi 24, &2, ..., T, de interpole eden
en fazla (n — 1) . dereceden bir polinom olsun.

T,
Zn—To
yazabiliriz. Bu egitlifin her iki tarafi da en fazla n. derecedendir. Burada soldaki ve
‘saffdaki polinomlarm zq, 1, ..., Z, noktalarmda aldiklar: defferler birbirlerine egittir.
Dolayisiyla bu polinomlar birbirlerine dzdegtir. Simdi z” in katsayisu inceleyelim:
Soldaki polinomda " in katsayit f [z, 2y, ..., 2,] dir. Safdaki polinoma bakihirsa,

¢ (z) den z* i terim gelmez. Bu durumda. z® 1i terimin katsayst

Pa(z) =q(z) + le (=) = po-1 ()}

f[zla zZr'w-'”n] - f[zo, L2 PR zw—l]
Tp —2p




Bu teoremden agagidaki formiillere varilir:

_ Tzl - flzd
flenal = =225
f[a:Oy z1, $2] = &W

Burada g, z;, %2, ...bafimsiz defigkenler gibi digiintilebilir. Bu nedenle agafhdaki
esitligi biliri

£ i1, Toxzs +-Bisd] = f [Far iy onr igg—a) @14)
Tt — T

Burada f [z;], sfinnc mertebeden; f [z, Ziq], birinci mertebeden; f {z;, 71, Tiva),
ikinci mertebeden boltmmi farklardir. Efer (z;, f (z;)) defierlerinin tablosu verilirse,
bolinmig farklar igin bir tablo olugturabiliriz:

f [37{, Tigly oeey xﬂ-j] =

Zo flzol | flzo,z] floo,z1, 0] o, 31, 5, 3]
1 flzd| flonzs]. £, 52,3)

T2 f fza] §  flza, xa]

73 f[zd

Ornek 2.3.
= |s|1 |s]e
(2.15)
F@]1]-3]2]4
tablosunda verilen degerler i¢in boliinmil farklar tablosunu olugturacafiz,

Cbziim. (2.14) formilline gore (2.15) tablosundaki deferler hesaplanwsa, agafidaki
tablo elde edilix:

3 1| 2 -3/8 7/40
1 3| 5/4 3/2

5 2| 2

6
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Ornek 2.4. Ornek 2.3 deki tablo degierleri icin Newton interpolasyon polinomunu
elde ediniz.

Cdztim. f[$0] =1, f[zo,ﬂil] =2, f[xo:zl)xﬂ = —3/8, f[zﬂ,xhz%z:*] = 7/40
oldugu Ormek 2.3 te bulunmugtu. Bu durumda Newton interpolesyon polinomu
agafidaki gekilde yazlabilir:

p(@)=14+2(z—3)+(-3/8)(z—3)(z 1)+ 7/40(z - 3)(z - 1) (z - 5)

2.7.2. BSllinmilg farklar icin algoritma

Bsltinmtg farklar tablosu agagidaki gekilde yazilabilir:

Zo Coo Co1 C2 - . - Con-1) Con
£ C1o Cu €2 - - - Cin-1)

Z2 C20 €21 C2

Zn-1 Cn—-1)0 | Cln-1)1

Tn Cno
Buradaki diigey cizgi sol t;amﬂ;akl verilerle saf taraftaki hesaplanan ifadeleri ayirmak
icindir. Tablonum, ‘

¢ = f B0 Laga, oo Dig)

alnarak yazldigh agiktir. Asapdaki algoritma, (2.14) egitliffinden yararlamlarak
kolaylikla yazmlabilir:

for j=1tondo
fori=0ton—jdo
aj < (Corrga — Cig-1) / (Tins — 22)
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end do
end do

Bu algoritmadaki ¢;5 sayilan, f fonksiyonunun z; noktalarmda aldifa defferlerdir. Bu
durumda interpolasyon polinomu,

2(z) = coo+ cor(z — 7g) + cpz (= — zo) (mfx1)+...
+cgq (z — 2q) (2 — Z1) ... (T — Tn1)
E3 ¥~1
=Y cw]]@-=)
=0 j=0
geklinde yazilabilir,

E¥er boltmmiss farklar sadece Newton interpolasyon polinomunun katsayilarm hesap-
lamak igin kullamlacaksa, bilgisayarda daba az yer kaplayan agaffidaki algoritma da
uygundur. Bu algoritmada d = [dy, dy, ..., dn] olarak tanunlanmig tek bir d defigkeni
kullamlabilir. Baglangicta f (%), f (1), --- 5 f (%u) fonksiyon deferleri d ye aktanlr.
Burada do m aradifymz Newton polinomunun ilk katsayis: oldufu agiktir.

fori=1tondo

d; — f{z:)

end do

forj=1tondo

for i =n to j step —1 do
d; —— (di ~ dii) [ (% — Ziy)
end do

end do

Bu algoritmanm sonunda elde ettifimiz d vektsri aradigmz polinomun katsayilarm

23



olugturur. O halde bu polinom,
i-1

p@) =) &]z-=)
§=0

=0

geklinde yazilabilir.
2.7.3. Biliinmiig farklarin dzellikleri

Teorem 2.11. Boliinmilg fark, arglimanlarma. gore simetrik bir fonksiyondur. Yani,
eger (20’ 21, ...z,‘), (501 Ty ooy zﬂ) in bir permiitasyonu ise’

f [%1 214 0eey zn] = f [50’ T2, 000y mn]

dir (Alan 1998).

Ispat. Esitligin solundaki boltnmis fark, f yi 2o, 24, ..., z de interpole eden en fazla
n. dereceden polinomun z" 1i teriminin katsayisidir. Sagdaki ise, f yi g, 2y, ..., Zn
de interpole eden en fazla n. dereceden polinomun z* i teriminin katsaywadir. (n +
1) tane farkh noktay: interpole eden en fazla n. dereceden tek bir interpolasyon
polinomﬁ olduundan teoremde verilen egitlik dofrudur.

Teorem 2.12. f yi(n+ 1) farkh 2y, 2, ..., £, noktalarmda interpole eden en fazla
n. dereceden polinom p olsun. Efer £, verilen noktalardan farkh ise,
‘n
f (t) - p(t) = f [Io, T1y eeey Ty t] l_[ (t - zj)
=0
dir. (Kincaid and Cheney 1996)
ispat. ¢ polinomu, f yi zq, 71, ...Tn, t noktalarinda interpole eden en fazla (n +1).
dereceden po]momo!slm. ¢ nun p ye bir terim eklenerek elde edildigi biliniyor. Yani
n
4(z) =p (@) + f (20, T1, s T, 1] H (z—=y).
i=0
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g(t) = f (£) oldufundan,
f (t) =p (t) + f [IU: Ty 4003 Ty tlﬁ (t - 3‘7)
i=0

Teorem 2.13. Eger f, {o,b] arahifimda n. dereceden siirekli tlirevlere sahip ise ve
L0, L1, --ry T, NOktalart [a, 5] araligmda farkl noktalarsa, (a,b) de bir £ noktast vardir
oyle ki,

F 0,71 za] = 7 )

Ispat. p, f yizo, 1, ., Tn-1 noktalarinda interpole eden en fazla (n — 1) . dereceden
polinom olsun. Teorem 2.2. den, (e, b) aralifinda bir £ noktas: vardr yle ki,
a1

7 n) = a) = O @O [T 0 - )
. =0

oldugunu biliyoruz. Teorem 2.12 den de

n—1

£ (2a) = P(%a) = £ [£0, 31, s Za} [ ] (20 ~ 25)
30

yazabiliriz. O halde,
£ 150,50 2a] = 55 (€)

dir.
2.8. Hermite Interpolasyonu

Henmtemtefpolasyomz, bir fonksiyonun ve bu fonksiyonun baz tiirevierinin verilen
noktalarda interpole edilmesidir.



2.8.1. Temel kavramlar

Bir f fonksiyonunu ve f’ tlirevini iki farkh z; ve z; noktalarmda interpole eden
en dtgik dereceden polinomu gozonilne alahm. Bu polinom, agafidaki dort kogulu
saglamahdir:

Pz =f (=) v () = f (z:) (i=0,1)

Burada dort kogul ele aldifimzdan, en fazla 3. dereceden polinomlarm uzay olan
[1; de bir ¢oztim aranacaktir. Bu uzayin elemanlarini dorder tane katsayis: vardir,
p(z) polinomunu 1, z, 22, £° terimleri cinsinden yazmak yerine, agafhdaki gekilde
yazalim:
p(x)=a+b(z—z) +c(z—z0)’ +d(z—20)’ (@ —21) (8, b, ¢, dER)
Bu ifadenin tiirevi de asagidaki gibidir:
7' (z) = b+ 2c(z — zo) + 2d (z — 20) (£ — z1) + d (z — To)*

p polinomunumn saflayacags dort kogul agaidaki formda yazlabilir:

flmo)=a

f'(zo) =

f@)=a+bht+ck? |, (h=x—m:)
£ (52) = b+ 2ch + di?

Bu sistem, f (z;) ve f’ (z:) ne olursa olsun ¢ozalebilirdir.

Ornek 2.5. p(0) =0, p(1) = 1, p' (1/2) = 2 deffetlerini saglayan p polinomunu
bulacefhiz.
Cziim. Ug kogul oldupundan 2. dereceden bir polinomu densyeceffiz.

p(z) = a + bz + cz?
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polinomunu ele alahm. p(0) =0 yani, a =0;p()) =b+c=1L; 7 (}) =b+2} =2
yani, b+ ¢ = 2 dir. Bu durumda ikinci dereceden bir polinom, problemi ¢dzmiiyor,
Bir kitbik polinomu gozoniine alalm:

p(z) =a + bz +ca® + dz®

2(0) =0yani, @ =0; p(1) = 1 yani, b+ c+d=1; ¢/ (}) = 2 yani, b+2c} +3d} =2
dir. Bu egitliklerden d = —8, b + ¢ = 5 olarak bulunur. Bu durumda ¢ziim tek
defildir.

Simdi, ¢bzlimi tek olan interpolasyon polingmlarmun smifinmi gozoniine alalhm, Bu

tip problemler genel olarak Hermite interpolasyonu olarak bilinir. Bir Hermite

probleminde effier ; noktasmda p (x;) torevi verilmigse bu durumda, p¥—1 (x),

Y2 (z;), ..., 7 (z:) ve p(z:) lerin de verildifii kabul edilir. z; noktasinda k; tane

interpolasyon kogulu verilmig olsun, Burada %; lﬁniyegﬁmdeﬁisebﬂeoeﬁipedikkat

edilmelidir. zg, £y, ..., Z, noktalan ve z; noktasinda agagidaki interpolasyon kogullan
pP (@) = (0<jSk~1,0<i<n)

p igin verilen kogullarm toplam sayis: {m -+ 1) ile gosterilirse,

m+l=k+k+..+k

Teorem 2.14. [],, uzayinda, Hermite interpolasyon kogullanm safflayan tek bir p
polinomu vardir.

Ispat. [],, den bir p polinomu, (m + 1) tane katsayiya sahiptir. p igin verilen inter-
polasyon kogullarmm sayisi da. (m + 1) dir. O halde (m + 1) bilinmeyen ve (m + 1)
denklemden olugan bir karesel sistem elde ederiz. Simdi bu sistemin katsayilar
matisinin tekil olmayan bir matris oldugundan emin olmaliyrz. Bir A karesel
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matrisinin tekil olmayan bir matris oldufunu gostermek i¢in, Au = 0 homojen
denkleminin sadece 0 ¢dziimiiniin (u = 0) oldugunu gistermek yeterlidir.

p€ [l
PP (z)=0,00<j<k—1,0<i<n)
kogullarim saglayan p polinomunu bulmahyiz. Bu polinom z; (0 <i<n) deki
kathhi k; olan bir sifira sahiptir ve agafida verilen ¢ polinomu gibidir.
a(2) = [[ (@ - z)*
=0

¢ polinomunun derecesi,

n

m+1=2ki

=0

dir; ancak p polinomu en fazla m. derecedendir. O halde p = g = 0 sonucuns, vanlir,

Ornek 2.6. Tek bir nokta verildifinde Hermite imterpolasyonunda ne olacami
agiklayalum.

Céztlim. k. dereceden bir p polinomuna ibtiyacumz vardic. Bu polinom,
P9 (z0) = coj (0<j<k)

kogullarms sagflar. Bu durumda. ¢iziim, Taylor polinomudur:

p(;")="°°+°m($—‘==n)+%’f(z—9:o)2+...+%(a:-—a:o)"

2.8.2. Newton Boliinmils Farklar Yontemi

Simdi Newton bolinmfly farklar yonteminin Hermite interpolasyon polinomunun
gziimiinde pasil kullamldigam agikdayalim. Basit bir durumla baglayahm. Kuadratik
bir p polinomu sgagidaki kogullan safflasim:

P{z0) = coo, P’ (%0) = co1, p(71) = €10
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Bolinmig farklar tablosu agafidaki gibidir:

To cw|Co ?
30000?

Iy Cy

Soru igaretleri daha hesaplanmamg degerlerin yerine kullamlrmgtir. Dikkat edilirse,
To, argiiman kolommda iki kere beliriyor. Bunun nedeni p polinomu igin zo da
iki kogulun verilmis olmasdir. o (zo) defferi birinci mertebeden bolinmilg farklar
kolonundadir. Bunun nedeni,

Jim fleoa] = i LEI@) _ g

T —mp
yani,

£ l@o, 7] = f' (z0)
olmasidir. Tablonun geri kalan lasimlan bilinen yolla hesaplanabilir.

p(z1) = p(zo) - S0 —Ca

To, 1] =
Pl = e 7 — %o
ve
2o, 71 — plwo, o] c10 — o0 ot
T0, Lo, T3] = = -
P[ Lo 1] %1 — g (21_30)2 (31"30)

olarak bulunur, Interpolasyon polinomu da
p(z) = p(zo) + P %o, 70} (T — Zo) + p [0, To, 71} (= — Z0)®

geklinde yazlr.

Simdi tekrar
o) = f (=), ¥ (@) = (=), (i=0,1)
Ornefini gozonine alahm.
zo f(%) { f'(za)  flzo,m0,31] f w0, %0, 31, 31]
2o f(zo) | flzo,z1] flzo, 21,21
. fm) | F (=)
z fz)



tablosundan yararlanarak,
2(2) = £ @oHf! (20) (@ — b+ [z, 30,21 (5 — 20)+1 o, 70,22, 21] (5 — 20}’ (& — 1)
yazabiliriz. Bitiin arglimanlan aym olan bdlinm{s farklar icin Teorem 2.13 ten,

£ 0,21, s = 5 )

oldugunu biliyoruz. Burada f®) nn var ve zg,z;, ...z; noktalanm igeren en kitgik
arahkta stirekli oldufunu kabul ediyoruz. £ de aym araliktadir. Effer bu arahfm
boyu sifira daraltilirsa, limit durumunda

£z, %o, ..., o] = %f"‘) (o)

elde edilir.

Ornek 2.7. p(1) =2, 7 (1) =3,p(2) =6, ¢ (2) = 7 ve p"(2) =8 kogullari
saflayan p polinomunu bulacafz.

Céztim. Boltinmilg farklar icin tabloyu olugturalim:

1 2|3 FiL,4L2] £[1,1,2,2] f[,1,2,2,2]
1 21 flL2] fiL,2,2 f0,2,22

2 6|7 fi2,2]

2 6

2 6

Bu tablodaki bilinmeyen defferler hesaplanirsa, tablo agagdaki hale gelir:
1 21312 -1

1 214 3 1

2 617 4

2 6

2 6

Bu durumda, aradifmmz p polinomu asathdaki gibidir:
p(a:)=2+."3(:l:—l)+(:|:—1)"!4-2(:':—1)2(:5-2)—(z---1)2(:1:—2)2

30



2.8.3. Lagrange Formu

Zg, T1y..r; Ty Doktalarinm her biri igin fonksiyon deferleri ve tirevierin deferleri
verilmig olsum. Aradifimiz p polinomu agafidaki kogullan saflamahdir:

p(z) = ca, P (i) = car (0<ign) (2.16)
Lagrange formiilinden
p(@) =) codi(z)+ ) caBi() @1
=0 =0
yazabiliriz (Alan 1998). Burada A; ve B; ler belirli dzellikteki polinomlardr,
Ai(z;) = 6
Al(z;) =0

Bi(z;)=0

B; (:cj) = 5@
ozelliklerini tagtyan 4; ve B; igin (2.17) polinomunun (2.16) kogullarmu safladift
agiktir.

u(z)=£%ﬁ’; ©<i<n)
fonksiyonlan yardumiyla 4; ‘::‘B; nin
Ai(z)=[1-2(z - z) § (=) £ (2) ©0<i<n)
Bi(s) = (e — ) B () 0<i<n)

gekilde tanumlanabildifi gosterilebilir. Dikkat edilirse /;, en fazla n. derecedendix. O
halde, A; ve B; de en fazla (2n + 1) . derecedendir.
Ornek 2.5 te verilen interpolasyen polinomunun Lagrange formu,

() = f (zo) Ao (z) + £ (1) AL (&) + f' (z0) Bo () + f' (1) By ()
31



geklindedir. Burada
Ay (z) =1 —2(z ~ z0) Iy (20)] & (=)
A1 (z) =1~ 2(z~ =) § (21)} & (=)

By (z) = (z — o) 5 ()
By (z) = (z — z1)  (z)

-2
To— T2
1
Tp— &y
T—Zg
) — Ty
1
I — %o

lo(2) =

(=)=

ll (ZL‘) =

i @)=

2.8.4. Hermite polinomunda hata

Teorem 2.15. z, Ty, ..., Tn, [2,b] de farkh noktalar ve f € C?**2[q, ] olsun. Eger
p, )
p(z:) = f (=), ¢ (z) = f' (z3) T (0gign)

kogullarim safflayan en fazla (2n + 1) . dereceden bir polinom ise [a,b] deki her z e
kargiik, (a,b) de bir £ vardir dyle ki

2)
f@)-p(@)= (2 +.§!)H(z — ) (2.18)

ispat. Eger z; zy, 2y, .., . noktalaxindan birine esitse, (2.18) egitliginin dogrulugu
agiktir. Simdi & in verilen noktalardan farkh bir nokta oldugunu kabul edelim. ¢ ve
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w y1 agafidaki gibi tammlayahm:
w@®)=[[C-z)* ¢=Ff-p- 2
=0

Burada ) dyle secilmigtir ki ¢ {z) = 0 dir. ¢ nin [a, b] de en az n 42 tane aifin vardir
(2, %o, 1, - Tn)- Rolle toereminden ¢' niln bu aralikta bu noktalardan farkl en az
n+ 1 tane sifin vardir. Aynt zamanda ¢ niin verilen nodlardaki defferleri de sifirdur.
O halde ¢ en az (2n +2) tane sifira sahiptir. Bu gekilde devam edilirse, $@**? de
(a,b) de bir sifira sahiptir, Bu noktaya £ diyelim.

0= 4349 (g) = ) () — 24D (€) — D@42 )

yazabiliriz, p nin derecesi en fazla 2n+ 1 olabileceffinden p***? = 0 dir. w (£) nin de
en yﬂbek dereceli terimi t>*2 oldugundan w®*+3 (t) = (2n + 2)! dir. Hipotezden,
A= f —= oldugunu biliyoruz. O halde, asagadaki ifadeyi yazabiliriz:

#O (6) =0 = £ () — [£ (2) - p (=) (20 + D ().

Yani,
£@)-p(e) = (2n+2‘§,’ [Me-=r

alde edilir (Akin 1998).
2.8.5. Tekrarlamah b&llinmilig farklar

Tanim 2.4. Ty, Zy, ..., Tp, listesinde & veya daha fazla kez bulunan her £ noktasinda

Fo1(£) =0 ise f ye xy, 21, ..., T de 0 1 inferpole eder denir.

Orneftin, f nin; 1, 3, 8, 1, 13, 1, 8 de mifint interpole etmesi:
fO=r@=f@=FO)=F13)=fQ)=f@)=0

33



Efer p polinomu ¢, &1, ..., T, noktalarmda. sifiri interpole ediyorsa p (z) in
g 9(@) =[] @@ -=;)
i

carpanim igermesi gerekir. Effer f ve g fonksiyoular igin f — g, sifin zo, %3, ..., o
de interpole ediyorsa, f, g ¥ ( g, f ¥ ) %o, %1, ..., Ty de interpole eder deriz.

Teorem 2.16. xy, 1, ..., Tm, highir elemamn & den fazla tekrarlanmadih noktalarm
listesi olsun. f bu noktalan igeren bir aralikta C*~! simfindan olsun. Bu durumda.
I1,, de verilen noktalarda f yi interpole eden tek bir p_polinomu vardir.

Teorem 2.17. Efer f, Newton interpolasyon formiiliindeki boltinmis farklarm olus-
masmm saflayacak gekilde diferensiyellenebilirse, Newton formild, [],, de f yi s,
Z1, ey T diflmlerinde interpole eden p polinommmu verir,

Ispat. Ispati yapmak igin ttmevarmmr kullanacaz. n = 0 ise f[xo], f yi zo da
interpole eden [], daki polinomdur. Kabul edelim ki

§~1

n—1
q (:B) = Zf[zo»xl’ ""zjln (.'l: F Zg)
o iy

polinomu f yi zg, 21,..., Zn—1 de interpole etsin. p, [], de f yi zo; 21,..., Z de
interpole eden polinom olsun. p nin tek oldufunu biliyoruz. p deld z" li terimin
katsayis1 f [zg, 1, ..y Tp] dir. Yani,

n—1

P(‘c) - f[ﬂ?o,ﬂ’h coey zn] H (.’B - Z.‘)
=0

ifadesi en fazla (n — 1). derecedendir ve zg, 23, ..., Zo—1 de f yi interpole eder. ¢ (z)
polinomu x5, 2, ..., To—y noktalarmda interpole eden (n — 1) . dereceden polinom
olsun. Interpolasyon polinomun tekliinden

n—-1

(@) = f o0 1, [] (2= ) = 9 (2)
=0
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dir. Yani,

n—1
p(@) = q(@)+ flzo, 21, .- T0) H (z—x)
n—1 -1 =
= Zf [z0, 21, ---, 74) H (z—=3)
i=0 =0
ifadesini elde ederiz.

Son olarak helirlememiz gereken durum, genel formda olan holinmilg farklarn

f [303 Ty eeey zu] = {f [371,32, u-yzn] - f [30,31, “eoy zn-—l]} / ({I’Zu - zﬂ) (2-19)
rekiirans bafmtisuu safflayip saflamadindir. zp < 73 < ... < Z, oldufunu kabul ede-
lim. Bu kabul ile genellikten higbir gey kaybedilmez; ¢llnkil genellegtirilmig bolinmiig
farklar, argiimanlarma gore simetrik fonksiyonlardir. (2.19) rekiirans bafmtisimn
z, = zo durumunda ¢ahgmayacaf aciktir. Ancak bu egitlik 2o = 7, = ... = z,,
olmasim gerektiric ve bu da

F
£ [0, Ty - 20) = — £ (za)

formulinit kullandifimz durumdur. Diger tim durumlarda (2.19) rekiivans formiili
kullamlabilir, Agafhdaki teoremde bu durum anlatilmigtir:

Teorem 2.18. Tg < z; < ... £ Ty, olsun. Bu durumda bolinmisg farklar agaghidaki
rektrans formiliine uyar.

| flmyza,ze)—flmo . 1]
f [zﬂr TLy euey zn] = Pa—0 ’ on sé o (2.20)
f ) (.To) / ! 3 ZTn =T

Ispat. n ye gore tiimevanim uygulayahm. f yi %y ve z; de interpole eden, [, deki
polinom:
p(z) = (z — 20} [f (21) — £ (zo)] / (= — z0) + f (o), (0 # 21)
F(20) (z — zp) + f (z0) s (@0 =1m1)
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dir. Bu polinomda 2 in katsayisi,

£ [zo, 2] = { {f ] = flmol}/ (21 - Za), (%o 7 z0)
f' (30) s (a:o = zl)

dir. Bu da (2.20) denkleminin # =1 durumudur. $imdi kabul edelim ki (2.20)
denklemi » nin 1 den m — 1 e kadarki defferleri icin dofruolsun. 7o < z; < ... < zp,
dugtmlerin listesi ve f yi interpole eden p polinomu da [],, de olsun. Effer z,,, = z4
ise tiim zg, Ty,..., Tm Doktalan aym olacaktir. Bu durumda, f yi zo noktasinda
interpole eden p,

m
1
p(@) =Y =f® (w0) (z — z)*
k!
k=0
Taylor polinomudur. p(z) polinomunda z™ nin ketsayi £ (zo) /m! dir ve bu da

(2.20) denklemini n = m ve %, = Tp icin gercekler. Diger durumda Teorem 2.10 un
ispat1 aym gekilde kullamlabilir.



3. BAGLAYICI FONKSIYON INTERPOLASYONU

Tanun 3.1. Birbirlerine belirli sreklilik kogullan ile bagh alt arahldardaki polinom
parcalerindan olugan parcah fonksiyona baiflagace fonksiyon denir,

Kabul edelim ki n+ 1 tane ty, &, ..., Ln noktalan
to<th <... <ty

ogulum sailasmn, Bu noktelara, diffim nokialars ads vesili. to, 1., tn dim-
lerine sahip k. dereceden bir baglayia fonksiyon, S, asafizdaki kogullars saglar.

(i) Hex [fi_1,t;) arabgnda § polinomumum derecesi < k dir.

() S, [to,tx] aralifinda (k —1). dereceden sirekli tirevlere sahip, pargal stirekli
bir fonksiyondur.

Sifinna dereceden baglayic fonksiyonlar, parcali sabitlerdir. 0. dereceden bir baglayici
fonksiyonun genel fornmu, '

( So(z)=co efer = € {to, 1) ise,
Si(@x)=c efer z € [t1, 1) ise

S (x) = ¢

L Sa(x) =€n efer z € [ta_a,ta] ise.
Birinci dereceden tipik bir bafflayia1 fonksiyon ise agajhidald gibidir:
So(z)=aw+b ejer x € [to, t1) ise,

Si(z)=az+b ejer T € [t1,12) ise

S(z) =1

| Sa-1(%) = @n1Z +bu-1 effer z € [t,-1,1,] ise.
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Ba¥layia fonksiyonlar, tim reel eksen fizerinde de tanimlanabilirler. Bu durumda,
(—o00,t,) araifinda agz + by gisterimini ve [t,—1,00) arahfnda da ap_ 1z + b,y
gosterimini kullamitiz. $ baflayia: fonksiyonu stivekli ol&ugunda.n, pargal polinomlar,
dugtmlerde kesisirler. Yani S; (fi41) = St1 (£:41) ifadesi dogrudur. Bitinei dereceden
bir S (z) baglayiar fonksiyonunu elde etmek igin kullamiabilecek algoritma agafida

input (t;), (a), &) ,z, n
fori=1ton—1do

if z <¢; then

S(z) =ai1z 4+ by

output s (z)

exit loop

end if

end do

S (z) = an-1Z + bpy
output S(z)

3.1. Kiibik Baglaycilar

Baglayiaa fonksiyonda k = 3 alinmasi durumtnda elde edilen fonksiyonlara kithik
baflagnnce fonksiyonlar denir. Agagidaki tablo verilmis olsun:

S kbik bajflayic: fonksiyonu, bu tablo deferlerini interpole etsin ve her [fo, %],
ft1,t2] s --e [tn—1,ts] arabgnda S, bir kitbik polinom olarak verilsin. S;, S yi [ts, tiva)
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aralifinda temsil eden kiibik polinom olsun. B&ylece
( So(z) =z €ltoty) ise
S (17) TE [tl, tz) ise

SE)=4¢ ; 3.1

| Sa(®) % € [tno,ta] ise.
S;-1 ve S; polinomlan ¢; noktasimnda aym defferi interpole ederler. Yani

Sia(t) =4 =S:i(t) (1<i<n-1)

dir. Q halde, S stireldidir. Ayrica bafflayica fonksiyonun tamminda S ve S” nlin de
stireklilifi kabul edilmigti. Bu kogullar baglayict fonksiyonun tiirevinde kullamlacak-
tir.

Simdi S, & ve S” niln strekli olmasimn kitbik baglayic fonksiyon tanmlamak igin
yetetli bir kogul olup olmadsgfm inceleyeceifiz. Herbir kilbik polinomda 4 tane katsay:
olacagandan, n tene kitbik polinomda 4n tane katsayr vardw. Herbir [f, 81] alt
aralifanda iki interpolasyon kogulu vardr. Bunlar, S (&) = 3 ve S (fe1) = thns
kogullandir ve n alt aralikta 2n tane kogul verirler. S nin streklilifi ayrica bir kogul
eklememizi gerektirmez ¢inkii bu kogul daha dnce eklenmigti. S’ ntin streklilifi her
i¢ dumde S}, (t;) = S} (%) kogulunu verir. (n — 1) tene ig digim olduffundan
(n — 1) tane kogul cklenir. Benzer gekilde S igin de (n — 1) tane kogul eklenir. Bu
durumds, 2n 4+ — 14+ n — 1 = 4n — 2 tane kogul elde ederiz. Yani 4n katsayrys
belirten 4n — 2 tane kogul vardir.

Simdi, [t;,#41] arabfnda S;(z) in denklemini turetelim. Oncelikle z = S” (&)
sayilanm tammlayahm. z, 0 < i< nigin
lim 5% (2) = % = lim 5 (z) (l<i<n-1)

kogulunu saglar; ginkt 57, herbir i¢ dUgtmde stireklidir. S;, {t:, £;41] aralifinda kiibik
bir polinom oldufundan S7', 57 (&) = 2 ve S} (ti+1) = 2441 kosullanim sajlayan lineer
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bir fonksiyondur. Buna, gore, 57, 2 ve 2, arasindaki dogru parcasi olarak verilebilir.
Yani,

5 (x)= -Z; (tia —2) + % (z-t) (3.2)
geklindedir. Burada b; = t;41 — ¢; dir. Eger (3.2) ifadesi iki kere integrallenirse, S;
elde edilir. O halde,

s‘<z)‘=ei,;1_(t‘~+l—z)‘* B4 (5 £)° 4+ C(x — t) + D (i — )

dir. Burada C ve D integral sabitleridir. Interpolasyon kogullan C ve D sabitlerini
bulmak igin kullamldiktan sonra S; (z) agafidaki gekilde bulunur.

Si(e) = grlm-o + 52 -0 (33)
+(y—;kﬂ-——z";h‘)( t‘“(h; "'h‘) (tsr — 2)

(3.1) ve (3.3) denklemleri kullanilarsk [to, t,] araligindaki her z iin S (z) elde edilebilir.
21, 72, sy Zney leri bulmak igin ' niin streldifigi kullambr. ¢ i¢ ddgGmlerinde
Si_; () = 5! (t;) obnahdur. (3.3) denkleminin tirevini a]usak, S} (z) elde edilebilir.

" Burada z = ¢; yazarsak,

Si&) = —%ze = %zm > 24 y;:1

dir. Benzer gekilde, (3.3) denkleminden S;_; elde edilebilir.

LS V= =
i_1(ts)— —~z 1+ 3 Z— h¢._1+

¥
hi

Streklilige gore bu egitliklerin sol taraflan egittir. Sa taraflar s egitlenirse,
hi1zioy +2 (b + hict) 2z + hezigs = ',% (Bir1 —3) — % @~va) (34

elde edilit. Bu denklemi sadece ¢ = 1, 2, ...,n — 1 i¢in kullanabiliriz. Bu, bize
(n —1) lineer denklemden ve 25, 21, ..., Zu, (1 - 1) bilinmeyenden olusan bir sistem
verir. Bu durumda, 2 ve 2, i keyfi olarak secersek, 2;, 2, ..., Z,—; i igeren agahdalki
sistemi gozebiliriz. 2 = 2, = 0 gecimi ile elde edilen baglayicr fonksiyona dogal
baglayuws fonksiyon denir.



.

(3.4) ten olugan lineer denklem sistemi, 1 £ < n—1, % = 0 ve z, = 0 igin simetrik,
tgla-kdgegen matris formunda agafrdaki gibi yazlabilir:

. _

u Ry ] 21 '01}

h uy h z vy
hy uz hy z3 vg

hy3 Un-g Po-g| {Za-z Up—2
bog Un-1]| [Ze1 | V1]

Burada

hi = tin—4
2 (s 4 hy—1)
b = %(ﬂm - %)

£
]

v o= b—b

dir. Bu sistemi Gauss eliminasyon metodunu kullanmadan ¢bzebilmek igin agafidaki
algoritma kullamiabilir:

input n, (&), (%)
fori=0ton—1do

hi et~ &

by — 6 (yirr — %) [P

end do

uy — 2 (ko + 1)

vy +— by —bo

fori=2.ton— 1do

w5 —— 2 (P + hic1) — By fuiy
V5 e by — by — hy_gvi-1fui
end do
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Zn+—0
fori=n-—1tolstep —1do
24— (v — hyziy) fu

end do

pne—20

output (2)

Bu algoritmaya baith olarak bir alt program rehathkla yazlabilir. (t;) dugtmlerine
kergihk gelen fonksiyon deferleri (3;) lerdir. (z;) defferlerini hesaplamabyiz. Bu
algoritmada u; ye bolinen defferler oldugu igin u; # 0 oldugumu ispatlamalyiz.
Tumevarumla u; > h; > 0 oldugunu gosterebiliriz. ¢ = 1 igin,

wy =2 (o + ha)
oldufu agktir. Efer u;y > by lseu.>h¢d|r;§ﬁnku
2
ui=2(h,-+h,-_1)—:2: > 2+ hiy) — iy > by = tigg — 1 > 0

dir. 29, 21,..., 2 katsayilan belirlendikten sonra (3.1) deki kiibik baglayic: fonksi-
yonu (3.3) ten hesaplanabilir.

Verilen bir z igin, z in

(“"(X), tl)’ [tla t‘Z): “vey [tn—-h 00)
aralilderindan hangist i¢inde bulundufunu belirlemek gerekir. z i iceren araligh bul-
mak icin

T —tyy, &—tln-2y00y T
degerlerinden nonnegatif olanm olup olmadifina bakanz. Effer nonegatif olan varsa,
bunlarmn ilkine z ~ ¢; diyelim. Efer z —¢; > O ama ¢ —£;,; < O ise ¢; Lz <ty
dir. Effer bitin terimler negatif ise £ € (—oo, ;] dir. Belirlenen ¢ indisinden, istenen
polinom S;, (3.3) denkleminde z yerine koyularak bulunsbilir. (3.3) egitlii daha
kullanigh olarak agagidaki gekilde yamlabilir:

Si@) =yt (- )[Ci+ (2 - 8) [Bi+ (= - ) A}
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A = 6—1,;(%4-1*—31)

B; 2 .
hy 1
G = —F#n~— 3aty (a1 — %)

Teorem 3.1. f7, [a,b] aralifinda strekli olsun ve ¢ = 4y < t; < ... <ty = b
olsun. Efer S, f yi t; diglmlerinde interpole eden dogal kitbik baflayici fonksiyon
ise, 0 < i < n igin

[5'@ras [ 1@l

fspat. g= S olsun. O halde, 0 < i < nigin g () = 0dr. f = g+5 oldugundan
fr=g'+5" (3.5)
yazabiliciz. (3.5) ifadesinde her iki tarafin da kevesini alisak,
()= @ + (S + 245"
esitligioi elde ederiz.
[@ra- [ @re=[ @@t [s@ree 6o
Eer (3.6) egitligindeld

[S'(z)g”(z)dzZO

ifadesinin dofru oldufunu gdsterirsek, ispat tamamlanmmg olur. Verilen S, dogal
kiibik ba¥layicr oldufundan S” (ty) = S” (¢,) =0 du.

I=Lb8"(z)y"(z)dz=i/: & (2) " (@) dz
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Burada kasmi integrasyon uygularsak,
2oy
1_—._2/ S"(2)d (=) dz
=1 Yt

elde ederiz. S, bir kiibik baglayic1 oldugundan, [t;_,,¢;] arahffinda, S bir c; sabitine
egittir. O halde,

~
i

—anc‘f g (z)dz

=1 tiw1

]

=D algt) — g (t1)] =0

elde ederiz. j: 5" (z) 9" (z) dz = 0 olduffunu gosterdik. Bu durumds, (3.6) denkle-
minden
b
[@ra- [ wrzo
yazabiliriz. Yani
[ F@ra: [ @@y
dir. Simdi, y = f (<) denklemi ile tanimlanan bir effrinin eriliginin,

@@y

olmasim kullanalim. Eger parantez igindeki nonlineer terim yok edilirse, |f"| terimi
efrilige bir yaklagim olarak kalir. Dojal kitbik baglayic1 fouksiyon interpolasyoniinda,
bir aralikta, minimal yaklagik efrilige sahip bir efri bulumuyor; ¢tinkti [ [f” (2)] dz
deeri minimize ediliyor.

3.2. Germe Baglayicilan

Verileri saflama problemlerinde germe (besks) denilen bir 7 parametresini kullanmak
yararh olacaktir. 7 biiyik bir degfer olarak verilmisse, verilen noktalardan gegen effri
yiiksek gerilime sabiptir. Yani effri veri noktalarinda deha keskin hatlera sabiptir.
Eger 7 kigik bir defer ise efrinin gekli, interpole eden kiibik baflayicy, fonksiyonun
gekline daha yakan olacaktir. 7 — o0 i¢in efiri 1. dereceden bir baglayici fonksiyona.
yaklagacaktir.



Tanum 3.2. £ < §; < ... < i, difimler ve bunlara karghk gelen veriler, 0 <
i < nigin 3 olsun. Germe baylaguce fonksiyonu agafndaki ozellikleri safflayan bir f
fonksiyonudur.

(0) f € CPlto, ta]

(@) &) =wn 0<i<n)

(4id) Her (t;—1,%) ack aralifinda f, f@ — 73f" = 0 kogulunu saflar.

Butammlamalaxagbrer=0iginfbirkﬁbikba§la.y1cxdlr;gﬂnknf(°=0denkle-
minin ¢ozlimleri kiibik baflayia polinomlardir.

J ¥i belirlemek igin kitbik baflayicr fonksiyon durummnda oldugu gibi hareket ede-
ceffiz. z = f7 (&) olarak belirleyelim ve f nin [f;, t;41] arehfimda safflamas gereken
kogullar1 yazahm:

O - =0
f@) = % . I (ti1) = %
&) = = I () = 21

Bu iki noktah siir deffer probleminin ¢oztimd, aaa.gxdakl fonksiyondur:

f(@) = {zsohfr (s —2)] + zasiohr (@ - )]}/ [Psioh(th)]  (3.7)
+ (3~ 2/7) (ter — 2) [l + (41 — 200/ 77) (T = &) [y

2 katsayilan belirlendikten sonra bu denklem, f nin [;,¢:41] arahfndaki deger-
lerini hesaplamak icin kullamlacaktir. Bunlarin hepsi kiibik baglayica fonksiyon du-
rumundakine benzerdir.
£ nin C? de global piiriizstizlige sahip olabilmesi igin ig dutimlerde

lim £ () = lim f* () (1<ign-1)

PIEN =iz

kogulu saflanmalidir. Buradan gikan sonug, 2y, 21, ..., 2, bilinmeyenleri icin agaidaki
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gekilde yazilabilen bir tridiagonal sistemdir.

@1z + (Bia + Be) 7+ 0z = % = Vi (1<i<an-1) (38)
Burada
1/h; — 7/ sinh (h;)

7cosh (Th;) / sinh (Th:) — 1/h;
7 (i1 — ) [

I

B
”

2z vektoriinil belirlemek igin iki tane daha kogula ihtiyacimz vardir. Kibik baglayict
durumunda oldugu gibi, bir olasiik 2 = z, = 0 olarak almaktar. (Z;,3;) vexilerine
uyan, f germe baglayic: fonksiyonunu elde etmek icin agagidaki adimlar izlenir:

1 #p < 1 < ... < &, oldugu kontrol edilmelidir.

2. hi, o, By, 7 defferleri hesaplanmalidiz. (0 <i < )

3. z1 = z; = 0 olarak belirlenir.

4. (3.8) tridiagonal sistemi z igin (2 < i < n — 1) ¢bziiltr.

5. f nin {;, ;4] aralifindali deferlerinin hesaplanmas: icin (3.7) dev.\demi kullanilir.

3.3. Yiiksek Dereceden Dogal Baglayic1 Fonksiyonlar Teorisi

Dojal baflayict fouksiyonlar sadece tek derveceler icin belivirler. Burade dereceye
2m + 1 diyelim: m = 1 ise daha Snce anlatilan kitbik baglayicilar elde edilifler. Bu
bdlimde mm nin 1 den biiyltk degerleri igin inceleme yamlacaktir, Daha. Snce olduffu
gibi dtgtimler agafndaki gibi verilsin:

<1 <..<ty

2m + 1 dereceli bir dogal baflayict fonksiyon, S, C?" (R) de bir fonksiyondur ve
her [to, #1], [t1:2],-- [fa—1,%a] aralifinda derecesi < 2m + 1 olan bir polinoma in-
dirgenebilir. Aym zamanda (~00,1g) ve (£, 00) da en gok m. dereceden bir polinoma
indirgenebilir. (n + 1) tane (fo, L1, ..., ta) dlitime sahip, (2m 4 1) . dereceden bir
dogal baglayics, N2+ (85, ¢y, ..., ¢,) veya kasaca N2™H! olarak ifade edilir.
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Teorem 3.2. N2™* in her elemam agafidaki gosterime sahiptir:
S@y=Y ez +Y bz -t
=0 =0

Burada 0 < j < m igin 37 o bit! = 0 dir ve (z)? fonksiyonu, z > 0 ise 2™ ve z < 0
ise 0 olarak tanimlanmmstir.

Teorem 3.3. %) < 4 < ... < ¢, diflmleri verilmig olsun ve 0 < m < n olsun,
Dtgtmlerde belirlenen deferleri alan (2m 4 1). dereceden tek bir dogal baglayici
fonksiyon vardir.

Teorem 3.4. m<nve f € C™ o, blolsun. Sde fyia=to <t <..<t,=b
digimlerinde interpole eden (2m + 1) . dereceden dogal baglayia fonksiyon olsun.
Bu durumda,

[ @res [ 1m0 e

Ispat. g = f - S diyelim. O halde, 0 < ¢ < n igin g(t) = 0 dw. Ust dste kismi
integrasyon uygularsak,
b
/ g™ (2) ™) (z) dz = 0

buluruz.

f [ f(m+x) (a:)]2 dz = f [g(m+1) (2)+ Slm+1) (:c)]z dx
= f (6™ (2))* dz +2 f g™ () S (z) d
+ (stm+n (a:))zda:
[ 6
/6 (@™ ()2 de + / Gl (:c))z dz

/b ( Gm+1) (:c))2 dz

]

v
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4. B-BAGLAYICI FONKSIYONLAR

Bu bsltimde difer ttim baglayic1 fonksiyonlara lineer kombinasyonlerla olugturabilen
baglayic1 fonksiyonlarm bir sisterini inceleyecegiz. Bu baglayc: fonksiyonlar, be-
lirli baglayic1 uzaylan icin baz olduklarindan bunlara B — Bajlayicr fonksiyonlar
denir. B-baglayic1 fonksiyonlar rekiirans bagintilariyla kolayca elde edilebilirler. Reel
dogruda #; digtim sistemi ile baglayalim. Bu dtitimleri soldan —oo a safdan -+oo a
genigletelim.

wW<tlg <ty <ty <t <ty

Bu bsliim boyunca bu digtimlerin sabitlendigini kabul edecegiz ve biitiin baglayict
fonksiyonlar bu duglim sistemine gore verilecektir.

4.1, Sifirinca Dereceden B-Baglayicilar

Sifirinc1 dereceden B-baglayicilar BY ile ifade edilir ve Sekil 4.1 deki gibi bir gekle
sahiptirler:

—
1! '
} |
[ | X
- . -» e

Sekil 4.1. Sifirmner dereceden B — bajlayics
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% indisi Z tizerindedir. B-Baglayicilarin daha formal tanimi:

BY(z) = { 1 ,eferty<z<tip
0 , diger yerlerde

dir. Bu B-baglaycilar, {B? : i € Z} geklinde sonsuz bir dizidir. Bunlarm baz gbze
carpan dzellikleri asaghda verilmistir:
1. BY m destefi, [£;,%+1) arahgmda BY (z) # 0 olan z'lerin kitmesidir.
2. Her % ve her z igin BY (z) > 0 du.
3. BY, tim reel dogru izerinde sagidan stireklidir.
4. Her z i¢in 32 B? (z) =1 dir.
BY?— baglayicilar igin bir bagka tzellik de BY m ttim sifirmer dereceden (aym diigiim-
lerde sagdan strekli) baglayici fonksiyonlar igin bir baz olugturdugudur. Bunun
dogrulugunu gosterelim. Kabul edelim ki S yukandaki gibi bir baglayic1 fonksiyon
olsun. Bu fonksiyon parcal: sabit bir fonksiyondur ve agagidaki gibi tammlanir.

S(z) =c;, efer t; <z <t (ieZ)

Buradan S(z) = Y2 ¢;BY yazabiliriz. (Uzaydaki her vektéron 32 ¢;BY son-
suz serisi geklinde tek bir gosterimi vardir.) B fonksiyonlar: ttim yiiksek dereceden
B-baglayicilar igin rekiirans tammunin baglangig noktasidir. Temel rekiirans bagn-

tis1,

B*(z) = (_z:ti_) B (_t*i’ﬂ;‘_"’_) k-1
S () i) B (=) + R Bif (o) k=21 (41)

dir. Yitksek dereceden B- baglayicilarm tiim ozellikleri bu rekiirans tanmm takip

edecektir.

z—i
i — 1t
geklindeki baz zel fonksiyonlar: tanimlayarak reklivans bagntismi agagidaki gekilde
yazabiliriz:

Vi (@) = (42)

Bf = VB + (1- Vi) B (43)

B}, sifirmer dereceden parcah bir polinom ve V}* lineer oldugundan, B} derecesi <1
olan pargali bir polinomdur. Benzer nedenlerle, genelde, B derecesi < k olan pargalt
bir polinomdur.
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4.2. Birinci Dereceden B-Baglayicilar

{4.1) denklemi yardimyla B} (z) agaghdaki gekilde yazlabilir:
B = (22%) B+ (55 B o)

tin—t tive — tip1
0, ejer ¢ < t; veya T 2> t;1o
= ::J—i‘a» ejer t; < T <t
t:;—_%’ ejer tiw1 < T <tig

B} in gekli Sekil 4.2 deki gibidir.

iI

l

l -
1o tee

[

Sekil 48. Birinci dereceden B — baglayicr

B} icin baz gbzlemler de agagidaki gibidir:

1. B} in destefi (£;,%:42) dir.

2. Her ¢ ve her z igin B} (z) > 0 dur.

3. B}, t;,£;41, tisa harig her noktada stirekli ve diferensiyellenebilirdir.
4. Her z i¢in > o> B} (z) =1 dir.

4.3. B-Baglayicilarin Ozellikleri

Bir dizi lemma ile Bf (i € Z,k € N) ailesinin nemli 8zelliklerini geligtirebiliriz.

Lemma 4.1. Efer k > 1 ve z ¢ (4, tiys1) ise BF (z) =0 dur.
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Lemma 4.1. Effer k> 1 ve = ¢ (i, tix41) ise BE (z) = 0 dur.

Ispat. Ispatr ttmevanm kullanarak yapacafiz. & = 1 igin lemmanm dogrulugfunu
gosterelim. = ¢ (&,%i2) olsun. Bu durumda BY = 0 ve B}, = 0 dr. (4.3)
esitliginden BY = 0 oldugu agiktir. Kabul edelim ki k — 1 igin = ¢ (&, tis) ise
B! = 0 olsun. Bu durumda z ¢ (£;,t414x) ise B = 0 olduffunu gosterelim.
Eger z € (fi41, fis144) i8e T & (4, fi4s) dr. Bu durumda timevarim hipotezinden
B =0 dir. Benzer seldlde B! =0 dir. O halde (4.3) denkleminden BY = 0 dir.

Lemma 4.2. k > 0 olsun. Eer z € (&, tigk41) ise BX (z) > 0 du.

Bk B-baglaylcﬂa.rml k. dereceden tiim baglayralar icin baz olarak kullanmayr bek-
ledigfimizden onlarm Y c;B¥ () formundeki lineer kombinasyonlan ile de il-

Lemma 4.3. - o ‘
2 aBi= Y [V +aa (L- VOB

=00

dir.

Ispat. (4.3) denklemini kullanrssk,

Y aBf = Y a[VEBE+ (1- V) B
{=—00 =00
= Y aViBE'+ ) aa(1-VH) Bf?

oldugundan lemmadaki egitlik dofrudur.
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4.4.Say1sal Yéntem
Lemma 4.3 teki ¢; ler sabit ya da fonksiyon olabilir. O halde Lemma 4.3 e gore
agagidaki formda, bir fonksiyonu deferlendirebiliriz.
o0
f@) =Y @B @)
f=—00
¢; lerin verildigini kabul ediyoruz. Bu fonksiyonlar sabitler de olabilir.

¢ (@) =V @)+ () 1~V (44)

olarak tamimlarsak Lemma 4.3 ve (4.4) formalinden

Y ¢@B@= 3 @B )
$=—00 i=—o0

yazabiliriz. Bu iglemleri k-1, k —2,..., 0 icin de uygularsak

Y d@B @)=Y @B E)

$==~00 f=—00

ifadesini elde ederiz. Egitlifin sag tarafi kolayhikla hesaplanabilic: t; < z < 741

i¢in bu ifadenin deferi ¢} (z) dir. (4.4) denklemini (4.2) yi kullanarak agafidali gibi
yazabiliriz:

™ (@) = (e — t) ] (&) + (ters — @) ey (@) (tins — 1) (4.9)

Bu hatirlatmalar, egafidaki sayisal yonteme ncillik eder.
4.5. Algoritma

Effer cf katsayilan verilmigse, verilen bir z icin S (z) = Y00 __ cfB¥ (z) baglayicar
fonksiyonu agagadaki gibi hesaplanabilir:

m indisi, ¢y, < = < tm4s olacak gekilde belirlenir. (4.5) denklemi kullamlarak agafh-
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daki ficgensel siralama hesaplamr.
gt . e

3

Cni Gt - - G
4&—#}-1 cfr;-—lk-i-l
ot

Boylece, S () = &, dir. Buradan agafidaki lemmaya varihr,

Lemma 4.4. Her k icin r
2 BF(z) =1
t=—n00

Ispat. Yukarida anlatilen algoritma kullamlabilir. Her 7 igin C¥ = 1 olacak gekilde,
Y o CEBE (z) ifadesi ile baglayalm. s i sabitleyip C¥ i hesaplamak icin (4.4)
denklemini kullamrsak,

ot = CHVE+CE, [1- V]
‘/‘k +1- V;k

=1

elde ederiz. Bu igleme devam edersek, her ¢ ve her j = k, k—1,..,0igin € =1
oldufunu goririiz. Q halde,

i B (z) = fj B =1
t=—00 £=--00

yazabiliriz.



4.6. B-Baglayicilarin Tiirevi ve Integrali

Bir sonraki lemma Bf nin tfirevi icin Snemli bir formtl verir. V¥ icin (4.2) formitltnd
kullanmak ve o = olarak belirlemek faydah olacaktir.

1
bps—t

LVt =af

Lemma 4.5. k> 2 icin,
d k
—Bk (3) =

a2z ; () (t.-.,,k—-t.-

dir. k =1 oldugunda, bu denklem z = #;, #;;,, #;+2 hari¢ tm z ler igin dogrudur.

) - (i) e @

tipk+r — tiqa

Lemma 4.6. k > 1 i¢in Bf B-bsfflayrclar1 C** (R) simifina aittir.

Lemma 4.7.
/ B (s)ds = (ti+’::1-’; ) ZBk+l @)

4.7. Ek Ozellikler

Effer f bir fonksiyon ve K da onun tanim kimesinin bir aft kimesi ise, f | K
gosterimi f nin K tzerine kimtlanmasim ifade eder.

(f 1K) (=) = f (=) (z € K)

Bu kavram baflayic1 fonksiyonlar ile cahgirken dnemlidir; citnkt her Bf | (£, ¢i41)
fonksiyonu bir polinomdur. f; fonksiyon kiimesinin K kilmesi {izerinde lineer bagim-
siz olmasy, f; | K ksitlanmg fonksiyonlanimn bildigimiz anlamda. lineer bathimsiz
olmas1 demektir.



Lemma 4.8. {Bf,B%,,,..,Bf,.} B-baglayialarm kitmesi (44, tx4541) de lineer
bagmnsizdir.

Lemma 4.9. {B%,,B%, ., .., B% |} B-baflayicilarm kiimesi (o, £,) de lineer bagim-
sizdar.

4.8. B-Baglayicilar: Uygulamalar

Dutimlerin bir baglangg dizisi agadaki gibi olsun:

we<ta<t_ 1<l <tz <t < ... (4.6)
Bu diiimler igin B-baglayicilarm bir sistemi, BY (z) ile tanmlansm. Bu B-baflayicilary
baglayiar fonksiyon interpolasyomundaki baflayicr fonksiyonlarla iligkilendirmek is-
tiyoruz. Bagta C*~! smfindan, derecesi < k olan parcali polinomlan ele almigtik.
Bu polinomlar, {to, 1], [t1,%2),.., [tn—1,ts], 7 tane, araliklarmda verilmiglerdi. Bu
tipteki t0m baglayic fonksiyonlar smifim S¥ ile gosterelim. Bu gosterim basta sabit-
ledigfimiz dtgtmleri igermiyor. S daki baglayic1 fonksiyonlarm [tg, £} tamm kiime-
sine sahip olduklarm: gdzontine aliyoruz. Simdi bunlarm BY daki B-baglayialar ile
iligkilerine bakalun. Bundan sonra n > 1 oldugunu kabul edecefiz.

4.8.1. S% Uzay icin bazlar

Bu fonksiyonlerm tamm kiimelerini aym yapabilmek igin BY fonksiyonlarmu [¢,, ta)
araliina kisitlamamiz gerekir. Bu kstlanmyg fonksiyorilarm gosterimi BY | [tq, t]
dir.

Teorem: 4.1. S* uzay1 icin bir baz,
{Bf | lto,ta] : =k < i < n~1} (7
dir. Dolayisiyla S® min boyutu k + r dir.
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4.8.2. Interpolasyon matrisi

Baglayicx fonksiyonlar, d0gtmlerden bagka noktalarm interpolasyomu igin de kul-
lanmlabilir. Dtgtimlerin bir kiimesi, z; < 2 < ... < z, verilsin. Verilen keyfi verileri
bu digtmlerde Yo7, ¢;Bf formundaki bir baglayicx fonksiyon ile interpole etmek
istiyoruz. Bumun olanakh olabilmesi igin -

A; = Bf () (1<i,j<n) (4.9)

ile verilen A interpolasyon matrisinin tekil olmayan matris olmas: gerekir. Schoen-
berg ve Whitney’ in bir teoremi tekil olmayan bir matris igin gerek ve yeter kogullari
ortaya koymugtur. Buna gore A mn kdgegeni 0 elemamn: icermemelidir {de Boor
1976).

Lemma 4.10, Eger (4.9) deki matris tekil olmayan matris ise Az #0dix, 1 < i < n.

ispat. Kabul edelim ki baz 7 ler igin A, = 0 olsun. O halde BX = 0 dir ve Lemma,
4.2 den T, & (t,trpasr) dir. z, <t olsun. Efer 1< r<jisen; <z St <t
dir ve z;, B; nin desteffinde deildir. O halde, Ay; = B (z;) = 0 drr. A daki ik
r setir B! de vektorler gibi déigtinillebilir; gink®t j = r, r+1,..., n igin A; =0
dir. O halde, bu satulann kilinesi lineer bagumhdrr, yani A tekil matristir. Simdi
Ty 2 tryr41 durumunu jnceleyelim. Effer i > 7 > j ise, 2; 2 Zr 2 tepkin 2 Ligka
ve Ay = B¥(z:) = 0 d. 1den r ye kadar swalanmus satirlar lineer bagunh bir
kitme olusturur; ¢iinkdl r., (r+1).,... n. bilegenleri sfirdir. O halde, z, > frixst
durumunda da A tekil bir matristir. Bu da 4 nin tekil olmamas: durumunda Ay # 0
olmasim gerektirir.

Lemma 4.11. 1 < i< nigineffer k =1 ve §; < &; < 149 ise 4 tekil olmayan
matristir.
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fspat. 1Ik olarak (4.7) kimesindel fonksiyonlarm S% ya ait olduklan agiicr; ciink
bu fonksiyonlar (4.6) dugtm dizisi tzerinde tammlanms k. dereceden baglayia
fonksiyonlardir. Simdi S% mn boyutunun en fazla k + n oldufunu ispatlamamiz
gerekiyor. Bu ispati yaparken, k + n fonksiyondan olugan ve S¥ y1 geren bir kilme
olugturacagiz. S nmn her elemam,

& n—l1
5@ =) az'+y bilz—t)% (48)
=0 =1
formunda gbsterilebilir. Bu gosterimde,
.': 4. k
(@ —t) = { Gt e2h
0 s 2<t;
dir. (4.8) denklemini ispatlamaya. [£g, t1] arahifam ele alarak baglayaim. Bu durumda
(4.8) esitlifinin sa¥ tarafindaki ikinci toplamun deferi atfirdir. [fo,?;] arabnda
S (z) = po, k. dereceden bir polinomdur. py = Y& ja:z’ dir. #; deki stireklilik
kogullarmdan
(P —po)" (1) =0 0<r<k-1)
yazabiliriz. p; — po en fazla k. dereceden oldugundan bazm b; ler igin (py — po) (z) =
by (z — £1)° dw. O halde,

k
S@=Y ez +b(@-t)i (to<z<ty)
=0

yazabiliriz. Benzer iglemler 5, 3,..., t,—; noktalan icin de uygulanusa, (4.8) denk-
leminin dogrulugu gasterilmiy olur. Ispatm son lasminda da (4.7) kimesinin lineer
bafimsizhim gostermeliyiz. Lemma 4.9 a gore lineer bagimsizbk da gergeklenir, O
halde (4.7), 5% igin bix bazdir,

Bu teoremiu ispata,
1,z, 52’ «eey zkr (Z - tl)i H (3: - tZ)i PR (23 - tu—l):

fonksiyonlarmin S¥ igin bir baz olugturduklarm gdsterir. Bu bazlan niimerik durum-
larda kullanirken dikkatli olmaliyrz. Bunun yerine teoremde verilen B-baglayicilardan
olusan baz kullanmlabilir.



Teorem 4.2. (Schoenberg-Whitney Teoremi) z) < z3 < ... < ,, olsun. Ay =
B¥ (z;) ile verilen A matrisinin tekil olmayan bir matris olmas: igin gerek ve yeter
kogul k8gegeninde 0 elemanmm bulunmamasdar.

Ornek 4.1, Dugtimler, tim tamsaylar olsun. Effer B}, B3, ..., B lerin lineer kombi-
nasyonlan ile interpolasyon yapmak istersek, {3.1,3.5,3.6,6.1,6.6} ditim kiimesini
kullanabilir woiyiz?
Cozlim. Teorem 4.2 de verilen kogul,

i<z;<i+3 (1£iL5)

dir. Bu kosulun da verilen dglimlerde saglandia kolayca. goriilebilir.
4.8.3. Varhk

Teorem 4.1 de S§ bafflayia uzaymm boyutunun n + k oldufu gortilda. SE w1 olugtu-
ren fonksiyonlarm [ts,4,] tanumn kiimesine sahip oldufunu gozdniine almigtik. Efer
Ty, T3, .y Tk dUEQmleri ffg, £,) arabmda segilirlerse, S¥ ile interpolasyonun miimkiin
olmas: igin, digimlerin hangi kogullar: saflamas: gerektifini inceleyelim.

Teorem 4.3, Efer 71, T3, ..., Tnsr ddfimleri [to, ta} den secilmigse ve

ik <<l (1gign+k)
kogulunu saghiyorlarsa, bu diifimlerdek keyfi veriler S% baglayici uzay ile interpole
edilebilirler (Kincaid and Cheney 1996).

4.8.4. Interpolasyon digi yaklagim y8ntemleri

tuterpolsyon digindaki yaklagim metodlarin agiklamak icin Schoenberg (1967) tarafin-
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dan verilen ySnteme donmemiz gerekiyor. f fonksiyonu verilsin: Sf baflayic1 fonksi-
yonunu agaidaki gekilde tanimhyoruz:

§f=3 f(a)Bt m=flmto bt (410)

-k = 0 oldugunda z; = ¢; olsun. Bu durumda daha dnceden agiklanan interpolasyon
diizenini elde ederiz. k = 1 dururounda da aym gey gegerlidir. Ancak k& mn daha
buiytk defferleri igin (4.10) ile tammlanan Sf baflayica fonksiyomm f yi belirlenen
dugim kiimesinde interpole etmez. { Bu tip operatrlere quasi-interpolasyon opera-
térleri demir.} Bu yaklagim gekillerinin goze garpan dzellikleri goyledir:

1. Efer f lineer bir fonksiyon ise Sf = f dir.

2. [ herhangi bir lineer fonksiyon olsun. Sf — I ile f — [ nin igaretleri aymdir.

3. Effer f > 0ise Sf >0 dr.

4. Bgfer |f] < M ise |Sf] < M dir.

5. S lineer bir operatordir: S (af + 8g) = aSf + Sy

Simdi de stirekli fonksiyonlarm keyfi hassasiyetlere baglayic: fonksiyonlar yardum ile
yaklagtmilip yeklagtirlamayacagina bakshm. Bbyle durumlarda daha yiiksek has-
sasiyet elde etmek igin &k derecesini sabit tutarak diftm sayismu artinnz. Bu-
radaki soru istenilen bassasiyete, diimlerin yogunlufunu artiwarak ulagip ulasa-
mayacopunizdir. Digmlerin kilmesi asafidaki gibi verilmig olsun.

WKt a<t  <tyg<t <ty <...
[to,tn] aralifh aym zamanda [a, ] aralig olarak da gosteriliv. Bir f fonksiyonu [a, b
tizerinde verilsin ve f, (~o0, +-00) aralifina genigletilsin. Bu durumda eger f [a, ]
de siirekli ise onun geniglemesi de stirekli olacaktir.
fsﬂrekﬁobadaolmasadaomms&ekﬁlikmdﬂﬂnﬂasa@daldsekﬂdetanmﬂwomz:
w(f:8) = max |£(s) — £ O
Eger f, [a,b] aralifmda tammh stirekli bir fonksiyon ise, f diizgln sureklidir. Yani
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ber & > 0 igin bir & > 0 vaxdr Syle ki [a, 4] deki her s ve ¢ igin
ls—tl<d=>[f(s)~f()l <¢

gergeklenir. O halde w(f;4) < & dir. Bagka bir deyigle kapah ve smurh bir arahkta,
stirekli bir f foksiyonu icin, § sifira yaklagtikca stireklilik modillil w (f; §) sifira yak-
lagr. Eger f' mevcut, stirekli ve |f' (z)] £ M kogulunu saghyorsa, Ortalama Deger
Teoreminden .

F@&) = FOI=1F ©Olls—t < Mls—t|
dir. O halde w(f;8) < M4 dur.

Bir sonraki adim, f ye basit anlamda yaklagan bir baglayic fonksiyonu tanimiamak-

tir. Bu amacla,

9= f(tas) B} (411
f5—00

olarak segiyoruz. { Bu fonksiyonun yardumiyla, agagidaki sonucu ispatlayabiliriz. )

Teorem 4.4. Eer f, [fo,t] aal@inda bir fonksiyon ise (4.11) denklemi ile verilen
g bagflayar fonksiyonu agagidaki kogulu safflar.

“%]f(z) —g (@)} < kw(f;d)

Burada,

8= ) It ~ tial

ve w(f;.), f nin stireklilik modaliidtir (Kincaid and Cheney 1996).
4.8.5. Bir fonksiyonun bir baglayici uzayma uzakligh

Bir f fonksiyonunun normlu bir uzaym bir G altuzayma. olan uzakh# asagadaki gibi
tanimlanomgtir,
dist (£,G) = inf If ~ gl
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W= max|f (=)

ile verilen norm tantmmum kullanaltm. Teorem 4.4. e gore :
dist (£,57) < kw (f;8) “12)

dir. Effer f strekliyse

1}{5\'"(1';5) =0 .

dir. O halde, digAmlerin yogunlugu artrildikca (4.12) denkleminin fist smur sifira

yaklagir,

Teorem 4.5. r <k < n olsun. Efer f € C" [t, ;] ise, (5, Teorem 4.4 teki gibidir.)
dist (f,85) < K8 [l 1))

dir (Kincaid and Cheney 1996).
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