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SIMGELER DiZiNi

L,(R") Lebesgue uzay1

Suppf f fonksiyonunu destegi

L,.(R") lokal integrallenebilen fonksiyonlarin uzayi
s R" de birim kiire

o, Birim kiirenin ylizey alani

f*g f1ile g nin konvoliisyonu

X A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

S Schwarz uzay1

B(x,r) x merkezli r yarigaplt agik yuvar

B(x,r) x merkezli r yarigapli agik yuvarin tiimleyeni
a, f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu

M Maksimal operator

M, Kesirli maksimal operator

1, Riesz potansiyel operatorii

T Singiiler integral operatdrii

L,,(R") Morrey uzay1
A Gamma fonksiyonu
w(x,r) Agirlik fonksiyonu

M (R") Genellestirilmis Morrey uzay1

pw



1. GIRIS

L, » Morrey uzay1 C. B. Morrey tarafindan 1938 yilinda eliptik kismi diferensiyel den-
klemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya cgikaril-
mistir. Morrey uzayinin kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin regiilerlik 6zel-
liklerinin ¢aligmasi ve kesin 6n esitsizliklerin bulunmasi gibi konularda énemli uygu-
lamalar1 vardir. Ozellikle Riesz potansiyelleri ve singiiler integrallerin ozellikleri
yardimiyla eliptik ve hipoeliptik (quazieliptik) kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziim-
leri igin 6n esitsizlikler elde edilebilmektedir. Daha sonra bu uzayin Navier-Stokes ve
Schrodinger denklemleri, siireksiz katsayili eliptik diferensiyel denklemler ve potan-

siyel teorisinde 6nemli uygulamalar: ortaya ¢gikmigtir.

L, (R™) Morrey uzay1, 0 < A <n,p>1ve f e L} (R") olmak iizere

1
P

1 A
0= 50 | [ U@y | = s 3 1l < o0
zER™ zeR™
r>0 B(.Z‘,’I‘) r>0

sonlu olacak bigimdeki fonksiyonlarm tiim simflarinin uzayidir, burada B (z,7), x
merkezli 7 yarigapl yuvari belirtmektedir. M, ., (R") genellestirilmis Morrey uzayu,

l1<p<oovefelLl (R")olmak iizere

loc
T_n/p
1 s, = jélgm 1112, B
r>0
sonlu olacak bigimdeki fonksiyonlarin uzayidir, burada w(z, r), R" x (0, 0o) da negatif
olmayan, 6l¢iilebilir fonksiyonlari belirtmektedir.

Bu tamima gore w(z,r) = T segilirse klasik L, y(R™) Morrey uzay: elde edilir.

Maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli harmonik analizin énemli konular1 arasin-
dadir. Ozellikle kismi tiirevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte bircok uygu-
lamalar1 vardir. Maksimal fonksiyon R™ nin standart kiimelerinde n = 1 i¢in Hardy-

Littlewood tarafindan tanimlanmis ve Wiener tarafindan n- boyutlu R™ Oklid uza-

loc

yma genigletilmistir. f € L. (R") ve 0 < a < n ve |B(z,r)| = / dx olmak tizere

B(z,r)



M, kesirli maksimal operatorii

(Maf)a) = sup Bl ) 5 [ 15wl dy

B(z,r)

seklindedir. a@ = 0 alindiginda M f Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

r>0

Mf@) =sp o [ 1)y
B(z,r)

elde edilir.

1, f Riesz potansiyeli de

_ 1 f(y)
(L)) = s / ey

olarak tanimlanir, burada,

ile verilir. Morrey uzayinda Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ve Riesz potan-
siyelinin varlik ve siirlilik kogullari, Adams (1975), Chiarenza ve Frasca (1987),
Fazio ve Ragusa (1993), Fefferman ve Stein (1971), Morrey (1938), Peetre (1969),
Guliyev (2009) gibi birgok matematik¢i tarafindan gahigilmigtar.

Singiiler integraller en genel sekilde

Tf(z) = / K (2, 9)f(y)dy

biciminde ifade edilirler, burada K ya ¢ekirdek denir ve K, x = y de singiilerlige
sahiptir. Bu yiizden yukaridaki ifade limit durumunda anlamh hale getirilebilir.(Stein
1993).

f(z), R™ de dlgiilebilir ve t € R™ igin her bir |x — ¢| > ¢ > 0 kiimesi {izerinde mutlak

integrallenebilir olsun. Eger



var ve sonlu ise bu durumda f(z), R" iizerinde esas deger anlaminda integral-

lenebilirdir denir. Bu limitin degeri

PV / f(z)dz

R"

ile gosterilir.
T Calderon-Zygmund singiiler integral operatorii kompakt destekli, siirekli, sonsuz
kez diferansiyellenebilen biitiin f € Ly(R™) fonksiyonlarimi Ly (R™)’e gotiiren siirl,

lineer bir operatordiir. T'f € L}, (R"),

loc

Tf(z) = / K(r.y)f(y)dy hhye Suppf

R”
ile gosterilir.

Burada, ¢; >0 ve 0 <e <1 veher z,y € R" x # y igin
|K(z,y)| <crle—y[™"

2|z — x| < |x — y| olmak iizere,

r—x1|\° .
(o)~ Kol + 1K) — K] <0 (=20 oy

ozelliklerini saglar.

Tezin amact Morrey-tipi norm tamimlanarak, M, ,,(R™) genellestirilmis Morrey uza-
yinda M maksimal operator ve T' Calderon-Zygmund operatorlerinin 1 < p < oo
icin M, ,, (R™) uzaymndan M, ,,(R™) uzayma ve p = 1 i¢in M, (R") uzaymndan
zayif WM, ,,(R™) uzayma simirhhgim garanti etmek i¢in (wq, wy) ikilisi tizerine ek-
lenmesi gereken kogullar1 arastirmak, ayrica, I, potansiyel operatorii icin Sobolev-
Adams tipi M, ,,(R") — M,.,(R") sinirhlk teoremi ve Spanne tipi M, ,, (R") —
M, (R™) smirhilik teoremlerini vermektir. Tezin ikinci boliimiinde, temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Uciincii boliimde ilk 6nce, klasik maksimal fonksiyon ve
Riesz potansiyeli tanitilmig ve bu operatorlerin varlik ve sinirhihgr L, (R™) Lebesgue
uzayinda ispatsiz olarak verilmistir. Daha sonra, 0 < A < n olmak iizere, L, (R™)

Morrey uzay1 tanitilmig, bu uzaymn yapisi hakkinda bazi sonuclar verilmis ve bu



uzayda Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin ve I, Riesz potansiyelinin sinir-
hilig1 Guliyev (2009) tarafindan verilmis olan teoremler yardimiyla gosterilmigtir.
Doérdiincii boliimde ise, M, ,,(R™) genellestirilmis Morrey uzayinda Hardy-Littlewood
maksimal operatoriiniin siirlihg Guliyev (2009) tarafindan verilmis olan teorem
yardimiyla gosterilmigtir. [, Riesz potansiyelinin M, ,, (R") uzaymmdan M,, (R")
uzayia smirhilhigr iki farkli yonden Spanne ve Adams tipi simirhilik olarak goste-
rilmigtir. Bunun igin Guliyev (2009) tarafindan verilmis olan iki farkl teorem kul-
lanilmigtir. Son olarak, 7" Calderon-Zygmund integral operatorleri tanitilmig ve T

operatorti i¢in M, ,,(R"™) uzayinda smirhilik kogullar: belirlenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1. X bir K cismi {izerinde bir vektor uzayi olsun. Eger bir
X =Rz

doniisiimii Va,y € X ve Va € K icin

(N1) ||z|| >0 ve ||z]|=0<2z=10

(N2) [lax]| = |a] [z

(N3) [l +yll < [zl + ]l

ozelliklerini sagliyorsa bu doniigiime X iizerinde norm adi verilir. (X, ||.||) ikilisine

bir normlu vektor uzay: denir. (X, ||.||) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir.

Tanim 2.2. X ve Y iki lineer uzay ve T : Dy C X — Y bir fonksiyon olsun.
T fonksiyonuna operator denir. Burada Dr, T' nin tanim kiimesi ve 7' (D) C Y de
T nin goriintii kiimesidir. Eger D7, X in bir lineer alt uzay1 ve T' bir lineer doniigiim

ise her a, 5 € R (veya C) ve x, y € X igin
T (ax + By) = oT (z) + BT (y)

dir. Eger bir f (z) fonksiyonu i¢in hemen her yerde T'f (z) > 0 ise T' operatoriine

pozitif operator denir.

Tanim 2.3. Herhangi bir p olgiisti u(B(x,2r)) < cu(B(z,r)) sartim saglhyorsa

1 Olciisii doubling sartini sagliyor denir.

Tanim 2.4. X ve Y normlu uzaylar ve D (T') C X olmak iizere, T : D(T) — Y
lineer operator olsun. Eger her € D (T) igin, ||[Tz| < A|z| olacak sekilde bir A
reel sayis1 varsa, T' operatoriine sinirhidir denir.

Bir T' operatoriiniin normu |7 = sup 2l ile tanmmlamr.

o el
zeD(T)
x#0
Tanim 2.5. X ve Y normlu uzaylar, D (T') C X olmak iizere, T : D (T) — Y bir
operator ve zg € D (T) olsun. Eger verilen her € > 0 sayisma karsilik, ||z — zo|| < §
kosulunu gergekleyen her = € D (T) i¢in, ||Txz — T'zo|| < € olacak sekilde bir § > 0

sayisi varsa 1" ye xq da siireklidir denir.



Tanim 2.6. X ve Y normlu uzaylar ve D (T") C X olmak tizere, T : D(T) — Y
lineer operator olsun. Bu durumda 7' nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T'

nin smirh olmasidir.

Teorem 2.1. (Diferensiyel Hesabin Ortalama Deger Teoremi) f : [a,b] — R
fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve Vo € (a, b) noktasinda tiirevlenebilir olsun. Bu
taktirde (a, b) araliginda f'(z,) = W olacak gekilde en az bir x, noktas1 vardir.
Tanim 2.7. (Cebir ve - Cebir) X bir kiime olsun. Eger X in alt kiimelerinin bir
A simifi igin agagidaki ozellikler saglaniyorsa bu durumda A sinifina X {izerinde bir
cebirdir denir:

(i) X e A

(i7) Her E € Aigin E°=X\F € A

(ii6) k = 1,2, ...,n icin B}, € A ise kLZJlEk €A

Eger (ii7) sart1 yerine
"Hern € N i¢in E, € A= OleEn e A’
n—=
sart1 konulursa A cebirine bir o— cebiri ad1 verilir.

Tanim 2.8. (Borel Cebiri) Bir £ simfim kapsayan o-cebirlerinin en kiigiigiine
K nin iirettigi (dogurdugu) o-cebiri denir. R™ deki biitiin agik (a,b) araliklarimin
dogurdugu o-cebirine Borel cebiri denir ve B(R") ile gosterilir. n = 1 olmas: halinde
B(R') Borel cebiri B(R) ile gosterilir. B(R) nin her bir elemanima Borel kiimesi
denir. X bir lokal kompakt Hausdorf uzay1 ve B(z), X in acik kiimelerini igeren
en kiigiik o-cebir olsun.Bu durumda B(z) Borel kiimesinin o-cebiri olarak ve Borel

kiimesinde tanimli herhangi bir p 6lciisii ise Borel ¢lgiisii olarak adlandirilir.

Tamim 2.9. X bir kiime ve A, X iizerinde bir o—cebiri olsun. Bu durumda
(X, A) ikilisine bir olgiilebilir uzay, A daki her bir kiimeye de .A-6lgiilebilir kiime

veya kisaca olciilebilir kiime adi verilir.



Tamm 2.10. ((")lgijlebir Fonksiyon) (X, A) bir sl¢iilebilir uzay ve f: X — R
bir fonksiyon olsun. Eger Va € R icin

1o, +c)={reX:f(x)>a}c A

oluyorsa f ye olciilebilir fonksiyon denir. X iizerindeki olgiilebilir fonksiyonlarin

ailesi M (X, A) ile.gosterilir.

Tanim 2.11. (X, .A) bir olgiilebilir uzay olsun. A iizerinde tamimh genigletilmig

reel degerli bir ;4 fonksiyonu

(i) (@) =0

(ii) Her A € Ai¢in u(A) >0

(iii) Her ayrik (A,,) dizisi i¢in p <G An) = i p(An)

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyonrl:; olgii degi:rT Eger her A € A icin p(A) < oo ise

1 ye sonlu 6lcii adi verilir.

Tanim 2.12. ((")lgii Uzayl) Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o-cebiri
ve A iizerinde tamimh bir p 6lgiisiinden olugsan (X, A, ) tigliisiine bir 6l¢ii uzayi adi

verilir

Tanim 2.13. (Dis Olgii) X bir kilme ve P (X) de X in kuvvet kiimesi olsun.
P (X) iizerinde tanimli, genisletilmis reel degerli bir * fonksiyonu

(i) p* (@) =0

(ii) Her £ € P (X) igin u* (E) >0

(iii) A C B C X igin pu* (A) < pu*(B)

(iv) Her bir n € N i¢in A, € P (X) ise p* fj A, ) < io: w(Ay)

n=1 n=1
sartlarini saglarsa p* fonksiyonuna X iizerinde bir dis 6l¢iidiir denir.

Tanim 2.14. (Lebesgue Das Glgﬁsij) (Ix), R nin simirli ve agik alt araliklarinin

Ta= {([k) CAC Ufk}

bir dizisi,

olsun. P (R) iizerinde
m* (A) = inf {Zl([k) c(Iy) € TA}

1

7



bi¢iminde tamimlanan m* bir dig 6lciidiir. Bu dis olgiiye Lebesgue dig 6lciisii denir.
Lebesgue dis 6lciisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.

n—boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dis 6lciisiinii tanimlamak icin
I={z:0;<x;<Vb;, i=1,...n}

n—boyutlu kapali araliklarin1 goz oniine alalim. Bu araliklarin hacimleri

v(I) =[] 0 - a)

=1

bi¢imindedir. Keyfi bir £ C R" kiimesinin Lebesgue dig olgiisii

m* (FE) = inf {ZU (Iy) : E C U Iy, Iy, bir arahk}
k=1 k=1

ile tanimlanir. VA C R” i¢in eger
m*(A)=m"(ANE)+m" (AN (R" - E)) (Caratheodary Olgiimii)

ise I/ kiimesine Lebesgue olgiilebilirdir denir.

R™ iizerindeki Lebesgue dig olgiisii, her bir araliga onun hacmini karsilik getirir.
Sonug 2.1. A sayilabilir bir kiime ise m* (4) = 0 dir.

Sonug 2.2. [0, 1] kiimesi sayilamayan bir kiimedir.

Tanim 2.15. (Lebesgue Glgﬁsﬁ) M (R, m*), m* dig olgiisiine gore 6lgiilebilen
R nin alt kiimelerinin simifi olsun. m* Lebesgue dig 6l¢iisiiniin M (R, m*) sinifina da
B (R) smifina da olan kisitlanmasina Lebesgue 6lgiisii denir, m ile gosterilir.
Tamim 2.16. (X, A, p) bir 6l¢ii uzay: olsun. Eger bir ¢nerme (veya 6zellik) 6lgiisii
sifir olan bir kiime diginda dogru ise, o 6nerme ( veya ozellik) hemen her yerde

dogrudur denir.

Teorem 2.2. (Chebyshev Esitsizligi) (X, A, p) bir ol¢ii uzay1 ve f : X — [0, o]



fonksiyonu olgiilebilir olsun. « > 0 igin A, = {x € X : f(x) > «a} denirse
1(As) < = [ fdu < % [ fdu dir.
A X

Tamm 2.17. (Lp Uzay1) (X, X, u) bir 6lgii uzay: olsun. 0 < p < oo olmak iizere

L,= fGM(X,E):/|f|pd,u<oo
X

kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir. L,uzayinda bir

f fonksiyonunun normu

Q\f\”du)p,l <p<oo

esssup |f(z)|, p= o0
reX

I1F1l, =

ile tanimlanir.

esssup |f(z)] =inf{\: p(x € X :|f(x)] > \) =0}

zeX

dir.

Tanim 2.18. (Ortii) Birlesimleri A kiimesini kapsayan U; kiimeler ailesine A
kiimesinin bir ortiisiidiir denir. Bu U; kiimelerinin her biri aciksa bu halde U;, A
kiimesinin agik ortiisiidiir denir. Birlesimleri A kiimesini kapsayan alt topluluklar
ailesine verilen ortiiniin alt ortiisii ismi verilir. Eger bu topluluklar ailesi sonlu sayida

kiimelerden olusuyorsa, bu o¢rtiiye sonlu alt 6rtii denir.
Tamm 2.19. X kiimesinin her agik ortiistiniin sonlu bir alt ¢rtiisii varsa, X kiime-
sine “kompakttir” denir. Kapali ve simirli bir kiimenin her agik ortiisiiniin sonlu bir

alt ortisii vardir. Yani, kapali ve sinirli her kiitme kompakttir.

Tamim 2.20. Bir f fonksiyonunun destegi f () # 0 sartini saglayan = noktalarinin

kapamgidir ve Supp f = {x: f (z) # 0} ile gosterilir. Eger f fonksiyonunun destegi

kompakt bir kiime ise bu durumda f kompakt destekli fonksiyon adini alir.

Tanim 2.21. f olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere her kompakt K C X alt

l[lf\du<oo

9

kiimesi {izerinde



ise f fonksiyonuna lokal (yerel) integrallenebilirdir denir.

Tamim 2.22. (Holder esitsizligi) p > 1 ve 1—17 + % = 1 olmak tizere f € L,, g
€ L, olsun. Bu durumda f g € L' ve

IFglly < A1, gl

saglanir (Neri 1971).

Tanim 2.23. (Minkowski esitsizligi) p > 1 i¢in eger f, g € L, ise (f+g) €
L, ve

1f+gll, < 171, + llgll,
dir (Neri 1971).
Tanim 2.24. (Schwarz esitsizligi) f(z) € Ly ve g(x) € Lo olsun.
b >

/b f(@) gle) da| < / @) do 5 [ 1@ da

a

esitsizligine Schwarz esitsizligi denir.
Teorem 2.3. (Fubini) f, R™™" iizerinde 6lgiilebilir bir fonksiyon ve

L - / 1f (&, )| dady

Rn+m

L - / /|f<x,y>|da: dy
Rm, n

L= [ [ir@yldy)a
Rn m

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. [ icin bu R” iizerinde bir ¢ in-
tegrallenebilen fonksiyonu vardir 6yleki ¢ (y) hemen her y i¢in igteki integrale egittir
anlamindadir ve I3 icin de aynisi gegerlidir. Bu durumda

(a) Hemen her y € R™ igin f (.,y) € L' (R") dir.
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(b) Hemen her z € R" igin f (z,.) € L' (R™) dir.
(©) J F(y)dy € LH(RY)

(d) [ f(=,.)dz € L' (R™)
(

R'!L
e) [1 = 12 = [3

elde edilir.

Tanim 2.25. = = (z1, ...,x,) ve y = (Y1, ..., Yn), R™ de vektorler olmak iizere

R™,

n- boyutlu Oklidyen uzay1 (z, y) = > x; y; i¢ carpimu ile donatilmig R™, n- boyutlu
=1

reel uzaydir.

2

Burada z in mutlak degeri |z| = | > 22

j
j=1
R" iizerinde dx = dz;...dz, ile Lebesgue olciisiinii gosterecegiz. R™ uzayi iizerinde f

ile tanmimlanir.

fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

/f(a:)da::/.../f(xl,...,xn)dxl...dxn

ile gosterilir. E C R™ olciilebilir bir kiime olmak {izere F nin Lebesgue ol¢iisii

|E| = / dx ile tamimlanir.

E
Cok kath integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek ¢ogu kez kullanigh olmak-

tadir. 7 = |z| olsun ve S"~! = {z: |z| = 1} ile birim kiireyi gosterilim.

/ flz)dr,  dr = dy..dr,
RTL

integralinin hesabi icin;
0<r<oo, 0<0q,..,0, o<m 0<60,_1 <27

olmak iizere
T1 = rcosb,
To = 7 sin 0, cos O

23 = rsin 6 sin 65 cos O3

11



T, = rsinfysinby...sind,_;

doniigtimii yapilir. Bu déniigtimiin Jakobiyeni

n—1
J(ry 01,y Opg) =" ] (sim)"

j=1

olarak hesaplanir.

[ Hsar — 7 /

o) T 27rn71
- /r”_lf(r)dr//.../H(sian)n1j dfy...d0r 1
0 0 0o J=1

0

2w

O/ 0/ F(r)T(r, 0)drdos...d6,

= Wyt [ fOr)r" tdr
/

elde edilir, burada w,,_1, birim kiirenin ytiizey alanidir.

Genel olarak

[ fz))dz = [ [ f(rsinb, ..., rsinb...sinf, ) r" tdrdf;...d0,_
Rn 0 Sn—l
= [ [ f(r,0)r" 'dodr
0 gn—1

bigimde yazilir. Burada do, S"~! iizerinde dx tarafindan belirlenen yiizey 6l¢iisiidiir.
Tanim 2.26. z € R" ve f(z) ve g(z) dlgiilebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda
h=[fxg= /f(y)g(w —y)dy = /f(rv —y)g(y)dy
R” R”
ile tanimli h fonksiyonuna f ile g nin konvoliisyonu denir.

Teorem 2.4. (Young ) 1 < p < oo olsun. Eger f € L, ve g € L; ise bu du-

rumda h = f * g hemen her yerde vardir ve L, uzayma aittir. Ayrica

170, < W £l Nlglly

12



esitsizligi gerceklenir (Neri 1971).

Teorem 2.5. (Young ) f € L, ve g € L, olsun, %—i—é > 1 ve % =

S
=

olsun. Bu durumda h = f * g olmak iizere h € L, dir ve

120l < 11711, llgll,

saglanir (Neri 1971)

Tanim 2.27. (Fourier Déniigiimii) f € L' (R") olsun.

£ 1 —i(z,y
f(fv)=WR[f(y)e () gy

ile verilen f fonksiyonu f fonksiyonunun Fourier doéniigiimii olarak adlandirilir.

Burada (z,y) = z1y1 + ... + 2y, dir. Fourier doniigiimii

f(z) = @2n) / £ (y) e i@ dy

R

veya

fa) = [ Fwe ey
R’ﬂ
olarak da alnabilir. Eger n =1 ve f € L' (R') ise bu durumda
1
£ _ fz'myd
fa) =5 [ Flw)eay
olur.

Lemma 2.1. Eger f (z) = f1 (x1) fa (x2) ... fn (x,) ise

saglanir.

Teorem 2.6. (Riemann-Lebesgue) Eger f € L'(R") ise bu durumda f smurh

13



ve diizgiin siireklidir. Ayrica |z| — ooiken f(x) — 0 dir.

Teorem 2.7. f,g € L' olsun. Eger h = f * g ise bu durumda h :Aﬁ dir
(Neri 1971).
Teorem 2.8. f,g € L' olsun. Bu durumda
[ Flg@yds = [ fygas
dir (Neri 1971).
Teorem 2.9. (Parseval-Plancherel) f € Ly(R")ve fz (2) [ fly)e @v)d
ly|<R

olsun.Bu durumda
= (2n)" [ e
Rn

Fourier doniisiimii R — oo iken fg () nin L? normunda bir limiti olarak vardir.

Ayrica
|7, = em% s,

dir. Eger Fourier doniigimiinii

— [1we ey
Rn

ile tanimlarsak bu durumda
Hﬂ’ = £l (Parseval formiilii)
2

< ]?, g >=< f,g > (Plancherel formiilii)
olur. Burada < f,g >, f ile ¢ nin i¢ ¢arpimm gostermektedir ve < f,g >= [ fgdz

dir.

Tamm 2.28. f € L'(R") ve f nin Fourier doniisiimii

= (2n) " [ fla)e I

R

14



seklinde verilsin. Bu durumda
@)= [ Fwpeteray
Rn
formiiliine Fourier doniisiimleri i¢in invers formiilii denir.

Tamim 2.29. (Karakteristik Fonksiyon) A C R" olsun.

1, z€eA
0, z¢A

XA =

ile tanimlanan x , fonksiyonu A nin karakteristik fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tanim 2.30. Bir s fonksiyonunun goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana geliy-

orsa s ye bir basit fonksiyondur denir.

s X —{a,ay a,} CR

r — s(z)=ag, 1<k<n

Tanim 2.31. Bir a = (ay, ..., ,) negatif olmayan «; tamsayilarmin sirali n-lisine
katli-indis denir.
la] = ay + ... + a,, dir. Eger a ve 8 iki katli-indis ise a + 8 = (g + By, ..., an + 5,,)

dir. Benzer sekilde, D; = % olmak iizere
J

olel Hartazt..+an

0x{'0x5?...0xen  O0z('0x5?...0x8n

D — D Dg2.. Do

|a|. mertebeden bir diferensiyel operatordiir. Ozel olarak D9 f = f dir. Bir
boyutlu durumda D¢, % e indirgenir.

Ornek olarak R® te o = (2,0, 5) ise

87 215
D= ———==DiD
dx20x} s

bicimindedir.
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Tanim 2.32. (Schwarz Uzayi1) R" uzayinda sonsuz kez diferensiyellenebilir ve

istenilen o ve § katli-indisleri i¢in

sup ‘xo‘Dﬁf(xﬂ < 00
el R™

kogulunu saglayan fonksiyonlarin sinifina Schwarz Uzay1 denir. Schwarz Uzay1 “S”

ile gosterilir. Kisaca

S:{f: R*" — C, f € C®: sup ‘a;o‘Dﬁf(a:M < oo}

reR”™

dir. Diger yandan « ve § kath-indisler oldugundan o = (v, ..., o), 8= (B4, -, 5,)
ve oy, B; € NU {0}, j =1, 2, ... dir. Burada

x =zit.an

L

T = (21, oy Tn), a=(ag, ..., Q)

DB — 8_51@_571
Oxy! dahr
dir.
Eger f € S ise bu durumda f smurhdwr, f € L,(R"), f sonsuz kez diferensiyel-
lenebilirdir, f (z) € S, f (x) sonsuz kez diferensiyellenebilirdir.

Teorem 2.10. Eger 1 < p < oo ise L, deki basit fonksiyonlarin kiimesi L, de

yogundur.
Tanim 2.33. (Kuvvetli ve Zayif Tip Simirhilik) 1 < p, ¢ < co olmak iizere
T: L,(R") — Ly,(R")
bir operatér olsun. Eger V f € L,(R") i¢in
ITfll, <Alfl,
olacak bi¢imde f den bagimsiz bir A > 0 sabiti varsa T operatoriine kuvvetli (p, q)

tipindedir denir.
Eger V o > 0 icin

A q
o s > o < (F) g <o
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olacak sekilde o ve f den bagimsiz bir A sabiti varsa T doniisiimiine zayif (p,q)

tipindendir denir (Sadosky 1979).

Teorem 2.11. (Riesz-Thorin) 1 < pg,p1,q,¢1 < oo olmak iizere T, (po,qo)
ve (p1,q1) tipli bir operatér olsun. Bu durumda
1-6 46

1
+ - = +—, (<0<,
p Do p1 q qo q1

olmak iizere T, kuvvetli (p, ¢) tipli bir operatordiir.

Teorem 2.12. (Marcinkiewicz Ara Deger Teoremi) py < qo, p1 < 1 Ve qo # ¢1
olmak {iizere T operatorii zayif (po, qo) ve zayif (py1, q1) tipli operator olsun. Ayrica p

ve ¢
1 1-0 0 1 1-0 0

+ —, +— (0<h<1)

b Po P1 q qo q1

bi¢iminde tanmimlansin. Bu durumda 7" operatérii (p, ¢) tipli operatordiir.

Tanim 2.34. (Vitali Ortii Lemma81) E, simirh caph olan {B;} kiireler ailesinin
birlesimi tarafindan ¢rtiillen R™ nin olgiilebilir bir alt kiimesi olsun.
O halde, By, Bs, ..., By, ... (sonlu veya sonsuz) ayrik dizilerini sectikten sonra yle

ki

> m(By) > Cm(E.)

k

saglanir, burada m(FE) bir F kiimesinin ¢lgiisiinii gostermektedir.

Buradaki C sadece n ye bagh olan pozitif bir sabittir. C' = 5~ olacaktir (Stein 1970).

Tamim 2.35. (X, p) bir 6lgii uzayi ve f : X — R (veya C) 6lgiilebilir bir fonksiyon
olsun.

ay(A) =p({ze X :[f(2)]>A})

seklinde tanimlanan

ay: (0, 00) — [0, oo

fonksiyonuna f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu denir.
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3. L, (R") MORREY UZAYINDA MAKSIMAL OPERATOR ve RIESZ
POTANSIYELI

3.1 L, (R") Lebesgue Uzayinda Maksimal Fonksiyon ve Riesz Potansiyeli

Maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli harmonik analizin 6énemli konular1 arasin-
dadir. Ozellikle kismi tiirevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte bircok uygu-
lamalar1 vardir.

Bu kesimde klasik Lebesgue uzayinda maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli tanim-

lanip, bunlarin varlik ve simirlilik 6zellikleri incelenecektir.

f € L} (R™) olsun. Temel Lebesgue Teoremi’ne gire

. 1
}E}% WB(/) fly)dy = f(z)

ifadesi hemen her z i¢in gecerlidir, burada
B(z,r)={y eR": |z —y| <r}

x merkezli r yarigapli acik yuvardir. Yukaridaki limit yerine supremum ve f yerine

| f| alinarak f nin maksimal fonksiyonu tanimlanir.

Tamim 3.1.1.(Maksimal Fonksiyon) [ : R" — R lokal integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. f nin maksimal fonksiyonu;

1
Mf(x) =sup ——— / d
f@) =sup e [ 17y
B(z,r)
bi¢iminde tanimlanir.
Maksimal fonksiyon R™ nin standart kiimelerinde n = 1 i¢in Hardy Littlewood

tarafindan tanimlanmis ve Wiener tarafindan n-boyutlu R Oklid uzayma genisletilmistir.

Teorem 3.1.1. R” iizerinde tanimlanan f fonksiyonu i¢in
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7 € L,(R"), 1 <p<ooise Mf maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.
(1) f €Ly p y y
(17) Eger f € L1(R") ise Ya > 0 igin

o2 07() > o}l < 5 [ 1f@)]ds

saglanir, burada A sadece boyuta bagh bir sabittir ve m Lebesgue 6l¢iisiidiir.
(i17) f € Ly(R"), 1 <p<ooise Mf € Lp(R") ve

IMfll, < Ap [l 1],
esitsizligi gerceklenir (Stein 1970).

Tanim 3.1.2. (Riesz Potansiyeli)

f yeterince diizgiin bir fonksiyon olmak iizere f fonksiyonunun Laplasyeni;
Af=D 55
- €y
j=1 ~J
biciminde tanimlanir.

f € S olmak iizere

(2m)2 J.
dir. ei@) — gzt tzayn) glmak {izere
1 . )
(~A) f@) = —— / (— A f(y)dy
(2m)2 J.
1 0% . 0% . 92 .
= ey~ pw2y2  _ _~ 'PnYn d
T / ( T e 2 >f(y) y
Rn
1 o
- L / g2 f(y)dy
(2m)>2
Rn
Inf=F 'yl *“Ff, feS (3.1.1)
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oldugundan

= (-A) f=F'yPFf

yazilabilir. Bilindigi gibi Laplace operatorii eliptik operatordiir. P. Seeley goster-

mistir ki, eger bir eliptik L operatorii icin
Lf =F'¢(x)Ff
formiilii mevcut ise o zaman onun istenilen kompleks kuvveti icin

L*f = F'¢*(x)F f

gecerlidir. Dolayisiyla bu teoreme gore Laplace operatorii icin
(=AY f=F"ly* Ff
yazilabilir. Dolayisiyla goriiniir ki z = — igin
(A 2 f=F Ty " Ff (3.1.2)

gegerlidir. Yani (3.1.1) ve (3.1.2) den goriiniir ki, Riesz potansiyelinin ve —A nin
negatif kesir kuvvetinin genellesmis anlamda Fourier doniistimleri aynidir. Bu du-

rumda
IL,=(-A)"2, 0O<a<n (3.1.3)

olmak {izere

_ 1 f(y)
(1of) (2) = = / ey

1, operatoriine Riesz potansiyeli denir.

Teorem 3.1.2. (Riesz Potansiyeli icin Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi)

O<a<n,1§p<q<oove%]:%—%olsun.
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(i) Eger f € L,(R") ise

_ 1 fy)
(1of) (@) = = / L Ly

integrali hemen her z i¢in mutlak yakinsaktir.

(17) Eger p > 1 ise bu durumda

Haflly < Apg I f1l,

esitsizligi gergeklenir.
(7ii) Eger f € L1(R™) ise bu durumda her A i¢in

{o: [af (@) > A} < <%)

dir. Yani, f — [,f doniisiimii (1, q) zayif tiptentir <% =1- %) (Stein 1970).

3.2 L, (R") Morrey Uzayinda Hardy-Littlewood Maksimal Operatorii ve

Riesz Potansiyelinin Sinirlilig:

Bu kesimde ilk 6nce L, = L, (R") Morrey uzaymda Hardy-Littlewood maksi-
mal operatorii icin siirlilik teoremi verilecektir. Daha sonra, Morrey uzayinda I,
Riesz potansiyelinin sinirhilik kogulu incelenecek ve bu simirhilik koguluyla ilgili teo-
rem verilecektir. Son olarak ise Spanne tarafindan ispatlanmig olan Teorem 3.2.3.

verilecektir.

Tamm 3.2.1. 0 < A <n,1<p <oovefe Ll (R") olmak iizere L, (R")

Morrey uzay1

_a
Ifll,, = Iz, @ = vein 11, B < C < oo (3.2.1)

r>0

olacak bicimdeki fonksiyonlarin uzayidir, burada C' sabiti sadece f ye baghdir ve
B (z,7), merkezi x ve yarigapt r olan agik yuvar1 gostermektedir. Boyle tanim-

lanan || f|] 1, Ly (R") uzaymda bir yar: normdur ( f sabit oldugunda kesin olarak
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IFal L, =0 dir). L, (R") uzaylarindaki fonksiyonlar bir sabit farkiyla esit fonksi-

yonlar olarak alindiginda (3.2.1) de verilen norm ile L,  (R") uzay: bir Banach uza-
yidir.

L, (R™) uzaylarimin yapilar1 hakkinda baz1 sonuglar agsagida verilmistir:

a) A =0 oldugunda L, (R") = L, (R"), yani bilinen Lebesgue uzayidir.

/ |f(x)]Pdx < C < o0

B(z,r)

dir.
b) A = n oldugunda L, ,, (R") = L (R") dir. Gergekten,
f € L,, (R") olsun. Bu durumda
| [ irwry | <k,

B(z,r)

olur. Boylece
1
1fllz,,, <wnllfllL,

Temel Lebesgue Teoremi’'ne gore

lim /|f JPdy = |f (@)

r—o |B x,r)

dir. Bu durumda
1

_1
f@ = |t [ Py | <wl I,

B(z,r)
elde edilir. Boylece f € Lo (R™) dir ve
1
1l < wn® (1,
esitsizligi gergeklenir, burada w,, R™ de birim kiirenin hacmini gosterir ve

7.(_n/2

Wnp =
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seklindedir.

c) A <0 veya A > n ise, o halde L, , (R") = 6 olup burada 6, R" de 0 a denk olan
fonksiyonlarin kiimesini belirtmektedir.

Ayrica 1 < p < oo, f € WL (R") olmak iizere WL, ,(R") ile

loc

;)\
”va[/LnA = HfHWLp,A(Rn) = SSRQLT v ”fHWLp(B(I,T))
>0

sonlu olacak bigimdeki fonksiyonlarin uzay1 belirtilmektedir.

Burada;
||f||WLp(B(I,T)) = HfXB(m,r) HWLp(R")
= supt(afxB(m))l/p(t)
>0
= supt[{y € B(z,7) : |f(y)] > t}"" < o0
>
seklindedir.

Teorem 3.2.1. 1 < p < 00, 0 < A <n olsun. Bu durumda

IMfll, 5 < el fll,a

gerceklenir, burada ¢, f den bagimsiz bir sabittir.

p = 1 olsun. Bu durumda
ti{Mf >t} 0 By(x)| < er* (| £l

gerceklenir, burada c sabiti z, r, t ve f den bagimsizdir.
1<p<oo,feLyy0<A<niginMf, R"deh.h.y. sonludur (Chiarenza ve Frasca 1987).

Morrey uzayinda M operatoriiniin sinirliligini gésteren bu teoremi ispatlamak icin

oncelikle agsagidaki lemmay1 ispatlayalim.

Lemma 3.2.1. 1 <p<oove f €L} (R") olsun. Bu durumda p > 1 i¢in

loc

o0

IM Il By < Ctp/r_p_l [FAlP—s (3.2.2)

t
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ve p =1 icin

1M £l 2y 80y < C" / P ey (3.2.3)

t

saglanir, burada C, f ve x € R" e bagh olmayan bir sabit ve ¢t > 0 dir (Guliyev 1994).
Ispat. 1 <p<ooolsun. fyif=fi+ fove
f1(y) = FW)XB@.2y(Y)

f2(y) = F(W)Xe@an(), >0 (3.2.4)

seklinde ayiralim.

HMf”Lp(B(x,t)) < HMfluLp(B(x,t) + ”Mle‘Lp(B(x,t)

olmasindan ve 1 < p < oo i¢in L,(R") uzayinda M maksimal operatoriiniin sinir-

liligindan

1M fill, ey < 1M Al @y < ClAlTL @) = ClFllL,@en) (3.2.5)

elde edilir, burada C, f den bagimsiz bir sabittir. (3.2.5) ten ve [|f|[; (g2 Rin ¢

ye gore azalmayan olmasi gerceginden kolayca

n _n_4
1M filln, ey < Ctr /7" » By dr
2t

o0

< / IV (3.2.6)

t

elde edilir.

M f5 yi belirlemek i¢in 6ncelikle asagidaki yardimer esitsizligi ispatlayalim.

/ =yl ™" | f(y)| dy < C/S_Z_l 112, (3o, 455 0 <t < 00 (3.2.7)
t

Be(x,t)
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bu sonuca g > % secerek asagidaki gibi devam edelim;

/ [z —y| " |f(y)ldy < B / o =17 | f ()] dy / s 1ds.
Be(z,t) Be(z,t) oy

Fubini Teoreminden,

p / 50 1ds / z — 4™ £ ()| dy

{yeR™t<|z—y<s|
ve Holder esitsizliginden,

<C [ Mgy Jlo - ™), s
t

Ly (B(a,s))

elde edilir.
z € B(z,t) igin

Mfs(z) = sup|B(z,r)|” / fa(y

r>0

IA

Cswp [ =AWy
r>2t
B(z,2t)NB(z,r)

< c / 5=y ()| dy

Be(z,2t)

bulunur.

Boylece, C' nin = ve r ye bagh olmadigi durumda, (3.2.7) den

o0

Mfyz) < C / A ey 4

!
< c / £l @

elde edilir.

Bu ise M f5(z) fonksiyonunun z ve ¢ sabitleriyle, z ye bagli olmayan bir ifadeyle
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aciklandigim gosterir. ||1]|; ey Ct» olmasmdan dolay
P T,

)

o0

_n_1
HMf?HLp(B(Lt)) < C/S ' ||f||L;U(B(x,s)) ds ||1||Lza(B(wﬂt)) (3:2.8)

t

dir. (3.2.6) ve (3.2.8) den (3.2.2) elde edilir.
p = 1 ve herhangi B = B(x,r) yuvar i¢in agiktir ki;

||Mf||WL1(B(gc,t)) S HMfIHWLl(B(:E,t)) + HMf2||WL1(B(CE,t))

saglanir.

M operatoriiniin Ly (R"™) uzaymdan WL, (R") uzayna simirhligindan,

||Mf1||WL1(B(x7t)) <C Hf”Ll(B(th))

dir, burada, C', x ve t ye bagh olmayan bir sabittir.
Dikkat edilecek olursa, (3.2.8) esitsizligi p = 1 olmasi durumunda da dogrudur.
Boylece (3.2.8) esitsizliginden, (3.2.3) esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.2.1.in Ispati. Lemma 3.2.1. den

_2
||Mf||p,/\ = Stglojt pHMfHLp(B(:c,t))
reR™
o.)
_An _n_q
< Cowprits [, e
zeR™ t
[o¢]
< Cop 7 ], [ b
IERO” t
n—XA . 1 A_n
< Csup 7 | fll,p Jim s {r7 7 |}
xt€>]1€” p q
< Csup "7 |[fll,, 007
x€>ﬂ€”
< C|fllyn
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elde edilir. p =1 igin
[arpae<e [ i)
R” R7

dir (Feffermann ve Stein 1971).

By, {x:|r— x| <2r}
R\By, = {z:|z— x| >2r}
= |z —xo|—r>7r

= (lz —mxo| —7)" >1"

= _ <1
(lz = 2o — 1)
dir. Ayrica
_ 1
Mgy = f}iloj 1Bz, / X Bo,r) (y) dy
B, B(zo,r)
X
1 , Lo S Br
B(zo,r):
0 , Lo ¢ Br

1
- sty [ w=
B(z,r)NB(zo,r)

dir. Dolayisiyla

7,7’1
M. < <1
Xoen = (o =z = )"

dir. Diger taraftan |z — x| — r > 2¥~!r oldugundan

n n

" <"
(Jo = 2ol = 7)™ = (26-1r)" =
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dir. Boylece, son olarak

[aipas<ed [

/(Mf) Xp,dr =

)da -+ Z [ o

R™ B, Ba, B2k+17.\B2kr
n
S C dl’+ / ndx
/ /] Z R
B2r BQk+1\BQk
< ¢ /|f|das+z = / |fl dx
327 BQk+1T

elde edilir. Buradan norma gecersek,

(2k+1)A
P IM Sl < {m) LI5S o n||f||“}
k=1

= CHfHu{

< clfliar?

elde edilir.

o 2k:+1))‘
_'_ Z 2k 1y }
k=1

Ml < elliflly = IMflls < elliflly = tHMf >0 Bo(a)| < er* [
olup buradan M f nin R” de h.h.y. de sonlu oldugu goriiliir. Boylece ispat tamam-

lanmig olur.

Asgagidaki teorem ile Riesz potansiyelinin Morrey uzayindaki sinirhiligr verilecektir.

Teorem 3.2.2. 0 <a<n,1<p<Z,0<A<n—apalahm. Bu durumda

Hafllgn < cllflla (3.2.9)
gerceklenir, burada
I 1 o
g p n—2A
dir.
p =1 icin
E{If] > 3 N Bl < e [l (3.2.10)
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elde edilir.
Teorem (3.2.1) ve (3.2.2) de ¢ sadece n, A, p, a ya bagh bir sabittir (Adams 1975
Teorem 3.1).

Yukaridaki teoremi ispatlamak i¢in oncelikle agagidaki lemmay1 verelim.

loc

Lemma 3.2.2. 1 <p <o, 0 <a<Zvefe L? (R"™) olsun. Bu durumda

C f, x ve t den bagimsiz bir sabit olmak iizere

(e o]

Lf @] < CEMF @)+ C [ 5 ey (3210

t

esitsizligi gerceklenir. (Guliyev 2009).
Ispat. 1 < p < oo alahm. f

f=h+fy i) =F W) Xua W), f2(0) = F (W) Xpe(an (¥), >0

olarak tamimlanirsa

Iof (x) = Laf1 (2) + Lo fa (z)

elde edilir. |I,f1 (z)] < Ct*M f () esitsizligi Hedberg (1972) tarafindan ispatlan-
migtir. p > 1, f € L, olsun. Bu durumda f # 0 igin, [, f kiimesi ¢ > 0 olmak

lizere

Inf(x) = /%d% / %d’y

z -y

lz—y|<t |x—y[>t

= Il+]2

seklinde yazilabilir. k € Z ve a; (z) = {y : 27"t < |z — y| < 27%¢} olsun.

O zaman

I — / |xf(y)n_ady:§: / f(y) i

yl |z —y""
F=09—k—1t<|z—y|<2-Ft
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dir. Buradan

|11

IN

o0

3 / l— y° ™" |£(9)| dy

k:02—k—1t<\x—y|§2—kt

Sk e [ sl

k=0

le—y|<2=kt
ta2(2_k)aMf(x), 0<a<n
k=0

t*Mf(z), O<a<n

= || < ¢ t*M f(x) esitsizligi elde edilir (Hedberg 1972).

I, f5 icin ise Holder egitsizliginden,

Lo fa(2)]

IN

IN

IN

/ lz—y|* ™" f2 (y) (y) dy

R™

/ & = 5°™ £ (4) Xean () dy
R'!L

lz —y|*™" f(y)dy

B (x,2t)

/ x— g1 ()] dy
Be(z,2t)

c / )l dy / po=n=lgy
Be(x,2t) |z—y|

cf{ [ vwl|eta

2t \t<|z—y|<r

1
N
P

C/ 1Nz, (B / I
t

t<|z—y|<r
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1
7
p

= C/”fHLp(B(x,r)) / /Pnldpdl'l re Ty
t

n—1 ¢

n(1-1) a—n—
< O/HfHLp(B(ac,r))T( ppemn iy
t

o0

— aiﬁil
_ C/r O [ P

t

dir. Boylece istenen elde edilmig olur.

p
A—n

Teorem 3.2.2. nin Ispatu. rer <C <r%>gden, r > 0 olmak iizere r' 7 =

ﬁ?ﬁ (i) secilirse ve B (x,t) = merkezli ¢ yarigaph agik yuvar olmak iizere
D,

QR

1
Mafll,y = sup |~ t/ﬁlfaf(yﬂqdy

>0 | t
2€R™ \  B(t)
%
= sup ta / |I.f (y)|* dy Lemma 3.2.2. den
0
Ithn B(;&t)
1
oo q a
_2A a a—"n_
< stugt q / Cr*M f (y)+C/t T HfHLP(B(m,r)) dt | dy
>
Tz€R™ B(x,t) T
1
%) q q
_a o o, Aondt
< swir | [ (emmsw+oi,, [erF ) a
0
$€>R" B(z,t) r
1
q
A A=n g1 An\ !
< supt O )" M) +C (7 ) Ul ) dy
>0 ’
33€>Rn B({L’,t)
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Qe

2 q

— supt / C(Mf<y>>q Mf(y)+C<Mf<y)>qu

DA dy

>0 £ 1] £ 1]

TzER™ B(z,t)

_a 2oent=a)?
_ st L/" (Car )T IALLT) dy
t>0
zER™ B(z,t)

1-Pk A P
CllAllp " sup e IMFIE e

reR"™
C Il I
ClART I,
Clifll,

P
;’/\ Teorem 3.2.2. den

IA

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.1. 0 <a<n, 1 <p<Z 0<A<n—apalam. Bu durumda M,

kesirli maksimal operatoriiniin L, y Morrey uzaymdan L, Morrey uzayma sinirh

1

olmasi i¢in gerek ve yeter sart pilet —2 olmasidir.

1
p

ispat.
(Maf(2)) < wit (I ] f])(x)

oldugundan,

[Mafllyn < el fll,a

esitsizligi kolayca elde edilir, burada c sadece n, A, p, a ya bagh bir sabittir.

Teorem 3.2.3. 0 < a <n, 0 < A<n-—ap, 1 <p <2 olsun. /L:ﬁ,
1_1 A

= —2ve S = % olsun. Bu durumda

Haf g < CUSlpa

esitsizligi gerceklenir. (Spanne).

Yukaridaki teoremi ispatlamak i¢in ¢ncelikle agagidaki lemmay1 verelim.
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Lemma 3.2.3. 1 <p <o0o,0<a <3, é = %— 2 ve f e Ly, (R") alahm.
Bu durumda p > 1 icin
n _n_q
HIafHLq(B(m,t)) < Cts /7“ ! HfHLp(B(x,r)) dr (3.2.12)
t
ve p = 1 igin
n _n_q
IMJNW%wmﬁ)gc&ﬁ[ Tl dr (3.2.13)

esitsizligi gerceklenir, burada C', f ye bagl olmayan bir sabittir, x € R" ve t > 0 dir
(Guliyev 2009).

Ispat. 1 < p < co alalm. f fonksiyonu f = f, + fo, fi(y) = f () XB@2t) (V)
f2 () = f (Y) Xpe(war (y), t >0 olarak tanimlanirsa

I.f (CL’) =Iuf1 (:E) + Lo f2 (ZL’)

1

elde edilir. 1 <p <o0, 0 <a <%, — 2 olmak tizere Teorem 3.1.2. deki (i)

SRl

ozelliginden

H[OfflnLq(B(:Jc,t)) < ”[afl”Lq(R")
< ClAllL, @

Clflz, B2

elde edilir, burada C', f den bagimsiz bir sabittir. Ayrica,

o)

||Iaf1||Lq(B(x,t)) S Cta /qu ”f”Lp(B(a:,r)) dr (3214)

2t

elde edilir. |x — z| <t, |z — y| > 2t oldugunda |z — z| <t < ‘Z;m dir. Dolayisiyla

z—yl = |lv—2z+2—y|
<z =2+ ]z —y
< t4]z—y|
< 31y
_Z_
= 3 )
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ve

lz—yl = |[z—z+1—y

IN

|z — 2| + [z — y|

IN

t+ |z —yl

|z —y
2
B
2

IN

+ [z —y|

< |z —y

dir. Sonug olarak,
eyl <le—yl < Slr—yl
— |z = T — — |z =
5 y| < yl <3 Y

elde edilir. Boylece

f2 (y)
HatollL, By < /Wdy
o Lq(B(z,t))

_ /f(y) X(BT(Lajit)) ay
|2 =y
Rn

_ t/ /() dy
|z —y[""

B¢ (z,2t)

Lq(B(z,t))

L(I (B(ajvt))

f (v)]
C / Ei@FEWWMMMMMmM

Be(z,2t)

IN

elde edilir. 5 > % segilerek, Holder esitsizliginden

t/‘ If(yltady
)m—m

Be(x,2t
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[e.o]

=0 [ el | [ s |y

Be(x,2t) z—y|

= B [s P! |z —y|* " f (y)] dy | ds
/ /

JyER:2t<|z—y|<s}

< c/;%AHMQB@m!W—yW””W; *
2t P (B(z,s))
1
o0 1 '
= C’/s_’g_l ||f||Lp(B(ac,8)) / P W *
5 2t<|x—y|<s (|x o y|n—a—5>
1
p/
_ —p-1
— C/ 112, s / /p(n a—pB)p’ Jdpdr’ | ds
n—1 2t
N
- C/S_'B_l ||f||Lp(B($’5)) (Sn—(n—a—ﬁ) )P ds
2t
_ 0/3 Flg™ P8a+6||f||L () 05
2t
a-2-1
:C’/s P, (Basy) 98 (3:2.15)

2t

elde edilir. Diger yandan % =, — nise 2 =2 —a dir. Budeger (3.2.15) de yerine

1
p
yazilirsa,

oo

a—(2+a)-1
nummww»s0/8<q> TP

2t

= C/ K 1N, (B, @5

o0

gcﬁ/qlwm% oy 4 (3.2.16)

2t
elde edilir.

Sonug olarak, (3.2.14) ve (3.2.16) dan (3.2.12) ispatlanir. p = 1 ve herhangi B =
B(z,r) yuvar i¢in
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oS lwiy e < Mafillwr, s T Halellwr, ser

esitsizliginin gegeklendigi aciktir. I, operatoriiniin Ly (R") uzaymdan W L,(R")

uzayina sinirliligindan

H[oszHWLq(B(z,t)) <C Hf”Ll(B(z,Zt))

bulunur, burada C', x ve t ye bagh olmayan bir sabittir.
Dikkat edilmelidir ki (3.2.16) esitsizligi p = 1 durumu igin de dogrudur. Dolayisiyla
(3.2.16) dan (3.2.13) esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.2.3. iin Ispati. Lemma 3.2.3. den ve % = ’E‘ esitligi kullanilarak
_ kK
Lo fll,,, = sup t 9 ok, By
zeR™
e.0)
g n _n_
< Osupt atq rod 1||fHL (B(x,r))dr
>0 i
zeR? t
o0
< (Csup ta ||f||p/\/r_z_l7“;dr
t>0 '
zeR™ t
n— 1 n
< Csup "5 |, Tim 5 {50 )
t>0 Pra—oo 2 — 1
zeR™ p q
< Csup 5|, 00
t>0 '
reR™
= Csupt's |[f],, 15
t>0 '
reR"™
= Clfll,x

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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4. M,, (R") GENELLESTIRILMIS MORREY UZAYINDA MAKSIMAL
OPERATOR, RIESZ POTANSIYELi VE CALDERON-ZYGMUND
SINGULER INTEGRAL OPERATORLERI

4.1 M, ., (R") Genellestirilmis Morrey Uzay1

Calismamizin bu kisminda ilk 6nce M, ,, = M, .,(R™) genellestirilmis Morrey uzayim
tanitacak daha sonra M maksimal operatorii ve I, Riesz potansiyeli icin sinirlilik
teoremlerini ispatlayacagiz. Burada kullanilan w(z,r), wy(z,7) ve we(z,r) fonksi-

yonlart R" x (0, 00) da negatif olmayan, 6lgiilebilir fonksiyonlardir.

Tanmim 4.1.1. M,,
LP (R™)igin

loc

(R™) genellegtirilmis Morrey uzayi, 1 < p < oo ve her f €

—n/p

r
£, = sup W\If!hp(g(m)

z€Rm >0 W
sonlu olacak bicimdeki fonksiyonlarin uzayidir.

Bu tamima gore w(z,r) = P segilirse L, »(R™) Morrey uzay1 elde edilir.

Ly (R") = My (R") |

AT
w(z,r)=r P

Bu boliimde r < ¢ < 2r olmak iizere, w(x, r) fonksionu ¢ > 1;¢ ve r ye bagh olmayan

bir sabit ve x € R" olmak {izere
ctw(x,r) < w(n,t) < cw(z,r) (4.1.1)

kogulunun saglandigi, ve yine C' > 0; r ve x € R" ye bagl olmayan bir sabit olmak

iizere maksimal operatorler igin

7 dt
/w(m,t)p? < Cw(z,r)? (4.1.2)
ve potansiyel operatorii icin
i dt
/to‘pw(x,t)p7 < Cr*Pw(z, r)? (4.1.3)

T

kosullarinin saglandigi kabul edilecektir.
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4.2 M, ,(R") Genellestirilmis Morrey Uzayinda Maksimal Operatériin

Simirhilig:

Teorem 4.2.1. 1 < p < oo olsun ve wy(z,7) ve wy(x,r) fonksiyonlar:

oo

/wl(a:,r)% < Cwsy(z,t) (4.2.1)

t

kosulunu saglasin, burada C', x ve t ye bagh olmayan bir sabittir. Bu durumda, p > 1
icin M maksimal operatorii M, ,,, (R") uzaymndan M, ,, (R") uzayma ve p =1 icin,

M; ., (R™) uzaymdan WM ,, (R™) uzayma smirhdir (Guliyev 1999).

Ispat. 1 <p < oo ve f € M,,, (R") olsun. Lemma 3.2.1. den

IMfly,. = supuwsa,t) [MFI,

TER™
t>0

p(B(z,t))

(o]
< Csup w;l(x,t)/ roe ||f||Lp(B(I,T)) dr
t

zeER™
t>0

elde edilir. Boylece

oo

1 dr
1M1y, < Clflly,. suwp [T

seRn >0 Wa (T, 1) /

Cllf s,

IN

olup 1 < p < oo igin (4.2.1) den ispat tamamlanir.

p=1ve f € M, (R") igin Lemma 3.2.1 den

||]Wf||vw\41,w2 = e;unli>0w2_l<x’ e ”MfHWLl(B(;c,t))
z )

[e.e]

< € swp o) [, dr

ZER™,t>0
t
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bulunur. Boylece,

o0
1 dr
M <C —
1M sy < C 1ty S0 s / w(a,)

elde edilir. p =1 igin (4.2.1) den ispat tamamlanir.

Uyar: 4.2.1. Teorem 4.2.1 de (4.1.1) ve (4.1.2) kogullarinin noktasal doubling

sartin1 (Tamim 2.3) saglamasi gerekmedigine dikkat edilmelidir.

wi(x,r) = we(z,r) = w(z,r) durumunda Teorem 4.2.1 yardimiyla agagidaki sonug
elde edilir:

Sonug 4.2.1. 1 < p < oo ve w(z,r) , (4.1.1) ve (4.1.2) kogullarim saglasm. Bu
durumda p > 1 i¢in M operatorii M, ,,(R™) genellestirilmis Morrey uzayinda sinirh

ve p = 1 igin M ,,(R"™) uzaymdan WM/ ,,(R") uzayma simirhdir.

4.3 M, .,(R") Uzayinda Riesz Potansiyelinin Simirlihig:

4.3.1 Spanne tipi sinirhilik

Teorem 4.3.1. 1 <p < 00,0 < a < 2, % = - — 2 ve wi(z,7) ve wy(z,7)

SR

fonksiyonlar:
0 dt
/ to‘wl(x,t)7 < Cws(z, 1) (4.3.1)

kosulunu saglasin, burada, C, x ve r ye bagh olmayan bir sabittir.

Bu durumda p > 1 i¢in M, ve I, operatorleri; M, ,, (R") uzaymndan M, ,,(R") uza-
yina ve p = 1 i¢in M, ve I, operatorleri M ,,, (R") uzaymdan WM, ,,,(R") uzayna
siirhidir (Guliyev 1999).

Ispat. 1 <p < oo ve f € M,,(R") olsun. Lemma 3.2.3 den
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-n/q

lafltyy = S0 sl

zeR™ t>0W2

o0

1 _n_
< C sup ﬂ/r K 1||f||Lp(B(ac,r))dT

zeR? t>0 W2\ T,
t

1 o dr
< ClIflly,.. sup [rewnten

xeRn,t>0w2($7 t)

(4.3.1) den 1 < p < o0 igin ispat tamamlanir.

Simdi p =1 ve f € M4, (R") olsun. Lemma 3.2.3 den

“[afHWMq,w = sup wy (z,t)t" 0 1o f”WLq B(z,t))
2 xeR™,t>0
< - —g!
< C s uptn) [,
t
elde edilir.
Boylece,
Ve, = Wiy, 302 ey [t
< Clflhun,

bulunur. Buradan p =1 i¢in de (4.3.1) den ispat tamamlanur.

Uyar1 4.3.1. Teorem 4.3.1 de (4.1.1) ve (4.1.3) kosullarinin noktasal doubling sartini

saglamasi gerekmedigine dikkat edilmelidir.
wi(x,r) = we(x,r) = w(z,r) olmast durumunda agagidaki sonug elde edilir:

Sonug 4.3.1. 1 <p<o0,0< a< — 2 ve w(w,t), (4.1.1) ve (4.1.3)



kogullarim saglasin. Bu durumda M, ve [, operatérleri p > 1 igin M, ,,(R") uza-
yindan M, ,,(R™) uzayma ve p = 1 icin M, ,(R"™) uzaymmdan WM, (R") uzayna

simirhdir.

4.3.2 Adams tipi sinirhhik

Teorem 4.3.2. 1 <p < o0, 0 <a <2, w(z,t) (4.2.1) kogulunu ve

o0

t“w(x,t)jt/raw(x,r)% < Cw(x,t)

t

Q3

(4.3.2)

kosulunu saglasin, burada ¢ > p ve C, x € R"” ve t > 0’a bagl olmayan bir sabittir.
Ayrica kabul edelim ki, hemen her x € R" i¢in w(z, ) igin w(z,.) : [0,00) — [a, 00)
kosulunu saglayacak bigimde herhangi bir @ = a(z) > 0 orten fonksiyonu vardir.
Bu durumda, M, ve I, operatorleri, p > 1 i¢in M, ,(R") uzaymdan M, ,./e(R")

uzayma ve p = 1 igin M, (R") uzaymdan WM, ,1/¢(R") uzayma smirhdur.

Ispat. M,f(z) < C(I,|f])(x) oldugunu biliyoruz. 1 < p < oo ve f € M, ,(R")

olsun. Lemma 3.2.2 den

o0

1t ()] < CrmM @) +Cfly,, [T

T

dir. (4.3.2) den

rw(z,r) < Cw(z,r)
oldugunu biliyoruz. Ayrica (4.3.2) sartim kullanarak

2_j

Lo f (@)] < Cwlz,r)s™ Mf(z) + Cuw,r)s || ]y,
elde edilir. w(zx,r) 6rten oldugundan

w(z,r) = Mf(x) ||f||]T/[lp,w(R”)
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olacak bigimde bir r > 0 segebiliriz, burada f nin 0 ’a 6zdeg olmadigin1 varsayiyoruz.

Boylece her x € R" igin
2 1-2
Lo f ()| < CMf())e £l

esitsizligi gerceklenir. Teorem 4.2.1 deki (4.2.1) kosulu nedeniyle M, ,,(R") genellesti-

rilmig Morrey uzayinda M maksimal operatoriiniin sinirhlhigindan teorem gergeklenir.

1 <p<qg<ooigin

_pb _n
”IafHquwp/q = xei{ggww(%t) it H[afHLq(B(z,t))
< Clflhy, sup wla,t) 5% My
< My Rn]i>0 ; Lp(B(a.1))
< C|fllm,.,
vep=1<q<o0igin
1 _n
||[afHWqu% = mef’#Eww(%ﬂ it ||IafHWLq(B(x,t))
1-1 1 _.n 1
< C ||f||M1ij xe?{gg>0w($,t) at a ||Mf||€VL1(B(Z’t))
< Cllfllw,

elde edilir.
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4.4 M, ,,(R") Genellestirilmis Morrey Uzayinda Calderon-Zygmund Singiiler

Integral Operatérlerinin Siirhihg:

Bu kesimde T' Calderon-Zygmund singiiler integral operatorii tanimlanacak ve bu
operatoriin L,(R") uzaymda sirh olmasindan yararlamlarak M, ., (R™) genellesti-

rilmis Morrey uzayinda simirhiligini gosteren teorem verilecektir.

Tanim 4.4.1.K (z) € L}, (R"\ {0}) olmak iizere ve asagidaki kogullar1 saglasin.

loc

|K(z)| < Blz|™, Ve #0 (4.4.1)

/ K(z)dr =0,Y0<r < R < o0 (4.4.2)
r<|z<R|

/ |K(z —y) — K(x)|de < B,Vy #0 (4.4.3)

|z >2]y]

Bu durumda K, Calderon-Zygmund c¢ekirdegi olarak adlandirilir, burada B, = ve y

den bagimsiz bir sabittir ve (4.4.3) kogulu Hérmander kogulu olarak adlandirilir.

Teorem 4.4.1. Ve >0ve 1 <p<oo i¢in f € LP(R") olmak tizere K Calderon-
Zygmund cekirdegi olsun.

T.f(x) = / f(— y) K (y)dy

ly|>e

olmak {iizere agagidaki ozellikler saglanir.
i) |1 <A dir, burada A,, € ve f den bagimsizdir.
P P P P g
(ii) Herhangi bir f € LP(R") olmak iizere L” normundaki limit anlaminda lilr%TE f

mevcuttur ve

Tf(x) = po / f(x — ) K (y)dy

seklindedir.
GE)ITA, < Ap £l dir.
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Burada (ii) de tanimlanan 7" lineer operatorii Calderon-Zygmund singiiler integral

operatorii ve T, kesik operator olarak isimlendirilir (Lu, Ding ve Yan 2007).

Ispat. Ve > 0 ve K.(z) = K(2)X{jz>e} () olsun. Bu durumda 7. f(r) = K.  f(z)
olur. Oncelikle 7. un (2,2) tipli oldugunu ve {7.} dizisinin L?(R") uzaymda smirh
oldugunu gosterecegiz. K. un (4.4.1) ve (4.4.2) kosullarim sagladigy agiktir. K.
un (4.4.3) kosulunu da sagladigimi gosterelim. Aslinda, herhangi z,y € R", y # 0 ve
|z| > 2 |y| igin 2 ve x—y nin her ikisi de B(0, ) yuvarinda ise K.(z) = K.(z—y) = 0,
eger x ve x — y nin her ikisi de (B(0,¢))¢ iginde ise K.(z) = K(x), K.(v —y) =
K(z — y) olur. Bu durumda, K., (4.4.3) kogulunu saglar. |z| > ¢ ve |z —y| < ¢

olmasi durumunda ise % <l|r —y| <evee < |x| <2 olur. Boylece,

/ |K.(x —y) — K. (z)]dx < / |K.(z)|de < CB

|| >2]y| e<|z|<2e

elde edilir, burada, C', ¢ dan bagimsizdir.
Ay gekilde, |z| < € ve |[x — y| > ¢ oldugunda da K. un (4.4.3) kosulunu sagladigim

gosterebiliriz.

/|Ks<x—y>—f<a<x>\dxs / |K.(z —y)| de < CB

lz[>2]y] e<|z—y|<2e

olur.

Simdi {7.} dizisinin L?(R") uzaymda siirl oldugunu gosterelim. Plancherel teo-
reminden herhangi ¢ > 0, K. € L*(R") i¢in 6yle bir C' > 0 sabiti vardir ki herhangi
e > 0 icin

sup K’e(g( < CB (4.4.4)

¢

oldugunu gostermek yeterlidir. Ashnda, ( € R” icin

K.(¢) = Jlim. e K (1) da
lz|<R
= I%im / e 2 K () da + e () da
fE\S% %<|m|§R

=t
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(4.4.1) ve (4.4.2) den

| = (e 1)K (z)dw
x|
< oy / 2] |K. ()| da

2] < &

1cT
< CaB

e

I<

I/\

dir. Simdi /5 integralini ele alalim. y = Wahnlrsa e? ¢ = —1 olur. Boylece,

I, = / e MECK (& — y)da

_ / 2K (3 — y)da

%<|az y|<R

= — / 672”"(1’)CK5(:U —y)dx + J

& <lel<R

bulunur, burada, J = - e e K (z — y)dz dir.

Boylece
, J
[K.(z) — K.(z —y)] e > dx + 5

seklinde yazlabilir ve |y| = ve a > 1 oldugunda

2\C|

| K@ -Ke-pleia] < [ K - Ko - y)do

<|z|<R |z|>2y|

< CB

«
<l

elde edilir, burada C' ve B, € ve ¢ dan bagimsizdir.

Diger taraftan, F kiimesi

{z : q < |z| < R} ile {x : g < |z —y| < R} kiimelerinin simetrik fark: olarak
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aliirsa, bu durumda

olur.

ly| = Z\CI ve a > 1 igin

R
EC{ 2r<!—’$‘—|<|} { ES‘WQR}

dir. Boylece (4.4.1) den

Il < Ko—g)ldot [ |Ka—y)lda

< CB

bulunur, burada C, B; ¢ ve ¢ dan bagimsizdir. Boylece (4.4.4) gosterilmis olup, bu

da bize {T.} dizisinin L*(R") uzayida siirh oldugunu gosterir.

Simdi 7. un zayif (1, 1) tipli oldugunu ve bunun € dan bagimsiz oldugunu gosterelim.

Vf e L'(R") ve A > 0igin f fonksiyonunun Calderon-Zygmund ayrisimindan, ¢akis-

mayan kiiplerin serisi {();} olmak iizere f = g+ b olacak sekilde agagidaki 6zellikler

saglanir:

(@) lgll; < CAIflly 5 lg(x)] <2"A hhx € R"

(0) A< i f f(2)] dz < 27\, VQ,

(c )Z\le S 3 HfH1

(d) () fb )dx = 0, supp b; C Q; ve [[b;]l; < 2Qf|f
Boylece 7. f( ) = Eg( ) + Tib(z) oldugundan

H{x e R": |T.f(x)] > A] < {IGR”:|Teg(x)|>%‘ +

=L+ 1
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I igin (a) dan

92 2
nos (3) ek
RTL
4c
52 [ lo@) ds
R

4c
<1l

IN

IN

I, integralini gostermek icin @Q; ile aynmi merkezli, ); nin 2,/n kere genigletilmis olan

Q; = 2y/nQ; kiibiinii segelim. £* = L]J Q; olsun. Boylece (c) den

E< Qi < S,
J

Boylece,

I, < |E*|+

(g B 00| > 3) |

IN

Cn 2
LWy [ el

R"\E*

dir. |T:b(x)| < > |7T:bj(x)| olmasindan
J

> [ mh@lde<elsl, (145

.j RR\E*

oldugunu gostermek yeterlidir. (); nin merkezi y; ile gosterilmek iizere (4.4.3), (b) ve
(c) den

[ mn@las < [ [ -0 - K- ul 1) dys

R7\E* R\Q: Q;

< [l [ K- ) - Koo = ] dedy
Qj

R™M\Q3
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IN

208 [ o)l dy
Qj

208 / ) dy
Qj

IN

IN

2CB2"\ Q|
< CJfl,

elde edilir. Bu da bize T. un zayif (1, 1) tipli oldugunu gosterir ve sinir ¢ ile f den

bagimsizdir.

Simdi 1 < p < oo i¢gin T; un (p,p) tipli oldugunu gosterelim. 1 < p < 2 igin
Marcinkiewiz interpolasyon teoreminden (p,p) tipli oldugunu ve siirin € ve f den
bagimsiz oldugunu biliyoruz.

2 < p < o0 igin %—i—% —1=1<gq< 2olur. T., T. un dual operatorii ise
T.f(z) = K.f(x)*f(x), K.f(z) = K.(—) olmak tizere agiktir ki, K., K_un sagladig
biitiin durumlar: saglar. Boylece 1., (¢, q) tiplidir. Boylece herhangi bir f € LP(R")

icin

1751, = sw | [ L5l

lgll;<1

[R7
= sup f(x)ng(x)dx
/

lgll,<1
< /1, swp ||T.q]
lgll <1 q

< A,

olup, 4,, ¢ ve f den bagimsizdir. Boylece (i) ispatlanmig olur.

Herhangi bir f € LP(R"), (1 < p < oo) i¢in T'f, L* uzaymda {7T.f} nin limiti
olarak vardir. Oncelikle f € Cg°(R") oldugunu varsayalim. Herhangi bir y # 0

olmak {izere

1/p

/ fa—y) - @] <Cly (4.4.6)
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oldugunu elde etmeye ¢alisalim. Aslinda,
d
@ —ty) =(Vf —y) (z —ty)

olmasindan

flz —ty)dt

Sl

(Vf,—y) (z — ty)dt

<Vf, —y,> (x — sy’)ds

Il
o\g O\H O\H

burada y' = %dir.Béylece,

(R/ e —y) - f(w)”dfr> v /

R

< /yl (R/ ‘<Vf, —y’> (@ — sy’)‘pdx) " ds

"o
< WY ||Z
j=1

1] P\ P

/ <Vf, —y'> (z — sy)ds

0

dx

(9$j

p

elde edilir.
0 <n<eign (4.4.6) ve (4.4.1) den

1/p
1T, f =T fIl, < / K (y)| (‘R/f(wy)f(x)pd%') dy

n<ly|<e

IN

c / yl 1K ()] dy

n<ly|<e

< CBe—=0 (n,e—0)

Bu da gosterir ki Vf € C§°(R") fonksiyonu icin {7.f} dizisi LP(R") uzaymnda bir
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Cauchy dizisidir. Bu durumda L? uzayinda 6yle bir T'f € L? vardir ki

lim 7.7 — Tf]], = 0

dir.
ITfll, < ITf =11, +IT:£1,
< ITf =T, + 4 111,
olup,
171, < Apllf1l,

bulunur. Herhangi bir f € LP(R™) ve § > 0 icin f = g+ h olacak sekilde g € C§°(R")
ve [|A]l, < 0 vardir. Boylece 0 <7 < ¢ icin

1T, f =T/, < T(f =9, + 1T — Tegll, + [ 12(9 — N,
< A f=gll, +Thg — Tegll, + Apllg — f1l,
— 24,0, (n,e—0)

d keyfi oldugu igin {7.f}, herhangi f € LP(R") igin LP(R™) uzaymda bir Cauchy
dizisidir. Boylece T'f € LP vardir ki ,

lim [T/ — 7., = 0

ve

ITfIl, < Ap [Lf1l,

dir. Boylece teorem ispatlanmig olur.

Teorem 4.4.2. 1 < p < oo ve wy(z,t) ile wy(x,t) nin (4.2.1) kosulunu sagladigin
kabul delim. Bu durumda, p > 1 i¢in, 7T singiiler integral operatorii M, ,, (R™) uza-
yindan, M, ., (R™) uzayma smirhdir ve p = 1 igin 7" operatorii M ,, (R™) uzayindan
W Mj 4, (R™) uzayna simirhdir (Guliyev 1994).

Yukaridaki teoremi ispatlamak i¢in énce asagidaki lemmay1 verelim.
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Lemma 4.4.1. 1 <p < oo ve f € L} (R") olsun. Bu durumda p > 1 i¢in

n -2-1
ITH L, SCtp/ [T P—s (4.4.7)
t
ve p=1icin
n —n—1
Ity < O [ 7y (4.48)

t

elde edilir, burada z € R", t > 0 ve C, f’ye bagh degildir.

Ispat. 1 < p < oo olmak iizere f fonksiyonunu

f=hh+fu L@ =W Xswey W) fo(¥) =F W) Xpeay ), t >0

seklinde gosterildiginde,

1T AL ey < WTFlL ey TN F2lL s,

elde edilir. 7" operatoriiniin Ly gr) de stmrhligindan, 1 < p < oo i¢in

1T Al S T ) < C AL,

elde ederiz.

Boylece
ITAN L, ey < O, pnn)
elde edilir.
oo
n !
Hf”Lp(B(x,t)) < Ce / HfHLp(B(w))
2t
esitsizligi gozoniine alinirsa
o0
Tl < €8 [ 17571y (44.9)
2t

elde edilir.
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T fal| ; - t))yi hesaplayabilmek icin
p T,

1@l

Iy—ZI

Th(z)| < C /

Be(z,2t)

esitsizligi goz oniine aliir, burada, z € B(x,t) ; | —z2| < t, [z —y| > 2t ve

dolayisiyla £ |z — y| < |z — y| < 2 |z — y| esitsizliklerinden

1T fally <€ / e =y If W) dy |[XBen (4.4.10)

p(R™)
Be(x,2t)

elde edilir. Boylece (3.2.7) esitsizligi sayesinde

o0

1T foll o <Ctp/ T g, d (4.4.11)

2t

elde edilir. (4.4.9) ve (4.4.11) den (4.4.7) elde edilir.
p = 1 olsun. Herhangi bir B(x,r) yuvar i¢in agiktir ki

dir. T operatoriiniin L;(R") uzayindan W L, (R™) uzayimna simirhligindan

||Tf1||WL1(B(x7t) <C ||f||L1(B(x,2t)
elde edilir, burada C' |, z ve t ye bagh degildir.
(4.4.11) esitsizligi p = 1 durumu i¢in de dogrudur. Boylece (3.2.8) esitsizliginden

(4.4.8) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.4.2. nin Ispat1. 1 < p < oo ve f € M, ., (R") olsun. Lemma 4.4.1 den

_ -1 —n/p
H,,Z—"fHpr’w2 - wseujgzlw2 (x7t)t ||Tf||Lp(B(ac,t))
t>0
o0
—1
< Cswuy'at) [, dr
t>0 t

02



elde edilir. Boylece

oo

1 dr

0y < W, 50 (o)
t>0 ’ t

< Clfly,.

olup, 1 < p < oo i¢in (4.2.1) den ispat tamamlanir.
=1ve f € My, (R") olsun. Lemma 4.4.1 den

”TJCHWMM,2 = Seulglwz_l(@“a " HTfHWLl(B(x,t)
t>0

o0

< Csupwy,'(z,t) /'r’nl ||fHL1(B(w,,«)) dr

rERM
t>0 t

elde edilir. Boylece

1
ITflwas. < Clfllan oy SUD [T

zeRn W2 (xa t)
t>0 t

< Clflh.

p = 11igin (4.2.1) den ispat tamamlanir.

Uyar1 4.4.1. Teorem 4.4.2. de (4.1.1) ve (4.1.2) kosullarimin noktasal doubling

sartini saglamasi gerekmez.

wi(x,r) = we(x,r) = w(z,r) olmast durumunda agagidaki sonug elde edilir:

Sonug 4.4.1. 1 < p < oo ve w(z,t), (4.1.1) ve (4.1.2) kosullarim saglasin. Bu
durumda 7 singiiler integral operatorii p > 1 i¢in M, ,,(R") de siurhdir ve p = 1

icin M, ,,(R™) uzayindan WM, (R"™) uzayma smirhdir.

Sonug 4.4.2. M, ,(R") genellestirilmis Morrey uzaymda w(x,r) = r%segilmesi
durumunda L, »(R"™) Morrey uzay: elde edildigi i¢in 1 < p < oo ve 0 < A < n duru-

munda 7" Calderon-Zygmund singiiler integral operatorii L, y(R") uzaymda ve p = 1

durumunda da Ly ,(R™) uzayindan WL, ,(R") uzayma siirhdir.
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