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ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

GENELLEŞTİRİLMİŞ MORREY UZAYLARINDA MAKSİMAL, POTANSİYEL ve 
SİNGÜLER İNTEGRAL OPERATÖRLERİN SINIRLILIĞI 

 

Betül ATAY 

Ankara Üniversitesi                                                                         
Fen Bilimleri Enstitüsü                                                                      

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman:  Prof. Dr. Ayhan ŞERBETÇİ 

 

Bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmıdır. İkinci 
bölümde, temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. Üçüncü bölümde ilk önce, klasik 
maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli tanıtılmış ve bu operatörlerin varlık ve sınırlılığı 

( )n
pL R  Lebesgue uzayında ispatsız olarak verilmiştir. Daha sonra, 0 nλ≤ ≤  olmak 

üzere, , ( )n
pL Rλ Morrey uzayı tanıtılmış, bu uzayın yapısı hakkında bazı sonuçlar verilmiş 

ve bu uzayda M Hardy-Littlewood maksimal operatörünün ve Iα  Riesz potansiyelinin 
sınırlılığı Guliyev (2009) tarafından verilmiş olan teoremler yardımıyla gösterilmiştir. 
Dördüncü bölümde ise, , ( )n

p wM R  genelleştirilmiş Morrey uzayında Hardy-Littlewood 

maksimal operatörünün sınırlılığı Guliyev (2009) tarafından verilmiş olan teorem 
yardımıyla gösterilmiştir. Iα Riesz potansiyelinin , ( )n

p wM R  uzayından , ( )n
q wM R   

uzayına sınırlılığı iki farklı yönden Spanne ve Adams tipi sınırlılık olarak gösterilmiştir. 
Bunun için Guliyev (2009) tarafından verilmiş olan iki farklı teorem kullanılmıştır. Son 
olarak, T  Calderon-Zygmund integral operatörleri tanıtılmış ve T  operatörü için 

, ( )n
p wM R  uzayında sınırlılık koşulları belirlenmiştir. 

Haziran, 2011, 56 sayfa 

Anahtar Kelimeler: ( )n
pL R  uzayı, , ( )n

pL Rλ  Morrey uzayı, , ( )n
p wM R  genelleştirilmiş 

Morrey uzayı, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu, Riesz potansiyeli, singüler  

integral operatörü, kuvvetli ve zayıf tip sınırlılık. 
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ABSTRACT 

 

Master Thesis 

THE BOUNDEDNESS OF MAXIMAL, POTENTIAL AND SINGULAR INTEGRAL 
OPERATORS IN THE GENERALIZED MORREY SPACES 

 

Betül ATAY 

Ankara University                                                                          
Graduate Scholl of Natural and Applied Science                                                  

Department of Mathematics 

 

Supervisor: Prof. Dr. Ayhan ŞERBETÇİ 

 

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to introduction. In the 
second chapter, basic definitions and theorems are presented. In the third chapter firstly, 
classical maximal function and Riesz potential are introduced and the existence and 
boundedness of these operators are given without proof in the ( )n

pL R  Lebesgue space. 

Then, for 0 nλ≤ ≤ , , ( )n
pL Rλ  Morrey space is introduced and some results are given 

about the structure of this space. The boundedness of M Hardy-Littlewood maximal 
operator and Iα  Riesz potential in this space are shown with the help of the theorems 
which was given by Guliyev (2009). In the fourth chapter, the boundedness of Hardy-
Littlewood maximal operator in the , ( )n

p wM R  spaces is shown with the help of the 

theorem which was given by Guliyev (2009) . The boundedness of Iα  Riesz potential 

from the space , ( )n
p wM R  to , ( )n

q wM R  is shown as Spanne and Adams type boundedness 

with two different ways. For this aim two different theorems which were given by 
Guliyev (2009) are used. Finally, T Calderon-Zygmund singular integral operators are 
introduced and the boundedness conditions are determined for T in the , ( )n

p wM R  spaces. 

 June, 2011, 56 pages 

Key Words: ( )n
pL R  space, , ( )n

pL Rλ  Morrey space, , ( )n
p wM R  generalized Morrey 

space,  Hardy-Littlewood maximal function, Riesz potential, singular integral operator, 
strongly and weakly type boundedness. 
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SİMGELER DİZİNİ 

 

( )n
pL R  Lebesgue uzayı 

Suppf   f  fonksiyonunu desteği 

1 ( )n
locL R  lokal integrallenebilen fonksiyonların uzayı 

1nS −   nR de birim küre 

1nω −    Birim kürenin yüzey alanı 

f g∗   f ile g nin konvolüsyonu 

Aχ   A kümesinin karakteristik fonksiyonu 

S  Schwarz uzayı 

( , )B x r  x merkezli r yarıçaplı açık yuvar 

( , )cB x r  x merkezli r yarıçaplı açık yuvarın tümleyeni 

fα   f fonksiyonunun dağılım fonksiyonu  

M  Maksimal operatör 

Mα   Kesirli maksimal operatör 

Iα   Riesz potansiyel operatörü 

T  Singüler integral operatörü 

, ( )n
pL Rλ  Morrey uzayı 

Γ  Gamma fonksiyonu 

( , )w x r  Ağırlık fonksiyonu 

, ( )n
p wM R  Genelleştirilmiş Morrey uzayı 



1. G·IR·IŞ

Lp;�Morrey uzay¬C. B. Morrey taraf¬ndan 1938 y¬l¬nda eliptik k¬smi diferensiyel den-

klemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya ç¬kar¬l-

m¬̧st¬r. Morrey uzay¬n¬n k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin regülerlik özel-

liklerinin çal¬̧smas¬ve kesin ön eşitsizliklerin bulunmas¬gibi konularda önemli uygu-

lamalar¬ vard¬r. Özellikle Riesz potansiyelleri ve singüler integrallerin özellikleri

yard¬m¬yla eliptik ve hipoeliptik (quazieliptik) k¬smi diferensiyel denklemlerin çözüm-

leri için ön eşitsizlikler elde edilebilmektedir. Daha sonra bu uzay¬n Navier-Stokes ve

Schrödinger denklemleri, süreksiz katsay¬l¬eliptik diferensiyel denklemler ve potan-

siyel teorisinde önemli uygulamalar¬ortaya ç¬km¬̧st¬r.

Lp;� (Rn) Morrey uzay¬, 0 < � < n, p � 1 ve f 2 Lploc (Rn) olmak üzere

kfkp;� = sup
x2Rn
r>0

0B@ 1

r�

Z
B(x;r)

jf(y)jp dy

1CA
1
p

= sup
x2Rn
r>0

r�
�
p kfkLp(B(x;r)) <1

sonlu olacak biçimdeki fonksiyonlar¬n tüm s¬n¬�ar¬n¬n uzay¬d¬r, burada B (x; r) ; x

merkezli r yar¬çapl¬yuvar¬belirtmektedir. Mp;w (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬,
1 � p <1 ve f 2 Lploc (Rn) olmak üzere

kfkMp;w
= sup

x2Rn
r>0

r�n=p

w(x; r)
kfkLp(B(x;r))

sonlu olacak biçimdeki fonksiyonlar¬n uzay¬d¬r, burada w(x; r), Rn�(0;1) da negatif
olmayan, ölçülebilir fonksiyonlar¬belirtmektedir.

Bu tan¬ma göre w(x; r) = r
��n
p seçilirse klasik Lp;�(Rn) Morrey uzay¬elde edilir.

Maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli harmonik analizin önemli konular¬aras¬n-

dad¬r. Özellikle k¬smi türevli denklemler teorisi ve matematiksel �zikte birçok uygu-

lamalar¬vard¬r. Maksimal fonksiyon Rn nin standart kümelerinde n = 1 için Hardy-
Littlewood taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s ve Wiener taraf¬ndan n- boyutlu Rn Öklid uza-

y¬na geni̧sletilmi̧stir. f 2 L1loc (Rn) ve 0 � � < n ve jB(x; r)j =
Z

B(x;r)

dx olmak üzere
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M� kesirli maksimal operatörü

(M�f)(x) = sup
r>0

jB(x; r)j�1+
�
n

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

şeklindedir. � = 0 al¬nd¬¼g¬nda Mf Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf(x) = sup
r>0

1

jB (x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

elde edilir.

I�f Riesz potansiyeli de

(I�f)(x) =
1


(�)

Z
Rn

f(y)

jx� yjn��
dy

olarak tan¬mlan¬r, burada,


(�) = �
n
2 2�

�
�
�
2

�
�
�
n
2
� �

2

�
ile verilir. Morrey uzay¬nda Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ve Riesz potan-

siyelinin varl¬k ve s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬, Adams (1975), Chiarenza ve Frasca (1987),

Fazio ve Ragusa (1993), Fe¤erman ve Stein (1971), Morrey (1938), Peetre (1969),

Guliyev (2009) gibi birçok matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Singüler integraller en genel şekilde

Tf(x) =

Z
Rn

K(x; y)f(y)dy

biçiminde ifade edilirler, burada K ya çekirdek denir ve K; x = y de singülerli¼ge

sahiptir. Bu yüzden yukar¬daki ifade limit durumunda anlaml¬hale getirilebilir.(Stein

1993).

f(x); Rn de ölçülebilir ve t 2 Rn için her bir jx� tj > � > 0 kümesi üzerinde mutlak
integrallenebilir olsun. E¼ger

lim
�!0+

Z
jx�tj>�

f(x)dx
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var ve sonlu ise bu durumda f(x); Rn üzerinde esas de¼ger anlam¬nda integral-
lenebilirdir denir. Bu limitin de¼geri

P:V:

Z
Rn

f(x)dx

ile gösterilir.

T Calderon-Zygmund singüler integral operatörü kompakt destekli, sürekli, sonsuz

kez diferansiyellenebilen bütün f 2 L2(Rn) fonksiyonlar¬n¬L2(Rn)�e götüren s¬n¬rl¬,
lineer bir operatördür. Tf 2 L1loc(Rn);

T f(x) =

Z
Rn

K(x; y)f(y)dy h:h:y 2 Suppf

ile gösterilir.

Burada, c1 > 0 ve 0 < " � 1 ve her x; y 2 Rn; x 6= y için

jK(x; y)j � c1 jx� yj�n

2 jx� x1j � jx� yj olmak üzere,

jK(x; y)�K(x1; yj+ jK(y; x)�K(y; x1j � c1
�
jx� x1j
jx� yj

�"
jx� yj�n

özelliklerini sa¼glar.

Tezin amac¬Morrey�tipi norm tan¬mlanarak, Mp;w(Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uza-
y¬nda M maksimal operatör ve T Calderon-Zygmund operatörlerinin 1 < p < 1
için Mp;w1(Rn) uzay¬ndan Mp;w2(Rn) uzay¬na ve p = 1 için M1;w(Rn) uzay¬ndan
zay¬f WM1;w(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬garanti etmek için (w1; w2) ikilisi üzerine ek-
lenmesi gereken koşullar¬araşt¬rmak, ayr¬ca, I� potansiyel operatörü için Sobolev-

Adams tipi Mp;w(R
n) �!Mq;w(R

n) s¬n¬rl¬l¬k teoremi ve Spanne tipi Mp;w1(R
n) �!

Mq;w2(R
n) s¬n¬rl¬l¬k teoremlerini vermektir. Tezin ikinci bölümünde, temel tan¬m ve

teoremlere yer verilmi̧stir. Üçüncü bölümde ilk önce, klasik maksimal fonksiyon ve

Riesz potansiyeli tan¬t¬lm¬̧s ve bu operatörlerin varl¬k ve s¬n¬rl¬l¬¼g¬Lp (Rn) Lebesgue
uzay¬nda ispats¬z olarak verilmi̧stir. Daha sonra, 0 � � � n olmak üzere, Lp;� (Rn)
Morrey uzay¬ tan¬t¬lm¬̧s, bu uzay¬n yap¬s¬ hakk¬nda baz¬ sonuçlar verilmi̧s ve bu

3



uzayda Hardy-Littlewood maksimal operatörünün ve I� Riesz potansiyelinin s¬n¬r-

l¬l¬¼g¬ Guliyev (2009) taraf¬ndan verilmi̧s olan teoremler yard¬m¬yla gösterilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ise,Mp;w(Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬nda Hardy-Littlewood
maksimal operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬Guliyev (2009) taraf¬ndan verilmi̧s olan teorem

yard¬m¬yla gösterilmi̧stir. I� Riesz potansiyelinin Mp;w (Rn) uzay¬ndan Mq;w (Rn)
uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬ iki farkl¬ yönden Spanne ve Adams tipi s¬n¬rl¬l¬k olarak göste-

rilmi̧stir. Bunun için Guliyev (2009) taraf¬ndan verilmi̧s olan iki farkl¬teorem kul-

lan¬lm¬̧st¬r. Son olarak, T Calderon-Zygmund integral operatörleri tan¬t¬lm¬̧s ve T

operatörü için Mp;w(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬belirlenmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1. X bir K cismi üzerinde bir vektör uzay¬olsun. E¼ger bir

k:k : X ! R x! kxk

dönüşümü 8x; y 2 X ve 8a 2 K için

(N1) kxk � 0 ve kxk = 0, x = �

(N2) kaxk = jaj kxk
(N3) kx+ yk � kxk+ kyk
özelliklerini sa¼gl¬yorsa bu dönüşüme X üzerinde norm ad¬verilir. (X; k:k) ikilisine

bir normlu vektör uzay¬denir. (X; k:k) normlu uzay¬k¬saca X ile gösterilir.

Tan¬m 2.2. X ve Y iki lineer uzay ve T : DT � X ! Y bir fonksiyon olsun.

T fonksiyonuna operatör denir. Burada DT , T nin tan¬m kümesi ve T (DT ) � Y de
T nin görüntü kümesidir. E¼ger DT , X in bir lineer alt uzay¬ve T bir lineer dönüşüm

ise her �, � 2 R (veya C) ve x, y 2 X için

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y)

dir. E¼ger bir f (x) fonksiyonu için hemen her yerde Tf (x) � 0 ise T operatörüne

pozitif operatör denir.

Tan¬m 2.3. Herhangi bir � ölçüsü �(B(x; 2r)) � c�(B(x; r)) şart¬n¬ sa¼gl¬yorsa

� ölçüsü doubling şart¬n¬sa¼gl¬yor denir.

Tan¬m 2.4. X ve Y normlu uzaylar ve D (T ) � X olmak üzere, T : D (T ) ! Y

lineer operatör olsun. E¼ger her x 2 D (T ) için, kTxk � A kxk olacak şekilde bir A
reel say¬s¬varsa, T operatörüne s¬n¬rl¬d¬r denir.

Bir T operatörünün normu kTk = sup
x2D(T )
x6=0

kTxk
kxk ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.5. X ve Y normlu uzaylar, D (T ) � X olmak üzere, T : D (T ) ! Y bir

operatör ve x0 2 D (T ) olsun. E¼ger verilen her " > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k, kx� x0k < �
koşulunu gerçekleyen her x 2 D (T ) için, kTx� Tx0k < " olacak şekilde bir � > 0
say¬s¬varsa T ye x0 da süreklidir denir.
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Tan¬m 2.6. X ve Y normlu uzaylar ve D (T ) � X olmak üzere, T : D (T ) ! Y

lineer operatör olsun. Bu durumda T nin sürekli olmas¬için gerek ve yeter koşul T

nin s¬n¬rl¬olmas¬d¬r.

Teorem 2.1. (Diferensiyel Hesab¬n Ortalama De¼ger Teoremi) f : [a; b]! R
fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve 8x 2 (a; b) noktas¬nda türevlenebilir olsun. Bu
taktirde (a; b) aral¬¼g¬nda f 0(xo) =

f(b)�f(a)
b�a olacak şekilde en az bir xo noktas¬vard¬r.

Tan¬m 2.7. (Cebir ve �- Cebir)X bir küme olsun. E¼ger X in alt kümelerinin bir

A s¬n¬f¬için aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬yorsa bu durumda A s¬n¬f¬na X üzerinde bir

cebirdir denir:

(i) X 2 A
(ii) Her E 2 A için Ec = XnE 2 A
(iii) k = 1; 2; :::; n için Ek 2 A ise

n
[
k=1
Ek 2 A

E¼ger (iii) şart¬yerine

�Her n 2 N için En 2 A )
1
[
n=1
En 2 A�

şart¬konulursa A cebirine bir �� cebiri ad¬verilir.

Tan¬m 2.8. (Borel Cebiri) Bir K s¬n¬f¬n¬ kapsayan �-cebirlerinin en küçü¼güne

K n¬n üretti¼gi (do¼gurdu¼gu) �-cebiri denir. Rn deki bütün aç¬k (a; b) aral¬klar¬n¬n
do¼gurdu¼gu �-cebirine Borel cebiri denir ve B(Rn) ile gösterilir. n = 1 olmas¬halinde
B(R1) Borel cebiri B(R) ile gösterilir. B(R) nin her bir eleman¬na Borel kümesi
denir. X bir lokal kompakt Hausdorf uzay¬ve B(x), X in aç¬k kümelerini içeren

en küçük �-cebir olsun.Bu durumda B(x) Borel kümesinin �-cebiri olarak ve Borel

kümesinde tan¬ml¬herhangi bir � ölçüsü ise Borel ölçüsü olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.9. X bir küme ve A; X üzerinde bir ��cebiri olsun. Bu durumda
(X;A) ikilisine bir ölçülebilir uzay, A daki her bir kümeye de A-ölçülebilir küme
veya k¬saca ölçülebilir küme ad¬verilir.
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Tan¬m 2.10.
�
Ölçülebir Fonksiyon

�
(X;A) bir ölçülebilir uzay ve f : X ! R

bir fonksiyon olsun. E¼ger 8� 2 R için

f�1 (]�;+1[) = fx 2 X : f (x) > �g 2 A

oluyorsa f ye ölçülebilir fonksiyon denir. X üzerindeki ölçülebilir fonksiyonlar¬n

ailesi M (X;A) ile.gösterilir.

Tan¬m 2.11. (X;A) bir ölçülebilir uzay olsun. A üzerinde tan¬ml¬geni̧sletilmi̧s

reel de¼gerli bir � fonksiyonu

(i) � (;) = 0
(ii) Her A 2 A için � (A) � 0

(iii) Her ayr¬k (An) dizisi için �
� 1S
n=1

An

�
=

1P
n=1

� (An)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona ölçü denir. E¼ger her A 2 A için � (A) <1 ise

� ye sonlu ölçü ad¬verilir.

Tan¬m 2.12.
�
Ölçü Uzay¬

�
Bir X kümesi, X in alt kümelerinin bir A �-cebiri

ve A üzerinde tan¬ml¬bir � ölçüsünden oluşan (X;A; �) üçlüsüne bir ölçü uzay¬ad¬
verilir

Tan¬m 2.13.
�
D¬̧s Ölçü

�
X bir küme ve P (X) de X in kuvvet kümesi olsun.

P (X) üzerinde tan¬ml¬, geni̧sletilmi̧s reel de¼gerli bir �� fonksiyonu

(i) �� (;) = 0
(ii) Her E 2 P (X) için �� (E) � 0
(iii) A � B � X için �� (A) � �� (B)

(iv) Her bir n 2 N için An 2 P (X) ise ��
� 1S
n=1

An

�
�

1P
n=1

�� (An)

şartlar¬n¬sa¼glarsa �� fonksiyonuna X üzerinde bir d¬̧s ölçüdür denir.

Tan¬m 2.14.
�
Lebesgue D¬̧s Ölçüsü

�
(Ik), R nin s¬n¬rl¬ve aç¬k alt aral¬klar¬n¬n

bir dizisi,

�A =
n
(Ik) : A �

[
Ik

o
olsun. P (R) üzerinde

m� (A) = inf

( 1X
k=1

l (Ik) : (Ik) 2 �A

)

7



biçiminde tan¬mlanan m� bir d¬̧s ölçüdür. Bu d¬̧s ölçüye Lebesgue d¬̧s ölçüsü denir.

Lebesgue d¬̧s ölçüsü R nin her bir alt aral¬¼g¬na onun uzunlu¼gunu kaŗs¬l¬k getirir.
n�boyutlu Rn uzay¬nda Lebesgue d¬̧s ölçüsünü tan¬mlamak için

I = fx : ai � xi � bi; i = 1; :::; ng

n�boyutlu kapal¬aral¬klar¬n¬göz önüne alal¬m. Bu aral¬klar¬n hacimleri

v (I) =
nY
i=1

(bi � ai)

biçimindedir. Key� bir E � Rn kümesinin Lebesgue d¬̧s ölçüsü

m� (E) = inf

( 1X
k=1

v (Ik) : E �
1[
k=1

Ik; Ik bir aral¬k

)

ile tan¬mlan¬r. 8A � Rn için e¼ger

m� (A) = m� (A \ E) +m� (A \ (Rn � E))
�
Caratheodary Ölçümü

�
ise E kümesine Lebesgue ölçülebilirdir denir.

Rn üzerindeki Lebesgue d¬̧s ölçüsü, her bir aral¬¼ga onun hacmini kaŗs¬l¬k getirir.

Sonuç 2.1. A say¬labilir bir küme ise m� (A) = 0 d¬r.

Sonuç 2.2. [0; 1] kümesi say¬lamayan bir kümedir.

Tan¬m 2.15.
�
Lebesgue Ölçüsü

�
M (R;m�), m� d¬̧s ölçüsüne göre ölçülebilen

R nin alt kümelerinin s¬n¬f¬olsun. m� Lebesgue d¬̧s ölçüsününM (R;m�) s¬n¬f¬na da

B (R) s¬n¬f¬na da olan k¬s¬tlanmas¬na Lebesgue ölçüsü denir, m ile gösterilir.

Tan¬m 2.16. (X;A; �) bir ölçü uzay¬olsun. E¼ger bir önerme (veya özellik) ölçüsü
s¬f¬r olan bir küme d¬̧s¬nda do¼gru ise, o önerme ( veya özellik) hemen her yerde

do¼grudur denir.

Teorem 2.2. (Chebyshev Eşitsizli¼gi) (X;A; �) bir ölçü uzay¬ve f : X ! [0;1]

8



fonksiyonu ölçülebilir olsun. � > 0 için A� = fx 2 X : f(x) � �g denirse
�(A�) � 1

�

R
A�

fd� � 1
�

R
X

fd� d¬r.

Tan¬m 2.17. (LP Uzay¬) (X; �; �) bir ölçü uzay¬olsun. 0 < p <1 olmak üzere

Lp =

8<:f 2M(X;�) :
Z
X

jf jp d� <1

9=;
kümesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar s¬n¬f¬denir. Lpuzay¬nda bir

f fonksiyonunun normu

kfkp =

8>><>>:
�R
X

jf jp d�
� 1

p

; 1 � p <1

ess sup
x2X

jf(x)j ; p =1

ile tan¬mlan¬r.

ess sup
x2X

jf(x)j = inf f� : � (x 2 X : jf(x)j > �) = 0g

dir.

Tan¬m 2.18. (Örtü) Birleşimleri A kümesini kapsayan Ui kümeler ailesine A

kümesinin bir örtüsüdür denir. Bu Ui kümelerinin her biri aç¬ksa bu halde Ui, A

kümesinin aç¬k örtüsüdür denir. Birleşimleri A kümesini kapsayan alt topluluklar

ailesine verilen örtünün alt örtüsü ismi verilir. E¼ger bu topluluklar ailesi sonlu say¬da

kümelerden oluşuyorsa, bu örtüye sonlu alt örtü denir.

Tan¬m 2.19. X kümesinin her aç¬k örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa, X küme-

sine �kompaktt¬r�denir. Kapal¬ve s¬n¬rl¬bir kümenin her aç¬k örtüsünün sonlu bir

alt örtüsü vard¬r. Yani, kapal¬ve s¬n¬rl¬her küme kompaktt¬r.

Tan¬m 2.20. Bir f fonksiyonunun deste¼gi f (x) 6= 0 şart¬n¬sa¼glayan x noktalar¬n¬n
kapan¬̧s¬d¬r ve Supp f = fx : f (x) 6= 0g ile gösterilir. E¼ger f fonksiyonunun deste¼gi
kompakt bir küme ise bu durumda f kompakt destekli fonksiyon ad¬n¬al¬r.

Tan¬m 2.21. f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere her kompakt K � X alt

kümesi üzerinde Z
K

jf j d� <1

9



ise f fonksiyonuna lokal (yerel) integrallenebilirdir denir.

Tan¬m 2.22. (Hölder eşitsizli¼gi) p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere f 2 Lp, g

2 Lq olsun. Bu durumda f g 2 L1 ve

kfgk1 � kfkp kgkq

sa¼glan¬r (Neri 1971).

Tan¬m 2.23. (Minkowski eşitsizli¼gi) p � 1 için e¼ger f , g 2 Lp ise (f + g) 2
Lp ve

kf + gkp � kfkp + kgkp

dir (Neri 1971).

Tan¬m 2.24. (Schwarz eşitsizli¼gi) f(x) 2 L2 ve g(x) 2 L2 olsun.

������
bZ
a

f(x) g(x) dx

������ �
8<:

bZ
a

jf(x)j2 dx

9=;
1
2
8<:

bZ
a

jg(x)j2 dx

9=;
1
2

eşitsizli¼gine Schwarz eşitsizli¼gi denir.

Teorem 2.3. (Fubini) f , Rm+n üzerinde ölçülebilir bir fonksiyon ve

I1 =

Z
Rn+m

jf (x; y)j dxdy

I2 =

Z
Rm

0@Z
Rn

jf (x; y)j dx

1A dy
I3 =

Z
Rn

0@Z
Rm

jf (x; y)j dy

1A dx
integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. I2 için bu Rn üzerinde bir g in-
tegrallenebilen fonksiyonu vard¬r öyleki g (y) hemen her y için içteki integrale eşittir

anlam¬ndad¬r ve I3 için de ayn¬s¬geçerlidir. Bu durumda

(a) Hemen her y 2 Rm için f (:; y) 2 L1 (Rn) dir.

10



(b) Hemen her x 2 Rn için f (x; :) 2 L1 (Rm) dir.
(c)

R
Rm
f (:; y) dy 2 L1 (Rn)

(d)
R
Rn
f (x; :) dx 2 L1 (Rm)

(e) I1 = I2 = I3

elde edilir.

Tan¬m 2.25. x = (x1; :::; xn) ve y = (y1; :::; yn), Rn de vektörler olmak üzere
Rn,
n- boyutlu Öklidyen uzay¬ (x; y) =

nP
j=1

xj yj iç çarp¬m¬ile donat¬lm¬̧s Rn; n- boyutlu

reel uzayd¬r.

Burada x in mutlak de¼geri jxj =
 

nP
j=1

x2j

! 1
2

ile tan¬mlan¬r.

Rn üzerinde dx = dx1:::dxn ile Lebesgue ölçüsünü gösterece¼giz. Rn uzay¬üzerinde f
fonksiyonunun (Lebesgue) integraliZ

f(x)dx =

Z
:::

Z
f(x1; :::; xn)dx1:::dxn

ile gösterilir. E � Rn ölçülebilir bir küme olmak üzere E nin Lebesgue ölçüsü

jEj =
Z
E

dx ile tan¬mlan¬r.

Çok katl¬ integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek ço¼gu kez kullan¬̧sl¬olmak-

tad¬r. r = jxj olsun ve Sn�1 = fx : jxj = 1g ile birim küreyi gösterilim.Z
Rn

f(jxj)dx; dx = dx1:::dxn

integralinin hesab¬için;

0 � r <1; 0 � �1; :::; �n�2 � �; 0 � �n�1 � 2�

olmak üzere

x1 = r cos �1

x2 = r sin �1 cos �2

x3 = r sin �1 sin �2 cos �3

:::

11



xn = r sin �1 sin �2::: sin �n�1

dönüşümü yap¬l¬r. Bu dönüşümün Jakobiyeni

J (r; �1; :::; �n�1) = r
n�1

n�1Y
j=1

(sin �j)
n�1�j

olarak hesaplan¬r.

Z
Rn

f(jxj)dx =

1Z
0

�Z
0

�Z
0

:::

2�Z
0

f(r)J(r; �)drd�1:::d�n�1

=

1Z
0

rn�1f(r)dr

�Z
0

�Z
0

:::

2�Z
0

n�1Y
j=1

(sin �j)
n�1�j d�1:::d�n�1

= !n�1

1Z
0

f(r)rn�1dr

elde edilir, burada !n�1, birim kürenin yüzey alan¬d¬r.

Genel olarak

R
Rn
f(jxj)dx =

1R
0

R
Sn�1

f (r sin �1; :::; r sin �1::: sin �n�1) r
n�1drd�1:::d�n�1

=
1R
0

R
Sn�1

f(r; �)rn�1d�dr

biçimde yaz¬l¬r. Burada d�; Sn�1 üzerinde dx taraf¬ndan belirlenen yüzey ölçüsüdür.

Tan¬m 2.26. x 2 Rn ve f(x) ve g(x) ölçülebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda

h = f � g =
Z
Rn

f(y)g(x� y)dy =
Z
Rn

f(x� y)g(y)dy

ile tan¬ml¬h fonksiyonuna f ile g nin konvolüsyonu denir.

Teorem 2.4. (Young ) 1 � p � 1 olsun. E¼ger f 2 Lp ve g 2 L1 ise bu du-
rumda h = f � g hemen her yerde vard¬r ve Lp uzay¬na aittir. Ayr¬ca

khkp � kfkp kgk1

12



eşitsizli¼gi gerçeklenir (Neri 1971).

Teorem 2.5. (Young ) f 2 Lp ve g 2 Lq olsun, 1
p
+ 1

q
� 1 ve 1

r
= 1

p
+ 1

q
� 1

olsun. Bu durumda h = f � g olmak üzere h 2 Lr dir ve

khkr � kfkp kgkq

sa¼glan¬r (Neri 1971)

Tan¬m 2.27. (Fourier Dönüşümü) f 2 L1 (Rn) olsun.

f̂ (x) =
1

(2�)n

Z
Rn

f (y) e�i(x;y)dy

ile verilen f̂ fonksiyonu f fonksiyonunun Fourier dönüşümü olarak adland¬r¬l¬r.

Burada (x; y) = x1y1 + :::+ xnyn dir. Fourier dönüşümü

f̂ (x) = (2�)�
n
2

Z
Rn

f (y) e�i(x;y)dy

veya

f̂ (x) =

Z
Rn

f (y) e�2�i(x;y)dy

olarak da al¬nabilir. E¼ger n = 1 ve f 2 L1 (R1) ise bu durumda

f̂ (x) =
1

2�

+1Z
�1

f (y) e�ixydy

olur.

Lemma 2.1. E¼ger f (x) = f1 (x1) f2 (x2) :::fn (xn) ise

f̂ (x) = f̂1 (x1) f̂2 (x2) :::f̂n (xn)

sa¼glan¬r.

Teorem 2.6. (Riemann-Lebesgue) E¼ger f 2 L1(Rn) ise bu durumda f̂ s¬n¬rl¬
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ve düzgün süreklidir. Ayr¬ca jxj ! 1 iken bf(x)! 0 d¬r.

Teorem 2.7. f , g 2 L1 olsun. E¼ger h = f � g ise bu durumda bh = bf bg d¬r.

(Neri 1971).

Teorem 2.8. f , g 2 L1 olsun. Bu durumdaZ bf(x)g(x)dx = Z f(x)bg(x)dx
dir (Neri 1971).

Teorem 2.9. (Parseval-Plancherel) f 2 L2(Rn)ve f̂R (x) = (2�)�n
R

jyj�R
f(y)e�i(x;y)dy

olsun.Bu durumda bf(x) = (2�)�nZ
Rn

f(y)e�i(x;y)dy

Fourier dönüşümü R ! 1 iken f̂R (x) nin L2 normunda bir limiti olarak vard¬r:

Ayr¬ca 


 bf



2
= (2�)�

n
2 kfk2

dir. E¼ger Fourier dönüşümünü

bf(x) = Z
Rn

f(y)e�2�i(x;y)dy

ile tan¬mlarsak bu durumda




 bf



2
= kfk2 (Parseval formülü)

< bf; ĝ >=< f; g > (Plancherel formülü)
olur. Burada < f; g >, f ile g nin iç çarp¬m¬n¬göstermektedir ve < f; g >=

R
f
�
gdx

dir.

Tan¬m 2.28. f 2 L1(Rn) ve f nin Fourier dönüşümü

bf(y) = (2�)�nZ
Rn

f(x)e�i(x;y)dx
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şeklinde verilsin. Bu durumda

f(x) =

Z
Rn

bf(y)ei(x;y)dy
formülüne Fourier dönüşümleri için invers formülü denir.

Tan¬m 2.29. (Karakteristik Fonksiyon) A � Rn olsun.

�A =

8<: 1 ; x 2 A

0 ; x =2 A

ile tan¬mlanan �A fonksiyonu A n¬n karakteristik fonksiyonu olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.30. Bir s fonksiyonunun görüntü kümesi sonlu elemandan meydana geliy-

orsa s ye bir basit fonksiyondur denir.

s : X ! fa1; a2;:::;ang � R

x ! s (x) = ak; 1 � k � n

Tan¬m 2.31. Bir � = (�1; :::; �n) negatif olmayan �j tamsay¬lar¬n¬n s¬ral¬n-lisine

katl¬-indis denir.

j�j = �1 + :::+ �n dir. E¼ger � ve � iki katl¬-indis ise � + � = (�1 + �1; :::; �n + �n)
dir. Benzer şekilde, Dj =

@
@xj

olmak üzere

D� =
@j�j

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

=
@�1+�2+:::+�n

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

= D�1
1 D

�2
2 :::D

�n
n

j�j. mertebeden bir diferensiyel operatördür. Özel olarak D(0;:::;0)f = f dir. Bir

boyutlu durumda D�, d
dx
e indirgenir.

Örnek olarak R3 te � = (2; 0; 5) ise

D� =
@7

@x21@x
5
3

= D2
1D

5
3

biçimindedir.
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Tan¬m 2.32. (Schwarz Uzay¬) Rn uzay¬nda sonsuz kez diferensiyellenebilir ve
istenilen � ve � katl¬-indisleri için

sup
x2IRn

��x�D�f(x)
�� <1

koşulunu sa¼glayan fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬na Schwarz Uzay¬denir. Schwarz Uzay¬�S�

ile gösterilir. K¬saca

S =

�
f : Rn ! C ; f 2 C1 : sup

x2Rn

��x�D�f(x)
�� < 1

�

dir. Di¼ger yandan � ve � katl¬-indisler oldu¼gundan � = (�1; :::; �n), � = (�1; :::; �n)

ve �j, �j 2 N [ f0g, j = 1; 2; ::: dir. Burada

x� = x�11 :::x
�n
n ; x = (x1; :::; xn) ; � = (�1; :::; �n)

D� =
@�1

@x
�1
1

:::
@�n

@x
�n
n

dir.

E¼ger f 2 S ise bu durumda f s¬n¬rl¬d¬r, f 2 Lp(Rn), f sonsuz kez diferensiyel-
lenebilirdir, f̂ (x) 2 S, f̂ (x) sonsuz kez diferensiyellenebilirdir.

Teorem 2.10. E¼ger 1 � p < 1 ise Lp deki basit fonksiyonlar¬n kümesi Lp de

yo¼gundur.

Tan¬m 2.33. (Kuvvetli ve Zay¬f Tip S¬n¬rl¬l¬k) 1 � p; q � 1 olmak üzere

T : Lp(Rn)! Lq(Rn)

bir operatör olsun. E¼ger 8 f 2 Lp(Rn) için

kTfkq � A kfkp

olacak biçimde f den ba¼g¬ms¬z bir A > 0 sabiti varsa T operatörüne kuvvetli (p; q)

tipindedir denir.

E¼ger 8 � > 0 için

jfx : jTf(x)j > �gj �
�
A kfkp
�

�q
; q <1
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olacak şekilde � ve f den ba¼g¬ms¬z bir A sabiti varsa T dönüşümüne zay¬f (p; q)

tipindendir denir (Sadosky 1979).

Teorem 2.11. (Riesz-Thorin) 1 � p0; p1; q0; q1 � 1 olmak üzere T; (p0; q0)

ve (p1; q1) tipli bir operatör olsun. Bu durumda

1

p
=
1� �
p0

+
�

p1
,

1

q
=
1� �
q0

+
�

q1
; (0 < � < 1) ;

olmak üzere T; kuvvetli (p; q) tipli bir operatördür.

Teorem 2.12. (Marcinkiewicz Ara De¼ger Teoremi) p0 < q0; p1 � q1 ve q0 6= q1
olmak üzere T operatörü zay¬f (p0; q0) ve zay¬f (p1; q1) tipli operatör olsun. Ayr¬ca p

ve q
1

p
=
1� �
p0

+
�

p1
,

1

q
=
1� �
q0

+
�

q1
(0 < � < 1)

biçiminde tan¬mlans¬n. Bu durumda T operatörü (p; q) tipli operatördür.

Tan¬m 2.34.
�
Vitali Örtü Lemmas¬

�
E, s¬n¬rl¬çapl¬olan fBjg küreler ailesinin

birleşimi taraf¬ndan örtülen Rn nin ölçülebilir bir alt kümesi olsun.
O halde, B1, B2, ..., Bk, ... (sonlu veya sonsuz) ayr¬k dizilerini seçtikten sonra öyle

ki

X
k

m(Bk) � Cm(E�)

sa¼glan¬r, burada m(E) bir E kümesinin ölçüsünü göstermektedir.

Buradaki C sadece n ye ba¼gl¬olan pozitif bir sabittir. C = 5�n olacakt¬r (Stein 1970).

Tan¬m 2.35. (X, �) bir ölçü uzay¬ve f : X ! R (veya C) ölçülebilir bir fonksiyon
olsun.

�f (�) = � (fx 2 X : jf (x)j > �g)

şeklinde tan¬mlanan

�f : (0, 1)! [0, 1]

fonksiyonuna f fonksiyonunun da¼g¬l¬m fonksiyonu denir.
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3. Lp;� (Rn)MORREY UZAYINDAMAKS·IMAL OPERATÖR ve RIESZ

POTANS·IYEL·I

3.1 Lp (Rn) Lebesgue Uzay¬nda Maksimal Fonksiyon ve Riesz Potansiyeli

Maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli harmonik analizin önemli konular¬aras¬n-

dad¬r. Özellikle k¬smi türevli denklemler teorisi ve matematiksel �zikte birçok uygu-

lamalar¬vard¬r.

Bu kesimde klasik Lebesgue uzay¬nda maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli tan¬m-

lan¬p, bunlar¬n varl¬k ve s¬n¬rl¬l¬k özellikleri incelenecektir.

f 2 L1loc(Rn) olsun. Temel Lebesgue Teoremi�ne göre

lim
r 7!0

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

f(y)dy = f(x)

ifadesi hemen her x için geçerlidir, burada

B(x; r) = fy 2 Rn : jx� yj < rg

x merkezli r yar¬çapl¬aç¬k yuvard¬r. Yukar¬daki limit yerine supremum ve f yerine

jf j al¬narak f nin maksimal fonksiyonu tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.1.1.(Maksimal Fonksiyon) f : Rn ! R lokal integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. f nin maksimal fonksiyonu;

Mf(x) = sup
r>0

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

biçiminde tan¬mlan¬r.

Maksimal fonksiyon Rn nin standart kümelerinde n = 1 için Hardy Littlewood

taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s veWiener taraf¬ndan n-boyutluRn Öklid uzay¬na geni̧sletilmi̧stir.

Teorem 3.1.1. Rn üzerinde tan¬mlanan f fonksiyonu için
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(i) f 2 Lp(Rn), 1 � p � 1 ise Mf maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.

(ii) E¼ger f 2 L1(Rn) ise 8� > 0 için

jfx :Mf(x) > �gj � A

�

Z
Rn

jf(x)j dx

sa¼glan¬r, burada A sadece boyuta ba¼gl¬bir sabittir ve m Lebesgue ölçüsüdür.

(iii) f 2 Lp(Rn), 1 < p � 1 ise Mf 2 LP (Rn) ve

kMfkp � Ap kfkp

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Stein 1970).

Tan¬m 3.1.2. (Riesz Potansiyeli)

f yeterince düzgün bir fonksiyon olmak üzere f fonksiyonunun Laplasyeni;

�f =
nX
j=1

@2f

@x2j

biçiminde tan¬mlan¬r.

f 2 S olmak üzere

F�1
�
f̂(x)

�
= f(x) =

1

(2�)
n
2

Z
Rn

ei(xy)f̂(y)dy

dir. ei(xy) = ei(x1y1+:::+xnyn) olmak üzere

(��) f(x) =
1

(2�)
n
2

Z
Rn

�
��ei(xy)

�
f̂(y)dy

=
1

(2�)
n
2

Z
Rn

�
� @2

@x21
eix1y1 � @2

@x22
eix2y2 � :::� @2

@x2n
eixnyn

�
f̂(y)dy

=
1

(2�)
n
2

Z
Rn

jyj2 ei(xy)f̂(y)dy

I�f = F
�1 jyj�� Ff , f 2 S (3.1.1)
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oldu¼gundan

) (��) f = F�1 jyj2 Ff

yaz¬labilir. Bilindi¼gi gibi Laplace operatörü eliptik operatördür. P. Seeley göster-

mi̧stir ki, e¼ger bir eliptik L operatörü için

Lf = F�1�(x)Ff

formülü mevcut ise o zaman onun istenilen kompleks kuvveti için

Lzf = F�1�z(x)Ff

geçerlidir. Dolay¬s¬yla bu teoreme göre Laplace operatörü için

(��)z f = F�1 jyj2z Ff

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla görünür ki z = ��
2
için

(��)�
�
2 f = F�1 jyj�� Ff (3.1.2)

geçerlidir. Yani (3:1:1) ve (3:1:2) den görünür ki, Riesz potansiyelinin ve �� n¬n

negatif kesir kuvvetinin genelleşmi̧s anlamda Fourier dönüşümleri ayn¬d¬r. Bu du-

rumda

I� = (��)�
�
2 , 0 < � < n (3.1.3)

ifadesi yaz¬labilir, burada 0 < � < n ve


(�) = �
n
2 2�

�
�
�
2

�
�
�
n
2
� �

2

�
olmak üzere

(I�f) (x) =
1


(�)

Z
Rn

f(y)

jx� yjn��
dy

I� operatörüne Riesz potansiyeli denir.

Teorem 3.1.2. (Riesz Potansiyeli ·Için Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi)

0 < � < n, 1 � p < q <1 ve 1
q
= 1

p
� �

n
olsun.
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(i) E¼ger f 2 Lp(Rn) ise

(I�f) (x) =
1


(�)

Z
Rn

f(y)

jx� yjn��
dy

integrali hemen her x için mutlak yak¬nsakt¬r.

(ii) E¼ger p > 1 ise bu durumda

kI�fkq � Ap;q kfkp

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

(iii) E¼ger f 2 L1(Rn) ise bu durumda her � için

jfx : jI�f(x)j > �gj �
�
A kfk1
�

�q

dir. Yani, f ! I�f dönüşümü (1; q) zay¬f tiptentir
�
1
q
= 1� �

n

�
(Stein 1970).

3.2 Lp;� (Rn)Morrey Uzay¬nda Hardy-Littlewood Maksimal Operatörü ve

Riesz Potansiyelinin S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bu kesimde ilk önce Lp;� = Lp;� (Rn) Morrey uzay¬nda Hardy-Littlewood maksi-
mal operatörü için s¬n¬rl¬l¬k teoremi verilecektir. Daha sonra, Morrey uzay¬nda I�

Riesz potansiyelinin s¬n¬rl¬l¬k koşulu incelenecek ve bu s¬n¬rl¬l¬k koşuluyla ilgili teo-

rem verilecektir. Son olarak ise Spanne taraf¬ndan ispatlanm¬̧s olan Teorem 3.2.3.

verilecektir.

Tan¬m 3.2.1. 0 � � � n, 1 � p < 1 ve f 2 Llocp (Rn) olmak üzere Lp;� (Rn)
Morrey uzay¬

kfkLp;� = kfkLp;�(Rn) = sup
x2Rn
r>0

r�
�
p kfkLp(B(x;r)) � C <1 (3.2.1)

olacak biçimdeki fonksiyonlar¬n uzay¬d¬r, burada C sabiti sadece f ye ba¼gl¬d¬r ve

B (x; r), merkezi x ve yar¬çap¬ r olan aç¬k yuvar¬ göstermektedir. Böyle tan¬m-

lanan kfkLp;�, Lp;� (R
n) uzay¬nda bir yar¬normdur ( f sabit oldu¼gunda kesin olarak
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kfkLp;� = 0 d¬r). Lp;� (R
n) uzaylar¬ndaki fonksiyonlar bir sabit fark¬yla eşit fonksi-

yonlar olarak al¬nd¬¼g¬nda (3:2:1) de verilen norm ile Lp;� (Rn) uzay¬bir Banach uza-
y¬d¬r.

Lp;� (Rn) uzaylar¬n¬n yap¬lar¬hakk¬nda baz¬sonuçlar aşa¼g¬da verilmi̧stir:
a) � = 0 oldu¼gunda Lp;0 (Rn) = Lp (Rn), yani bilinen Lebesgue uzay¬d¬r.Z

B(x;r)

jf(x)jp dx � C <1

dir.

b) � = n oldu¼gunda Lp;n (Rn) = L1 (Rn) dir. Gerçekten,
f 2 Lp;n (Rn) olsun. Bu durumda

r�n=p

0B@ Z
B(x;r)

jf (y)jp dy

1CA
1
p

� !
1
p
n kfkL1

olur. Böylece

kfkLp;n � !
1
p
n kfkL1

Temel Lebesgue Teoremi�ne göre

lim
r!o

1

jB (x; r)j

Z
B(x;r)

jf (y)jp dy = jf (x)jp

dir. Bu durumda

jf (x)j =

0B@lim
r!o

1

jB (x; r)j

Z
B(x;r)

jf (y)jp dy

1CA
1
p

� !�
1
p

n kfkLp;n

elde edilir. Böylece f 2 L1 (Rn) dir ve

kfkL1 � !
� 1
p

n kfkLp;n

eşitsizli¼gi gerçeklenir, burada !n; Rn de birim kürenin hacmini gösterir ve

!n =
�n=2

�
�
1 + n

2

�
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şeklindedir.

c) � < 0 veya � > n ise, o halde Lp;� (Rn) = � olup burada �, Rn de 0 a denk olan
fonksiyonlar¬n kümesini belirtmektedir.

Ayr¬ca 1 � p <1; f 2 WLploc(Rn) olmak üzere WLp;�(Rn) ile

kfkWLp;�
= kfkWLp;�(Rn) = sup

x2Rn
r>0

r
��
p kfkWLp(B(x;r))

sonlu olacak biçimdeki fonksiyonlar¬n uzay¬belirtilmektedir.

Burada;

kfkWLp(B(x;r))
=



f�B(x;r)

WLp(Rn)

= sup
t>0
t(�f�B(x;r))

1=p(t)

= sup
t>0
t jfy 2 B(x; r) : jf(y)j > tgj1=p <1

şeklindedir.

Teorem 3.2.1. 1 < p <1, 0 < � < n olsun. Bu durumda

kMfkp;� � c kfkp;�

gerçeklenir, burada c; f den ba¼g¬ms¬z bir sabittir.

p = 1 olsun. Bu durumda

t jfMf > tg \Br(x)j � cr� kfk1;�

gerçeklenir, burada c sabiti x, r, t ve f den ba¼g¬ms¬zd¬r.

1 � p � 1, f 2 Lp;�, 0 < � < n içinMf , Rn de h.h.y. sonludur (Chiarenza ve Frasca 1987).

Morrey uzay¬nda M operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬gösteren bu teoremi ispatlamak için

öncelikle aşa¼g¬daki lemmay¬ispatlayal¬m.

Lemma 3.2.1. 1 � p <1 ve f 2 Lploc(Rn) olsun. Bu durumda p > 1 için

kMfkLp(B(x;t)) � Ct
n
p

1Z
t

r�
n
p
�1 kfkLp(B(x;r)) dr (3.2.2)
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ve p = 1 için

kMfkWL1(B(x;t))
� Ctn

1Z
t

r�n�1 kfkL1(B(x;r)) dr (3.2.3)

sa¼glan¬r, burada C, f ve x 2 Rn e ba¼gl¬olmayan bir sabit ve t > 0 d¬r (Guliyev 1994).

·Ispat. 1 < p <1 olsun. f yi f = f1 + f2 ve

f1(y) = f(y)�B(x;2t)(y)

f2(y) = f(y)�cB(x;2t)(y); t > 0 (3.2.4)

şeklinde ay¬ral¬m.

kMfkLp(B(x;t)) � kMf1kLp(B(x;t) + kMf2kLp(B(x;t)

olmas¬ndan ve 1 < p < 1 için Lp(Rn) uzay¬nda M maksimal operatörünün s¬n¬r-

l¬l¬¼g¬ndan

kMf1kLp(B(x;t)) � kMf1kLp(Rn) � C kf1kLp(Rn) = C kfkLp(B(x;2t)) (3.2.5)

elde edilir, burada C, f den ba¼g¬ms¬z bir sabittir. (3.2.5) ten ve kfkLp(B(x;2t)) nin t
ye göre azalmayan olmas¬gerçe¼ginden kolayca

kMf1kLp(B(x;t)) � Ct
n
p

1Z
2t

r�
n
p
�1 kfkLp(B(x;r)) dr

� t
n
p

1Z
t

r�
n
p
�1 kfkLp(B(x;r)) dr (3.2.6)

elde edilir.

Mf2 yi belirlemek için öncelikle aşa¼g¬daki yard¬mc¬eşitsizli¼gi ispatlayal¬m.

Z
Bc(x;t)

jx� yj�n jf(y)j dy � C
1Z
t

s�
n
p
�1 kfkLp(B(x;s)) ds; 0 < t <1 (3.2.7)
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bu sonuca � > n
p
seçerek aşa¼g¬daki gibi devam edelim;

Z
Bc(x;t)

jx� yj�n jf(y)j dy � �
Z

Bc(x;t)

jx� yj�n+� jf(y)j dy
1Z

jx�yj

s���1ds:

Fubini Teoreminden,

= �

1Z
t

s���1ds

Z
fy2Rn:t�jx�y�sj

jx� yj�n+� jf(y)j dy

ve Hölder eşitsizli¼ginden,

� C
1Z
t

s���1 kfkLp(B(x;s))



jx� yj�n+�




L
p�(B(x;s))

ds

elde edilir.

z 2 B(x; t) için

Mf2(z) = sup
r>0

jB(z; r)j�1
Z

B(z;r)

f2(y)dy

� Csup
r�2t

Z
cB(x;2t)\B(z;r)

jy � zj�n jf(y)j dy

� C

Z
Bc(x;2t)

jx� yj�n jf(y)j dy

bulunur.

Böylece, C nin x ve r ye ba¼gl¬olmad¬¼g¬durumda, (3.2.7) den

Mf2(z) � C

1Z
2t

s�
n
p
�1 kfkLp(B(x;s)) ds

� C

1Z
t

s�
n
p
�1 kfkLp(B(x;s)) ds

elde edilir.

Bu ise Mf2(z) fonksiyonunun x ve t sabitleriyle, z ye ba¼gl¬ olmayan bir ifadeyle
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aç¬kland¬¼g¬n¬gösterir. k1kLp(B(x;t)) = Ct
n
p olmas¬ndan dolay¬

kMf2kLp(B(x;t)) � C
1Z
t

s�
n
p
�1 kfkLp(B(x;s)) ds k1kLp(B(x;t)) (3.2.8)

d¬r. (3.2.6) ve (3.2.8) den (3.2.2) elde edilir.

p = 1 ve herhangi B = B(x; r) yuvar¬için aç¬kt¬r ki;

kMfkWL1(B(x;t))
� kMf1kWL1(B(x;t))

+ kMf2kWL1(B(x;t))

sa¼glan¬r.

M operatörünün L1(Rn) uzay¬ndan WL1(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan,

kMf1kWL1(B(x;t))
� C kfkL1(B(x;2t))

dir, burada, C, x ve t ye ba¼gl¬olmayan bir sabittir.

Dikkat edilecek olursa, (3.2.8) eşitsizli¼gi p = 1 olmas¬ durumunda da do¼grudur.

Böylece (3.2.8) eşitsizli¼ginden, (3.2.3) eşitsizli¼gi elde edilir.

Teorem 3.2.1.in ·Ispat¬. Lemma 3.2.1. den

kMfkp;� = sup
t>o
x2Rn

t�
�
p kMfkLP (B(x;t))

� C sup
t>o
x2Rn

t�
�
p t

n
p

1Z
t

r�
n
p
�1 kfk

LP (B(x;r))
dr

� C sup
t>o
x2Rn

t
n��
p kfkp;�

1Z
t

r�
n
p
�1r

�
p dr

� C sup
t>o
x2Rn

t
n��
p kfkp;� lima!1

1
�
p
� n

q

n
r
�
p
�n
p jat
o

� C sup
t>o
x2Rn

t
n��
p kfkp;� t

�
p
�n
p

� C kfkp;�
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elde edilir. p = 1 için Z
Rn

(Mf)�dx � c
Z
Rn

jf j (M�) dx

dir (Fe¤ermann ve Stein 1971).

B2r : fx : jx� x0j < 2rg

RnB2r = fx : jx� x0j � 2rg

) jx� x0j � r � r

) (jx� x0j � r)n � rn

) rn

(jx� x0j � r)n
� 1

dir. Ayr¬ca

M�B(x;r) = sup
r>0

1
jB(x;r)j

Z
BrB(x0;r)

�B(x0;r) (y) dy

�

B(x0;r)
=

8>>>>><>>>>>:
1 ; x0 2 Br
0 ; x0 =2 Br

= sup
r>0

1
jB(x;r)j

Z
B(x;r)\B(x0;r)

dy = c

dir. Dolay¬s¬yla

M�B(x;r) �
rn

(jx� xoj � r)n
� 1

dir. Di¼ger taraftan jx� x0j � r � 2k�1r oldu¼gundan

rn

(jx� x0j � r)n
� rn

(2k�1r)n
� 1
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dir. Böylece, son olarak

Z
Rn

(Mf)�Brdx =

Z
Br

(Mf) dx � c

8><>:
Z
B2r

jf j (M�) dx+

1X
k=1

Z
B
2k+1r

nB
2k
r

jf j (M�) dx

9>=>;
� c

8><>:
Z
B2r

jf j dx+
1X
k=1

Z
B
2k+1

nB
2kr

jf j rn

(jx� x0j � r)n
dx

9>=>;
� c

8><>:
Z
B2r

jf j dx+
1X
k=1

rn

(2k�1r)n

Z
B
2k+1r

jf j dx

9>=>;
elde edilir. Buradan norma geçersek,

r� kMfk1;� � c

(
(2r)� kfk1;� +

1X
k=1

�
2k+1

��
(2k�1r)n

kfk1;�

)

= c kfk1;�

(
(2r)� +

1X
k=1

�
2k+1

��
(2k�1r)n

)
� c kfk1;� r�

elde edilir.

kMfk1;� � c kfk1;� ) kMfk1;� � c kfk1;� ) t jfMf > tg \Br(x)j � cr� kfk1;�
olup buradan Mf nin Rn de h.h.y. de sonlu oldu¼gu görülür. Böylece ispat tamam-
lanm¬̧s olur.

Aşa¼g¬daki teorem ile Riesz potansiyelinin Morrey uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬verilecektir.

Teorem 3.2.2. 0 < � < n, 1 < p < n
�
, 0 < � < n� �p alal¬m. Bu durumda

kI�fkq;� � c kfkp;� (3.2.9)

gerçeklenir, burada
1

q
=
1

p
� �

n� �
dir.

p = 1 için

t jfjI�f j > tg \Brj � cr� kfk1;� (3.2.10)
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elde edilir.

Teorem (3:2:1) ve (3:2:2) de c sadece n, �, p, � ya ba¼gl¬bir sabittir (Adams 1975

Teorem 3.1).

Yukar¬daki teoremi ispatlamak için öncelikle aşa¼g¬daki lemmay¬verelim.

Lemma 3.2.2. 1 � p < 1, 0 < � < n
p
ve f 2 Lploc (Rn) olsun. Bu durumda

C f , x ve t den ba¼g¬ms¬z bir sabit olmak üzere

jI�f(x)j � Ct�Mf (x) + C
1Z
t

r��
n
p
�1 kfkLp(B(x;r)) dr (3.2.11)

eşitsizli¼gi gerçeklenir. (Guliyev 2009).

·Ispat. 1 < p <1 alal¬m. f

f = f1 + f2; f1 (y) = f (y)�B(x;2t) (y) ; f2 (y) = f (y)�Bc(x;2t) (y) ; t > 0

olarak tan¬mlan¬rsa

I�f (x) = I�f1 (x) + I�f2 (x)

elde edilir. jI�f1 (x)j � Ct�Mf (x) eşitsizli¼gi Hedberg (1972) taraf¬ndan ispatlan-

m¬̧st¬r. p > 1, f 2 Lp;� olsun. Bu durumda f 6= 0 için, I�f kümesi � > 0 olmak

üzere

I�f(x) =

Z
jx�yj�t

f(y)

jx� yjn��
dy +

Z
jx�yj>t

f(y)

jx� yjn��
dy

� I1 + I2

şeklinde yaz¬labilir. k 2 Z ve ak (x) =
�
y : 2�k�1t < jx� yj � 2�kt

	
olsun.

O zaman

I1 =

Z
jx�yj�t

f(y)

jx� yjn��
dy =

1X
k=o

Z
2�k�1t<jx�yj�2�kt

f(y)

jx� yjn��
dy
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dir. Buradan

jI1j �
1X
k=0

Z
2�k�1t<jx�yj�2�kt

jx� yj��n jf(y)j dy

�
1X
k=0

�
2�kt

�� �
2�kt

��n Z
jx�yj�2�kt

jf(y)j dy

= t�
1X
k=0

�
2�k
��
Mf(x); 0 < � < n

= cnt
�Mf(x); 0 < � < n

) jI1j � cnt�Mf(x) eşitsizli¼gi elde edilir (Hedberg 1972).

I�f2 için ise Hölder eşitsizli¼ginden,

jI�f2(x)j =

������
Z
Rn

jx� yj��n f2 (y) (y) dy

������
=

������
Z
Rn

jx� yj��n f (y)�Bc(x;2t) (y) dy

������
=

�������
Z

Bc(x;2t)

jx� yj��n f(y)dy

�������
�

Z
Bc(x;2t)

jx� yj��n jf (y)j dy

� C

Z
Bc(x;2t)

jf (y)j dy
1Z

jx�yj

r��n�1dr

� C

1Z
2t

0B@ Z
2t<jx�yj<r

jf (y)j dy

1CA r��n�1dr

� C

1Z
t

kfkLp(B(x;r))

0B@ Z
t<jx�yj<r

1dx

1CA
1

p
0

r��n�1dr
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= C

1Z
t

kfkLp(B(x;r))

0@ Z
Sn�1

rZ
t

�n�1d�dx
0

1A 1

p
0

r��n�1dr

� C

1Z
t

kfkLp(B(x;r)) r
n(1� 1

p)r��n�1dr

= C

1Z
t

r��
n
p
�1 kfkLp(B(x;r)) dr

dir. Böylece istenen elde edilmi̧s olur.

Teorem 3.2.2. nin ·Ispat¬. r�r
��n
p � C

�
r
��n
p

� p
q
den, r > 0 olmak üzere r

��n
p =

Mf(x)
kfkp;�

seçilirse ve B (x; t) x merkezli t yar¬çapl¬aç¬k yuvar olmak üzere

kI�fkq;� = sup
t>0
x2Rn

0B@ 1
t�

Z
B(x;t)

jI�f (y)jq dy

1CA
1
q

= sup
t>0
x2Rn

t�
�
q

0B@ Z
B(x;t)

jI�f (y)jq dy

1CA
1
q

Lemma 3.2.2. den

� sup
t>0
x2Rn

t�
�
q

0B@ Z
B(x;t)

0@Cr�Mf (y) + C 1Z
r

t��
n
p
�1 kfkLp(B(x;r)) dt

1Aq

dy

1CA
1
q

� sup
t>0
x2Rn

t�
�
q

0B@ Z
B(x;t)

0@Cr�Mf (y) + C kfkp;� 1Z
r

t�t
��n
p
dt

t

1Aq

dy

1CA
1
q

� sup
t>0
x2Rn

t�
�
q

0B@ Z
B(x;t)

�
C
�
r
��n
p

� p
q
�1
Mf(y) + C

�
r
��n
p

� p
q kfkp;�

�q
dy

1CA
1
q
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= sup
t>0
x2Rn

t�
�
q

0B@ Z
B(x;t)

0@C  Mf (y)kfkp;�

! p
q
�1

Mf(y) + C

 
Mf (y)

kfkp;�

! p
q

kfkp;�

1Aq

dy

1CA
1
q

= sup
t>0
x2Rn

t�
�
q

0B@ Z
B(x;t)

�
C (Mf (y))

p
q kfk1�

p
q

p;�

�q
dy

1CA
1
q

= C kfk1�
p
q

p;� sup
t>0
x2Rn

t�
�
q kMfk

p
q

Lp(B(x;t))

= C kfk1�
p
q

p;� kMfk
p
q

p;� Teorem 3.2.2. den

� C kfk1�
p
q

p;� kfk
p
q

p;�

= C kfkp;�

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Sonuç 3.2.1. 0 < � < n, 1 < p < n
�
, 0 < � < n � �p alal¬m. Bu durumda M�

kesirli maksimal operatörünün Lp;� Morrey uzay¬ndan Lq;� Morrey uzay¬na s¬n¬rl¬

olmas¬için gerek ve yeter şart 1
q
= 1

p
� �

n�� olmas¬d¬r.

·Ispat.

(M�f(x)) � !
�
n
�1

n (I� jf j)(x)

oldu¼gundan,

kM�fkq;� � c kfkp;�

eşitsizli¼gi kolayca elde edilir, burada c sadece n, �, p, � ya ba¼gl¬bir sabittir.

Teorem 3.2.3. 0 < � < n, 0 < � < n � �p, 1 < p < n
�
olsun. � = n�

(n��) ,
1
q
= 1

p
� �

n
ve �

p
= �

q
olsun. Bu durumda

kI�fkq;� � C kfkp;�

eşitsizli¼gi gerçeklenir. (Spanne).

Yukar¬daki teoremi ispatlamak için öncelikle aşa¼g¬daki lemmay¬verelim.
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Lemma 3.2.3. 1 < p < 1 , 0 < � < n
p
, 1
q
= 1

p
� �

n
ve f 2 Lploc (Rn) alal¬m.

Bu durumda p > 1 için

kI�fkLq(B(x;t)) � Ct
n
q

1Z
t

r�
n
q
�1 kfkLp(B(x;r)) dr (3.2.12)

ve p = 1 için

kI�fkWLq(B(x;t))
� Ct

n
q

Z 1

t

r�
n
q
�1 kfkL1(B(x;r)) dr (3.2.13)

eşitsizli¼gi gerçeklenir, burada C, f ye ba¼gl¬olmayan bir sabittir, x 2 Rn ve t > 0 d¬r
(Guliyev 2009).

·Ispat. 1 < p < 1 alal¬m. f fonksiyonu f = f1 + f2, f1 (y) = f (y)�B(x;2t) (y),

f2 (y) = f (y)�Bc(x;2t) (y), t > 0 olarak tan¬mlan¬rsa

I�f (x) = I�f1 (x) + I�f2 (x)

elde edilir. 1 < p <1, 0 < � < n
p
, 1

q
= 1

p
� �

n
olmak üzere Teorem 3.1.2. deki (ii)

özelli¼ginden

kI�f1kLq(B(x;t)) � kI�f1kLq(Rn)
� C kf1kLp(Rn)
= C kfkLp(B(x;2t))

elde edilir, burada C, f den ba¼g¬ms¬z bir sabittir. Ayr¬ca,

kI�f1kLq(B(x;t)) � Ct
n
q

1Z
2t

r�
n
q
�1 kfkLp(B(x;r)) dr (3.2.14)

elde edilir. jx� zj � t, jz � yj � 2t oldu¼gunda jx� zj � t � jz�yj
2
dir. Dolay¬s¬yla

jx� yj = jx� z + z � yj

� jx� zj+ jz � yj

� t+ jz � yj

� 3

2
jz � yj
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ve

jz � yj = jz � x+ x� yj

� jz � xj+ jx� yj

� t+ jx� yj

� jz � yj
2

+ jx� yj

) jz � yj
2

� jx� yj

dir. Sonuç olarak,
1

2
jz � yj � jx� yj � 3

2
jz � yj

elde edilir. Böylece

kI�f2kLq(B(x;t)) �








Z
Rn

f2 (y)

jz � yjn��
dy








Lq(B(x;t))

=








Z
Rn

f (y)�(B(x;2t))

jz � yjn��
dy








Lq(B(x;t))

=









Z

Bc(x;2t)

f (y)

jz � yjn��
dy









Lq(B(x;t))

� C

Z
Bc(x;2t)

jf (y)j
jx� yjn��

dy


�(B(x;t))

Lq(Rn)

elde edilir. � > n
q
seçilerek, Hölder eşitsizli¼ginden

Z
Bc(x;2t)

jf (y)j
jx� yjn��

dy
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= �

Z
Bc(x;2t)

jx� yj��n+� jf (y)j

0B@ 1Z
jx�yj

s���1ds

1CA dy
= �

1Z
2t

s���1

0B@ Z
fy2Rn:2t�jx�yj�sg

jx� yj��n+� jf (y)j dy

1CA ds
� C

1Z
2t

s���1 kfkLp(B(x;s))



jx� yj��n+�




L
p
0
(B(x;s))

ds

= C

1Z
2t

s���1 kfkLp(B(x;s))

0B@ Z
2t�jx�yj�s

1�
jx� yjn����

�p0 dy
1CA

1

p
0

ds

= C

1Z
2t

s���1 kfkLp(B(x;s))

0@ Z
Sn�1

sZ
2t

�n�1

�(n����)p
0 d�dx

0

1A 1

p
0

ds

� C

1Z
2t

s���1 kfkLp(B(x;s))
�
sn�(n����)p

0� 1

p
0
ds

= C

1Z
2t

s���1s�
n
p s�+� kfkLp(B(x;s)) ds

= C

1Z
2t

s��
n
p
�1 kfkLp(B(x;s)) ds (3.2.15)

elde edilir. Di¼ger yandan 1
q
= 1

p
� �

n
ise n

q
= n

p
� � d¬r. Bu de¼ger (3:2:15) de yerine

yaz¬l¬rsa,

kI�f2kLq(B(x;t)) � C
1Z
2t

s��(
n
q
+�)�1 kfkLp(B(x;s)) ds

= C

1Z
2t

s�
n
q
�1 kfkLp(B(x;s)) ds

� Ct
n
q

1Z
2t

s�
n
q
�1 kfkLp(B(x;s)) ds (3.2.16)

elde edilir.

Sonuç olarak, (3:2:14) ve (3:2:16) dan (3:2:12) ispatlan¬r. p = 1 ve herhangi B =

B(x; r) yuvar¬için
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kI�fkWL1(B(x;t))
� kI�f1kWL1(B(x;t))

+ kI�f2kWL1(B(x;t))

eşitsizli¼ginin geçeklendi¼gi aç¬kt¬r. I� operatörünün L1(R
n) uzay¬ndan WLq(R

n)

uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan

kI�f1kWLq(B(x;t))
� C kfkL1(B(x;2t))

bulunur, burada C, x ve t ye ba¼gl¬olmayan bir sabittir.

Dikkat edilmelidir ki (3:2:16) eşitsizli¼gi p = 1 durumu için de do¼grudur. Dolay¬s¬yla

(3:2:16) dan (3:2:13) eşitsizli¼gi elde edilir.

Teorem 3.2.3. ün ·Ispat¬. Lemma 3.2.3. den ve �
p
= �

q
eşitli¼gi kullan¬larak

kI�fkq;� = sup
t>0
x2Rn

t�
�
q kI�fkLq(B(x;t))

� C sup
t>0
x2Rn

t�
�
q t

n
q

1Z
t

r�
n
q
�1 kfkLp(B(x;r)) dr

� C sup
t>0
x2Rn

t
n��
q kfkp;�

1Z
t

r�
n
q
�1r

�
p dr

� C sup
t>0
x2Rn

t
n��
q kfkp;� lima!1

1
�
p
� n

q

n
r
�
p
�n
q jat
o

� C sup
t>0
x2Rn

t
n��
q kfkp;� t

�
p
�n
q

= C sup
t>0
x2Rn

t
n��
q kfkp;� t

�
q
�n
q

= C kfkp;�

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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4. Mp;w (Rn) GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ MORREY UZAYINDA MAKS·IMAL

OPERATÖR, RIESZ POTANS·IYEL·I VE CALDERON-ZYGMUND

S·INGÜLER ·INTEGRAL OPERATÖRLER·I

4.1 Mp;w (Rn) Genelleştirilmi̧s Morrey Uzay¬

Çal¬̧smam¬z¬n bu k¬sm¬nda ilk önceMp;w =Mp;w(Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬n¬
tan¬tacak daha sonra M maksimal operatörü ve I� Riesz potansiyeli için s¬n¬rl¬l¬k

teoremlerini ispatlayaca¼g¬z. Burada kullan¬lan w(x; r), w1(x; r) ve w2(x; r) fonksi-

yonlar¬Rn � (0;1) da negatif olmayan, ölçülebilir fonksiyonlard¬r.

Tan¬m 4.1.1. Mp;w(R
n) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬, 1 � p < 1 ve her f 2

Lploc(Rn)için

kfkMp;w
= sup

x2Rn;r>0

r�n=p

w(x; r)
kfkLp(B(x;r))

sonlu olacak biçimdeki fonksiyonlar¬n uzay¬d¬r.

Bu tan¬ma göre w(x; r) = r
��n
p seçilirse Lp;�(Rn) Morrey uzay¬elde edilir.

Lp;�(R
n) =Mp;w(R

n) j
w(x;r)=r

��n
p

Bu bölümde r � t � 2r olmak üzere, w(x; r) fonksionu c � 1; t ve r ye ba¼gl¬olmayan
bir sabit ve x 2 Rn olmak üzere

c�1w(x; r) � w(x; t) � cw(x; r) (4.1.1)

koşulunun sa¼gland¬¼g¬, ve yine C > 0; r ve x 2 Rn ye ba¼gl¬olmayan bir sabit olmak
üzere maksimal operatörler için

1Z
r

w(x; t)p
dt

t
� Cw(x; r)p (4.1.2)

ve potansiyel operatörü için

1Z
r

t�pw(x; t)p
dt

t
� Cr�pw(x; r)p (4.1.3)

koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬kabul edilecektir.
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4.2 Mp;w(Rn) Genelleştirilmi̧s Morrey Uzay¬nda Maksimal Operatörün

S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Teorem 4.2.1. 1 � p <1 olsun ve w1(x; r) ve w2(x; r) fonksiyonlar¬

1Z
t

w1(x; r)
dr

r
� Cw2(x; t) (4.2.1)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C, x ve t ye ba¼gl¬olmayan bir sabittir. Bu durumda, p > 1

için M maksimal operatörü Mp;w1(Rn) uzay¬ndan Mp;w2(Rn) uzay¬na ve p = 1 için,

M1;w1(Rn) uzay¬ndan WM1;w2(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Guliyev 1999).

·Ispat. 1 < p <1 ve f 2Mp;w1(Rn) olsun. Lemma 3.2.1. den

kMfkMp;w2
= sup

x2Rn
t>0

w�12 (x; t)t
�n
p kMfkLp(B(x;t))

� C sup
x2Rn
t>0

w�12 (x; t)

Z 1

t

r�
n
p
�1 kfkLp(B(x;r)) dr

elde edilir. Böylece

kMfkMp;w2
� C kfkMp;w1

sup
x2Rn;t>0

1

w2(x; t)

1Z
t

w1(x; r)
dr

r

� C kfkMp;w1

olup 1 < p <1 için (4.2.1) den ispat tamamlan¬r.

p = 1 ve f 2M1;w1(Rn) için Lemma 3.2.1 den

kMfkWM1;w2
= sup

x2Rn;t>0
w�12 (x; t)t

�n kMfkWL1(B(x;t))

� C sup
x2Rn;t>0

w�12 (x; t)

1Z
t

r�n�1 kfkL1(B(x;r)) dr

38



bulunur. Böylece,

kMfkWM1;w2
� C kfkM1;w1(R

n)
sup

x2Rn;t>0

1

w2(x; t)

1Z
t

w1(x; r)
dr

r

elde edilir. p = 1 için (4.2.1) den ispat tamamlan¬r.

Uyar¬ 4.2.1. Teorem 4.2.1 de (4.1.1) ve (4.1.2) koşullar¬n¬n noktasal doubling

şart¬n¬(Tan¬m 2.3) sa¼glamas¬gerekmedi¼gine dikkat edilmelidir.

w1(x; r) = w2(x; r) = w(x; r) durumunda Teorem 4.2.1 yard¬m¬yla aşa¼g¬daki sonuç

elde edilir:

Sonuç 4.2.1. 1 � p < 1 ve w(x; r) , (4.1.1) ve (4.1.2) koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu

durumda p > 1 içinM operatörüMp;w(Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬nda s¬n¬rl¬
ve p = 1 için M1;w(Rn) uzay¬ndan WM1;w(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

4.3 Mp;w(Rn) Uzay¬nda Riesz Potansiyelinin S¬n¬rl¬l¬¼g¬

4.3.1 Spanne tipi s¬n¬rl¬l¬k

Teorem 4.3.1. 1 < p < 1, 0 < � < n
p
, 1
q
= 1

p
� �

n
ve w1(x; r) ve w2(x; r)

fonksiyonlar¬ Z 1

r

t�w1(x; t)
dt

t
� Cw2(x; r) (4.3.1)

koşulunu sa¼glas¬n, burada, C; x ve r ye ba¼gl¬olmayan bir sabittir.

Bu durumda p > 1 için M� ve I� operatörleri; Mp;w1(Rn) uzay¬ndan Mq;w2(Rn) uza-
y¬na ve p = 1 için M� ve I� operatörleri M1;w1(Rn) uzay¬ndan WMq;w2(Rn) uzay¬na
s¬n¬rl¬d¬r (Guliyev 1999).

·Ispat. 1 < p <1 ve f 2Mp;w(Rn) olsun. Lemma 3.2.3 den
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kI�fkMq;w2
= sup

x2Rn;t>0

t�n=q

w2(x; t)
kI�fkLq(B(x;t))

� C sup
x2Rn;t>0

1

w2(x; t)

1Z
t

r�
n
q
�1 kfkLp(B(x;r)) dr

� C kfkMp;w1
sup

x2Rn;t>0

1

w2(x; t)

1Z
t

r�w1(x; r)
dr

r

(4.3.1) den 1 < p <1 için ispat tamamlan¬r.

Şimdi p = 1 ve f 2M1;w1(Rn) olsun. Lemma 3.2.3 den

kI�fkWMq;w2
= sup

x2Rn;t>0
w�12 (x; t)t

�n
q kI�fkWLq(B(x;t))

� C sup
x2Rn;t>0

w�12 (x; t)

1Z
t

r�
n
q
�1 kfkL1(B(x;r)) dr

elde edilir.

Böylece,

kI�fkWMq;w2
� C kfkM1;w1 (R

n) sup
x2Rn;t>0

1

w2(x; t)

1Z
t

r�w1(x; r)
dr

r

� C kfkM1;w1

bulunur. Buradan p = 1 için de (4.3.1) den ispat tamamlan¬r.

Uyar¬4.3.1. Teorem 4.3.1 de (4:1:1) ve (4:1:3) koşullar¬n¬n noktasal doubling şart¬n¬

sa¼glamas¬gerekmedi¼gine dikkat edilmelidir.

w1(x; r) = w2(x; r) = w(x; r) olmas¬durumunda aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

Sonuç 4.3.1. 1 � p < 1, 0 < � < n
p
; 1
q
= 1

p
� �

n
ve w(x; t), (4:1:1) ve (4:1:3)

40



koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda M� ve I� operatörleri p > 1 için Mp;w(Rn) uza-
y¬ndan Mq;w(Rn) uzay¬na ve p = 1 için M1;w(Rn) uzay¬ndan WMq;w(Rn) uzay¬na
s¬n¬rl¬d¬r.

4.3.2 Adams tipi s¬n¬rl¬l¬k

Teorem 4.3.2. 1 � p <1; 0 < � < n
p
, w(x; t) (4.2.1) koşulunu ve

t�w(x; t) +

1Z
t

r�w(x; r)
dr

r
� Cw(x; t)

p
q (4.3.2)

koşulunu sa¼glas¬n, burada q � p ve C, x 2 Rn ve t > 0�a ba¼gl¬olmayan bir sabittir.
Ayr¬ca kabul edelim ki, hemen her x 2 Rn için w(x; r) için w(x; :) : [0;1) �! [a;1)
koşulunu sa¼glayacak biçimde herhangi bir a = a(x) > 0 örten fonksiyonu vard¬r.

Bu durumda, M� ve I� operatörleri, p > 1 için Mp;w(Rn) uzay¬ndan Mq;wp=q(Rn)
uzay¬na ve p = 1 için M1;w(Rn) uzay¬ndan WMq;w1=q(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. M�f(x) � C(I� jf j)(x) oldu¼gunu biliyoruz. 1 � p < 1 ve f 2 Mp;w(Rn)

olsun. Lemma 3:2:2 den

jI�f(x)j � Cr�Mf(x) + C kfkMp;w

1Z
r

t�w(x; t)
dt

t

dir. (4:3:2) den

r�w(x; r) � Cw(x; r)
p
q

oldu¼gunu biliyoruz. Ayr¬ca (4:3:2) şart¬n¬kullanarak

jI�f(x)j � Cw(x; r)
p
q
�1Mf(x) + Cw(x; r)

p
q kfkMp;w

elde edilir. w(x; r) örten oldu¼gundan

w(x; r) =Mf(x) kfk�1Mp;w(Rn)
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olacak biçimde bir r > 0 seçebiliriz, burada f nin 0 �a özdeş olmad¬¼g¬n¬varsay¬yoruz.

Böylece her x 2 Rn için

jI�f(x)j � C(Mf(x))
p
q kfk1�

p
q

Mp;w

eşitsizli¼gi gerçeklenir. Teorem 4.2.1 deki (4:2:1) koşulu nedeniyleMp;w(Rn) genelleşti-
rilmi̧s Morrey uzay¬ndaM maksimal operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan teorem gerçeklenir.

1 < p < q <1 için

kI�fkM
q;wp=q

= sup
x2Rn;t>0

w(x; t)�
p
q t�

n
q kI�fkLq(B(x;t))

� C kfk1�
p
q

Mp;w
sup

x2Rn;t>0
w(x; t)�

p
q t�

n
q kMfkp=qLp(B(x;t))

� C kfkMp;w

ve p = 1 < q <1 için

kI�fkWM
q;w

1
q

= sup
x2Rn;t>0

w(x; t)�
1
q t�

n
q kI�fkWLq(B(x;t))

� C kfk1�
1
q

M1;w
sup

x2Rn;t>0
w(x; t)�

1
q t�

n
q kMfk

1
q

WL1(B(x;t))

� C kfkM1;w

elde edilir.
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4.4Mp;w(Rn)Genelleştirilmi̧s Morrey Uzay¬nda Calderon-Zygmund Singüler

·Integral Operatörlerinin S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bu kesimde T Calderon-Zygmund singüler integral operatörü tan¬mlanacak ve bu

operatörün Lp(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬olmas¬ndan yararlan¬larak Mp;w(Rn) genelleşti-
rilmi̧s Morrey uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬gösteren teorem verilecektir.

Tan¬m 4.4.1.K(x) 2 L1loc(Rn n f0g) olmak üzere ve aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n.

jK(x)j � B jxj�n ; 8x 6= 0 (4.4.1)

Z
r�jx�Rj

K(x)dx = 0;80 < r < R <1 (4.4.2)

Z
jxj�2jyj

jK(x� y)�K(x)j dx � B; 8y 6= 0 (4.4.3)

Bu durumda K; Calderon-Zygmund çekirde¼gi olarak adland¬r¬l¬r, burada B; x ve y

den ba¼g¬ms¬z bir sabittir ve (4:4:3) koşulu Hörmander koşulu olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 4.4.1. 8" > 0 ve 1 < p < 1 için f 2 Lp(Rn) olmak üzere K Calderon-

Zygmund çekirde¼gi olsun.

T"f(x) =

Z
jyj�"

f(x� y)K(y)dy

olmak üzere aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r.

(i) kT"fkp � Ap kfkp dir; burada Ap; " ve f den ba¼g¬ms¬zd¬r.
(ii) Herhangi bir f 2 Lp(Rn) olmak üzere Lp normundaki limit anlam¬nda lim

"!0
T"f

mevcuttur ve

Tf(x) = p:v

Z
Rn

f(x� y)K(y)dy

şeklindedir.

(iii)kTfkp � Ap kfkp dir.
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Burada (ii) de tan¬mlanan T lineer operatörü Calderon-Zygmund singüler integral

operatörü ve T" kesik operatör olarak isimlendirilir (Lu, Ding ve Yan 2007).

·Ispat. 8" > 0 ve K"(x) = K(x)�fjxj�"g(x) olsun. Bu durumda T"f(x) = K" � f(x)
olur. Öncelikle T" un (2; 2) tipli oldu¼gunu ve fT"g dizisinin L2(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬
oldu¼gunu gösterece¼giz. K" un (4:4:1) ve (4:4:2) koşullar¬n¬ sa¼glad¬¼g¬ aç¬kt¬r. K"

un (4:4:3) koşulunu da sa¼glad¬¼g¬n¬gösterelim. Asl¬nda, herhangi x; y 2 Rn; y 6= 0 ve
jxj � 2 jyj için x ve x�y nin her ikisi de B(0; ") yuvar¬nda iseK"(x) = K"(x�y) = 0,
e¼ger x ve x � y nin her ikisi de (B(0; "))c içinde ise K"(x) = K(x); K"(x � y) =
K(x � y) olur. Bu durumda, K", (4:4:3) koşulunu sa¼glar. jxj > " ve jx� yj < "

olmas¬durumunda ise jxj
2
� jx� yj < " ve " < jxj < 2" olur. Böylece,

Z
jxj�2jyj

jK"(x� y)�K"(x)j dx �
Z

"�jxj�2"

jK"(x)j dx � CB

elde edilir, burada, C, " dan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Ayn¬şekilde, jxj < " ve jx� yj > " oldu¼gunda da K" un (4:4:3) koşulunu sa¼glad¬¼g¬n¬

gösterebiliriz.Z
jxj�2jyj

jK"(x� y)�K"(x)j dx �
Z

"�jx�yj�2"

jK"(x� y)j dx � CB

olur.

Şimdi fT"g dizisinin L2(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösterelim. Plancherel teo-
reminden herhangi " > 0, K" 2 L2(Rn) için öyle bir C > 0 sabiti vard¬r ki herhangi
" > 0 için

sup
�

���K̂"(�
��� � CB (4.4.4)

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Asl¬nda, � 2 Rn için

K̂"(�) = lim
R!1

Z
jxj�R

e�2�ix�K"(x)dx

= lim
R!1

0B@ Z
jxj� �

j�j

e�2�ix�K"(x)dx+

Z
�
j�j<jxj�R

e�2�ix�K"(x)dx

1CA
: = lim

R!1
(I1 + I2)
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(4:4:1) ve (4:4:2) den

jI1j =

�������
Z

jxj� �
j�j

(e�2�ix� � 1)K"(x)dx

�������
� C j�j

Z
jxj� �

j�j

jxj jK"(x)j dx

� C�B

dir. Şimdi I2 integralini ele alal¬m. y =
�

2j�j2al¬n¬rsa e
2�iy� = �1 olur. Böylece,

I2 =

Z
�
j�j<jx�yj�R

e�2�i(x�y)�K"(x� y)dx

= �
Z

�
j�j<jx�yj�R

e�2�i(x)�K"(x� y)dx

= �
Z

�
j�j<jxj�R

e�2�i(x)�K"(x� y)dx+ J

bulunur, burada, J =

0@ R
�
j�j<jxj�R

�
R

�
j�j<jx�yj�R

1A e�2�ix�K"(x� y)dx dir.

Böylece ,

I2 =
1

2

Z
�
j�j<jxj�R

[K"(x)�K"(x� y)] e�2�ix�dx+
J

2

şeklinde yaz¬labilir ve jyj = 1
2j�j ve � > 1 oldu¼gunda

�������
Z

�
j�j<jxj�R

[K"(x)�K"(x� y)] e�2�ix�dx

������� �
Z

jxj>2jyj

jK"(x)�K"(x� y)j dx

� CB

elde edilir, burada C ve B, " ve � dan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Di¼ger taraftan, E kümesi

fx : �
j�j < jxj � Rg ile fx : �

j�j < jx� yj � Rg kümelerinin simetrik fark¬olarak
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al¬n¬rsa, bu durumda

jJ j �
Z
E

jK"(x� y)j dx

olur.

jyj = 1
2j�j ve � > 1 için

E �
�
x :

�

2 j�j � jxj �
2�

j�j

�
[
�
x :
R

2
� jxj � 2R

�

dir. Böylece (4:4:1) den

jJ j �
Z

�
2j�j�jxj�

2�
j�j

jK"(x� y)j dx+
Z

R
2
�jxj�2R

jK"(x� y)j dx

� CB

bulunur, burada C, B; � ve " dan ba¼g¬ms¬zd¬r. Böylece (4:4:4) gösterilmi̧s olup, bu

da bize fT"g dizisinin L2(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösterir.

Şimdi T" un zay¬f (1; 1) tipli oldu¼gunu ve bunun " dan ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu gösterelim.

8f 2 L1(Rn) ve � > 0 için f fonksiyonunun Calderon-Zygmund ayr¬̧s¬m¬ndan, çak¬̧s-
mayan küplerin serisi fQjg olmak üzere f = g + b olacak şekilde aşa¼g¬daki özellikler
sa¼glan¬r:

(a) kgk22 � C� kfk1 , jg(x)j � 2n� h.h.x 2 Rn

(b) � � 1
jQj j

R
Qj

jf(x)j dx � 2n�, 8Qj

(c)
P
j

jQjj � 1
�
kfk1

(d) b(x) =
P
j

bj(x),
R
Qj

bj(x)dx = 0, supp bj � Qj ve kbjk1 � 2
R
Qj

jf(x)j dx:

Böylece T"f(x) = T"g(x) + T"b(x) oldu¼gundan

jfx 2 Rn : jT"f(x)j > �j �
����fx 2 Rn : jT"g(x)j > �

2

���� + ����fx 2 Rn : jT"b(x)j > �

2

����
: = I1 + I2
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I1 için (a) dan

I1 �
�
2

�

�2 Z
Rn

jT"g(x)j2 dx

� 4c

�2

Z
Rn

jg(x)j2 dx

� 4c

�
kfk1

I2 integralini göstermek için Qj ile ayn¬merkezli, Qj nin 2
p
n kere geni̧sletilmi̧s olan

Q�j = 2
p
nQj kübünü seçelim. E� = [

j
Q�j olsun. Böylece (c) den

jE�j �
X
j

��Q�j �� � cn
�
kfk1

Böylece,

I2 � jE�j+
����fx =2 E� : jT"b(x)j > �

2
g
����

� cn
�
kfk1 +

2

�

Z
RnnE�

jT"b(x)j dx

dir. jT"b(x)j �
P
j

jT"bj(x)j olmas¬ndan

X
j

Z
RnnE�

jT"bj(x)j dx � c kfk1 (4.4.5)

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Qj nin merkezi yj ile gösterilmek üzere (4:4:3); (b) ve

(c) den

Z
RnnE�

jT"bj(x)j dx �
Z

RnnQ�j

Z
Qj

jK"(x� y)�K"(x� yjj jbj(y)j dydx

�
Z
Qj

jbj(y)j
Z

RnnQ�j

jK"(x� y)�K"(x� yjj dxdy
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� 2CB

Z
Qj

jbj(y)j dy

� 2CB

Z
Qj

jf(y)j dy

� 2CB2n� jQjj

� C kfk1

elde edilir. Bu da bize T" un zay¬f (1; 1) tipli oldu¼gunu gösterir ve s¬n¬r " ile f den

ba¼g¬ms¬zd¬r.

Şimdi 1 < p < 1 için T" un (p; p) tipli oldu¼gunu gösterelim. 1 < p < 2 için

Marcinkiewiz interpolasyon teoreminden (p; p) tipli oldu¼gunu ve s¬n¬r¬n " ve f den

ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu biliyoruz.

2 < p < 1 için 1
p
+ 1

q
= 1 ) 1 < q < 2 olur. ~T", T" un dual operatörü ise

~T"f(x) = ~K"f(x)�f(x), ~K"f(x) = �K�(�x) olmak üzere aç¬kt¬r ki, ~K", K�
"un sa¼glad¬¼g¬

bütün durumlar¬sa¼glar. Böylece ~T", (q; q) tiplidir. Böylece herhangi bir f 2 Lp(Rn)
için

kT�fkp = sup
kgkq�1

������
Z
Rn

T"f(x)g(x)dx

������
= sup

kgkq�1

������
Z
Rn

f(x) ~T"g(x)dx

������
� kfkp sup

kgkq�1




 ~T"g



q

� Ap kfkp

olup, Ap, " ve f den ba¼g¬ms¬zd¬r. Böylece (i) ispatlanm¬̧s olur.

Herhangi bir f 2 Lp(Rn), (1 < p < 1) için Tf , LP uzay¬nda fT"fg nin limiti
olarak vard¬r. Öncelikle f 2 C10 (Rn) oldu¼gunu varsayal¬m. Herhangi bir y 6= 0

olmak üzere

0@Z
Rn

jf(x� y)� f(x)jp dx

1A1=p

� C jyj (4.4.6)
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oldu¼gunu elde etmeye çal¬̧sal¬m. Asl¬nda,

d

dt
f(x� ty) = hrf;�yi (x� ty)

olmas¬ndan

f(x� y)� f(x) =

1Z
0

d

dt
f(x� ty)dt

=

1Z
0

hrf;�yi (x� ty)dt

=

jyjZ
0

D
rf;�y0

E
(x� sy0)ds

burada y
0
= y

jyjdir.Böylece,

0@Z
Rn

jf(x� y)� f(x)jp dx

1A1=p

=

0B@Z
Rn

������
jyjZ
0

D
rf;�y0

E
(x� sy0)ds

������
p

dx

1CA
1=p

�
jyjZ
0

0@Z
Rn

���Drf;�y0E (x� sy0)���p dx
1A1=p

ds

� jyj
nX
j=1





 @f@xj





p

elde edilir.

0 < � < " için (4:4:6) ve (4:4:1) den

kT�f � T"fkp �
Z

�<jyj�"

jK(y)j

0@Z
Rn

jf(x� y)� f(x)jp dx

1A1=p

dy

� C

Z
�<jyj�"

jyj jK(y)j dy

� CB"! 0 (�; "! 0)

Bu da gösterir ki 8f 2 C10 (Rn) fonksiyonu için fT"fg dizisi Lp(Rn) uzay¬nda bir
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Cauchy dizisidir. Bu durumda Lp uzay¬nda öyle bir Tf 2 Lp vard¬r ki

lim
"!o

kT"f � Tfkp = 0

d¬r.

kTfkp � kTf � T"fkp + kT"fkp
� kTf � T"fkp + Ap kfkp

olup,

kTfkp � Ap kfkp

bulunur. Herhangi bir f 2 Lp(Rn) ve � > 0 için f = g+h olacak şekilde g 2 C10 (Rn)
ve khkp < � vard¬r. Böylece 0 < � < " için

kT�f � T"fkp � kT�(f � g)kp + kT�g � T"gkp + kT"(g � f)kp
� Ap kf � gkp + kT�g � T"gkp + Ap kg � fkp
! 2Ap� , (�; "! 0)

� key� oldu¼gu için fT"fg, herhangi f 2 Lp(Rn) için Lp(Rn) uzay¬nda bir Cauchy
dizisidir. Böylece Tf 2 Lp vard¬r ki ,

lim
"!0

kTf � T"fkp = 0

ve

kTfkp � Ap kfkp

dir. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 4.4.2. 1 � p < 1 ve w1(x; t) ile w2(x; t) nin (4:2:1) koşulunu sa¼glad¬¼g¬n¬

kabul delim. Bu durumda, p > 1 için, T singüler integral operatörü Mp;w1(Rn) uza-
y¬ndan, Mp;w2(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r ve p = 1 için T operatörü M1;w1(Rn) uzay¬ndan
WM1;w2(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Guliyev 1994).

Yukar¬daki teoremi ispatlamak için önce aşa¼g¬daki lemmay¬verelim.
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Lemma 4.4.1. 1 � p <1 ve f 2 Lploc(Rn) olsun. Bu durumda p > 1 için

kTfkLp(B(x;t)) � Ct
n
p

1Z
t

r�
n
p
�1 kfkLp(B(x;r)) dr (4.4.7)

ve p = 1 için

kTfkWL1(B(x;t))
� Ctn

1Z
t

r�n�1 kfkL1(B(x;r)) dr (4.4.8)

elde edilir, burada x 2 Rn, t > 0 ve C, f�ye ba¼gl¬de¼gildir.

·Ispat. 1 < p <1 olmak üzere f fonksiyonunu

f = f1 + f2; f1 (y) = f (y)�B(x;2t) (y) ; f2 (y) = f (y)�Bc(x;2t) (y) ; t > 0

şeklinde gösterildi¼ginde,

kTfkLp(B(x;t)) � kTf1kLp(B(x;t)) + kTf2kLp(B(x;t))

elde edilir. T operatörünün Lp(Rn) de s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan, 1 < p <1 için

kTf1kLp(B(x;t)) � kTf1kLp(Rn ) � C kf1kLp(Rn )

elde ederiz.

Böylece

kTf1kLp(B(x;t)) � C kfkLp(B(x;2t))

elde edilir.

kfkLp(B(x;t)) � Ct
n
p

1Z
2t

r�
n
p
�1 kfkLp(B(x;r)) dr

eşitsizli¼gi gözönüne al¬n¬rsa

kTf1kLp(B(x;t)) � Ct
n
p

1Z
2t

r�
n
p
�1 kfkLp(B(x;r)) dr (4.4.9)

elde edilir.
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kTf2kLp(B(x;t))yi hesaplayabilmek için

jTf2(z)j � C
Z

Bc(x;2t)

jf(y)j
jy � zjndy

eşitsizli¼gi göz önüne al¬n¬r, burada, z 2 B(x; t) ; jx� zj � t, jz � yj � 2t ve

dolay¬s¬yla 1
2
jz � yj � jx� yj � 3

2
jz � yj eşitsizliklerinden

kTf2kLp(B(x;t)) � C
Z

Bc(x;2t)

jx� yj�n jf(y)j dy


�B(x;t)

Lp(Rn) (4.4.10)

elde edilir. Böylece (3:2:7) eşitsizli¼gi sayesinde

kTf2kLp(B(x;t) � Ct
n
p

1Z
2t

r�
n
p
�1 kfkLp(B(x;r) dr (4.4.11)

elde edilir. (4:4:9) ve (4:4:11) den (4:4:7) elde edilir.

p = 1 olsun. Herhangi bir B(x; r) yuvar¬için aç¬kt¬r ki

kTfkWL1(B(x;t))
� kTf1kWL1(B(x;t)

+ kTf2kWL1(B(x;t)

dir. T operatörünün L1(Rn) uzay¬ndan WL1(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan

kTf1kWL1(B(x;t)
� C kfkL1(B(x;2t)

elde edilir, burada C , x ve t ye ba¼gl¬de¼gildir.

(4:4:11) eşitsizli¼gi p = 1 durumu için de do¼grudur. Böylece (3:2:8) eşitsizli¼ginden

(4:4:8) eşitsizli¼gi elde edilir.

Teorem 4.4.2. nin ·Ispat¬. 1 < p <1 ve f 2Mp;w1(R
n) olsun. Lemma 4.4.1 den

kTfkMp;w2
= sup

x2Rn
t>0

w�12 (x; t)t
�n=p kTfkLp(B(x;t))

� C sup
x2Rn
t>0

w�12 (x; t)

1Z
t

r�
n
p
�1 kfkLp(B(x;r)) dr
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elde edilir. Böylece

kTfkMp;w2
� C kfkMp;w1

sup
x2Rn
t>0

1

w2(x;t)

1Z
t

w1(x; r)
dr

r

� C kfkMp;w1

olup, 1 < p <1 için (4:2:1) den ispat tamamlan¬r.

p = 1 ve f 2M1;w1(Rn) olsun. Lemma 4.4.1 den

kTfkWM1;w2
= sup

x2Rn
t>0

w�12 (x; t)t
�n kTfkWL1(B(x;t)

� C sup
x2Rn
t>0

w�12 (x; t)

1Z
t

r�n�1 kfkL1(B(x;r)) dr

elde edilir. Böylece

kTfkWM1;w2
� C kfkM1;w1 (R

n) sup
x2Rn
t>0

1

w2(x; t)

1Z
t

w1(x; r)
dr

r

� C kfkM1;w1

p = 1 için (4:2:1) den ispat tamamlan¬r.

Uyar¬ 4.4.1. Teorem 4.4.2. de (4:1:1) ve (4:1:2) koşullar¬n¬n noktasal doubling

şart¬n¬sa¼glamas¬gerekmez.

w1(x; r) = w2(x; r) = w(x; r) olmas¬durumunda aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

Sonuç 4.4.1. 1 � p < 1 ve w(x; t), (4:1:1) ve (4:1:2) koşullar¬n¬ sa¼glas¬n. Bu

durumda T singüler integral operatörü p > 1 için Mp;w(R
n) de s¬n¬rl¬d¬r ve p = 1

için M1;w(Rn) uzay¬ndan WM1;w(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 4.4.2. Mp;w(Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬nda w(x; r) = r
��n
p seçilmesi

durumunda Lp;�(Rn) Morrey uzay¬elde edildi¼gi için 1 � p <1 ve 0 < � < n duru-

munda T Calderon-Zygmund singüler integral operatörü Lp;�(Rn) uzay¬nda ve p = 1
durumunda da L1;�(Rn) uzay¬ndan WL1;�(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.
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