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Ikinci boliimde, 6nbilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar, lem-
malar ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, iki degiskenli Appell hipergeometrik fonksiyonlarinin elde edilisleri
verildikten sonra hipergeometrik fonksiyonlarin bazi 6zellikleri ve birbirleri arasin-
daki iligkiler incelenmistir.

Dordiincii boliimde kesirli tiirev operatorii yardimiyla Hipergeometrik fonksiyonlar
icin dogurucu fonksiyonlar elde edilmistir.

Beginci boliimde ise kesirli tiirev operatorii yardimiyla ¢cok degiskenli Jacobi poli-
nomlari i¢in dogurucu fonksiyonlar elde edilmistir.
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This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, preliminaries and some necessary definitions, lemmas and
theorems that will be needed for later use are given.

In the third chapter, definitions of two variable Appell’ s hypergeometric functions
are given then, the properties of these hypergeometric functions and the relations
between them are analysed.

In the fourth chapter, by using the fractional derivative operator, generating func-
tions for hypergeometric functions are obtained.
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1. GIRIiS

a reel ya da kompleks bir sabit, n sifir ya da pozitif bir tamsay1 olmak tizere,
(@) =a(a+1)(a+2)..(a+n—-1), (a),=1

seklinde tanimlanan ifade Pochhammer sembolii olarak bilinir. |z| < 1 i¢in yakinsak

olan 1 + z + 2% + ... geometrik serisinden genellestirilerek elde edilen ve

a, B;7; o) Z; —,|:c|<1
n=0 ”

seklinde tanimlanan F' fonksiyonuna hipergeometrik fonksiyon denir. Kesirli tiirev

tanimina en basit yaklagim formulii,

de

T {e”} = DY {e¥*} = a“e**
dir. Burada « reel ya da kompleks parametredir.

Tamsay1 olmayan bir basamaktan tiirev veya integral alma fikri kalkulusiin
tarihi kadar eski olup Leibniz ve Newton’un diferensiyel hesaplama teknigi bul-
malaria kadar uzanir (Baym 2004). Wilhelm Leibniz (1646-1716)'1n 1695 yilinda
Marquis de L’Hospital (1661-1704)’a sordugu “Tamsay1 basamaktan tiirevler kesirli
basamaktan tiirevlere genisletilebilir mi?” sorusu kesirli diferensiyelin ¢ikig tarihi
olarak gosterilebilir.

Literatiirde kesirli tiirev ve integralin hipergeometrik fonksiyonlar teorisinde
kullanimina yonelik birgok 6rnek mevcuttur.(Post (1930), Erdélyi (1939), Oldham
and Spanier (1974), Ross (1975) ve Srivastava and Buschman (1977).) Bu tezde
kesirli tiirev operatoriiniin hipergeometrik fonksiyonlarla ilgisi tizerinde durulmus-
tur. Ayrica kesirli tiirev operatorleri kullanilarak hipergeometrik fonksiyonlar ve
cok degigkenli Jacobi polinomlar: i¢in lineer ve bilineer dogurucu fonksiyonlar elde

edilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ONBILGILER

2.1 Gamma Fonksiyonu

I' (z) ile gosterilen Gamma fonksiyonu,
['(z)= /tmlet dt
0

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir. Bu fonksiyona genellestirilmis fak-

toriyel fonksiyonu da denir. Soyle ki,

F(u) = /e_“t dt = 1 (2.1)

u
0

integrali ile tanimlanan fonksiyonu ele alalim. ¢ > 0 olmak iizere bu integral her

1

¢ < u < d sonlu araliginda - ya diizgiin yakinsaktir. (2.1) esitliginden v ya gore

tiirevler alarak devam ettigimizde n-yinci tiirev ic¢in

o0

()P () = [ et =
0

esitligi elde edilir. Bu son esitlikte © = 1 alinirsa;

/t”e_t dt =n! = /t("+1)_16_t dt =T (n+1)
0 0

olur. Burada n degerleri pozitif tamsayilar olarak alinmigtir. Halbuki n nin n > —1
olan herhangi bir reel say1 olmasi halinde de bu genellestirilmis integral tanimhdair.

Yani yakinsaktir. O halde x > —1 olan herhangi bir reel say1 olmak tizere;

e}

x! = /twe_t dt =T(z+1)
0
yazilabilir. Buradan goriiliiyor ki, —1 den biiyiik olan tiim reel sayilarin faktoriyel
degerlerini sonlu bir reel say1 olarak tanimlamak miimkiindiir. Bundan dolay1 Gamma

fonksiyonuna genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir.

x = 0 oldugu zaman faktoriyel fonksiyonunun degeri,
0! :/e_tdt: — | ==-(0-1)=1

0
2



dir. Bu sonug 0! in neden 1 olarak tanimlanmasi gerektigini aciklar.

Elemanter matematikte n faktoriyel, n! =n (n — 1) (n — 2)...3.2.1 ¢arpimu ile verilir.

Bu ozellik, n! = n (n — 1)! esitligini igerdigine gore, eger x = n bir tamsay ise,

'n+1)=nl=nn-1)=nl"(n)

yazilabilir.
0o b
F'z+1) = /tzet dt = blim te "t dt
0 0
b o0
= lim (—tf”e t) —|—x/t$_1e_t dt
b 0

oldugundan I' fonksiyonu,

Iz+1)=al(2) (2.2)

egitligini tiim x > 0 degerleri igin gergekler. Bu ozellik yardimiyla Gamma fonksi-
yonu i¢in, argiimentin herhangi iki tamsay1 arasindaki degerlerine karsilik gelen
sonugclarin bilinmesi halinde diger araliklardaki fonksiyon degerleri de kolayca hesap-

lanabilir.

2.2 Genisletilmis Gamma Fonksiyonu

x in pozitif degerleri igin tanimlanan Gamma fonksiyonu negatif x degerleri icin de

tanimlabilmektedir. Yani I'(x), tiim reel sayilara genigletilebilir.
[(x+1) =al'(2)

ozelligini kullanarak negatif = degerleri i¢in I'(x) degeri, —n < & < —n + 1 ise

0 < z+n < 1 olmak lizere

_ I'(x+n)
F(aj)_x(x+1)(x+2)...(a:+n—1)

esitliginden hesaplanabilir. Buradan goriilmektedir ki, Gamma fonksiyonu sifir ve

negatif tamsayilar icin simirsizdir. Yani degeri sonsuzdur.

3



Faktoriyel ozelligi tiim pozitif x degerleri i¢in bir anlam ifade etmektedir. Ancak
negatif x ler i¢in aym sey soylenemez. Ciinkii z in negatif tamsayilara yakin degerleri

icin I" (z) ler pozitif ve negatif degerler alarak sinirsiz gekilde biiyiimektedir.

2.3 Kompleks Degiskenli Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonunun tamimindaki genellestirilmis integral ifadesinde = yerine z

alinarak, bu fonksiyon kompleks diizleme genigletilebilir. Yani, z € C olmak iizere
I'(z) = /tZ1etdt , Rez>0
0

yazilabilir. Reel = lerde oldugu gibi, bu integral de Re z > 0 i¢in yakinsaktir.

I'(z+1) =2I'(2) (2.3)
CI(z+1) ['(z+m) B
P(z) = z 2+ 1D)(E+2) . (z+m—-1) "’ m=12,3..

ozellikleri burada da gegerliligini korumaktadir. Bu son egitlikten goriilmektedir
ki, Gamma fonksiyonu kompleks diizlemin negatif tamsayilara kargilik gelen nokta-

larinda ve z = 0 da birer basit kutupa sahiptir (Rainville 1973).

2.4 Beta Fonksiyonu

B(z,y) ile gosterilen Beta fonksiyonu,

B(z,y) = /t‘”‘l (1—t)Y"dt ; Re(z) >0, Re(y)>0 (2.4)

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanan iki degiskenli bir fonksiyon olup

w/2
B(z,y) = 2/ (sin 0)* ' (cos 0)* " df (2.5)
B(z,y) = / (JZ)Hydu (2.6)
Blry) — Fp((f;)i(y)) (2.7)



bicimlerinde de ifade edilebilir.
(2.4) esitliginde t = sin? @ alimirsa (2.5) esitligi; t = T+, almirsa (2.6) esitligi elde
edilir. (2.7) esitliginde Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi

verilmistir. Bunu gormek i¢in I' (z) in tammlandig1 integralde ¢ = s* doniistimii

yapilirsa
['(z)= /t’“"letdt = 2/82I1652d8
0 0

olur. I (z) in bu ifadesinden dolay1
I'(y) =2 / vl gt
0
yazilabilir. Buradan,
I'(z)T(y) = 4//s2x1t2yle_<52+t2) dtds
00

olup, s = rcosf, t = rsinf kutupsal koordinatlarina gecilirse,
7'('/2 o0

I'(2)I(y) = 4//7“2(‘”3’)_2 e (cos0)* " (sin0)* ' r drdf
00

w/2 (3]
= 2/ (cos 9)21”_1 (sin 0)2y_1 de 2/r2(“+y)ler2dr

= B(z,y)T (v +y)

bulunur. Bu ise istenilendir. Ayrica (2.7) esitliginden goriilmektedir ki,

B(z,y) = B(y,z)

olup bu esitlik Beta fonksiyonunun simetri ézelligi olarak adlandirihr (Rainville
1973).

Tanim 2.1 « reel ya da kompleks bir say1, n sifir ya da pozitif bir tamsay1 olmak
tizere (), ifadesi

(@)p=a(a+1)(a+2)...(a+n—-1) (2.8)

olarak tamimlanir. Bu ifade ” Pochhammer sembolii” olarak bilinir.



Lemma 2.1 Pochhammer sembolii asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(@), = ”ﬁ(—;‘)”) (2.9)
(@)pt1 = ala+1), (2.10)

Ispat. (2.2) esitligi kullanlarak IT'(o + n) ifadesi

I'a+n) = (a+n—1)Ta+n—-1)

= (a+n—-1)(a+n-2)T(a+n—-2)

= (a+n—-1)(a+n—-2).. (a+1)al(a)

= (a)al'(a)

seklinde yazilabilir. Esitligin her iki tarafi I'(«) ile boliiniirse (2.9) esitligi elde edilir.
(2.9) esitliginde n yerine n 4 1 alimirsa

~ Tla+n+1)
(@1 = T
al'(a +n+1)
al'(«)
I'a+n+1)
I'a+1)
= ala+1),

elde edilir. Bu ise istenilendir. Ozel olarak (2.9) da n = 0 alinirsa (a)y = 1 olur.

Lemma 2.2

(1-2)"= i (i)‘"x" 2| < 1 (2.11)
n=0

dir.

Ispat. (2.11) ifadesini ispat etmek icin f(z) = (1 —x)™* fonksiyonunu z = 0

noktas1 komgulugunda Taylor serisine (Maclaurin serisi) agmak yeterlidir. « € Z~

olmasi halinde (2.11) ifadesi sonlu binom agilimidir.
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2.5 Hipergeometrik Seri ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

a,  ve v reel ya da kompleks sabitler olmak iizere

afz  ala+1)B(B+1)2*
O T i | S TR (2.12)

olarak ifade edilen seri matematikte biiyiik bir tneme sahiptir. Bu seri 1+z+22+ ...
geometrik serisinin bir genellegtirilmesi oldugundan hipergeometrik seri adini alr.
(2.12) ifadesinden goriilmektedir ki, v degeri sifir ya da negatif bir tamsayi olma-
malidir. (2.12) hipergeometrik serisi |z| < 1 i¢in yakinsak, |z| > 1 igin waksaktir.
|z| = 1 oldugu zaman v > a+[ ise seri mutlak yakinsaktir. x = —1ikeny > a+4—1
ise seri yakinsaktir.

(2.8) gosterimi dikkate alinarak, (2.12) hipergeometrik serisi

2 Fi(, By Z ,’; (2.13)
n=0 n !

seklinde yazilabilir. (2.13) esitliginde goriilen F' nin altindaki 2 ve 1 alt indisleri F’
nin yapisinda biri o ve 3 digeri v olmak {izere iki tip parametre bulundugunu ifade

eder. (2.13) esitliginin genellegtirilmig sekli

!
()¢
98
3
9
b
|H

pFolan, o apiyy, v @

n=0
dir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden o F} gosterimi yerine genellikle sadece F

kullanilir. Yani,
2Fi(a, By 2) = Fla, B; ;@)
olup, bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu olarak tanimlanir. (2.9) esitligin-

den agikca goriilmektedir ki, hipergeometrik fonksiyon a ve [ ya gore simetriktir.

Yani,
Fa, B @) = F(B, 0573 2)
saglanir. (2.9) egitliginde x = 0 alinirsa

F(o, 5;7;0) =

oldugu goriilmektedir. Bilinen pek ¢ok fonksiyonu, hipergeometrik fonksiyonlar

cinsinden ifade etmek miimkiindiir.



Lemma 2.3 yFi(«, 8;v; x) fonksiyonu

1

L Bl — )P (1 — uz)  du
)/u (1 —u) (1 ) “d (2.14)

oF1(a, B;v; ) = BB.A—B)
0

seklinde bir integral gosterime sahiptir.

Ispat. Beta fonsiyonunun

1
B(z,y) = /uml (1—w)’"du
0

tanimindan ve Pochhammer semboliiniin 6zelliklerinden dolay1

(), _ BB+ny-5)
() B(B,v—p)
_ uﬁ—i-n 1 ’Y B-1 ” )
- 5 ) / ! (2.15)

yazilabilir. Buradan (2.15) ifadesi (2.13) de yerine yazilirsa

1
Oé
2F1(04753’73x)— /8 v — /8 Z n .’L‘ /u6+” 1 W - 1du
0

n=

olur. Seri diizgiin yakinsak oldugundan toplam ile integral yer degistirilirse

((z!” (uz)" } du

1

2F1(Ol,ﬂ;"}/;$)f ﬁ — 6 /uﬁ 1 7 - I{Z
n=0

0

elde edilir. Diger taraftan (2.11) den

(1 —wuz)” i C:l)'"

n=0

oldugu dikkate alinirsa istenilen sonug elde edilir.
Hipergeometrik fonksiyonun bir integral gosterimini veren bu formiil |z| < 1 ve

a > [ > 0 icin gecerlidir.



2.6 Onemli Baz1 ifadeler

Lemma 2.4 Re (y — o — ) > 0 igin,

Py -=B—a) B(B,y—a-7)

Fi(a, B57v;1) = = 2.16
il 507 Fly—a)l(y=5)  B(By—-5) (216)
dir (Bailey 1964).
Lemma 2.5
SN Alkn) = > Y A(k,n—k) (2.17)
n=0 k=0 n=0 k=0
> Y B(kn) = B (k,n+k) (2.18)
n=0 k=0 n=0 k=0
esitlikleri gegerlidir (Rainville 1973).
Lemma 2.6 |z| < 1 i¢in
o x
2Fi(o,y = Biysa) = (L—x) " o Fy (a,ﬁ;v;—l_x) (2.19)

dir.
Ispat. (2.19) esitliginin sag tarafindaki ifade

1—=2x

=y a (api- 1) = 1m0 e ey

=0 (7)nn!
 (0)a(B)n , yn o (@t n),
= nz%((’)y)nn? (-1)"zx Tz; o x

_ S (@)n(B)n 1\ = (O“"”)rxmr
=2 o TV



seklinde yazilabilir. (2.17) esitligi gozoniine alinarak r yerine r — n almr ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa, son ifadenin egiti

olur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Lemma 2.7 n > r i¢in

(+7)py =
(),
dir (Slater 1985).
Lemma 2.8
f 0<k<n
0, k>n
(k,n=0,1,2,...)

dir (Srivastava ve Karlsson 1985).

10

(2.20)

(2.21)



(—n)r = (—n)(—n+1)...(—n+k—1)

m)(n—=1)...(n—k+1)
(~1)* () (n—1)..(n—k+1)(n—k) (n—k—1)..32.1
(n—Fk)(n—Fk—1)..3.2.1

~1)" n!
- B k<
dir. k> nigin (—n)g = (—n)(—n + 1)...(—n + k — 1) esitliginin sag tarafi mutlaka

sifir olacaktir.

2.7 Dogurucu Fonksiyonlar

Tanim 2.7.1 F (x,t) iki degigkenli fonksiyonu degigkenlerden birine gore 6rnegin
t ye gore,

F (z,t) = i Cn @y () t" (2.22)

bi¢iminde bir Taylor serisine agiliyor ise F'(x,t) fonksiyonuna {®,, (z)} fonksiyonlar
ciimlesinin dogurucu fonksiyonu denir. Burada ¢, ler x ve t den bagimsiz olup n nin

fonksiyonudurlar.

Ornek 2.7.1 L' (2)

n

_ (at1), \~ (n)yat
n! a+1), k!

k=0 (
seklinde tanimlanan Laguerre polinomlar: i¢in bilinen bazi dogurucu fonskiyonlar

(Rassias and Srivastava 1993), ¢t < 1 olmak iizere,

STLW (2) " = (1 - 1) exp (— ot ) (2.23)

1-1¢

n=0
ve
S LT (@)t = (14 t) e (2.24)
n=0
seklindedir.

11



Tamim 2.7.2 (Bilateral dogurucu fonksiyon): Uc degiskenli H (z,v,t) fonksi-

yonu ¢ nin kuvvetleri cinsinden

[e.9]

H(z,y,t) =Y cufo(@)gn ()t (2.25)

n=0
seklinde bir seriye aglabiliyor ise H (z,y,t) fonksiyonuna f, (z) ve g, (y) fonksiyon

ciimleleri icin bilateral dogurucu fonksiyon denir.

Tanmim 2.7.3 (Bilineer dogurucu fonksiyon): Uc degiskenli G (x,,t) fonksi-

yonu ¢ nin kuvvetleri cinsinden

o0

G (v,y,t) = chfn (z) fu (y) t" (2.26)

n=0
seklinde bir seriye agilabiliyor ise G (z,y,t) fonksiyonuna f, (z) fonksiyon ciimlesi

icin bilineer dogurucu fonksiyon denir.

12



3. APPELL HiPERGEOMETRIK FONKSIiYONLARI

Parametrelerin sayisi artirilarak hipergeometrik serilerin iki degiskenli hipergeometrik
serilere genisletilebilecegi Appell ve Kampé de Fériet (1926) ve Horn (1931) tarafin-

dan gosterilmigtir. Simdi

2F1(0417513’Y135U) ) 2F1(042,ﬁ2;72;y)

hipergeomerik serilerini gozoniine alalim. Bu iki serinin ¢arpilmasiyla x ve y degisken-

lerine bagh

(e o]

o P (an, Bsv15 ) oF1(n, Bas Va3 y) = Z

m=0 n=

1 m(72)n m!n! (3'1)

(1) m(a2)n(B1)m(B2)n 2"Y"
‘ (71)

serisi elde edilir. (@)min = (@)m(a + m), Ozelligi dikkate alinir ve as, [y ve vy

degerleri yerine ay = ay +m, 35 = ; + m, 75 = v; + m konulursa, bu durumda

(@1)m(@2)ns (B1)m(B2)ns (V1)m(V2)n

ikili carpim ifadelerinin yerine sirasiyla

(@1)mans (B1)mtns (Y1) mtn

geleceklerinden

oF1(an, B1; 715 ®) 2oF1(, Bay;v23y) = Z Z (a1)m(ar +m)n(B)m (B +m)n 2™y"

(71)m(% +m)p m!n!

— ZZ(&l)ern(ﬂl)ernx y

(Y1)men ~ min!

X o ()N (B N
= 2.2 )y m!ug—m)!

_ S (1) N (B1)N (xjy)N
B NZ:[) (1) NI

= oFi (a1, By 752+ y)

elde edilir. Yukaridaki ifadelerde N = m+n alinmig ve (2.18) ozelligi kullanilmigtr.
(3.1) de @y = a3 + m, 75 = 7; + m alinarak elde edilen iki degiskenli hiperge-

ometrik fonksiyona birinci cesit Appell hipergeometrik fonksiyonu denilmektedir ki
13



bu fonksiyonun serisel ifadesi

Fi (a1, By, Bas v 2, y) = i i (al)ern (B1)m (52)nﬁy”

m=0n=0 (Y1) msn m! n!

olur. Benzer gekilde (3.1) de as = ay + m konularak F; ikinci gesit Appell hiper-

(3.2)

geometrik fonksiyonu, yine (3.1) de v, = v, + m konularak Fj iigiincii gesit Appell
hipergeometrik fonksiyonu ve son olarak (3.1) de ag = oy + m, 85 = ; + m konu-
larak Fy dordiincii gesit Appell hipergeometrik fonksiyonu elde edilmektedir. Bu

fonksiyonlarin acgik ifadeleri agsagida verilmektedir.

2 2 (a1) 0 Bi)m (ﬂQ)nﬁyn

Fy (041,51,62;71,72;x,y) = Z:o ;0 (’71) (72) m|m (33)
Fy (o, a2 81, Ba; 15 T, y) = n;imi (al)m (Oﬁy)f)iilzm (62)71 %% (3.4)
Fy (a1, 8137157957, y) = i i (al)ern (51)m+n =y (3.5)

m=0n=0 (71)m (72)7} Wﬁ
Bu seriler sirasiyla Dy = {(z,y) : |z] <1, |y| <1}, Dy = {(z,y) : |z| + |y| < 1},

D3y = {(z,y) : |z| <1, |y| <1}, Dy = {(x,y) : |x\% + |y|% < 1} icin yakinsaktir
(Appell ve Kampé de Fériet 1926). Ayrica

o0
a cmp b ..(b " "t gmn
Fgl) la,by,..by; 21, x| = Z (@it m (01)m - (On)m,, 27 . n ;
(Cl)ml—i-...—i—mn mq! my!

max{|zy |,...,|z, |} < 1.

seklinde tanimlanabilir. Burada F' 1(93) ler Lauricella fonksiyonlaridir.

3.1 Appell Hipergeometrik Fonksiyonlarinin Integral Gosterimleri

Fi, Fs5 ve F3 Appell hipergeometrik fonksiyonlarinin ¢ift kath integraller yardimiyla
integral gosterimleri elde edilebilir. Birinci cesit Appell hipergeometrik fonksiyonu
i¢in bir integral gosterimi,

o ()
Fy (041751,52,’71,I,y) - F(ﬁl)r(ﬁg)r‘(/}}l _ 61 _ 52)

X // WP (1 = — o) TP (1 —u — wy) T dudw (3.6)
D

seklindedir. Buradaki ¢ift kath integral D = {(u,v) :u >0, v >0, u+v < 1} iic-
gensel bolgesi tizerindedir. Benzer sekilde F; ve F3 Appell hipergeometrik fonksi-

yonlarinin integral gosterimleri

14



‘ ) T'(v)T'(72)
F2 (O‘hﬁlvﬁ% Y1, Y2s 7y) P(ﬁl)F(BQ)F(,Yl _ 61)1“(72 _ 62)

11
X //uﬁllyﬁ?l (1—w) @ —0)2 P2 (1 — e —oy) “ dudv (3.7)
00

['(7,)
BT (B)T (71 — By — Ba)

X // WP (1 = — o) PP (1 — )T (1 — wy) T dudw (3.8)
D

F3(ay, a2 By, By;v1; 2, y) = I

seklindedir. Son integralde yine yukarida tanimlanan D iiggensel bolgesi iizerinden
hesap edilir. F; Appell hipergeometrik fonksiyonu igin benzer bir integral gosterimi

elde edilemez. Ayrica F fonksiyonunun

I'(71)
I(a)I (v — o)
X /uo‘l_l (1— )™ (1 —uz) ™™ (1 —uy) "2 du

0

Fl (a1751762;71;x7y> - (39)

seklinde tek katl integral yardimiyla ifade edilen bir bagka integral gosterimi de
vardir (Bailey 1964).

3.2 Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar1 Arasindaki fligkiler

Teorem 3.1 F; Appell hipergeometrik fonksiyonu agsagidaki egitlikleri saglar.

Fy (o, By, By wyy) = (L—a) " (1—y)™™ (3.10)

o Y
X Fy (71 — a1, By, Bai 11 R —m>

- x Yy—x
= (1-2) "R (@1771_51_ﬁ2aﬁ25713_ma1_$) (3.11)

—a r—y Y
= (1-2)"" R (@1751771_51_ﬁ23713m7_ﬂ> (3.12)
— (1 o m>71—a1—51 (1 _ y)—ﬁz

r—y
X I (71 — a7, — B _527523’71;5@?@/) (3.13)
— (1 _ x>—51 (1 _ y)’Y1—a1—52
Yy—
x Iy (71_041,51,71_51_52371; 1_x7y> (3-14)

15



Ispat. (3.9) esitligindeki

1

/ual_l (1-— u)%*arl (1-— u:zc)fﬁ1 (1-— uy)fﬁ2 du

0

integralini gozoniine alalim. Bu integralde sirasiyla

) v 1—w

:1— = - u:—’u: >
“ ST ey 1—y+oy 11—z

doniisiimleri yapilirsa istenilen sonuglar elde edilir.

1—w

u= (3.15)

1—wy

Teorem 3.2 F; Appell hipergeometrik fonksiyonu agagidaki egitlikleri saglar.

Fy (ala B1, B2 V1, V23 T, y)

= (1—2) ™ (ozml — B1: B2 71 Va5 —

I

Y > (3.16)

= 1-2)" 5 (a17ﬁ1772_62;71772;1i—ya_%) (3.17)
= (I-z-y ™ (3.18)
x Fy (aml — P72 = Bai v Y25 — 7 _i_y,—l _i_y)
Ispat. (3.7) formiiliiyle verilen
I'(v)I'(72)

Fy (a1, By, Bas v1, V252, y) = T(8,)0(3,)T (v, — B,)T

(72 — B9)

11
X //uﬁl_lvﬁfl (1—u)" 7 (1 =) P2 (1 — wz — vy) ™ dudv
0 0

esitliginin ikinci yandaki ¢ift kath integrale

u = 1—u,v="0
u = u o=1—1
u = 1—u,v=1-7

doniisiimleri sirasiyla uygulanirsa istenilen sonuclar elde edilir.

16



Uyar: 3.1 F3 ve Fy fonksiyonlar: i¢in benzer doniigiimler agikca goriilemez.

Ayrica (3.9) ile verilen

Fy (041751752§’Y15377y) =

integral gosteriminde u = % doniisiimii yapilirsa, F} fonksiyonunun

F(’h)
()l (y; — o)

X /Uﬁl'f‘ﬁz_’h (’U _ 1)’71*0‘1*1 (’U _ 1’)761 (’U _ y)*ﬁ2 dv

1

Fy (o, By, Boivis,y) =

seklinde bir bagka integral gosterimi elde edilmis olur.

Teorem 3.3 Fi, I3, F3 Appell hipergeometrik fonksiyonlar:

Fl (a1761a62;71;xay) (319)

_ y
= (1-y) ™ F (al,vl — By, By, - 1)

_ T
= (I-x) & F3 (71 — ay, a8y, Bai1; may)

Fy (ou, By, Bas 1152, Y) (3.20)
x

B
— (§> 5 (51—1-527061752’71751+ﬁ2;x71_g)
B
— (g) 1F2 (51—#52,041,51771,51+52;y71_g)
x

Fy (o, By, Bas 7152, ) (3.21)

YD) (al)m+n(71—61+n)m(@2)n( . >m( y )ﬂ

m=0n=0 (71)m+n mln!

bagintilarin1 gercekler.

Ispat. F} in (3.2) tammindan

Fi(on, By Byivicny) = 303 (a1),, (1 + ), (B1),, (B2),, ™ y"

m=0n=0 (71)m (71 + m)n m! n!
> (a
= Z M 2F1(a1 +m,ﬁ2;71 +m;y)xm

m=0 (71)m m'
17



dir. Esitligin sag yanindaki o/ fonksiyonuna Lemma 2.6 daki (3.14) esitligi uygu-

lanirsa,

Fy (041,317523’71§x>y)

= io%(l_y)% 2 I ('71_041762;'71+m3—%) ™

— P e v (a1),, (v1 — 1), (B1), (B2),, (_ Y )n
1=9) mZZO n;o QA —c =y

= (1_?”_52 F <O‘1771_041751752§71§%—%)

elde edilir. Bu ise istenilendir. (3.20) ifadesi, esitligin sag tarafindaki hiperge-
ometrik fonksiyonlarin serisel ifadeleri yerine yazilir ve basit serisel islemler yapilirsa

kolaylikla elde edilebilir. (3.21) egitligi de benzer iglemler yapilarak bulunabilir.

3.3 Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar: ile Gauss Hipergeometrik
Fonksiyonu Arasindaki Iligkiler

Appell hipergeometrik fonksiyonlari ile Gauss hipergeometrik fonksiyonu arasindaki
iligkileri gérmek icin bu fonksiyonlarin parametrelerinin ve degiskenlerinin 6zel du-
rumlarimi  segmek yeterlidir. (3.13) de y = z, (3.12) de 8, + 35 = 7, ve (3.16) da

v, = (3, alinarak sirasiyla

Fy (o, By, By yisyy) = (1—a) 7P 0By (4 —ay, vy — By — Bos 713 2)

= ofF1 (a1, By + Ba;7157) (3.22)

Fy(on, By, Bo; B1 4 By, y) = (1 —y) ™™ oFY (0417613 B1+ Ba; %) (3.23)

—ay Yy
Fy (o, By, Bai Brsvai v y) = (1 — 1) 21 <041752;’72§m> (3.24)

esitliklerinin varhg kolayhkla gosterilebilir. (3.19) esitliginden

- Yy
Fy(ay, 1, Bos v 2, y) = (1 =) o F3 (041771 — B, By @, F)
18



oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla F; fonksiyonu her zaman Fj fonksiyonu cinsin-
den elde edilebilir. Tersine (3.19) ifadesinde v; = a; + ay alinirsa Fj fonksiyonu
F; fonksiyonu cinsinden ifade edilmis olur. (3.23) den, v, = (8, + (3, alinarak F}
fonksiyonunun hipergeometrik fonksiyonlar yardimiyla ifade edilebilecegi goriilmek-
tedir. Bu nedenle Fj fonksiyonlarinin 5 F fonksiyonlar: cinsinden ifadesini elde etmek

icin (3.19) ifadesinde v, = oy + g = ; + [, alnirsa

Fy (a1, vy — a1 By,71 — By y) = (1 - y)aﬁﬁli71 oF1 (a1, By +y — 2y)

(3.25)

elde edilir. Simdi de F3 fonksiyonunun F; fonksiyonu cinsinden ifade edilebilecegini

gosterelim. (3.3) ile tamimlanan F» fonksiyonunda v, = oy ve y = —ﬁ alinip elde

edilen bu hipergeometrik seri (1 — y)_ﬁ 2 ile carpilirsa agsagidaki ifade elde edilir.

(1-y) ™ F <a1751,52;71a a1; T, —%>
Daha sonra F5 nin serisel ifadesi yerine yazilir ve hipergeometrik fonksiyonlar icin
bilinen baz1 6zellikler kullanilirsa,

(1 - y)*f% F, (0417517/62;717041;% —%)

= (1—y) ™ i i (01) g (B1) (52)nxm (_L)n
Y

m=0n=0 (Vl)m (al)n mln! 1—
= (1 _y)iﬂQ io %xm 2 F (al +ma52;0413_ﬁ)
N i;o% " 2B (By, —mjansy)
IS
om0 (1), m! (061) S ’ 2 1 ) Yy

(

Q
i

Jn (B1)m m (01 — )mZ (Ba), (=m),,  (1—p)"

I
M8

m=0 (’71) m! (041) (1+62_al m) n!
2 & (B1), (=m), (Bs), (a1 = Ba),, n
z:: ;mlnv(%) (1—}-52—041—77"2)“:6 (1-y)

ifadesi elde edilir. m — n + s alinirsa bu ifadenin esiti

2 2 (B1)ugs (=1)" (Ba),, (a1 = Ba) s

= nz:osz:() sln! (71>n+s (1 4+ ﬁz T a—n— 8>nxn+5 (1 — y)n
D

n=0 s= 8'7’1,' (71)n+5
= 1(51:041—52752§715x7$(1_y))
19



olur ki buradan da

- Y
(1—y) " F (041751752371a041;377 —m) = F1 (81,00 = By, Bys i3, (1L —y))
(3.26)
yazilir. Bunun yanisira, (3.26) nin sag tarafindaki F7 fonksiyonunda v, = a4 alinarak

oIy fonksiyonuna indirgenebilir. Ayrica (3.26) da v, = v, = a; alinirsa,

F2 (041,51,52;051,051;55,y) = (1 - x)_ﬂl (1 - y)—ﬂz 2F1 <517ﬂ2;041; (1 _ xa):?l _ y))
(3.27)

elde edilir. Bu egitligin sag yanindaki ifade x ve y nin kuvvetleri cinsinden seriye

acildiginda birinci yandaki F5 nin de elde edilecegi de goriilebilir.

20



4. KESIRLI TUREV YARDIMIYLA HiPERGEOMETRIK FONKSI-

YONLAR iCiN DOGURUCU FONKSiYONLAR

Kesirli tiirevin tanimina basit bir yaklagim

d&
@ {eaz} — D? {eaz} — aaeaz

formiilii ile verilebilir. Burada « keyfi bir reel ya da kompleks sayidir.

z) = Z Cpn exp (a,2)
n=0

fonksiyonu i¢in Liouville, o yinc1 basamaktan kesirli tiirevi
De{f(2)} = cn(an) exp (a,2)
n=0

seklinde tamimlar. Euler, (4.1) ile verilen tiirev formiiliinii

" B . T(A+1) i
DAY= XA —1)..(A—n+1)2* —mz’\ (n=0,1,2,...)

seklinde tanimlamigtir. (4.2) formiilii ise Euler tarafindan daha genel olarak

T(A+ 1)

PTGy

M (1 keyfi kompleks say1)

seklinde genigletilmigtir.
Kesirli analize bir bagka yaklagim

tn tz to

D= {f(2)} = // //ft1 \dtydts...dt,

0 0

_ _ nl —
- oo /f dt, (n=1,2,3,...)

seklinde Cauchy’ nin iterasyon integrali ile baglar.

(4.5) formiiliinde —n yerine p alimirsa

DE{f(2) / F(t)( — 1) at

(4.1)

(4.2)

(4.5)

(4.6)

elde edilir. Integral yolu, kompleks t—diizleminde 0 dan z ye bir cizgi boyuncadir

ve Re(u) > 0 dur.
21



(4.6) denklemi (—p) yiincii basamaktan Riemann-Liouville kesirli integrali olarak
tanmimlanir ve I7# f(2) ile gosterilir.

m —1 < Re(u) <m (m=1,2,...) olmas1 durumunda (4.6) esitligi

Dif (=)} = DI {f(2)}

d™ 1 —p+m—1
- Sl 0/ FO)(z— 1) dt (4.7)

seklinde yazilabilir. Eger (4.6) da f(2) = 2* alimrsa

DM} = F(lu)g/ztk(zt)“ Lat diing
= F(im O/ Az — o)z
_ Fz(f:) / (1L — &) dg
- FZ<A;> A+ 1,-4)

A0 T+ )T (—p)
(=p) TA=p+1)
AT+ 1)
FA—p+1)

elde edilir. Burada Re(u) < 0, Re(A) > —1 dur.
Ornek 4.1 f(z) = z fonksiyonunun m = 1 olmak iizere u = 5 nci mertebeden

tiirevini alalim.
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(4.7) esitliginden

D2{z}

d 1.

EDZ {z}

d 1 / 1 t = Zf

— t t 2+171dt

dz P(—%+1>0/ =4 } { dt = zd¢ }

S8
Sl
=
—~
D= =
~—
O\H
I
i
—~
N
|
N
I
S~—
N
I\
Q,
I
——

2 {%zléﬂ / €(1—€) hde
£ {32
o)

d (1 517
d_{ﬁﬁ}

d [ 422 4 3. 2 .
dz {3ﬁ} BENP RN

elde edilir. Simdi ise elde edilen fonksiyonun p = % nci mertebeden tiirevini alahim.

T 1

ﬂ}_di{z %ﬁ_ﬁ}_di(x)_l

z

1

elde edilir. Buradan da goriildiigii gibi f(z) = z nin iki defa < inci basamaktan

tiirevi 1 1 verir.

2
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(4.5) iterasyon integralinden

DI {f(2)} = 77...77f(t1)dt1dt2...dtn

n tz to
(0]

_ —(n—ll)! / POt — =),

(n=1,2,3,.) (4.9)

elde edilir ve n yerine - alinirsa

DHIG) = s [ 1002 Ry <o) (@)
am _
DE{f()} = (DT {f(2)})
- e [
(m—1<Re(p) < ;n, (m=1,2,3,...) (4.11)

elde edilir. (4.10) denklemi (—p) yiincii basamaktan Weyl kesirli integrali olarak

tanimlanir ve genellikle K= f(z) ile gosterilir.

4.1 Kesirli Tiirevin Hipergeometrik Fonksiyonlara Uygulanmasi

Terim terime kesirli diferensiyel alarak teoremleri ispatlamaya baglayalim.

Teorem 4.1 Eger f(z) fonksiyonu |z| < p diskinde analitikse

f(z) = Z@nz”, |z < p (4.12)
n=0

seklinde bir kuvvet serisine agilabilir. O halde

DY {z’\_lf(z)} = Z a, DY {z”"‘l}
LT s a
S Tooa 20w (19
24

n=0



yazilabilir. Burada Re(\) > 0, Re (1) <0, |2| < p dur.
Ispat. (4.6) ve (4.12) den

DE{Af(2)} = DY {z)‘_l Z anz"}

n=0
1 /Z oot [N =€
= (z—t) "t a,t" | dt
L(=p) ; dt = »d¢
1 =
- (2 = 2121 (Zf) d
F(—mo/ —~
yazabiliriz. Goriilebilir ki
Z anzngn
n=0

toplamu integralin sinirladigy bolge tizerinde diizgiin yakinsaktir ve

/ 11— &) de

integrali Re(\) > 0, Re(u) < 0 igin yakinsaktir. Bu yiizden integral ile toplam yer
degistirebilir. Buradan

D {Zx—lf(z)} = ? " ian /5>\+n 1 u—1d§

OO nz)\—,u—l . o

- >w F(_M)/s“ Y1 — )
n= 0

— iaan {Z)\Jrnfl}
n=0

AN T+ n)l(—p)
= — anz
I'(=p) ; F(A+n—u)
)\ n— 1F
= an
[(—p) %

_ ZHHF(A) PGV

PA—p) =" (A=
(Re(A) > 0,Re(p) < 0,]z| < p)

n

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Ayrica (4.7) den goriilebilir ki Re(u) < 0 kisitlamasima gerek yoktur. Sonug olarak
25



Teorem 4.1 asagidaki gibi yazilabilir.

Teorem 4.2 Teorem 4.1’ in kabulleri altinda

Dg {Z)\flf(z)} _ Zaan {Z)\+n71}
n=0
T v (M
= 2 TH ap 2"
(A= p) Z (A= )n
(Re(A) >0, [2] < p)
dir.
ispat.
Dg {Z)\—lf(z)} _ Zaan {Z)\—HL—I}
n=0
- Y D )
_ a, d”:n /t,\+n Yz — )y mrm=tgp \ t=2¢
— dz u+m / dt = zd¢
- am An—1 _An—1 -
— " n n 1 — pt+m—1_—p+m—1 d
;a dzm{ — i +m) 6 : (1=¢)" & S
— d" At 1//\+1 —ptm—1
— " m-rn— n m d
— dm { )\ pt+m+n—1 (>\+7’L) (m_:u)}
u+m I'A—p+m+n)
_ Za >\+n dr SA—ptmAn—1
B "T(A—p+m+n)dz"
n=0
_ ia (A +n) T'A—p+m+n) JR R
= TA—p+m+n)T(A—p+m-+n—m)

R SCV R P
- WZ‘M——Z

n=0

I )\,ul
Ea" 2", Re(A\) >0, |z|<p
l()\ 1) — (V) | #]
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elde edilir.

Teorem 4.3

DY LA (1 —az) (1 —b2) P(1 —c2) 7}
LA im0
= PTFS (N o By az, bz, ez) 4.14

(Re(A) >0, |az] <1, |bz] <1, |ez] < 1.)

Dy~ {yAl(l —y) " 2F (Oéaﬁ;% L) }

l—y
= Egziy“% (o, B, X5y, s, y) (4.15)

(Re(N) >0, |z|+y| < 1.)

dir.
Ispat. (4.14) esitliginin sol tarafindaki (1 —az)~®, (1 —b2)~?, (1 — c2)~7 nin serisel

ifadesi yerine yazilir ve kesirli tiirev operatorii uygulanirsa

Di‘_“ {z’\_l(l —az) (1 - bz)_ﬁ(l — cz)_v}

_ D{ 5 <a>m<ﬁ>n<v>pambncpzm+n+p}

Inlp!
S—— mnip.:

= Z —(a>m(ﬁ)”(7)Pambnch2—u {Zm+n+p+>\—1}

o min!p!

— io: (&>m(ﬂ)n(7)p ambncp F(m + N+ p + )\> Zm+n+p+,\_1_)\+u
o minip! Cm+n+p+A—A+p)

— f: (a)m(ﬂ)n(f}/)p (aZ)m(bZ>n(CZ)p (A)erner F<)\> Zu_l
m,n,p=0 m!n!p! (l‘)m-i-n-l—pr(l‘)

_ Z;L—IF(/\) i (/\)m+n+p(a)m(ﬁ)nh/)p(az)m(bz)n(cz)p

F(:u) m,n,p=0 <M>m+n+p m'n‘p‘
(A
= Zu_lrgu; FR (A o, 8,7 p; az,bz, ¢2)

(Re(A) >0, |az| <1, |bz] <1, |ez] < 1.)

elde edilir. Burada F g') ler Lauricella fonksiyonlaridir.

(4.15) esitliginin sol tarafindaki oF; hipergeometrik fonksiyonunun serisel ifadesi
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yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

- (O-/)m-i—n(ﬁ)m ™ F(TL + >‘) n+A—1-A+p
Z (Vm  mn!Tn+ A=A+ p) : :

_ = (O‘)m—l—n(ﬁ)m z" O‘)nl—‘()‘) n+pu—1
- mZ (Ve mInl T(u ><u>ny

— F(/\) pn—1 i (a)m—l—n( ) ( )

ro” 2 (e ol
o), o
o F(,u)y 1F2 (auﬁa )‘”77M’x’y)

(Re(A) >0, |z| + |y| < 1.)

elde edilir.
Ozel olarak (4.14) de ¢ = 0 alinirsa

DY {1 —az) (1 —b2) "}

) Z (@)m(B)n ()‘)m.m (az)™ (b2)"

re)
( ) ! (1) mgn
I'(A

- ) LR (N, B az, bz) (4.16)

()
elde edilir. Yine ozel olarak (4.14) de a = 1, b = ¢ = 0 alinirsa

m,n=0

D) {z’\*l(l — z)*o‘} = 01

o Fy (N, ;15 2) (4.17)

elde edilir.
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4.2 Lineer Dogurucu Fonksiyonlar

(1—a2)—f =1 -t [1— ’ r (4.18)

1—-1¢

I-—(1—-a)t] =1 —t+at] =1—-4" {1+ 1‘?4 (4.19)

elemanter iglemlerini gozoniine alalim. (4.18) ifadesinden dogurucu fonksiyon elde

etmek icin

(1—xz)—t] = (1_$>_A{1_ " :|)\

= (1-t> {1 S ]A (4.20)

seklinde yazalim. Bu ifadenin her iki yam 2°7! ile carpilip Dg_ﬁ kesirli tiirev

operatorii uygulanirsa

I

" (4.21)

elde edilir. |t| < |1 — z| ve Re(a) > 0 oldugundan tiirevle toplam yer degistirilebilir.

— M e a—1 —A-nY n ~Apa— r \7
> D et (L) = (1= ) D ﬂ{ <1—1_t) }

n=0

ve yukaridaki ifadede (4.17) ozelligi kullanilirsa

M) i e
I‘(ﬁ) 2F1 (A + ;35 1)

_ D) s O B ) "
—_ mlﬁ 1; 7’},' 2F1<)\—|—7’L,O(,B,$>t

B nan )

(lz] <1, || < |1 =], |2| <min{1, [T —1[})

(Ant”

n!

= &

; i;)‘n 2F1 )\—l—n Oé,ﬂ, ) (1—t)7)\ F <)\ Oé,ﬁ,l_t> (422)
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elde edilir. Esitligin sag yani o7 hipergeometrik fonksiyonlar1 i¢in bir dogurucu

fonksiyondur.
(4.19)’ dan
at 17
I-(1-2)*=1-0" [1+ ]
1-1
> /\n t 1 _
> ) o) = (1— ) 14— -zt <1=|t| <1 —z|"
— n! 1—t

ifadesi esitliginin her iki tarafi x*7! (1 — )~ ” ile garpilirsa,

- (Mn a—1 n—pn _ | ot 17
nzn!x (I—az)" " =1 —t) a1 —2)" {Hl__t}

ifadesi |t| < |1 — x|71 sart1 saglanmak {izere D2 ? kesirli tiirev operatorii uygulanirsa

Z % “pop {zo7 ' (1 —2)" "} 1"

= (1-t)*"De s {xa—lu —x)7" <1 + lx_tt>k}

elde edilir. (4.16) ve (4.17) den

00 )\)n B 1 CY) F n
> (p—mn,a;B;z)t
ar ’I’L' 5) 2471

R (e )

0 —xt
Z j;)'n 2F1 —n,a,ﬁ,x)t”z (]-_t)_)\Fl (a7107 Avﬁax71—xt> (423)
n=0 ) B

yazilabilir. (4.23) de A = 5 — p alnir ve

Fi(a, 8,858+ 852,y) = (1—-y) " oF <04,5;
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bagintis1 kullanilirsa, yukaridaki egitlik

Z—(ﬁ;'/))n 2P (p—n, o fx)t" = (1—1t)" o <0‘ p, B —p; Bz, ft)

t
= (1-t)" (1+ v >_a

1—t
n xt
T
X oI a,psﬁ;%
1 -
T
= A=) A=t +at)® (4.24)

x
X of (p,a;ﬁ; m)

seklinde yazilabilir. (4.24) de p = 0 alinirsa

SO0 s e

n=0
elde edilir. Bu ifadeyi ¢"~! ile carpip her iki tarafa D] =0 Xesirli tiirev operatorii

uygulanirsa,

n=0
= DT A=) (A=t +at) )

D {i (i)'n 2F1 (—n, a; ;) t””_l}

- (6)71 . Q. F(n_’_’)/) n+y—1—y+0
nZ:O nl 2F1( nvaaﬁax)r(n+7_7+5)t

= Dy A - (1 —t 4 at) ")

— (B)n ooy DT () s
; o 2 (om0 B0) p et

= DA -0 (A —t 4 xt)}

I 7) 6—1 - . Q. n
F((S)t n§0 n 2F1( n,a,ﬁ,x)t
F(V) 6—1

= F _ - _

S B 1y (s By = B (7, — 3638, 8 (1 — ) (4.26)

elde edilir.
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4.3 Bilineer Dogurucu Fonksiyonlar

Bilineer dogurucu fonksiyonlar: elde elde etmek icin bir énceki boliimde elde edilen

Lineer dogurucu fonksiyonlarin baz 6zellikleri kullanilacaktir.

Durum 4.1 ¢ yerine (1 —y)t alinarak elde edilen Dogurucu Fonksiyon-

lar

Alt boliimde elde edilen,

n!
n=0

Z (Mn LA +n,a;Ba)tt = (1—t) 2F ()\706;5;1_;)

] < 1,

ifadesinde t yerine (1 —y)t almip her iki taraf y7~! ile carpilip D;*‘; operatorii

uygulanirsa,

D)~?
Y n!
n=0

R (TR TP (P |

elde edilir. Re(y) > 0 kisitlamasi, integralle, toplamin yer degistirmesini saglar.

f: ), oFy (A +n,058;2) " (1 —y)"t”] (4.27)

T
1-1

yt
1-—1¢

1—
lz] < 1, ‘—yt‘ <1ve
1—=

[l

kabulleri altinda bilineer dogurucu fonksiyon elde etmek i¢in (4.15) ve (4.17) for-

miilleri (4.27) esitligine uygulanirsa

o0 A " n
3 n), oFy (M my s i) D0 Ly (1= )"} o
n=0

Y
t _
ok T (RE RVY PRI
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2yl )/
R T
= (l_t) )\D;_d y’Y—l ]-_ _yt 2F1 )\aaa ) 1_t
1—t 14 yt
1—1¢
_ F('y) 1 T —yt
= (1—t¢ F:
Tl' 2471 n,o;P;T) oL'1 (7Y, —N;07Y
n=0
T —yt
= (1-—1¢ Fy 1 A 4.28
(=07 F (Mo g ) (4.28)
T yt T
1 l, |———— 1
('x’< ’ 1—t’+‘1—t ST Ao T >

elde edilir. Diger yandan (4.25) esitliginde ¢ yerine (1 —y)¢ almur, her iki taraf

—1 —p - - TR TR oy
Yy (1 —wy) " ile garpilir ve D)~ kesirli tiirev operatorii uygulanirsa

SR .

52 O by (i Bi0) DY {7 (- (1= ) )
n=0
= Dy =ty P (e = 1) = gt — 1)y (- wy)
> (i)ln oFy (—n, ; 5 2) ? g; YU (77, —n, p; 65y, wy) "
=0 :

= 7{ )P —t+azt)

a—p —a
B yt yt (z — 1) . _
D)0 14— l1——+"= 71— ’
it {( +1—t) ( 1 —tyar) ¥ w)

= A=) —t+at)®

I'(7) 5-1 -0 —yt yt(z—1)
F _ -5
XF(5>y D % a+67aapv ’1—t’1—t+xt’wy

> i),n 2 £ (=n, o5 B 2) Fy (7, —n, p3 65y, wy) £ (4.29)
=0 '

_ _ t (z—1)yt
= Q-1 —t+at)y *F® - 5;
( ) ( +$> D PY?B Oéaaapv t—l 1—t+$t ’LUy
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elde edilir. Burada p keyfi parametredir.

(4.28) in 6zel durumlarini elde etmek igin ilk olarak bu esitlikte A = 8 — p yazilir ve

2Py (a,bic;2) = (1—2)"" oFy <C— a, b; ¢; %)
Z—

esitligi kullanilirsa

Z(B;—!p)n 2Py (B —p+n,0;8;2) oFy (—n,7; 8;y) 1"

n=0

—yt
= (1-t"* R — gt TY
( ) 2<ﬁ paaa7757 al_tal_t

o0 _ n T n
> w 2Py (ﬂ —n,0; B; ﬁ) 281 (=173 03y) ¢

n=0

_ . e _ p—03 _ . . T —yt
- (1 IE) (1 t) F2 (B 10705777575a1_t71_t)

x .
olur. Burada 7 yerine & alinirsa

xr —

Z (57—1—',0)71 21 (p =, a; B52) oF1 (—n,v;6;y)t"

=0

S

S R R (R e e R )

elde edilir.

i

F2 (&7675/;77&;x>y) = (1 _y)_ﬁl Fl (67a_ﬁl751;7;x>ry>
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bagintist yardimiyla (4.30) un p = 0 6zel durumu

0

(—n,a; B;2) oy (—n,v;0;y) t"

= (l—w)ia(l—t)iﬁFZ (67a>736>(5; (1_x;C<t_1)’ty_t1)
= (1—x)_a(1—t)_ﬁF2 (57%06;(5,B§t%t17(1_xjr(t_1)>
_ (1—x)—a(1—t)—ﬂ(1—(1_;@_1))_
yt
xFy | v,0— aaét%tll }c
T-0) (-1
. sft—1l—at+z—az\ "
= (1-2) (1—t)‘3( I )

xFl(%B— 0 6 yt  yt (1—m)(t—1)>

t—1t—1 t—1—ut

— _ona=pBq - — 20 gt = (£ _ 1) vt

= (1 t) (]_ t"‘l’t) Fl(’%ﬁ a,a,é, _17 t—1— ot
e o p - yt (z—1)yt

= Q-1 —t+at) (7 Boeosb T ) 43D

seklinde bilineer dogurucu fonksiyonu verir. (4.31) de § =  ahnirsa

> (i)!" 2y (—n,0; 8;3) oFy (—n,7; B 9) 1"

n=0

B s (x — 1)yt
= 1= (A —-t+azt)" (7 f—a0ifis 1’1—t+xt)
_ a8 oQ — ( l)yt vt

= 1-0)""(Q—-t+at)” 1(, B O‘B’ —t+at’t— 1)

t—1

(x — 1)yt yt
1—1¢ t t—1
; 05 +$yt
1_—
t—1

= -0 A —t+at) A —t+yt)”

zyt
r . 3.
x oI (%O"ﬁ’ (1—t+xt)(1_t+yt)>

elde edilir. Burada

= -0 —t+azt)" (1—y—t)7

X o7 | v,

Fy(a, 0,504+ 052,y) = (1—y)™* oF (ab“bl 1:§>
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ozelligi kullamlmigtir.

(4.29) bilateral bagintisinin 6zel bir durum elde etmek i¢in w = 1 alimirsa ve
Fl (a,b,b';c;x,:l?) = 2F1 (aab+b/;6;x)

esitligi kullanilirsa, (4.29) bagintist

Z i)ln oIy (=, a5 B53) Fy (7, —n, p; 05y, y) "
n=0 ’

5: yt  (x—1)yt
t—1"1—t+at’

= -0 (18-

> B, p, (=n, 05 8;@) 2F1 (7, p—n;6;9) t"

|
e n.

_ _ t (z—1)yt
= 1= A —t+at)y FY - .5y
( ) ( +$) D 775 &7aap7 at_lal_t_’_xt?y

3

haline doniigiir. p = 0 icin bu bagint1

Z i)'n oFy (=n, o B52) Fy (v, —n, 6;y) "
n=0 )

Dtnsn (8 = Q) (@alp)y (20" (£24) v

= A=A —t+at)" i

m,n,p=0 <5)m+n+p m!n!p!
o) (y_t)m ((I—l)yt)n
= (1- a—p 1— —o (7)m+n (6 - Oé)m (Oz)n t—1 1—ttat
(1=)"" (1 —t+at) mznjo o -
= — )2 P - . yt  (z—1)yt
= (=" —t+at)” (75 L S

> B)r 2F1 (=n, 05 B52) 2F1 (v, p — n3 63y) "

|
e n.

N —a yt  (x—-1yt
= (1-8)"""(1—t+uat) Fl(%ﬁ Ozaé 11—t 1 at

3

(4.31) bagmtisina indirgenir.
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Durum 4.2 t yerine ] alinarak elde edilen Dogurucu Fonksiyonlar

)

(4.22) esitliginin her iki tarafi 47~ ile carpilip D;/f_‘s operatorii uygulanirsa

Dy~ {?ﬁ_l i s 2Py (A n,0; Bi2) (L—y) " tn}

n!
= (1-t) Dy oy Za (2),"(;2" (— f_y t) L—y/(1—t)]) ",
/(-1
X o) ()\+n,a+n,ﬂ+n,m)
olur.
Re(7) >0, [z < 1, |y < 1, u—xﬂl—m‘<1

sartlar: altinda toplamla tiirev yer degistirebilir. Bu yiizden (4.15) ve (4.17) formiil-

lerinden

) )\n
Z ) 2F1 )\+n aaﬁa ) 2F1()‘+n7ﬁ)/a67y>tn

|
— nl
) ) zy \"
= 1-t" n
nzo n! (8), (9), \t—1
T Y
F<)\+na+n7+nﬂ+n6+n1 5 t)

bilineer bir iligki elde edilir.

(=) Q—y) =7 =1-0" [(1 - 1it> (1 - 1:) - (1:C_ytt)2]_A

elemanter egitliginden

‘ t ' 1 ve Tyt ' o
Vi
(1-2z)(1-y) (l—az—t)(1—y—1t)
ozelliklerinden
Da*ﬁD’th; i ()\)nwafl (1 - z)—)\—n ~—1 (1 . )—)\—n m
z Yy —~ n| Yy )

—A—n
= (1- DDy’ PR (§ p—
( E: T

i
xy ol (1 - g t)
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Yy
11—t

elde edilir. Re(a) > 0, Re(y) > 0 ve <1 < 1 sartlar altinda

x
1—t

0o )\n
Z ) oy (AN +n,0;8;2) oy (A +n,v;8;y)t"

n!
)\Z n‘n ) M {(135_1/15 r (4.33)

n=0
ot ) (6)n t)?

><2F1()\+na+nﬁ+n 1L—t) <)\+n7+n5+n %)

yazilabilir. 5= ¢ = X i¢in (4.33) esitligi

0 )\n
Z( >| oFy A+ n, 05N x) o1 (A +n,7; A y)t"

n:

(1=t A=z —t) QA —t—y)"

zyt
F . .
XZl(“V“Wl—m—wu—y—w)

(4.23), (4.25) ve (4.26) dogurucu fonksiyonlar1 kullamlarak

esitligine indirgenir.

benzer sekilde

(e 9] )\n
Z ),2F1 (p—n,0;58;2) oFy (A+n,7;059) "

mn:
n=0
xt
= 1-t)F A p Ao
( ) M<’7,CYO( s Py Bﬁ:l_tval_t)
TL' 2 1 n,a,ﬁ,x) 2 1( +n777 7y)t
n=0 ’
= 1= A—t+at)y FP A i i
I 7 0 G S ST B S

> —(i),”(g)" 21 (=m0 B%) oFy (v +n, Ay y) "
n=0 ’

n

= FG(%%%)\;@—Oé;ua5,5;y,t,(1—x)t)

seklinde elde edilebilir.
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Durum 4.3 t yerine yt ya da yt/1 — y alinarak elde edilen Dogurucu

Fonksiyonlar

(4.25) de t yerine yt/1 — y alinirsa

Z% o1 (—n, o5 B5x) oF1 (A, v +n50 +n;y)t"
n=0 ’

— FY (18— a,a,\6:t, (1 —2)t,y)

n

elde edilir. Tekrar (4.25) de t yerine yt/1 — y alimrsa

> (i)ln(g)n oI (—n, 0 B5w) oFy (B +n,y +n;0 +ny)t"
n=0 ’ n

= F(v,8-a,0;8y+ty+(1—x)t)

bulunur ki bu esitlikler bilineer dogurucu fonksiyon olarak bilinir.
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5. KESIRLi TUREV YARDIMIYLA COK DEGISKENLi JACOBI
POLINOMLARI iCiN DOGURUCU FONKSiYONLAR

Kesirli Kalkuliis konusu iizerine bir¢ok galisma yapilmigtir. Gegmis yillarda, keyfi
(kesirli) simirlar1 olan Laguerre polinomlari, genellegtirilmis Legendre polinomlar:
ve genellestirilmis Gegenbauer fonksiyonlar: tanimlanmigtir ve ¢cok degiskenli fonksi-
yonlarim kesirli tiirevleri ( Riemann-Liouville) elde edilmistir. Bunlara ek olarak pek
¢ok alanda Matematiksel Analizin sahasi olarak kesirli kalkuliis operatorlerinin uygu-
lamalar1 tartigilmigtir. Hipergeometrik Fonksiyonlar Teorisinde, adi ve kismi dife-
ransiyel denklemlerde ve integral denklemlerde kesirli tiirevin kullanildigini iceren
bircok ornek vardir. Kesirli kalkuliis teorisinde en cok tartisilan araclardan bir tanesi
differintegral operatorii DY dir ve daha onceki boliimde verildigi gibi asagidaki se-

kilde tanmimlanir:

CD,/; {f (Z)} (5_1)
1 e
F(_M)C/@—g) f©)de . (ceR R(x)<0)
LD {fE) . m-1<ReG<m . meN)

integralin var olmasi koguluyla. (5.1) de ¢ = 0 aliirsa D¥ operatorii

DE{f(2)) = oDE{Sf(2)} (neC) (5.2)

olur. Temel olarak klasik Riemann-Liouville kesirli tiirevi (ya da integrali) p (-u )

sinirtyla verilir:

i (A +1) u
PG e
( Re()\) > _1>7

dir. Benzer gekilde (5.1) de

alimirsa
pA-n {ZH (1—az) (1 —b2)?(1- cz)*'Y} (5.3)
TN o1 00
= T F Aaa7ﬁ>’y;#;azvbz7cz
T () b |
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(Re(A) >0, |az| <1, |bz| <1, |ez| < 1)

elde edilir ve

D)+ {y“ (1-y)" 217 <a, B;; li—y) } (5.4)
TN, -
= T VT RlB N s

(Re(A\) >0, |z|+y| <1)

seklinde yazilabilir.

Bu boliimiin temel amaci kesirli tiirev yardimiyla ¢ok degiskenli Jacobi polinomlar:
i¢cin dogurucu fonksiyonlar elde etmektir. pleh) (x) klasik Jacobi polinomlar: igin
Rodrigues formulii ve bu polinomlarin hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden ifadesi
sirasiyla agagidaki gibidir:

()" (1—2) " (1+2)"

(e,
dn
T ——
+1 1—
PP () = —(Oz o )u oI (—n,a +B8+n+1La+1; 5 ZU) (5.5)

tanimlanir. Genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlar ise ,. F; ile gosterilir:

[e.e] n

L (ala "'7057“;617 aﬁsax) = Z %%

n=0
ve seklinde tanimlanir.
Burada (M), :=A(A+1)...(A+k —1) ve (A), := 1 Pochhammer semboliinii goster-

mektedir. Bu polinomlar (—1,1) araliginda,
wE)=1—-2)"1+2z)".

agirlik fonsiyonuna gore ortogonaldirler. Bunu sonucu olarak Jacobi polinomlari,
Py (z) = PP (22 — 1)

w(z) = 2P (1 — 2)* agirhk fonsiyonuna gore (0, 1) arahginda ortogonaldir. P ®? (z)
¢ok degigkenli Genisletilmis Jacobi Polinomlar1 agagidaki gibi tanimlanir:
P*(al ----- O‘T';Bl aaaa 57‘) (xla e x'l‘) — P,:l(ahﬁl) (1‘1) .”P;:iaf‘yﬁr) (a:'r)

_ P*(al 77777 ar;Bys.. IBT) (X) (56)



Buradax = (x1, ..., x,) ven = ny+...4n,; nq,...,n, € Ng := {0}UN ={0}U{1,2,...}

dir. Cok degiskenli Jacobi polinomlar1 P x) ,

Q={(z1,.,x,): O0<x; <1; i=1,2,....,1}.

bolgesi tizerinde,

W (T4, e ) = w1 (21) oy () = (1 — 21) 2P (1 — 2,)*" 2P

agirlik fonsiyonuna goére ortogonaldir.
Cok degiskenli Jacobi polinomlarimin genisletmeleri olan P, (e8) (x) polinomlari, ke-
sirli tiirev operatorleri yardimiyla tanimlandi ve polinomlar i¢in cesitli karigik dogu-

rucu fonsiyonlar kesirli tiirev operatorleri yardimiyla elde edildi

5.1 Kesirli Tiirev Yardimiyla Cok Degiskenli Jacobi Polinomlar:

Bu boliimde kesirli tiirev operatorii yardimiyla Cok degigkenli Jacobi polinomlar:

i¢in cgesitli dogurucu fonksiyonlar elde edildi.

Teorem 5.1 Cok degiskenli Jacobi Polinomar:

Prespm B0 (x) = pre-eomi BE0) ()

r

ni!T (a’i + 5 + 1)

i=1

XD Dy {H :L‘?j+ﬁj (1-— xj)n]} (5.7)

J=1

esitligini saglarlar. Burada Dz, " (i = 1,2,....,r) (5.2) de tammlandig1 gibidir ve
Re(B;+p;)>—-1, Re(a;+8;)>-1, i=12,..,r

(@—p—n;8+p)= (1 —p; —n1,.0s 0 — pp =15 By + p1, s B+ p,)

dir.
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*(o—p—n; B+p) (x)

Teorem 5.2 (5.7) ile tamimlanan P, ¢ok degiskenli Jacobi polinom-

lar:

(i)

. (/\1)n1 ()\T)nr (_1)“
N1 yeeesr=0 (51 +p1 +1)n1 (5T+pT+1)nT
X Pl oo BEP) (g ) (5.8)

Y it
= H(l—ti) a2 |:Oéi+6i+17)‘i;6i+pi+1;_1_t,:|'

() > g (w1, 0oy )

r

:H(l_t)i/\i 21 [@i+ﬂi+17/\z‘§ﬂi+ﬂi+1§_

i=1

yazilabilir. Burada

Yn (1'1, sery xr)

n n—mi n—mi—...—Nr_2

Z Z Z 6n (nl,...,nr_l)

n1=0 n2=0 ny—1=0

XP (a1 —py—n+ni+..+nr_1,02—po—n1,..,0r —pp—Nr—1; B1+p1sees ,Bﬂrpr)(

n—(ni+...4nr—1),n1,...,;nr—1 SCl,...,LUT>

dir ve ayrica

(=1)" At 1) A2y o (M),
Br+or+ D0 sin, oy Batpe+ 1), o (Brtp,+1), .

5n (nl, ceey nr_l) =

dir.
Ispat. (i) Asagidaki esitligi goz oniine alalim.

Ilfl—(l—xgmyﬂu_ll(1_@yﬂi(1+]f?;)_i. (5.10)

i=1 i=1

Eger (5.10) tin sol tarafi tekrar yazilirsa

2 (), () ' w7
n B (1] — )" (1 — )"t = 1—¢t) (1 L .
n17.§r:0 nl'nr' ( ml) 1 ( 4y ) T g( ) + 1 — t@

(5.11)

elde edilir. (5.11) in her iki tarafim 2571200 dle carpihr ve DgF P DY

T

kesirli tiirev operatorii uygulanir ve (5.3) ve (5.7).gozoniine alinirsa (4) ile gosterilen
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esitlik elde edilir.
(1) (5.10) de t; (i = 1,...,7) yerine t alimirsa ve benzer hesaplamalar yapilirsa, (5.9)

esitligi elde edilir.

Sonug 5.1 Eger Teorem 5.2 (i) de \; = —k; (i = 1,...,7) alinirsa,

) i R T e 0 S S PP T

r

- H(l—tz’)ki o F1 |:ai+6i+17_ki;ﬁi+pi+1;_

i=1

Tit;
1—1t;

elde edilir.

Eger Teorem 5.2 (i) ye kesirli tiirev operatorleri uygulanirsa, ¢ok degiskenli Ja-

(a—p—n; B+p) (X)

cobi polinomlari Py, icin agagidaki karigik dogurucu fonksiyonlar elde

edilir:

Teorem 5.3 Pl P~ A+P) (x) cok degiskenli Jacobi polinomlar1 ve F; Appell

hipergeometrik fonksiyonlar i¢in karigik dogurucu fonksiyonlar agagidaki gibidir:

> (—1)npyffa_ﬁ,._n; Are) (x) Fi (71, p1, =73 615 wiys, Y1)

-----

Xooo X B (Y Py =005 Oy Wy, Yy ) T X0

r

= H {(1 — ti)ai_pi (1 —t + xiti)_(ai+ﬁi+1)

=1

3 tiyi (i — 1)ty
x Fpy) (%,pi,—ai+pi,ai+6¢+1;5i;wiy¢, — E _t'Jr)“‘

-----

Ispat. P;l(afﬁ,f n; B+p) (x) ¢ok degigkenli Jacobi polinomlar i¢in

T

H oI (_nz‘,ai + B8, + 1,8, +p; + 151‘1‘)

=1
ﬁ e prlo o B40) (x) (—1)" (5.12)
- ni,..., Ny ’ X)(— .

ve

>
n=0 ’
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esitlikleri gozoniine alinirsa

o

> plepm B (x) (1)

1 e =0
- H (1= )% (1 — t; 4 myty) @AY (5.13)
i=1
elde edilir. (5.13) de (1 —y;)t; (1 =1,2,...,r) yerine ¢; alinip, (5.13) nin her iki tarafi
yzfl(l —wy;) P (i = 1,2,...,r) ile carpilip ve D;}fdl...sz& kesirli tiirev ope-
ratorii uygulanirsa; ¢ok degiskenli Jacobi polinomlar1 ve F; Appell hipergeometrik

fonksiyonlari i¢in karigsik dogurucu fonksiyonlar elde edilir.

Sonug 5.2 Teorem 5.3 de p, =0 (i = 1,2, ...,r) alinirsa,

o0

> (=)? P;fafr?r P (x) 2F) (71, —m1; 015 1)

n1,...,np=0

X X oy (Y, =M Oy yp ) E11 0T

T e
i=1

iy i — 1)ty
><F1<’Yi,—04i,06i+5z’+1;5i; v (o )y)}

elde edilir. Burada

(OC — g /6) = (al =Ny Qp — nr;ﬁla "'757") :

dir.

Teorem 5.4 Cok degiskenli Jacobi polinomlar1 ve 5F; hipergeometrik fonksiyon-

lar1 igin diger bir dogurucu fonksiyon

> H(ny,..n,) P::(afp*n; Be) (x) 2F1 (1, M1 + 113015 01)

ny,e..,npr=0
X... X 2F1 (’77«7/\7"+n7‘;5r;y7‘)t7111---t7:7
r

s —ZL‘th i
=1 7 L

seklindedir.
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Burada,

dir.

t _ _
Ispat. Teorem 5.2 (i) de, egert; (i =1,2,...,7) yerine . almip, v~ ..yl carpilip,

%

D}~ D} kesirli tiirev operatorii uygulanirsa, istenilen karigik dogurucu fonksiyon

elde edilir.

Teorem 5.5 P 7™ PTP) (x) cok degiskenli Jacobi polinomlari olmak tizere

o0

ST 1(ng,..n,) PROP BER) () gt g At g g

'\ +9d:) T'(y,) Yy 1
= | | Vi) (g a2 o 1.~ 8. 1.0 —
Pl F()\ _i_fyz) F((S) ( tl) 2 )\Z7al+ﬁz+ 771761+p1+ 7627'T17yiti

bir. Burada

I(na, ... H 5 —|— pl + 1) (/\z + 51)711-

dir.
Ispat. Teorem 5.2 (i) de yit; (i =1,2,...,r) yerine ¢; alnip, (5.8) m her iki tarafi
)‘1+'Yl 1 AT+’YT‘

Y; Yy 71, ile ¢arpilip, D;llfél...D;: " Kesirli tiirev operatorii uygulanirsa

ve sonra (5.4) kullanilirsa, istenilen sonug elde edilir.

(5.7) de r = 1 almarsa Pg® P10 (2.} cok degiskenli Jacobi polinom-
lar1, pr@—r=mAte) (z) klasik Jacobi polinomlarima indirgenir.ve bu polinomlar kesirli

tirev yardimiyla

H(amp—nf+p) (=)"T(B+p+n+1)a @)
Fa 7 () = n!T (o + ﬁ + 1)
XDa p {I,a—i-ﬁ }

seklinde tammlanirlar. BuradaR (5 + p) > —1veR (a + ) > —1 dur. prlampmnbtp) ()

Jacobi polinomlar igin

§ O i -

_ t
= (1-t) Qﬂ,a+5+1A6+p+1—f%¥
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dir ve agagidaki esitlikler gecerlidir:

Z( ) ( 1)np*(afpfn,ﬁ+p) (:c)t”

xt

veya
k ( ) ( ) (a—p—n,B+p) n
nzjo(ﬁ‘i‘P“‘l) (@)t

(t—]_) ]{7 P*(a_p_k’3+p) (_ xt )

B+p+1), " 1—t
dir. (5.14) esitligi (Srivastava, p. 108, Eq. (16)) daki esitligin 6zel bir durumunu

(a—p—n,B+p) (z)

verir. Yukarida elde edilen teoremlerin sonucu olarak P, Jacobi poli-

nomlar1 i¢in asagidaki bilateral dogurucu fonksiyonlar elde edilir:
> prlememn B (1) Fy (v, p, —n; 6wy, y) (—1)"

_ (1 . t)a—p (1 —t 4+ mt)—(oé-‘rﬂ-‘rl)

XF?(%m—a+ma+ﬁ+L&w%

ty | [@=-1)ty
max | [y], [wyl, |

11—t at
Z PP (z) o Fy (v, —n; 6 y) (—1)"
n=0

_ a—wﬂl—uﬂ@(”m”ﬂ<%—ma+ﬁ+ua

ty (x—DW)

t—1"1—t+at

)

w/(x—UW)j

t—1"1—t+at
Z P*(CY p=n.fB+p) () oF1 (v, A+ mn;d;y) t

=0

wt
1—1)" F(Aa+B+L76+p+15 y)

1—t1—¢t
Om<1, <Q,

- " A—i_/y a—p—n n in
Z 6+p—|—) ( )n p( P ,6+p)($) yk+ ¢

3

—~

xt
1—1¢

Y
1—-t

|

1), (A+9),
T+ () ) | 1
= (A1) T (5) (—t)” Fg(/\, +B8+1,7B8+p+1,6; ’yt)
(ja| + Iyt ™ < 1).
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