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ÖZET

Yüksek lisans Tezi

KES·IRL·I TÜREVLER-·INTEGRALLER ve H·IPERGEOMETR·IK
FONKS·IYONLAR

Ertu¼grul ÜNLÜ

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Fatma TAŞDELEN YEŞ·ILDAL

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.
Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.
·Ikinci bölümde, önbilgiler ve di¼ger bölümlerde kullan¬lacak olan baz¬tan¬mlar, lem-
malar ve teoremler verilmi̧stir.
Üçüncü bölümde, iki de¼gi̧skenli Appell hipergeometrik fonksiyonlar¬n¬n elde edili̧sleri
verildikten sonra hipergeometrik fonksiyonlar¬n baz¬özellikleri ve birbirleri aras¬n-
daki ili̧skiler incelenmi̧stir.
Dördüncü bölümde kesirli türev operatörü yard¬m¬yla Hipergeometrik fonksiyonlar
için do¼gurucu fonksiyonlar elde edilmi̧stir.
Beşinci bölümde ise kesirli türev operatörü yard¬m¬yla çok de¼gi̧skenli Jacobi poli-
nomlar¬için do¼gurucu fonksiyonlar elde edilmi̧stir.

2011 , 50 sayfa
Anahtar Kelimeler: Ortogonal polinomlar, Gamma fonksiyonu, Beta fonksi-
yonu, Hipergeometrik fonksiyon, Do¼gurucu fonksiyon, Kesirli türevler ve integraller,
Çok de¼gi̧skenli Jacobi Polinomlar¬
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ABSTRACT

M. A. Thesis

FRACTIONAL DERIVATIVES-INTEGRALS and HYPERGEOMETRIC
FUNCTIONS

Ertu¼grul ÜNLÜ

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Doç. Dr. Fatma TAŞDELEN YEŞ·ILDAL

This thesis consists of �ve chapters.
The �rst chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, preliminaries and some necessary de�nitions, lemmas and
theorems that will be needed for later use are given.
In the third chapter, de�nitions of two variable Appell�s hypergeometric functions
are given then, the properties of these hypergeometric functions and the relations
between them are analysed.
In the fourth chapter, by using the fractional derivative operator, generating func-
tions for hypergeometric functions are obtained.
In the �fth chapter, by using the fractional derivative operator, generating functions
for multivariable Jacobi polynomials are obtained.

2011 , 50 pages
Key Words: Orthogonal polynomials, Gamma function, Beta function, Hyperge-
ometric function, Generating function, Fractional derivatives and integralls, Multi-
variable Jacobi polynomials
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1. G·IR·IŞ

� reel ya da kompleks bir sabit, n s¬f¬r ya da pozitif bir tamsay¬olmak üzere,

(�)n = � (�+ 1) (�+ 2) ::: (�+ n� 1) ; (a)0 = 1

şeklinde tan¬mlanan ifade Pochhammer sembolü olarak bilinir. jxj < 1 için yak¬nsak

olan 1 + x+ x2 + ::: geometrik serisinden genelleştirilerek elde edilen ve

F (�; �; 
;x) =

1X
n=0

(�)n (�)n
(
)n

xn

n!
; jxj < 1

şeklinde tan¬mlanan F fonksiyonuna hipergeometrik fonksiyon denir. Kesirli türev

tan¬m¬na en basit yaklaş¬m formulü,

d�

dz�
feazg = D�

z feazg = a�e�z

dir. Burada � reel ya da kompleks parametredir.

Tamsay¬olmayan bir basamaktan türev veya integral alma �kri kalkulusün

tarihi kadar eski olup Leibniz ve Newton�un diferensiyel hesaplama tekni¼gi bul-

malar¬na kadar uzan¬r (Bay¬n 2004). Wilhelm Leibniz (1646-1716)�¬n 1695 y¬l¬nda

Marquis de L�Hospital (1661-1704)�a sordu¼gu �Tamsay¬basamaktan türevler kesirli

basamaktan türevlere geni̧sletilebilir mi?� sorusu kesirli diferensiyelin ç¬k¬̧s tarihi

olarak gösterilebilir.

Literatürde kesirli türev ve integralin hipergeometrik fonksiyonlar teorisinde

kullan¬m¬na yönelik birçok örnek mevcuttur.(Post (1930), Erdélyi (1939), Oldham

and Spanier (1974), Ross (1975) ve Srivastava and Buschman (1977).) Bu tezde

kesirli türev operatörünün hipergeometrik fonksiyonlarla ilgisi üzerinde durulmuş-

tur. Ayr¬ca kesirli türev operatörleri kullan¬larak hipergeometrik fonksiyonlar ve

çok de¼gi̧skenli Jacobi polinomlar¬için lineer ve bilineer do¼gurucu fonksiyonlar elde

edilmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE ÖNB·ILG·ILER

2.1 Gamma Fonksiyonu

� (x) ile gösterilen Gamma fonksiyonu,

� (x) =

1Z
0

tx�1e�t dt

genelleştirilmi̧s integrali yard¬m¬yla tan¬mlan¬r. Bu fonksiyona genelleştirilmiş fak-

töriyel fonksiyonu da denir. Şöyle ki,

F (u) =

1Z
0

e�ut dt =
1

u
(2.1)

integrali ile tan¬mlanan fonksiyonu ele alal¬m. c > 0 olmak üzere bu integral her

c � u � d sonlu aral¬¼g¬nda 1
u
ya düzgün yak¬nsakt¬r. (2:1) eşitli¼ginden u ya göre

türevler alarak devam etti¼gimizde n-yinci türev için

(�1)nF (n) (u) =
1Z
0

tne�ut dt =
n!

un+1

eşitli¼gi elde edilir. Bu son eşitlikte u = 1 al¬n¬rsa;
1Z
0

tne�t dt = n! =

1Z
0

t(n+1)�1e�t dt = � (n+ 1)

olur. Burada n de¼gerleri pozitif tamsay¬lar olarak al¬nm¬̧st¬r. Halbuki n nin n > �1

olan herhangi bir reel say¬olmas¬halinde de bu genelleştirilmi̧s integral tan¬ml¬d¬r.

Yani yak¬nsakt¬r. O halde x > �1 olan herhangi bir reel say¬olmak üzere;

x! =

1Z
0

txe�t dt = �(x+ 1)

yaz¬labilir. Buradan görülüyor ki, �1 den büyük olan tüm reel say¬lar¬n faktöriyel

de¼gerlerini sonlu bir reel say¬olarak tan¬mlamakmümkündür. Bundan dolay¬Gamma

fonksiyonuna genelleştirilmiş faktöriyel fonksiyonu da denir.

x = 0 oldu¼gu zaman faktöriyel fonksiyonunun de¼geri,

0! =

1Z
0

e�t dt = �e�t
��1
0
= � (0� 1) = 1

2



dir. Bu sonuç 0! in neden 1 olarak tan¬mlanmas¬gerekti¼gini aç¬klar.

Elemanter matematikte n faktöriyel, n! = n (n� 1) (n� 2) :::3:2:1 çarp¬m¬ile verilir.

Bu özellik, n! = n (n� 1)! eşitli¼gini içerdi¼gine göre, e¼ger x = n bir tamsay¬ise,

� (n+ 1) = n! = n (n� 1)! = n� (n)

yaz¬labilir.

� (x+ 1) =

1Z
0

txe�t dt = lim
b!1

bZ
0

txe�t dt

= lim
b!1

�
�txe�t

����b
0| {z }

0

+ x

1Z
0

tx�1e�t dt

= x� (x)

oldu¼gundan � fonksiyonu,

�(x+ 1) = x�(x) (2.2)

eşitli¼gini tüm x > 0 de¼gerleri için gerçekler. Bu özellik yard¬m¬yla Gamma fonksi-

yonu için, argümentin herhangi iki tamsay¬ aras¬ndaki de¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen

sonuçlar¬n bilinmesi halinde di¼ger aral¬klardaki fonksiyon de¼gerleri de kolayca hesap-

lanabilir.

2.2 Geni̧sletilmi̧s Gamma Fonksiyonu

x in pozitif de¼gerleri için tan¬mlanan Gamma fonksiyonu negatif x de¼gerleri için de

tan¬mlabilmektedir. Yani �(x); tüm reel say¬lara geni̧sletilebilir.

�(x+ 1) = x�(x)

özelli¼gini kullanarak negatif x de¼gerleri için �(x) de¼geri, �n < x < �n + 1 ise

0 < x+ n < 1 olmak üzere

� (x) =
� (x+ n)

x (x+ 1) (x+ 2) ::: (x+ n� 1)

eşitli¼ginden hesaplanabilir. Buradan görülmektedir ki, Gamma fonksiyonu s¬f¬r ve

negatif tamsay¬lar için s¬n¬rs¬zd¬r. Yani de¼geri sonsuzdur.
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Faktöriyel özelli¼gi tüm pozitif x de¼gerleri için bir anlam ifade etmektedir. Ancak

negatif x ler için ayn¬̧sey söylenemez. Çünkü x in negatif tamsay¬lara yak¬n de¼gerleri

için � (x) ler pozitif ve negatif de¼gerler alarak s¬n¬rs¬z şekilde büyümektedir.

2.3 Kompleks De¼gi̧skenli Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonunun tan¬m¬ndaki genelleştirilmi̧s integral ifadesinde x yerine z

al¬narak, bu fonksiyon kompleks düzleme geni̧sletilebilir. Yani, z 2 C olmak üzere

�(z) =

1Z
0

tz�1e�tdt , Re z > 0

yaz¬labilir. Reel x lerde oldu¼gu gibi, bu integral de Re z > 0 için yak¬nsakt¬r.

�(z + 1) = z�(z) (2.3)

ve

�(z) =
�(z + 1)

z
=

�(z +m)

z (z + 1) (z + 2) ::: (z +m� 1) , m = 1; 2; 3:::

özellikleri burada da geçerlili¼gini korumaktad¬r. Bu son eşitlikten görülmektedir

ki, Gamma fonksiyonu kompleks düzlemin negatif tamsay¬lara kaŗs¬l¬k gelen nokta-

lar¬nda ve z = 0 da birer basit kutupa sahiptir (Rainville 1973).

2.4 Beta Fonksiyonu

B(x; y) ile gösterilen Beta fonksiyonu,

B(x; y) =

1Z
0

tx�1 (1� t)y�1 dt ; Re (x) > 0 ; Re (y) > 0 (2.4)

genelleştirilmi̧s integrali yard¬m¬yla tan¬mlanan iki de¼gi̧skenli bir fonksiyon olup

B(x; y) = 2

�=2Z
0

(sin �)2x�1 (cos �)2y�1 d� (2.5)

B(x; y) =

1Z
0

ux�1

(1 + u)x+y
du (2.6)

B(x; y) =
� (x) �(y)

� (x+ y)
(2.7)
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biçimlerinde de ifade edilebilir.

(2:4) eşitli¼ginde t = sin2 � al¬n¬rsa (2:5) eşitli¼gi; t = u
1+u

al¬n¬rsa (2:6) eşitli¼gi elde

edilir. (2:7) eşitli¼ginde Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi

verilmi̧stir. Bunu görmek için � (x) in tan¬mland¬¼g¬ integralde t = s2 dönüşümü

yap¬l¬rsa

� (x) =

1Z
0

tx�1e�tdt = 2

1Z
0

s2x�1e�s
2

ds

olur. � (x) in bu ifadesinden dolay¬

�(y) = 2

1Z
0

t2y�1e�t
2

dt

yaz¬labilir. Buradan,

� (x) �(y) = 4

1Z
0

1Z
0

s2x�1t2y�1e�(s
2+t2) dtds

olup, s = r cos �; t = r sin � kutupsal koordinatlar¬na geçilirse,

� (x) �(y) = 4

�=2Z
0

1Z
0

r2(x+y)�2 e�r
2

(cos �)2x�1 (sin �)2y�1 r drd�

=

242 �=2Z
0

(cos �)2x�1 (sin �)2y�1 d�

35242 1Z
0

r2(x+y)�1e�r
2

dr

35
= B(x; y) � (x+ y)

bulunur. Bu ise istenilendir. Ayr¬ca (2:7) eşitli¼ginden görülmektedir ki,

B(x; y) = B(y; x)

olup bu eşitlik Beta fonksiyonunun simetri özelli¼gi olarak adland¬r¬l¬r (Rainville

1973).

Tan¬m 2.1 � reel ya da kompleks bir say¬, n s¬f¬r ya da pozitif bir tamsay¬olmak

üzere (�)n ifadesi

(�)n = � (�+ 1) (�+ 2) ::: (�+ n� 1) (2.8)

olarak tan¬mlan¬r. Bu ifade �Pochhammer sembolü�olarak bilinir.
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Lemma 2.1 Pochhammer sembolü aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

(�)n =
�(�+ n)

�(�)
(2.9)

(�)n+1 = � (�+ 1)n (2.10)

·Ispat. (2:2) eşitli¼gi kullan¬larak �(�+ n) ifadesi

�(�+ n) = (�+ n� 1) �(�+ n� 1)

= (�+ n� 1) (�+ n� 2) �(�+ n� 2)

:

:

:

= (�+ n� 1) (�+ n� 2) ::: (�+ 1)��(�)

= (�)n�(�)

şeklinde yaz¬labilir. Eşitli¼gin her iki taraf¬�(�) ile bölünürse (2:9) eşitli¼gi elde edilir.

(2:9) eşitli¼ginde n yerine n+ 1 al¬n¬rsa

(�)n+1 =
�(�+ n+ 1)

�(�)

=
��(�+ n+ 1)

��(�)

= �
�(�+ n+ 1)

�(�+ 1)

= �(�+ 1)n

elde edilir. Bu ise istenilendir. Özel olarak (2:9) da n = 0 al¬n¬rsa (�)0 = 1 olur.

Lemma 2.2

(1� x)�� =
1X
n=0

(�)n
n!
xn, jxj < 1 (2.11)

dir.

·Ispat. (2:11) ifadesini ispat etmek için f (x) = (1� x)�� fonksiyonunu x = 0

noktas¬komşulu¼gunda Taylor serisine (Maclaurin serisi) açmak yeterlidir. � 2 Z�

olmas¬halinde (2:11) ifadesi sonlu binom aç¬l¬m¬d¬r.
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2.5 Hipergeometrik Seri ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

�; � ve 
 reel ya da kompleks sabitler olmak üzere

1 +
��




x

1!
+
�(�+ 1)�(� + 1)


(
 + 1)

x2

2!
+ ::: (2.12)

olarak ifade edilen seri matematikte büyük bir öneme sahiptir. Bu seri 1+x+x2+ :::

geometrik serisinin bir genelleştirilmesi oldu¼gundan hipergeometrik seri ad¬n¬al¬r.

(2:12) ifadesinden görülmektedir ki, 
 de¼geri s¬f¬r ya da negatif bir tamsay¬olma-

mal¬d¬r. (2:12) hipergeometrik serisi jxj < 1 için yak¬nsak, jxj > 1 için ¬raksakt¬r.

jxj = 1 oldu¼gu zaman 
 > �+� ise seri mutlak yak¬nsakt¬r. x = �1 iken 
 > �+��1

ise seri yak¬nsakt¬r.

(2:8) gösterimi dikkate al¬narak, (2:12) hipergeometrik serisi

2F1(�; �; 
;x) =
1X
n=0

(�)n(�)n
(
)n

xn

n!
(2.13)

şeklinde yaz¬labilir. (2:13) eşitli¼ginde görülen F nin alt¬ndaki 2 ve 1 alt indisleri F

nin yap¬s¬nda biri � ve � di¼geri 
 olmak üzere iki tip parametre bulundu¼gunu ifade

eder. (2:13) eşitli¼ginin genelleştirilmi̧s şekli

pFq(�1; :::; �p; 
1; :::; 
q;x) =
1X
n=0

(�1)n(�2)n:::(�p)n
(
1)n(
2)n:::(
q)n

xn

n!

dir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden 2F1 gösterimi yerine genellikle sadece F

kullan¬l¬r. Yani,

2F1(�; �; 
;x) = F (�; �; 
;x)

olup, bu fonksiyonGauss hipergeometrik fonksiyonu olarak tan¬mlan¬r. (2:9) eşitli¼gin-

den aç¬kça görülmektedir ki, hipergeometrik fonksiyon � ve � ya göre simetriktir.

Yani,

F (�; �; 
;x) = F (�; �; 
;x)

sa¼glan¬r. (2:9) eşitli¼ginde x = 0 al¬n¬rsa

F (�; �; 
; 0) = 1

oldu¼gu görülmektedir. Bilinen pek çok fonksiyonu, hipergeometrik fonksiyonlar

cinsinden ifade etmek mümkündür.
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Lemma 2.3 2F1(�; �; 
;x) fonksiyonu

2F1(�; �; 
;x) =
1

B (�; 
 � �)

1Z
0

u��1 (1� u)
���1 (1� ux)�� du (2.14)

şeklinde bir integral gösterime sahiptir.

·Ispat. Beta fonsiyonunun

B (x; y) =

1Z
0

ux�1 (1� u)y�1 du

tan¬m¬ndan ve Pochhammer sembolünün özelliklerinden dolay¬

(�)n
(
)n

=
B (� + n; 
 � �)
B (�; 
 � �)

=
1

B (�; 
 � �)

1Z
0

u�+n�1 (1� u)
���1 du (2.15)

yaz¬labilir. Buradan (2:15) ifadesi (2:13) de yerine yaz¬l¬rsa

2F1(�; �; 
;x) =
1

B (�; 
 � �)

1X
n=0

(�)n
n!
xn

1Z
0

u�+n�1 (1� u)
���1 du

olur. Seri düzgün yak¬nsak oldu¼gundan toplam ile integral yer de¼gi̧stirilirse

2F1(�; �; 
;x) =
1

B (�; 
 � �)

1Z
0

u��1 (1� u)
���1
( 1X
n=0

(�)n
n!

(ux)n
)
du

elde edilir. Di¼ger taraftan (2:11) den

(1� ux)�� =
1X
n=0

(�)n
n!

(ux)n

oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa istenilen sonuç elde edilir.

Hipergeometrik fonksiyonun bir integral gösterimini veren bu formül jxj < 1 ve

� > � > 0 için geçerlidir.
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2.6 Önemli Baz¬·Ifadeler

Lemma 2.4 Re (
 � �� �) > 0 için,

2F1(�; �; 
; 1) =
�(
)�(
 � � � �)
�(
 � �)�(
 � �) =

B (�; 
 � �� �)
B (�; 
 � �) (2.16)

dir (Bailey 1964).

Lemma 2.5

1X
n=0

1X
k=0

A (k; n) =
1X
n=0

nX
k=0

A (k; n� k) (2.17)

1X
n=0

nX
k=0

B (k; n) =
1X
n=0

1X
k=0

B (k; n+ k) (2.18)

eşitlikleri geçerlidir (Rainville 1973).

Lemma 2.6 jxj < 1
2
için

2F1(�; 
 � �; 
;x) = (1� x)�� 2F1

�
�; �; 
;� x

1� x

�
(2.19)

dir.

·Ispat. (2:19) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ifade

(1� x)�� 2F1

�
�; �; 
;� x

1� x

�
= (1� x)��

1X
n=0

(�)n(�)n
(
)nn!

(�1)n xn (1� x)�n

=

1X
n=0

(�)n(�)n
(
)nn!

(�1)n xn (1� x)�(�+n)

=
1X
n=0

(�)n(�)n
(
)nn!

(�1)n xn
1X
r=0

(�+ n)r
r!

xr

=
1X
n=0

(�)n(�)n
(
)nn!

(�1)n
1X
r=0

(�+ n)r
r!

xn+r

9



şeklinde yaz¬labilir. (2:17) eşitli¼gi gözönüne al¬narak r yerine r � n al¬n¬r ve gerekli

düzenlemeler yap¬l¬rsa, son ifadenin eşiti

=

rX
n=0

(�)n(�)n
(
)nn!

(�1)n
1X
r=0

(�+ n)r�n
(r � n)! x

r

=
1X
r=0

rX
n=0

(�)n(�)r(�)n (�1)n

(�)n(
)nn!

(�r)n (�1)n

r!
xr

=
1X
r=0

(�)r
r!

rX
n=0

(�r)n(�)n
n!(
)n

xr

=

1X
r=0

(�)r
r!

2F1(�r; �; 
; 1)xr

=
1X
r=0

(�)r
r!

�(
)�(
 � � + r)
�(
 + r)�(
 � �)x

r

=
1X
r=0

(�)r(
 � �)r
(
)rr!

xr

= 2F1(�; 
 � �; 
;x)

olur. Bu ise ispat¬tamamlar.

Lemma 2.7 n � r için

(�+ r)n�r =
(�)n
(�)r

(2.20)

dir (Slater 1985).

Lemma 2.8

(�n)k =

8<:
(�1)kn!
(n�k)! ; 0 � k � n

0; k > n
(2.21)

(k; n = 0; 1; 2; :::)

dir (Srivastava ve Karlsson 1985).
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·Ispat.

(�n)k = (�n)(�n+ 1):::(�n+ k � 1)

= (�1)k (n) (n� 1):::(n� k + 1)

=
(�1)k (n) (n� 1):::(n� k + 1) (n� k) (n� k � 1):::3:2:1

(n� k) (n� k � 1):::3:2:1

=
(�1)k n!
(n� k)! ; 0 � k � n

dir. k > n için (�n)k = (�n)(�n + 1):::(�n + k � 1) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬mutlaka

s¬f¬r olacakt¬r.

2.7 Do¼gurucu Fonksiyonlar

Tan¬m 2.7.1 F (x; t) iki de¼gi̧skenli fonksiyonu de¼gi̧skenlerden birine göre örne¼gin

t ye göre,

F (x; t) =
1X
n=0

cn�n (x) t
n (2.22)

biçiminde bir Taylor serisine aç¬l¬yor ise F (x; t) fonksiyonuna f�n (x)g fonksiyonlar

cümlesinin do¼gurucu fonksiyonu denir. Burada cn ler x ve t den ba¼g¬ms¬z olup n nin

fonksiyonudurlar.

Örnek 2.7.1 L(�)n (x)

L(�)n (x) =
(�+ 1)n
n!

nX
k=0

(�n)k xk
(�+ 1)k k!

şeklinde tan¬mlanan Laguerre polinomlar¬ için bilinen baz¬do¼gurucu fonskiyonlar

(Rassias and Srivastava 1993), t < 1 olmak üzere,

1X
n=0

L(�)n (x) tn = (1� t)���1 exp
�
� xt

1� t

�
(2.23)

ve
1X
n=0

L(��n)n (x) tn = (1 + t)� e�xt (2.24)

şeklindedir.
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Tan¬m 2.7.2 (Bilateral do¼gurucu fonksiyon): Üç de¼gi̧skenli H (x; y; t) fonksi-

yonu t nin kuvvetleri cinsinden

H (x; y; t) =
1X
n=0

cnfn (x) gn (y) t
n (2.25)

şeklinde bir seriye aç¬labiliyor ise H (x; y; t) fonksiyonuna fn (x) ve gn (y) fonksiyon

cümleleri için bilateral do¼gurucu fonksiyon denir.

Tan¬m 2.7.3 (Bilineer do¼gurucu fonksiyon): Üç de¼gi̧skenli G (x; y; t) fonksi-

yonu t nin kuvvetleri cinsinden

G (x; y; t) =
1X
n=0

cnfn (x) fn (y) t
n (2.26)

şeklinde bir seriye aç¬labiliyor ise G (x; y; t) fonksiyonuna fn (x) fonksiyon cümlesi

için bilineer do¼gurucu fonksiyon denir.
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3. APPELL H·IPERGEOMETR·IK FONKS·IYONLARI

Parametrelerin say¬s¬art¬r¬larak hipergeometrik serilerin iki de¼gi̧skenli hipergeometrik

serilere geni̧sletilebilece¼gi Appell ve Kampé de Fériet (1926) ve Horn (1931) taraf¬n-

dan gösterilmi̧stir. Şimdi

2F1(�1; �1; 
1;x) , 2F1(�2; �2; 
2; y)

hipergeomerik serilerini gözönüne alal¬m. Bu iki serinin çarp¬lmas¬yla x ve y de¼gi̧sken-

lerine ba¼gl¬

2F1(�1; �1; 
1;x) 2F1(�2; �2; 
2; y) =

1X
m=0

1X
n=0

(�1)m(�2)n(�1)m(�2)n
(
1)m(
2)n

xmyn

m!n!
(3.1)

serisi elde edilir. (�)m+n = (�)m(� + m)n özelli¼gi dikkate al¬n¬r ve �2, �2 ve 
2

de¼gerleri yerine �2 = �1 +m, �2 = �1 +m, 
2 = 
1 +m konulursa, bu durumda

(�1)m(�2)n, (�1)m(�2)n, (
1)m(
2)n

ikili çarp¬m ifadelerinin yerine s¬ras¬yla

(�1)m+n, (�1)m+n, (
1)m+n

geleceklerinden

2F1(�1; �1; 
1;x) 2F1(�2; �2; 
2; y) =
1X
m=0

1X
n=0

(�1)m(�1 +m)n(�1)m(�1 +m)n
(
1)m(
1 +m)n

xmyn

m!n!

=
1X
m=0

1X
n=0

(�1)m+n(�1)m+n
(
1)m+n

xmyn

m!n!

=

1X
N=0

NX
m=0

(�1)N(�1)N
(
1)N

xmyN�m

m! (N �m)!

=
1X
N=0

(�1)N(�1)N
(
1)NN !

 
NX
m=0

N !

m! (N �m)!x
myN�m

!

=

1X
N=0

(�1)N(�1)N
(
1)N

(x+ y)N

N !

= 2F1(�1; �1; 
1;x+ y)

elde edilir. Yukar¬daki ifadelerde N = m+n al¬nm¬̧s ve (2:18) özelli¼gi kullan¬lm¬̧st¬r.

(3:1) de �2 = �1 + m, 
2 = 
1 + m al¬narak elde edilen iki de¼gi̧skenli hiperge-

ometrik fonksiyona birinci çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonu denilmektedir ki
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bu fonksiyonun serisel ifadesi

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =
1P
m=0

1P
n=0

(a1)m+n (�1)m (�2)n
(
1)m+n

xm

m!

yn

n!
(3.2)

olur. Benzer şekilde (3:1) de �2 = �1 +m konularak F2 ikinci çeşit Appell hiper-

geometrik fonksiyonu, yine (3:1) de 
2 = 
1 +m konularak F3 üçüncü çeşit Appell

hipergeometrik fonksiyonu ve son olarak (3:1) de �2 = �1 +m, �2 = �1 +m konu-

larak F4 dördüncü çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonu elde edilmektedir. Bu

fonksiyonlar¬n aç¬k ifadeleri aşa¼g¬da verilmektedir.

F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) =
1P
m=0

1P
n=0

(a1)m+n (�1)m (�2)n
(
1)m (
2)n

xm

m!

yn

n!
(3.3)

F3 (�1; �2;�1; �2; 
1;x; y) =
1P
m=0

1P
n=0

(a1)m (�2)n (�1)m (�2)n
(
1)m+n

xm

m!

yn

n!
(3.4)

F4 (�1; �1; 
1; 
2;x; y) =
1P
m=0

1P
n=0

(a1)m+n (�1)m+n
(
1)m (
2)n

xm

m!

yn

n!
(3.5)

Bu seriler s¬ras¬yla D1 = f(x; y) : jxj < 1; jyj < 1g ; D2 = f(x; y) : jxj+ jyj < 1g ;

D3 = f(x; y) : jxj < 1; jyj < 1g ; D4 =
n
(x; y) : jxj

1
2 + jyj

1
2 < 1

o
için yak¬nsakt¬r

(Appell ve Kampé de Fériet 1926). Ayr¬ca

F
(n)
D [a; b1; :::bn; c;x1; :::; xn] =

1X
m1;:::;mn=0

(a)m1+:::+mn(b1)m1 :::(bn)mn

(c1)m1+:::+mn

xm1
1

m1!
:::
xmn
n

mn!
;

max fj x1 j; :::; j xn jg < 1:

şeklinde tan¬mlanabilir. Burada F (3)D ler Lauricella fonksiyonlar¬d¬r.

3.1 Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar¬n¬n ·Integral Gösterimleri

F1, F2 ve F3 Appell hipergeometrik fonksiyonlar¬n¬n çift katl¬integraller yard¬m¬yla

integral gösterimleri elde edilebilir. Birinci çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonu

için bir integral gösterimi,

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =
�(
1)

�(�1)�(�2)�(
1 � �1 � �2)

�
ZZ
D

u�1�1v�2�1 (1� u� v)
1��1��2�1 (1� ux� vy)��1 dudv (3.6)

şeklindedir. Buradaki çift katl¬integral D = f(u; v) : u � 0; v � 0; u+ v � 1g üç-

gensel bölgesi üzerindedir. Benzer şekilde F2 ve F3 Appell hipergeometrik fonksi-

yonlar¬n¬n integral gösterimleri
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F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) =
�(
1)�(
2)

�(�1)�(�2)�(
1 � �1)�(
2 � �2)

�
1Z
0

1Z
0

u�1�1v�2�1 (1� u)
1��1�1 (1� v)
2��2�1 (1� ux� vy)��1 dudv (3.7)

F3 (�1; �2;�1; �2; 
1;x; y) =
�(
1)

�(�1)�(�2)�(
1 � �1 � �2)

�
ZZ
D

u�1�1v�2�1 (1� u� v)
1��1��2�1 (1� ux)��1 (1� vy)��2 dudv (3.8)

şeklindedir. Son integralde yine yukar¬da tan¬mlanan D üçgensel bölgesi üzerinden

hesap edilir. F4 Appell hipergeometrik fonksiyonu için benzer bir integral gösterimi

elde edilemez. Ayr¬ca F1 fonksiyonunun

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =
�(
1)

�(�1)�(
1 � �1)
(3.9)

�
1Z
0

u�1�1 (1� u)
1��1�1 (1� ux)��1 (1� uy)��2 du

şeklinde tek katl¬ integral yard¬m¬yla ifade edilen bir başka integral gösterimi de

vard¬r (Bailey 1964).

3.2 Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar¬Aras¬ndaki ·Ili̧skiler

Teorem 3.1 F1 Appell hipergeometrik fonksiyonu aşa¼g¬daki eşitlikleri sa¼glar.

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) = (1� x)��1 (1� y)��2 (3.10)

�F1
�

1 � �1; �1; �2; 
1;�

x

1� x;�
y

1� y

�

= (1� x)��1 F1
�
�1; 
1 � �1 � �2; �2; 
1;�

x

1� x;
y � x
1� x

�
(3.11)

= (1� x)��1 F1
�
�1; �1; 
1 � �1 � �2; 
1;

x� y
1� y ;�

y

1� y

�
(3.12)

= (1� x)
1��1��1 (1� y)��2

�F1
�

1 � �1; 
1 � �1 � �2; �2; 
1;x;

x� y
1� y

�
(3.13)

= (1� x)��1 (1� y)
1��1��2

�F1
�

1 � �1; �1; 
1 � �1 � �2; 
1;

y � x
1� x; y

�
(3.14)
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·Ispat. (3:9) eşitli¼gindeki

1Z
0

u�1�1 (1� u)
1��1�1 (1� ux)��1 (1� uy)��2 du

integralini gözönüne alal¬m. Bu integralde s¬ras¬yla

u = 1� v; u = v

1� x+ vx; u =
v

1� y + vy ; u =
1� v
1� vx; u =

1� v
1� vy (3.15)

dönüşümleri yap¬l¬rsa istenilen sonuçlar elde edilir.

Teorem 3.2 F2 Appell hipergeometrik fonksiyonu aşa¼g¬daki eşitlikleri sa¼glar.

F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y)

= (1� x)��1 F2
�
�1; 
1 � �1; �2; 
1; 
2;�

x

1� x;
y

1� x

�
(3.16)

= (1� x)��1 F2
�
�1; �1; 
2 � �2; 
1; 
2;

x

1� y ;�
y

1� y

�
(3.17)

= (1� x� y)��1 (3.18)

�F2
�
�1; 
1 � �1; 
2 � �2; 
1; 
2;�

x

1� x� y ;�
y

1� x� y

�
·Ispat. (3:7) formülüyle verilen

F2 (�1; �1; �2; 
1; 
2;x; y) =
�(
1)�(
2)

�(�1)�(�2)�(
1 � �1)�(
2 � �2)

�
1Z
0

1Z
0

u�1�1v�2�1 (1� u)
1��1�1 (1� v)
2��2�1 (1� ux� vy)��1 dudv

eşitli¼ginin ikinci yandaki çift katl¬integrale

u = 1� u0; v = v0

u = u0 ; v = 1� v0

u = 1� u0; v = 1� v0

dönüşümleri s¬ras¬yla uygulan¬rsa istenilen sonuçlar elde edilir.
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Uyar¬3.1 F3 ve F4 fonksiyonlar¬için benzer dönüşümler aç¬kça görülemez.

Ayr¬ca (3:9) ile verilen

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =
�(
1)

�(�1)�(
1 � �1)

�
1Z
0

u�1�1 (1� u)
1��1�1 (1� ux)��1 (1� uy)��2 du

integral gösteriminde u = 1
v
dönüşümü yap¬l¬rsa, F1 fonksiyonunun

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =
�(
1)

�(�1)�(
1 � �1)

�
1Z
1

v�1+�2�
1 (v � 1)
1��1�1 (v � x)��1 (v � y)��2 dv

şeklinde bir başka integral gösterimi elde edilmi̧s olur.

Teorem 3.3 F1; F2; F3 Appell hipergeometrik fonksiyonlar¬

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) (3.19)

= (1� y)��2 F3
�
�1; 
1 � �1;�1; �2; 
1;x;

y

y � 1

�
= (1� x)��1 F3

�

1 � �1; �1;�1; �2; 
1;

x

x� 1 ; y
�

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) (3.20)

=

�
x

y

��2
F2

�
�1 + �2; �1; �2; 
1; �1 + �2;x; 1�

x

y

�
=

�y
x

��1
F2

�
�1 + �2; �1; �1; 
1; �1 + �2; y; 1�

y

x

�
F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) (3.21)

= (1� x)��1
1P
m=0

1P
n=0

(a1)m+n (
1 � �1 + n)m (�2)n
(
1)m+nm!n!

�
x

x� 1

�m�
y

1� x

�n
ba¼g¬nt¬lar¬n¬gerçekler.

·Ispat. F1 in (3:2) tan¬m¬ndan

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) =
1P
m=0

1P
n=0

(a1)m (�1 +m)n (�1)m (�2)n
(
1)m (
1 +m)n

xm

m!

yn

n!

=
1P
m=0

(a1)m (�1)m
(
1)mm!

2F1(�1 +m;�2; 
1 +m; y)x
m
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dir. Eşitli¼gin sa¼g yan¬ndaki 2F1 fonksiyonuna Lemma 2.6 daki (3:14) eşitli¼gi uygu-

lan¬rsa,

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y)

=
1P
m=0

(a1)m (�1)m
(
1)mm!

(1� y)��2 2F1

�

1 � �1; �2; 
1 +m;�

y

1� y

�
xm

= (1� y)��2
1P
m=0

1P
n=0

(a1)m (
1 � �1)n (�1)m (�2)n
(
1)m+nm!n!

�
� y

1� y

�n
= (1� y)��2 F3

�
�1; 
1 � �1; �1; �2; 
1;x;�

y

1� y

�
elde edilir. Bu ise istenilendir. (3:20) ifadesi, eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki hiperge-

ometrik fonksiyonlar¬n serisel ifadeleri yerine yaz¬l¬r ve basit serisel i̧slemler yap¬l¬rsa

kolayl¬kla elde edilebilir. (3:21) eşitli¼gi de benzer i̧slemler yap¬larak bulunabilir.

3.3 Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar¬ ile Gauss Hipergeometrik

Fonksiyonu Aras¬ndaki ·Ili̧skiler

Appell hipergeometrik fonksiyonlar¬ile Gauss hipergeometrik fonksiyonu aras¬ndaki

ili̧skileri görmek için bu fonksiyonlar¬n parametrelerinin ve de¼gi̧skenlerinin özel du-

rumlar¬n¬ seçmek yeterlidir. (3:13) de y = x; (3:12) de �1 + �2 = 
1 ve (3:16) da


1 = �1 al¬narak s¬ras¬yla

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) = (1� x)
1��1��1��2 2F1 (
1 � �1; 
1 � �1 � �2; 
1;x)

= 2F1 (�1; �1 + �2; 
1;x) (3.22)

F1 (�1; �1; �2; �1 + �2;x; y) = (1� y)
��1

2F1

�
�1; �1; �1 + �2;

x� y
1� y

�
(3.23)

F2 (�1; �1; �2; �1; 
2;x; y) = (1� x)
��1

2F1

�
�1; �2; 
2;

y

1� x

�
(3.24)

eşitliklerinin varl¬¼g¬kolayl¬kla gösterilebilir. (3:19) eşitli¼ginden

F1 (�1; �1; �2; 
1;x; y) = (1� y)
��2 F3

�
�1; 
1 � �1;�1; �2; 
1;x;

y

y � 1

�
18



oldu¼gu bilinmektedir. Dolay¬s¬yla F1 fonksiyonu her zaman F3 fonksiyonu cinsin-

den elde edilebilir. Tersine (3:19) ifadesinde 
1 = �1 + �2 al¬n¬rsa F3 fonksiyonu

F1 fonksiyonu cinsinden ifade edilmi̧s olur. (3:23) den, 
1 = �1 + �2 al¬narak F1

fonksiyonunun hipergeometrik fonksiyonlar yard¬m¬yla ifade edilebilece¼gi görülmek-

tedir. Bu nedenle F3 fonksiyonlar¬n¬n 2F1 fonksiyonlar¬cinsinden ifadesini elde etmek

için (3:19) ifadesinde 
1 = �1 + �2 = �1 + �2 al¬n¬rsa

F3 (�1; 
1 � �1;�1; 
1 � �1; 
1;x; y) = (1� y)
�1+�1�
1

2F1 (�1; �1; 
1;x+ y � xy)

(3.25)

elde edilir. Şimdi de F2 fonksiyonunun F1 fonksiyonu cinsinden ifade edilebilece¼gini

gösterelim. (3:3) ile tan¬mlanan F2 fonksiyonunda 
2 = �1 ve y = � y
1�y al¬n¬p elde

edilen bu hipergeometrik seri (1� y)��2 ile çarp¬l¬rsa aşa¼g¬daki ifade elde edilir.

(1� y)��2 F2
�
�1; �1; �2; 
1; �1;x;�

y

1� y

�
Daha sonra F2 nin serisel ifadesi yerine yaz¬l¬r ve hipergeometrik fonksiyonlar için

bilinen baz¬özellikler kullan¬l¬rsa,

(1� y)��2 F2
�
�1; �1; �2; 
1; �1;x;�

y

1� y

�
= (1� y)��2

1P
m=0

1P
n=0

(a1)m+n (�1)m (�2)n
(
1)m (�1)nm!n!

xm
�
� y

1� y

�n
= (1� y)��2

1P
m=0

(a1)m (�1)m
(
1)mm!

xm 2F1

�
�1 +m;�2;�1;�

y

1� y

�
=

1P
m=0

(a1)m (�1)m
(
1)mm!

xm 2F1 (�2;�m;�1; y)

=
1P
m=0

(a1)m (�1)m
(
1)mm!

xm
(�1 � �2)m
(�1)m

2F1 (�2;�m; 1 + �2 � �1 �m; 1� y)

=
1P
m=0

(a1)m (�1)m
(
1)mm!

xm
(�1 � �2)m
(�1)m

1P
n=0

(�2)n (�m)n
(1 + �2 � �1 �m)n

(1� y)n

n!

=
1P
m=0

1P
n=0

(�1)m (�m)n (�2)n (�1 � �2)m
m!n! (
1)m (1 + �2 � �1 �m)n

xm (1� y)n

ifadesi elde edilir. m! n+ s al¬n¬rsa bu ifadenin eşiti

=
1P
n=0

1P
s=0

(�1)n+s (�1)
n (�2)n (�1 � �2)n+s

s!n! (
1)n+s (1 + �2 � �1 � n� s)n
xn+s (1� y)n

=
1P
n=0

1P
s=0

(�1)n+s (�1 � �2)s (�2)n
s!n! (
1)n+s

xn+s (1� y)n

= F1 (�1; �1 � �2; �2; 
1;x; x (1� y))
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olur ki buradan da

(1� y)��2 F2
�
�1; �1; �2; 
1; �1;x;�

y

1� y

�
= F1 (�1; �1 � �2; �2; 
1;x; x (1� y))

(3.26)

yaz¬l¬r. Bunun yan¬s¬ra, (3:26) n¬n sa¼g taraf¬ndaki F1 fonksiyonunda 
1 = �1 al¬narak

2F1 fonksiyonuna indirgenebilir. Ayr¬ca (3:26) da 
1 = 
2 = �1 al¬n¬rsa,

F2 (�1; �1; �2;�1; �1;x; y) = (1� x)
��1 (1� y)��2 2F1

�
�1; �2;�1;

xy

(1� x) (1� y)

�
(3.27)

elde edilir. Bu eşitli¼gin sa¼g yan¬ndaki ifade x ve y nin kuvvetleri cinsinden seriye

aç¬ld¬¼g¬nda birinci yandaki F2 nin de elde edilece¼gi de görülebilir.
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4. KES·IRL·I TÜREV YARDIMIYLA H·IPERGEOMETR·IK FONKS·I-

YONLAR ·IÇ·IN DO¼GURUCU FONKS·IYONLAR

Kesirli türevin tan¬m¬na basit bir yaklaş¬m

d�

dz�
feazg = D�

z feazg = a�e�z (4.1)

formülü ile verilebilir. Burada � key� bir reel ya da kompleks say¬d¬r.

f(z) =

1X
n=0

cn exp (anz)

fonksiyonu için Liouville, � y¬nc¬basamaktan kesirli türevi

D�
z ff(z)g =

1X
n=0

cn (an)
� exp (anz) (4.2)

şeklinde tan¬mlar. Euler, (4:1) ile verilen türev formülünü

Dn
z fz�g = �(�� 1):::(�� n+ 1)z��n =

�(�+ 1)

�(�� n+ 1)z
��n(n = 0; 1; 2; :::) (4.3)

şeklinde tan¬mlam¬̧st¬r. (4:2) formülü ise Euler taraf¬ndan daha genel olarak

D�
z fz�g =

�(�+ 1)

�(�� �+ 1)z
���(� key� kompleks say¬) (4.4)

şeklinde geni̧sletilmi̧stir.

Kesirli analize bir başka yaklaş¬m

D�n
z ff(z)g =

zZ
0

tnZ
0

:::

t3Z
0

t2Z
0

f(t1)dt1dt2:::dtn (4.5)

=
1

(n� 1)!

zZ
0

f(t)(z � t)n�1dt, (n = 1; 2; 3; :::)

şeklinde Cauchy�nin iterasyon integrali ile başlar.

(4:5) formülünde �n yerine � al¬n¬rsa

D�
z ff(z)g =

1

�(��)

zZ
0

f(t)(z � t)���1dt (4.6)

elde edilir. ·Integral yolu, kompleks t�düzleminde 0 dan z ye bir çizgi boyuncad¬r

ve Re(�) > 0 d¬r.
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(4:6) denklemi (��) yüncü basamaktan Riemann-Liouville kesirli integrali olarak

tan¬mlan¬r ve I��f(z) ile gösterilir.

m� 1 < Re(�) < m (m = 1; 2; :::) olmas¬durumunda (4:6) eşitli¼gi

D�
z ff (z)g =

dm

dzm
D��m
z ff(z)g

=
dm

dzm

8<: 1

�(��+m)

zZ
0

f(t)(z � t)��+m�1dt

9=; (4.7)

şeklinde yaz¬labilir. E¼ger (4:6) da f(z) = z� al¬n¬rsa

D�
z fz�g =

1

�(��)

zZ
0

t�(z � t)���1dt

8<: t = z�

dt = zd�

9=;
=

1

�(��)

1Z
0

z���(z � z�)���1zd�

=
z���

�(��)

1Z
0

��(1� �)���1d�

=
z���

�(��)B(�+ 1;��)

=
z���

�(��)
�(�+ 1)�(��)
�(�� �+ 1)

=
z����(�+ 1)

�(�� �+ 1) (4.8)

elde edilir. Burada Re(�) < 0, Re(�) > �1 d¬r.

Örnek 4.1 f(z) = z fonksiyonunun m = 1 olmak üzere � = 1
2
nci mertebeden

türevini alal¬m.

22



(4:7) eşitli¼ginden

D
1
2
z fzg =

d

dz
D

1
2
�1

z fzg

=
d

dz

8<: 1

�(�1
2
+ 1)

zZ
0

t(z � t)� 1
2
+1�1dt

9=;
8<: t = z�

dt = zd�

9=;
=

d

dz

8<: 1

�(1
2
)

1Z
0

z�(z � z�)� 1
2 zd�

9=;
=

d

dz

8<: 1p
�
z1�

1
2
+1

1Z
0

�(1� �)� 1
2d�

9=;
=

d

dz

�
1p
�
z
3
2
�(2)�(1

2
)

�(5
2
)

�
=

d

dz

�
1p
�
z
3
2B

�
2;
1

2

��
=

d

dz

�
1p
�
z
3
2
1
p
�)

3
2
1
2

p
�

�
=

d

dz

(
4z

3
2

3
p
�

)
=

4

3
p
�

3

2
z
1
2 =

2p
�
z
1
2

elde edilir. Şimdi ise elde edilen fonksiyonun � = 1
2
nci mertebeden türevini alal¬m.

D
1
2
z f

2p
�
z
1
2g =

d

dz
D

1
2
�1

z

�
2p
�
z
1
2

�

=
d

dz

8<: 1

�(�1
2
+ 1)

zZ
0

2p
�
t
1
2 (z � t)� 1

2
+1�1dt

9=;
8<: t = z�

dt = zd�

9=;
=

d

dz

8<: 1p
�

2p
�
z
1
2
� 1
2
+1

1Z
0

�
1
2 (1� �)� 1

2d�

9=;
=

d

dz

8<: 2�z
1Z
0

�
1
2 (1� �)� 1

2d�

9=;
=

d

dz

�
2

�
z
�(3

2
)�(1

2
)

�(2)

�
=
d

dz

�
2

�
z
1
2

p
�
p
�

1

�
=
d

dz
(x) = 1

elde edilir. Buradan da görüldü¼gü gibi f(z) = z nin iki defa 1
2
inci basamaktan

türevi 1 i verir.
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(4:5) iterasyon integralinden

1D
�n
z ff(z)g =

1Z
z

1Z
tn

:::

1Z
t3

1Z
t2

f(t1)dt1dt2:::dtn

=
1

(n� 1)!

1Z
z

f(t)(t� z)n�1dt,

(n = 1; 2; 3; :::) (4.9)

elde edilir ve n yerine -� al¬n¬rsa

1D
�
z ff(z)g =

1

�(��)

1Z
z

f(t)(t� z)���1dt (Re(�) < 0) (4.10)

ve

1D
�
z ff(z)g =

dm

dzm
(1D

��m
z ff(z)g)

=
dm

dzm

8<: 1

�(��+m)

1Z
z

f(t)(t� z)��+m�1dt

9=;
(m� 1 < Re(�) < m, (m = 1; 2; 3; :::)) (4.11)

elde edilir. (4:10) denklemi (��) yüncü basamaktan Weyl kesirli integrali olarak

tan¬mlan¬r ve genellikle K��f(z) ile gösterilir.

4.1 Kesirli Türevin Hipergeometrik Fonksiyonlara Uygulanmas¬

Terim terime kesirli diferensiyel alarak teoremleri ispatlamaya başlayal¬m.

Teorem 4.1 E¼ger f(z) fonksiyonu jzj < � diskinde analitikse

f(z) =

1X
n=0

anz
n, jzj < � (4.12)

şeklinde bir kuvvet serisine aç¬labilir. O halde

D�
z

�
z��1f(z)

	
=

1X
n=0

anD
�
z

�
z�+n�1

	
=

�(�)

�(�� �)z
����1

1X
n=0

an(�)n
(�� �)n

zn (4.13)
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yaz¬labilir. Burada Re(�) > 0, Re (�) < 0, jzj < � dur.
·Ispat. (4:6) ve (4:12) den

D�
z

�
z��1f(z)

	
= D�

z

(
z��1

1X
n=0

anz
n

)

=
1

�(��)

zZ
0

(z � t)���1t��1
 1X
n=0

ant
n

!
dt,

8<: t = z�

dt = zd�

9=;
=

1

�(��)

1Z
0

(z � z�)���1z��1���1
 1X
n=0

anz
n�n

!
zd�

yazabiliriz. Görülebilir ki
1X
n=0

anz
n�n

toplam¬integralin s¬n¬rlad¬¼g¬bölge üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r ve

1Z
0

�����1(1� �)���1�� d�
integrali Re(�) > 0, Re(�) < 0 için yak¬nsakt¬r. Bu yüzden integral ile toplam yer

de¼gi̧stirebilir. Buradan

D�
z

�
z��1f(z)

	
=

z����1

�(��)

1X
n=0

anz
n

1Z
0

��+n�1(1� �)���1d�

=
1X
n=0

anz
n z

����1

�(��)

1Z
0

��+n�1(1� �)���1d�

=
1X
n=0

anD
�
z

�
z�+n�1

	
=

z����1

�(��)

1X
n=0

anz
n�(�+ n)�(��)
�(�+ n� �)

=
z����1

�(��)
�(�)�(��)
�(�� �)

1X
n=0

anz
n (�)n
(�� �)n

=
z����1�(�)

�(�� �)

1X
n=0

an
(�)n

(�� �)n
zn

(Re(�) > 0;Re(�) < 0; jzj < �)

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Ayr¬ca (4:7) den görülebilir ki Re(�) < 0 k¬s¬tlamas¬na gerek yoktur. Sonuç olarak
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Teorem 4.1 aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir.

Teorem 4.2 Teorem 4.1�in kabulleri alt¬nda

D�
z

�
z��1f(z)

	
=

1X
n=0

anD
�
z

�
z�+n�1

	
=

�(�)

�(�� �)z
����1

1X
n=0

an
(�)n

(�� �)n
zn

(Re(�) > 0, jzj < �)

d¬r.

·Ispat.

D�
z

�
z��1f(z)

	
=

1X
n=0

anD
�
z

�
z�+n�1

	
=

1X
n=0

an
dm

dzm
�
D��m
z

�
z�+n�1

		
=

1X
n=0

an
dm

dzm

8<: 1

�(��+m)

zZ
0

t�+n�1(z � t)��+m�1dt

9=; ,
8<: t = z�

dt = zd�

9=;
=

1X
n=0

an
dm

dzm

8<: 1

�(��+m)

1Z
0

��+n�1z�+n�1(1� �)��+m�1z��+m�1zd�

9=;
=

1X
n=0

an
dm

dzm

8<: 1

�(��+m)z
���+m+n�1

1Z
0

��+n�1(1� �)��+m�1d�

9=;
=

1X
n=0

an
dm

dzm

�
1

�(��+m)z
���+m+n�1�(�+ n)�(m� �)

�(�� �+m+ n)

�
=

1X
n=0

an
�(�+ n)

�(�� �+m+ n)
dm

dzm
z���+m+n�1

=
1X
n=0

an
�(�+ n)

�(�� �+m+ n)
�(�� �+m+ n)

�(�� �+m+ n�m)z
���+n�1

=
�(�)

�(�� �)

1X
n=0

an
(�)n

(�� �)n
z���+n�1

=
�(�)

�(�� �)z
����1

1X
n=0

an
(�)n

(�� �)n
zn, Re(�) > 0, j z j< �

26



elde edilir.

Teorem 4.3

D���
z

�
z��1(1� az)��(1� bz)��(1� cz)�


	
=

�(�)

�(�)
z��1F

(3)
D (�; �; �; 
;�; az; bz; cz) , (4.14)

(Re(�) > 0, jazj < 1, jbzj < 1, jczj < 1.)

D���
y

�
y��1(1� y)�� 2F1

�
�; �; 
;

x

1� y

��
=

�(�)

�(�)
y��1F2 (�; �; �; 
; �;x; y) (4.15)

(Re(�) > 0, jxj+ jyj < 1.)

d¬r.

·Ispat. (4:14) eşitli¼ginin sol taraf¬ndaki (1� az)��, (1� bz)��, (1� cz)�
 n¬n serisel

ifadesi yerine yaz¬l¬r ve kesirli türev operatörü uygulan¬rsa

D���
z

�
z��1(1� az)��(1� bz)��(1� cz)�


	
= D���

z

(
z��1

1X
m;n;p=0

(�)m(�)n(
)p
m!n!p!

ambncpzm+n+p

)

=
1X

m;n;p=0

(�)m(�)n(
)p
m!n!p!

ambncpD���
z

�
zm+n+p+��1

	
=

1X
m;n;p=0

(�)m(�)n(
)p
m!n!p!

ambncp
�(m+ n+ p+ �)

�(m+ n+ p+ �� �+ �)z
m+n+p+��1��+�

=
1X

m;n;p=0

(�)m(�)n(
)p
m!n!p!

(az)m(bz)n(cz)p (�)m+n+p �(�)

(�)m+n+p�(�)
z��1

= z��1
�(�)

�(�)

1X
m;n;p=0

(�)m+n+p
(�)m+n+p

(�)m(�)n(
)p
m!n!p!

(az)m(bz)n(cz)p

= z��1
�(�)

�(�)
F
(3)
D (�; �; �; 
;�; az; bz; cz)

(Re(�) > 0, jazj < 1, jbzj < 1, jczj < 1:)

elde edilir. Burada F (3)D ler Lauricella fonksiyonlar¬d¬r.

(4:15) eşitli¼ginin sol taraf¬ndaki 2F1 hipergeometrik fonksiyonunun serisel ifadesi
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yerine yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

D���
y

�
y��1(1� y)�� 2F1

�
�; �; 
;

x

1� y

��
= D���

y

( 1X
m=0

(�)m(�)m
(
)m

xm(1� y)�m��
m!

y��1

)

= D���
y

( 1X
m=0

1X
n=0

(�)m(�)m
(
)m

(m+ �)n
m!n!

yn+��1xm

)

= D���
y

( 1X
m;n=0

(�)m+n(�)m
(
)m

xm

m!n!
yn+��1

)

=
1X

m;n=0

(�)m+n(�)m
(
)m

xm

m!n!
D���
y fyn+��1g

=
1X

m;n=0

(�)m+n(�)m
(
)m

xm

m!n!

�(n+ �)

�(n+ �� �+ �)y
n+��1��+�

=
1X

m;n=0

(�)m+n(�)m
(
)m

xm

m!n!

(�)n�(�)

�(�)(�)n
yn+��1

=
�(�)

�(�)
y��1

1X
m;n=0

(�)m+n(�)m(�)n
(
)m(�)n

xmyn

m!n!

=
�(�)

�(�)
y��1F2 (�; �; �; 
; �;x; y)

(Re(�) > 0, jxj+ jyj < 1.)

elde edilir.

Özel olarak (4:14) de c = 0 al¬n¬rsa

D���
z

�
z��1(1� az)��(1� bz)��

	
=

�(�)

�(�)
z��1

1X
m;n=0

(�)m(�)n (�)m+n
m!n!(�)m+n

(az)m(bz)n

=
�(�)

�(�)
z��1F1 (�; �; �;�; az; bz) (4.16)

elde edilir. Yine özel olarak (4:14) de a = 1, b = c = 0 al¬n¬rsa

D���
z

�
z��1(1� z)��

	
= z��1

�(�)

�(�)

1X
m=0

(�)m
m!

(�)m
(�)m

zm

= z��1
�(�)

�(�)
2F1 (�; �;�; z) (4.17)

(Re(�) > 0, j z j< 1:)

elde edilir.
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4.2 Lineer Do¼gurucu Fonksiyonlar

[(1� x)� t]�� = (1� t)��
�
1� x

1� t

���
(4.18)

[1� (1� x)t]�� = [1� t+ xt]�� = [1� t]��
�
1 +

xt

1� t

���
(4.19)

elemanter i̧slemlerini gözönüne alal¬m. (4:18) ifadesinden do¼gurucu fonksiyon elde

etmek için

[(1� x)� t]�� = (1� x)��
�
1� t

1� x

���
= (1� x)��

1X
n=0

(�)n
n!

tn

(1� x)n ,
���� t

1� x

���� < 1
=

1X
n=0

(�)n
n!
(1� x)���ntn

= (1� t)��
�
1� x

1� t

���
(4.20)

şeklinde yazal¬m. Bu ifadenin her iki yan¬ x��1 ile çarp¬l¬p D���
x kesirli türev

operatörü uygulan¬rsa

D���
x

( 1X
n=0

(�)n
n!
x��1(1� x)���ntn

)
= (1� t)��D���

x

(
x��1

�
1� x

1� t

���)
(4.21)

elde edilir. jtj < j1� xj ve Re(�) > 0 oldu¼gundan türevle toplam yer de¼gi̧stirilebilir.

1X
n=0

(�)n
n!
D���
x

�
x��1(1� x)���n

	
tn = (1� t)��D���

x

(
x��1

�
1� x

1� t

���)

ve yukar¬daki ifadede (4:17) özelli¼gi kullan¬l¬rsa

1X
n=0

�(�)

�(�)
x��1 2F1 (�+ n; �; �;x)

(�)nt
n

n!

=
�(�)

�(�)
x��1

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�+ n; �; �;x) t
n

= (1� t)���(�)
�(�)

x��1 2F1

�
�; �; �;

x

1� t

�
(jxj < 1, jxj < j1� tj , jxj < min f1; j1� tjg)

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�+ n; �; �;x) t
n = (1� t)�� 2F1

�
�; �; �;

x

1� t

�
(4.22)
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elde edilir. Eşitli¼gin sa¼g yan¬ 2F1 hipergeometrik fonksiyonlar¬ için bir do¼gurucu

fonksiyondur.

(4:19)�dan

[1� (1� x)t]�� = (1� t)��
�
1 +

xt

1� t

���
1X
n=0

(�)n
n!
(1� x)ntn = (1� t)��

�
1 +

xt

1� t

���
, j1� xj jtj < 1 =) jtj < j1� xj�1

ifadesi eşitli¼ginin her iki taraf¬x��1 (1� x)�� ile çarp¬l¬rsa,

1X
n=0

(�)n
n!
x��1 (1� x)n�� tn = (1� t)�� x��1 (1� x)��

�
1 +

xt

1� t

���

ifadesi jtj < j1� xj�1 şart¬sa¼glanmak üzereD���
x kesirli türev operatörü uygulan¬rsa

1X
n=0

(�)n
n!
D���
x

�
x��1 (1� x)n��

	
tn

= (1� t)��D���
x

(
x��1(1� x)��

�
1 +

xt

1� t

���)
�
jxj < 1,

���� xt1� t

���� < 1�

elde edilir. (4:16) ve (4:17) den

1X
n=0

(�)n
n!
x��1

�(�)

�(�)
2F1 (�� n; �; �;x) tn

= (1� t)�� �(�)
�(�)

x��1F1

�
�; �; �; �;x;

�xt
1� t

�

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�� n; �; �;x) tn = (1� t)�� F1
�
�; �; �; �;x;

�xt
1� t

�
(4.23)

yaz¬labilir. (4:23) de � = � � � al¬n¬r ve

F1 (�; �; �
0; � + �0;x; y) = (1� y)�� 2F1

�
�; �; � + �0;

x� y
1� y

�
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ba¼g¬nt¬s¬kullan¬l¬rsa, yukar¬daki eşitlik

1X
n=0

(� � �)n
n!

2F1 (�� n; �; �;x) tn = (1� t)��� F1
�
�; �; � � �; �;x; �xt

1� t

�
= (1� t)���

�
1 +

xt

1� t

���

� 2F1

0B@�; �; �; x+
xt

1� t
1 +

xt

1� t

1CA
= (1� t)���+� (1� t+ xt)�� (4.24)

� 2F1

�
�; �; �;

x

1� t+ xt

�
şeklinde yaz¬labilir. (4:24) de � = 0 al¬n¬rsa

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x) tn = (1� t)��� (1� t+ xt)�� (4.25)

elde edilir. Bu ifadeyi t
�1 ile çarp¬p her iki tarafa D
��
t kesirli türev operatörü

uygulan¬rsa,

D
��
t

( 1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x) tn+
�1
)

= D
��
t ft
�1 (1� t)��� (1� t+ xt)��g

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x)
� (n+ 
)

� (n+ 
 � 
 + �)t
n+
�1�
+�

= D
��
t ft
�1 (1� t)��� (1� t+ xt)��g

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x)
(
)n � (
)

(�)n � (�)
tn+��1

= D
��
t ft
�1 (1� t)��� (1� t+ xt)��g

� (
)

� (�)
t��1

1X
n=0

(�)n (
)n
(�)n

2F1 (�n; �; �;x) tn

=
� (
)

� (�)
t��1F1 (
; � � �; �; �; t; t� xt)

1X
n=0

(�)n (
)n
(�)n

2F1 (�n; �; �;x) tn = F1 (
; � � �; �; �; t; t (1� x)) (4.26)

elde edilir.
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4.3 Bilineer Do¼gurucu Fonksiyonlar

Bilineer do¼gurucu fonksiyonlar¬elde elde etmek için bir önceki bölümde elde edilen

Lineer do¼gurucu fonksiyonlar¬n baz¬özellikleri kullan¬lacakt¬r.

Durum 4.1 t yerine (1� y) t al¬narak elde edilen Do¼gurucu Fonksiyon-

lar

Alt bölümde elde edilen,

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�+ n; �; �;x) t
n = (1� t)�� 2F1

�
�; �; �;

x

1� (1� y) t

�
jxj < 1,

���� xt1� t

���� < 1
ifadesinde t yerine (1� y) t al¬n¬p her iki taraf y
�1 ile çarp¬l¬p D
��

y operatörü

uygulan¬rsa,

D
��
y

" 1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�+ n; �; �;x) y

�1 (1� y)n tn

#
(4.27)

= D
��
y

�
y
�1(1� (1� y) t)�� 2F1

�
�; �; �;

x

1� (1� y) t

��

elde edilir. Re(
) > 0 k¬s¬tlamas¬, integralle, toplam¬n yer de¼gi̧stirmesini sa¼glar.

jxj < 1,
����1� y1� xt

���� < 1 ve ���� x

1� t

����+ ���� yt1� t
���� < 1

kabulleri alt¬nda bilineer do¼gurucu fonksiyon elde etmek için (4:15) ve (4:17) for-

mülleri (4:27) eşitli¼gine uygulan¬rsa

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�+ n; �; �;x)D

��
y

�
y
�1 (1� y)n

	
tn

= D
��
y

8><>:y
�1 (1� t)��
�
1 +

yt

1� t

���
2F1

0B@�; �; �;
x

1� t
1 +

yt

1� t

1CA
9>=>;
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1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�+ n; �; �;x)
� (
)

� (�)
y��1 2F1 (
;�n; �; y) tn

= (1� t)��D
��
y

8><>:y
�1
�
1� �yt

1� t

���
2F1

0B@�; �; �;
x

1� t
1 +

yt

1� t

1CA
9>=>;

= (1� t)�� � (
)
� (�)

y��1F2

�
�; �; 
; �; �;

x

1� t ;
�yt
1� t

�
1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�+ n; �; �;x) 2F1 (
;�n; �; y) tn

= (1� t)�� F2
�
�; �; 
; �; �;

x

1� t ;
�yt
1� t

�
(4.28)�

jxj < 1,
���� x

1� t

����+ ���� yt1� t
���� < 1, ���� x

1� (1� y)t

���� < 1�
elde edilir. Di¼ger yandan (4:25) eşitli¼ginde t yerine (1� y) t al¬n¬r, her iki taraf

y
�1 (1� wy)�� ile çarp¬l¬r ve D
��
y kesirli türev operatörü uygulan¬rsa

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x) tn = (1� t)��� (1� t+ xt)��

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x)D
��
y

�
y
�1 (1� y)n (1� wy)��

	
tn

= D
��
y

n
(1� t+ yt)��� (1 + t(x� 1)� yt(x� 1))�� y
�1 (1� wy)��

o
1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x)
� (
)

� (�)
y��1F1 (
;�n; �; �; y; wy) tn

= (1� t)��� (1� t+ xt)��

�D
��
y

(�
1 +

yt

1� t

���� �
1� yt (x� 1)

1� t+ xt

���
y
�1 (1� wy)��

)
= (1� t)��� (1� t+ xt)��

�� (
)
� (�)

y��1F
(3)
D

�

;��+ �; �; �; �; �yt

1� t ;
yt (x� 1)
1� t+ xt; wy

�
1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x)F1 (
;�n; �; �; y; wy) tn (4.29)

= (1� t)��� (1� t+ xt)�� F (3)D

�

; � � �; �; �; �; yt

t� 1 ;
(x� 1) yt
1� t+ xt; wy

�
33



elde edilir. Burada � key� parametredir.

(4:28) in özel durumlar¬n¬elde etmek için ilk olarak bu eşitlikte � = �� � yaz¬l¬r ve

2F1 (a; b; c; z) = (1� z)�b 2F1

�
c� a; b; c; z

z � 1

�

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

1X
n=0

(� � �)n
n!

2F1 (� � �+ n; �; �;x) 2F1 (�n; 
; �; y) tn

= (1� t)��� F2
�
� � �; �; 
; �; �; x

1� t ;
�yt
1� t

�

1X
n=0

(� � �)n
n!

2F1

�
�� n; �; �; x

x� 1

�
2F1 (�n; 
; �; y) tn

= (1� x)� (1� t)��� F2
�
� � �; �; 
; �; �; x

1� t ;
�yt
1� t

�

olur. Burada
x

x� 1 yerine x al¬n¬rsa

1X
n=0

(� � �)n
n!

2F1 (�� n; �; �;x) 2F1 (�n; 
; �; y) tn

= (1� x)�� (1� t)��� F2
�
� � �; �; 
; �; �; x

(x� 1) (1� t) ;
yt

t� 1

�
(4.30)

elde edilir.

F2 (�; �; �
0; 
; �;x; y) = (1� y)��

0
F1

�
�; �� �0; �0; 
;x; x

1� y

�
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ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla (4:30) un � = 0 özel durumu
1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x) 2F1 (�n; 
; �; y) tn

= (1� x)�� (1� t)�� F2
�
�; �; 
; �; �;

x

(1� x) (t� 1) ;
yt

t� 1

�
= (1� x)�� (1� t)�� F2

�
�; 
; �; �; �;

yt

t� 1 ;
x

(1� x) (t� 1)

�
= (1� x)�� (1� t)��

�
1� x

(1� x) (t� 1)

���

�F1

0B@
; � � �; �; �; yt

t� 1 ;

yt

t� 1
1� x

(1� x) (t� 1)

1CA
= (1� x)�� (1� t)��

�
t� 1� xt+ x� x
(1� x) (t� 1)

���
�F1

�

; � � �; �; �; yt

t� 1 ;
yt

t� 1
(1� x) (t� 1)
t� 1� xt

�
= (1� t)��� (1� t+ xt)�� F1

�

; � � �; �; �; yt

t� 1 ;
� (x� 1) yt
t� 1� xt

�
= (1� t)��� (1� t+ xt)�� F1

�

; � � �; �; �; yt

t� 1 ;
(x� 1) yt
1� t+ xt

�
(4.31)

şeklinde bilineer do¼gurucu fonksiyonu verir. (4:31) de � = � al¬n¬rsa
1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x) 2F1 (�n; 
; �; y) tn

= (1� t)��� (1� t+ xt)�� F1
�

; � � �; �; �; yt

t� 1 ;
(x� 1) yt
1� t+ xt

�
= (1� t)��� (1� t+ xt)�� F1

�

; �; � � �; �; (x� 1) yt

1� t+ xt;
yt

t� 1

�
= (1� t)��� (1� t+ xt)��

�
1� yt

t� 1

��


� 2F1

0BB@
; �; �;
(x� 1) yt
1� t+ xt �

yt

t� 1
1� yt

t� 1

1CCA
= (1� t)���+
 (1� t+ xt)�� (1� t+ yt)�
 (4.32)

� 2F1

�

; �; �;

xyt

(1� t+ xt) (1� t+ yt)

�
elde edilir. Burada

F1 (a; b; b
0; b+ b0;x; y) = (1� y)�a 2F1

�
a; b; b+ b0;

x� y
1� y

�
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özelli¼gi kullan¬lm¬̧st¬r.

(4:29) bilateral ba¼g¬nt¬s¬n¬n özel bir durum elde etmek için w = 1 al¬n¬rsa ve

F1 (a; b; b
0; c;x; x) = 2F1 (a; b+ b

0; c;x)

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa, (4:29) ba¼g¬nt¬s¬

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x)F1 (
;�n; �; �; y; y) tn

= (1� t)��� (1� t+ xt)�� F (3)D

�

; � � �; �; �; �; yt

t� 1 ;
(x� 1) yt
1� t+ xt; y

�

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x) 2F1 (
; �� n; �; y) tn

= (1� t)��� (1� t+ xt)�� F (3)D

�

; � � �; �; �; �; yt

t� 1 ;
(x� 1) yt
1� t+ xt; y

�
haline dönüşür. � = 0 için bu ba¼g¬nt¬

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x)F1 (
;�n; �; y) tn

= (1� t)��� (1� t+ xt)��
1X

m;n;p=0

(
)m+n+p (� � �)m (�)n(�)p
(�)m+n+p

�
yt
t�1
�m � (x�1)yt

1�t+xt

�n
yp

m!n!p!

= (1� t)��� (1� t+ xt)��
1X

m;n=0

(
)m+n (� � �)m (�)n
(�)m+n

�
yt
t�1
�m � (x�1)yt

1�t+xt

�n
m!n!

= (1� t)��� (1� t+ xt)�� F1
�

; � � �; �; �; yt

t� 1 ;
(x� 1) yt
1� t+ xt

�

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x) 2F1 (
; �� n; �; y) tn

= (1� t)��� (1� t+ xt)�� F1
�

; � � �; �; �; yt

t� 1 ;
(x� 1) yt
1� t+ xt

�
(4:31) ba¼g¬nt¬s¬na indirgenir.
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Durum 4.2 t yerine
t

1� y al¬narak elde edilen Do¼gurucu Fonksiyonlar

(4:22) eşitli¼ginin her iki taraf¬y
�1 ile çarp¬l¬p D
��
y operatörü uygulan¬rsa

D
��
y

(
y
�1

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�+ n; �; �;x) (1� y)���n tn
)

= (1� t)��D
��
y y
�1

1X
n=0

(�)n (�)n
n! (�)n

�
� xy

1� t

�n
[1� y= (1� t)]���n .

� 2F1

�
�+ n; �+ n; � + n;

x= (1� t)
1� y= (1� t)

�
olur.

Re (
) > 0, jxj < 1, jyj < 1,
���� t

(1� x) (1� y)

���� < 1
şartlar¬alt¬nda toplamla türev yer de¼gi̧stirebilir. Bu yüzden (4:15) ve (4:17) formül-

lerinden

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�+ n; �; �;x) 2F1 (�+ n; 
; �; y) t
n

= (1� t)��
1X
n=0

(�)n (�)n (
)n
n! (�)n (�)n

�
xy

t� 1

�n
�F2

�
�+ n; �+ n; 
 + n; � + n; � + n;

x

1� t ;
y

1� t

�
bilineer bir ili̧ski elde edilir.

[(1� x) (1� y)� t]�� = (1� t)��
��
1� x

1� t

��
1� y

1� t

�
� xyt

(1� t)2
���

elemanter eşitli¼ginden���� t

(1� x) (1� y)

���� < 1 ve ���� xyt

(1� x� t) (1� y � t)

���� < 1
özelliklerinden

D���
x D
��

y

( 1X
n=0

(�)n
n!
x��1 (1� x)���n y
�1 (1� y)���n tn

)

= (1� t)��D���
x D
��

y

1X
n=0

(�)nt
n

n! (1� t)2n
x�+n�1

�
1� x

1� t

����n
�y
+n�1

�
1� y

1� t

����n
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elde edilir. Re(�) > 0, Re(
) > 0 ve

���� x

1� t

���� < 1, ���� y

1� t

���� < 1 şartlar¬alt¬nda
1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�+ n; �; �;x) 2F1 (�+ n; 
; �; y) t
n

= (1� t)��
1X
n=0

(�)n(�)n(
)n
n!(�)n(�)n

�
xyt

(1� t)2
�n

(4.33)

� 2F1

�
�+ n; �+ n; � + n;

x

1� t

�
2F1

�
�+ n; 
 + n; � + n;

y

1� t

�
yaz¬labilir. � = � = � için (4:33) eşitli¼gi

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�+ n; �;�;x) 2F1 (�+ n; 
;�; y) t
n

= (1� t)�+
�� (1� x� t)�� (1� t� y)�


� 2F1

�
�; 
;�;

xyt

(1� x� t) (1� y � t)

�
eşitli¼gine indirgenir. (4:23), (4:25) ve (4:26) do¼gurucu fonksiyonlar¬ kullan¬larak

benzer şekilde

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�� n; �; �;x) 2F1 (�+ n; 
; �; y) t
n

= (1� t)�� FM
�

; �; �; �; �; �; �; �; �;

y

1� t ; x;
xt

1� t

�

1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x) 2F1 (�+ n; 
; �; y) t
n

= (1� t)��� (1� t+ xt)�� F (3)D

�

; � � �; �; �� �; �; y

1� t ;
y

1� t+ xt; y
�

1X
n=0

(�)n (
)n
n! (�)n

2F1 (�n; �; �;x) 2F1 (
 + n; �;�; y) t
n

= FG (
; 
; 
; �; �;��;�; �; �; y; t; (1� x) t)

şeklinde elde edilebilir.
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Durum 4.3 t yerine yt ya da yt=1� y al¬narak elde edilen Do¼gurucu

Fonksiyonlar

(4:25) de t yerine yt=1� y al¬n¬rsa
1X
n=0

(�)n (
)n
n! (�)n

2F1 (�n; �; �;x) 2F1 (�; 
 + n; � + n; y) t
n

= F
(3)
D (
; � � �; �; �; �; t; (1� x) t; y)

elde edilir. Tekrar (4:25) de t yerine yt=1� y al¬n¬rsa
1X
n=0

(�)n (
)n
n! (�)n

2F1 (�n; �; �;x) 2F1 (� + n; 
 + n; � + n; y) t
n

= F1 (
; � � �; �; �; y + t; y + (1� x) t)

bulunur ki bu eşitlikler bilineer do¼gurucu fonksiyon olarak bilinir.
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5. KES·IRL·I TÜREV YARDIMIYLA ÇOK DE¼G·IŞKENL·I JACOB·I

POL·INOMLARI ·IÇ·IN DO¼GURUCU FONKS·IYONLAR

Kesirli Kalkulüs konusu üzerine birçok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Geçmi̧s y¬llarda, key�

(kesirli) s¬n¬rlar¬ olan Laguerre polinomlar¬, genelleştirilmi̧s Legendre polinomlar¬

ve genelleştirilmi̧s Gegenbauer fonksiyonlar¬tan¬mlanm¬̧st¬r ve çok de¼gi̧skenli fonksi-

yonlar¬n kesirli türevleri ( Riemann-Liouville) elde edilmi̧stir. Bunlara ek olarak pek

çok alandaMatematiksel Analizin sahas¬olarak kesirli kalkulüs operatörlerinin uygu-

lamalar¬tart¬̧s¬lm¬̧st¬r. Hipergeometrik Fonksiyonlar Teorisinde, adi ve k¬smi dife-

ransiyel denklemlerde ve integral denklemlerde kesirli türevin kullan¬ld¬¼g¬n¬içeren

birçok örnek vard¬r. Kesirli kalkulüs teorisinde en çok tart¬̧s¬lan araçlardan bir tanesi

di¤erintegral operatörü cD
�
z dir ve daha önceki bölümde verildi¼gi gibi aşa¼g¬daki şe-

kilde tan¬mlan¬r:

cD
�
z ff (z)g (5.1)

: =

8>>><>>>:
1

� (��)

zZ
c

(z � �)���1 f (�) d� ; (c 2 R; R (�) < 0)

dm

dzm
cD

��m
z ff (z)g ; (m� 1 � Re (�) < m ; m 2 N)

integralin var olmas¬koşuluyla. (5:1) de c = 0 al¬n¬rsa D�
z operatörü

D�
z ff (z)g := 0D

�
z ff (z)g (� 2 C) (5.2)

olur. Temel olarak klasik Riemann-Liouville kesirli türevi (ya da integrali) � (-� )

s¬n¬r¬yla verilir:

D�
z

�
z�
	
=

� (�+ 1)

� (�� �+ 1)z
���

( Re (�) > �1) ;

dir. Benzer şekilde (5:1) de

f (z) = z��1 (1� az)�� (1� bz)�� (1� cz)�


al¬n¬rsa

D���
z

n
z��1 (1� az)�� (1� bz)�� (1� cz)�


o
(5.3)

=
� (�)

� (�)
z��1F

(3)
D [�; �; �; 
;�; az; bz; cz]

40



(Re (�) > 0 ; jazj < 1 ; jbzj < 1 ; jczj < 1)

elde edilir ve

D���
y

�
y��1 (1� y)�� 2F1

�
�; �; 
;

x

1� y

��
(5.4)

=
� (�)

� (�)
y��1F2 [�; �; �; 
; �;x; y]

(Re (�) > 0 ; jxj+ jyj < 1)

şeklinde yaz¬labilir.

Bu bölümün temel amac¬kesirli türev yard¬m¬yla çok de¼gi̧skenli Jacobi polinomlar¬

için do¼gurucu fonksiyonlar elde etmektir. P (�;�)n (x) klasik Jacobi polinomlar¬için

Rodrigues formulü ve bu polinomlar¬n hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden ifadesi

s¬ras¬yla aşa¼g¬daki gibidir:

P (�;�)n (x) =
(�1)n (1� x)�� (1 + x)��

2nn!

� dn

dxn

n
(1� x)n+� (1 + x)n+�

o
P (�;�)n (x) =

(�+ 1)n
n!

2F1

�
�n; � + � + n+ 1;�+ 1; 1� x

2

�
(5.5)

tan¬mlan¬r. Genelleştirilmi̧s hipergeometrik fonksiyonlar ise rFs ile gösterilir:

rFs (�1; :::; �r; �1; :::; �s;x) =
1X
n=0

(�1)n ::: (�r)n
(�1)n ::: (�s)n

xn

n!

ve şeklinde tan¬mlan¬r.

Burada (�)k:=� (�+ 1) ::: (�+ k � 1) ve (�)0 := 1 Pochhammer sembolünü göster-

mektedir. Bu polinomlar (�1; 1) aral¬¼g¬nda,

! (x) = (1� x)� (1 + x)� :

a¼g¬rl¬k fonsiyonuna göre ortogonaldirler. Bunu sonucu olarak Jacobi polinomlar¬,

P �(�;�)n (x) = P (�;�)n (2x� 1)

! (x) = x� (1� x)� a¼g¬rl¬k fonsiyonuna göre (0; 1) aral¬¼g¬nda ortogonaldir. P �(�;�)n (x)

çok de¼gi̧skenli Geni̧sletilmi̧s Jacobi Polinomlar¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

P �(�1;:::;�r;�1;:::;�r)n1;:::;nr
(x1; :::; xr) = P �(�1;�1)n1

(x1) :::P
�(�r;�r)
nr (xr)

= P �(�1;:::;�r;�1;:::;�r)n (x) (5.6)
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Burada x = (x1; :::; xr) ve n = n1+:::+nr; n1; :::; nr 2 N0 := f0g[N = f0g[f1; 2; :::g

d¬r. Çok de¼gi̧skenli Jacobi polinomlar¬P �(�1;:::;�r;�1;:::;�r)n (x) ,


 = f(x1; :::; xr) : 0 < xi < 1; i = 1; 2; :::; rg :

bölgesi üzerinde,

! (x1; :::; xr) = !1 (x1) :::!r (xr) = (1� x1)�1 x�11 ::: (1� xr)
�r x�rr

a¼g¬rl¬k fonsiyonuna göre ortogonaldir.

Çok de¼gi̧skenli Jacobi polinomlar¬n¬n geni̧sletmeleri olan P �(�;�)n (x) polinomlar¬, ke-

sirli türev operatörleri yard¬m¬yla tan¬mland¬ve polinomlar için çeşitli kar¬̧s¬k do¼gu-

rucu fonsiyonlar kesirli türev operatörleri yard¬m¬yla elde edildi

5.1 Kesirli Türev Yard¬m¬yla Çok De¼gi̧skenli Jacobi Polinomlar¬

Bu bölümde kesirli türev operatörü yard¬m¬yla Çok de¼gi̧skenli Jacobi polinomlar¬

için çeşitli do¼gurucu fonksiyonlar elde edildi.

Teorem 5.1 Çok de¼gi̧skenli Jacobi Polinomar¬

P �(����n; �+�)n (x) = P �(����n; �+�)n1;:::;nr
(x1; :::; xr)

=

rY
i=1

(�1)ni � (�i + �i + ni + 1) x
�(�i+�i)
i

ni!� (�i + �i + 1)

�D�1��1
x1

:::D�r��r
xr

(
rY
j=1

x
�j+�j
j (1� xj)nj

)
(5.7)

eşitli¼gini sa¼glarlar. Burada D�i��i
xi (i = 1; 2; :::; r) (5:2) de tan¬mland¬¼g¬gibidir ve

Re (�i + �i) > �1 ; Re (�i + �i) > �1 ; i = 1; 2; :::; r;

(�� �� n;� + �) = (�1 � �1 � n1; :::; �r � �r � nr; �1 + �1; :::; �r + �r) :

dir.
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Teorem 5.2 (5:7) ile tan¬mlanan P �(����n; �+�)n (x) çok de¼gi̧skenli Jacobi polinom-

lar¬

(i)

1P
n1;:::;nr=0

(�1)n1 ::: (�r)nr (�1)
n

(�1 + �1 + 1)n1 ::: (�r + �r + 1)nr

�P �(����n; �+�)n1;:::;nr
(x1; :::; xr) t

n1
1 :::t

nr
r (5.8)

=
rY
i=1

(1� ti)��i 2F1

�
�i + �i + 1; �i; �i + �i + 1;�

xiti
1� ti

�
:

(ii)
1X
n=0

yn (x1; :::; xr) t
n

=
rY
i=1

(1� t)��i 2F1

�
�i + �i + 1; �i; �i + �i + 1;�

xit

1� t

�
(5.9)

yaz¬labilir. Burada

yn (x1; :::; xr)

=
nX

n1=0

n�n1X
n2=0

:::

n�n1�:::�nr�2X
nr�1=0

�n (n1; :::; nr�1)

�P �(�1��1�n+n1+:::+nr�1;�2��2�n1;:::;�r��r�nr�1; �1+�1;:::;�r+�r)n�(n1+:::+nr�1);n1;:::;nr�1 (x1; :::; xr)

dir ve ayr¬ca

�n (n1; :::; nr�1) =
(�1)n (�1)n�(n1+:::+nr�1) (�2)n1 ::: (�r)nr�1

(�1 + �1 + 1)n�(n1+:::+nr�1) (�2 + �2 + 1)n1 ::: (�r + �r + 1)nr�1
:

d¬r.

·Ispat. (i) Aşa¼g¬daki eşitli¼gi göz önüne alal¬m.

rY
i=1

[1� (1� xi) ti]��i =
rY
i=1

(1� ti)��i
�
1 +

xiti
1� ti

���i
: (5.10)

E¼ger (5:10) ün sol taraf¬tekrar yaz¬l¬rsa

1P
n1;:::;nr=0

(�1)n1 ::: (�r)nr
n1!:::nr!

(1� x1)n1 tn11 ::: (1� xr)
nr tnrr =

rY
i=1

(1� ti)��i
�
1 +

xiti
1� ti

���i
:

(5.11)

elde edilir. (5:11) in her iki taraf¬n¬x�1+�11 :::x
�r+�r
r ile çarp¬l¬r ve D�1��1

x1 :::D
�r��r
xr

kesirli türev operatörü uygulan¬r ve (5:3) ve (5:7).gözönüne al¬n¬rsa (i) ile gösterilen
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eşitlik elde edilir.

(ii) (5:10) de ti (i = 1; :::; r) yerine t al¬n¬rsa ve benzer hesaplamalar yap¬l¬rsa, (5:9)

eşitli¼gi elde edilir.

Sonuç 5.1 E¼ger Teorem 5.2 (i) de �i = �ki (i = 1; :::; r) al¬n¬rsa,

k1;:::;krP
n1;:::;nr=0

(�k1)n1 ::: (�kr)nr (�1)
n

(�1 + �1 + 1)n1 ::: (�r + �r + 1)nr
P �(����n; �+�)n1;:::;nr

(x1; :::; xr) t
n1
1 :::t

nr
r

=

rY
i=1

(1� ti)ki 2F1

�
�i + �i + 1;�ki; �i + �i + 1;�

xiti
1� ti

�
:

elde edilir.

E¼ger Teorem 5.2 (i) ye kesirli türev operatörleri uygulan¬rsa, çok de¼gi̧skenli Ja-

cobi polinomlari P �(����n; �+�)n (x) için aşa¼g¬daki kar¬̧s¬k do¼gurucu fonksiyonlar elde

edilir:

Teorem 5.3 P
�(����n; �+�)
n (x) çok de¼gi̧skenli Jacobi polinomlar¬ ve F1 Appell

hipergeometrik fonksiyonlar¬için kar¬̧s¬k do¼gurucu fonksiyonlar aşa¼g¬daki gibidir:

1P
n1;:::;nr=0

(�1)n P �(����n; �+�)n1;:::;nr
(x)F1 (
1; �1;�n1; �1;w1y1; y1)

�:::� F1 (
r; �r;�nr; �r;wryr; yr) tn11 :::tnrr

=
rY
i=1

n
(1� ti)�i��i (1� ti + xiti)�(�i+�i+1)

� F (3)D

�

i; �i;��i + �i; �i + �i + 1; �i;wiyi;

tiyi
ti � 1

;
(xi � 1) tiyi
1� ti + xiti

��

·Ispat. P �(����n; �+�)n1;:::;nr (x) çok de¼gi̧skenli Jacobi polinomlar¬için

rY
i=1

2F1 (�ni; �i + �i + 1; �i + �i + 1; xi)

=
rY
i=1

ni!

(�i + �i + 1)ni
P �(����n; �+�)n1;:::;nr

(x) (�1)n (5.12)

ve
1X
n=0

(�)n
n!

2F1 (�n; �; �;x) tn = (1� t)��� (1� t+ xt)�� :
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eşitlikleri gözönüne al¬n¬rsa

1X
n1;:::;nr=0

P �(����n; �+�)n1;:::;nr
(x) (�1)n tn11 :::tnrr

=

rY
i=1

(1� ti)�i��i (1� ti + xiti)�(�i+�i+1) : (5.13)

elde edilir. (5:13) de (1�yi)ti (i = 1; 2; :::; r) yerine ti al¬n¬p, (5:13) nin her iki taraf¬

y

i�1
i (1 � wiyi)��i (i = 1; 2; :::; r) ile çarp¬l¬p ve D
1��1

y1 :::D

r��r
yr kesirli türev ope-

ratörü uygulan¬rsa; çok de¼gi̧skenli Jacobi polinomlar¬ve F1 Appell hipergeometrik

fonksiyonlar¬için kar¬̧s¬k do¼gurucu fonksiyonlar elde edilir.

Sonuç 5.2 Teorem 5.3 de �i = 0 (i = 1; 2; :::; r) al¬n¬rsa,

1P
n1;:::;nr=0

(�1)n P �(��n; �)n1;:::;nr
(x) 2F1 (
1;�n1; �1; y1)

�:::� 2F1 (
r;�nr; �r; yr) tn11 :::tnrr

=
rY
i=1

n
(1� ti)�i (1� ti + xiti)�(�i+�i+1)

� F1
�

i;��i; �i + �i + 1; �i;

tiyi
ti � 1

;
(xi � 1) tiyi
1� ti + xiti

��
elde edilir. Burada

(�� n;�) = (�1 � n1; :::; �r � nr; �1; :::; �r) :

d¬r.

Teorem 5.4 Çok de¼gi̧skenli Jacobi polinomlar¬ve 2F1 hipergeometrik fonksiyon-

lar¬için di¼ger bir do¼gurucu fonksiyon

1P
n1;:::;nr=0

H (n1; :::nr)P
�(����n; �+�)
n (x) 2F1 (
1; �1 + n1; �1; y1)

�:::� 2F1 (
r; �r + nr; �r; yr) t
n1
1 :::t

nr
r

=

rY
i=1

(1� ti)��i F2
�
�i; �i + �i + 1; 
i; �i + �i + 1; �i;

�xiti
1� ti

;
yi

1� ti

�
şeklindedir.
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Burada,

H (n1; :::nr) =

rY
i=1

(�i)ni (�1)
ni

(�i + �i + 1)ni
:

d¬r.

·Ispat. Teorem 5.2 (i) de, e¼ger ti (i = 1; 2; :::; r) yerine
ti

1� yi
al¬n¬p, y
1�11 :::y


r�1
r çarp¬l¬p,

D

1��1
y1 :::D


r��r
yr kesirli türev operatörü uygulan¬rsa, istenilen kar¬̧s¬k do¼gurucu fonksiyon

elde edilir.

Teorem 5.5 P �(����n; �+�)n (x) çok de¼gi̧skenli Jacobi polinomlar¬olmak üzere

1P
n1;:::;nr=0

l (n1; :::nr)P
�(����n; �+�)
n (x) y�1+n11 ::: y�r+nrr tn11 :::t

nr
r

=

rY
i=1

� (�i + �i) � (
i)

� (�i + 
i) � (�i)
(�ti)��i F2

�
�i; �i + �i + 1; 
i; �i + �i + 1; �i;xi;

1

yiti

�
bir. Burada

l (n1; :::nr) =
rY
i=1

(�i)ni (�1)
ni (�i + 
i)ni

(�i + �i + 1)ni (�i + �i)ni
:

dir.

·Ispat. Teorem 5.2 (i) de yiti (i = 1; 2; :::; r) yerine ti al¬n¬p, (5:8) ¬n her iki taraf¬

y
�1+
1�1
1 :::y

�r+
r�1
r , ile çarp¬l¬p, D
1��1

y1 :::D

r��r
yr kesirli türev operatörü uygulan¬rsa

ve sonra (5:4) kullan¬l¬rsa, istenilen sonuç elde edilir.

(5:7) de r = 1 al¬narsa P �(�1;:::;�r;�1;:::;�r)n (x1; :::; xr) çok de¼gi̧skenli Jacobi polinom-

lar¬, P �(����n;�+�)n (x) klasik Jacobi polinomlar¬na indirgenir.ve bu polinomlar kesirli

türev yard¬m¬yla

P �(����n;�+�)n (x) =
(�1)n � (� + �+ n+ 1) x�(�+�)

n!� (�+ � + 1)

�D���
x

�
x�+� (1� x)n

	
şeklinde tan¬mlan¬rlar. BuradaR (� + �) > �1 veR (�+ �) > �1 d¬r. P �(����n;�+�)n (x)

Jacobi polinomlar¬için

1P
n=0

(�)n (�1)
n

(� + �+ 1)n
P �(����n;�+�)n (x) tn (5.14)

= (1� t)�� 2F1

�
�+ � + 1; �; � + �+ 1;� xt

1� t

�
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d¬r ve aşa¼g¬daki eşitlikler geçerlidir:

kP
n=0

(�k)n (�1)
n

(� + �+ 1)n
P �(����n;�+�)n (x) tn

= (1� t)k 2F1

�
�+ � + 1;�k; � + �+ 1;� xt

1� t

�
veya

kP
n=0

(�k)n (�1)
n

(� + �+ 1)n
P �(����n;�+�)n (x) tn

=
(t� 1)k k!
(� + �+ 1)k

P
�(����k;�+�)
k

�
� xt

1� t

�
d¬r. (5:14) eşitli¼gi (Srivastava, p. 108, Eq. (16)) daki eşitli¼gin özel bir durumunu

verir. Yukar¬da elde edilen teoremlerin sonucu olarak P �(����n;�+�)n (x) Jacobi poli-

nomlar¬için aşa¼g¬daki bilateral do¼gurucu fonksiyonlar elde edilir:
1X
n=0

P �(����n;�+�)n (x)F1 (
; �;�n; �;wy; y) (�t)n

= (1� t)��� (1� t+ xt)�(�+�+1)

�F (3)D

�

; �;��+ �; �+ � + 1; �;wy; ty

t� 1 ;
(x� 1) ty
1� t+ xt

�
�
max

�
jyj ; jwyj ;

���� tyt� 1
���� ; ���� (x� 1) ty1� t+ xt

����� < 1� ;
1X
n=0

P �(��n;�)n (x) 2F1 (
;�n; �; y) (�t)n

= (1� t)� (1� t+ xt)�(�+�+1) F1
�

;��; �+ � + 1; �; ty

t� 1 ;
(x� 1) ty
1� t+ xt

�
;

1X
n=0

(�)n (�1)
n P �(����n;�+�)n (x) 2F1 (
; �+ n; �; y) t

n

= (1� t)�� F2
�
�; �+ � + 1; 
; � + �+ 1; �;

�xt
1� t ;

y

1� t

�
�
jyj < 1 ;

���� xt1� t

����+ ���� y

1� t

���� < 1� ;
1X
n=0

(�)n (�1)
n (�+ 
)n

(� + �+ 1)n (�+ �)n
P �(����n;�+�)n (x) y�+n tn

=
� (�+ �) � (
)

� (�+ 
) � (�)
(�t)�� F2

�
�; �+ � + 1; 
; � + �+ 1; �;x;

1

yt

�
�
jxj+ jytj�1 < 1

�
:
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