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Bu tez beg boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde, gecikmeli diferensiyel denklemlerle ilgili olarak adimlar yéntemi

agiklandi ve bazi temel sonuglar dzetlendi. ikinci bolimde, gecikmeli x'(f) = F(t,x,)
diferensiyel denkleminin sifir ¢Oziimiiniin diizgiin kararhhk tanmm ile birlikte

Lyapunov yontemi ifade edildi. Uglincii bolimde, gecikmeli x'(f)=F(t,x,)

diferensiyel denkleminin sifir ¢6ziimiinin asimptotik ve diizglin asimptotik kararlilif

incelendi. Dérdiincii béliimde, lineer ve yan lineer gecikmeli diferensiyel denklem

sistemlerinin sifir ¢oziminiin diizgiin asimptotik kararhlif: hakkinda baz sonuglar
ispatland. Son bolimde ise, Ugiincii basamaktan belli bir gecikmeli diferensiyel

denklem simfimn sifir ¢oziimiiniin diizgin asimptotik kararh olmas: ile ilgili olarak bir

orijinal teorem ispatlandi.
2002 , 56 sayfa
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This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, some basic concepts about delay differential equations are
summarized and the method of steps is explained. In the second chapter, the definition
of uniformly stability of the trivial solution of the delay differential equation
x'(t)=F(t,x,) and Lyapunov method are stated. In the third chapter, the asymptotic
stability and the uniformly asymptotic stability of the trivial solution of
¥'(t)=F(t,x,) are studied. In the fourth chapter, some results about uniformly
asymptotic stability of the trivial solution of linear and quasi linear delay differential
equation systems are proved. In the last chapter, an original theorem on uniformly
asymptotic stability of the trivial solution of a certain third order delay differential
equation has been proved.
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1. GiRiS
1.1. Temel Kavramiar

Bir fiziksel olay: adi veya kismi diferensiyel denklem yardimiyla tammlamg olmak, o
olayin gelecekteki durumumu gegmis durumundan bagimsiz kalarak hesaplamak
demektir.

Halbuki gergek durum boyle degildir. Pek gok fiziksel olayda bir sistemin gu anki
durumu gegmig durummuna bagl kalmarak ifade edilir, Bir olaym tarihsel geligimi ile
birlikte ele alinarak modellenmesi halinde gecikmeli diferensiyel denklem olarak
adlandirilan bagka bir denklem smfi elde edilmiy olur. Asafndaki denklemler
gecikmeli diferensiyel denklemler iin birer dmektir:

2= 2x(t-%)-x(t—l),
O+ -+ x(0)=0,
X () +x(t-cos’ ) =1,

2 @) =5x(0) - 2x(~:-).

Bu smeklerden de gorillecegi Gizere, bir gecikmeli diferensiyel denklem, bilinmeyen
fonksiyos ve onun tiirevierini {en yiiksek tirev harig) farkh gecikme argiimentlerine
bagh birakan bir diferensiyel denklemdir. Bu tiir bir denkleme literatiirde ilk kez
onsekizinei yizyihn ikinci yarisinda rastlanmasma ragmen, gecikmeli diferensiyel
denkiemler 1950 yilindan sonra A.D. Myshkis, EM. Wright, R. Bellman tarafindan
sistematik olarak incelenmeye baglanmugtw. Daha somraki yilarda L.E. El’sgol’ts,

N.N. Krasovskii, J K. Hale ve digerlerinin yaptiklan galigmalar bu teorinin gelisimini
mzlandirmugtir. Gecikmeli diferensiyel denklemlerin fiziksel ve biyolejik sistemierde
birgok uygulama alantna sabip olmasi da bu teoriyi matematigin en hzh gelisen



Simdi,
() =F({,x,) (1.L.1)

gecikmeli diferensiyel denklemini

x()=0(1), 1, ~r<t<t,, (1.1.2)

baglangi¢ kosulu ile birlikte goz oOniine alahm; burada F:(a,0)xC, -R" ,
C, =C(-r,0LD), D c R". Belirtelim ki

x:[t-r,]—>D
fonksiyonu siirekli ise, y, € C, . Ciinkii

2@ =x(t+0),-r<o<0,

ve dolayisiyla

% :[-r0]—> R
dir.

Ote yandan, (1.1.1) denklemindeki notasyona uygun olsun diye (1.1.2) kogsulu
agagidaki gekilde yeniden yazlabilir:
(1.1.2) kogulu
x(t, +0)=6(1,+0),-r<o <0,
ya da kisaca
x, =6,
ifadesine egdegerdir. Bu da ¢ = 6, alinirsa,
x, =¢ 1.1.2)
seklini alir. (1.1.2') kogulunu
x(t, +0) = ¢(c)

yada f ={, + o alarak

O =¢(t~1,) . 1,-r<tst,, a.12")
bigiminde hatirlamak gerektifini not edelim. Ozel olarak x(z,)=¢(0) dir.



Ayrica, $C,, oldugunu kabul edelim, Buna goére (1.1.1)-(1.1.2") baglangig deger
probleminin ¢oziimii
P 1), 1, —rst<ty,

x(l;10’¢)={x(’) ’2’

geklinde ifade edilebilir.
Cozim yontemini vermeden once agagidaki notasyonlar: tamtalim:
Heré e R” igin €] = |£|+...+]&,| ve # € C olmak iizere

], = sup Jé(o
dur.

1.2, Adimlar Yontemi

Birinci basamaktan bir skaler gecikmeli diferensiyel denklem ile bir baglangi¢
fonksiyonundan meydana gelen baglangi¢ deger

x'(0) = f@t,x(6),x(t-r)) (121
x(t)=0(t), t, ~r<t<t,, 122)

problemini géz oniine alahm; burada r > 0 sabit gecikmedir. Bu problemin ¢6ziimii
adimlar ydntemi yardimiyla asagsdaki gekilde hesaplanir:

Ik olarak ¢, <¢<t,+r igin ¢ozim aranusa, f—r argiimenti [t, —7,2,] aralifinda
degigeceginden x(1-r)=6(t-r) dir. Dolaymmiyla (1.2.1)-(1.2.2) problemi artik
gecikme icermeyen

)= f{,x(1),0(t-r)) , 1, St<t, +r, ! (1.2.3)
x(1,) = 0(t,) (124)

baglangig deger problemine doniigir. (1.2.3)-(1.2.4) problemi



x(f) = o), [’mio +I'],
¢bziimiine sahip olsun. lkinci adimda

()= f{t,x(0),p,(1—1)) , o +r<t <ty +2r, (1.2.5)
x(t, +r)=@,{t, +r) (1.2.6)

bigiminde gecikme igermeyen bagka bir baglangig deder problemi elde edilir.
(1.2.5)-(1.2.6) probleminin ¢bziimi
x(t)=¢2(1) s gt P SIS, +2r,

olsun. Uglincii adimda gecikmesiz

()= fU,x@),0,(=P)), 1, +2r SISty +3r, (1.2.7)
x(t, +2r) =@, (1, +2r) (1.2.8)

bagslangi¢ deger problemi elde edilir. Boyle devam edilirse, n-yinci adimda

X'(O) = fU,x(), @ t=1)), +(n-Dr st <t +nr, 129
x(t, +(n-Dr) =@, +(n-1)r) (1.2.10)

problemi bulunur. (1.2.9)-(1.2.10) baslangi¢ deger probleminin ¢bzitmi
xN=@,O),t,+(n-Dr<t<ty+nr,

olsun. Boylece (1.2.1)-(1.2.2) probleminin x(f) ¢dzGmii [f,,f, +nr] aralifi boyunca

tammlanmig oldu.

Adimlar yontemi, x(f) ¢oziimiini sonlu arahklar Gizerinde belirlemekle beraber 8 ve f
sirekli olmak (izere (1,,0(f,)) noktasmin bir komgulufunda (1.2.3)-(1.2.4)
probleminin bir ¢oziimiintin varh@m da ispatlar. Aynca, (1.2.3) denklemindeki f
fonksiyonu ikinci argiimente gore Lipschitz kosulunu sagladigi zaman ¢oziimiin tekligi
de garanti edilmis olur.



Ornek 1.2.1. Adimiar yontemi yardimiyla
X)) =~ex(t -r) (1L.2.1)
x(0)=6, 1, -r<isy, (12.12)
baslangig deger problemini 7, <7< f, +2r aralifinda gzelim; burada ¢ ve 8, pozitif
sabitlerdir.

(5,4, + ] tizerinde (1.2.11)(1.2.12) problemi,

X)=-cb,, t,St<ty+r, (1.2.13)
x(t,) =6, (1.2.14)

problemine indirgenir. (1.2.13)-(1.2.14) probleminin tek ¢Ozimii
x(t) = o) = go[l—c(t ~1)], L, Stst, +r,

dir. §imdi meydana gelen yeni baglangig deger

X{)=—cx(t-r) , ty+r<1<t, +2r,
O =0,[1-c(t-1,)], t, st<st,+r,

problemini ele alalim. Buradan adi baglangi¢ deger

() =—cO[l-c(t~r—1,)], t, +r<stst, +2r, (1.2.15)
x(ty +7)=6G,[1~cr] =6, —crg, (1.2.16)

problemi bulunur, Bu ise,
2
x(t) =¢Z(t)=9°[%-(t-—r—to)2 —et~1,)+1], f,+r<t<t, +2r

goziimiine sahiptir, Boylece (1.2.11)~(1.2.12) probleminin [#,%, +2r] arahifmdaki tek

¢Oziimil

o), t,<t<t, +r,
@, (1), ty+r<t<t, +2r.

o]



1.3. Baza Tamimlar ve Sonuclar

Tanim1.3.1. F(1,z,) verilen her sirekli y :[r,-r,f) — D fonksiyonu igin [1,,8)
aralifinda 7 ye gore siirekli ise, bu durumda F fonksiyoneline sireklilik kosulurnu
saglyor denir.

Bu kogul saflandify takdirde yami, JF:[r,,8)xC, — R” fonksiyoneli sireklilik
kosulunu sagliyorsa, bu durumda bir sirekli x:[f, ~r,8)—>D, B €lt,, 8],
fonksiyonumin (1.1.1)~(1.1.2') probleminin bir ¢6ziimii olmas: igin gerek ve yeter
kosul

P—1,) , lg-r<t<t,,

O 60)+ [Fis,x, s, 1, 5155,
fo

Tamm 1.3.2, J =[{,,8) veya J = (a, f) olmak tizere, F: &xC, ~» R" ve Qc xC,,
olsun. Her (7,¥) ve (1,i7) € Q igin

IFa.v)-F@, o)< Ky -v], (1.3.1)
ise, bu durumda F fonksiyoneline Q iizerinde K Lipschitz sabitli bir Lipschitz
kogulunu saglyor ya da F Lipschitziandir denir,

Tamm 1.3.3. F:JxC, - R" fonksiyoneli verilsin. Her bir (7,¥7)e JxC,, igin

Q, =([F-a,7 +a]lnJ)xly € C: |y ~ 7], <b} cimlesi JC,, nin bir alt cimlesi ve F
bu Q, iizerinde Lipschitzian olacak sekilde a>0 ve b>0 sabitlei varsa,
bu durumda F fonksiyoneline lokal Lipschitzian denir.

Boyle bir durumda K Lipschitz sabiti genellikle Q, ciimlesine bagldir.

Tamm 1.34. F:{t,,B)xC, > R" fonksiyoneli [t,,5,1xC, bigimindeki her ciimle
tzerinde sinwh ise, bu durumda F fonksiyoneline yar: smurhdir denir ; burada
t, < B, < f ve A ciimlesi D nin bir kapal: smurh alt ciimlesidir.



Tamm 1.35. x ve y (1.1.1)-(1.1.2") probleminin, swastyla, [t,-r,f,) ve
{t, —r,B,) arahklannda tamimh olan ¢dziimleri olsun. 8, > B, ise, bu durumda y ye x
in bir siardirilmesidir ya da x e [t,-r, ﬂz)aralxgma sirdiirilebilir denir.
(1.1.1)-(1.1.2") probleminin bir x ¢dziimii higbir siirdiiriilmeye sahip degilse, x ¢

siirdfiriilemeyendir denir.

Teorem 1.3.1. (Lokal Varhk) F:[f,, S)xC, — R" fonksiyoneli streklilik kosulunu
salamak iizere lokal Lipschitzian olsun. Bu durumda her bir $eC, igin
(1.1.1)-(1.1.2") problemi bir A >0 sayst i¢in [, —r,, + A] izerinde bir tek ¢oziime
sahiptir.

Teorem 1.3.2. (Genigletilmis Varhk) F:[f,,8)xC, — R” fonksiyoneli siireklilik
kosulunu saglamak iizere lokal Lipschitzian ve yan swurh olsun. Bu durumda her
¢eC, i¢in (1.1.1)-(1.1.2') problemi [#, —r,f,) iizerinde bir tek sirdiiriilemeyen x
¢oziimiine sahiptir, Eger B, <8 ise bu durumda her kapah simrh 4 < D iizerinde bir
te(ty, ;) igin x(1) & A dir.

Lemma 1.3.1. [, -7, 8) izerinde tamimli olan x(f), x'(f) = F(x,) otonom denklemini
[£,,) uzerinde saglasmn. Bu durumda a herhangi bir reel say: olmak iizere
Z{)=x(t-a), t, +ra-r<t<fB+a,

fonksiyonu da aym denklemin bir ¢oziimudiir.

Teorem 1.3.3. (Heine-Borel Teoremi) A, R” de bir kapalt ve sinith ciimie olsun. Bu

durumda 4 mn her agik rtiisii yine 4 min bir agik 6rtiisii olan bir sonlu alt koleksiyona
sahiptir.

Teorem 1.3.4. (Siirekli Bagimhbk) F:[t,,f)xC, - R" fonksiyoneli siireklilik
kosulunu saglasin ve K Lipschitz sabitli global Lipschitzian olsun. ¢ ve ¢ €C,

verilmek tizere x ve ¥ (1.1.1) denkleminin, sirasiyla, x, =¢ ve ¥, =$ kogullanm



saflayan tek gozimleri olsun. x ve ¥ ¢ozimleri [1, —r,,) (izerinde tamm ise, bu
durumda

-2 sk—aﬂ’e"“""’ <1< B, (1.3.2)
dir.

Teorem 1.3.5, Sabit matris katsayth ve sabit 7, €[0,7] gecikmeli lineer

x() =fA,x(z—r,) 1.3.3)
sistemini ve bu sisteme iligkin
de{/u—iAje“"l): 0 (13.4)

karakteristik denklemini ele alalm. (1.3.4) denkleminin biitiin kokleri negatif reel
kisimli ise, bu durumda

[x@ 1.0 < Mlg] e, 121, , (1.3.5)
olacak bigimde M ve ¥ pozitif sabitleri vardir.

Lemma 1.3.2. (Reid Lemmasi) c verilen bir sabit, &, J aralifx izerinde negatif
olmayan siirekli bir fonksiyon ve f, € J olsun. Eger v:J —[0,%) fonksiyonu siirekli
ve her 1 e J igin

W) < C+Ek(s)v(s)m~' (1.3.6)

ise, bu durumda her 1 € J igin

i '
Jutsras

o

(1)< ce 13.7)

dir.

Teorem 1.3.6. (Parametrelerin Degisimi) Her bir 4, , J =[¢,, ) tizerinde tamml
roen tipinde matris degerli siirekli bir fonksiyon; 4, J izerinde tammb #-vektor degerki



stirekli bir fonksiyon ve r; €[0,7] sabit obmak izere

£ =3 4,()x(t ~r,)+ H(0) (13.8)

I
x, =¢ (13.9)
problemini ele alalim; burada ¢ € C dir. #:[-r,0] > R olmak tizere

0,-r<o <0,

(o) = {

1,0=0.
birimli basamak fonksiyonu tammlansin, Verilen £eR® ve self,f) icin
y:s—r,f)— R" olmak iizere
YO=24,00¢-1)) (13.10)
ot

homogen denkleminin ¢ozimi y(f;¢,,4) ise, bu durumda (1.3.8)(1.3.9) sisteminin
tek ¢ozimil,

x(1)= Y610, 4)+ {5, syu)ds , 1o ~r St<f, (1311

b

ile verilir; burada her bir j=1,...migin t~r, =5 ve y, =Sudwr.

Teorem 1.3.8, (Ortalama Deger Teoremi) [, 8] kapah ve smurh bir aralk olmak
izere f:[e,p]— R sirekli ve f', (@,f) uzerinde mevcut olsun. Bu durumda bir
9 € (a, B) sayist vardir Syle ki,

F(B)-fla)=1(0XB-a).



2. KARARLILIK DURUMU
2.1. Girig

Bu béliimde simrh gecikmeli denklemier igin Lyapunov anlaminda kararlihk tammlan
ifade edilip bazis 6nemli sonuglar ispatianacaktir.

Sinurh gecikmeli
. *()=F(,x,) .1.1)
diferensiyel sistemini
x, =¢ 2.1.2)
baglangie kogulu ile birlikte ele alahm; burada F:{(a,)xC, - R" ,
C, =C([-r,0),D), Dc R” biragik cimle, 1, >a ve ¢ € C,, dir.

Aynica her bir £, > a igin Fin [t,,0)xC,, iizerinde siireklilik kogulunu sagladigi, lokal
Lipschitzian ve yan smuh oldugu kabul edilmektedir. Bu hipotezler (2.1.1)-(2.1.2)
probleminin bir tek siirdiriilemez ¢5ziimiinin varhgim garanti eder (Teorem 1.3.2).

Kararliik teorisi, [#, —r,o)iizerinde tammh olan belli bir ¥ = x(t;f,,§) ¢Ozimunin
¢ baslangic fonksiyonun da yapilan kigiik degigiklikler durumunda ortaya gikan yeni
¢Ozimlerin yine [f, —r,)arah@inda tammh olup ¥ ye yakin kahp kalmadiklan
' konusunu inceler. Bir ¢ baslangi fonksiyonunun # ye yakin kalmasi demek
]I¢ —;ﬂ]r nin kiiglik olmas1 demektir.

Tanm 2.1.1. X:[t, —-r,©)—> D, (2.1.1) denklemini [¢,,00) fizerinde saflasm. Her
€ > 0 sayisina kargik

"¢ -X, u' <6
oldugu zaman meydana gelen yeni x(#,7,,8) ¢ozimleri [f, —7,) {izerinde tammli ve

her 121, —r igin

10



[xte:t0.8) - ()| < &
olacak gekilde bir & =J(s,4,) >0 var ise, ¥ ¢ozimiine {, noktasinda Lyapunov
anlaminda kararhdir denir,

Aksi durumda ¥ ¢Oziimine f,noktasinda Lyapunov anlaminda kararsizdir denir.

Ozel olarak bir adi diferensiyel denklem sisterni (yani r=0) s6z konusu oldugu zaman

¢ yerine x, ve x, yerine de x(f) konur.

Ornek 2.1.1. Adi diferensiyel

0 =( 1 2Jx(t)
-1-1
sisteminin biitiin ¢Oziimieri her £, noktasinda kararhdur:
Sistem otonom oldugundan kisabk olsun diye f, =0 ahnabilir. Buradan sistemin
¢Ozilmi her 7 igin
E vy
dir. Simdi X = x(;0,%,) ¢dziimi igin
(5,0, %,) = (1,0, %, ] = [(¥er — %y M(cOSE +5in 1) + 2(x, — %y )sin ]
+|(=xyy + Ty )sin £ + (xy, — g, Y(cOSE — sin £)]
< 3y — By |+ 4y, — Fop
<4x, -%

bulunur. Buradan her £ >0 i¢in § =% segilirse,

Jx(50,x,) - 2@ < &

olur. Bu da X(#)nin ¢, = 0 da kararh olmas: demektir.
Ornek 2.1.2. Skaler

x' () =x(t)
denkleminin biitiin ¢oziimleri her 1, noktasinda kararsizdir. Bu durum x(f) = ce’

11



genel ¢oziimiinden hareket edilerck goriilebilir.

Uyan 2.1.1. ¥, (2.1.1) denkleminin kararilifs incelenen bir ¢dziimi ve x de aym
sistemin bagka bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda

Y1) = x(1)-X(1)
doniigiimii (2.1.1) sistemine uygulanirsa;

Y=Gwy,) (2.1.3)
sistemi elde edilir; burada

Gey)=F(,x, +y)-F(,%,)
dir. Artik G(7,0) =0 oldugundan y=0 fonksiyonu (2.1.3) sisteminin bir ¢Bziimidiir.
Boylece (2.1.1) denkleminin ¥ ¢Oziimilniin kararhlik problemi, (2.1.3) denkleminin
sifir ¢oziimiintn kararhhk problemine indirgenmis olur. Bu yitzden genellikle,
0eD veher t>a igin F(1,0)=0 (2.14)

kabul edilecektir; yani —r <o <0 i¢in y(o) =0 ise, F(1,p)=0.

Simdi (2.1.1) denkleminin sifir ¢6ziimiiniin kararlilik tammum ifade etmeden 6nce D
ciimlesinin bundan boyle bir >0 says igin

D=fer | <H)} @2.15)
seklinde oldugunu belirtelim. H = oo durumunda, D = R" dir.

Tamm 2.1.2. Her £ > 0 sayisina kargiik
lel, <&
oldugu zaman meydana gelen x(f;7,,4) ¢oziimleri [f, —r,o0)tizerinde tammbi ve her

121, ~r igin

[xtt: 0. 8) <&
olacak sekilde bir & = 8(¢,7,) > 0 sayis1 meveut ise, bu durumda (2.1.1) denkleminin
sifir ¢6ziimiine ?, noktasinda karariidir denir.

Aksi durumda sifir ¢Sziimiine #, noktasinda kararsizdr denir.
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Tamm 2.1.3. (2.1.1) denkleminin sifir ¢6ziimi her bir ¢, >« noktasinda kararhi ve §
sayist f, dan bagimsiz ise, bu durumda sifir ¢oziimine (a,x) izerinde diizgiin

kararlidir denir,

Uyan 2.1.2. Omek 2.1.1 de oldugu gibi, bir otonom adi diferensiyel sistemde ¢,

noktasindaki kararhlik kagimlmaz olarak dizgiin kararlii ifade eder. Boylece
Ornek 2.1.1 deki her ¢dziim diizgiin kararlidur.

Benzer ifade bir gecikmeli otonom diferensiyel sistem igin de ispatlanabilir.

Teorem 2.1.1. (2.1.1) denklemi otonom ise, bu durumda sifir ¢oziiminin bir ¢, e R
noktasinda kararli olmas: diizgiin kararh olmasim ifade eder.

ispat: ¥(1) =0,

¥ =F(x)
otonom sisteminin kararlt ¢6ziimii olsun. Bilinmektedir kix(f), 27, —r i¢in tammh
olup t21, igin x'(f)=F(x,) denkleminin bir ¢oziimi ise, bu durumda ¢>0 igin

x(t +c¢) de =1, —c Ozerinde aym sistemin bir ¢dzimidir (Lemmal.3.1).

c=t—1, ve x(t+t—1;t,x,)=%(t1,,%,) olsun. Buna gbre X(5,4,,%,),

x'(f) = F(x,)denkleminin ¥, = x, ve f[2f, —t,,0) igin tanumh olan bir ¢ozimidir.

¥(¢) = 0 kararh oldugundan verilen bir & > Osayisina kargiik bir & = §(s) vardir dyle
ki

oldugu zaman her ¢ > ¢, igin

]]?(t;t,,?,o )ﬂ <&

dir. Bu ise guna eydefferdir:
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y2velr,| <6

oldufiu zaman 7z =14 —1, olmak fizere her f 2 £, igin

ﬂx(r, t, X, )ﬁ <&
olup, § sayist 7, e bagh degildir. O halde x'(f)=F(x,) denkleminin sifir gOziimii
diizgiin kararhidsr.

Yukaridaki sonu¢ otonom olmayan sistemler i¢in saglanmayabilir. Asafidaki Smekte
bir otonom olmayan sistemin sifir ¢ozinniiniin her 7, > @ noktasmda kararh oldugu
bilindigi halde dizgiin kararh olmadiff1 géisteriimektedir.

Ornek 2,1.3. (0,00)xR tzerinde f({t,&) =& olmak tizere skaler adi diferensiyel
¥=17x
denkleminin srfir ¢oziimi her 7, >0 noktasinda kararhdir ama diizgiin kararh degitdir.
Gergekten, £, > 0 ve x(1,) = x, ise, bu durumda ¢&éziim
X0) = X(t;1,, %) = Xee" T, 1, S1<,
seklinde bulunur. Dolayistyla -
[x0)] < ]x,,}e/‘{" Jher 121, .

Verilen bir £ > 0 sayisioa karsilik & sayist 5=se% seklinde bulunur. 7, — 0 iken
4 ~» 0 oldugundan kararhilik diizgiin olamaz.

Diger taraftan, aym denklem ama bu defa f, (1,%)xR (vani 0 yerine & =1) Gizerinde
tammb olmak iizere ele ahmirsa, bu duramde her 12 ¢, >a =1 igin

@< fnle
olur ve dolayistyla ditzein kararlilik butunur,

Buradan / in tamm ciimlesinde yapilan bir degigikligin kararlilik fizerindeki etkisi
agik bir sekilde anlagiimaktadir.
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Omek 2.1.1, 2.1.2 ve 2.1.3 de ele alman diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri agik
olarak bulundukian sonra kararhhk problemi ¢ozilebildi. Ancak diferensiyel
denklemleri gozmeksizin kararlihik durumunu inceleyebilen yontemler vardir ve bu
yontemlerin ele alinmasi elbette daha ilging ve daha pratiktir. Bunu basit bir drnekle
agiklayalim.

Ornek 2.1.4. (Krasovskii 1959) Skaler gecikmeli diferensiyel
X' () = ax(f) + bx(t —r) (2.1.6)

denklemini ele alahm; burada a,b ve r sabitler olup, a<0, |5|<|q| ve r=0 dr.
a=-o ve H =+w olsun. ({,,¢) « RxC olmak tzere x:[f,-r,) >R,
(2.1.6) denkleminin

xr, =¢

kosulunu saglayan tek siirdiirilemeyen ¢6ziimii olsun. $imdi

v(t)=x* (1) +|q| j'xz ()ds ,121,,

t-r

fonksiyonunu ele alalim. v(f) nin ¢ ye gore turevi f = ¢, igin

V(1) = 2x(0)x' (1) +|alx* () — |alx> (¢ - r)
= lale® (1) + 26x(1)x(t - r) - |alx" (¢ - r).

Buradan
V() < (Ha +|pDLx* () + x> (- 7)]

<0 A21,,

dir. Dolayisiyla v(f) artmayandir. Ote yandan
P s vy < @ +aPe],? @2.1.7)
hesaplanabilir. x, =¢ oldugundan, (2.1.7) den t21, igin

) < ve)V2 < Q+a) g,
yazlabilir. Buradan verilen birg > 0 sayisina kargihk
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I, <s0+ar)

ghinirsa, her £21, —r igin
lx(’;tov¢)‘<3
bulunur. Bu da sifir ¢6ziimiiniin diizgin kararh oldugunu ifade eder.

Uyan 2.1.3. Gecikmeli diferenstyel denklemlerde kararhibk tammy, #, noktasimn altr

¢izilerek ifade edilmekredir. Bu gu anlama gelmektedir:

Bir gecikmeli diferensiyel denklemin sifir ¢ozimix bir 7, (7, > @) noktasinda kararh
olurken, bir sonreki #, noktamnda kararsiz olabilmekiedir. Bununla ilgili olarak

agafndaki 6megi verelim:
Oraek 2.1.5. (Zverkin 1959) @ = —0,D = R ve r =32’£ olmak Gizere

2 =bE)x(t J%'-)
denklemini ele alahm; burads b,

o L=E
2

b{f) = {—cost ,32’£<:53:z

1 L, >3z
scklinde taumlt bir sirekli fonksiyondur, Bu durumda, ¢, =0
3 . .
$€C-0LR) igin

#(0) ES <-3-;£
x(#,0,4) = 3
—~#(O)sint tz-g-

dir. Buna gére

jx%0.9) < pO)<]d], . £20,

(21.8)

ve bir



clde cdilir. Buradan ||gf nc kadar kigiik ise |x(1;0,¢)| ifadesi de ¢ > ~§§£ igin o denli

kiigtiktdr. Yani sifir ¢6ziimi ¢, = 0 noktasinda kararhdir.

Ote yandan ¢, ,
7, >3%
seklinde segilse ve ¢,
#o)=8e* s el-2 0],

bigiminde verilmig olsa, o zaman

x(,5,,0) =8 hert27, —3—:-,

bulunur; burada A,

3z
.2}
A=e ?

denkleminin pozitif kokiidir. Buna gore ﬂ¢||’ =8>0 keyfi olarak kiigiik kiinabildigi

halde, ¢oziim simrsiz olmaktadir.

Sonug olarak, (2.1.8) denkleminin sifir ¢dzimit f, =0 da kararhdir ama 7 >3z
noktalarinda kararsizdur.

Stphesiz, bu tir bir durum sabit katsayih gecikmeli (2.1.6) denklemi i¢in ya da daha
genel olarak bir gecikmeli otonom sistem igin ortaya ¢ikmaz (Teorem 2.1.1).

Adi diferensiyel denklemlerde boyle bir durum zaten s6z konusu degildir. Yani 7, da
kararh olan ¢dziimler ¢, dan biyik noktalarda da kararhdir. Ancak, bu dzellik
gecikmeli diferensiyel denklemler igin sadece “ bir yénde * gegerlidir. Bununla ilgili
olarak bir teorem vermeden 6nce agagidaki lemmayi ispatlayalim.

Lemma 2.1.1. (Siirekli Bagunliik) (2.1.1)-(2.1.2) baslangi¢ deger problemini ele

alam. f, >a , T > 1, ve £ >0 verilsin. Bu durumda
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o, <5
oldugiu zaman her ¢ €1, ~r,77] igin tammb ve
Ixt; 00,00 <€, ty—r<t<T,
olacak gekilde bir § > 0 sayis1 vardir.

ispat: £ <H olsun. Her bir 71,7 igin a, ve b, € (0,H) yeterince kigitk segilsin
byle ki 7-a, >a ve F fonksiyoneli [t—a,,t+a,]x{y/eC:[]y/ﬂ' sb,} fizerinde X,
Lipschitz sabitli Lipschitzian olsun. Heine-Borel Teoremi (Teorem 1.3.3) gerefince,
bir sonlu {1,,...,1, }< [£,,T] noktalar ciimlesi vardir dyle ki

{1,,T1c Q(t, -a,,l, +a,)

dir.
K =min{K, -...K, }, b =min{b, ,....5,  ve D, = {& e R" : [£] < b}
olsun. Bu durumda F, {1,,71xC, tizerinde giobal olarak X Lipschitz sabith
Lipschitziandir. $imdi
feft™ <g

olacak sekilde bir §>0 sayism segelim. [g] <& ve x(4,,4) fonksiyonu
fo~r<f<p, arahfinda (2.1.1)-(2.1.2) probleminin siirdiiriilemeyen ¢oziimii olsun.
Bu durumda Teorem1.3.4 geregi 1, —r <t <min{g,,T} igin

st O] < ], 5 <o
yazilabilir.

Son olarak Teorem 1.3.2 den min{g, 7}<fB, sonucuna ulasthr ve dolaysiyla
min{8,,7}= T dir. Buradan

[x(te, )| <ol "™ <&, 1,~rst<T,

elde edilir.
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Teorem 2.1.2. (2.1.1) denkleminin sifir ¢oziimii bir #, > @ noktasinda kararh olsun.

Bu durumda sifir ¢ozilmii aym zamanda her 7, € (,1,) noktasinda kararhdir.

Ispat: Her bir &> 0 igin bir & = 5(s,1,) > 0 vardir dyle ki [#, <& oldugu zaman her
t2t, igin [x(r;t,,4)] <&. Buradan verilen herhangi bir 7, & (a,%)igin bir & >0
sayist  segilebilir  oyle ki, "5" <& oldugu zaman her %, -r<t<t, ign

nx(t;?;,ﬁ)ﬂ <& . Dolaystyla her t 27, —r igin “x(t;'t;,a)" <e€.

Uyan 2.1.4. Omek 2.1.5de 7, >¢, olduguna dikkat edelim. Ayrica adi diferensiyel
sistemler 6zelinde bir ¢, noktasindaki kararkhgm her 7, > noktasindaki kararlilig:
ifade ettigini belirtelim. Bu yiizden adi diferensiyel sistemler igin “f, noktasinda

kararlidir”” demek yerine sadece “sifir ¢6ziimii kararhdir” ifadesi kullanthr.
2.2. Lyapunov Yontemi

Omek 2.1.4 de ele alinan gecikmeli diferensiyel denkleminin sifir gdziimiintin
kararliik problemi, bir yardmct v(@) fonksiyonumun [f,,o0)arahfindaki davramgt
yardimiyla incelendi. Lyapunov yontemi olarak bilinen bu yontem ilk kez

AM. Lyapunov tarafindan 1892 de adi diferensiyel denklemler igin tammlandi. Daha
sonra bu yontem Krasovskii ve diferleri tarafindan 1959 yilinda gecikmeli diferensiyel
denklemlere genigletildi.

Simdi
Y@ =F(@,x,) 2.1
sistemini tekrar ele alalm; burada F:(a,0)xC, — R" fonksiyoneli siireklilik
kosulunu saglamak tizere lokal Lipschitzian ve yart sinirh olup D ciimlesi
D={eRr g <H}
seklinde verilmektedir. Ayrica /'(1,0) = 0 olsun. Bu kesimde (2.2.1) sistemine iligkin
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sifir  ¢bziiminGin  kararhlifinin  Lyapunov  yontemi yardimiyla  incelenmesi
amaglanmaktadir.

Lyapunov-Krasovskii yontemi
v (@e)xC, —[0,)
seklinde tanimbs bir
viy=V,x,), 12t,>a,

fonksiyonelinin bulunmasma dayamir, burada V'(7,0)=0 olmak izere x = x(t;¢,,4),
(2.2.1) denkleminin

x, =¢ 222)
basglangic kosulunu saglayan ¢oziimiidiir. Bu yonteme gore sifir ¢oziimiiniin ¢,
noktasmda kararh oldugunu anlamak igin, v(#,)=V(1,,4) yeterince kigik oldugu
zaman v(f)=V(t,x,) ifadesinin de her r>7, igin kiigiik kaldifim gostermek
gerekmektedir. Boyle bir &zellife sahip olan V'  fonksiyoneline bir Lyapunov
fonksiyoneli denir.

Ozel olarak, bir adi diferensiyel sistem igin ¥ fonksiyonu (a,©)xD iizerinde tamml

bir Lyapunov fonksiyonu olur.

V(t,x,) fonksiyoneline bir 6mek tegkil etmek icin Omnek 2.1.4 de kullamlan

V(1) = x*(1)+|d] j.xz (5)ds
-
fonksiyonunu ele alalim. Buradan
%)= 50)+}d [ 220)a
yazilabilir. Boylece RxC iizerinde tanimh uygun_ ’bir V fonksiyoneli
VLy) =y’ (0)+ laljvf *(s)ds

bigiminde verilebilir.
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Fiziksel olaylar tarafindan motive edilen dmeklerde, Lyapunov fonksiyonlart ya da
fonksiyonelleri gogunlukla karsillk gelen fizikscl sistemdeki cnerjiyi temsil cderler.
Ote yandan v(f)=V(l,x,) ifadesi, bilinmeyen fonksiyonla olan iligkisinden dolay1
genellikle ¢ cinsinden tam olarak hesaplanamaz. Ama yine de bu fonksiyonu incelemek

diferensiyel sistemin kendi ¢dziimiinii incelemekten daha iimit vericidir.

Teorem 2.2.1. w ve W, [0, H] iizerinde siirekli azalmayan fonksiyonlar olmak izere

0 da sifir ve (0,H) araliginda pozitif olsunlar. Asagidaki kogullar saglanacak gekilde

(a,0)xC,, tzerinde tammh negatif olmayan bir ¥ fonksiyoneli var ise, bu durumda

(2.2.1) denkleminin sifir ¢ziimii diizgiin kararldir:

@ Vw)zw(yo)) ,

® Vew)sH(l) .

(¢) (2.2.1) denkleminin, (f,,4) € (a,0)xC, noktasindan gegen siirdiirilemeyen
x=x(t;1,,8) , t €ty —r,B,), ¢ozimi boyunca F(f,x,) fonksiyoneli [¢,,5,)
aralifinda 7 ye gére artmayandir.

ispat: &>0 verilsin v¢ O<s<H olsun. Bu durumda w(s)>0 olup, ¥ nun
surekliliginden dolayt
W(d)<w(e) (22.3)

olacak sekilde bir & =5 (s) € (0,) segilebilir. Simdi |¢] <& olmak tzere herhangi
bir (t,,4) € (@,0)xC,, noktasi gdz oniine alabtm. Bu durumda (2.2.1) denkleminin
(t,,9) den gegen ve bir B, >¢, igin [f, -r,B,) ilizerinde tammh olan bir tek

siirdiiriilemeyen x = x(¢,1,,4) ¢6zimi vardir.
Buradan (@), (8) ve (c) hipotezleri ile birlikte (2.2.3) kogulu kullamlirsa, ¢, <z < B, i¢in

w(leO]) <V, x) <V (t,8) s W (],) < F(S) <w(e)

elde edilir. w azalmayan bir fonksiyon oldugundan, yukandaki eyitsizlik sadece
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Ixt<s. t.<t<B,,
oldugu zaman gergeklenir. O halde Teorem 1.3.2 den dolay1 B, = dur ve bbylece
ispat tamamlanmug olur.

Tamm 2.2.1. r >0 igin w(r)>0 ve w(0)=0 olmak {zere skaler artan w € C[0,)
fonksiyonlannin ciimlesi Q olsun. Ayrica

0, = {// e C[-h0):y], < H}
ciimlesini g6z &niine alalm. Her 1 e R ve y € 0, icin
@ vy 2w(lpo))
olacak gekilde bir we Q fonksiyonu varsa, V(1,ir) fonksiyoneline pozitif definittir
denir;
®) V(v ) s -w(lp©))
olacak gekilde bir w e Q fonksiyonu varsa, V(t,y) fonksiyoneline negatif definittir
denir;
@© v <wpl,)
olacak gekilde bir we Q fonksiyonu varsa, V(1) fonksiyoneline bir infinitesimal
iist limite sahiptir ya da decrescent denir.

Bu tamma gore Teorem 2.2.} deki V(f,y) fonksiyoneli pozitif definit olup bir
infinitesimal st limite sahiptir.

Uyan 2.2.1. y fonksiyonu sabit ise, bu durumda her s €[0,H) igin w(s) SW(s) dir.
Ote yandan (c) kogulu, genellikle, ¥'(f,x,) fonksiyoneli 7 > ¢, i¢in siirekli ve 7 > 1, igin

‘—‘;;V(l, x,)<0 oldugu zaman gergeklenmis olur. Bu durumda ¥{f,x,) nin artmayanik
ozelligi Ortalama Deger Teoreminden ortaya gikar.
Ornek 2.2.1. Gecikmeli diferensiyel

x' (1) = ax{t)+ bx{1 - r) 2.24)
denklemini @ = -00 ve D = R olmak iizere tekrar ele alam. a<0,r>0 ve



-1 < b <0 kogullan altinda (2.2.4) denkicminin sifir ¢dzimi diizgiin kararhdir:
r

x=x(1;1,,¢), (2.2.4) denkleminin x, =¢ baglangic kosulunu saglayan ¢oziimi ise,
bu durumda

x(t=r)=x()- [¥(s)ds

=x(f)- j[ax(s)+bx(s—r)]ds‘ , 2ty +r,

ter
dir. Admlar yoénteminden x in [t, —r,0) tzerinde mevcut oldugu bilinmektedir.

Dolayisiyla

X(0) =(a+b)x(t)~b j'[ax(s) +hx(s—r)lds, t=t, +r, (22.5)

1-r
yazilabilir. (2.2.5) denklemi, sonsuz sayida gecikme ireten bir gecikmeli diferensiyel
denklemdir. Ancak bu denklemin maksimum gecikmesi 2r dir.

V fonksiyoneli, RxC([-2r,0],R) iizerinde

Vity)= «z’(on'—;"—1 1] w’(s)dvdw'.rﬂ | Jv*()asdo

—-ro ~rF-~r

seklinde tammlansin Buradan
1 3
Oy sVLy)<Q +lar +E]b]r)[]yﬂ; (2.2.6)
hesaplamir; burada
Wl = sup lw(o)]
-2r4o<0
dir. (2.2.6) esitsizlii Teorem 2.2.1 in (a) ve (B) hipotezlerine kargilik gelir. Ancak (c)
kogulunu tam olarak hesaplamak yerine (2.2.4) denkleminin x = x(#;7,,¢) ¢Oziimiinii
t2t, +r icin ele alahm. Bu durumda - 2r < o <0 igin x,(0’) = x(¢ + o) olmak {izere

V({t,x,)=x )+ -ll—:l—} j' x* (u)dudo +@ j' jx" (w)dudo

-p 1+ -7 tha-r

yazlabilir. Boylece (2.2.5) den £ 21, +r igin,
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%V (t,x,) =2(a + b)x* (1) — 2abx(t) jx(s)ds ~2b%x(f) j x(s —r)ds

~r t-r

+Hj[x’(t)-—x2(t+a)]d0'+-|ﬂi[x2(t)—x2(1+a'-—r)]da'
r -r r -

= % j.{(" +b)x* (1) - 2abr x(1)x(1 + &)

-r

2B’ rx(t)x{t + 0 — r) +ax’ ({ + &)+ bx*(t +0 ~r)}do
< —:— }{a(] +br)[x2 () + X2 (1 + 0)]+ B + br)[x* (1) + x* (1 + o — ) ]}do
<0

elde edilir. (¢) kosulu tam olarak saflanmadifindan Teorem 2.2.1 dogrudan
uygulanamaz. Bununla beraber (2.2.6) esitsizliginden verilen bir £ >0 igin

sup [x(t;4,,4) <&(1+ l[a]r + Elb[r)% 2.7
to-rSistotr 2 2

aliirsa,
,x(’;’09¢)l<8 s 121, -r,

bulunur. O halde (2.2.4) denkleminin sifir ¢6ziimii diizgiin kararhdir.

Teorem 2.2.2. Bir siirekli pozitif definit ¥ : Rx(Q,, — R fonksiyoneli varsa ve bunun

igin ¥ <0 ise, bu durumda (2.2.1) denkleminin sifir ¢dziimis kararhdir (Kolmanovskii
ve Myshkis 1999).

ispat: s € (0,H) verilsin, V{t,,0) = 0 oldugundan,

M%AJV(’°’¢) Swi(e)

olacak sekilde bir &(e,7,) €(0,H) saysi segilebilir. V <0 kosulundan dolayr ¥
fonksiyonu (2.2.1) denkleminin ¢bziimii boyunca artmayandir. Buradan # > {, i¢in
(RO SV (€, x) V0, 5,) =V (1,8) < Wi (2)
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yazilabilir. w, in monotonluk &zelligi goz dniine alindig: takdirde £ > ¢, igin [x(9)]< &

bulunur.

Uyan 2.2.2, Teorem 2.2.2 nin hipotezlerine ek olarak V(i) fonksiyoneli bir
infinitesimal iist simra sahip ise, o zaman sifir ¢oziimi diizgiin kararh olur
(Teorem 2.2.1).
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3. ASIMPTOTIK KARARLILIK DURUMU
3.1. Giris

Bu bélimde asimptotik ve diizgiin asimptotik kararhilik tamimlan verilecek ve bazi

sonuglardan soz edilecektir.

Yine suurh gecikmeli

2()=F(t,x,) G.11)
sistemini ve

%, =¢ (.12)
baslangig kogulunu ele alahm; burada F :(a,®)xC, - R", D= ge R <H } s
C, =C([~-r,0),1)) ve }(1,0)=0 dir. Aynca I fonksiyonelinin [1,,20)xC,, tizerinde

siireklilik kogulunu sagladifi, lokal Lipschitzian ve yan smrh oldugu kabul
edilmektedir.

Tamm 3.1.1. (3.1.1) denkleminin sifir ¢dziimii #, > a noktasinda kararh ve
el <8,

oldugu zaman
lim x(#,4,,4) =0
olacak sekilde bir &, =J,(f,) >0 saytst varsa, bu durumda (3.1.1) denkleminin sifir

¢Oziimiine !, noktasnda asimplotik kararlidyr denir.

Ornek 3.1.1. Sabit matris katsayih ve sabit r; €[0,r] gecikmeli

2@ =3 Axt-r,) (.13)
J=1
sistemine iligkin karakteristik
det[ll—iAje""]=0 (3.1.4)
=)
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denkleminin bitiin kokleri negatif reel kisiml ise, bu durumda (3.1.3) denkleminin
sifir ¢dziimii her bir ¢, € R noktasinda asimptotik kararhidir. Gergekten, Teorem!.3.5
den dolay,

[x(t,1,, )] < Mg
olacak gekilde M ve y pozitif sabitleri vardir.

&7 12ty (3.15)

3.2. Diizgiin Asimptotik Kararilik

Tamm 3.2.1. (3.1.1) denkleminin sifir ¢oziimii diizgiin karark olmak azere ¢, >« ,

21, +TG) ve |

o, <5, icin

[«tt:10,8)] <7
olacak gekilde ¢, dan bagimsiz bir §, >0 sayst varsa ve aynca her 7>0 saysina
karsitk bir 7(77)>0 sayit bulunabiliyorsa, o zaman sifir ¢bziimine diizgiin

asimptotik kararlidr denir.

Ornek 3.2.1. (3.1.3) denkleminin sifir ¢6ziimii aym zamanda RxC iizerinde diizgiin
asimptotik kararhdi. Cinkit herhangi bir &, >0 sayist icin 7, € R ve |g] <3, ise,
Teorem1.3.5 den

llx(’>1o,¢)" s Male i > 12 10 »
yazilabilir. Buradan da her 77> 0 sayisina karsilik 7'(n7) = 7 ' In(M&, /n) seklinde bir
T(77) > 0 sayisi belirlenebilir 6yle ki her £ > ¢, + T'(77) igin

lxt;20,8)] <7

dir.

Teorem 3.2.1. (3.1.1) denklemi otonom olsun. (3.1.1) in sifir ¢ozimi bir 7, € R

noktasinda asimptotik kararh ise, bu durumda aym sifir ¢oziimi diizglin asimptotik
kararhdir.

Bu teoremin ispatt Teorem 2.1.1 in ispatina benzerdir.
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Teorem 3.2.2. (3.1.1) denkleminin sifir ¢6ziimi bir 7, {/, > a) noktasinda asimptotik
kararh ise, bu durumda sifir g6ziimii aym zamanda her bir 7, € (2,1,) noktasinda da
asimptotik kararhdur.

Bu teoremin ispati Teorem 2.1.2 nin ispatina benzerdir.

Asagidaki teorem, gecikmeli diferensiyel denklemlere uygulanabilen, asimptotik
kararhlikla ilgili bir temel Lyapunov teoremi niteligindedir.

Teorem 3.2.3. w, W ve w, skaler fonksiyonlan [0,H ) iizerinde azalmayan, siirekli,
0 da sifir ve (0, H) Gizerinde pozitif olsunlar. Her (1,y) € (@, 0)xC,, icin HF @, y/)ﬂ <B
olsun; burada B>0 bir sabittir. (a@,%)xC,, fizerinde tamml olan ve asaidaki gartlan

saflayan bir V' fonksiyoneli meveut ise, bu durumda (3.1.1) denkieminin sifir ¢dziimil
diizgiin asimptotik kararldir:

@VeEv)2w(yO)),
&Y Vay)swipl),
©) (ty.9) e (@, 0)xC,, ve x=x(t,1,,§) ¢dzimii {1, ~7,B,) lizerinde tammh olmak

lzere 1, <t < B, icin %V(I,x,)s—w,(ﬂx(t)ﬂ) .

Ispat: Bu tcoremin hipotezleri Teorem 2.2.1 in hipotezlerini kapsadii igin sifir
¢Oziimi diizgiin kararhdir.

Diizgiin asimptotik kararlihgin kamt: igin bir 4, € (0, /) sayisim ve
W(s,)<w(H,)
olacak gekilde 7, dan bagimsiz bir &, > 0 sayisim seelim; burada &, < H dir. Verilen
bir keyfi 77 € (0,5,] sayist igin
W(r) <w(n)
saglanacak sekilde bir y >0 segelim. Buna gére 0<y <5 <4, dir. Bir poztif X
tamsayist



> W) 2B
w,(7/2)y

seklinde segilmek tizere T(77) = Kr, olsun; burada r, = max{r,%} dir. $imdi (3.1.1)
denkleminin |g] <&, olmak dzere (f,,4)€(@,0)xC, den gegen ¢bzimi
x = x(t;1,,4) olsun. Bu durumda, aﬁzgﬁn kararliik kamtindan ve &, in segiminden
dolayr x ¢dziimi mevcut olup her ¢ >, —r igin
<)< H, <H

saBlamr, Simdi bir ¢, &[t,,¢, +T(77)] igin

Il <7
oldugunu gosterelim. Celigkiye varmak igin, ]]x,ﬂ' zy , her telt, t,+T@)] ,
oldugunu kabul edelim. Bu durumda £-0,1.....K-1 igin her bir [£, +n,1, +(k + 1]

araliginda uzunlugu en az /] ; olan bir alt aralik vardir ki bu aralik tzerinde

4
1z~
of>2
dir. Bu araliklar tizerinde
d
2vx)s-mA)
dir. Buradan ¢ = ¢, + T(77) = ¢, + Kr, igin (b) ve K min segiminden dolay,

v, sV -kn O L
<W(6,)-W(©,)=0

dir. Bu ise V() nin negatif olmamast durumuyla celigit. O balde bir
4 elty, 1, + ()] icin “x,’ “’ <y olup her £ =1, iin

Vit,x) SV (t.2,)SW @) <w(m)
sonucu gikar, Bdylece her 7 2 £, (6zel olarak her ¢ > ¢, + T (1)) igin

e <7

oldugundan dolay: sifir ¢oziimii dilzgiin asimptotik kararldr.
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Ormek 3.2.2.
20) = axl(f) + bx(t 1) 3.21)
denklemini ele alalim; burads a <0, |b| <|a] ve r 20 dur.

a =-w vebir H > 0igin D =(~H,H) alimirsa, her (f,y) € ReC,, i¢in

IFa.y)s (a+JehH

olur. Aynca
Vw)=y’ 0)+la [y oMo , (Ly)e ReC, ,

geklinde tanimlanan V' fonksiyoneli Teorem 3.2.3 &in (4}, (B) ve (¢) kosullarim saglar.
(¢) kosulunu gergeklemek igin keyfi bir (f,,4)c RxC, igin x=x(1,7,,¢) olsun
Buradan her 1 21, igin

V(t,x,)=x"@)+la] j'x’(s)ds

olup
%V(t,x,)s(—}a{+lb})[x’(t)+x’(t~r)]
< (a]+ B> )
dir. Bu ise,
w,(s) = (jai - s’

olmak iizere (c) kosuludur. Boylece Teorem 3.2.3 iin biitiin kogullan saflandifmdan,
(3.2.1) denkleminin sifir ¢6ziimil diizgiin asimptotik kararlidir.

$imdi otonom sistemler igin (¢) kogulunu daha esnek hale koyan bir sonug verelim. Bu
onemli sonug ilk defa Barbasin ve Krasovskii tarafindan 1952 de ispatlandi. Daha
sonra bu sonug, Krasovskii tarafindan 1959 yilinda gecikmeli diferensiyel sistemlere
genigletildi.

Teorem 3.2.4.
(@) =F(x,) (3.2.2)

30



denklemini ele alahm; burada @=-o ve F:C, - R" olmak dzere y=0 igin

F(p)=0 dir. w ve W Teorem 3.2.3 deki gibi olsunlar, Agafidaki kogullart saglayan

bir ¥:C, —[0,0) fonksiyoneli meveut ise, bu durumda (3.2.2) denkleminin sifir
¢Oziimii diizgiin asimptotik kararlidir:

@ V@) 2wy,

@OV swiyl),

(c*) (t,,6) € RxCp, ve x=x(t;1,,4) ¢bziimi [z, —r, B) lizerinde tammlt olduu siirece

1, St< g, igin

%V(x,)so;

%V(x,)ao ozdegligi sadece ¢ =0 hatinde saglanr.

Ornek 3.2.3. (Krasovskii 1959)
mz"' () +bz' () +qz'(t—r) + k() = 0
denklemini veya buna esdefier olan gecikmeli
x;(‘) =x,(t)
M= —%xl(:)—f;xz(,)~% 50-1) (3.23)
sistemini ele alahm; burada m, b, g, & ve r pozitif sabitler olup & = —c0 ve H =+ dur.

Lyapunov fonksiyoneli
V)=t @+ Lm0+ Lo w200
PR R 2 A

seklinde tamumlansin. Bu ¥ fonksiyoneli Teorem 3.2.4 Gn (a) ve (b) kosullanins saflar.
(t3,8) € RxC ve x=x(t;#,,4) oldugu zaman ¢ 2 ¢, igin

LV ) =2 580 On - =S bek =)

elde edilir. Buradan g <5 oldugu zaman aym teoremin (¢') kogulu da saglanmmg
olur. O halde Teorem 3.2.4 den dolay: (3.2.3) sisteminin sifir qOziimii diizgin
asimptotik kararhdur.
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4. LINEER ve YARI LINEER GECIKMELi DIFERENSIYEL
DENKLEM SISTEMLERI

4.1. Girig

Adi diferensiyel denklemler teorisinden bilinmektedir ki lineer diferensiyel sistemin
sifir ¢dziimii dizgin asimptotik kararh oldufu zaman, diferensiyel sistemin ikinci
yantna uygun bir sekilde kiigiik lineer olmayan terimler eklendiginde ortaya ¢ikan yeni
lineer olmayan sistemlerin sifir ¢ozimi de diizgiin asimptotik kararh olur. Omegin
skaler lineer olmayan

x'= -3x +(sin #)sin x*
denklemine ait sifir ¢dziimiiniin diizgiin asimptotik kararlt olmasi dururhu

x'=-3x

lineer denklemi yardmmyla sdylencbilir. Cinkii verilen denklem x'=-3x lineer
denkleminin bir pertirbasyonlu haline kargihk gelmektedir; burada pertiirbasyon
terimi (sinf)sin x? olup kiigiik x ler igin kiigiik oldugu agiktrr,

Adi diferensiyel denklemler igin bu konuda yapilan incelemeler genel olarak lineer

homogen
y'=A@y 4.1.1)
sistemini ve buna iligkin pertiirbid
x'= A()x + h(1,x) 4.1.2)
sistemini kapsamaktadir.

Bu bsliimde (4.1.1) ve (4.1.2) adi denklemleri igin elde edilen baz: sonuglar lineer

PO =3 4,00 -r,) @13)
=
sistemine ve
PO =3 A,@)xt—r,) +h(t,x,) = F(t,%,) (4.14)

=t
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seklinde tammli pertirbid sistemine genigletilecektir. Burada her bir A, katsayis
(a, ) iizerinde siirekli nxn tiirinde matris degerli bir fonksiyondur ve her bir r
gecikmesi [07] iginde bir sabittir, A:(a,0)xC, >R* ; F:(a,o)xC, —R",
D={eR :|g|<H} ve F(1,0)=0 olmak iizere F fonksiyoneli sireklilik kosulunu

saglar, lokal Lipschitzian ve yan smirhidir. Ayrica (4.1.3) ve (4.1.4) deki gecikmeler
aym sayida olmayabilir. Hatta, (4.1.4) deki gecikmeler sabit bile olmayabilir.

4.2. Lineer Gecikmeli Sistemler

Bu kesimde gecikmeli (4.1.3) lineer homogen
Y@= ZA L@Dy@-r1,) 4.2.1)
J=1

sistemi ele alinacak ve bununla ilgili olan baz: sonuglar tizerinde durulacaktir.

Lemma 4.2.1. (4.2.1) denklemine ait sifir ¢Sziimiiniin diizgiin kararh olmasi igin gerek
ve yeter kosul

te.0) < M| ,vizt, >avepeC, “4.22)

olacak gekilde bir M, sabitinin mevcut olmasidir. Ayrica M, 21 oldugundan, (4.2.2)
esitsizligi her 1 > ¢, —r igin gegerlidir.

Ispat: (4.2.2) kogulu saglamyorsa agik olarak, (4.2.1) denkleminin sifir ¢Oziimii
diizgiin kararlidir,

Kargit olarak (4.2.1) denkleminin sifir ¢dziimii diizgiin karath olsun. Buna gére
& = &(1) alnabilir. Bu durumda |¢] <& ve 121, > @ oldufu zaman

est,.8) <1
dir.,
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M, = Y olsun. Agik olarak, ¢ =0 iken (4.2.2) saflamir. Keyfi bir ¢ #0 ele alalm.
Bu durumda her bir 5 € (0,5) igin

presen. 59/l <1
elde edilir ya da lineerlikten her £ > 1, igin

. <. /6"
yazilabilir. $imdi her bir sabit 7, > deferive 121, i¢in §° — 5 abnrsa,

bet.d<le], /6 =M,g],

bulunur. Ayrica, buradan A/, 21 sonucu ¢ikar ki buradan (4.2.2) egitsizlifi
1, T St $1, igin de saflanmg olur.

Teorem 4.2.1, (4.2.1) denkleminin sifir ¢oziiminiin dizgiin asimptotik kararl olmas,
ancak ve ancak her {f,,¢) € (a,0)xC igin

s, 0= Mig) e |, t24,, 4.23)
ye da buna esdeger olarak
. Gto, o), sMe™ ] e | 121, (4249

olacak gekilde A7 =1 ve y > 0 sabitlerinin meveut olmasdir.

ispat: Birbirine egdefier olan (4.2.3) ve (4.2.4) esitsizliklerinden biri sajlandifh
takdirde (4.2.1) denkleminin sifir ¢dzliminin diizglin asimptotik kararli olacaf
kolayca goralebilir.

Tersini gdstermek icin (4.2.1) denklemine ait sifir ¢éziimiiniin diizgiin asimptotik
kararh oldugunu kabul edelim. Bu durumda Lemma 4.2.1 den dolay1 her 127, > ve
¢ €C igin

.0 < M. o], (4229

olacak gekilde bir M, sabiti vardur.



5

Simdi 5, >0 dizgin asimptotik kararhiik tammundaki gibi olsun. Buradan 7=\
alinirsa, bir 7 >0 vardir dyle ki her £, >a ve g €C igin
I, <&,
oldugu zaman
ﬂy(z;t,,¢){]<5! G > V24 +T,
dir. Herhangi bir ¢ # 0 ele alalim. Buradan her bir 5; € (0,5,) i¢in
.o <%
ya da lineerlikten
[b'(t;to,¢)ﬂ<%‘,—n¢ﬂ’ L2t +T,
elde edilir. $imdi sabit £, > @ defieri ve r2 ¢, +T igin §; — &, alimrsa,
ﬂy(t,t,,q))ﬁs%ﬂﬁ, ,t2t,+T,
bulunur. Bu ise
. Grog), $*;‘M, L2t +T+r (4.2.5)

egitsizligini ifade eder. (4.2.5) in uygulamas: tekrarlanirsa timevanm yonteminden
kE=12,...igin t, + k(T +7) St S, +(k + 1T +r) araliklarinda

Hyr(~;‘o’¢)a, < 2—-kn¢ﬂ' = Mre.aﬂ)k
elde edilir. Buradan ¢ 2 ¢, + T +7 igin
By: (.; to’ ¢)u < ﬂ¢ﬂ e—(hz)(:-:,,—r-r)/(ﬁr)

= 2l eV
gikar. Bu eitsizlik ve (4.2.2') birlikte ele alinirsa her £ 2 ¢, i¢in
P.Cito 8N, < 28], oY)
elde edilir. Bu ise, y=(n2)/(T+r) ve M=2M;e™"" olmak Gzere (4.2.4)
egitsizligidir.
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Asafidaki teoremde (4.2.3) egsitsizliginin sadece y, =¢ strekli fonksiyonuna degil
aym zamanda y, =Zu geklinde sirekli olmayan bir fonksiyona da uygulanabilecegi
gosterilecektir; burada £ € R" veu

0,-r<o<0
o)==
#(©) {1,0:0

bigiminde tammi1 birimli basamak fonksiyonudur.

Teorem 4.2.2. (4.2.1) denkleminin stfir ¢oziimi dizgiin asimptotik kararh ise bu
durumda, her bir ¢, > a ve herbir £ € R” igin

;te. £ 0] < MlE]e 7™ | t21, , (4.2.6)

dir; burada M ve y sabitleri (4.2.3) eyitsizlifinde oldufu gibi olsunlar, aynca

e, =[el-

ispat: » fonksiyonuna yakin olan siirekli g, (I=1,2,..) fonksiyonlanm gbz 6niine
alalim; burada

0 ,—r50<"1 ,
u,(o)=

1+1% ,"%Scrso .

O = y:45,5u) ve yq, (1) = y(1,1,,§ uyy) olsun. Buradan ¢ 2 ¢, igin

o) “)’a)(’) = I{ilAj(s)[V(s“’;)”}’(x)(s’ ’})]}&
1, \JS=1
dir. Her bir j icin
K, =m§]],4,(s)ﬂ ve K(f)=K,(0) +...+ K, ()

alindifanda, her 7 21, igin

b -»0f= { I'A,(s+rj)[y(.s)-y,(s)]}ds”

=1 | 4o-1y

36



< Z{ | //g(r){b(s) —y‘,)(s)lldv}

< K(t)":,‘ﬂ% + [KOs) -y s
ty
elde edilir. Lemma 1.3.2 uygulanirsa,
b -ro s KX fgferorw 124,

bulunur. &u,;, e‘C oldugundan,
b@lspo-ro 0+ puo)]

0

K (I')' efle e @ + Ml | 121

dir. Bu eyitsizlik her / igin saglandifindan, { —» oo alinabilir ve (4.2.6) egitsizlifi elde
edilir.

4.3. Yan Lineer Sistemler

Bu kesimde (4.1.4) lineer olmayan gecikmeli
X(1)=Y A, ()x(t~r,)+h(1,x,) @3.1)
J=1

sistemi ele almarak X(f,) nin kigik olmast durumunda sifir ¢dziiminiin dizgiin

asimptotik kararli olmas: hakkinda bazi sonuglar ispatlanacaktir.

Once, (4.3.1) sisteminin kararlthk durumu incelenirken karglagilan bir skaler
gecikmeli diferensiyel egitsizlikten ve bununla ilgili bir lemmadan s8z edelim:

v s-rv)+plv], . 124 . 432)

burada y vep, 0 < p <y seklinde sabitler olup v(¢) >0 dir.

37



Lemma 4.3.1. v ve p sabitleri igin 0 < p <y olsun. v, [4, —r,f) lzerinde negatil
olmayan siirekli bir fonksiyon olmak iizere #, <7< 8 igin (4.3.2) esitsizligini sajlasin,
Bu durumda

vy <, | e, f<i<p, 433)

dir; burada A sabiti
A=vy-pe* 4.3.4)
denkleminin tek pozitif kokudiir (Halanay 1966).

ispat: (4.3.4) denkleminin bir tek pozitif koke sahip oldugunu gostermek icin
Alp)=p-7+ pe*”
seklinde tammh olan A(p) fonksiyonunu ele alabm, A(0)<O, A(y)>0 ve
A'(u)>0 oldugundan, A(A)=0 olacak bigimde bir tek Ae R, 0<A <y ,vardrr.
t,-rst<p igin
w(l) = ﬂv,o ﬂ’e"““‘”
fonksiyonu tammlansin ve &k > 1 keyfi bir say1 olsun. Bu durumda 7, —r <7 <1, icin
v({1) <kw(t)
dir. Simdi celigki bulmak icin bir £ € (f,, #) i¢in v(t) = kw(?) olduunu kabul edelim.
Bu durumda v ve w sirekli fonksiyonlar olduklanndan, bir 1, €(f,,8) mevcut
olmahdir 6yle ki
V() <kw(t), t,-rst<t,,
ve
v(t) =kw(ty) , 4, €(t,B),
dir. Eger v'(1,)<kw'(f,) olsaydi, yukandaki durum ortaya ¢tkmazdi. Ancak, difer
taraftan
V(&) < ~rvi)+ plp |
<-ykw(t)+ pkw(t, —~r)=kw'({t,)
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bulunur, Bu ise bir geligkidir. O halde,
W) <kw(t), t,st< g,
dir. Sonug olarak & —> 1 alimirsa v(f) < w(#) esitsizlifi bulunur. Bu ise (4.3.3) dir.

Teorem 4.3.1. (4.2.1) sisteminin sifir ¢oziimi: ditzgiin asimptotik kararh olmak Gzere
M ve y sabitleri (4.2.3) deki gibi olsunlar. Bir N e (0,y/M ) sabiti igin

e < Ny, , ¢.v)e(@enC;,, (4.3.5)

esitsizligi saglamyor ise, bu durumda (4.3.1) sisteminin sifir ¢ozimi de dizgin
asimptotik kararlidir.

ispat: 0<N <y/M olmak tizere # fonksiyoneli (4.3.5) kogulunu saglasm. Ayrmica,
(to,9) € (@,20)xC,, ve x=x(;1,,4), X, =¢ olmak tzere (4.3.1) sisteminin {1, -7, f)
iizetinde tammli olan tek siirdiirilemeyen ¢6ziimii olsun. (4.3.1) sistemine
parametrelerin degigimi yontemi (Teorem 1.3.6) uygulamrsa, £, -r<t< g, icin

x(t) = y(tst0, )+ [ y(t;5, ks, x, Yu)eds
o

clde edilir. Buna (4.2.3) ve (4.2.6) kestiremleri ve (4.3.5) kosulu uygulamirsa,
1, <t< B, igin

t
bee] < ], e 7 + [Aile, | e 7 s (435)
o

bulunur.

Simdi
Mlg|, JM—r<tst,,

= ¢
o Me7 gl +eT ’J'MNe’ Ie ] a5 L1, <1< B,
%

fonksiyorunu goz Omdne alabim. Bu durumda v(f) strekli, negatif olmayan ve
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t,-r<t<pf igin ﬂx(l)ﬂ < v(f) dir. Aynica 1, <1< B, igin

V() = -y v(@)+ MN|x,| <-yw()+ MNv,|,

dir,

MN <y oldugundan Lemma 4.3.1 den ¢, <? < f3, igin

e < vy < M| e ™ @37
¢ikar; burada 4,
A=y ~MNe* 4.3.8)
denkleminin pozitif kokiidilr. (4.3.7) esitsizlifi ve Teorem 1.3.2 goz oniine alindifinda,
lell. <#4,

olmasi koguluyla B, = o sonucu bulunur.

O halde daha Onceki tartigmalardan (4.3.7) egitsizlifi (4.3.1) sisteminin sifir
¢dziiminiin dilzgiin asimptotik kararli oldufunu ortaya koyar.

Ornek 4.3.1. Pertiirbid olmayan sistem
Y (@)= 40Op0) 439
seklinde bir adi lineer diferensiye] sistem ve pertiirbid sistem de
£(0) = A WX+ 3 A, (0xt -7, 0)) 43.10)
J=2

olsun; burada her bir 4, siirekli matris degerli bir fonksiyon ve her bir r, gecikme
fonksiyonu ¢ > e igin sitrekli olmak dzere 0<r, (f) <r dir.

(4.3.9) denkleminin sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik kararh olsun. Bu durumda bir
M21vey>0 igin

1, &) s Mlge ™, Viz1,>a ve £€R",
yazilabilir. (4.3.9) denklemine bir gecikmeli diferensiyel denklem gibi dikkat edilirse,
bu durumda (4.2.3) ve (4.2.6) esitsizlikleri yerine



Isste. s Mgl e, 124, >a ,
bulunur; burada ¢ € C veya ¢ =Eu dir.

O halde 7 > a igin

guA, )N <Y, @3.11)

olacak sekilde bir N sayist varsa, Teorem 4.3.1 den dolayt (4.3.10) sisteminin sifir
¢oziimii diizgiin asimptotik kararhdir.

Sonug 4.3.1. (4.3.5) kogulu yerine her (7, ) € (&, )xC,, igin

ey A < we e, A, “43.12)
kogulu ele altnwsa, Teorem 4.3.1 in hikmid yine dogru kalir, burada
w: [0,00)— [0,00) olup, li—l)'l;l’ w(p)=0 dir.

P

Ispat: M ve v sabitleri (4.2.3) esitsizligindeki gibi olsunlar. Buradan, gerekli oldugu

zaman, H sayist
sup w(p) <%4

O<p<H

saglanacak gekilde kiigiiltiiliirse (4.3.12) egitsizlifinden (4.3.5) bulunur. Bu da kamt1
tamamlar,

Ornek 4.3.2.

X'(1) = ax(1) +bx(t—r ) +cx(1)x(1 —%) 43.13)

denkleminin sifir ¢oziimi, @ <0, |5 <|a] veya a<0,—%<b50 olmas: durumunda

diizgiin asimptotik kararhdir. Cankii, bu kogullar altinda Ornek 3.2.2 den
Y(1)=ax(t)+bx(t—r)
denklemine ait sifir ¢dziimiiniin diizgiin asimptotik kararlt oldugu bilinmektedir.
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Ote yandan h(l,y/)=ci;1(0)¢(—-—§) fonksiyonu igin (4.3.12) kosulu saglamr.

Dolayisiyla Sonug 4.3.1 verilen denkleme uygulanabilir ve istenen sonug elde edilir.

Simdi # mn kiigik olmast kosulunu biraz daha hafifleten ve dolayisiyla gecikmelerdeki
pertiirbasyonlann incelenmesini olanakh kilan agafidaki teoremi verelim.

Teorem 4.3.2. (4.2.1) sisteminin sifir ¢ozimii diizgtin asimptotik kararli olmak tizere
M ve y sayilan (4.2.3) deki gibi olsunlar. Asafiidaki kosullar saglanacak sekilde

K>0 ve Ne(0,% ) sabitleri mevoutsa, bu durumda (4.3.1) sisteminin sifir gozimi
duizgiin asimptotik kararhdir:
O Fe.v)-Fa.w)|<K|v-7], ., C.v).0.7)e(@xxC,,
(ii ) y siirckli titrevlencbilir olmak tizere {1,p) € (@, ©)xC,, igin
Pre.p s Nmax{y], .| vd, /x}

ispat: ispat esnasinda [-r,0] aralift yerine [-2r,0] arahfinda tammh olan baz

fonksiyonlani ele almak gerekebilecektir. Bu yiizden agafidaki notasyonlan gdz oniine
alahm:

Ivl., =_sp v, v eC-2-0LR",
ve x| ,, ifadesindeki x,,
x(c)=x(t+0a) ,~-2r<o <0,

seklinde tansmhidir.

Parametrelerin degisimi yontemi, Teorem 4.3.1 deki gibi r>1, yerine 12¢, +r igin
uygulanacaktir.

Verilen herhangi bir £ (0,H) sayisma kargilik bir & =ge™™" /M sayisim segelim
byle ki Teorem 134 den dolayi f,>a ve [¢] <5 oldufu zaman (43.1)
denkleminin x, =¢ kosulunu safilayan tek ¢Szimi i¢in
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ettt s 6/M Lty <t <ty +r,
gergeklensin. ¢ <& olmak tizere herhangi bir (f,,4) e (@,%)xC, noktas: igin
x(t;t,,8), (4.3.1) denkleminin (1,,4) den gecen ve [t, —7,,) flizerinde tammbli olan

tek siirdariilemeyen ¢6ziimii olsun. 8§ mn segiminden dolay1 B, > ¢, +r dir.

Simdi 1, S1 < B, igin
I @) =|F@.x)| < K]x,

oldugundan, ¢, +r <s < B, igin

r

ﬂx;(o)"SK“x,[]u ,~2r<o<0,
yazilabilir. Dolaystyla (i7) hipotezinden
s, x| < Njx,|,, .to+r<s<p,,
dir.

Parametrelerin degigimi yontemi uygulanirsa, Teorem 4.3.1 in ispatinda oldugu gibi
(4.3.6) esitsizlifinde 1, yerine 1, +r, ¢ yerine x,,, ve ||.[, yerine de |J.[, gelmis
hali elde edilir:

[ <mer s, | + [Me O], ds 1 +r<e<p,, 43.14)
f
Buradan (4.3.7) de yapildig gibi
s M, ] e ", f+rsi<B,, (4.3.15)

bulunur; burada 4 sayisi
A=y~ MNe*
denkleminin pozitif kokiidiir. Bdylece § min segimine gére
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&M s lo—PSISty+r
1)l < 43.1
ﬂx( )H {88-4(‘—:0—') ) to tr<t <ﬂ1 s ( 6)

yazilabilir. (4.3.16) ve Teorem 1.3.2 den §, = olup (4.3.1) denkleminin sifir
¢bziimil diizgin kararhdsr.

{4.3.16) dan (4.3.1) denkleminin sifir ¢dziiminin ddzgiin asimptotik kararh oldugu da
bulunabilir:

Sabit bir H, &(0,H) defierini ve buna bagh olarak &, = H,e™" /M sayisim segelim.
[¢], <8, olmak iizere (,,4)< (@, )xC,, noktas ve 7>0 sayisi verilsin Bu
durumda 7' = 7(5) > 0 i¢in
He* M eqy
saflanmak koguluyla
Ix)<n ., Vize,+T,
elde edilir.

Ornek 4.3.3. Teorem 4.3.2 yi (4.3.10) sistemine uygulayalim. Ancak §imdi pertiirbid
olmayan sistem
YO=Y 4,050 4317
=
seklinde olmak (izere

wewy=3 4,0l -r,)- y0)] @3.18)
=2

dir. (4.3.17) denkleminin sifir ¢Ozimii dilzgiin asimptotik kararh olsun. Bu durumda
yeterince kiigtik r ler icin (4.3.10) sisteminin sifir ¢oziimiiniin de ditzgiin asimptotik
kararli olacafi beklenebilir. $imdi bunun gercekten saglandifim gosterelim.

(4.3.17) denkleminin ¢6ziimleri bir A 21 ve y > 0 sayilan igin



et &) s M| E]e ™™ , 124, >a ,
eyitsizligini saglarlar. Buradan (4.3.17) bir gecikmeli diferensiyel denklem gibi
diigiiniiliirse, herhangi bir ¢ € C igin

It B < M]p] e |, 124, >a,
yazilabilir. $imdi gosterilecektir ki her bir 4, ,(a,) izerinde suurl, siirekli bir matris

degerli fonksiyon ise, o zaman
(’ sup 34, 0] | sup 34, (’)"] <L (4.3.19)
La gy pa gy

olmast kosuluyla (4.3.10) sisteminin sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik kararhdir,
H = alahm. Bu durumda

K= s:fi"Al (’)ﬂ

I=]
olmak iizere Teorem 4.3.2 nin (/) kosulu saglamr. (7)) kogulunu gérmek igin
t,¥) € (@, ©)xC ve y siirekli tirevlenebilir olmak iizere

I, )] < sup Z"A ; (t)".’l v'|,r
Ha j=2
olduguna dikkat edelim. Buradan

N =rsip g”A, ol

olmak iizere (4.3.19) dan ¥ < I’:{- dir. Bu ise Teorem 4.3.2 nin () kogulunu verir.
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5, UCONCT BASAMAKTAN BiR GECIKMELI DIFERENSIYEL
DENKLEM SINIFININ DUZGUN ASIMPTOTIK KARARLILIGI

5.1. Girig

Bu béliimde figiincii basamaktan gecikmeli diferensiyel

F@O+ fx(O), (), XO)EW) + g(x(t — 7). X — )+ h(x(t —7)) =0 (5.1.1)
denklemi ele almacak ve (5.1.1) denkleminin sifir ¢dziminin dizgiin asimptotik
kararliligm garanti eden yeter kogullar verilecektir; burada f: R* >R, g:R> >R,

h:R— R siurekli fonksiyonlar olup g(x,0)=h(0)=0,720 dir. Aynea #(x),

%2xy) &y ¥Exyz) FXyz) ; 5.5 D
x > o % titrevleri her x,y,z icin streklidir.

Belirtelim ki (5.1.1) denklemi ilk defa Chukwu tarafindan
@)+ S(x(0), %(0), BE)EQ) + g(x( ~ ), ¥(f - 7))
+h(x(t — 7)) = p(t, x(1), (1), x(t - 7),2(t ~ 1), ¥(0))
geklinde ele alinarak bu denklemin en az bir periyodik ¢dzime sahip olmas igin yeter
kogullar bulunmugtur (Chukwu 1978).

Daha sonra Bercketoflu (1998) tarafindan benzer yapida olan dordiincii basamaktan
gecikmeli

() + e(t, (1), 5(0), 50), T OV E@) + [ (¢, (1 - 7)) + g{t, (¢ ~ 1)) + B(x(t ~ 7)) = 0
denkleminin sifir gozimaniin diizgiin asimptetik kararh oldugu ispatlands.

Simdi esas sonucu vermeden dnce agafndaki 6nemli teoremi goz Oniine alalm:

Teorem 5.1.1. Asafndaki kosullar saflanacak sekilde 0<7<w, jo[<H iizerinde

tanmmh ve ¢ ye gore lokal Lipschitzian olan bir siirekli V' (7, ) fonksiyonelinin meveut
oldugunu kabul edelim:



oldugunu kabul edelim:

) w(lp©)) sV @,0) < W (p©))+7, (e,

H) V.0 < - (@),

burada W,W,, W, ve W, fonksiyonlar: [0,)}dan [0,c0)a sirekli olup W,(0)=0

(+1,2,3), r>0 igin W,(r)>0 ve W, (i =1,2,3) azalmayandir. Ayrica x& R" igin |4
ifadesi R” de oklid normudur, ¢ eC igin u¢"=_f‘$§n"”(9)} ve geC, icn

[ J'w, (s)ds] dir; burada @, , @ nin i yinci bilesenidir.

=5

Bu durumda
¥ =F{,x,)

denkleminin sifir ¢oziimit diizgiin asimptotik kararhdir (Burton 1978).
5.2. Esas Sonug

Once

Q={te,7.2): < H.D| <H, Jd < H,,H,<H}
bolgesin goz 6ntine alalim.

Teorem 5.2.1. Her x,y,z € Q igin agahdaki kogullar saglanacak gekilde a,a',5,4',c,
8,L pozitif sabitleri meveut olsun:

(i)azf(xyz)za ,

@) g(x’y)zb =0, aggyy)sb, Ls———-—-ag(a’:y)so ;

(iii) ab > ¢ olmak iizere Eflzé‘ (x=0) ve H(x)<c ;

L (x55.0) Fxy.2) . . .
(Iv)y—-———~ar 50,y e 20 ;
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o v,

Dy~2kr>0
saflanacak sekilde negatif olmayan bir sabittir; burada
D, =D,(a,d,bV,c38,56,5,) poztif bir sabit olup,
k=max{D,(L+c), Db}, D, = max{i+8,,1+a,6,},
ve §,>0,6,>0,

.:;<5,<.2—, ab~c>abd, >0, 5>[(b'—b)+(a'—a)]§4i

esitsizliklerini safileyan pozitif sabitlerdir,
Bu durumda (5.1.1) denkleminin sifir ¢ziimii diizgin asimptotik karathdir,

ispat icin hazrhk

Ispat, baz: diferensiyel esitsizliklere (Harrow 1968) ve karsilik gelen egdefier sistem
igin bir Lyapunov fonksiyonelinin bulunmasina dayamr.

11k olarak (5.1.1) denklemine esdeger olan agafidaki sistemi ele alalm:

H)=y0)
Y=z (52.1)
(1) = —f (e(1), Y1), 2(D)z () ~ g(x(1), /1))~ A(x (D) + G(t),

burada

G(t)= [ .(5(1+0), y(1+8))y(1+6)d0+ [ g (5(1+6), y(1+8 )z(1+6 )db

. (5.2.2)
+ j K{x(1+6))y(1+6)d6 .
Simdi V(t,9) Lyapunov fonksiyonelini
Vt.p)=V,+V, +V, +V, (1, 0) (5.2.3)
seklinde tammlayalim; burada



1} it} ()

2W,()=2 | W(s)ds+2 [ of (x(t).50)ds+28, [a(x(t),s)ds
[ o o

(524
+8,27(1)+2y(1)2(t)+ 28, (1 )h(x(t)) |
xft}
2V,(t)=8,bx*(1)+2a [h(s)ds+(a* -8, )y*(1)
]
M)
+2 [g(x(t),s)ds +2*(1)+2a8,5(1)y(1) (5.2.5)
o
+238,x(t)z(1)+2ay(t)z(t)+2y(t ) x(1))
»¢)
2¥,(0) =2a [ (=(0),5,0Mds - a*y* (1), (5.26)
[
V.(t.o) =.2;’1 f {]’(xzma )+ Y (E+8)+23(1+0 ))da}do, (527
-t &
olup
2 =D, ~(D} ~4k*s? )2 (52.9)
sabiti (v) den dolay1 negatif olmayandir.

V() =V, (x(0), ¥(2), «(t)), i =1,2,3, fonksiyonlan kullamlarak sirekli p(?) igin dgiincii
basamaktan

F @)+ £(x(2), (1), H())%() + g(x(2), (D) + h(x (1)) = p(r) (5.29)
diferensiyel denklemi hakkinda asagidaki esitsizlikler elde edildi (Harrow 1968).

D (O+y* )+ ) < f:V, O <D, () +y O+ (5.2.10)

g;iy;(‘)s‘4D3(¥2(f)+yz(1)+zz(t))+D4(lx(t)i+[y(t){+[z(t)!)ip(t)|, (5.2.11)
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" bureda D, =D,(a,b,c,8,,5,), D, =D,(a,a',b,b',c,d,,5,) pozitif sabitler olup D,
ve D, sabitleri (v) de tanmlandikian gibidir.

Ispat: Teorem 5.1.1 kullamlarak ispat yapilacaktir. (5.2.3) ile tammlanan V(t,p)
fonksiyoneli @ ye gore lokal Lipschitziandir. Cinka V' (1,¢) fonksiyoneli0<f <,
lel<H, isin @ ye gore siirekli diferensiyellenebilirdir.

Simdi V(¢, ) fonksiyonelinin Teorem 5.1.1 in (H,) ve (H,) hipotezlerini sagladifim -
gosterelim. (77,) hipotezini gergekiemek kolaydir. Gergekten (5.2.10) esitsizliZinin
her iki yanmna (5.2.7) ile tammlanan ¥V, (, @) eklenirse,

V.(t.9)+ D)0 <V (,0)< D, | O +¥,(t.0)
elde edilir. V, (7, ) negatif olmayan oldugundan ,

Dlp()* <V (t,9) < D,jp(0)] + Zyi(xz t+0)+y*(t+60)+ 2%t +8))df
= D,|p(0)’ +27 [lp(0)’ 46
=D,Jp) +2r]e] . (5.2.12)

Buradan W(r)=D,r*, W,(r)=D,r* ve W,(r)=2yr* olur ve bunlar (H,)
hipotezindeki biitiin kogullar saglar,

(H,) hipotezinin saglandifim gostermek igin (5.2.1) sisteminin bir (x(l), ¥, 2(1))
¢oziimit boyunca V' (7, ) fonksiyonelinin tiirevini hesaplayahm:

; dg d
Vit.9)= 23V, 0+ 2V (00)
=1

)

¥
_y(l) J Mm*‘&]}’(‘) J' agg((tt;,s)dv
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—yiy T, ("(’fhy(f;) 20D 22 ) {5, £ e,y 00, 20 - 1))

g0 I0) 5, }y _ [g(xm §.0)
[ 0 () (=6, St oo

= al f(x(), y(), 20)) - a Ly©)z(0) - [ £ (x(0), 9(0), z(t»—a]z’(t)

»nty
w0 | s {"3("(2)”’” ~H(x(e)-as, |10

5, h(zf’))) X2 (1)~ 8,[ Fx(e), (1), 2(0)) — a Jx()z(®)

»Ht)
ray) [ sLEXD s a0y 100,500 -¥0x0)

+(8,2() + y(1) + 2(1) + 6,x(0) + ay())) G(©)

+-2;tj[x’(l)+y’(l)+z’(f)—x’(t+9)—y’(t+9)—-z’(l+0)]d0

<18, (x(0, 300, 2(0)) - 1} 1) - [g"‘"g‘”’ sh'(x(r»}’(z)

[ 8GOS ()
[a i) aa,]y ©-8,= 20

~[ @), y0), () - a]z* @) - a[ £ (x(0), y(8). (D)) - a ]y () z(®)

- 8,1 £, 340, 20 - ale()2() - 6 [g("(‘z )’"” b]x(r)y(t)

+alf (x(t), (1),0) — alp()z()) + [ 5, x(t) + (1 + a)y(t) + (1 +8)z() |G (1)

+277T[X’(1)+y’(1)+ ()~ x*(1+0)=y'((+6) -2t +9)] 40

(5:2.13)

s—[f(x(:),y(r),z(r))—a](z(r)+i’;x(t)) +HA 0,0, 20)-a22# )

6,70, 0, )~ 1] 0) —’[M—b](y«n%xm)

»
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gx0).y0) 167 2. s Bx()
+[ 0 b:] y x*(f)~- 6, ) x*()

- [ai(‘(y‘z—%@ ~ H(x(0) - ab, ]y’(r) +15,x) + A+ @)y + 1+ 8)20)G0)

+‘2r1f[xz(’)+yz(’)+zz(l)—x2(1+0)—y2(t+0)—zz(t+9)]d0

2

<-(Ga-12*() - (ab-c-ad,)y (1) —[&SZ - (b'—b)%—(a'—a)fﬂx‘(o
+[6,x(0)+ (1 +a)p(1) + (1 + 8,)2())|G(7)

+grz—nxz(1)+y’(t)+z’(t)-—x’(t+9)-—y2(t+0)—z’(l+9)]d€.

(5.2.9) da p(r) yerine G(f) almirsa, (5.2.11) ve (5.2.13) den

<-4D,(x* @)+ y* (0) + 2* )+ D, (jx(0) + [y + 2] )G )|
+-277ﬂxz(l)+y2(t)+zz(1)—xz(t+0)—yz(t +0)-2*(¢ +0)]d0
elde edilir; burada
D, = %min{wz - (b'~b)§f— - (a'—a)‘%’z,ab -c-aé,,5a- 1} .
D, = max{5,,1+a,1+8,}.

Buradan ve Teorem 5.2.1 in hipotezlerinden

V(t,0) < 4D, (x*(0) + y* )+ 22 (1))

+ D, ()] + o) +)z)] )[(L + c)jly(t +6)|d6 + b'j]z(l + 0)]49}

+%_Z}[x’(l)+y’(t)+z’(l)—x2(1+0)—y2(1+0)—-zz(t+6’)]d0
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<-4, (x* () + y* (1) + 2 (1))
+ k(e + @) +z00 ) flyte+ oo+ [|z¢ +0) da)

+z}I(xz(‘)ﬂz(l)+z‘(1)—x‘(t+0)—y’(t+9)~z’(t+9))d9

=4D, (2 () + y'1) + 2 (1)
0
+k [ (et + ) +|20] N[te + )] + |z + 0) )ao (5.2.14)

+Ef'I(x’(t)+y’(l)+z’(1)~x’(x+e)—y‘(z+e)-z’(t +6))do

elde edilir.
(5.2.14) esitsizlipi agagidaki bigimde tekrar yazilabilir:

V(t,@)<-2D (:t:2 O+y () +z (t))
- J'(;r x*(0) = kefe(D)]yt +0)| ol 57 (e + 9))d9

( 7 YO~ kdy@)ye +0)|+ ~7y (i+9)}i9

7'22(1) kejz(O)]y(e +6)] + —7 y (t+6))d (5.2.15)

[ —

i3

I (7 x*(8) - kelx(n)]z(¢ +0)| + —722(1 +0)}l

j(r'y‘(l) Rty +0)|+ yz (:+a)}10

<3

j’( *2* (0) - kelz(D)z(e + 0)| + = 7z‘(1+0)}10——7jx (t+8)dog,

[~ ﬂj.—-

"lf—‘ «tl—- o

burada
27" =D, +(D? -4k*c?)% .
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(5.2.15) deki bittiin integraller pozitif oldugundan,

V(,0)<-2D,(x* 1)+ y* () +2° (1))
=-2D,|p(0)"

bulunur, Buradan W,(r)=2D,r* ¢ikar ki bu r >0 i¢in sirekli, pozitif ve artandrr,
Boylece (H,) nin gergeklenmesi tamamianmmg oldu.

Sonug olarak Teorem 5.1.1 in butiin kogullari saglanmaktadur.
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