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1.GIRIS

Karakteristligi sifir olan cisimler Gzerinde simetrik gruplarin gosterimleri ilk olarak
G. Frobenius, I. Schur ve A. Young tarafindan incelenmistir. (Specht, 1935), 1935
yilinda simetrik gruplar icin biitiin indirgenmez modiilleri veren yeni bir yontem
vermig ve zaman icerisinde bu yontemle belirlenen modiiller Specht modil olarak
adlandinlmistir. (James, 1976), 1976 yilinda keyfi cisimler izcrinde simetrik grup-
lar icin indirgenmez modiillerin ingas ile ilgili oldukga kolay ve dogal bir yontem
vermigtir.

Bu ¢aligmada G. D. James’in inga ydntemiyle, S, simetrik grubu igin, F' keyfi
bir cisim ve A, n nin bir pargalanmasi olmak tzere, A verildiginde A ya kargihk M A
vektor uzayimn ingast ve bu M X min nasil F[S,]-modil yapildig: verildi. Sonra M*
nin Specht modiil adi verilen S* altmodiiliiniin inga yontemi verildi ve CharF' =0
durumunda, A lar degistikge S* larin S, in tim indirgenemez modillerini verdigi
ispatlandi.

Son bolimde simetrik gruplar icin Young dogal gosterimi ve M* nin aynigiminin

nasil elde edilecegi detaylari ile incelenmistir.

1.C. YOKSEKOGRETiH KURULY
DOKUMANTASY Ut MERKEL!



2.TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Sonlu Bir Grubun Gésterimleri ve F[G]—Modiiller

Tanim 2.1.1 (Gosterim ve Matris Gosterimi)

G sonlu bir grup, GL4; X = (zi;)axq tipinde C kompleks sayilar tizerinde tanimh

matrislerin kiimesi olmak tizere,

X: G — Gl
g — X(9)

homomorfizmasina G grubunun matris gosterimi denir. Eger X; G nin matris bir
gosterimi ise bu durumda X(g192) = X(g1)X(g2), X(lg) =1 ve m € Z igin
X(g™) = X(g)™ dir.

V; F cismi iizerinde sonlu boyutlu vektor uzay: olmak dzere, V den V ye tersinir
lineer doniigiimlerin kiimesi GL(V') fonksiyonlarin bilegke iglemine gore bir gruptur

ve bu gruba genel lineer grubu adi verilir.

V: F cismi {izerinde sonlu boyutlu vektdr uzay ve boyrV = d olsun. Bu durumda

GL(V) ile GLy birbirine izomorftur. Boylece,

X: G — GL(V)

déniisiimii bir homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya G nin V/F izerindeki bir

gosterimi denir.

Ornek 2.1.2 7 € S, olmak tizere

[SV)



1, =#(j)=:¢
Ti; =
0, diger durumlarda

T E S3 igin,
X . 53 R Gld
T — X(7) = (2ij)axa
seklinde tanimlarsak X bir homomorfizmadir. Dolayisiyla X, derecesi 3 olan bir

matris gosterimidir. Béylece

. (1) (12) (13)
100 010 00 1
X() 010 100 010
00 1 00 1 100
. (23) (123) (132)
100 00 1 010
X() 001 1 00 00 1
010 010 100

Ornek 2.1.3 G herhangi bir grup olsun.
X: G — G
g — X(g=1I
seklinde tanimlanan X bir homomorfizmadir. Dolayisiyla X, G nin derecesi 3 olan
bir matris gosterimidir.

Bu ornek gosteriyor ki, her grup keyfi dereceden matris gosterimine sahiptir.

Tanim 2.1.4 (Sonlu Bir Grubun Grup Cebiri) G clemanlan z,,z;,...,T,
olan sonlu bir grup ve F bir cisim olsun. 1 €< ¢ < miginaq; € F vez; € G

olmak lizere, F[G] nin elemanlan = = in: a;x; seklinde formal lineer bilesimlerden
i=1

3



olusur. Ayrica,

z;€Gvea; b, k€ Figinz = f) a;z;, Y= § bjz; € F[G] olmak tizere,
i=1 J=1

T@y= ,_f:l(ai + b;)z;
kOz= §(ka,')z.'
i=1

zQy= _‘ZI a;bi(ziz;)

)=
iglemleriyle F[G], F tzerinde bir cebir olacaktir. Ayrica F[G] nin baz {z1,...,Znm}
ve dolaysiyla [F[G] : F] =| G | dir. Sonug olarak F[G] ye G nin F iizerinde grup

cebiri denir.

Ornek 2.1.5 G=<a: a®>=e>, Z, = {0,1} cismini gozéniine alalim.
Z,[G] ={rme+ra|r,m € Z,;}
= {0e + 0a, Ie + Oa,0e + 1a,1e + Ta}
= {0,e,a,e+ a}
(Z2[G), ®, ®,®) dortliisii bir cebir dir. ® ve ® iglemlerine iligkin tablolar;

& 0_2._,[0] e a eta
0z | Oziq e a e+a
e e 0 eta a
a a eta | 0 e
etal|leta a e 0

® 622[0] e a e+a
0 0 0 0 0

e 0 e a e+a
a 0 a e e+a
e+a 0 e+a +ae 0

Tanim 2.1.6 (Bir Gosterim Tarafindan Belirlenen Modiil)

G sonlu bir grup ve T', G nin V/F {izerindcki bir gosterimi olsun. Bu durumda,

O@: FIG]xV —YV
(.gx a;r;,v) —> (‘é a;z;) Qv = i)’; a;T(x;)(v)

4



dis iglemiyle V' bir F[G]— modil yapilabilir. V ye G nin T gosterimi tarafindan

belirlenen modul ad: verilir.

Tersine, eger V bir F[G]-modiil ise bu durumda,

T: G — GL(V)
g — T(@: V — V
v — T(g)(v)=gv
seklinde tanimlanan T', G nin V/F tzerindeki bir gosterimidir. T ye V; F[G]-modiild
tarafindan belirlenen gosterim denir.
Sonug olarak G nin bir T gosterimi verildiginde bu gosterime karsihk bir F[G]-
modil, bir F[G]-modiil verildiginde bu modiile kargilik G nin bir gosterimi bulu-

nabilir.

Ornek 2.1.7 G =Dy =<a,b:a* =08 =1, b-'ab=a"! > ve G nin bir matris

0 1 1 0
-1 0 0 —1

T: G — (GL,

gosterimi

olmak iizere,
g — T(g)

1 0
seklinde verilsin. v, = [ ] , Ug = [ } olmak iizerec V = F? v;, v, siitun
0 1

vektorleri tarafindan gerilen vektor uzay: olsun.

Asagidaki dig iglemle V bir F[G]—modiildir.



0 1][1] 0
av; =T(a)v; = = = -

| -1 0]|0] ~1
[0 1][o0] [ 1

avy =T(a)v2 = = =N
101 0
L 4 L J . 3
(1 0 ][1] [ 1

b’U] =T(b)v1 = = =N
0 10| 0

(1 0 ][0] [0}
bv, =T(bv, = = = —v

Tersine, G =C3;=<a: a®>=1> ve V = Sp{vy,v;,v3}
lv; = vy, lvy = vy, lvz = v3, AU = vy, AUy = Va, av3 = vy, a*v; = v3

a’v; = vy, a’v;3 = v, etkisiyle bir F|G]-modiil olsun. Bu durumda, 1,a,a% € G igin

100 001 010
T)=|010(,T@=]|1001|,T@=]|0 0 1
00 1 010 100

olmak tizere;
T: G - GL3
g — T(g)

G nin V/F tizerindeki derecesi 3 olan bir matris gosterimidir.

Tanim 2.1.8 G; S, nin bir altgrubu ve V; B = {v,v,,...,v,} baziyla bir F[G]—
modil olsun. Eger V nin dig iglemi her 1 <7 <n ve g € G i¢gin

gvi = vy(3)
ise, bu durumda V' ye bir permiitasyon modilt denir.

V bir permitasyon modili ise, her ¢ € G igin Ty(g) matrisleri; her satir ve
sitununda bir tane 1 diger bilegenleri 0 olan matrislerdir. Bu tipteki matrislere

permitasyon matrisi denir.



Ornek 2.1.9 G = Ssolsun. V = {v;,v2,v3,v4} 3-boyutlu vektdr uzayini alahm. Eger
g = (12) ise V agagrdaki dis islemle bir F[G]-modildir.

guvy = U2, gz = V1, gU3z = V3, U4 = V4

Ayrica Tanim 2.1.8 den V bir permiitasyon modulidiir.

Aynica Tg, B; bazina gore V ye karsilik gelen matris gosterimi olmak iizere,

g = (12) i¢in g — gv donlisimine kargihk gelen matris ;

100
000
010
00 1|

l9)B =

o O = O

seklindedir.

Tamim 2.1.10 (F[G]-altmodiil) V/F bir F[G]-modiil ve d # W C V olsun. Eger
W; V nin bir alt uzay: ve her w € W, g € G icin gw € W ise W ya V nin bir
F|G]—altmodili denir.

Tamm 2.1.11 (Indirgenemez (Indirgenebilir) F[G]- modiil)
V bir F[G]—modil olsun. V nin {0} ve kendisinden bagka F[G]—altmodili yoksa
V ye indirgenemez F[G]-modiil denir.

Eger V; {0} ve kendisinden bagka F[G]—altmodiiliine sahip ise bu durumda V
ye indirgenebilir F[G]—modiil denir.

T : G — GL(V); G nin bir gosterimi olsun. T ye kargihik gelen V; F[G]-modiili
indirgenmez ise T ye indirgenemez gosterim denir.

Eger T ye karsihk gelen V F[G]-modiilii indirgenebilir ise bu durumda T ye
indirgenebilir gosterim denir.

Kabul edelim ki V bir indirgenebilir F[G]—modil olsun. Bu durumda
0 < boyrW < boyrV olacak sekilde V nin bir W; F[G]—altmodiili vardir ve B;; W

nun bir bazi ise bu baz V nin bir B bazina genisletilebilir.

7
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Eger Tp, V ye kargilik gelen matris gosterimi ise bu durumda, Vg € G igin Ts(9)
matrisi; X(g), Y(g) ve Z(g) birer matris ve X(g); k x k tipinde olmak uzere,

X(g9) Y(9)
0 Z(g)

(*)

formundadir.

n.dereceden bir matris gosteriminin indirgenebilir olmasi igin gerek ve yeter gart

bu gosterimin (*) formunda olmasidir.

Ornek 2.1.12 G =Cs=<a: a® =1> ve V = Sp{vi,vs,v3} agagidaki etkiyle
bir F[G]—modil olsun.

1v; = vy, lvg = vg, 103 = v3, aV) = vz, avy = V3, av3 = vy, a%v; = v3,

avy = vy,a%v3 = vy

W = Sp{v, + v +v3} igin, W; V nin bir F[G]—altmodilidiir. W nun v; + vz +vs
bazim V nin bir B’ = {v; + v + v3, v1,v2} bazina genigletirsek, Tp:, V ye kargihik

gelen matris gosterimi olmak izere , Vg € G igin Tpi/(g) matrisleri,

100 10 1 1 10
Te()={01 0], Tefa)=|0 0 =1 |, Te(a®)=]0 -1 1
001 01 -1 0 -1 0

seklindedir. Gorildiigii gibi Vg € G icin Ta:(g) matrisi (*) formundadir. Dolayisiyla

T+ matris gosterimi indirgenebilirdir.

2.2 F[G]— Homomorfizmalar

Gruplar ve vektdr uzaylan icin yapi koruyan fonksiyonlar sirasiyla grup homo-
morfizmalari ve lineer déniigiimlerdir. F[G]—modiiller icin benzer fonksiyonlara

F[G]—homomorfizmalar denir.

Tanim 2.2.1 V ve W; F[G]-modil olsun. Eger 0:V — W fonksiyonu, bir
lineer dontigim ve Vv € V, g € G igin

0(gv) = gb(v)
sartim saghyorsa, bu durumda 0 ya F[G]-homomorfizma denir.

8



Ornek 2.2.2 V ve W birer F[G]—modiil ve 8 : V — W bir F[G]~ homomorfizma
olsun. Bu durumda Ker8, V nin ve Imf da , W nun birer F[G]—altmodiladir.

Ornek 2.2.3 G, S, nin bir altgrubu olsun. V = Sp{v,,...,v,} permitasyon
modili ve W = Sp{w} agikar F[G]—modil olsun.

Eger
— W

0:Vv
Zn: Aiv; — (i A;) w
=1 =1

ise kolayca gosterilebilir ki @ bir lineer doniigimdir. Simdi Vg € G ve Zn: A;v; i¢in,
i=1
ww)=o@ixm)_
=1

=0 i A;gv;)

=o(ix0w (i)

= (i /\.‘) gw, W agikar F[G] — modiil oldugundan gw = w
= ) w (i)

(i A

1=1

(i) ve (ii) den 8(gv) = gf(v) dir. Dolayisiyla 8 bir F[G]—homomorfizmadir.

Ayrica,
Kerd = {i /\,"Ug : 0 (i /\,"U,‘) = 0}
i=1 3

(B (£3)2=

=1

={i&w:i&=o}

i=1 =1



Imd = {0 (i A,-v,-) P A € V}

f=1 =1

{(EA)o Erer , wew)

=1 =1

= Sp{w} =W

seklindedir.

Tamim 2.2.4 (Izomorfik F|[G]-modiiller)
V, W; F[G]—modiiller olmak {izere, V den W ya 0 : V — W fonksiyonu verilsin.

Eger 0; F[G]-homomorfizmasi, birebir ve érten ise bu durumda 6 ya bir F[G]—izomorfizma

denir.

Eger V ile W arasinda bir F[G]-izomorfizma mevcut ise bu durumda V ve W ya

izomorfik F[G]-modiiller denir ve V = W ile gosterilir.

2.3 Maschke Teoremi

Bu kisimda gosterim teorisinde 6nemli bir yeri olan Maschke teoremini verecegiz. Bu
teoremle sifirdan farkli her F[G]—modilin indirgenemez F[G] -altmodiillerinin bir
direkt toplamu olarak yazilabilecegini gosterecegiz. Bu kisimda F; R veya C olarak

alinacaktir.

Lemma 2.3.1 Eger V bir F[G]-modil ve 6? = 6 olacak bigimde 8, V den V ye bir

F[G]-homomorfizma ise bu durumda
V=Iml® Ker
dir. (James ve Leibeck, 1993)

Teorem 2.3.2 G sonlu bir grup ve V bir F[G]-modiil olsun. Eger U, V nin bir
F[G]-altmodilii ise bu durumda V nin bir W F[G]- altmodiilii vardir yleki,

V=UsW
dir.

10



Ispat U; V nin verilen bir F[G}-altmodili olmak #izere V nin bir Wy altuzayim

secelim oyleki,
V=UeW,

olsun.

¢ fonksiyonunu,

$:V — V
v — ¢v)=u

seklinde tanimlarsak, ¢ bir lineer donligimdiir. Ayrica Ker¢ = Wy, Im¢ = U ve
é? = ¢ dir.

Simdi ¢ yardimiyla V den V ye bir F[G]-homomorfizma tanimlayalim.

6: Vv — V
v — 00) =t 5, 08(s7')

olsun. Agikca @ iyi tanimhdir.

0 bir lineer dontigiimdir. Gergekten A, € F ve vy,v2 € V igin

0wy + pv2) = g g);.?aytﬁ(g"()\vn + pva))

V = U & Wy oldugundan u;,u; € U ve w,,w; € Wy olmak tizere bir tek sekilde

v = u; + w; ve Vo = uy + w, olarak yazilabilir.Boylece

0(A'Ul + ,uv2) = -I—éi §6g¢(g*’(/\ul + Awl + HY2 + ;ng))
9

TC‘TI gcgqb(/\g"u, + pg~ ug + Ag™ wy + pgw,)
g

U bir F[G]-altmodiil oldugundan Ag='u, + pg~'uz € U dur. Eger
Ag™'wy + pg~'w; € U ise U bir F[G]-altmodiil oldugundan g € G igin

g(Ag~ wy + pg~ w,) = Agg~ ' wy + pgg ' we = Awy + pw, € U

olurdu. Bu ise V = U @ Wy olmasiyla dolayisiyla U N Wy = @ olmasiyla ¢eligkidir.
O halde Ag~'w; + pg~'w; € U ve V = U ® Wy oldugundan Ag~'w + pg~'w,) & Wo
_dir.

11



6(Avy + pvy) =,% . 98(Ag ™ us + pg” u1+/\y wy + pg~ ws)

‘=% g(Ag ur + pg~ up)

a—

-é—-Zu1+yZu2
geG

= Mo L 989 m + g7 + ki T 9909 ua + g7 )
= /\'Cl;' chqb(g"l(ul +wn)) + I‘jéjy%jagfﬁ(g_l(uz + w2))

= X(o1) + (w2
dir. Simdi Vv € V ve z € G igin 0(zv) = z0(v) dir. Gergekten,
0 . = & -t
(zv) = g g§cg¢(9 zv),
h™' = g~ 'z dersek g7! = h~'z~! ve g = zh dir. Boylece,
O(zv) = IGI Z zhé(h~ 'z zv) ,zh € G — h € (z7'G = G)

— (IGI T ho(h™ ))
= z0(v)
dir. Sonug olarak ¢ bir F[G]-homomorfizmadir.
Simdiro2 = 0 dir. Gergekten, oncelikle Vu € U, ¢7' € G iin g™'u € U olup ¢

nin tammindan ¢(¢~'u) = ¢~'u dur. Bunu kullanirsak,



dur. Simdi Vv € V icin § min tammindan 6(v) € U olup, (*) dan
6(8(v)) = 6(v)

dolayisiyla 6% = @ dir.

Nihayet,

Imf = {6(v):veV}
={f(u+w):ueU}
={u:uelU}
=U

ve Ker = W dersek Ornek 2.2.2 den W, V nin bir F[G]-altmodilidir.

Boylece Lemma 2.3.1 in hipotezleri saglanmig oldu. Dolayisiyla,

V =Iml® Kerf
=UW

dur. Bu ise ispatt tamamlar. n

Ornek 2.3.3 G=S;veV = Sp{vi,v2,v3}, U = Sp{v1 + v2 + v3} altmodiiliyle

bir permiitasyon modili olsun.
V=UeW

olacak gekilde V nin bir W F[G]-altmodiliint bulmak i¢in Maschke teoremini kul-

lanalim.

Ilk olarak W, = Sp{vy,v2} secersek, V = U & W, olacaktir. (Tabiki Wp bir
F|[G]-altmodal degildir.)

V den V ye bir ¢ doniisimi, vs = v; + v2 + v3 — v; — v, oldugundan,
#(v1) =0, ¢(v2) =0 ve ¢(v3) = v +v2 + v3

seklindedir.

Buradan Maschke teoreminin ispatinda oldugu gibi V den V ye bir 0; F[G]-

homomorfizmasi, 7 = 1,2,3 i¢in
0:v; — %(vl + vy + v3)
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seklindedir. Gergekten, z = 1 igin
0(”1) = |S| Z gé(g~ vl)

=3 [(1)¢((1)v1) + (13)8((13)v1) + (12)45((12)"1)
+ (23)6((23)v1) + (123)6((132)v1) + (132)4((123)w1)]
= £ [0+ (13)(v1 + vz + v3) + 0+ 0 + (123)(v1 + v2 4 v3) + 0]
= 1(2(vy + v2 + v3))
= %(01 + v2 + v3)

¢ = 2,3 icin de aym yolla kolayca gériilebilir.
Simdi V nin W; F[G]-altmodilini belirleyelim.

W = Kerf = {a1v, + azvz + azvs € V : 0(a1v; + azv; + azv;) = 0}
= {a1v1 + azv2 + azvz € V 1 a10(vy) + a20(v2) + a36(v3) = 0}
= {alvl +ava+azv3 €V : %(01 + a2 + a3)(v1 +v2 +v3) = 0}
= {a1v1 + aav2 + a3v; €EV:ata+az= 0}
= {ajvy — aqyv; — azvy + azvz: az = —a; — ag}
= {a1(v1 — v2) — a3(vy — v3) : ay,—a3 € F'}

= Sp{vl — U2,V2 — v3}

Tanim 2.3.4 (Tamamen Indirgenebilir F[G]-altmodiil) V bir F[G}-modiil ve
her 1 <7 < rigin U;, V nin indirgenmez F[G]-modiilii olsun. Eger

V=U|®.-.®Ur

ise bu durumda V ye tamamen indirgenebilir F[G]-modil denir.

Teorem 2.3.5 Eger CharF = 0 olmak izere G sonlu bir grup ise, bu durumda
sifirdan farkli her F[G]-modiil tamamen indirgenebilirdir.(James ve Leibeck, 1993)

Onerme 2.3.6 V ve WF[G]-modiiller, 0 : V — W &ir F[G] homomorfizma
olsun. Bu durumda V nin V = Ker0 @ U ve U = Im0 olacak sckilde bir U F[G)-
altmodili vardir. (James ve Leibeck, 1993)

Onerme 2.3.7 V bir F[G]-modiil ve 1 < i < s olmak iizere U; indirgenmez
F[G}-altmodilleri igin

14



V=U1@...@U,

olsun. Eger U; V nin herhangi bir indirgenmez F[G]-altmodilii ise bu durumda
1<t <sicin U = U dir ve U = U; olan F[G]-altmodiillerinin sayis1 boyrU ya
esittir. (James ve Leibeck, 1993)

U herhangi bir indirgenmez F[G]-modiil ise, bu durumda U; U; lerden herhangi

birisine esit olmak zorunda degildir. Bunu bir érnek ile gdsterelim.

Ornek 2.3.8 G herhangi bir grup ve V; g € G, v € V igin gv = v garpimu ve
{v1,v2} baziyla 2-boyutlu bir F[G]-modiil olsun. Bu durumda U; = Sp{v;} ve
Uz = Sp{v2} olmak iizere

V=UeoU,

dir. U = Sp{v1 +v2}; Vnin indirgenmez F[G]-altmodiilii olmasina ragmen nec U; ne

de U ye esittir.

Teorem 2.3.9 F[G] regiler F[G]-modiili, indirgenmez F[G]-altmodiillerin direkt

toplami, yani
F[G]=Ul®.@ur

ise, bu durumda her indirgenmez F[G]-modil, 1 < ¢ < r igin U; indirgenmez

F|[G]-altmodiillerinden birisine izomorftur. (James ve Leibeck, 1993)

Sonug 2.3.10 Eger G sonlu bir grup ise, bu durumda sadece sonlu sayida izomorfik

olmayan indirgenmez F[G]-modil vardir. (James ve Leibeck, 1993)

Tamm 2.3.11 Eger her indirgenmez F[G]-modil , herhangi ikisi izomorf olmayan
W,..., Vi indirgenmez F[G]-modillerinden birine izomorf ise, { V4, ..., Vi} climlesine

indirgenmez F[G]-modillerin bir tam ciimlesi ad1 verilir.
Simdi biitiin indirgenmez F[G]-modiillerinin boyutlan ile grubun eleman sayisi

arasindaki iligkiyi veren teorem verelim.

Teorem 2.3.12 {V,..., Vi} izomorfik olmayan indirgenmez F[G}-modillerinin bir

tam cumlesi olsun. Bu durumda

15



k .
__Zl(dz'mV,-)2 =G|~
dir. (James ve Leibeck, 1993)

Onerme 2.3.13 V ve W indirgenmez F[G]-modiiller olsunlar. O halde W nin V
de goriinme sayist boy Hom(V, W) dir. (Sagan,1991)

Tamim 2.3.14 (Bir Matrisin izi) A = (a;;) n x n tipinde matris olsun. A nm

izi
I2(A) = ._Z::l a;
seklinde tanimlanir.
Onerme 2.3.15 A = (a;;) ve n X n tipinde matrisler olsunlar. Bu durumda
iz(A+ B) = [zA + 1zB ve 12(AB) = l2(BA)
dir. Aynica C; n x n tipinde tersinir bir ise,
z(C'AC) = izA
dir.

Tanim 2.3.16 G sonlu bir grup, V; B baziyla bir F[G]- modiil ve T, G nin V/F
tizerindeki bir gosterimi olsun.
x:G — F
g — x(9)=12Ts(g)

seklinde tanimlanan y fonksiyonuna T ye kargilik gelen karakter denir.

16



3. Simetrik Gruplarin Gosterimleri

Bu bélimde S, simetrik grubunun tim indirgenmez F[S,}- modiilleri ve S, nin
tim indirgenmez gosterimlerini belirleyecegiz. Ayrica bu F[S,]- modiiller igin bir

standart baz elde edecegiz.

3.1 Diyagram, Tablo ve Tabloidler

Tamim 3.1.1 A bog olmayan bir kiime ve S4 da A dan A ya birebir orten fonksi-
yonlarin kiimesi olsun. Bu durumda S fonksiyonlarin bilegke iglemine gore bir grup-

tur. Bu gruba A {izerindeki simetrik grup denir.

Eger A kiimesi sonlu ise S4 y1 S, ile gosterecegiz.

Tammm 3.1.2 (Pargalanma ve Diyagram) m, n €N ve A = (A, Az,...,An)
pozitif sayilarin Ay > A; > ... > A, seklindeki bir dizisi olsun. Eger,

m
Ai=n
i=1

oluyorsa A ya n nin bir parcalanmasi denir.

Ornegin; (4),(3,1),(2,1,1),(2,2),(1,1,1,1); n=4 iin birer parcalanmalardir.

S, nin eglenik simflarinin sayis;, » nin parcalanmalarinin sayisina egittir.

17



Tanim 3.1.3 A = (A1, A2,...,Am) , n nin bir parcalanmasi olsun. Herbir satir1

1 < ¢ < m igin, soldan baglayan ); kutucuktan olugan gekle A min diyagrami denir.

Ornek 3.1.4 n=9 sayisinin A = (3,3,2,1) = (3%,2,1) parcalanmasinin diyagramu,

seklindedir.

Tanim 3.1.5 ); n nin bir parcalanmasi olsun. A ya karsilik gelen
Sy = Su,2,m) X Spud1 42, M422} X - o X S{n-Amt1,n-Am+2,n)
grubuna S, nin Young altgrubu denir.
Ornek 3.1.6 S(3321) = S123) X Spasep X Sir.s) X Sgey = S3 % S3 x 82 X 5
Genel olarak,
Sx = Sudardm) = Sa X Say X oo X S
dir.

Tanim 3.1.7 A; n nin bir parcalanmasi olsun. A nin diyagramindaki kutucuklara
1,2,...,n sayilarinin keyfi sirayla yerlestirilmesiyle elde edilen ifadelere A-tablo ad

verilir.

Ornek 3.1.8 n=3 in A = (2,1) parcalanmasi

1 2
3
bir (2,1)-tablodur.
n=8 in (4,3,1) parcalanmas: icin,
1356
478

2

18



bir (4,3,1)-tablodur.

Ornegin, A=(2,1) pargalanmasi igin.m{imk{inn olan tim (2,1)-tablolan,
12, 21, 13, 31, 23, 32
3 3 2 2 1 1

seklindedir.

Tanim 3.1.9 \; n nin bir pargalanmasi ve t 'bir” A-tablo olsun.
Ri={r€S, :her 1<i<n igin, i ile #(¢) t nin ayn: satirina ait ise}
Ci={r€S, :her 1<i<nign,i ile x(¢) tnin aym siitununa ait ise}
gruplarina sirasiyla t nin satir ve siitun altgruplar denir.

Ornek 3.1.10

(2,1)-tablosu igin,
Ry = Su2y xSy ={(1),(12)} x {(3)} = {(1),(12)} =S, x S,
Ct = St13) x Sgzy = {(1),(1 3)} x {(2)} = {(1),(1 3)} = 52 x S,
Lemma 3.1.11 t bir A-tablo ve © € S, olsun. Bu durumda,
(1) Ryt =7wRx™!

(ii) Cpe = 7Cym~?

dir.
Ispat (i)

Rey={0€S, :her 1<i<n iin ¢ ile o(i) wt nin ayn satirna ait ise}

TRt = {7rp7r_l :p€R, her 1 <i<n igin j ile p(j) t nin aym satirna ait isc}
bigimindedir.

z € Ry olsun. Bu durumda, her 1 < ¢ <n icini ile x(i); #¢ nin aym satirina

aittir.
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=> x71(z) ile #7'z(:) t nin aym satinna aittir.
= 7~1(¢) ile 7 'zx(x71(2)) t nin aym satirina aittir. (=~1(2) = 7)
= j ile #7lzx(§) t nin aym satirina aittir.
= 1~ lzw € R,
=>z € TR
= Ry C 7Ryw™! )]
dir.
Tersine, y € wR™! olsun. Bu durumda, y=wpr~! olacak gekilde p € R,

vardir. Dolayisiyla, her 1 <i < n igin, iile p(Z); t nin aym satirina aittir.

= =(2) ile 7p(¢) wt nin aym satirina aittir.

=> x(¢) ile wpr~!(x(¢)) =t nin aym satinna aittir. (x(2) = 4)
=>jile mpr~!(j) =t nin aym satirina aittir.

= npn~! € R,,g

=>y € Rn

= 1R C Rpy (2)

(1) ve (2) den,
Ry =7Rim!

dir.
(i1) ; (i) nin ispatina benzer olarak yapilabilir. n

Simdi A-tablolarin kiimesi tizerinde bir bagint1 tanimlayalin. ¢, ve ¢, herhangi
iki A-tablo olmak tzere,

t, =ty <= wt; =, olacak gekilde bir = € R, varsa
Bu bagint: bir denklik bagintisidir. Gergekten,
(1) Yansima Ozelligi: t bir A-tablo ise (1) € Ry, ve (1)t=t oldugundan t = t dir.

(2) Simetri ()zclliéi: ty = t; => =ty = ty olacak gckilde bir en az bir © € Ry,

vardir.
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= Il)rtl = Rgz
=> 7Ry '=R,, (Lemma 3.1.11)
== Rt1 = ‘K—lthﬂ'

Diger taraftan = € Ry, oldugundan,

=>n €7 IR, ™
el (1) e W_lth
= T E Rgz

dir. Ry, bir grup oldugundan n~! € R,z vert =l ==t =7, ver~' € R,

olur. Boylece t; = t; dur.

(3) Gegigsme ()zelliéi: t1 = t; ve t; &~ t3 olsun. Bu durumda, mt; = t, ve

matz = t3 olacak gekilde 7y € R, ve 7, € Ry, vardir. Béylece, t3 = mmif,

olur.
Ty € Rt; = Ty € (Rwltl = “thWl_l)
= W3m; € (Wle‘ = Rt.)
= {1 = ;3
dir.

Tanim 3.1.12 (A-tabloid) Yukarida tanimlanan denklik bagintisi sonunda ortaya
¢ikan denklik siniflarina A-tabloid adi verilir ve eger ¢ bir A-tablo ise ¢ nin denklik

sinifi {¢} ile gosterilir.

Ornek 3.1.13 A=(2,2); n=4 dn bir parcalanmas olsun. Bu durumda biitiin

A-tablolar,

12, 12, 21, 21, 13, 13, 31, 31,
34 43 34 43 24 42 21 42

14, 14, 41, 41, 23, 23, 32, 32,

21



24, 24, 42, 42, 34, 34, 43, 43,
13 31 13 31 12 21 12 21

Ve biitin A-tabloidler;

2 12, 12, 21, 21
43 34 43

3, 13, 31, 31

, 23, 32, 32
41 14 41
, 24, 42, 42
31 13 31
, 34, 43, 43
21 12 21

{1
-
P
b
P
I

RET
REEE
Bt ;: )
RISy
e
Pl

seklindedir.

Eger A = (A1, A2,...,An); 7 nin bir pargalanmas: ise | S» |=n! oldugundan, n!

tane A-tablo vardir. Ayrica her bir denklik simifinda AlAgl. A tane eleman

{
vardir. A-tabloidlerin saysi da, m—’n—-a;—' dir.

Simdi S, simetrik grubunun A-tabloidlerin fizerinde nasil etki yaptigini gorelim.

o € S, ve {t} bir A-tabloid olmak iizere,
o{t} = {ot)

seklindedir. érnegin,

dir.

Bu etki iyi tammldir. ¢, ve ¢, herhangi iki A-tablo, m, ve 7, € S » olmak tzecre

(71, {th}) = (72, {L2})

(™)
to



olsun. {t1} = {t;} => t; = t; <= ot; = 1, olacak sgekilde bir 0 € R,, vardir.
m = 73 = 7 € S, ile gosterirsek, =ty = wot; = wor~lnt; dir. ¢ € R;, olmak
lizere mon~! € wRy7m~! = Ry, dir. O halde, 7t, = wot; = won~lxt; olacak
sekilde 7o7™! € Rpy, vardir. <= nty & wt; = {7ty} = {7t;} olup bu etki iyi
tamimhdir. Kolaylikla gosterilebilir ki, bu etki ortendir.

Tanim 3.1.14 F keyfi bir cisim ve A = (A1, A2,...,An); n nin bir pargalanmas:
olsun. M*, baz elemanlar farkli A-tabloidler olan, F tizerinde bir vektdr uzay: olarak
tanimlanir.

Ornegin, X = (3,1) parcalanmasi igin,

P N KRR K E |

seklindedir.

Ornek 3.1.15 A=(5) igin
M® =C[{1 2 3 4 5}]
dir.

Teorem 3.1.16 M* | herhangi bir A-tabloid tarafindan iiretilen devirli bir
n!

N - 1 ] A S A
F[S,]-modildir ve boyp M* = SIS dir.

Ispat A= {{t,},...,{tc}} ve herhangi bir v € M* = Sp{A} olsun. Bu durumda
a; € F olmak tizere,

v=o1{t1} + ax{t2} +... + ar{ts}

dir.
iddia ediyoruz ki, her {t;} € Aicin, {t} = o:{t} olacak sekilde o; € S, ve bir
{t} € A vardir.

Gergekten, {t;} € A igin etki orten oldugundan,

or{ta} = {t:}



olacak sekilde o3 € S, ve {ti} € A vardir.

Yine {t;;} € A icin ortenlikten,

oo {tie} = {ta}

olacak gekilde o3 € S, ve {ti2} € A vardir. Boyle devam edersek tabloidlerin sayis:

sonlu oldugundan, sonlu adimdan sonra,
or{tic} = {tik—1} ve orn{t} = {tic}

olacak sekilde oy, ory1 € Sn ve {tik—1}, {tix} ve {t} € A vardir.

Boylece,

a{ta} ={t}
o2{tiz} = {ta}

oe{tic} = {tik—1}
orri{t} = {tix}
olup, {t;} = (0102...0k0k41){t} dir. 0; = 0102...0kOk1 dersck, {4} = o:i{t} elde

ederiz. Ohalde Yv € M? igin,

v = Ql{tl} + az{tz} +...+ ak{tk}
= ayo1{t} + 202 {t} + ... + cwor{t}
= (101 + @202+ ... + aror){t}

(101 + 202 + ... + arok) € F[S,] olup , v €< {t} > dir.
M*C< {t} >

dir. M*, A-tabloidler tarafindan gerilen bir vektor uzay: ve )-tabloidlerin sayisi,

n! ldugund b A’[A = n
!o ugundan, 00yfr - m

3.2 Parcalanmalar Igin Siralamalar

Bu kisimda n nin parcalanmalari Gzerinde siralamalar tanimlayacagiz.
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Tanmim 3.2.1 A = (A1, A2,---,Am) ve g = (g1, 482, -+, #m); n nin iki pargalanmasi
olsun. Eger her ¢ > 1igin, Ay + A2 +... + A\ > pl + p2 + ...+ pi oluyorsa A, p
ye baskindir denir ve A B p ile gosterilir. Eger ¢ >m veya ¢ >l ise bu durumda

sirasiyla A; ve p; ler yerine sifir alinz.

Ornek 3.2.2 A\, = (3,3), X2 =(2,2,1,1) ve/\3—(4 1,1); n=6 nin parcalanmalan
olsunlar.
3292, 3432242, 3+3+022+42+1, 3+3+04022+2+1+1

oldugundan A; B )\, dir. Diger taraftan 3 < 4 fakat 3+ 3 <4 +1 oldugundan A, ile
A3 kargilagtirilamaz. f)rneéin n=06 igin asagidaki diyagram verebiliriz.

(6)
.-
(5,1)
T
(4,2)
/ N
(3%) (4,1%)
AN /
(3,2,1)
/ N
(3,1%) (2%)
AN /
(2%,1%)
T
(2,19
T
(1%)

Lemma 3.2.3 (Temel Kombinatoriyel Lemma)

A ve g; n nin parcalanmalari olmak dzere, ¢ bir A-tablo ve {; bir g-tablo olsun-
lar. Eger her i igin ¢; nin ¢ inci satirindaki elemanlar ¢, in farkh sutunlarina ait ise

bu durumda A & g dur.
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ispat t2 nin ilk satirindaki elemanlarin sayisi g; olsun. Hipotezden bu p,-tane
eleman t; in farkh stitunlarinda yer alacagindan ¢, in en az g;-tane siitunu bulun-
malidir. Dolayisiyla ¢, in birinci satirinda en az y;-tane eleman vardir. Boylece ¢, in

birinci satirindaki elemanlarin sayisina A; dersek,
AL 2

olur. ¢ nin ikinci satirindaki elemanlarin sayis1 ps olsun. Bu elemanlar ¢, in farkh
situnlarinda oldugundan, ¢, in en az p,-tane situnu bulunmalidir. Eger ¢; in ikinci

satirindaki elemanlarin sayisina A; dersek,
A2 > o
olacaktir.
AL+ A2 2>y + pe
Boyle devam edersek sonlu | adimdan sonra,
Mt+A Attt

elde edilir. Bu ise A B p demektir. u

Tanim 3.2.4 ) ve g; n nin par¢alanmalar olsunlar.
A<p dir <= Biriindisiigin j < iken A; = p; ve A; > p; ise.

Bu siralamaya alfabetik (lexicographic) siralama denir. Bu siralama pargalanmalar

izerinde bir tam siralamadir.

Ornek 3.2.5 n = 6 igin (22,1%) < (2,2,2) dir. Gergekten, i = 3 secersek j = 1,2 < 3
olmak lizere j = 1icin 2 =2, j=2igin 2 =2 ve nihayet i =3 igin 1 < 2 olur.

n = 6 igin;

(1%) < (2,1%) < (2%,1%?) < (2%) < (8,13) < (3,2,]) < (3?) < (4,1?) < (4,2) <
(5,1) < (6)

Onerme 3.2.6 )\ ve &; n nin parcalanmalari olsunlar. Eger A B ise bu durumda

A > p dir.



Ispat Eger ) # p ise bu durumda farkhhigin ilk oldugu yerde bir ¢ indisi vardir
oyleki j < ¢ igin A; = g; dir. Dolayisiyla,

L A=2u;
3= i=
dir. Fakat A D g oldugundan,
2 A > Y Hj
J=1 i1=1
olmalidir. Buradan A; > y; olup A > u dir. ]

3.3 Specht Modiller

Bu kisimda S, nin tim indirgenmez modillerini inga edecegiz ve bunlar1 Specht

modiller olarak adlandiracagiz.
Tanim 3.3.1 H C S, olmak lizere H~ € F[S,] elemam

H™ = ¥ sgn(m)w
reH

olarak tanimlanir.

Tamim 3.3.2 (A-polytabloid) ¢ bir A-tablo olsun. K, € F[S,] eleman,

K, = Y sgn(m)w
w€C,

seklinde tamimlanir. Ayrica ,
€; = 1\’t{t}
ye A—polytabloid adi verilir.

. 1 2 4
Ornek 3.3.3 X = (3,2); n=5 in bir parcalanmas: ve ¢t = bir A-tablo
35

olsun. Bu durumda,

Ky=(1)=(13)—(25)+ (1 3)(25)

1 2 4 3 2 4 I 5 4 3 5 4
€ = — — +
3 5 15 3 2 1 2
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seklindedir.
Lemma 3.3.4 t bir A—tablo ve 7 € S, olsun. Bu durumda,
(i) Kn=nKir™?!
(ii) en =me,
(iii) Eger = € C. ise bu durumda fe, = sgn(w)e, dir.
ispat

(i) Lemma 3.1.11 den Cr; = 7Ciw~! olup, 0 € Crt = 7Cy~! ise 0 = wpr™!

olacak sekilde p € C; vardir. Boylece,
Kn = > sgn(wprn~)mwpr~!

rpr=1€nCer—?

= p:%‘ sgn(w)sgn(z~1)sgn(p)wpr~! (sgn(w)sgn(x~' =1) old.)

= ( > sgn(p)p) x!

pEC:

=nK,r!
(ii)
€t = [\’ﬂ{ﬂ't}
= n K~ {rt} ((¢2) den)
=r kK {t} = 7we;
(ili) = € C; olsun. (ii) den me; = ey, dir. Boylece,

Tey = €n¢

= [\’n—g {Wt}

= ( > sgn(a)a) {xt)

o€Cqt

[
[o77]



0 € Cry = wCyr~! ise 0 = wpm~? olacak sekilde p € C; dir. Bu durumda,
Te = ( )> sgn(rpf‘)rmr") {xt}
rpr—lenCen=1 )
- ( > sgn(wp)sgn(«-l)wp) x=1{nt}
p€C:
= sonls~) (5, sommpleo) (1} en(a™) = san(e)
—ogn(s) (g, somlale) () (mo=2)
= en(r) ( 5, smlale) 1) (reCi=sCi=C)

= sgn(r) (ezc | sgn(m)x) {t)

= sgn(mw) K {t}

= sgn(w)e,

gosterilir.

bir A—polytabloidi tarafindan iretilen devirli bir F/[S,]-modiildiir.

uzere,

S = Z /\,,cag

o€ESn

dir. Lemina 3.3.4 den e, = ge, olup, s = Y A,o¢, dir.

¥ A;0 € F[S,] oldugundan.
5

OESn

Tanim 3.3.5 (Specht Modiil) A; n nin bir pargalanmasi olmak iizere, M* nin

A— polytabloidler tarafindan gerilen altmodiiliine Specht modil adi verilir ve SAile

Lemma 3.3.6 \; n nin bir par¢alanmasi olmak {izere, S* Specht modiilii herhangi

ispat S* = Sp{eot : 0 € S, } olmak tizere s € S* olsun. Bu durumda A, € F olmak



seE<< e > veS" §<e¢>
dir. Her zaman < e; >C S* oldugundan,
Sr=<e; >

dir. n

3.4 Alt Modil Teoremi
Asagidaki gekilde tanimlanan <,>, M? iizerinde bir bilineer form olsun.

1 {t1}={t2} ise
0 {t:} # {ta} ise

Bu bilineer form cismin karakteristligine bagh olmaksizin M?* tizerinde simetrik, S,

< () {12} >= {

-invaryant ve non-singiilerdir. Eger F = @ ise bu lineer form bir i¢garpimdir.
Simetriklik:
1 {t;} = {2} 1ise
<{uhny> =f b tl=tab
0 {t:1} # {t2} ise
{1 {t:} = {1} ise

0 {tg} # {tl} ise
=< {t.}, {t:} >

Sp-invaryanthk: Vr € S, igin,

1 {nl;} = {xt2}
0 {=t;} # {mt2}

S, nin A—tabloidlerin kiimesi lizerinde etkisi iyi tanimli oldugundan ,

< w{ty}, v{ta} >=< {nt,}, {7y} >= {

7! € 8, igin,

{rt1} = {zta} = 7' ({7t1}) = 77 ({xt2}) = {1} = {t2}
{rt1} # {zta} = 77 ({7t1}) # 77 ({7t2}) = {.} # {L2}

dir. Buradan,
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<t} frta) > = { 1 {zt1} = {rt5}
. 0 ,.{w_zrtl} # {=t2}
) { 1 {ti} = {tx}
RERATE0)
=< {1}, {2} >
olup, <,> S,-invaryanttir.
Non-Singilerlik:
Sifirdan farkh her m € M* igin, < m,m’' ># 0 olacak sekilde en az bir m’ € M*
var mudir?
0# m € M* olsun. O halde m = a;{t,} +az{t2} +...+ a,{t.} # 0 => en az ¢ igin
a; 0 dir. < m,{t;} >= a; # 0 oldugundan her zaman m’ = {¢;} olacak gekilde

m' € M? vardir. Dolayisiyla <, > non-singiilerdir.

Lemma 3.4.1 (Sign Lemma) [/ < §, bir altgrup olsun. (i) Eger = € H ise
tH™ = H 7 = (sgnw)H~

(i) u, v € M? olmak iizere < H™u,v >=<u,H v >

(iii) (b c) € H ve k € C[S,) olmak tlizere H~ = k(c — (b ¢))

(iv) t bir A—tablo olsun. Eger b ve ¢; t nin ayni satirinda ve (bc) € H ise H={t} =0
dir.

Ispat (i)
nH™ ==x(Y sgn(o)o)
ocH
= ¥ sgn(o)ro (mo =p)
ocH
= Y limg-1,e sgn(x~'p)p (r~'pe H=pexH=H)
= 3 sgn(r~")sgn(p)p
pEH
= sgn(ﬂ")pgl sgn(p)p  (sgn(r~') = sgn(r))
= sgn(r) 3 sgn(p)p
pEH
= sgn(m)H~
(ii)
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< H-u,v> =< Y, sgn(m)ru,v>
=€H
= ¥ < sgn(w)mu,v>
m€H
= ¥ sgn(r) <u,77'v > (<,> S, — invaryant oldugundan)
n€H
=<u, ¥ sgn(m)r v >
1 13:4
=<u, ¥ sgn(p)pv >
rEH
=<u,H v>
(iii) K = {(1),(b ¢)} < H alt grubunu gozonine alahm. K nm H icinde oyle
ki, ka ...,k koset temsilcileri vardir oyleki

H=kKUkKKU...UkK

dir. Buradan,

H =k{Q1),(bc)}ukf(1),(be)}u...U kf{(1),(bc)}
= {k1, k... ke, k1 (b c), ka(bc),. .. k(b €)}

yazilir.

H- = sgn(k )k + sgn(k2)k2 + ... + sgn(ke)k,
+sgn(ki(b €))ki(b c) + sgn(kz(b c))k2(b ) + ...+ sgn(ke(b c))k:(b c)
= sgn(ki)k1 + sgn(k2)ks + ... + sgn(ke)k
—sgn(ky)ki(b c) — sgn(kz)k2(bc) — ... — sgn(ke)ke(b c)
= sgn(ky) [kr — k1(b )] + sgn(k2) [k2 — ka(b €)] + - .. + sgn(ke) [k — k(b c)]
_ sgn(ks) [Fa((1) — (b )] + sgn(ks) [ka((1) = (b ] + ..+ sgn(ke) [6((1) = (b )]
= [sgn(ki)ky + sgn(ka)hz + ... + sgn(k)k) ((1) — (b ¢))

k = sgn(ky)ky + sgn(ka)ks + .. . + sgn(ke)ke € C[Sa] dersck,
H= = k(1) = (b))
dir.
(iv)Hipotezden (b ¢) € R; oldugundan (b c){t} = {t} dur.
1= = k(1) = (b ){t} = k({t} - (b ) {e}) = k({t} = {t}) =0

dir. -



Lemma 3.4.2 t ve t’ herhangi iki A~ tablo olsun. Bu durumda agagidakiler denktir.
(i) {t'},e: de gozukar.
(ii) p € Ry ve v € C; mevcuttur dyle ki, pt’' = 4t dir.

(iii) Herbangi @,b nin ¢’ niin ayn: satirina ait olmas a, b nin ¢ nin farkh situnlarina

ait olmasim gerektirir.

Ispat (i) == (i7) : {t'}, e; de gdziikiir ise, {t'} = o{t} olacak sekilde ¢ € C, vardir.

= {t'} = o{t} = {0t}
= t' ~ ot
=> 7 € Ry i¢in ot = «xt’ dir.

T = p, ve o = v dersek,
pt' =+t

dir. (21) = (¢) : p € Ry, ~ € C, olmak tizere, pt’ = vt olsun. Bu durumda p € R,
oldugundan {pt'} = {t'} dir. Buradan,

= {p'} = {7t}

= {t}=7{t} ,7€C
Bu ise {t'}, e: de gozikir demcktir.
(7) = (it7) : (2) den {t’'} = o{t} olacak sckilde o € C, dir. a, b ¢’ nin aym
satirina ait olsun. Bu durumda {{'} = {ot} oldugundan « ve b of nin aym satirina
aittir. Bu ise a¢,b ' nin ot nin farkh siitunlarina ait olmasim gerektirir.

a,b ot nin farkl siitunlarina ait isec 0~'(a),o~'(b) de ¢ nin farkh siitunlarina
aittir. ¢ € C;, => o~! € C, = olacagindan, a« ile ¢~ 'at nin aym sitununa
ve bile 0='(b) L nin aym siitununa ait tir. Dolaysiyla =" (a) , o~'(b)t nin farkh
stitunlarina ait oldugundan a, b de ¢ nin farkl situnlarina ait olmak zorundadir. Bu
da istenilendir.

(#21) = (2) : @, b !’ niin aymi satinina ait ise a,b ¢ nin farkh siitununa ait olsun.

1) a,b t' nin r yinci satirina ait olsun. Yani,

g3 TCYOKSEKST o inrimpLy
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[ J [ ] [ J

t =
r. & a b
[} [ ] [ ]

olsun. Bu durumda a ve b t nin farkh slitunlarina ait olup, o = (1) € C, igin

{t'} = (){t} dir.

(2) Eger a,t ninr. satirina ait fakat b r. satirina ait degilse bu durumda hipotezden

b ,a ile aym siitunda bulunamaz. b nin bulundugu siitun k olsun. Yani,

k
o o °
e o °
l=1r. e a °
o o b °
o @ L]

Bu durumda r. satir ve k. siitundaki bir i sayist igin, {¢'} = (b¢){t},(b¢) € C,
dir.

(3) Eger b, nin r. satirina ait fakat a r.satinna ait degilse bu durumda a nmin

bulundugu stituna ! dersek r. satir l. situndaki bir j sayist i¢in,
{t'} =(aj){t}, (a))eC
dir.

(1) BEger hem e hem de b ¢ nin r.satirina ait degilse, bu durumda a nin bulundugu
situna m ve b nin bulundugu situna n denirse, r.satir ve m.sutundaki bir j

ve r.satir ve n.stitundaki bir ¢ sayisi igin,
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{#} = (a )G ){th (@i i) e Ce dir
Boylece a, b keyfi oldugundan her durumda {#' } = o{t} olacak gekilde ¢ € C,
vardir. Bu ise ispat1 bitirir. '
]
Lemma 3.4.3 A ve p n nin pargalanmalar olsunlar. Kabul edelim ki, ¢ bir
A—tablo, ¢ bir g—tablo ve K,{t'} # 0 olsun. Bu durumda X & g dir. Aynica, eger
A = p ise bu durumda )
Kt{t’} = :FKt{t'} = Fe;
dir.
Ispat a,b; ¢ nin aym satinna ait olan herhangi iki say1 olsun. Bu durumda
(a b) € Ry olup,
() —@N{t}=({tt—@b){tD={}-{t}=0 ()

Simdi iddia ediyoruz ki, @,b ¢ nin aymi siitununa ait olamaz. Kabul edelim ki

a ve bt nin ayn: siitununa ait olsun. Bu durumda (1) ve (a b) € C olup,

H = {(1),(a b)} € C; nin bir alt grubudur. oy,07...,0; ler H mn C, igindeki koset

temsilcileri olarak secersek ,
Ct = UlHUUQIIU...UUg[[

dir. Buradan,
Cl = 0’1{(1),(a b)} U 01{(1)':(“ b)} U "'Uat{(1)7(a b)}
= {01,03...,0,01(a b),02(a b),...,0¢(a b)}

olur. Buradan,

K, =sgn(o1)o, + sgn(o2)oy + ...+ sgn(o;)o,
+sgn(oy(a b))a; + (a b)sgn(aa(a b))aa(a b)... + sgn(oi(a b))o(a b)
= sgn(o1)oy + sgn(oa)os + ... + sgn(o.)o,
—sgn(oy)oi(a b) — sgn(oz)oa(a b) — ... — sgn(or)o(a b)
= sgn(o)) [0y — o1(a b)) + sgn(a2) [o2 — oa(a b)) + ... + sgn(o}) [0, — ov(a b)]

= sgn(01) [01((1) — (a 6))] + sgn(o2) [o2((1) = (@ B))] + ... + sgn(ar) [o((1) — (@ 8))]

)
= [sgn( 01)o1 + sgn(92)0z + - .. + sgn(en)] ((1) = (a b))
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dir. Bu durumda, (*) dan

Ki{t'} =[sgn(o1)or ++...+ sgn(ae)oe) (1) — (a b)) {t'}
=0
olur ki, bu hipoteze celigkidir. Bu geligkiden dolay: iddiamiz dogrudur. a, bkeyfi oldugundan

t’ nin keyfi r. satirina ait olan blitiin elemanlar ¢ nin farkh siitunlarina aittir.
Boylece Lemma 3.2.4 geregince A b p dir.

Simdi eger A = g ise t ve ¢’ ayn1 A— tablodur ve a,b t' nlin aym satirina ait ise
Bu durumda @, b; t nin farkh situnlanna aittir. Buradan Lemma 2.3.4(3i1) = (¢)
gerektirmesinden dolay: {t'}, e, de gozikir. Yani {t'} = x{t} olacak sekilde = € C,
vardir.
K {t'} = K =x{t}
= Y sgn(o)on{t}
o€C:

= ¥ sgn(r~")sgn(o)sgn(r)or{t}
o€C;

= sgn(r) ‘% sgn{om)ow{t}
or = p dersek 0 = pr~! € C;, == p € Cyw = C, dir. O halde,
K{t'} =sgn(r) 3 sgn(p)p{t}
pr=1€C,
= sgn(7) 3 sgn(p)p{t} ( sgn(x) = F1)
P t

= :F]\’g{t}
= Fe;

Sonug 3.4.4 Eger u, M* nin bir elemam ve t bir A—tablo ise K,u, e; nin bir

katidir.
Ispat M* = Sp{{t}, {t4},..., {t}} ve u € M* olsun.
a; € F olmak uzere u = a {t}} + a2{t5} + ... + ax{t}} dir.
= K= K(a:{t}} + a2{t3} + ... + ac{t}})
M?* bir F[S,}-modiil oldugundan,
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K = a K {t{} +a: K {t5} + ... + ar K:{t}}
= a1(Fer) + az(Fes).. ) -l-.a.k(q:et)
= (FauF...Fode
= )¢, (A=(Fa1F...Far)€F)

olur. "

Teorem 3.4.5 (Alt Modiil Teoremi) Eger U, M* mmn bir alt modili ise bu

durumda
U2S* veya UCSM

ispat Kabul edelim ki, u € U ve t bir A—tablo olsun. Bu durumda Lemma 3.4.4
den K,u, e; nin bir kat1 olup, bir A € F igin Kyu = Ae,; dir. Eger en az bir u € U
icin A # 0 ise bu durumda A"'K,u = ¢, ve U bir F[S,]— altmodiil oldugundan
e; = A" K € Udir. Buradan her s € S* =< ¢, > igin, s € U olup, S* C U dir.
Eger her u € U igin A = 0 ise bu durumda K,u = 0 dir. Dolayisiyla her u € U igin
< u,e; >=< u, Ky {t} >=< K, {t} >= 0 dir. Buradan her s € S =< ¢, > igin

< u,s >= 0 olup, u € S** dolayisiyla U C S** dur. N
Sonug 3.4.6 S* ile S* N S* arasinda baska bir alt modiil yoktur.

ispat Kabul edelim ki S*NS*t C U C S* olacak sekilde M nin bir U alt modiili
mevcut olsun. Bu durumda Teorem 3.4.5 dan U 2 S* veya U C S dir.

(1) S* C U ise kabuliimiizden U C §* olup, U = §* dur.

(2) U C S* ise bu durumda, UNS*C S*N S dolayisiyla U C S*n S
dir. Aynica kabuliimiizden S*N S* C U olup , §*NS* = U dur.

St I .
Teorem 3.4.7 ———— bolim modili sifir yada indirgencmezdir.

S A S

S* ; C s* .
ml—) # {0} olsun. Gosterelim ki, G noa) in-
U S
(SANSM) T (SAN S

ispat Kabul edelim ki,

nin bir alt modiili olsun. Bu durumda,

dirgenemezdir.
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S*NS*M C U C S* olup, Sonug 3.4.6 dan U = S* veya U = S*N S* dir. U = §*

U S* . U
= 7& {0} Veya U= S)‘ N SM' 1s€ m = {0} dir.

1s¢ (SANSA)” (P n S
A
O halde E\%ﬁj indirgenemezdir. =

Onerme 3.4.8 C kompleks sayilar cismi iizerinde § H om(S*, M*) niin sifirdan

farkl bir eleman: ise A B p diir ayrica A = u ise 8 bir skalerin katidir.

Ispat Kabul edelim ki C kompleks sayilar cismi iizerinde § € Hom(S*, M*) sifirdan

farkl olsun. <, >; C kompleks sayilar tizerinde bir i¢ carpim oldugundan
M* = $* @ S* dir. Boylece Hom(M?*, M*) nin bir 6 igin 8(5**) = 0 olur.

8; € p-tablo olmak iizere,

04 0(e)) = ALY = K1) = Ko (T st

dir. Lemma 3.4.3 den A B olur. Aynica A = p oldugunda Sonug 3.4.4 den 8(e;) = ce,

idi. = herhangi bir permiitasyon olmak {izere
O(ext) = 0(mey) = w(fe;) = m(cer) = cen
Béylece 6 bir ¢ skalarinin katidir. (]

Teorem 3.4.9 ); n nin bir parcalanmasi olsun. S*, kompleks sayilar cismi {izerinde

biitiin indirgenmez S,-modillerin listesini olugturur. (Sagan, 1991)

Sonug 3.4.10 M* nun ayrigimi

M* = @ m,\,‘S’\
A)lu

ise m,, =1 dir.
ispat A= pise Onerme 2.3.13 den agik olarak
m,, = boyHom(S", M*) =1

dir. u
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3.5 Specht Modiiller igin Bii' Baz

Tanim 3.5.1 Bir ¢ A—tablosunun satirlan1 ve sutunlan artan bir dizi ise ¢ A-
tablosuna standart A-tablo denir. Eger {t} A-tabloidi standart bir A- tablo igeriyorsa,
bu durumda {t} A-tabloidine standart A-tabloid denir. ¢ standart A-tablo ise e, A-

polytabloidine standart A-polytabloid denir.

Ornek 3.5.2

1 23 1 3 4
ti= 4 6 ve 3= 2 5
5 6
standart tablolardir.
1 23
Fakat , 3= 5 4 standart tablo degildir.
6

Ornek 3.5.3 S simetrik grubunda A = (2,2) pargalanmast igin,

1 2 1 3
34 )24
tabloidleri standart tabloidleridir.

Teorem 3.5.4

{e;: t standart bir A — tablo}

kiimesi S* i¢in bir bazdir.

Bu teoremin ispatin iki agamada yapacagiz. Once bu kisimda bu kimenin lineer

bagimsizhgini ve kisim 3.6 de ise bu kiimenin S* y1 gerdigini ispatlayacagz.

!
Tanim 3.5.5 (Kompozisyon) Y A; = n kosulunu saglayan A = (A, As,..., A1)
i=1
pozitif tamsayilardan olugan diziye n nin kompozisyonu denir. Buradaki her bir A;
sayilarina kompozisyonun pargalari denir. (1,3,2) ve (3,2,1) n=6 mn bircr kom-

pozisyonlandir.
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NOT: A = (A1, Az, ..., A;) lerin sirasi pargalanmalardaki oldugu gibi biyikten kigige
gitmeli diye bir zorunluluk yoktur. Her pargalanma birer kompozisyondur. Kom-

pozisyonlardaki baskin siralama Tanim 3.2.1 deki gibidir.

A = (A1, A2,...,An) n nin bir parcalanmasi, {¢} bir A—tabloid olsun. 1 <i < n

olmak tizere her bir i indeksi igin,

{t'} ={t} dei den kiiciik veya esit biitiin elemanlar tarafindan olugturulan tabloid.

A = {t'} tabloidine kargilik gelen kompozisyon.

- 2 4
Ornegin, {t} = { } olmak tzere ,
13

{i‘}:{?} = Al =(0,1)

§
= A\ =(1,1)

} =\ =(2,2)

Tanmim 3.5.6 {s} ve {t} herhangi iki tabloidler ve sirasiyla bunlara karsihk gelen
kompozisyonlar A’ ve g olsunlar. 1 < 7 < n olmak iizere tim i ler igin A¥ B p! isc

{s} ,{t} ye baskindir denir.

Bu siralamaya gore n=1 igin (2,2)-tabloidini gézoniinde bulundurursak, asagidaki

dallanmay: elde ederiz.
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N
23 iU
14 .23
N/
pIY
13
T
34
12

Teorem 3.5.7 (Tabloidler igin Baskinhk Lemmas1) {t} bir A—tabloid ol-
sun. Eger k <l ve k, {t} del den daha altaki satirda goriiniiyorsa,

{t} < (k1){t}
dir. -

Ispat Kabul edelim ki, {t} ve (kI){t} tabloidlerine karsilik gelen kompozisyonlar
sirasiyla A ve gf olsunlar. 1 € ¢ < n olmak lizere, ¢ indcksini & ve [ sayilanyla

kargilagtirirsak,
i<k, i>2l ve k<i<l
olacak gekilde li¢ durum ortaya ¢ikar. Bu durumlan sirasiyla inceleyelim.

1) ¢ < k olsun.

r e o .’ ' o o [ ] ]
{t}=4q o | ... o} (kD{t} =1 q. o k ... o
r. k e ... o r. I e ... ©
{ ©o o ... o l e ® ... 0

olmak iizere, {t} A-tabloidinde [ ve k min goriindiigi satirlar sirasiyla ¢ ve r

olsun. Bu tabloidlere karsilik gelen kompozisyonlar,
A= (AeaeyAgyeeAryen)
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I‘i= (l‘lv--v”qa-'-l‘rv")

olurlar. ¢ < k < [ oldugundan,
/\1 =[11,A2=p2,...,Aq=[lq,...,/\,=[lr,...

dir. Bu ylizden A = g* olur.
(2) 2 > olsun.

X = (Ay...5Aqy.-- Ary...) olmak iizere, A, pargasinda , ! bir bilegendir. A,
pargasinda ise k bir bilesendir. (kl){¢} tablosunun {t} tablosundan fark: k ve
[ yerleri degistiginden ¢ > | > k aralifinda sadece &,! nin rolleri degisir. Bu

yiuzden, A, = pq, A; = g, dir. O halde,
AL =1, A2 = oy ei oy Ag = flgy ooy Ar = flryene

Bu da, A = u* demcktir.

(3) ¥ < 7 < I olsun. Yukandaki arahkta, A, bilegenine I dahil degildir. A,
bilegenine de & dahil degildir. (kl){t} nin kompozisyonunu {¢} A-tabloidinin

kompozisyonu cinsinden yazarsak, p* = (..., A;+1,...,A.—1,...) olur. Ohalde,

= uf b A
= Vi icin p' b X
= (kI){t} > {t}

Sonug 3.5.8 Eger ¢ standart bir A-tablo ve {s} ¢, de goriilen bir A-tabloid ise
bu durumda {t} & {s} dir.

Ispat = € C, olmak iizere s = =t olsun. Bu durumda {s} = ={t} oldugundan
{s}, e de gozikir. Eger # = (1) ise ispat agiktir. # # (1) isc s situn olarak
standart olmadigindan s tablosunun bir situnda & < { olmak tizere, k,{ den daha

agagida olacak sckilde k,! sayilari vardir. Buradan Teorem 3.5.7 den {s} < (kl){s}
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dir.
Simdi {(k I)s}, e; de gozukiur. Gergekten,
(kD){s} = (kl){xt} = (kl)x{t}
ve (ki) € C, olup (kl) € Cr; = 7Cexr~! dir. => (kl)x € 7C; = C; => (k)7 € C;

dir. Ohalde {(kl)s},e; polytabloidinde goziikir. Buradaki amacimiz timevarim
yoluyla {t} yi e, de goriilen tabloidlerden biiyiik birakmaktir. Eger (kI){s} = {t} ise
ispat bitmigtir. (kl){s} # {t} ise yine aym digiinceyle (k!){s} nin bir sitununda
y < z olmak lzere y,z den daha asagidaki satirda olacak gekilde y,z sayilan
vardir. Yine Lemma 3.5.7 den (k{){s} < (y2)(kl){s} dir. Eger (yz)(kl){s} = {t}
ise ispat bitmistir. (yz)(kl){s} # {t} ise, yine aym diisiinceyle devam edersck sonlu

adimdan sonra 0,0;...0,.{s} = {t} elde edcriz. Buradan,
{s} < (kD){s} < (y2)(kD){s} q ... d 0102...0.{s} = {t}
olur. Boylece, {s} 9 {¢t} dir. ]

Tanim 3.5.9 (A, <) kismi sirali bir kiime olsun. Bir b € A elemani, her c € A
elemani igin b > ¢ oluyorsa b ye maksimum eleman denir. Eger ¢ > b olacak gckilde

¢ € A elemanm yoksa b ye maksimal eleman denir.

Sonug 3.5.10 Eger t standart bir tablo ise bu durumda {t}, e, de goriillen maksi-

muim tabloiddir.

Lemma 3.5.11 v;,vs,...,0,, M?* mn elemanlan olsunlar. Kabul edelim ki, her

bir v; igin {¢;} ler v; de goziksiin.
(1) {t:}, v; de gorilen maksimum tabloid olsun.
(2) Bitan {¢;} ler birbirinden farkh olsunlar.

Bu durumda vy, vy,..., v, ler lincer bagimsizdir.

Ispat Tabloidler tizerinde kismi siralama oldugundan bu siralamaya gore maksimal

olan eleman {¢,} ile gosterelim. Hipotezden {¢,} sadece vy de goziikiir. Gergekten
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eger {t1} 7 > 1 icin v; de goriinseydi , (1) den {t;}, v; de maksimum eleman ve (2)
den {t,} # {t;} oldugundan {t;} < {t;} olur ki, bu da {¢,} in maksimal olmasiyla
celigir. Amacimuz ¢;v; + s+ ...+ ¢ty =0 yazibginda ¢ = = ... = ¢y = 0
oldugunu gostermektir. Bunun i¢in de m lizerinde timevarim uygulayalim.
m=1igin v; = a;{t1},a; = 0 dir. Sifirdan farkli her eleman lineer bagimsiz oldugundan,

vy lineer bagimsizdir.
m=k igin iddiamiz dogru olsun.
m=k-+1 i¢in dogrulugunu gorelim. {t,} maksimal oldugundan sadece v, de goziikeceginden
t, in katsayist agagidaki gibi bellidir.
(@) {t:} + (A2){tz2} + ... + (A){te} + (An){tita} =0

dir.  {t1},{t2},-.., {tk+1} lineer bagimsiz oldugundan, cja; = 0,a; # 0 =2 ¢; =0

dir. m=k i¢in iddia dogru oldugundan k tane eleman linecr bagimsizdur.

Ohalde vy,v,,...,vn F lizerinde lineer bagimsizdir. n
Onerme 3.5.12 {e, : t standart bir A—tablo} kiimesi I iizerinde lincer bagimsizdir.

ispat t ler degistikge e, ler M* nin elemanlaridir. t standart oldugundan {t}, e, de
goriilen maksimum tabloidlerdir. Ayrica t ler farkh standart tablolar tararken {¢}
ler de birbirinden farkhidir. Boylece Lemma 3.5.11 den {e, : ¢ standart bir A-tablo}

kiimesi [ tzerinde lineer bagimsizdir. ]

3.6 Garnir Bagintilari

Bu bolimde standart A—tablolarin S* y1 gerdigini gosterecegiz. Garnir eleman-
larindan faydalanarak keyfi bir t A—tablosuna karsihk gelen e, polytabloidini stan-

dart polytabloidlerin linecr birlegimi olarak yazmaya caligacagiz.

Tanim 3.6.1 X n nin bir par¢alanmasi olmak fizere, t bir A—tablo ve A, t nin
i.sitununun ve B de t nin (i+1). sitununun bir alt kimesi olsun.  wy,m3,...,7,

permiitasyonlarnt S4 x Sg nin Sqyg igindeki koset temsilcileri olmak tizere,

Gap = ¥ sgn(w;)w;

j=1
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toplamina Garnir Eleman denir.

Koset temsilcileri basit bir yontemle bulunabilir. .Ssup grubunun (A’, B’) seklindeki
sirali pargalara etkisi | A’ [=| A |,| B’ |[=| B | ve A’y B' = Al B seklindedir. Miimkiin
olan (A, B) sirali cifti igin, 7(A, B) = (A’, B') olacak sekilde 7 € S4up bulabiliriz.

Keyfi olarak alinan t A—tablosunun stitunlarin: artan olarak kabul edebiliriz. Aksi
taktirde oyle bir ¢ € C; vardir ki, s = ot "a.x:tan situnlara sahiptir. ¢ € C,
oldugundan Lemma 3.3.4 den e, = e, = oe = sgn(o)e; dir. Boylece e, poly-
tabloidlerin bir lineer kombinasyonu oldugundan e, de isaret farkiyla polytabloid-

lerin bir lineer birlegimidir.

Uygulamalarimizda, A, t nin i. siitununun sonundan ve B de t nin (i+1).siitununun

baglangicindan itibaren alinir. S4 x Sp nin Sayp deki koset temsilcileri tek degildir.
Ornek 3.6.2 A= {5,6},B= {2,4} olmak izere,
(A, B) = (56,24), (46,25), (26,45), (45, 26), (25, 46), (24, 56)

dir. Dikkat edilirse, sirali giftlerde bir artig sz konusudur. Ohalde

7(A, B) = (A, B') sartim saglayan = ler sirasiyla,
(1), (45), (245), (465), (2465), (25)(46)
dir. O zaman,
Gap = (1) — (45) + (245) + (465) — (2465) + (25)(46)
dir.

Onerme 3.6.3 t bir A—tablo olsun. A ve B Garnir elemanlarinin tanimindaki
sartlan saglasin. Eger | AUB |, t nin i. situnundaki sartlan saglasin. Eger | AUB |,t

nin i. suitunundaki eleman sayisindan biyik isec bu durumda
Gape: =0

dir.
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Ispat Sy xS8= ¥ sgn(o)oveSaup= % sgn(o)oolsun. |AUBY, t
. - .UESAXSB o€S4u8

nini. stitunundaki eleman sayisindan biiyiik oldugundan her p € C; igin pt nin aym

satirinda yer alan a, b € AUB elemanlan vardir 6yleki (ab) € Saus dir. Gergekten,

olmak Gzere t nin i. situnundaki eleman saysi, £ ve { A [= 0 olsun. Bu durumda

A nin istinde k¥ — ¢t tane eleman vardir. AN B = 0 oldugundan ve hipotezden

| AU B |> k oldugundan,

| AUB |> k&

A+ |B|>k

| B|>k~t
olur. Bu sebeple A ile B nin mutlaka kesigtigi en az bir satir vardir ve bu satirda
i € A ve j € B olacak sekilde ¢, j € AU B eleman vardir. Dolaysiyla her p € C;
icin p, i veya j yi yer degistirirse bile pt nin ayni satirinda yer alan a, b€ AU B

elemanlar vardir ve (e¢b) € Saup dir.

(ab) € Saup oldugundan H = {(1),(ab)}, Saus nin bir altgrubudur. Dolaysiyla

H nin Saup iginde oyle 04,03, .., 0, koset temsilcileri vardirki ;
Sawp=o0llUoy[{U...UosH

dir. Buradan,

Saws{nt} = ¥ sgn(o)o{pt}

o0€SAuB
=S sg(o)let)
o€oyHuoHU...Ug  H
= sgn(oy)o{pt} — sgn(o1)or(ab){pt} + ...+
sgn(o,)o.{pt} — sgn(as)os(ab){pt}
= (£ sgn(@)a)((1) = (ab)){xt)
= (g:l sgn(o:)a;)({xt} — (ab){nt}) (avebd pt nin aym satirinda oldugundan)
= (% sgn(@)oi)({xt} ~ {xt})
=0
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Bu her bir p € C; icin gegerli ve K; = ¥ sgn(o)o da goziken her bir o iginde
o€C: .
dogru olacagindan,

e = ( % sgn(a)a) (»?c‘sgn(p)p{t})v

€SauB

= ¥ sgn(o)osgn(p)mit}+...+ L sgn(c)osgn(p:)p-{t}

o€SauB 0€SAuB
= sgn(p1) ( z syn(d)a{pxt}) +...+ sgn(pr) ( r sgn(a)a{prt})
o0€SauB 0€ESAUB
=0+...4+0

=0
S4 xSg CS4 x Sp, K; nin bir garpani oldugundan,
Saus =GaBSa X SB

dir. Gergekten, S4 x Sp, Saup nin bir altgrubu oldugundan oyle o4, 03,...,0% koset

temsilcileri vardirki;
Saup = 01(Sa x Sp) U 02(Sa X SB)U...Uor(Sa x Sg)
yazabiliriz. Buradan,

N k F_______d —
Sas= Y. sgn(o)o= (2 sgn(a;)a’i) SaxSp=GapSax S8

0€Saun t=1
bulunur. Diger taraftan, S4 x Sp C Cy ve | Sax Sp |=| Sa || Se |=| A!| B |!

oldugundan,
SA X SBC; =| A |' l B |!C¢

dir. Gergekten,

SaxSper = (,;63%58 syn(p)p) e
= (sgn(p1)pr + ... + sgn(pi)pi) e
= sgn(p1)prce + - .. + sgn(p)pe;  (Lemma 3.3.4)
= sgn(p1)sgn(p1) + ... + sgn(p)sgn(pi)e.
=ete+...+¢

=[A '] B |le;

Nihayet, Saus = GapSa x Sp ve Sauper = 0 oldugundan,
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0= SAuBet = GABSA X Saeg = GAB l A I! I B I!eg =| A I! I B |!GA36¢

= GABCt =0

dir.

- 4 2
Ornek 3.6.4 t= bir (2,2)-tablo olsun. e; nin standart polytabloidlerin lineer
31

birlesimi olarak yazilabilecegini gosterelim.

e =e = sgn((34)(12))e =e
3 1 ((34)(12)) 3 1 3 1
(34)(12)
4 2 4 2 4 2
31
oldugundan ¢; = alalim.
4 2

A = {3,4} ve B = {1} olsun. Bu durumda,
Saus = {(1),(13), (14), (34), (134), (143)}
H = Sx x Sg = {(1),(34))

dir. (A’, B') = (34,1),(14,3),(13,4) scklindedir. O halde (A, B) = (A, B') sartim
saglayan 7 ler (1),(13),(143) dir. Bagka bir deyisle, H nin Saup deki kosct temsil-
cileri (1),(13),(143) dir. Buradan Garnir elemani,

Gap = Y. sgn(o)o = (1) — (13) + (143)
dir. Onerme 3.6.3 den Gage; = 0 dir.

=€ —e +e =0
3

Burada,



e =e = sgn(24)e =~e standart
) 1 2 1 2 ( )

(24)
3 4 3 4
e =e = sgn(23)e = —e standart degil
1 2 1 2 ( B
(23)
4 4 3 4 3

1 2 :
lp= tablosu icinde aym yontem uygulanirsa,

olacaktir.

olur.
Tanim 3.6.5 t, ve t, iki A—tablo olsunlar. Bu durumda,
t) & ty <= wl; =, olacak sekilde bir 7 € C}, varsa.

seklinde tanimlanan “a " bagintis: bir denklik bagintisidir.
Bu denklik bagintisi sonunda ortaya ¢ikan denklik simiflarina stitun A—tabloid adi
verilir ve bir t A—tablosunun situn denklik simfi [t] ile gosterilir. Kisaca,

[t]={s :bir 7€ C, igin s=mt} dir.

Ornek 3.6.6 ) = (2,2) n=4 in bir parcalanmasi olsun. Bu durumda mimkiin

olan biitin siitun A—tabloidler,
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12, 14, 32, 34
34 32 14 12

13, 14, 23, 24
24 23 14 13

43 42 13 12

21, 31, 24, 34
34 24 31 21

31, 32, 41, 42
42 41 32 31

|
|
|
|

21 21, 23, 43, 41
43 | 43 41 21 23
Satirca denk olan tabloidler i¢in tanimladiginuz siralamalar siitunca denk olan tablo-

idler icin de uygulanabilir. Simdi standart polytabloidlerin S* Specht modiiliinii

gerdigini gosterelim.
Teorem 3.6.7 {e,:t standart X — tablo} kiimesi S* y1 gerer.

ispat t yi sutun sirali olarak alahm. Kabul edelim ki ¢ standartA-tablo olmasin.
Ispati tiimevarim ile yapacagiz. Timevarim hipotezi i¢in, kabul edelimki,
[s] &[t] iken e, standart polytabloidlerin lineer kombinasyonu olarak yazilabilsin. Sonra

ayni geyi e; polytabloidi igin gosterelim. t standart A-tablo olmadigindan t A-tablosunun

bilesenleri,
a1 <ay<...<a,ve by<h,<...<b

olan Oyle ardigik j ve (j+1) situnlan vardir ki, en az bir i i¢in a; > b; dir. Yani,
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.al

az

> §F >

ap
A = {a,4a2,...,a,} ve B = {b1,bs,...,b;} alalim ve bunlara karsilik gelen Garnir
eleman: gézoninde bulunduralim.
Gup = ;sgn(n’)w
olmak uzere, Onerme 3.6.3 den Gage: = 0 dir. Boylece,
ee=— Y sgn(m)re,=— Y sgn(m)en
£ (1) #(1)
olur. §imdi 7 # (1) ve 7 ler S4 x Sp nin S4us igindeki koset temsilcileri oldugundan
7w & Sa x Sg dir. Bu ylizden = nin 7 = mym,...n, transpozisyonlarin ¢arpimi olarak
yazihginda mutlaka en az bir 7, = (axa;) (1 €k <pl L1 L i) formunda
olmalidir.
by < by <...<b <a;<...<ap,oldugundan [(arb;)] b [t] dir. Gergekten i = ax
secersek j > 1 iken j ler [(axbi)t] ve [t] nin ayni siitunlanna aittirler ve i = a;  [t]

de [(axbi)t] den daha soldaki siituna aittir.

Fakat # = mm,... 7, yazihsindaki baz tranpozisyonlar S4 veya Sp nin ele-
mam olabilirler. Bu durumda orncgin 7, boyle bir transpozisyon ise [wn.t] = [{]

olacagindan sikintimuz olmaz. Boylece,
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1] & [t
[roamet] B[4

[7rk7rk+1 .o .7r,t] B>...B [Wkt] B [t]
[mi7e... 7] B 1]
8] & [¢]
Baglangictaki timevarim hipotezinden dolay1 e, standart polytabloidlerin bir lineer

birlesimi olarak yazlabilir.

ee=— Y, sgn(m)en
(1)

oldugundan e; de standart polytabloidlerin bir lineer kombinasyonudur. ¢ standart
A-tablo degil iken e, yi standart polytabloid lerin bir lineer kombinasyonu olarak
yazdik. O halde S* Specht modiiliindeki herhangi bir eleman standart polytabloi-
dlerin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Dolayisiyla ispatimiz tamamdir.

J* = standart ) — tablolarin sayis

olsun

Teorem 3.6.8 X n nin bir pargalanmasi olmak tizere,
(1) {e,:t standart X — tablo} kiimesi S* nin bazidir.
(2) boyS* = f*
(4 T(PR=-r

dir.

Ispat (1) ve (2) agiktur.
(3) Oncrme 2.3.12 den, i(boyV;)2 =| G | idi. S* Specht modiila igin bu ifade,
=1
Y (boyS*)? =| S, | olur. Buda 3 (f*)? = n! dur. ]
AFn

Abn



Ornek 3.6.9 n = 4 igin S, simetrik grubunu gézoniine alahm. S4 iin eglenik simiflar:

C, = {(1)}, C; = {2 Lidevirler}, = Cs = {3 Li devirler}
Cy = {4 Li devirler} Cy = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}
dir. F karakteri sifir olan keyfi bir cisim olsun. i = 1,2,3,4,5 igin M* F[S,]-modil
oldugundan karakteri x; olan T; matris gosterimleri vardir. T,-(l) = 1,2,3,4,5 i¢in
xgl) karakteriyle S* Specht modiiliine kargilhik gelen matris gosterimleri olsun.

. 4! .
(1) A\ = (4) ise BoyM™ = = 1 dir.

Boylece MM = Sp{{123;1}} ve SN2 MM dir.

o ¢ 6 oo o
xﬁ"[1 1 1 1 1

4!
(2) Ay = (3,1) ise Boy¥™ = T 4 dir. Boylece

weesl{ L[] L) ]

S* = Sple ,€ ,€ r

x§2’|3 1 0 -1 -1

!
(3) As = (2,2) ise BoyM™ = el

2121
M =S 12 34 13 24 14 23
= p 9 9 I ? 7
34 12 24 13 23 14

(

= 6 dir. Boylece
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e & ¢ o o

2 0o a1 0 2

(4) As = (2,1%) ise BoyM™ =

M"‘:Sp+

SM = §p{

(5) As = (1%) ise Boy

4!

T 12 dir. Boylece
3 r \ 3 Y 4
12 12 13 13
3 2.9 4 1.9 2 [ 4 1,9
L4 J n3 J L4 J 2 ), L
( 3 W 4 J N 7
23 (23 24 24
1 (.44 SR EEG
4 1 3 1
\ J \ P, \ y, / \
3\
,€ ,€ )
12 13 14
3 2 2
4 4 3
. & @ o o
x93 1 0 1 -1
4
MA _ . _ . -
= oo 24 dir. Boylece

4

o\

b, 4

N\
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4. M* nun Ayrisimi
4.1 Young Dogal Gosterimleri

ikinci bolimde , her modiile bir matrisin kargilik geldigi soylenmigti. Bu kisimda S*

Specht modiiliine karsilik gelen matrisleri elde etmenin kolay bir yontemi verilecektir.

X; n nin bir parcalanmas: olmak tzere,

T: S, — GLS")
¢ — T(a):8 — S

e —* o€t = €qt

bir gosterimdir. Bu gosterimlere kargilik gelen matrislere Young dogal gosterimleri

adini verecegiz.

S» simetrik grubu, &k = 1,2,...,n — 1 olmak iizerc (k k+1) scklindcki tran-
pozisyonlar tarafindan iiretildiginden S, nin elemanlarini bu formdaki transpozis-
yonlarin ¢arptmu geklinde yazip, we, = e, esitligini kullanip matrislerin k. sitununu

elde edecegiz.

t standart tablo olmak izere, * = (k k+1) € S, nin k ve k41 dogal sayilarimin

t A— tablosunda bulunma yerlerine gore ii¢ farkli durumu s6z konusudur.

(1) Eger k ve k+ 1 t nin aym siitununda ise (k k + 1) € C, dir. Lemma 3.4.1 den,

(k k+ e, =sgn(k k4 1)e, = —e;

olacaktir.
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(2) Eger k ve k+1 t nin aym satir yada siitununda bulunmuyorsa ¢/ = (k k+ 1)t
standarttir. Gergekten,

c e ... e . o .
. k... o e k+1 )
t= 7 k= *
k4l o ... » koo .
o« o ... . .

seklindedir.
(k k+ 1)t M-tablosunda k + 1 den sonra gelen eleman, ¢ standart A-tablo
oldugundan en az (k + 2) olacaktir. Yine aym digtnceyle (k k£ + 1)t A -

tablosunda k dan sonra gelen eleman en az k+2 elemam olacaktir. Dolayisiyla,

t' = (k k+1)t standart A—tablo => (k k+1)e, = e standart polytabloiddir.

(3) Eger (k) ve (k+1) t nin ayni satirinda ise (k k4 1)t de ¢ standart oldugundan
bir azalma olur. Bagka bir ifadeyle standartlik bozulur. Ohalde (k k£ + 1)t A-

tablosuna Garnir operasyonunu uygularsak,

(k k+1)e, =€, £([t'] b [t] olan e, polytabloidler)

Bu esitlik e, = — ¥ sgn(m)en daki egitlikten elde edilir. Gergekten,
T#(1)
e == T sgn(o)es
o#(1)
= —sgn(k k+ 1)ew kqry — > sgn(o)eqe

a#(1).(k k+1)

= €k k+1)t — > sgn(o)cs
a#(1)(F k+1)

= kk+1)ei=c + > sgn(o)cqe
e#(1).(k k+1)
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Ornek 4.1.1 Syde, A = (2,1) pargalanmas: igin Young’s dogal gosterimini bulalim.
Sz ={(1),(12),(13),(23), (123), (132)}

S ={e ,€ > .

dir.
T: S, — GL(S®)
o — T(o): S@1 ., g21)
€t —> 0€; = €4t

bir gosterimdir.
1)  (12) i¢in matris bulalim.

12)e =—e 1. durum)
(12) 13 13 (
2 2
12)e =e (3. durum)
(12) 1 2 2 1
3 3
2 1
4 = icin Garnir bagintisini uygulayalim.
3

A ={2,3}, B = {1} alinirsa,
H = Sax Sg={(1),(23)}

H nmin Suup deki koset temsilcileri {(1), (12), (132)} dir. Ohalde
Gap = Y sgn(m)r = (1) — (12) + (132) dur.

Onerme 3.6.3 den Gag = 0 idi. Ozaman,
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e —(12)e +(132)e =0
1 ()21 ()21

2
3 3 3
Buradan,
e = (12)e =e —e€
1 1 1 2 1 3
3 3 3 2

Ohalde, (12) ye karsilik gelen matris
-1 -1
0 1

2)  Simdi (23) e kargilik gelen matrisi bulalim.

dir.

23)e =e 2. durum
(23) 3 4 ( )
2 3
23)e =e 2. durum)
(23) 1 2 1 3 (
3 2

dir. Bu durumda (23) e kargihik gelen matris
0 1
1 0
3)  (123) = (12)(23) oldugundan, (123) e karsilik gelen matris

o
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4) (13) = (12)(23)(12) oldugundan, (13) e karsilik gelen matris,

o b e R

Digerleride benzer yollarla yapilabilir.

4.2 M* Modilinun Ayrisimi

Bu kissimda M* yii ayngtirdigarmz da M* de S* Specht modiiliiniin kag defa gorindigini

soyleyen mj, katsayisim belirleyebilmek igin, yeni bir tablo tanimlayacagz.

Tamim 4.2.1 (Genellestirilmis Young Tablo) A; n nin bir parcalanmas: ol-
sun. A diyagraminin kutularina pozitif tamsayilarin1 yerlestirilmesiyle olugan tabloya

genellestirilmis Young tablo adi verilir ve biiylk harflerle gosterilir.

Tanim 4.2.2 (Genellestirilmig Young Tablonun Tipi) g = (i1, 2, -« 5 ftm)

deki her bir g;, T de goriilen i lerin sayisi olmak lizere, p ye T nin tipi denir.
Day={T:T ler A geklinde ve g tipinde isc }
3 21
Ornek 4.2.3 T= 1 2 genellegtirilmig Young tablosu g = (2,2,2) tipinde
3
A =(3,2,1) seklindedir.

Ornek 4.2.4 )\ = (3,1) ve p = (2,2) olsun. Bu durumda,

, 112 121 211 221 212 122
T\ =

b ) ] k) k]

2 2 2 1 1 1

ileride C (T3] niin M* niin bir kopyas: oldugunu gosterecegiz. Bir T genellestirilmig
Young tablosunu belirleyen T(i) bilegenleri keyfi segilen bir t A—tablosuna gore be-

lirlenir. Bagka bir ifadeyle ¢ A-tablosunu sabitlestirilir.

2 3 4 T(2) T(3) T(4)
()meéin, t= 1 5 secersek , T= T(1) T(5) olacaktir. Bir onceki
6 T(6)

ornekteki T tablosuna gore,
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T@2)=T(6)=3, T(3)=T(5)=2 T(l)=T)=1

olur.

Bu bolimde ve ilerideki bolimlerde kolaylik olsun diye, A =(3,2) ve t sabit
2 3
A-tablosunu da ) olarak alacagz.
4 5
¢ seklinde herhangi bir T € T), elmanim elde edebiliriz. $6yleki, her bir T'(z)

bilegeni {s} tabloidinde goriilen i lerin satir numarasi olmak iizere, T tablosunu

olusturabiliriz.
23 T(1) T(2) T(3
Ornek 4.2.5 p=1(2,2,1)ve{s} =4 1 5 } olsun.T nin bilegenleri, (1) T@2) T(3)
. T(4) 7(6)
olmak uzere,
T(1) = {s}de goriilen 1 in satir numarasi
=2
T'(2) = {s}de goriilen 2 nin satir numarasi
="

digerlerine de benzer olarak devam edilirse, T genellestirilmis Young tablosu,

scklinde elde edilir.

M* ve C[T»,] lann bazlan arasinda kurulan ¢ : {s} — T donigiimi birebir
ve ortendir. Bunu lineer olarak genigletirsek bu iki uzay izomorfik vektor uzays
lan1 olurlar. M* ve C[Ty,] lann izomorfik modiiller oldugunu gosterebilmemiz igin
genellestirilmig Young tablolan {izerinde S, nin etkisini tanimlamaya ihtiyacimiz
vardir.

x® € Spy T € Ty, olmak tzere,

(xT)(3) = T(x %)
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olarak tamimlanz.

(zT)i = x{s} de ¢ nin goriindigi satir numaras
={s} de 7=~!(¢) nin gbrindigi satir numarasi

=T(x71)

- 211 -
Ornek 4.2.6 T= ve (124) € S5 olmak izere,
3 2

211 3 21
(124) =
3 2 1 2
dir. Gergekten,
211 T(1) T(2) T(3
(124) - (124) (1) T(2) T(3)
3 2 T(4) T(5)

T((142)1) T((142

) )2) T((142)3)
T((142)4) T((142)5

5)

T(4) TQ) T@3)
T(2) T(5)

olur.

Onerme 4.2.7 A; n nin herhangi bir pargalanmasi olsun. Bu durumda M* ve

C|[T»,]} modilleri izomorfiktir.

ispat
é: M* — C[T\,]

(1) lyi tanimh oldugunu grelim.

{1} = {t2} = o({t:}) = o({t2})
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{t1} = {t2} denklik simiflar1 esit oldugundan ¢, ve ¢, A- tablolarinin satir

elemanlan ayni fakat yerlerinin sirasi farklidir. Ohalde ¢; ve ¢; A-tablolarina ¢
donigimuyle kargihk gelen genellestirilmig Young tablolarinin T'(z) bilegenleri
egit olacagindan, bunlara kargihk gelen genellestirilmis Young tablolar1 bir-

birine egit olur. O zaman ¢ iyi tanimlidur.

(2) T(7) bilegenlerinin tanimi gozonine alimirsa, agik olarak ¢ doniigimi birebir

ve ortendir.
(3) 7 € S, olmak iizere ¢({xt}) = wé{t} dir. Gergekten,

#({xt})(¢) := {xt} dei nin goriindigh satir numaras
= {t} de =~'(¢)nin gorindiigi satir numaras
=T(x~%)
= nT'(:)
= n(¢{t})(})

Simdi de genellestirilmis Young tablolari kiimesi tzerinde bir denklik bagintist

tanimlayalim:

T ve T, herhangi iki Young Tablo ve ¢ sabit A— tablo olmak uzere,
T\ = T, <= nT), = Ty olacak sekilde bir 7= € R, varsa.

Bu baginti1 bir denklik bagintisidir. Bu baginti sonunda ortaya ¢ikan denklik siniflarina
satir denklik siniflan denir ve bu denklik simflar {T'} ile gosterilir. Situn denklik

siniflan1 da benzer olarak tanimlanabilir.
Tanim 4.2.8 Her bir T € Ty, icin homomorfizma ¢r € (M*, M*) olmak uzere,

{t} — ¥ S
Se(T}

seklinde tanimlanir. M2 nin her bir clemam g € C[S,] olmak tizere , g{t} formunda

oldugundan, ¢r donisimuni de ¢r(g{t}) =g ¥ S scklinde genigletebiliriz.
Se(T}
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211

Ornegin, T= ise,
3 2
211 121 112 211 121 112
¢r{t} = + + + + +
3 2 3 2 3 2 2 3 2 3 2 3
321 311 312 221 211 212
ér(124){t} = + + + + +
1 2 2 2 1 2 13 2 3 13
dir.

Simdi Hom(S*, M*) nun elemanlarim belirleyelim. '
ér=¢r nn §* ya kisitlanmas:.

t sabitlestirilmigs A—tablo olmak Gzere,
or(e) = $r(Ke{t}) = Ki(¢:{t}) = K( 2 S)
Se(T}

Onerme 4.2.9 t sabit A-tablo ve T € T}, olsun.

K,T = 0 <= Taym sutununda da iki esgit cleman var ise

Ispat K,T =0 olsun. Ohalde,

T+ Y sgn(x)rsT =0
T e Cg
7 # (1)

olacak gckilde yazabiliriz. Buise, #T =T, sgn(r) = —1 olacak gekilde = € C; var

demektir. Bu ifade de, T nin bir sitununda en az iki elemanin egit oldugunu soyler.

Tersine, kabul edelim ki, 7'(:) = T(j) T nin aym sitununda olan herhangi iki

eleman olsunlar . Ohalde ((1) — (25))T = 0 olur. (*)
K ={(1),(¢j)} C. nin mertebesi 2 olan bir altgrubudur.
Eger ky, ka,..., k, leri K nin C; igindeki koset temsilcileri olarak segersek,

C¢ = kll\’ U k-)l\' U... ngl\’
= ki {(1), ()} U k2 {(1), ()} U ... U R {(1), ()}
= {klak‘l----,kh kl(l.’)’ k2(ij)7"'7kl(ij)}
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olur. Buradan,

K: = sgn(k1)ky + sgn(kz)kz + ...+ sgn(ke)k.
—sgn(ky)k(i5) — sgn(ks)k2(i5) — . .. — sgn(k:)k:(i7)
= sgn(k1)(k1 — k1(25)) + - . . + sgn(ke) (ke — ki(i5))
= sgn(ki)(k1((1) — (47))) + - - - + sgn(ke)(ke((1) — (35)))
= (sgn(k1)ky + sgn(kz2)ks + . .. + sgn(k. )k ){((1) — (37))
KT = (sgn(k1)k1 + sgn(kz)kz + ... + sgn(k)k:)((1) — (27))T =0 () dan

dir. n

Tanim 4.2.10 (Semistandart Tablo) Bir 7" genellegtirilmiy Young tablonun
satirlar1 zayifca , situnlan gigld olarak artan bir dizi ise T genellegtirilmis Young

tablosuna semistandart tablo denir ve bu tablolar T, ile gosterilir.

Ornegin,
112 . 211 . .
= semistandart fakat, semistandart degildir.
2 3 3 2

4.3 Hom(S?, M) igin Standart Bazlar

Bu bolimde agagidaki teorem ispatlanacaktir.
Teorem 4.3.1 {¢r:T € T3,} kiimesi Hom(S*, M*) igin bir bazdir.

Buradaki ispatiar bir 6nceki bolimde S*-Specht modiiliniin bazlarini olugturmada

izledigimiz metodlara paralel olarak yapilacaktir.

Genellegtirilmig Young tablolar tizerinde tanimlanacak olan stitun baskinlik siralamasi

tabloidler tizerinde tanimlanan siralamaya benzer olarak tamimlanir. Gergekten, S

ve T genellestirilmig Young tablo, bunlara karsilik gelen kompozisyonlar da sirasiyla

X ve g olsunlar. Eger A D g ise [S] & ([T] denir.

- 11 2

Ornegin, [S] = ve [T] = olsun. [S] ve [T] kargilik gelen
3 2

kompozisyonlar sirastyla X!, p* olmak tizere,



M=(0,1,1) p=(1,1,0
M= (1,2,1), p?=(2,1,1)
AN =(2,2,1) B=(221)

olurlar. O zaman,

120 ,141>20+1 ’1+1"‘+020+1+1
221 ,24121+4+2 ,2_|'_1“+121+2+1
222 ,2422242 ,242+122+2+1
O zaman, )
g B X = [T] 2[S]
olur.

Teorem 4.3.2 (Genellestirilmis Young Tablolar icin Baskinhik Lemmasi)
Kabul edelim ki, £ < [ olmak tzere T de k,! den daha soldaki siitunda gorilsiin. S,

T de k ve l nin yer degistirmesiyle olugan Young tablo olmak tzere, [T] & [S] dir.
ispat Ispat1 Teorem 3.5.7 ye benzer olarak yapilabilir. =
Sonug 4.3.3 T semitandart tablo olsun. S € {T'} ve S, T den farkl bir Young
tablo ise, [T] & [S] dir.

ispat T semistandart tablo oldugundan, T nin satirlarinda & < { olacak sekilde
k, I elemanlan vardir. k,! nin yerdegistirmesiyle olugan yeni tablo , bunu § ile

gosterirsek S € {T'} dedir. Teorem 4.3.2 dan dolay1 ,
[T] & [S]
olur. n

Simdi ¢, nin lineer bagimsizhigini ispatlamadan 6nce , vektdr uzaylan hakkinda

genel bir bilgi verelim.

V bir vektor uzayr olsun ve V nin bir sabit bazini B = {b;,b,,...,b,} olarak
segelim. v € V olmak lizere eger, v = 3 ¢;b; iken ¢; # 0 olacak gekilde ¢; varsa, b;, v de
gorunir denir. Kabul edelim ki, V vck€6r uzay1 denklik simflari izerinde tamimlansin.
Bu denklik siniflarini da [v] ile gosterelim. Ve bu denklik simflan dzerinde kismi

siralama olsun. Boylece Lemma 3.5.11 ri agagidaki gibi gencllegtirebiliriz.
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Lemma 4.3.4 V vektor uzay: ve B bazi yukarida tamimladigimz gibi olsunlar. Ve
V1,V2,-..,Un € V vektorlerin bir kiimesi olsun. Kabul edelimki, her ¢ i¢in b; € b
olmak tzere b; ler v; de gorunsin. C)yleki,

(1) [b:] 2[b] (v:i de goriilen herbir b # b; icin)
(2) [b;] lerin hepsi birbirinden farkli olsunlar.

Ohalde vy, va,...,Un € V lineer bagimsizdir.

Ispat V = Sp{b,,bs,... »0a} olsun. [b;] denklik simiflar1 arasindaki siralama kismi
siralama oldugundan, bu siralamaya gore maksimal elemani [b;] olarak segelim.
Hipotezden b, sadece v; de gortniir. Gergekten, eger by, 7 > 1 icin v; de gorlinseydi, (1)
“den [b;] > [b4] alacagindan ve [b;] # [b1] ayrik oldugundan bu durum {b;] in maksimal
olmasiyla geligir. Lineer bagimsizligt m tzerinde timevarim yaparak gosterecegiz.

m=1 olsun.

v1 = a1by, a; # 0oldugundan v; # 0 dir. Sifirdan farkh her vektor lincer bagimsizdir.
m=k i¢in iddiamiz dogru olsun.

m=k+1 igin iddiamizin dogrulugunu goésterelim.

[6:] maksimal oldugundan sadece vy de gozikeceginden by in katsayisi bellidir.
(cra1)by + (A2)ba + ... 4+ (An)br + (Am)beyr =0

olur. b; baz oldugundan yukaridaki egitlikten dolay: &, in katsayis1 0 olacaktir.
O halde, ¢; + ¢y = 0 = a; # 0 oldugundan ¢; = 0 olur. iddiamiz m=k icin dogru
oldugundan biz k£ + 1 tane eleman igin lineer bagimsizhg gostermis olduk. O halde

ispat tamamdir. -

Simdi de lineer donugtimlerin , lineer bagimsizhg: hakkinda bilgi veren bir lemma

verelim.

Lemma 4.3.5 V ve W vektor uzaylan olsunlar. 8,,0,,...,0, V den W ye lineer
dontigtimler olmak tzere, 0,(v), 02(v),...,0.(v) yi W de lincer baginsiz yapan bir
v € V varsa {0,,0,,...,0,} ler lincer bagimsizdirlar.

ispat Kabul edelim ki, 6, ler lineer bagiml olsunlar. O zaman,
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b+ e+ ...+ cnbn =0 olacak §ekilde enaz ¢ #0
dir. Her v € V igin,
(e161 + ol + ... + cmb)(v) =0(w)=0 (0 lineer oldugundan)
c101(v) + c205(v) + ... + cmbn(v) =0 enaz ¢ #0
Bu da hipotezimize yani, ¢,0;(v) + c203(v) + ... + ¢m0m(v) nin lineer bagimsizhigiyla
geligir. O halde kabuliimiiz hatahdir. - ]

Teorem 4.3.6 {07:T ¢ Ty,} kiimesi lineer bagimsizdir.

ispat WI...,Tn € Ty, olsun. ?T, et,?}zet, e O, e (t ler sabitlegtirilmis A—tablo)
lerin lineer bagimsiz oldugunu gosterirsek, Lemma 4.3.5 den UT,,-éT,, e ,ET,,, ler li-

neer bagimsizdir diyecegiz. Her 7 igin,
ET‘et = oT.'[\’t{t} = 1\10’1‘.{!}

yazabiliriz. T; semistandart oldugundan 0r,{t} ifadcsinin esgitindcki toplamda bu-
lunan herhangi S Young tablosu i¢in Sonug¢ 4.3.3 dan dolay: [T] & [S] olur. Bu
durum K,07,{t} toplamindaki Young tablolar icinde gegerlidir. Ciinkii, K, deki
permiitasyonlar sutunlar tzerinde oynadigindan situn denklik siniflar1 degigmez.
Ayrica bir semistandart Young tablonun siitun denklik simfinda sadece bir tane
semistandart tablo oldugundan {73} lerin hepsi ayriktir. Lemma 4.3.4 daki hipotezler

saglandigindan dolay 07, ler lineer bagimsizdur. N

Lemma 4.3.7 0 € Homn(S*, M*) ve O¢, = ¥ crT , { sabitlestirilmig A—tablo olmak
T
uzere,
(1) # € Cy ve T\ = 7712 = ¢, = (sgnr)er,

(2) Herhangi bir 7} genellegtirilmis Young tablosunun siitunundaki elemanlarda

bir tekrarlanma varsa, cr, = 0 dir.

(3) 0 sifir doniisimi degil ise, cr, # 0 olacak gckilde bir 73 semistandart tablosu

vardir.
Ispat (1) = € C,ise xC, = sgn(x)0(e;) oldugu 3. bolimde gosterilmisti.
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7w0(e:) = 0(wey) (¢ homomorfizma oldugundan)
= 0(sgn(m)es)
= (sgnw)0(e:) (6 lineer oldugundan)

0(e:) = Z_r: crT, cr € F olmak tzere,

w(er, Ty + e, o+ ...+ er,Ty) = sgn(r)(er, i + e, To + ... + et Tn)
ce, 7Ty + cumTa + ...+ ¢, 7Ty = sgn(x)(er, Ty + sgn(m)er, Tz + ... + sgn(w)er,Tn)

Buradan, ¢, = (sgnw)er, dir. sgn(w) ile her iki tarafi carparsak cr; = (sgnw)cr,
olur.
(2)  Hipotezden (ij) € C: vardir dyleki (ij)Ty = Th dir. (1) den ¢, = —cp,

yazilabilir. O zaman, 2cr, = 0 ise ¢, = 0 olur. (F, C veya R olmak tzere)

(3) 0 # 0 oldugundan, 0(e;) = cr, T1 +cr,To+...+cr,T, olacak sckilde T3, T3, . . ., Ta
Young tablolari vardir. O halde cr, # 0 olan T; Young tablosunu 0(e;) de gorilen
Young tablolar arasinda [T} olmak iizere maksimal segelim. (1) ve (2) den T yi lan
giiclii bir sekilde artacak olarak secebiliriz. Gergekten, T, nin siitunlarinda tekrar-
lanma olsa ¢y, = 0 olurdu. T3 nin situnlarin artan kabul edebiliriz. Aksi tak-
tirde, oyle bir = € C; vardir ki, Ty = n7T; artan siitunlara sahiptir. (1) den 7 € C,
oldugundan cr, = (sgnw)cy, olacaktir.

Kabul edelim ki, T2 nin 7. satirinda bir azalma olsun. Yani,

b
A
b,
a; > b,‘
A
A
ap

A ve B yi her zamanki gibi secersek, Gap = Y- sgn(w)w olmak izcre,
T

GAB(%; CTT) = GAB(OQ) = 0(0,156;) = 0(0) =0
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olur. Yukandaki esitlikten, T # T, olmak tzere #T = T; olacak sekilde baz1 7 €
G 4B ler vardir. Bu ise T nin T; de bazi a; ve by elemanlarinin yer degistirmesiyle
olugtugunu soyler. Genellegtirilmis Young tablolarin baskinlik Lemmasindan dolay1
[T} & [T3] olur. Bu sonug da T3 nin segimiyle celigkidir. n

Teorem 4.3.8 {07:T € T},} kiimesi Hom(S*, M*) y1 gerer.

Ispat Herhangi bir § € Hom(S*, M*) igin

06¢ = ZCTT (*)
T

vazabiliriz.
Ly={SeTy, | [S]Q[T]:T,0e, de gdziiken tablo }

Lg; Oe, deki bir T tarafindan tretilen distik sirali ideal (lower order ideal) olsun.
Biz ispat1 | Ly | Gizerinde tﬁmcvar;m ilc gosterecegiz.

Eger | Ly |= 0 ise Lemma 4.3.7 nin (3) den @ bir sifir dontigiimidiir. Boylece
0; Lg y gerer.

Eger | Ly |> 0 ise (*) daki esitlikten ¢z, # 0 olacak gekilde bir T semistandart
tablosu bulunur. Ayrica Lemma 4.3.7 nin (3) ispatinda oldugu gibi [75] yi, toplamda

gorilen tim tablolar arasinda maxsimal segebiliriz.
02 =0 - erzap2

olmak tzere, iddiamiz Ly dan T, tablosunun gikariimasiyla olusan Lg, nin, Ly
kitmesinin altkiimesi oldugunu géstermektir. Sonug 4.3.3 den D¢, gorillen S tablolar
[S] 9 [T) yi saglar. Bu scbeple Ly C Lp dir. Ayrica Lemma 4.3.7 (1) den [5] = [T3]
sartimi saglayan her S tablosu, er,0r,¢; ve O¢; de aym katsayr ile gozikir. T
maksimal oldugundan, boylece 75 ¢ Lo, dir. Dolayisiyla tiimevarimdan, 0, Or »

gerer.



4.4 Kostka Sayilar:1 ve Young Kurah

Tanim 4.4.1 (Kostka Sayilari1) Kostka sayilar , semistandart tablolarin sayisina
esittir;
K)\Il- =| T;u I

Simdi Teorem 4.3.1 in bir sonucu olan agagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.4.2 (Young Kural) M* de $* nin katsayisi, A geklinde, g tipindeki

semistandart tablolarin sayisina esittir; yani
M* = P K, 5*
A
dir. (Sagan, 1991)
Sonug 3.4.10 dan, direk toplami A B p olan pargalanmalara kisitlayabiliriz.

Ornek 4.4.3 u=(2,2,1) olsun. Buna gore A B p olacak sekildeki tipi p olan tim

A lar ve bu parcalanmalara kargilik gelen semistandart tablolar agagidaki gibidir.

A =(2,21), A =351, A =(3,2), A =(@4,1), A  =(5)
o o e O o
o o o ¢ o o o
— o o = o = = = o 6 o o o
e o ®
[ [
11 11 2
11 2 1122 11223
T :2 2 2 :
2 3 3
3 3
113 1123
2 2 2

dir. Boylece,
M(212'l) o 5(212v1) @ S(3vlvl) @ ‘25(3v2) @ 25(411) @ 5(2'2'1)

Ornek 4.4.4 r = (3,2,2) olsun. Buna gore A B u olacak gekildeki tipi g olan tim

A lar ve bu parcalanmalara kargilik gelen semistandart tablolar agagidaki gibidir.
A =(7),(6,1),(5,2), (5,1,1),(4,3), (4,2, 1},(3,3,1),(3,2,2)
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O halde

A = (7) pargalanmasina kargihk gelen semistandart tablo;

1112233 dir.

A = (6,1) par¢alanmasina kargilik gelen semistandart tablolar;
111223 111233
3 )

A = (5,2) pargalanmasina karsilik gelen semistandart tablolar;
11122 11123 11133

1r.

9 9 ir.
33 23 22
A = (5,1,1) pargalanmasina karsihik gelen semistandart tablo;
11123
2
3

A = (4,3) pargalanmasina kargilik gelen semistandart tablolar;
1112 1113

, dir.
233 233

A = (4,2,1) parcalanmasina kargilik gelen semistandart tablolar;
1112 1113
23 y 22 dir.
3 3

A =(3,3,1) parcalanmasina karsilik gelen semistandart tablo;
111
2923 dir.

3

A = (3,2,2) parcalanmasina kargihk gelen semistandart tablo;

111
22

33
seklindedir.

Al(3.2.2) o~ 5(3,2,2) @ 5(3.3,1) @ 25(4,2,1) @ 25(4.3) @ S(S.l.l) €B 35(5.2) @ 28(6,1) @ S(T)
Ornek 4.4.5 Herhangi g igin K, = 1 olur. p—tipindeki semistandart Young tablo

birinci satirinda sadece birler , ikinci satirinda ikilerden vs. olugan tablodur. Boylece

Ky, = 1dir.



Ornek 4.4.6 Herhangi bir ¢ ve A = (n) alindianda bu degerlere gbre olusan Young
tablolarin satirlarinda zayifga bir artig s6z konusudur. Bu ylzden sadece bir tane

semistandart tablo vardir. Bu sebepten dolays da Ky, = 1 olur.
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