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Bu ¢alismada, ekransiz ve bir ekranli yari-Markov siiregleri olarak adlandirilan
ozel stokastik siiregler ele alinmigtir. Bu siiregler lizerine literatiirde yapilan
¢alismalardan kisaca bahsedilmis ve sifir seviyesinde yansitan ekranlh yart Markov
rastgele yiiriiyiis siireci incelenmistir.

Ele alinan siirecin ve ilk kez sifir seviyesinden yansima animin dagilim

fonksiyonlan ve beklenen degerleri bulunmugtur. Ayrica bir 6rnek verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Stok, yansitan ekran (engel), saklayan ekran (engel),
rastgele yliriiylis, Laplace doniigiimii, stokastik siireg,

yari-Markov rastgele yiiriiyiis.
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This study considers special stochastic processes that are called semi-Markov
processes with one screen and without screen. The semi-Markov random walk process
with reflecting screen on zero-level is investigated including a brief literature review. For
this process, distribution functions and expected values of the process and the first

reflecting moment of it from the zero-level are calculated. Also, one example is given.
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GiRiS

Stok kontrol, giivenilirlik, kuyruk ve olasibk teorilerindeki bir gok problemin
¢oziimiinde ekransiz veya ekranh yari-Markov siireglerinden yararlamimaktadr.

Stok kontrol teorisinde, &;,& +&;,... rastgele anlarmda depoya n;,n;,...
rastgele miktarlarmda mal geldigini ve &/ ,&; +&; ,...rastgele anlaninda depodan v, ,n;,...
rasgele miktarlarda mal talep olundugunu varsayalim. Eger talepler kargilanamaz ve borg
" -olarak kaydedilirse buna uygun siireg bariyersiz yan-Markov sliregdir. Eger
kargilanamayan talep bor¢ olarak kaydedilmezse bu duruma uyan slire¢ ise bariyerli
(tutan) yan-Markov stiregtir.

Eger stogun miktan sabit hizla azalir ve rastgele anlarda rastgele miktarlarda ani
olarak artarsa bu takdirde depodaki stofun seviyesini meyilli yan-Markov siiregleriyle
karakterize etmek miimkiindiir. Herhangi bir depodaki stofun seviyesinin dagilimy,
stogun maksimum seviyesinin dagilimi, deponun ilk defa bogalma anmmn dagilim, stogun
miktarimin belirli bir seviyeyi ilk defa gegme ani ve bu seviyeyi gegme miktarmn ortak
dagilimi gibi 6nemli olasilik karakteristiklerini incelemek oldukga Snemlidir.

Giivenilirlik teorisi, bir sistemin araliksiz galigmasinin dagihmi, hazirlik katsayist
ve ¢abiymama katsayismin hesaplanmasim konu edinmistir. Omegin m tane ¢ahgan
eleman ve n tane stok elemani bulunan bir sistemde bozulan elemanlarin bir alet ile tamir
edildigini varsayalim.Bu durumda &} ,&] +&;,... elemanlann yenilenme anlarmy, n; ,1;,...
ile de yenilenen elemanlarn sayilarm, & ,& +&;,... elemanlarm bozulma anlanm ve
1 s7N; »-.. ise aym anlarda bozulan elemanlarin sayilarim gosterir.

Kuyruk teorisinde ise kuyrugun uzunlufunun dagilimi, bekleme miiddetinin
dagilimy, sistemin gahgma periyodunun dagilumi v.s. nin bilinmesi Snemlidir. Bir cihaza
&1 ,& +&;,... anlaninda denk talepler gelir, bu taleplerin miktarlan 0} ,n;,... dir. Hizmet
stireleri &; ,&; +&; ,... ve hizmet edilen gruplarm 8lgiisii 1, ,7n; ... dir.

Genig bir gekilde ele alacafimiz yari-Markov rastgele yirilylls siire¢leri, sigramah
Markov siireglerinin genellegtirilmesi olup yari-Markov siireglerinin 6zel durumlanidir,

Bu ¢ahgmada ise ckransiz ve bir ekranh yar-Markov slirelerinin matematiksel
kuruluglart verilmis, bu siireglerle ilgili literatiirde yapilan ¢aligmalardan kisaca
bahsedilmistir. Ayrica sifir seviyesinde yansitan ekranh yar-Markov rastgele yiiriiyls



siireci ele alinmig ve bu siiregle ilgili olarak stirecin dagilmi verilmis ve bu siirecin Snemli
bir smir fonksiyonali olan yansitan ekrandan ilk kez yansima am y,'in dagihm ifade
edilmistir. Daha sonra stirecin ve y, rastgele defiskeninin beklenen degerleri i¢in agikar
formiiller verilmigtir. Son olarak bir 8mek ele alinarak incelenen siirecin uygulamas:
yapimaya gahgilmstir.



1. GENEL BiLGIiLER

Bu bdliimde stokastik siiregler ile ilgili temel kavramlar kisaca hatirlatildiktan
sonra Markov silireclerine gegilecektir.

(Q,3,P) bir olasihk uzayr olmak Uzere rastgele degiskenlerin {g,(w):t € T}
ailesine stokastik stireg denir. Belli bir t, degeri i¢in ¢, (w):Q— R fonksiyonu bir
rastgele degisken, belirli bir w, € Q igin

Ge(Wo)=X(t), teT
fonksiyonuna siirecin bir ger¢eklegymesi ve {X(t),t € T} kiimesine yoriinge denir. t nin
fonksiyonu olan X(t)=¢(t,w) fonksiyonu esasinda bir ratgele fonksiyon olmak {lizere
X(t) ye stokastik stirecin grafigi de denir.

Naswova'nin (1984) bahsettigi gibi stokastik stirecler teorisinde ilk ¢ahgmalan A.
N. Kolmogorov ve A. Y. Hingin yapmigtir. A. N. Kolmogorov giinlimiizde Markov
siiregleri olarak adlandinilan stokastik siireglerin tanimim vermis, A. Y.Hingin ise duragan
stireglerin tanmmim vermigtir.

Stokastik stireglerin temel kavramlar ile ilgili bagvurulabilecek 6nemli kaynaklara
arasinda W. Feller (1964), J. Dobb (1953), Gihman, 1. 1. ve Skorohod, A. V. (1975),
Borovkov, A.A. (1976), Cimnlar E. (1975),Karlin, S. ve Taylor, H. M. (1975)'m kitaplan
sayilabilir.

Stiiregler genel olarak ti¢ simfa ayrilabilir:

1) Gauss stiregleri, Gauss siiregleri olmayan siiregler
2) Duragan siiregler, duragan olmayan siitegler
3) Markov siiregleri, Markov stiregleri olmayan siiregler

1) Eger g(t,w) slirecinin n degigkenli dagihm fonksiyonu asagidaki sekilde

gosterilebilirse bu takdirde siirece Gauss Siireci denir. & =£,(w,t,), i=12,...,n olsun.

O zaman

(m) (AN u-a)0-a
Egypn (X15Xp50 X)) = (‘/—-)n JdetA T Ie S(AT (u-a), i
burada, a(t) = Eg(t, w) = | X(t)u(dx)
R(1,5) = Ec(t, w)g(s, W) —a(t)a(s) = | X()X(s)p(dx)—a(t).a(s)



A =Rt 2.0
dir.

2) Eger Vh>0,x,,x2,...,xn igin

P{ wig(t, + h,w) < x,,....¢(t, +h,w) < xn} = P{w:g(t,,w) < Xpyeres Gty W) < xn}
ise bu takdirde ¢(t,w) siirecine duragan silreg denir veya dar anlamda duragan siireg
denir.

Eger Ec(t,, w)=sabit, varg(t,, w)=sabit ve

R(t,,t,)=Eg(t,, W)g(t,, W)= Eg(t, - t,, w)=R(t, -t;)
ise stirece genis anlamda duragan siireg denir.

3) Farzedelimki (Q,3,P) olasiik uzayi, ¢(t,w) slireci verilmis olsun. E,, ile t
anna kadar ¢(t, w) sitreci ile ilgili olaylarm o-cebirini, F_, ile t annda ¢(t, w) stireci ile
ilgili olaylarin o-cebirini, F,, ile t anmdan sonraki anlarda g(t, w) siireci ile ilgili olaylarin
o-cebirini gosterelim.

VYA e F,,, VB e F,, olaylan igin P(AB/F_)=P(A/F )P(B/E,)
ise bu takdirde ¢(t, w) slirecine Markov silreci denir.

Eger stireg Markov stireci ise onun belirli bir durumda kalma miiddeti istel
dagibima sahipdir.

TANIM 1.1: {gk,nk } :=1 rastgele degiskenler, ¢(t) =0, +..41,

ve

k +}
v(t)=n eéefZé 5“2@-
i=] i=l
olmak lizere
g =1 i=12,.
Vt)=n,efern-1<t<n

ise ¢(t) = n,+..+n, ile tammlanan stire bir basit rastgele yiirilyil§ stireci olugturur (Sekil
1.1).
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Sekil 1.1. Basit rastgele yiiriiyiis siirecinin bir goriiniigii

2) ni 20,
E =1, i=12,..
Wt)=n,efern—-1<t<n

ise g(t) =n,+...+n, yenileme siireci olusturur (Sekil 1.2).

o(t) 5

v

Sekil 1.2. Yenileme siirecinin bir géniniisii

IPIn,=1i=12,. ve
€ ’ler bagimsiz ve ustel dagilima sahip ise g(t) =n, +n,+.+n,,, Wt)=0,.. Poisson

stireci olugturur (Sekil 1.3).
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Sekil 1.3. Poisson siirecinin bir goriiniigli

4) &,’ler bagimsiz ve Ustel dagilima sahip oldugunda
G() = M+ Ny V(D =0,1,...
degerlerini alan Poisson kanunuyla sigramali Markov siireci olugturur (Sekil 1.4),

SON
Ti M —
* N Ns
0 & &+5 6 +§2 +&; t
: ¥
. Ny
i s

Sekil 1.4. Sigramah Markov silrecinin bir goriintisli

Yarr-Markov siirecinin tamm ise ilk kez birbirinden bagimsiz olarak ve aym
zamanda P. Levy (1954), W. Smith (1965-1966) ve L. Takacs (1977) tarafindan
verilmigtir. P. Levy' nin verdigi tamm agaZidaki gibidir.

X, (w) siirecinin durumlar uzay {0,1,2,...,s} olsun. Eger X,(w) siirecinin gegis
olasiliklar1 asagidaki fonksiyonlar ailesi ile belitlenirse bu slirece yar-Markov siireci

denir.



F(i,j,w) = P{e, (W) = j,7,(e, (W) < w8, (W) =i}ii, j=0,L,....5.

Burada g, (w), k-mc1 sigramada sistemin durumu ve x,(k), k-inc1 sigrama am olmak
{izere

T, (6, (W) = 1 (k+ )~ 1, (%)
drr.

Daha sonra I. I. Gihman ve A. V. Skorohod (1975) genel durum uzayma sahip
yari-Markov slirecinin tanimim vermiglerdir. Bu tanim asagidaki gibidir.

(€X3,P,). x € X, olasilik uzaylan ailesi verilmis olsun ve bir (Q,0,P,) olasihk
uzaymnda bir tiir {Xo(w),X,(w),...,Xn(w),...} Markov zincirinin verilmis oldugunu
kabul edelim. Bu zincirin,

P {X,(W)=x}=1
olmak ilzere durum uzayr (x,B), ge¢is olasiifi ise m(x,B)dir. Kabul edelim ki
N, (W),1,(W),... birbirlerinden bagimsiz, aym dagihma sahip ve {Xn(w):n=0,l,2,...}
ailesinden (herhangi bir P, igin) [0,1]'de duizgiin dagiima sahip rastgele degiskenler dizisi
verilmigtir. Her x,y € X igin, F, ,(t) nin herhangi bir negatif olmayan rastgele
degiskenin dagim fonksiyonu oldugunu farzedelim. [0,1]'de yle bir negatif olmayan
¥, (t) fonksiyonu belirleyelimki ¥, , ({)nin (burada &, [0,1]'de diizgiin dagilima sahip
bir rastgele degigkendir) [0,1]'de dagitm fonksiyonu F,,(t) olsun. Bu takdirde agagidaki
gibi tammlanan siirece yari-Markov siireci denir (Sekil 1.5).

Tk ='“ka_l EN M)

k- k Q
X(t) = X,_,(W), eger Zfr, <t< )1, ise, (O=0)

i=} isl 1
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Sekil 1.5. Yan-Markov siirecinin bir goriinigii

Yari-Markov siireglerini A.A. Borovkov (1976), V. S. Korolyuk ve A. V. Turbin
(1976), V. V. Anisimov (1973), D. S. Silvestrov (1989), B. V. Gnedenko ve I. N.
Kovalenko (1968), B. P. Harlamov (1975), E. Cmlar (1975), L. Takacs (1977), W. L.
Smith (1965), F. Spitzer (1964), W. Feller (1964), 1. 1. Ezhov ve V. S. Korolyuk (1967),
v.s. ¢aligmuglardir.

Nasirova ise 1970 yilinda Gihman ve Skorokhod' un vermis oldugu yan-Markov
slire¢ tanimmnin Ozel bir durumu olan yar-Markov rastgele ylirilylls siireci tanimmi
asagiidaki gibi vermigtir. |

{(E_,,,ni):i-_-l,Z,...} aym olasiik uzayr iizerinde tammh bafimsiz ve aynt tiir
dagihma sahip rastgele degiskenler giftleri dizisi olup & 'ler pozitif degerli olsun. Bu
takdirde,

)] o+l
X(t)= zm ,eger T, = iiljgi St< _Z;,gi ise,

ile tanuimlanan X(t) stokastik siirecine yari-Markov rastgele yiirliyils slireci denir (Sekil
1.6).



Sekil 1.6. Yari-Markov rastgele yiiriiyiig siirecinin bir gériiniigii
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2. YARI-MARKOV SOURECLERI

Yari-Markov siireglerini ekransiz, bir ekranh ve iki ekranh Yar-Markov stiregleri
olmak tizere Qi¢ gumba ayirabiliriz. Biz bu bbliimde ekransiz ve bir ekranh yar-Markov
stiregleri hakkmda genel bilgiler verecegiz.

(Q,3,P) olasihk uzaymda tanmh {(%,,n,)},  iki 6l rastgele depiskenler
tizisi verilmis olsun.
1) &, pozitif degerli ve 220 olmak tizere,
k ]
g(t) = Eni , eger gz;i <t< };E_,l ise
seklinde tammlanan ¢(t) slrecine ekransiz yari-Markov rastgele yiirilyily siireci denir
(Sekil 2.1).

NOT: Bundan sonraki gekillerimizde 1, = ﬁg, olarak alacagz.
=i

5

o(t)
;‘__’-
{ : N
N : :
y P
L7 Ny R
U T, X, T, iT, 15 T, Tt
N :
R e

Sekil 2.1. Ekransiz yari-Markov rastgele ylirllylis siirecinin bir gdriintg

2) n,;k 2 1, pozitif degerli ve 22 0 olmak ilzere,

1) =g()+z2—1t
seklinde tamimlanan y(t) siirecine negatif akimh pozitif sigramali yan-Markov stireci
denir (Sekil 2.2).
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Sekil 2.2. Negatif akiml, pozitif sigramalt yari-Markov siirecinin bir goriiniisi

3) n; k 21, pozitif degerli ve z> 0 olmak iizere,

w(t) =z+t—g(t)
seklinde tamimlanan w(t) siirecine pozitif akimli negatif sigramalt yari-Markov stireci

denir (Sekil 2.3).

() +

Sekil 2.3. Pozitif akkimh, negatif sigramah yan-Markov siirecinin bir gértiniisi

4) (€, 3,P) olasilik uzayinda tanimh {(E_,;,n:,ég,n; )}:=l dort olgiili rastgele degiskenleri

verilmis olsun. &} ,m; pozitif degerli rastgele degiskenleri icin

X'(t)= in:, eger i&; St< ii; ise

i=1 i=l i=l
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k k k+l
X (t)= 2um;, eger & <t< L ise,
=1 i=] i=1
X(t)=X"(t)-X"(t)
seklinde tammlanan X(t) strecine kanigik yari-Markov rastgele yiirtiylis siireci denir

(Sekil 2.4).

X(t) a»

—_— N
in;im; :

:‘—V : :——-——-’

iy ' :

. m

O & L LG G L RERE] t
: :

Sekil 2.4. Kangik yari-Markov rastgele yiiriiyiis siirecinin bir gériiniigii

Simdi de bir ekranlt Yan-Markov siireglerinin tammlarimt verelim. Bu siiregleri
yansitan ekran (reflecting screen), tutan ekran (delaying screen) ve yutan ekran
(absorbing screen) olarak ii¢ gruba ayirabiliriz. Tammlardan yansitan ve tutan (saklayan)

ekram verecegiz. Ekranlari -a, 0 ve a’da alarak baz siiregler igin iki tiirlii tamm verelim.
2.1 Tutan (Saklayan) Ekranh Yari-Markov Siiregleri

2.1.1 ¢(¢) Siirecinin saklamilmasi

¢ (1) yukarnida verilen yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci olmak iizere,
2) 6o(t)= (1)~ inf (0,5(s))

veya

k-1 k k
Ga(t) =g, ; eger Zlai < tZl&i,k >0,(D.=0) ise,
i= i= i=0
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burada
G, =max(0,6,_, +n ) k=216,=220
seklinde tammlanan ¢, (t) siireci stfir seviyesinde tutan ekranl bir yan-Markov rastgele

yiiriiyiig siireci olugturur (Sekil 2.5).

»
oG (t)“
P—
— : :
—
z énl n4§ ,; ......... -
T, 1, & T " & 't
b i g
..... -

Sekil 2.5. Sifir seviyesinde tutan ekranh yan-Markov rastgele yiirilyils siirecinin bir
gorinugi

b) 6. (t)=a+g(t)~sup(a,g(s))

O<s<t

veya

k-1 k
G, (1) =¢,, eger Z“,&i < tzﬁi ise,
burada
Gk = min(a)gk—l ’*'le )7k 2 1,90 =2 2 0’
seklinde tammlanan g,° (t) stireci a > 0 seviyesinde tutan ekranl bir yarni-Markov rastgele

yliriiyiis streci olugturur (Sekil 2.6).
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Ga (O
Fecmseennironne -—"
- T PO PP _,,__._..._________, ...................
:‘—““-“““.: 1 ;, .......
Ny gns :
: : —
Ny '““'"" ‘
z )
| . ur
0 T, 1, T v s T, "t
|'.
Sekil 2.6. a>0 seviyesinde tutan ekranli yarn-Markov rastgele stirecinin bir
y

gorliniisi

©) G- (1) =—a+g(t) - inf (-8,¢(s))
veya
Q-a.(t) =Gy, eBer Egi s ti&. ise,

i=1 i=t
burada
G = max(-a,g, , +n, k21,

seklinde tammlanan ¢~ (t) slireci -a (a > 0) seviyesinde tutan ckranl bir yari-Markov
rastgele yliriiyiiy stireci olugturur (Sekil 2.7).
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L]
G.. (t)u
—
z, 5
n :
. _____.__* n" ' .......... .._’;

0 T, T, T, 1, T, Tg t
: _ :
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. e —_ :
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................. —

Sekil 2.7. -a seviyesinde tutan ekranlt yari-Markov rastgele yiiriiyiis siirecinin bir

gonintisu

2.1.2 (t) Siirecinin saklamilmas:

a) n,; k 21, pozitif degerler almak tizere,

k ktl
ox (1) = max(0,¢,_, —t), efer D £ <t< D E:k=12, .ise,
i=1 i=t

burada
k-1 k
Gy = max(0,6,, —t); Z&i < tZ&l,k =1,2,..
=1 i=1

ve G, =2, =0,m, =0 seklinde tammlanan ,x"(t) siireci sifir seviyesinde tutan ekranli

negatif akimli pozitif sigramali bir yari-Markov siire¢ olusturur (Sekil 2.8).
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»

ox‘(t)‘

Sekil 2.8. Sifir seviyesinde tutan ekranl, negatif akimh pozitif sigramali yari-Markov

stirecinin bir gorintsi
k-1 k
b) _,x"(t) = max(-a,g,_, ~ 1), efier D& <tD &, k=12,.. ise,
i=1 i=]

burada
G = Max(-a,6, , —&,,)+n, sk=12,..
seklinde tammlanan _ % (t) siireci -a (a>0) seviyesinde tutan ekranh negatif akimh

pozitif sigramali bir yari-Markov siireg olusturur,
k-1
) (D=6, (- 2LE)
i=l
burada
G = min(a,g,, —§, +1)
seklinde tammlanan ,x’(t) siireci a> 0 seviyesinde tutan ekranli negatif akiml pozitif
sigramalt bir yan-Markov siire¢ olusturur .
2.1.3 '¥(1) Siirecinin saklanmilmasi

¥(¢) yari-Markov siireci verilmis olsun,

2) (¥ () = ¥(1) - inf (0,'(s))
veya

S (t) = max(0,t - i&i +G,4), Y(O0)=2z>0
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burada

G = max(0,g, , - M, +§,)
seklinde tammlanan W'(t) siireci sifir seviyesinde tutan ekranli pozitif akimh negatif
sigramalt bir yari-Markov siireg olusturur (Sekil 2.9).

(1) ]

Sekil 2.9. Sifir seviyesinde tutan ekranli pozitif akimli negatif sigramali yan-Markov
stirecinin bir gorinisi

b) L.¥'(t) = —a+¥(t) - inf (-a,'¥(s))
veya
k-
LP(t) = ~a + max(-a, t - ig +¢,..,), Y(0)=2z>0,

burada

G = max(-a,G,_, — M, +&,),
ile tammlanan _\W"(t) siireci -a (a > 0) seviyesinde tutan ekranh pozitif akimh negatif
sigramali bir yan-Markov siireg olugturur.

©) ¥ (1) =a+¥(1) - sup(a,'¥(s))

Oss<t

veya

Fi(t)=a+ min(a,t—i{,i +6G,.,), ¥Y(0)=z>0,

i=l
burada
gk = min(a’ gk—l - gk_l ) —nk 3
ile tammlanan ,\W'(t) siireci a>0 seviyesinde tutan ekranh pozitif akiml negatif

sigramali bir yani-Markov siireg olusturur.
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2.1.4 X(t) Siirecinin saklanilmasi
k
1 = D E! olmak iizere ., 7; rastgele degiskenlerini artan sirada dizelim. Alinan
1=t
diziyi { ‘L’k} ile gosterelim ve agagidaki gibi kurulmug rastgele degiskenleri tammlayalim,

n,, egert
W =

n;, egert; =1,

:‘tk

+
1

a) o X"(t) = X(t) - inf (0, X(s))

veya
X' (t)=¢,, egert, <t<rt,, ise,

burada
G, = max(0,6,_, +n,)

ile tammlanan (X" (t) siireci sifir seviyesinde tutan ekranli bir karmagk yari-Markov

rastgele yuriyts sureci olusturur (Sekil 2.10).

. » '
0o X (1) ;
‘13 ........... :
g e - g
Z}_____’: \ ......... ——
O & G GAE TG — "t
L S SO - T
n N
fee, -

Sekil 2.10. Sifir seviyesinde tutan ckranli karmagsik yan-Markov rastgele yiirniyiis
stirecinin bir goriintii

b) . X'(t) =-a+X(t) - inf (-a,X(s))

veya

WX (t)=g,, efert, <t<t,,, ise,



19

burada

G = max(-a,g,  +7),
ile tamimlanan , X'(t) siireci —a (a>0) seviyesinde tutan ekranli bir karmagik yan-
Markov rastgele ylirliytiis sireci olusturur.

c) , X (t)=a+ X(t)-sup(a, X(s))

Oss<t
veya
X' (W) =g,, egert, <t<rt,, ise,
burada
G = min(a,g,_, +n,),
ile tammlanan ,X"(t) siireci a seviyesinde tutan ekranh bir karmagik yan-Markov

rastgele yliriiyiis stireci olusturur.

2.2 Yansitan Ekranh Yari-Markov Siiregler

2.2.1 ¢(t) Siirecinin yansitilmasi

a) gk :ng-l +nkLGO =z2 Onno =0

olmak tizere
k+!

k
06(t)=¢,, eger Zlii <t< Z&i ise,
i= i1

ile tammlanan G(t) siireci sifir seviyesinde yansitan ekranli bir yari-Markov rastgele
ylriyiig streci olugturur (Sekil 2.11).

Og(t)n
: l.
—_— : : :
M : s, :
M S . [ -~
— Ns: : : :
T L ey
N I
uh Lo

Sekil 2.11. Sifir seviyesinde yansitan ekranh yari-Markov rastgele yiiriyiis siirecinin bir
gortniigi
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b) ¢, = oe + 1 +2| -2

olmak tlizere
k+1

k
L) =g, eder D E <t< )k ise,
i=1 i=1

ile tammmlanan _, G(t) siireci —a (a > 0) seviyesinde yansitan ekranli bir yari-Markov
rastgele yiirityus siireci olugturur.

) G = a_lgk—l My —a|

olmak tlizere

k+1

k
LC()=c,, eBer Dk <t< ) Elise
=] i=1

ile tanimlanan , G(t) sireci a > 0 seviyesinde yansitan ekranl bir yan-Markov rastgele
yiirityis stireci olugturur (Sekil 2.12).

L 3
~ 000000 __’.
)
o | VY N A A ........................
— f
A
: ) ?—__—__—_" é.”.___’
n,; n;i
: ; —_—
— :
UE : '
z ? ; :
: ms :
0 T, 1, Ty Ty T T¢ T, Tg t
Nsi

Sekil 2.12. a > 0 seviyesinde yansitan ekranli yari-Markov rastgele yiiriiyiig siirecinin bir

gorinigi

2.2,2 y(t) Siirecinin yansitilmasi

Bu sireci 0 ve -a da yansitamiyoruz. Ciinkii siire¢ t=0 okunu ve t= -a okunu

siirekli olarak kesmektedir.
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z—Z&,Janl ;Z—Z§‘+Zn‘<a

i=1

]

Gx

X k k k
2a-[z- Dk, +Zn.];z—Z§. +Z_:n‘ <a

i=l =1

olmak tizere
k+l

k-1 k
F(O =6~ (t-28), eger L& st< )8 ise,
i= i=l i=1
ile tammlanan _%(t) streci a> 0 seviyesinde yansitan ekranh negatif akimli pozitif
sigramalt bir yari-Markov stireg olugturur (Sekil 2.13).

X(1) 4

Sekil 2.13. a > 0 seviyesinde yansitan ekranlt negatif akimli pozitif sigramali yari-Markov

strecinin bir gériiniisi

2.2.3 W¥(7) Siirecinin yansitilmasi

2) G = ng-l +&, —ml,no =z

olmak tizere

k+l

oF(t) =g, +(t- ‘.(Zléi )eger i&i St< Z&i ise,

ile tamimlanan ,P(t) siireci sifir seviyesinde yansitan ekranl pozitif akimli negatif

sigramal1 bir yani-Markov stireg olusturur.
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b) ={IGH+§k—nk+al_a;gk—l+ik“'ﬂk <-a
‘ Gt HE& — M G tE —My > -2

olmak tlizere
k+l

R IOETEA(E i&,) eger Zklﬁ. St< ), ise,
i=1 izl i1

ile tammlanan _ﬁ’(t) siireci —a(a > 0) seviyesinde yansitan ekranl pozitif akiml negatif

sigramali bir yart--Markov stireg olusturur.

2.2.4 X(t) Siirecinin Yansitilmasi
Farzedelimki £ > 0,n; > 0 olmak iizere {(é;,n;;é;,n;)}; rastgele degiskenler

dizisi verilmig olsun. Asagidaki isaretlemeleri yapalim.

k+l
vi(t) = min{k:Zé‘;i > t} (t zamanina kadar olan sigramalarin sayist)

1=]

=)

i=l

Asagidaki rastgele degiskenler dizisini kuralim.

= d +o.4M, MG, =
gk gk—l +T\u+(t§_l )l nu+(ti) nk ’go z

a) , X(t) = ¢, +M",

+..4+n' egert, , <t<T, ise
U (tg-1)+l nu*(t)’ g Tk'l t ‘rk 15€,

veya
KO =c +XO-X'( )
ile tanimlanan o3~((t) streci sifir seviyesinde yansitan ekranl bir karmagik yarn-Markov

rastgele yiiriiytis siireci olusturur (Sekil 2.14).
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n, n,g

11 I —

, ...... —_
0 & Ei+E, B[ EHE, E[HEHE, t
........ )

Sekil 2.14. Sifir seviyesinde yansitan ekranh karmagik yar-Markov rastgele yiiriyiis
stirecinin bir goriintisu

+

G- +nu+(ti_”_”+...+nu#(ti) -M, ; pozitif
b) ¢, =

—-a+ +n’ +.4+'
gk-| nU‘(TE-])fI n\)&(ti)

- N, | ; negatif
olmak lizere
LWX(t)=¢,, egert,  <t<rt ise
ile tamimlanan _af((t) siireci —a(a > 0) seviyesinde yansitan ekranli bir karmagik yari-

Markov rastgele yliriyiis siireci olusturur

+n' +.4, _ -n, , poziti

) Gk-1 nu*(ti_l)lfl nu*(ti) M ’pOthf
C gk = + + - .
2a- Sk-1 +nu* (k-1 )+l+m+nu"(ti) M neganf

olmak tizere
X(t)=g,, egert,, <t<t ise
ile tammlanan _ X(t) siireci a >0 seviyesinde yansitan ekranl bir karmagik yan-Markov

rastgele yliriiyli stireci olugturur
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3. YARI-MARKOV SORECLERI UZERINE YAPI1L.AN CALISMALAR
3.1.Ekransiz Siiregler

Nasirova (1984) ¢ (t) slirccinin dagihimimi ve onun esas simir fonksiyonlarinin
dagilimlanni incelemigtir.

Stirecin dagilun fonksiyonu

R(tLXx) =P{(t) <x}, xe(-0q+o), te[0,+w)
olup agagidaki sekilde verilmigtir.

R(t,x) = P{c(t) < x} = P{n,+o.dnyq, <x}= P{gni < X}

= ZP{im <x;v(t) =k} =ZP{im <x}P{v(t) = k}

k=1 13 k=1 53]
=F*O@™ W) -0™" (1)
¢ (t) siirecinin supremumunun dagihmint Q(t, x) ile gdsterelim, yani

Q(t,x) =P{sup¢(s) < x}, te[0,4m),
Oss<t
olsun. Kolayca g&rmek miimkiindiir ki

{f;lgg(s) <x}= {é‘;, > t}u{@, <ty <x}N {0, 0Ssup(f. c(s) < x—-m,}

S<t-Ly

dir. Burada

0.8(s) = &(s+ 1) - &(s)
dir. Bu durumda toplam olasilik formiiliinden yararlanarak agagidaki integral denklemini
elde etmek mitmkiindiir.

Q(ts X) = P{él > t) +IIP{§1 € ds’"l € d)’}Q(t - S,X - Y)
0-o

$imdi de bu denklemin her iki tarafina Laplace doniisimi uygulamirsa ikinci
arglimente gore yarmm eksende Konvolusyon tipli integral denklemi elde editir;

Qrx) = M Tm(k,,dy)ﬁ(?»,,x -y), (3.1.1)
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burada o(A,dy) = Ie MP{&, e ds,m, € dy} dir. (3.1.1) denklemi ise Nasirova

(1984)' nin verdigi yontemle ¢ozilebilir,

(t) siirecinin x eksenini ilk kez gegme ami ve miktarninin ortak dagilimm ifade
etmek igin agagidaki notasyonlart g6zoniine alahm.
w(g) =inf [t:g(t) > x], vx(g) = g(t(c) +0)- (T (c)]

Eger sup ¢(s) < x ise 1«(c) = +o oldugu asikardir.

O<sson

N(t,y,x) = P{t(c) < t,v(¢) >y}

olmak iizere toplam olasilik formiiliine gore asagidaki ifadeyi yazabiliriz

N(t,y,x)=P{&r < t,mp > x+y} +IIP{§1 e ds,n, € dB}N(t—s,y,x - B).

n

Bu denkleme Laplace doniigimi uygulanirsa
N(K,y,x) = oa(l,x+y) + Iﬁ(k,y,x - B)(p(?»,dﬁ),x >0,
elde edilir. Burada

oc(>»,x+y)=fe “P{é‘ <tm, > x+y}

0

dir. Buradan gerekli hesaplamalar yapilarak ¢oziimiin

N(Ay.x) = -

ﬁ()(ki)I“['—F(y+B~U)]dq—(X,B)dm(?»,u)}
oldugu gorilir.

Cogu kez stirecin bir parametreye bagll oldugunda onun sonlu dagilimlarinin
(parametre sonsuzluga gittiginde) hangi siirece yakinsayacagmt bilmek isteyebiliriz.
Ornegin,

E€, =a,, En, =a,, Var§ =b,, Varm, =b, <=

olsun. Simdi ¢(t) siirecinden istifade ederek asagidaki siireci kuralim.

I

tg(Tt) —:—ZTt}

Nasirova (1984)
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u?
1

. _ ot
lim P{g.(t) < x} Tt le du

oldugunu ispatlammgtir.

Simdi ise sistemler serisinde rastgele degiskenler dizisini ele alahm.

{ oML k=12,... n=1.2,.. oldugunda agagidaki stiregleri kuralim.

mil

(t) m
Go(t) = tnﬁ"’,vn(t) =m, efler ) & <t< ) E" ise
k=1 k=1 k=1
olmak tizere §L") ,n‘,‘“’ rastgele degigkenlerinin tizerine asagidaki sartlar1 koyahm.

> e}) =0,
(n)

bu ise L“) ,n, Trastgele degiskenlerinin n — o igin sonsuz kiigiilmeyen rastgele

Ve>0, i¢ in'l‘i—g(p{gin) >8}+P{|1]ﬁ"’

degiskenler oldugunu ifade eder.
TEOREM 3.1: ¢ (1) rastgele siireglerinin sonlu dlgiilii dagihm fonksiyonlar belli

bir ¢(t) rastgele siirecinin sonlu dlgtilii dagihm fonksiyonuna yakmnstyor ve her t icin

{gn( 8),8< t} rastgele degiskenlerinin tiimii olasilik {izere sinirh isc

E{gsup P{gn(s) >c8< t} =0

dir. O zaman artimlar: bagimsiz olmayan dyle iki 6lgilii, kirlan {&t);r(1),t < ¢} siireci
vardrr ki, ¢(t) = n{&™(t)} dur, burada ¢(t) pozitif artan siiregtir.

TEOREM 3.2: £” 0" bagimsiz rastgele degigkenler olsun ¢,(t)’nin sonlu
dagihm fonksiyonlart herhangi bir ¢{t) siirecinin sonlu dagim fonksiyonlarina
yakinsasm. O zaman artimlari bafimsiz 6yle bir n(t) rasgele siireci ve kmilan, artimlan
bagimsiz, pozitif artan Syle bir &(t) stireci vardir ki;

) =nlg'(V)
dir. Burada &(t),v(t) bagimsiz siireglerdir.

TANIM 3.1: (Q,3,P) olasiik uzaymnda herhangi bir ¥(t) rasgele sitreci verilmis

olsun.

t>0, t,<t <..<t, <.

olmak lizere agagdaki rastgele degiskenleri ele alahm

&to)-&(t:) —&(to)o---E(tn) — E(tner)o--
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Eger bu rastgele degiskenler bagimsiz iseler £(t) siirecine artimlari bagimsiz
siire¢ denir. Simdi artimlan bagimsiz olan siirecin genel halini verelim.

TANIM 3.2: R" ile R™ uzayina <<oo>> noktasmin ilave edilmis seklini ifade
edelim. Yani

R™" =R™ << o0 >>
olsun.

Eger R" de tayin olunmus bir cins homojen Markov siireci agagidaki g sarti
sagliyorsa ona artimlari bagimsiz, kirilan siireg denir.
1) oo yutma noktasidir.
2) Her A-Borel ¢oklugu ve her x € R™ igin bu siirecin gecis olasithgi asagidaki sarti
saglamahdir.

P(t.x,A)=P(t,0,A ), A ={y:x+yeA)

3) P(t,x,{}) x € R™ den bagimsizdir.

x(t) stirecini Caferov (1978) ¢alismistir. Bu siirecin dagilim fonksiyonu,

R,(t,x) = P{x(t) < x/%(0) = z} = P{z+¢(t) -t <x}

=Plg(t) <x+t-z}= P{umni <x—z+t}:§:{§:ni <x—z+tt)= k}

=1 k=1
:Z {Zn, <X- z+t} P{t) = ZF “(x—z-[S™(1) -2 (1)]
k=1
seklinde verilmigtir.

x(t) sirecinin supremumunun dagihminin  bulunmasi igin yarim eksende
Konvolusyon tipli integral denklemi alinnmg ve bu denkleme Laplace doniisiimi
uygulanarak Fredholum'un 2. tiir denklemi elde edilmistir. Bu denklem Teorem 1 ve
Teorem 2 de anlatilan gekilde ¢oziilmiigtiir.

Q,(t,x) = P{sup x(s) <x/x(0) = z},

O<sst
ifadesi x <z oldugunda Q,(t,x)=0 olur, x>z oldugunda ise toplam olasilik

formiiliinden

Q,(t,x) = Pfg, > t}J | P{¢, € ds,n, € dy}Q, .., (t-s,%)
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elde edilir. Simdi
Qz(t,x) = M(t,x—z)
yazalim, burada
too .
M(t,x) = P{F,] > t}+£éP{&l € ds,‘r]] —&] € dy}M(t— s,x—y), x>0

M(t,x)=0 , X<0

dir. Buradan Laplace déntgiimiine gegilirse

M(A, x) = l—;p(?») + TM(R,x—y)Px(dy), x>0
7I\~/I(k,x):0 ~ ., x<0

t

elde edilir. Burada

P)‘(A) = TC”MP{&] € dt’nl —E.;l € A}

0

dir. Bu takdirde

dir.

% (t) Sirecinin supremumunun dagilimim asagidaki sekilde de verilebilir.

Q,(t,x)= P{sup x(s) <x/%(0) = z}: P{z < x;§ > t}+

O<s<t

IIP{& e ds,x(s) e dy/x(0) = z}P{ sup x(s) < x:& <t/y(0) = z}

Oss<t-s

= P{&, > t} +!1P{£, € ds}P{z— s-M, € dy} Qy(t— s x)

= pfe, >+ ] Tole, € asfd, B, (2-5- 1), (t-5:%)

0 -or
x(t) strecinin herhangi bir x>0 seviyesini ilk kez gegme am (1 (x)-x(t)
siirecinin ilk defa x'e ulagma ani1) ve siirecin x > 0 seviyesini gegme miktarinin (yx(x))

ortak dagilimm
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N,(ty,2) =P{r,(x) < t.7,(x) >y /2(0) = 7}
ile gosterelim. Buradan toplam olasilik formiiliinti kullanarak agagidaki ifadeyi yazabiliriz.

X+t%-z

Nz(t,y,x) =P{§l <t,z-& +mn, > x} +J- P{&, edsm, € dv}Nz_m(t—s,y,x)

0 0

Bu denklem ise Laplace ve Fourier doniigiimleri yapilarak yukandaki yontem ile

(n) (n)
cozilebilir. Farzedelimki {51( )" }k=1,2,.;n=1,2,...ay“' dagiima sahip, birbirinden

bagimsiz rasgele degigkenleri verilmis olsun. Bu rastgele degiskenler dizisinden istifade

ederek,

v (1) 4+
6 (0= I v, (1) = m, ofier DAY <t < I L
k=1

D ket
yazalim, Simdi

a8 =, (1) -1
siirecine bakalim. Boyle bir siirecin limit dagiim ¢ (1) siireci igin limit dagilum olsun.
g, (t) stiregler dizisinin limit dagihminin olmasmm sartlari Teorem 3.1 de verilmigtir.

Fakat 7 (t) siirecinde akimin n ye bagh oldugunu farzetmek dogru olmaz. Eger
bu siirece bakarsak onun akummni bizim belirledigimizi goriirliz. Tiirll akimli siiregler
dizileri igin boyle bir doniiglimii yapmak miimkiin degildir. Bu nedenle

L) =¢,()-ta,

stiregler dizisine bakacagiz. Burada a, pozitif degerler alan bir dizidir. B8yle siiregler
dizisi i¢in agafiidaki teorem ispat edilmistir.

TEOREM 3.3: Farzedelimki yukaridaki formill ile verilmig y (t) siirecinin
sonlu lgilii dagiimlart herhangi bir y(t) siirecinin sonlu 6lgiilii dagiimlarma yakmsar
ve keyfi t>0 ve {Ixn(s)l,s < t},n =1,2,... icin rastgele degiskenler ailesi olasilik anlaminda

smirkdir. Bu takdirde artimlari bagimsiz olan 6yle n(t) siireci ve bagmmsiz degerli dyle
duragan A(t) stireci vardir ki

x(®) =n(t) - A()
olur.

W(¢) siireci Ahmetova (1979) tarafindan incelemigtir.Bu siirecin supremumunun
dagilimmm
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Q,(t,x)=P {sup W(s) < x/¥(0) }

O<s<t

= P{ sup W(s) < x;€, > t/¥(0) = z}+ P{sup W(s) < x;, <t/¥(0) = z}

N<s<t < g

= P{z+t<x}P{&, > t}+IIP{E_‘, e ds;'W(s) € dy/W(0) = z}.

() —on

.P{ sup  H(u) < x/H0) = y}

Ozsu«t-s

veya

Q (t x)—atzx jIB[ds dy]Q

oldugu gosterilmistir, burada
B(ds,dy) = P{§, € ds; ¥(s) € dy / ¥(0) = 2}
dir.

X(t) strecini ise Nastrova ele almig ve bu siirecin bazi olasihk karakteristiklerini

incelemigtir. Strecin supremumunun dagilimini su sekilde bulmustur.

k

i=1 "1

Y. & ; : .

olsun. Belirtelimki Ty, Ty rastgele degiskenleri X(t) siireci igin Markov noktalan
degildirler. Siirecin gelecekteki degerlerini bilmek igin strecin t anindaki degerini bilmek
yeterli degildir. Ayrica T, anindan sonra birinci defa pozitif sigrayisin ne zaman
oldugununda bilinmesi gerekmektedir. Boylece de ’C; aninda stirecin degerini bildikten

sonra T ,: dan sonra birinci negatif sigrayigin ne zaman oldugunu bilmek gerekir. Bununla
ilgili olarak X(t) siirecini incelemek igin agagidaki iki stireci inga edelim.
* (1)-1

8(t) = min[t; —1] = Z&, ~t

Bu takdirde

P{sup X(s) < x/X(0) = 2,5*(0) =& = h} = P{sup X(s) <x/X(0) = z;¢ = h}

0<s<t O<s<t

yazabiliriz. Toplam olasilik formiiliinden istifade ederek



31

P{sup X(s) <x/X(0) =zt = h} =

O<s<t

=P{supX(s)<x,£[ >t/ X(0) =z = } _”T {&] ~ds,s), sup x(B) <x,

0<s«<t 0 —on0 0<B<t -3

X(s) € dy,8; e du/X(0) = z,§, = h}P{ sup X(B) <x/X(0)=y.& = u}

0N<P<t-s

P{&; e (s—ds,s), sup X(s) <x,X(s) € dy,8! e du/X(0) = zE = h}

Nssst~dt
= B(s,x,dy,du/z, h)ds *

elde edilir. Simdi agagidaki gosterimleri yapalim.

Q(t,x/zh) = P{sup X(s) <x/X(0) = zE = h},

0<sst

B,(t,x/z,h) = P{sup X(s) <x,& >t/ X(0)=z¢ = h}

Oss<t

olsun.Buradan Laplace doniisiimiine gegilirse

Q(A,x/zh)=]e™Q(t,x/zh)dt

0

B,(hx/2,h) = J & B,(t.x / h)dt

0

ﬁ(k,x,dy,du/z, h) = Ie"“B(t,x,dy,du /z, h)dt
0
bulunur. Bu takdirde (*) denklemi

QA x/zh) =B,(Ax/zh) + ﬁ(j(x,x/y,u)ﬁ(x,x,dy,du/z,h) (.12)

—on)
olarak yazilabilir.
Ayrnica Nasirova (1984) X(t) stirecinin infimumu, supremumu ve siirecin
kendisinin ortak dagihmim agagidaki gibi ifade etmistir.
Toplam olasilik formiiliine gére

P{Oigf X(s) > a,sup X(s) < x,X(t) <y/X(0) = z,& = h} =

N<gs<t

J‘H {&, ~ds, s), 1nf X(t)>a sup X(t) < x,

0 -0 0<t<s-ds

X(s) € dB,8° (s) € du/ X(0) = z,&; = h}

P{ sup X(t) <x,X(t-s) <y/X(0) =z, = u}

0<8<t-3
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dir, burada a <0< x dir. Agagidaki gosterimleri yapalim.

H(t,a,x,y/zh)= P{me(s)>a sup X(s) < x,X(t) <y / X(0) = zé]—h}

N<s<t

D,(t,a,x,y/z h) = P{inf X(s) > a,sup X(s) < x, X(t) < y,&; >t/ X(0) =2 = h}

Oss<t O<s<t

D(t,a,x,y,u/z, h)dt =

=P{§[ (t-dt,t), mf X(s) > a,sup X(s) < x,X(t) <y,8; € du/X(0) =z§ = h}

O<s<t

H(\.2,%x,y/z,h)= ]‘e"“H(t,a, X,y / z,h)dt,
0
Bn(k,a, x,y/z,h)= Te“”Do(t, a,x,y/z,h)dt,
0

5(7\.,a,x,y,u/z, h)= Ie‘ '“D(t, a,x,y,u/zh)dt.
0

Buradan

ﬁ(k,a,x,y/z,h) = 13.0(k,a,x,y/z, h) +

j]‘HKaxy/Bu) (laxd du/zh) (3.1.4)

—nQ

elde edilir.
X(t) surecinin x eksenini ilk defa gegme an1 ve miktarinin ortak dagihim ise

agsagidaki gibi ifade edilmigtir.

T X(X) ile siirecin x ekseni ilk defa gegmesi anini ¥ ,,(X) ile de gegme miktarint

gosterelim. Bu takdirde
P{tx(x) < tayx(x) >y/ X(O) =z§ = h} =

=P{‘t (x) <ty, (x)>y§[>t/X(0):z,£;:h}

ITTP{&I —ds,s), sup X(B) <x, X(s) € dB,8; € du/X(0) = £ = h)

0 ~on0 0< B<s-ds

P{Ix(x) <t-sy,(x)>y/X(0) =Bk = u}

dir. Asagidaki gosterimleri yapalim;

N(t,x,y/z,h)= P{tx(x) <t,7,(x)>y/X(0)=z¢ = h},



33

Cy(t.x,y/2,h)=plr,(x) < t,7,(x) > y,& >t/ X(0) =2 = h}

Her iki tarafin Laplace dontigiimiini alirsak

N(A,x,y/zh)=C,(A.x,y/2h)+ ]Tﬂ(x, x,y/B,u)B(A.x,d;,du/zh) (3.1.5)

alt)

bulunur. Elde edilen (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3) denklemlerini genel halde asagidaki gibi
yazabiliriz.

Ozh)=B,(zh)+ | ] Oy, u)B, (dy,du/ 2, h)

nh

Eger sup T]‘ﬁl(x,dy,du /z,h) <1 ise bu denklemin ardicil yakinlagma metoduyla da

zh _wo0

¢ozulebildigi ispat edilmigtir.

sup J 1B, (x.dy,du/ 2, b) =

zh _sn

= Te‘“P{E“ eds, sup X(s) <x;x(s) e dy:8'(s) € du/z,h} =

n 0<u<s-du

= sup nl])e‘“P{E,{ eds, sup X(s) <x;X(s) e dy;6'(s) € du/z,h} =

zh 00 Nsu<s—du

= supTTe‘“P{&{ eds, sup X(s)<x 8" (s)e du/z, h} =

zh 0o 0D<u<s-du

= supTe”“P{i{ eds, sup X(s) <x;,Q/z, h} <

zh O<u<s—du

= supTe’“P{&{ eds/z, h} = sup]le‘“P{i,‘ € ds} =
zh

z.h 0

= ]‘e‘“P{ﬁl‘ € ds}< TP{&[ € ds}= 1

0
dir. O zaman Fredholum'un bu tiir denkligi ardicil yakimlagma yontemiyle ¢oziiliir.

NOT: Ardicil yakinlagma yontemi ile ¢oziim;
()= o)+ [ K (x.3)F(r)y

f,(x)'e sifinnci yakinlasma denir, biz sifirinct yakilagmayi f,(x) = o(x)

olarak alalim. Bu takdirde;
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fl(x) = (P(X) +}K(X5Y1)f0(YI)dYI = (D(X) "']\K(XvYJ(D(YI)dyl )

a a

00—t T3 oy =0+ T o)+ Tt bl

a

=<p(x)+j\K(x,y1)<p(yl)dy1 +ﬁK(x,y1)K(y.,yz)w(yz)dyldyz

a aa

fn(x) = @(x)+ i]S%ETK(Xa%)K(Yr ,¥2) - K(Yi15 Y xo(y, )dy,dy, _..dy,

k=14 a

dir. O zaman (3.1.3), (3.1.4) ve (3.1.5) denklemlerinin ¢oziimleri agagidaki gibi olur.
QA x/z,h) =By (Ax/zh)+

o X (n) — ~
+Z] . T B(l,x,dyl,dul /Z,h)B(}\'axadYZ’duz /Yl,ul)

n=l-m -0

..B(Ax,dy,,du, 7y, .u, ) B,(Ax/y,.u,)

—~ r e x (n) x oo
H(?L,a,x,y/z,h):Do(k,a,x,y/z,h)+ ) | ]D(l,a,x,dﬁ,dullz,h)
n=l-w -0

.D(r,a,x,dB,,du, /B,,v,)...D(A,2,%,dB,,du, /B, ,,u,.). Dy(Ma,x,y/B,,u,
© X X 00 90
N(uxy/zh)=Cyhxy/zh)+ £ [ .1 [ JB(r,x,dB;. du, /2,h)
n=Il-c0c -0 0
B(\,x,dB,,du, /B, u,)..B(A,x,dB,.du, /B, ;,u, ,)Co(Ax,y/B,,u,)
X(t) siireci sonsuzluga giden bir t parametresinden bagimsiz oldugundan onun
dagilimint bulabiliriz.
TEOREM 3.4: Farzedelim ki,
EE =a;,Eny =a;, Var; =b;, Vam; =b;

+ - ( 244 N2, N2 Rzkj\-l
Xr(t):(X(tT)—(‘:%——ZZ—]tT}LJLRaI) bz T(aZ) b, +(a1) bz*_'(az) b; h.J

1

olsun. O zaman bu siireg T — oo igin [O,l] de Wiener siirecine yani

W(1),t € [0,1] siirecine zayif manada yakinsar, yani
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P{X(t) < x}—=—> P{W(t) <x}
dir.

NOT: istenilen fonksiyon igin Tf(x)an(x) -~ Tf (x)dF(x) ise

F, = F (F, fonksiyonu F’e zayif anlamda yigilir) denir.

Farzedelimki {E.,i")*;ni“)‘; ()= k- }:=1 ,EX > 0;m:" > 0 sonsuz kiigillen dizisi
verilmis olsun. Yani,

hm(P{ﬁ(k“)+ > s}+ P{n(k“)‘ > e}+ P{E,i")' > a}+ P{n(k")‘ > e}) =0

n—->ow

olsun. Yukanidaki diziden istifade ederek asagidaki yari-Markov stiregleri teskil edelim.

vn*(1) )" unt(t) ) un’(l)+l( )
(0= 2o, eger 2B st< 2B

Bu siireglerden istifade ederek de agagidaki karmasik yari-Markov stirecini kuralim.
X, (1) = X; (+) - X (1)
Farzedelimki X*(t) siireglerinin her ikisi olasilik iizere simrhdirlar. X, (t)
siiregler dizisi iin iki teorem ispat edilmigtir.
TEOREM 3.5: Eger X (t) siiregler dizisinin sonlu 6lgilii dagilimi bilinen bir
X(t) siirecinin sonlu 6l¢iilis dagilimlanina yakinsarsa;

X(t) =n' (&(0) -7 (& (1)
olur. Burada E_,i'( t) artimlan bagimsiz , kirilan artan siireg olup £T(t), n* (1), £7(t),n~(¢)
kendi aralarinda bagimsizdiriar.

e 1(t)=s, eger EX(s—0) st <E(s)

TEOREM 3.6: Eger X:(t) siireglerinin her ikisi olasilik iizere simrh degiller ve
X_ (t) siiregler dizisinin sonlu 6lgilii dagimu bilinen bir X(t) siirecinin sonlu &lgiilii

dagilimina yakinsak ise bu takdirde X(t) siireci artimlan bagimsiz bir homogen siiregtir.
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3.2. Tek Ekranh Siiregler

Sifir seviyesinde tutan ekranli ,¢"(t) siireci igin Nasirova (1984) agagidaki

durumlan incelemigtir.

1) ,¢'(t) nin dagihim fonksiyonunun bulunmasi

2) ,¢ (t) min sup. dagilim fonksiyonunun dagihmmin bulunmast

3) ,¢ "(#) nin birinci defa belirli x seviyesini gegme an (r ) ve bu seviyeyi agma

g
miktarinin ortak dagilimini

4) Siirecin sup. ve kendisinin ortak dagilim fonksiyonunun bukunmast

5) o5 " (£) icin Ergodik Teoremin ispati

6) o6 (¢) mn Ergodik dagiliminin bilinen sekli

7) ¢, (1) siiregler dizisi igin limit teoremi ispa'tlanmlstlr.

Baslangig durumu ,¢"(0) = z olmak iizere 1,(c) ile ,¢’(t) siirecinin birinci defa

sifir seviyesine diigmesi anim gosterelim. Bu takdirde toplam olasilik formiiliine gore
P{Og*(t) <x/¢(0) = z} = P{ o (1) < x;(rn(g) > t) U(r(,(g) < t)/og'(O) = z}
= P{,6" (1) < x;7,(¢) > t/56"(0) = 2} + P{ ,¢"(1) < x;7,(1) < t/,67(0) = 2}

& P{g(t) <t;7,(¢) > t/,¢°(0) = t} + P{Og*(t) <x;1,(t) < t/,c’(0) = z} 3.2.1)

yazilabilir. Ote yandan

P{g(t) <x;7,(¢) > t/,¢"(t) = z} = P{c;(t) < xolgg g(s) > 0/¢(0) = z}

= P{z+g(t) <X (Lr:ft(zﬂ;(s)) > 0}

ve

P{Og‘(t) < X;TO < t/Og*(O) = z}:

P{g'(t) <x,7,(c) <t/¢(0) = z} :jP{tO(g) e ds/¢(0) = z}

0

.{P{F,] >t— s} + TP{@1 € du}];dF(v)p{g'(t —u-§) <x/

<(0) =z} +P{n, < O}P{él +E, > t— s} +TP{§] +€, € du}TdF(v)
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P{c"(t—u—s) <x/c(0) = v}+. +(P{n so})k-'l(P{§,+...+§k>t—s}+

‘ 1
+TP{&,+...+§,( € du}TdF(v)P{g*(t—u— s) <0/¢(0) = v})+...J

dir ve boylece

P{g*(t) <X, T, <t/c(0) = z} = jP{tO(Q) e ds/¢(0) = z}

0

i[P{n1 < O}]k[P{§,+...+§k > t—s} +TP{&1+...+§,(+] € du}TdF(v).

P{c"(t—u—s) < x/¢(0) = v}]
elde edilir.

Elde edilen bu denklemin her iki tarafina t' ye gére Laplace dontigiimiini

uygulayarak

]?e““P{g*(t) <x.T,(¢) <t/¢(0) = z}dt =

0

Eze“Mn(g) .:ZO[(P{T]' < O})k %(] - (p‘“‘()»)) +

+%(Pk“(7v) TT6~MP{Q*(t) <x/¢(0) = z}.dtdF(v) =

1 @(ME g *ls) l_ 1-o(A) ]
ST S R,

oldugu gorilur. Asagidaki gosterimleri yapalim.
R(t,x/z) = P{g"(t) <x/¢(0) = z}
R(A,x/2) = Te‘“R(t,x / z)dt
0

bu denklemin her iki tarafina Laplace déniigiimiinii uygulayalim. O zaman

R(Ax/2)= f(A, z—x) Tf?» ~x-u)T;(z,du) +
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1 P(M)E, e ¥l ,r 1-o(}) .
R(A,x/ v)dF 3.2.2
i 1—Pn1<0<v(7&t<p7»)(1 Pn1<0}) I (x/v)art) 622

dir. Burada,

f(n,x) :)Te””P{E(t) < x}dt

0
I (zA) = Te'”P{t; edt,d, € A}.
0

dir. Elde ettigimiz bu denklemin her iki tarafin1 dF(z) ile garpalim ve sifirdan sonsuza

kadar integralleyelim;
JROux/9dE() =
0

Aty(g)
Tf (A, v —x)dF(v) - ]Tf (A,—x—u)T,(v,du)dF(v) + [L—ﬂxl]ﬁsa

o0 P{n,<0[1— n,<0}<p(x]
(p()»)E e—xro(k)

~ A[1-Pn, < 0Jo()]

elde edilir. Bu ifadeyi (3.2.1.2)'de yerine yazarak
P{c’(t) <x/¢(0) =z} =

_]- (P(}\' *Mo(Q
R(A,x/z) =f(Az-x) ;': A—x—u)T; Zdu)+7~1—P{n,SO}(p(k)'
[ 1-oA
LPfn, > oJoln) "
L \E [1-o(1)]Ee 0!
Tf (A, v - x)dF(v) - I]:f x —u)T, (v, du)oF(v) + "l > 0}[1— P{n, S 0}(p(7&)]
+ (p()\,)Eze_MO(g)
1—
A1-Pfn, < 0}o(n)] |

bulunur.

Toplam olasihk formiiliine gore siirecin supremumunun dagilimint bulmak igin

stirecin kendisinin dagilimina benzer olarak asagidaki ifade yazilabilir.

Q(t,x/z) = P{sup ¢'(s) <x/¢(0) =z},x2 z>0

0<sst
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Qlt,x/z) = P{sup o(s) <x-z1_1(c)> t}+IP{ sup ¢(u) <x-z,1_(c) +ds}

O<s<t O<us<s

[;P{§,+...+§k,, >t- s} +TP{§, +. 4, € dv}IdF(y)Q(t— s—v,x/y)(P{n] < 0})

0

K

bu denkleme t’ye gore Laplace doniigtimiinii uygularsak siirecin supremumunun

dagiliminin Laplace doniigimiinii elde etmis oluruz.

NOT: {r_z(g) > t} E:inf c(s) > —z} dir

Dss<t

g(x’ X, Z) {_l l_(p()") +
1- () Pfn, <0}LA 1-Pfn, <0}

QA x/z)=T(A-z,x-z-2,x-2)+

T{o(k)[l (WP, <o} M(Ai-z,x~ y;-z,x— y) +[1- m(k)]g(kx,y)}dl’(y)]l

0

K{l—cp(k)l’{é. < 0}“<D(?»)._Ig(7~,x,Y)dF(Y)} J

* X L o .. o -
¢ (t) siirecinin ve siirecin supremumunun ortak dagiliminin

H(t,x,y/z) = P{sup ¢'(s) <x,¢'(t) <y/¢0) = z} =

0<s<t

= P{sup ¢ () <x,¢"(t) <y,1,(c) = t/¢(0) = z}+ P{sup ¢(s)<x¢"(t) <y

0ssst 0<s<t

1,(c) <t/¢(0) = z}

= P{inf o(s) > -z supg(s) <x-z¢(t) € (-z,y - z)}+ P{sup ¢ (s)<x¢'(t)<y

0Ossst O<s<t 0ss<t

1,(¢) <t/¢(0) = z} (3.2.3)
seklinde oldugu gosterilmigstir. Bu formiiliin birnci kismim

P{sup ¢'(s) <x,¢"(t) <y,t, <t/¢(0) = z} =

Oss<t
= jP{sup ¢'(s) <x,7,(c) e du/(0) = Z}P{sup ¢’ (s) <x,6°(t) <y/1,(¢) = O}.
0 \0ssst 0ss<t
olarak yazabiliriz. (3.2.1.3) denkleminin her iki tarafina Laplace doniigiimiinii uygularsak

asagidaki ifadeyi elde ederiz.

o())
+
1-g(M)P{n, <0

ﬁ(k, x,y/ z) = r(l;—z,x —-Z.—Z,X— z)
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‘ a(A,x,y)op(})
l+ .(‘:'ir()"a_st_y’_y’x_ Y) + A— )\,(D(A.)P{T]] < 0} dF(Y)
A o)
1- 1= o(W)Pfn <0} _Ia(?»,x,z)dF(z) |

¢ (r) surecinin birinci defa x seviyesini gegme ami ve bu seviyeyi gegme

miktarinin ortak dagilimi bulunmus ve ¢ "(¢) siireci igin ergodik teorem ispat edilmistir.

x"(t) sirecinin dagiliminin bulunmasi ile ilgili olarak 7 ile siirecin sifira
distiikten sonraki ilk anini gosterelim ve
X =x(t) +t-2z
olsun.
(0 <x}={x(0) -t <x}
oldugundan toplam olasilik formiiliine gére
P{x"(t) <x, v >t/x(0) =2} = P{x(t) -t<x,t" >t/%(0) = z} =
=P{x(t) -t <x/x(0) = 2} - P{x/(t) ~t <x,7° < t/%(0) = z) =
=P{x(t) -t <x/x(0) = z} —0} ? P{x’(t) ~t<x/1 = s,x’(r_) -1 = u}

—on

P{t‘ € ds,x'(t‘) -1 € du} =

=P{x’(t)—t<x/x(0)=z}—” ?P{x’(t—s)—(t~s)<x/x(0)=y+z}.

0 -0~
P{r" € ds,x'(t") -1 € du}P{'r]1 e dz- y}
yazabiliriz. Buradan baz1 doniigimler yapildiktan sonra ,x"(t) mn dagihm igin agagidaki

agagidaki ifade elde edilir.

* *

P{x (t) <x/x(0) = z} = P{x () <x,t7 >t/%(0) = z}+]‘l’(t— s, %).
0
P{t‘ e ds/y(0) = z}
o%'(t) siirecinin supremumunun dagilimi, belirli bir seviyeye ulasma am ve bu
seviyeyi agma miktarinin ortak dagilimi verilmistir.

y4 *(t ) siirecinin ergodikligi ile ilgili olarak agagidaki teorem ispatlanmugtir.
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TEOREM 3.7: Farz edelimki E£ ,En, sonludur ve E{, < En, dir. O zaman

x°(#) siireci ergodik siire¢ olacaktir ve onun Ergodik dagiimu istenilen f fonksiyonu

IR LD

T—mTo TE h dP{nl < z’

igin

gibidir.

~F'(¢) siirecinin supremumunun dagihm, n® sigrayish ve E.(t) genel Poisson
siireci oldugunda bulunmustur.

1,75, X (t) siireci igin Markov noktalan degillerdir. Markov siireci elde
etmek icin iki siireg ilave edelim;

u*mn
5 (t) = mm[1:k - t]

|=|
olsun. Toplam olasilik formuliine gére

P{X(t) <x/X(0) = 2§ =h}=P{X'(t) <x,& >t/ X(0) = z,& =h}+

t o000
IHP{&; € (s—ds,s),X*(s) e dy,5*(s) € du/ X(0) = z,E_,'l" = h}P{X*(t—s) <x/

000
X(0) = y,& =u}
yazilir. Simdi agagidaki isaretlemeleri yapalim
P{t; € (s—ds,8),X"(s) € dy,8"(s) € du/ X(0) = 2,8 =h} =
= A(x, dy,du/z, h)ds+0(ds)
R(t,x/z,h) = P{X"(t) <x/X(0) = z,& = h}
A (t,x/z,h) = P{X'(t) <x,& >t/ X(0) = ,£} = h}
A(t,dy,du/z,h)dt = P{&; € (t—dt,t) X"(t) € dy,5°(t) € du/X(0) = z,E" = h}

R(A,x/zh) = Je MR(t,x/z,h)dt
0
A (A x/z,b) = e MA, (t,x/ 2, h)dt
0

K(X, dy,du/z, h) = Te—MA(t, dy,du/z, h)dt.

0
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Bu isaretlemelerden sonra asagidaki denklem alinir.
R(Ax/zh) =K (Ax/2h) + ] TR(A, x/y,u)A(A,dy,du/ z, h) (3.2.4)
00

Toplam olasilik formiiliine esasen
* -
P{sup X'(s) <x/X(0) =z, = h} = P{sup X (s) < x,él >t/ X(0) = z,ﬁ]L = h}+
0ss<t 0<s<t
X00

t *
+ ] IP{&I e (s—ds,;s), sup X (1) <x,X’(s) € dy,8"(s) € du/X(0) = z,€! = h}

0<t<s-ds

P{ sup X'(1) <x/X(0)=y,E = u}-

0gTst-s

elde edilir.

Q(t,x/zh) = P{sup X'(s) <x/X(0) = z,§ = h},

O<s<t

B,(t,x/z,h) = P(sup X'(s) <x,& >t/X(0) = z,&f),

0O<s<t

B(t,x,dy,du/zh) =

= P{é,‘ e(t—dtt), sup X'(s) <x,X"(t) € dy,8"(t) € du/ X(0) = ,£ = h}

O<s<t-dt

olsun. Yukaridaki isaretlemeleri yaptiktan sonra Laplace doniisiimiinii uygulanz.

- e o]
QA x/z,h) = JeMQ(t,x/ 2, h)dt,

0

- o0
B,(A,x/zh) = Je ™ MB,(t,x/z h)dt,

0

oo
B(A,x,dy,du/zh) = [e™MB(t,x,dy, du/ z, h)dt.
0

Boylece
QA x/z,h) =By(A,x/z,h) + I [Q(A, x/y,u)B(, x,dy,du/ z, h) (3.2.5)
00
elde edilir.

o X (t) siirecinin ilk defa belli bir x seviyesine ulagma an1 t,(x") ile miktarinn

yx(x') ortak dagiliminin bulunmast igin toplam olasilik formiiliine gore
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P{tx(x*) < t,yx(x') >y/X(0) =z = h} —

too oo

—P{ <ty )>y&1 >t/X(O)—z§1 —h}+”PIP{&I e (s—ds,s),

sup X'(2) <x,X"(s) € dB,8"(s) € du/ X(0) = 2§, = h}P{tx(X') <t-—s,

0st<s—ds
v.(X") > /X(0) =B.& = u}
yazilabilir.
N(t,x,y/zh)= P{rx(X') <ty (X)>y/X(0)=zE = h},

Co(t,x,y/z, h) = P{IX(X*) < t,yx(X') >y.E >t/ X(0)=2z¢ = h}

o0
N(k,x,y/z,h) = Ie_}‘tN(t,x,y/z, h)dt
0

C,(Ax,y/2,h) = I “Mc (t,x,y/ 2 h)dt

olarak alinirsa

X00
N(Ax,y/2z,h) = Co(Ax,y/z,h)+ [ IN(A, x,y/B,u)B(A, x,dB,du’/z,h)  (3.2.6)
00
elde edilir.
o, X'(t) strecinin kendisinin ve supremumunun ortak dagilimint bulmak igin

toplam olasihik formiiliine gore

P{sup X'(s) <x,X'(t) <y/X(0) =z, = h} =

0ss<t

= P{sup X9 <x,X'(1) <y, >t/X(0) = 2§, = h}’f

0<s<t

t Xoo *
+I?IP{ e (s—ds,s), sup <x,X (s) € dB,5'(s) € du/ X(0) = z,E,;' = h}-

000 0<tss-ds

P{ sup X'(1) <x,X'(t-5) <y/X(0) = B,& = u}

O<t<t-—8

dir.

H(t,x,y/zh) = P{sup X"(9) <x, X' () <y/X(0) = 2§ = h}

Ogsst
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D,(t,x,y/2,h) = P{supX'(s) <x,X'(t) <y,& >t/ X(0) = zE = h}

0<sst

olarak tamimlanirsa

A(Ax,y/z,h) = le™MH(t,x,y / z,h)dt
]

B,(A,x,y/2,h) = Te—}‘tDo(.t,x,y / z,h)dt
0
elde edilir. Béylece
ﬁ(x,x,y / z,h) = 50(}\., X,y /z,h) + nﬁ(l,x,y /B, u)ﬁ(?«.,x,dﬁ,du /z,h) (3.2.7)
00

bulunur. (3.2.4), (3.2.5), (3.2.6), (3.2.6) denklemleri de ardicil yakinlagma metoduyla
¢oziillirler.

Eger X'(t) siireci igin

1) & ,E; sonlu beklenen degerlere sahipdirler.
Eg  Eg

ise X'(t) siirecinin ergodik oldugu ispatlanmustir.

2)

X(t) stireci igin, siirecin dagihmu sup X(t) nin dagihm, ilk defa belirli bir x
eksenine ulagma am t(X) ve miktar1 8_(X) nm ortak dagilumlan elde edilmistir:

vi(t) = min{k:%é;f > t}, T = ifj

i=] i=t

P{X(t) <x/X(0) = z.E; =h) =

= P{)N((t) <x& > t/X(0) = z,gf = h} + ITTP{&I_ e (s—ds,8),X(s) e dy

000
8*(s) € du/X(0) = z,&} = h}- P{X(t-5) <x/ X(0) = y,& =0}
Asagidaki isaretlemeleri yapalim;
Plg; € (s—ds,s),X(s) € dy,5°(9) € du/X(0) = & =h} =
= A(s,dy,du/z h)ds+0(ds)
R(t,x/z,h) = P{X(t) < x/ X(0) = z,& = h}
A(t,x/2,h) =P{X(t) <%, >t/X(0) =z,E =h}
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Alt,dy,du/zh) = P{X(t) e dy,5"(t) € du & e (t—dt,t)/X(0) = z,& = h}

R(A,x/zh) = Te_MR(t,x / z, h)dt
0
A(Ax/zh) = TeMA (t,x/ 2 h)dt
1]

A(hdy,du/zh) = Je MA(t, dy, du/ z, h)dt
0
olsun. Laplace doniigiimii uygulanirsa;

A(A,dy,du/zb) = Je MA(t,dy,du/ z, h)dt
0

R(hx/zh) = A, (A x/zh) + ] R(Ady,du/y, W)A(A, dy, du/ 2 h)
00

elde edilir.

P{sup X(s) <x/X(0) =z, = h} =

0ssst

= P{sup X(s) < x,&l_ >t/X(0) = z,E,,;L = h}+jZZP{§[” e(s—dss), sup X(s) <x,

0 0<t<s~ds

X(s) € dy,8"(s) e du/X(0) = z,E = h}.P{ sup X(1) <x/X(0)=y,E = u}

0gr<t-s

Qlt,x/zh) = P{sup X(s) <x/X(0) =z = h}

L 0<s<t

B,(t,x/zh) = P{é{ > t,sup X(s) < x/ X(0) = zE = h}

0<gs<t

3

B(t,x,dy,du/zh) = P{é,’ e(t-dt,t), sup X(s)<x X(t) e dy

0<st-dt
8*(t) € du/X(0) = z,& = h}

Buradan Laplace doniigimiini esitligin her iki tarafina uygularsak;

B,(A,x/zh) = Je™MB (t,x /2 h)dt,
0
B(k, x,dy,du/z, h) = Te-MB(t; x,dy,du/ z, h)dt
0

Q(k,x/z, h) = Te"MQ(t,x/z, h)dt
0

Q(X,x/y,u)ﬁ(k,x,dy,du/z,h) (3.28)
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(j()»,x/z, h) = ]NBO(X,x/z, h) +TT(~2(7L,x/y,u)l~3(k, x,dy,du/z, h)
oo

alinmus olur.
X (¢) siirecinin sifir seviyesini ilk kez gegme an1 T x( X ) ve miktari 5,(1? ) nin
ortak dagiliminin bulunmasi i¢in toplam olasilik formiiliine gore

P{t,(X) <1,8,(X)>y/X(a) =2 =h}=

:P{tx(X)<t6( )>y§1 >t/X(a)-z§+-h} ]ITP{ (s- ds,s),

000

sup X(t) < x,X(s) € dB,5,(s) e du/ X(0) = z,t = h}

Dersands
P{t(X) <t-56,(X)>y/X(0) = B,& =u}

elde edilir.
N(t,x,y/zh)=P{1,(X) <t,5,(X) > y/ X(0) = 2,&; = h}
Co(t.x,y/z,h) =P{r (X) <t,5,(X) > y.& > t/X(0) = 2.¢ = h}

olarak alinirsa

N(k,x,y !z, h) = Te—}”tN(t, X,y/z, h)dt
0

Co(hxy/zb) = TeMe,(tx,y /2 h)dt
0
ve boylece de
N(?»,x,y/z,h):é (?» X,y/z, h) ” (7» x,y/B, u) (X,x,dﬁ,du/z,h) 329

elde edilir,

P{sup X(s) <%, X(t) <y/ X(0) = z,&' = h} =

0<s<t

= P{:up X(s) < x,X(t) < y.€ > t/X(0) = z,E_,;L = h} ”TP{ (s—ds,s),

000

sup X(1) < x,X(s) € dB,5*(s) e du/ X(0) = z,t = h}.
0<tst-3

.P{ sup X(t) <x,X(s) <y/X(0) = B,E! = u}

0stst-s

yazilir.
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H(t,x,y/z, h) = P{sup X(s) <x,X(t) <y/X(0) = z,E = h}

Ossst

Do(t,x,y/z, h) = P{sup)N((s) <x,X(t) <y.E >t/ X(0)=zE = h}.

O<s<t

olarak alinirsa

ﬁ(l,x,y / z,h) = Te—MH(t,x,y/z, h)dt,

0
D,(A.x,y/zh)= Te_MDO(t, X,y / z,h)dt,
0
buradan da

ﬁ(?»,x,y/z, h) = INDO(}», X,y/z, h) +”Tﬁ(k, X,y/ B,u)ﬁ(l, x,dp,du/ z, h) (3.2.10)
0

non

elde edilir.
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4. ,2(t) SURECI'NIN INCELENMESI

G(t) yan-Markov rastgele yiiriiyiis siirecinin verilmis oldugunu varsayalim. Bu
stireci sifirda bulunan bariyerden yansitalim. Yansitilan bu siireci daha énce 0 G(t) ile
gostermigtik. Bu siirecin dagilim fonksiyonu, ilk defa sifiri gegme anmnin dagilim
fonksiyonunu ve beklenen degerlerini bularak bir 6rnek verelim. Once siirecin dagilim

fonksiyonunu iki farkh yontemle verelim.
TEOREM 4.1: Farzedelimki {(J;,.,n, )} :I bagimsiz ve aymi dagilimli rastgele
degiskenler ciftleri olup kendi aralarinda bagimsiz olsunlar. &;,i=1,2,...pozitif degerli

yani P{é;i > O} =1i=12,... ve £,1, nin dagilim fonksiyonlar biliniyor olsunlar.

T, =% .n>LT, =0
i=!

S, =M, »nzLS, =0
i=l

ve

Gn = gn—l+nn 9n21,g0 :ZZO

olarak tanimlanirsa {Tn}.nZO bir yenileme siireci, {Sn},nZO bir rastgele yiiriiyiis
slireci ve {gn},n 20 Markov Zinciri ise sifir seviyesinde yansitan ekranli bir rastgele
yurilyis stireci olusturacaktir. Simdi ,2(t) stokastik siirecini

06(t)=¢,,eger T, <t<T,,n>0 ise
olarak tammlayalim. Bu takdirde 0G(t) siirecinin dagilim fonksiyonu {Sn} ve {Tn}

rastgele siireglerinin olasilik karakteristikleri yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilir.

Qt.x/2) = P{y3(0) < x/,3(0) = 2} = P, {, 5(1) < x]

© o 0. k
=2 a,(z040,0+ 2.3 [ H}bx

0
k=1 n=k —0 - 1=

Via l; dv;)*a,(

Vi )A, (1)
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ISPAT:
0G(t) o
: . | e,
L : P : :
: T — : :
i, o é
it i
0 T1 t' Tn+1 tgl t 122 133 ) t
..... -
Sekil 4.1. , Z(t) stirecinin bir gorintist 1

Asagidaki gosterimleri yapalim:
Vo =0
v, = min{k 2LEX, ., +Mn, < 0},)(0 >0
v, = min{k 2v, , +LX, 4+, < 0},n 21v, =0

Simdi 7, ,n > 1 dizisini agagidaki gibi tanimlayalim.

T|=§§=Tv,

Gy =3k =T, 21

i=1

Bu takdirde t,,n 21 slirecin yansitan bariyerden n. yansima am olarak yorumlanabilir.
Toplam olasihk formiiliini kullanarak agagidaki esitlii yazabiliriz.

Q(t,x/2)=P,{, () <x} =P, {1, > t;, S(t) <x}+ P {r, <t;,S(1) < x} 4.1)
Bu toplamdaki birinci terimi

G(t,x/2)=P,{1, > t;,S(t) <x} (4.2)
ile gosterelim. Bu takdirde toplam olastik formiililne gére

G(t,x/2) =P, {1, > 1;,3(t) <x,3(0) =2} = 201>,{Tn St<T,, ;1 >4, 8(1) < x

= ZP{z+S, 20,z+5,20,...,2+8,20;z+S, <x} P{?C, <t< T,',+,}

n=0
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=ian(x;z)A<Dn(t) | 4.3)

n=0
yazlabilir, burada
a,(x;2)=P{z+8, 20,2+8, 20,..,2+8, 20;z+S, <x},n20
ve

P{T, <t<T

n+l

}=A®, () =®,() -0, (1) ,

@, (t) = P{T, <t}:n2 0, &, (1) = &(1)
dir.
Simdi (4.1) denklemindeki ikinci toplam ele alalim. Bu takdirde

P,{t, <t,S(t)sx) = ?,:,Pz{tk SE< T 30C (D) <) (4.4)
=1

yazilabilir. Bu toplamdaki herbir terimi ayr1 ayr1 hesaplayalm:

oo

P {1, S1<138() Sx} =Y PAT, St <T, 51, St <1,5,5(t) S x}

n=1

P{z+8,20,z+8, 20,...,2+8, , 20;z+S, <Gz+S, edv}.

il
™M
=
b—o

P{V+8, 20,M+8, 20,...,[V+S,_, 2 0iv+S,, 2 0vl+S, , < x}A®,(t)

=22 } by (z,dv)a,  (IV, )AD, (1) =

n=l k=l o

*i j b,(z,dv) *a, (v, x)A®,(1) 4.5)

n=1

elde edilir. $imdi ise P, {1:2 <1< 1,3, 8(t) < x) olasihigm hesaplayahm. Bu durumda

o0

P,(rz <t <14506(1) SX} = ZPZ{T“ St<T, 31, St<t,3,S() < x}

n=2

=Z Z _HP{Z+Sl 20;z+8S, 2 0;---§Z+Sk,-1 20;z+S, < 0;z+Skl € dv,}
m=2 2sk{+k2$n a0
ki2lky2t

P{lv,|+S1 2(},|v,|+S2 20;...|v,|+sk2_, 20;|v,|+S,‘2 <0;Iv,|+Sk2 € dvz}

P{IV2I+S1 2 O;lv2|+S2 > 0;...;|v2|+Sn_,“~,‘2 2 (},Iv2'+Sn_k'_k2 < x}.P{Tn <t< T,M}
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© 00
=y > J J' b, (zdv)).b, (v,fdv,)a, (v, x)AD, (1)

n=2 Zsk' +ky S0 _opeo

ki2Lk, 21

bdv,)*a,

=;22an(z; dv,

oldugu goriiliir. Benzer gekilde matematiksel ¢ikarsama metodunu kullanarak k=12,...
icin

kx)A®, (1) (4.6)

Pz{tk st <Tk+|;0€(t) < X} =

IO
= Z I Ibn(z;dvl )* bn(lv,|;dv2 )*...*bn(lvk__ll;dvk) * an(lvk|; X)A®D (1)

n=k — -0

)

3 IR T Lbadv v e,

n=k o o i=t

s X)AD, (1) 4.7)
oldugunu gtstermek miimkiindiir, burada Ivo’ =2z20.

(4.3), (4.4), (4.5), (4.6) ve (4.7) ifadelerini (4.1) formiiliinde yerine yazarak

Q%7 =38, (5080, 0+ 32 b, dv,) 0, | x)A®, (1)+
n=0 n=l
+:Zzik]) jl it s X)AD, (1)
—-Za (z.X)AD, (t)+ZZ]1 f L hx0a®,(1)

k=l =k .o —opi=l

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmug olur.

Simdi siirecin dagilim fonksiyonunu bulmak igin bagka bir yontem verelim.
Toplam olasilik formiiliine gore

P{og(t) < XIOE(O) = Z}: P{ Oa(t) < x;&l > thE(O) = Z} + P{ OE(t) < x;é] < tIOE(O)__: Z}

=P{,S() S %:E, > t/,E(0) =2} +

+ [Ple, eds,&(9) edyl,S(0) = 2JP{,E(t - 9) <%/, E(0) = y)
yazilabilir. Burada
R(t,x/2)=P{,S(t) < x/,3(0)=2}

A(t,x/2)=P{,S(5) S &, > 1/,E(0)= 2}
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B(ds,dy / z)= P{E, e ds,,(s) € dy/,3(0) =2}
R(t-s,x/y)=P{,E(t-5)Sx/,5(0)= ¥}
notasyonlan dikkate alinirsa
w t
R(t,x/7) = A(t,x/z) + ”B(ds,dy/ 2R ~5,x/y)
00

yazilir. Bu egitligin her iki tarafina Laplace donlistimiinii uygulayarak

Ie““ R(t,x / z)dt = Ie“"A(t,x [ z)dt + ]Ae""[ I TB(ds,dy [ Z)R(t—s,x /y)jldt

0 0 0 y=00

R(a,x/2) = A(o.x/2) + j Ie’“‘IB(ds,dy/z)R(t—~s,x/y)]dt
y=0{ 0 0
o ruo L
R(o,x/z) = Ao, x/2) + I _f e ™ B(ds,dy / z)dtf e "R(t-s,x/ y)dt}
y=0L0 0
R(a,x/2)= Ao, x/2) + Iﬁ(a,dy/z)ﬁ(a,x/y) (4.8)
y=0

elde edilir. Bu ise Fredholum'un 2. tiir bir denklemidir. Bu denklemi ardicil yakinlagma

yontemi ile ¢ozebiliriz. Bunun igin 8nce sup Iﬁ(a,dy /) < 1 oldugunu gésterelim.

z y=0

sup ?NB((x,dy/ z) = supffe““'B(dt,dy / z)
z z 00

y=0

=sup [ [e™'PlE, edt, 5(s) edy/o3(0) = 2]

y=0t=0

=sup | e [P{E, edt,,3(s) edy/,E(0) = 2}

Z =0 y=0

= sup [eP{g, €dt;yT(9) < /o2(0) = 7

L

= sup e [P{E, edt, 3() <w0/y3(0) = 2} - PfE, edtyE(9) <V,E(0) =2}

= sup [e[P{e, €dtNQY,E(0) = 2} - P{E, edtN@,2(0) = 7))
Z 0
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= sup [e™*[P{E, edt/,(0) = z} - P{/,5(0) = 2}]
Z 9
= jfe'“‘P{E;l edt} = fe’“‘thgl ()<
0 0

i P{E, e ds} = ]‘thgl (1) = F(e) — F(0)
0 0

=1-0=1
elde edilir. Ote yandan
A(Lx/2)=P{ S8 >t} = Plz<x;E, > t}) = P{z < x} P, > 1}
=P{0 < x~zZ}[1-axt)]
=g(x—z)[1-(t)]
dir. Bdylece
A(Lx/2) =s(x - 2)[1-D(1)]
oldugu goriiitir.
B(ds,dy / z)= P{£, & ds,,C(s) e dy/,c(0) =2}
=P{t, e ds,|z+n)| e dy} = Pfg, e dsjd Pflz+n)| < y)
=dP, (s)dy[P{—y —Z<N <y-— z}]
= d(I)g‘ (9)d, [F,“ (y-2)-F, (-y- z)]
oldugundan
B(ds,dy/ z) = P{‘c’,1 eds}dy[F(y ~2z)—F(~y - z)]
olarak yazilabilir.
A(t,x/z) ve B(ds,dy / z) fonksiyonlarimn Laplace ddniigiimleri alinirsa

Ao,x/z) = Te""A(t, x/z)dt = Te“‘“s(x-— Z)[1-d(t)ldt
0 0

=g(X— Z)Tef“‘t [1 - (.D(t)]dt =g(X~z)a(w), a(a) = Ie'“‘[l - (b(t)]dt
0 1}

ve

B(o,dy /2) = Te""P{E_,, € dt}[dyF(y ~z)+d F(-y- z)]
0
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=d F(y-2z)+d F(-y- z)Te““'P(E,, € dt}

=[d,Fy~2)+d,F -y - 2, (@)

elde edilir, burada

.

By, (@) = [e™PE, edt}

0

dir. Boylece

ﬁ(a, x/z)=a(a)e(x—z)+ a(a)i[&xa)]“]i(:)]‘dy] P{Iz+n,| <Yy, }

d,ZP{Iyl +|< yz}-.-d,,,_,P{ Yoo +1] < y..-.}dy,,P{ Yot +Th| < Y..}a(x— Yo)  (49)

elde etmiy oluruz. Bu formiilden &, rastgele degigkenlerinin yenileme fonksiyonunun

Laplace dénligimiinii bulalim. U(t)=2®"‘(t) olsun. (4.9) formuliinde x —»o igin

k=1

limite gegilirse
?.IZ =a(a)+a(a)U(a)

elde etmis oluruz. Buradan
| - aa(a)
aa(a)

ﬁ(a) =

dir.

Bu elde ettigimiz denklem siirecin dagihm fonksiyonunun Laplace dontgtimidilr.
Dagilim fonksiyonunu (R(t,x/z)) elde etmek igin her iki tarafin ters Laplace ddniiglimiinii
alalim. Bunun igin (4.9) ifadesinden L™ (a(a)) ve L' (a(a)®?(x))"1 bulmaliyrz.

L (a(@)) = [1-ax1)]
Dl (o) = Te”"'d@'"(t) = Te"“[(b'“ (t)]'dt
0 0
ve @ (o)’ nin ters Laplace doniiglimii

L@ (@)] = [0t ()]
dir. Béylece

L'[a(@)@i(t)] = j[l —d(t— u)][cb‘"(u)]'du
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= I [1-a@(t- w)ldd™ (u)

0

elde edilir. Bu takdirde

R(t,x/z)= [1 - CD(t)]e(x-— Z)+ iT[l —I(t-— u)]d(D'"(u)
n=1 o

.I(’?)I P{|Z+n1‘ < Y1}P{|n1 + YII < Yz}---P{'Th +¥na2|< yn-l}

P{l’h +Yn*||<Yn}£(x_yn)dyl"'dYn (410)

bulunur.

(4.10)de x —» o0 igin limite gegilirse

1=[1 —dl(t)]+_‘ [1- axt—u)ldU(u)

[

U =00 + | @t - uxiU)
0

elde edilir.
Bu gekilde elde edilen dagiim fonksiyonunu kullanarak , (1) siirecinin beklenen
degerini agagidaki gibi ifade edebiliriz.
E(,2(1) = Tde{OE(t) <x}= Tde{t,x/z}
0

0

-_-Txdxll—qxt)k(x—z)+]xdxij[1-q:(t-u)]dd"(u)
n=l g

0 0

I‘X’IP{lel <y P+l <yo J P+ Yous| < Yoa}-
Pl +You| <ya Jo(x—y,)dy,...dy,

—[1-a0]z+ 3 [1-ax- wlde™w

n=1 o

I(n"—l)zdynp{lz-f-ml < Y|}dy2P{IT|| +Y|l < YZ}"'P{In' FYual< y,,_,}.

Ty ipln+y<y.)

elde edilir.
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Simdi de sfirecin ilk kez sifira diisgme anmin dagihm fonksiyonunu bulalim.

B,{y, <t} =B,{g +&+..4%, <]
drr, burada v,-sfirecin ilk kez sifir seviyesine ulasana kadar gegen sigrayiglarinm
(adunlarn) sayisidir. Bu takdirde toplam olasihk formilliine gore

{'Yl < t} ZP{§,+ +E <ty = n}

Z {§l AL <G24m, > 0,241, 41, >0, 24+ 4, > 0,241, +.. 41, <O}
=P{E,+..4&, < t}P{v, =n}
= S or Py, =n)

n=1

elde edilir, burada

@, = Plg,+..4E, <)
dir. $imdi y, rastgele degiskeninin beklenen degerini bulalm.

BOn) =BG+ +o48,) = 2PV, 2 KBS,
=P{v, > 1JEE, + P{v, > 2}EE, +...
= Eg,(ZP{v[ > k}) = & (Plv, 2 1} + P{v, 2 2}+...)
=BE (P{v, =1} + P{v, = 2} 4 P{v, = k}+... P{v, = 2}+.. 4 P{v, = k}+...)
= E£ ) _kP{v, =k} = E&Ey,
dir. $imdi P{v, = n},n > 1, olasthiklarim hesaplayalim.

P{v, = 1} = P{z+n, < 0} = P{n, < —z} = F(-2),

Plv, =2} =P{z+n, > 0;z+1n, +n, <0}

i}

IP{Z+Y1 >0m, edy;;z+y, +n, <0} = TF(*Z~ y,)dF(y,)

-2

ve benzer yolla
P{v, = n} = P{z+n, >0+, 41, > 0,z+ 1, +..4n, , > 02+, +..47, < O}
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"A'ITP{z+yl > 0,247, +7, > 0Z+Y,+oty, > 024 Y +oiky, 41, <O}

=
~0 0

Pln, € dy,in, € dy,s.in,y € dy, )

a0

._.J' J‘ IP{Z+ Ny + Myteet Ny + 1, < O)dE(y,)dE(y,)...dF(y, ;)

—Z=Z°Yy =Z=Yi~w"Yn-2

T Tecaoyimmy, ARG dR G, )

~Z ~2-y{~.~¥p-2
oldugu gortiliir.
Simdi P{W(t) = k}olasiligim hesaplayalim.

P{W(t) =k} =P{Sk 5t<S,‘+,}=P{Sk <t<§, +E:k+l}

= IP{us t<&,:5, € du} = IP{t —u<ég,;85, € du}

u=0 u=0

= J'P{ém > t—uJP(S, e du} = IP{?;M >t —ujdF™ (u)

_0

= j [1- F(t - w]dF™ () = j dF™ (u)—-j F(t—w)dF™ (u)
0 b "

=[F*()-F*(0)] - I F(t— udF™ (u)=F"*(t) - j F(t - u)dF™ ()

0 0

elde edilir.

P{Skﬂ < t} = P{Sk +gk+l < t} = IF.k (t — uMF(U) = F'k+l(t)

0

oldugundan
P{W(t) =k} = F™(t) - F™!()
yazilabilir.
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-1,
ORNEK: z=1 ve 1, = {+1 g olsun. Bu takdirde X(t) sfireci 1,2,3,... degerlerini

alacaktir ve dagilim
R(t,x /1) = P{X(t) < x/ X(0) = 1} = e(x — [ 1 - D(t)] +

+i[¢‘"(t)—m‘"*‘(t)]T(n)Td,.P{Il+n.|sy,}dn Plly, +n|<y,}.
n=1 [i] [}]

..d, P

Yt +n.| Sy..}e(l~y,.)
olacaktir.
o, () =" () - ™ (t)

'—'I‘"’i“n"{"*mls yiJd,, Plly, +m| <2}

.d, P

Yo 41 S YaJEC-¥,) @.11)
olsun. Bu takdirde

R(t,x/1) =e(x—D[1 - ¢(t)]+ f:an(t)ﬁ.,

n=]

elde edilir.
P, () =R(t,m/)=P{X() <m/XO,w)=1}; P ()=P,, (1)~ P ()

olsun.
-1,
TEOREM 4.2: Eger &, herhangi bir dagilima sahipse ve 1, = {+ 1 g ise
n
1 P k-
Pt = Z an(t)q 21 g}(_m]( Yk e(x - Df1 - é(1)]
ve
. m B 12n-1
- n (l) NS
Pm®= 2 jon®a" | 2 agy ()7 Helx- D[t -]
dir. Burada,
O KON () 1 aD
n,k—m+1 n—l k-m t2n-1; k~m+1’ T hSes Onl T

dir.
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ISPAT: Once B, leri hesaplamaltyrz. (4.11)'den
Bi=q

B, =9’ +ap

B;=a’+2q¢’p

B.=q*+3q’p+2q’p’

Bs=q’+4q‘p+5¢°p’

Bs =q°+5°p+9q*p” +59°p’

B, =q’ +6q°p+14q°p* +14q°p’

Bs =q° +7q"p+20q°p® +28q°p® + 14q*p*

..............

elde edilir.

n ve k'nim alabilecegi degierlere gbre q™*p* nin katsayilan icin agagidaki tabloyu
olusturabiliriz.

Tablo 1

n\k 1 2 3 4 N 6 7 8
1 1
2 1 1
3 1 2
4 l 3 2
5 1 4 5
6 1 5 9 5
7 1 6 14 14
8 1 7 20 28 14
9 1 8 27 438 42
10 1 9 35 75 90 42
11 1 10 44 110 165 132
12 1 11 54 154 275 297 132
13 1 12 635 208 429 572 429
14 1 13 77 273 637 1001 1001 429
15 1 14 90 350 910 1638 2002 1430

Simdi P{X(t) < 1/X(0) = 1} olasiligm hesaplamak icin Tablo 1'1 kullanalim
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Tablo 2

qn qn~|p qn—2p2 qn—3p3 qn—4p4 qn-5p5
1 a,(t) 1
2 o,® |1 1
3 | a,(t) i 2
4 a,(t) 1 3 2
5 at) |1 4 5
6 a,(t) 1 5 9 5
7 a,(t) 1 6 14 14
8 o, (1) 1 7 20 28 14
9 o, (1) 1 8 27 48 42
10 a,®) [t 9 35 75 90 42
H (x”(t) 1 10 44 110 165 132
12 a,® |1 11 54 154 275 297
13 a,, ®) 1 12 65 208 429 572
14 Oy, (t) 1 13 77 273 637 1001
15 a0 |1 14 90 350 910 1638
Analitik olarak

i)
P, (1) = Za (1) 2 alq™*'p*" +e(x ~ D[1 - (1))

k=1

yazabiliriz. Burada; a() =a{’,, , +a’,,, al) =1 dur. Benzer gekilde P, (1),P,(1),P, (1)

n~Lk-
olasiliklan i¢in de tablo 3, 4, 5 kullambir.
Tablo 3
qn qn-l qn—lpz qn-3p3 qn-4p4 qn~—5p5 qn—6

t o,(t) |1

2 [a,®® [1 1
'3 jayt) | 2

4 Ja,t) |1 3 2

5 ot) |1 4 5

6 |aM |1 5 9 5

7 |a,® |1 6 14 1

EXORE 7 20 28 14

95 o, [1 8 27 48 42

10 [a,®) |1 9 35 75 90 42
THENCRE 10 44 110 165 132

12 fa, ® 11 11 54 154 275 297 132
13 oy, OB 12 65 208 429 572 429
14 (X.M(t) 1 13 77 273 637 1001 1001
15 a,,(t) 1 14 90 350 910 1638 2002

a‘z’ = aﬁf_’, o a‘2 2 x> 8% =1 olmak tizere
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2y

) 2
P,(0)= 2o, () 2 a%q™™'p" +e(x~ D1 - $(1)]
n=1 k=1
dir.
Tablo 4
n\k qn qn—lp qn~~2p2 qn‘3p3 qn-4p4 qnvsps qH
1 a, () |1 1
2 a,t) |1 2 i
3 a, ) |1 3 3
4 a,® |1 4 6 3
5 o) |1 5 10 9
6 at) |1 6 15 19 9
7 o, ) |1 7 21 34 28
8 o |1 8 |28 55 62 28
9 NOIE 9 36 83 117 90
10 oy (t) i 10 45 119 200 207 90
11 o, |1 1 55 164 319 407 297
12 oy, (t) 1 12 66 219 483 726 704
13 o, |1 13 78 285 702 1209 1430
14 a, |1 14 91 363 989 1911 2639
15 Oy (t) 1 15 105 454 1350 1900 4550
Benzer sekilde
afri) = aﬁ)l;k-—l + a(na—)l;k ,aﬁf.’ =1
olmak iizere

{2

P5,<t)=2a,,<o aQq1p! e(x — D1 ~ ¢(8)]

k=1

elde edilir.
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Tablo 5

n\k qn qn—-lp qn—-2p2 qn—3p3 qn~4 4 qn-sps qn—6p6
1 a,(t) 1 I
2 o, (1) 1 2 1
3 a,® |1 3 3 1
4 a,® |1 4 6 4
5 o) |1 5 10 10 1
6 a.t) |1 6 15 20 14
7 a, ) |1 7 21 35 34 14
8 o, (t) 1 8 28 56 69 48
9 gy ® 1 9 36 84 125 117 48
10 o, |1 10 45 120 209 242 265
11 ay, ® 1 1 55 165 329 451 507
12 a,® [1 12 66 220 | 494 780 958
13 o,4(t) 1 13 78 286 714 1274 1738
14 Olyg (3] 1 14 91 364 1000 1988 3012
15 o,6(t) 1 15 105 455 1364 2988 5000

Benzer gekilde

ay =aly  +al, el =1

olmak lizere

{!

P (t)= Za () Zapa™'p* +e(x~ D1~ 4]

yazilir.Sonug olarak
(m) (m) (m) , (m) _
By =8 +ay 0, 8 =1
olmak tizere

3]
(D)= Da, () Za"“’ e (x - D1~ 4(1)]

n={

yazabiliriz. Dolayistyla asagidaki esitligi kolaylikla gorebiliriz.

W3l

P(t) =P, (1) = gan (" éa‘,}k’ (—3)*-' re(x—D[1-$(V)]
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Tablo 6
n\k qn qn—lp qn.zpz qn—3p3 qn—dp qn-sps qn—6p
1 o) |1
2 o,(t) |1 1
3 a,t) |1 2
4 a,(t) 1 3 2
5 o (t) 1 4 5
6 o, (t) 1 5 9 5
7 a,®) |1 6 14 14
8 o (t) 1 7 20 28 14
9 o, (t) 1 8 27 48 42
10 a,,(t) |1 9 35 75 20 42
11 o) |1 10 4 110 165 132
12 o,,() |1} 11 54 154 275 297 132
13 o, |1 12 65 208 429 572 429
14 a,t) {1 13 77 273 637 1001 1001
15 o) |1 14 90 350 910 1638 2002
Ayrica
2 1
P,(t) = 20t (1) Eaﬁi’ (‘E) “re(x—D[1-¢(1)]
=2 k=2 q
Tablo 7
n\k q qn~lp qn~2p2 qn~3p3 qn——4p qn~sp5 qn—6p6
1 a,(t) |0 1
2 a, (t) 0 1
3 a,(t) 0 1 2
4 a,(t) 0 1 3
5 a,(t) 0 1 4 5
6 o, (t) ] 1 5 9
7 o, (t) 0 | 6 14 14
8 o, (t) 0 1 7 20 28
9 o, (1) 0 1 8 27 48 42
10 0y t) 0 i 9 5 75 90
11 a,,(t) 0 1 10 44 110 165 132
12 o, |0 1 1 54 154 275 297
13 a,,(t) 0 1 12 65 208 429 572
14 a,t) |0 1 13 77 273 637 1001
15 a.t) |0 1 14 9 350 910 1638

ve




n-2
P,(t) = Z;an(t)q" 282 (fl’-)‘“l +e(x=D[1- (V)]
Tablo 8
N\K qn qn-lp qn—2p2 qn-3p3 qn-4p4 qn~5p5 qn-6p6
1 o) |0 0
2 a,(t) |0 ] 1
3 a,(t) |0 0 1
4 a,) 1o 0 1 3
5 o) |0 0 1 4 0
6 a,t) [0 0 1 5 9
7 a,t) |0 0 1 6 14
8 o, [0 0 i 7 20 28
9 a,(t) |o 0 1 8 27 48
10 a,® o 0 1 9 35 75 90
1 a,(t) |0 0 1 10 4 110 165
12 oy t) |0 0 1 11 54 154 275
13 o, [o 0 1 12 65 208|429
14 Q4 (t) |o 0 1 13 77 273 637
15 a0 o 0 1 14 90 350 910
benzer diigiinceyle
Py()= 20, (00" D 8D +e(x D1 - (V)]
n=3 k=4 q
elde edilir. Sonug olarak
ma] (M1
@ 2
P.)= Yo, " 3 a;',?(g)"-*-' re(x-D1-4(H)], m=12,..
n=m-1 k=m

yazabiliriz.
Yukaridaki tablo ve matematiksel gikarsama yontemi kullanilarak a'™ katsayilari
a) yardimiyla asagidaki gekilde yazilabilir.

m 1
agk) = a%;%(-mﬂ
Son olarak

Pen()= 20, (10" gag;‘m,(%)"" e(x—D1-$(1)]

ve
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n—(m~l)
P (t)= Z[cb'"(t) @™ (1)] Za;';_,m,q“*‘ k1 pg(x— D[ - 6(1)] (4.12)
n=m-1
oldugu goriiliir, burada
—-(m-1
aﬁll{—ml = ai&—l)l Jk~-m + ag— Lk-m+1? k = m""’m+|:u_i——_2:]

n=m-1,.;m=12,..;al) =0,al) =1
dir. Bu ise teoremin ispatin1 tamamlar,

TEOREM 4.3: Eger £, istenilen dagilima sahip, EE, <40 ve p<q ise, bu
takdirde X(t,1) stireci ergodiktir ve

P, -(——)'““P,, P, —1—-(I ;m=1273,..

dir.

ISPAT: Khaniev (1986) ispatlamustr ki X(t,w) bir yar-Markov siireg
oldugunda, eger £, ve 1, bagmsiz, EE, <o, En, <0 ise bu takdirde X(t,w) slireci
ergodiktir ve onun ergodik dagimmi &,'in dagilumindan bagimsizdir. Bu nedenle X(t, w)
slirecinin dagihmunin agikar geklini £,, A parametreli tistel dagilima sahip oldugu hal igin
cikaracagiz.

€., A parametreli istel dagihma sahip oldugunda X(t,1) siireci homogen Markov
siireci olacaktir. Bu nedenle P, (t),m=12,..., igin asagidaki Chapmen- Kolmogorov
denklemlerini yazabiliriz.

P,(t+h) = P,(t)(1-Ah+ gAh) + P, (t)gAh+o(h)

P,(t+h)=P,(t)(1-Ah) + P,(t)pAh + P,(t)qAh + o(h)

P (t+h) =P (t)(1-Ah)+P,_, (t)pAh+P,,,(1)qAh +o(h)
Kolayca gdsterilebilir ki
Pl() =P () + qAP, (1)

P (1) = AaP,(t) + AP, (t) + GAP, (1) 4.13)

P, (1) =AqP,, () + pAP (1) + qAP,, (1)
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dir.

g
7]1 - +1’p
dir. Buradan En, = ~q + p alimr. En, <0 olmasi igin, p < q olmahdir. Dolaysiyla X(1.1)

sitreci ergodiktir. Bu nedenle (4.13)’den
P, =gP, +qP,
P, =qP, + pP,
P, =qP, +pP,

Pm = qptml + me«l

elde edilir. Bu sistemden
P =@)m™p,m=12,..
q
bulunur.

me = | sarti gdzOniine alinirsa,
m=1

oldugu goriilir. Dolayisiyla
p m-~1 p
P, =()""(1-),m=12,... 4.14)
(q) q

dir. X(t) siirecinin ergodik dagimunin bir geometrik dagilima sahip oldugunu
sdyleyebiliriz. BSylece teorem ispatlanmug olur.
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5, SONUC ve ONERILER

Bu ¢aliymada 6ncelikle yari-Markov siireglerinin tanimlan verilerek literatiirde
yapilan ¢aligmalara deginilmistir. Daha sonra stok kontrol, kuyruk ve glivenilirlik
teorilerindeki bir ¢ok problemin ¢gztimlenmesinde kullanilan sifir seviyesinde yansitan
ekranh yar-Markov rastgele ylirityfig stireci X(t) ele alinmugtir. Bu siirecin matematiksel
kurulusu ¢ikartitmig ve agagidaki sonuglar elde edilmistir.

X(t) siirecinin sonlu boyutlu dagiim fonksiyonu ve stirecin 6nemli bir s
fonksiyonali olan , yansitan bariyerden ilk kez yansima am 7y, 'in dagihm fonksiyonu
bulunarak beklenen degerleri elde edilmistir.

Son olarak ©zel bir duruma bakinug, ele alinan siirecin dagihm fonksiyonu
bulunmustur. Bu 6zel durum igin stirecin ergodik dagilim bulunmustur.

Bu ¢ahgmanin agagidaki yonlerinin gelistirilmesi miimkiindiir.

1- Ekranlarin her ikiside aym1 veya farkh 6zelliklere sahip yarn-Markov sliregleri iginde
benzer ¢abgmalar yapilabilir.

2- Ele aliman slireg igin &, ve m, rastgele degiskenlerinin bagimsizhik sarti kaldirilarak
slireg yeniden ele alinabilir.

3- Bu galismada elde edilen sonuglarin ortaya konulmasi ve uygulama alanlarina
aktarilmas: saglanabilir.

4- Calymada sbzll edilen rastgele degigkenler igin bilinen dagilimlar kullanlabilir.
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