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This thesis consists of seven chapters.
The first chapter is introduction.

In the second chapter, some definition and theorem is necessary for spectral analysis

have been given.
In the third chapter, Weyl limit-circle and Weyl limit-point case has been mentioned.
In the fourth chapter, it has been mentioned maximality of dissipative operator.

In the fifth chapter, it has been deal with infinite determinant to need for analysis

and know theorem about these.
In the sixth chapter, singular dissipative equation has been set.

In the seventh chapter, the spectral analysis of the singular dissipative boundary
value problem has been performed. While such an analysis was being performed, it
has been made use of Livsic theorem and it has been shown that they had formed
complete system in the space which the eigenvector of the boundary value problem

and the system of the associated vectors define.
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SIMGELER DiZiNi

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

Lo Mutlak degerlerinin karesi Lebesque integrallenebilen fonksiyonlarin
kiimesi

o1 Niikleer operatorlerin kiimesi

o) Hilbert-Schmit operatorlerin kiimesi

Oso Kompakt operatorlerin kiimesi



1. GIRIS

Fizikte karsilagilan pek cok problem bir sinir deger problemi olarak modellenmek-
tedir. Bu tiir problemlerin coziimlerinde aranilan sonuclardan bazilar1 ¢oziimlerin
varligy, tekligi, kararlilik durumlar: ve asimptotik ¢zellikleridir. Ayrica boyle prob-
lemlerin 6zdegerleride aranilan temel sonuclardan biridir. Ozdegerlerin reel ya da
kompleks olmasi dogadaki pek cok probleme 151k tutmaktadir. Ozdegerlerin kat1, bu

ozdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerin tamligi da ¢oziim bekleyen problemlerdendir.

Bir sinir deger modellemesinde diferensiyel ifadenin verildigi araligin sonlu ve kat-
sayilarinin tanimh oldugu araliktaki her bir noktada sonlu olmasi durumunda prob-
leme regiiler; araligin en az bir noktasinda katsayilardan en az birinin siirsiz olarak
artmasi veya araligin sinirsiz olmasi durumunda ise probleme singiiler problem denir.
Dogaldir ki regiiler diferensiyel ifadelerde siir kosullar:1 dogrudan o noktadaki deger-
lerle verilebilir. Ancak, singiiler durumda bu sinir kosullar1 rahatlikla verilemez.
Dolayisiyla singiiler problemlerin ¢oziimlenmesi zorluk gosterir. Singiiler problem-
lerin analizinde ortaya c¢ikan bir diger zorluk ise problemin ¢oziimlerinin hangi uza-
yin elemani olacagindadir. Bu durum H.Weyl’in analiziyle agilmigtir. Weyl goster-
mistir ki bir diferensiyel denklemin mutlaka bir ¢tziimii karesel integrallenebilirdir.
Tiim ¢oziimlerin karesel integrallenebilir olmasi durumunda diferensiyel ifadeye limit-
¢emberi durumunda; aksi halde limit-noktasi durumundadir denir. Literatiirde bir
diferensiyel denklemin limit-gemberi yada limit-noktasi durumunda olmasiyla ilgili

pek ¢ok yeter kogul bulunmusgtur (Naimark 1968)

Siir deger problemlerin analizinde kullanilan bir yéntem operator yontemidir. Prob-
lemle uyumlu bir operator kurularak problemin analizi yapilir. Kurulan operator
self-adjoint (kendine eglenik) yada nonself-adjoint (kendine eglenik olmayan) olabilir.
Selfadjoint operatorler literatiirde detaylica incelenmistir. Ancak nonselfadjoint op-

eratorler icin halen pek ¢ok problem coziim beklemektedir.

Nonselfadjoint operatérlerin énemli bir simifin1 dissipatif operatorler olusturur. Iyi
bilinmektedir ki bir dissipatif operatoriin tiim 6zdegerleri kapali iist yar1 diizlemde
bulunmaktadir; fakat bu analiz yeterli degildir. Analizi tamamlamak i¢in bazi yon-
temler bulunmaktadir. Bu yontemlerden bazilar1 Pavlov yontemi, Krein yontemi,
Lidskii yontemi ve Livsic yontemidir. Literatiirde bu yontemlerle yapilan analizler
mevcuttur (Allahverdiev 2006).



Bu tez 2001 yilinda Journal of Mathematical Analysis and Applications dergisinde
“ Dissipative Operators Generated by the Sturm-Liouville Differential Expression in
the Weyl Limit Circle Case “ bagligiyla yayinlanan makale kaynak alinarak hazirlan-

mistir. Yapilacak analizde Livsic yontemi kullanilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde spektral analiz i¢in gerekli baz1 tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1 H reel veya kompleks vektor uzayi olsun. H tizerinde bir i¢ carpim H
uzaymdaki vektorlerin her sirali ¢iftini bir skalere egleyen (,) ve asagidaki 6zellikleri

gercekleyen fonksiyondur:

l(z,z) > 0;(x,2) =0<=2=0

2.(y,x) = (2,9)

3.(A\z,y) = A(x,y)

41+ 22,9) = (21,9) + (22,9)

Boyle bir i¢ garpimla donatilan H uzayma bir i¢ carpim uzay1 denir (Naimark,1968).

Tanim 2.2 H reel veya kompleks vektor uzayr olsun. H iizerinde bir norm H

tizerinde agagidaki gibi tanimlanan negatif olmayan reel degerli ||.|| fonksiyondur:
Llz|| >0

2.||z]| =0<= 2z =0

B[ Az = A ||

Al +yll < flzfl + Nyl

H 1izerinde bu sekilde belirlenen bir norm ile birlikte i vektor uzayina normlu lineer
uzay denir. ||z| = (z, m)% formiilii H iizerinde bir norm belirtir. Eger H bu norma

gore tam ise H uzayma Hilbert uzay1 denir (Naimark,1968).

Tanim 2.3 Bir L fonksiyonunun tanim ve goriintii kiimesi ayni cisim tizerinde lineer

uzaylarsa ve cisimdeki her o ve L nin tanim uzayindaki her x,y vektor ¢ifti icin

L(z+vy) = Lx+ Ly
L(az) = alzx

kosullar1 gergekleniyorsa L fonksiyonuna lineer operator denir (Naimark,1968).



Tanim 2.4 Tiim H uzay: iizerinde tanmimli L operatoriine

Lzl < Ol Ve e H

kosulunu gerceklemesi durumunda sinirhi operator denir. En kiiciik C' sayisina L

operatoriiniin normu denir ve || L|| ile gosterilir (Naimark,1968).

Tanim 2.5 H Hilbert uzay1 ve L bu uzayda lineer operator olmak iizere L nin tanim

kiimesi D (L), H Hilbert uzayinda yogun olsun. f € D (L) igin

(Lf,g)=(f,L"g)

esitligini saglayan L* operatoriine L nin adjoint operatorii denir. Bu esitligi saglayan

g € H vektorler kiimesine L*in tanim kiimesi denir ve D (L*) ile gosterilir (Naimark,1968).
Tamim 2.6 Eger L = L* ise L ye self adjoint operator adi verilir (Naimark,1968).

Tanim 2.7 L operatoriiniin tanim kiimesi olan D(L) kiimesi H Hilbert uzaymnda

yogun bir alt kiime olsun.Eger her f, g € D(L) igin

(Lf,9) = (f, Lg)
gergekleniyorsa L lineer operatoriine simetrik operator denir (Naimark,1968).

Tamim 2.8 L operatoriiniin tanim kiimesi D (L) olsun eger L operatorii
x, € D(L) ve Lz, — y olmak tizere x, — x ise x € D (L) ve Lv =y

ozelligini saghyorsa L ye kapali operator denir (Naimark,1968).

Tanim 2.9 Her sinirhi bir kiimeyi kompakt kiimeye doniigtiiren operatore kompakt

operator denir (Naimark,1968).

Tanim 2.10 L € 0 olsun. Bu durumda H = (L*L)% € 05 dir. H operatoriiniin

vzdegerlerine L operatoriiniin s — sayilare adi verilir (Gohberg ve Krein 1969).



olmak {izere

saglanir.

Buna gore,
r(H)<oo=s;(L)=0;j=r(H)+1,r(H)+2,..

olur. Eger L self-adjoint ise
Sj (L) = |/\]‘ ,] = 1,2,
ve L normal ise
s;(L)=s;(L");7=1,2,..
saglanir.

Tanmim 2.11 L € 0, ise L operatoriine niikleer operator denir. Diger bir ifadeyle

Zsj(L) < 00

gercekleniyorsa L operatoriine niikleer operatér denir (Gohberg ve Krein 1969)

Tamim 2.12 L € o, ise L operatoriine Hilbert-Schmidt operator denir. Diger bir
ifadeyle

> lsi (D <0

gergekleniyorsa L operatoriine Hilbert-Schmidt operatér denir.Bu serinin yakinsak ol-
mas1 durumda bu toplam spH ile tanimlanir. Iraksak olmasi durumunda da ayni no-
tasyonu kullanabiliriz. Dolayisiyla siirh lineer bir L operatoriiniin Hilbert-Schmidt
operatorii olmasi icin gerek ve yeter sart sp (L*L) < oo olmasidir (Gohberg ve Krein
1969).

Teorem 2.13 (Livsic Teoremi) A kompakt dissipatif operator ve Ap, € o7 olsun.
A operatoriiniin tiim kok vektorlerinin olusturdugu sistemin tam olmasi icin gerek

ve yeter sart

v(A)
> Ty (A) = spAm,
j=1



olmasidir. Burada v (A), A operatoriiniin sifir olmayan tiim 6zdegerlerinin cebirsel

katinin toplamidir (Gohberg ve Krein 1969).

Tanim 2.14 Lyy=M\yo denkleminin sifir olmayan bir yo € D (L) ¢oziimii varsa \g a L
operatoriiniin 6zdegeri denir. yo a L nin \g 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii denir.
Eger y1,ya, ...,y € D (L) ve Ly; = Aoy;+y;—1;J = 1,2, ..., k saglaniyorsa yi, ya, ..., Yk
elemanlarina y, 6zvektoriine karsilik gelen eglegen vektorleri denir (Gohberg ve Krein
1969).

Teorem 2.15 (Gronwall Esitsizligi) ¢t > ¢, i¢in f (¢) ve g (¢) iki negatif olmayan

stirekli fonksiyonlar, k negatif olmayan bir sabit ayrica f (¢) fonksiyonu

f(t)§k+/g(8)f(s)ds, £t

to

esitsizligini saglasin. Bu durumda

t
f(t)skexp{/g(s)dS}, >t
to
saglanir.

Tanim 2.16 a < s,t < b olmak iizere iki degiskenli K (s, t) kompleks degerli fonksiy-

b b
//|K(s,t)|2dsdt<oo

a a

onuna

kosulunu gergekliyosa bir Hilbert-Schmidt gekirdegi denir (Naimark,1968).

Teorem 2.17. Eger K (s,t) bir Hilbert-Schmidt ¢ekirdegi ise bu durumda L, (a, b)

uzayinda taniml

integral operatorii kompakttir (Naimark,1968).

Teorem 2.18. Smrh lineer bir dissipatif A operatoriiniin spektrumu Im A > 0

kapali iist yar1 diizlemindedir. Ayrica

(A= AI)” ; ImA <0

7S
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esitsizligi saglanir (Gohberg and Krein, 1969) .

Ispat. Eger A =a —i3,8 > 0 ise

I [(Af, f) = A DI = (Amf, )+ B(f, f)

esitsizligi saglanir. Boylece | f| = 1 igin

(A=) fI2 (A=A £, )l =2 81117 =8

elde edilir. O halde A\, A operatoriiniin 6zdegeri degildir. Ayrica A — A\l doniistimii
H uzayimmdan Hy C H altuzay: iizerine siirekli lineer bir doniigiimdiir. Simdi H; =
H oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki H; # H olsun. Bu durumda H; =
(A — M) H uzayma dik olan bir h # 0 vektoriiniin varhgimi soyleyebiliriz.Boylece
(A* — A\ ) h = 0 olur.Sonug olarak —\, —A* dissipatif operatdriiniin bir 6zdegeri
olur. Fakat Im (—X) < 0 oldugundan bu imkansizdir. O halde kabuliimiiz yanls
olup Hy = H dir. Boylece Im A < 0 i¢in bir simirh (A — A )71 resolventi daima

vardir.

[(A=AL) f| = Bf]

esitsizliginden ) .
A-N)t< o= _———

A=A < 5= Tt

elde edilir.



3.WEYL LIMIT-CEMBERI VE LiMiT- NOKTASI DURUMLARI

Bu boliimde bir operatoriin limit-gemberi ve limit noktasi durumuda olmasi hali

anlatilmis ve baz1 kriterler verilmistir.

Simdi

!

L) =~ (p(@)y) +a(@)y, @€ 0,00) (3.1)

differensiyel ifadesini diisiiniilsiin. Burada, p, ¢ [0, 00) araliginda reel degerli fonksiy-

onlar ve p~t, g € Ly 0[0, 00) dur.

Tanim 3.1 Eger bir A kompleks sayisi i¢in

Lf=\f

diferensiyel denkleminin her ¢oziimii Lo (a,b) (—oo < a < b < c0) uzayindansa, L
operatoriine limit ¢gemberi durumundadir denir. Aksi halde L ye limit noktasi duru-

mundadir denir (Coddington ve Levinson 1955.)

Tamim 3.2 L bir simetrik operator ve A keyfi bir kompleks say1 olsun. Ry ve R
ile sirasiyla (L — A ) ve (L — M) operatorlerinin deger kiimelerini gosterilsin. Rx
ve Ry kiimeleri A Hilbert uzaymin alt kiimesidir. Bunlarin ortogonal tiimleyenlerini

sirast ile (H © Ry) ve (H © R)) ile gosterilsin.

Ny = HOR,
Ny = HoRy

uzaylarma L operatoriiniin defekt uzaylar: denir (Naimark,1968).

Lemma 3.3 N, ve N5 defekt uzaylari sirasi ile L* operatoriiniin A ve A 6zdegerlerine

kargilik gelen 6zvektorlerinden olugur (Naimark,1968) .

Ispat. z € N, olsun. Bu durumda y € D (L) olmak tizere Ny ile Ry ortogonal
oldugundan
(Ly — Ay, ) =0 (32)

yazilir. Bu durumda
(Ly,z) = (y, Az) (3.3)



elde edilir. L* operatoriiniin tammindan @ € Dy.ve L*z = Az elde edilir. O halde

x, L* operatoriiniin \ 6zdegerine karsilik gelen ¢oztimiidiir.

Karsit olarak x, L* operatériiniin A dzdegerine karsilik gelen ¢oziimii olsun. O halde
L*z = Az saglanir. Bu durumda keyfi y € D (L) icin (3.3) den

(Ly,x) = (y, L") = (y, \z)
bulunur. Bu ifade (3.1) ifadesine esittir. O halde x € N, dir.
N5 kiimesi icinde ispat benzer bicimde yapilir.

Tanim 3.4

sayilarina L opeatoriiniin defekt sayilari denir. L operatorii simetrik ise m = n
gergeklenir (Naimark,1968).

Tamm 3.5 Ikinci mertebeden bir diferensiyel operatér icin (1,1) defekt sayisi, limit-
noktas1 durumu; (2,2) defekt sayisi durumu ise limit-gemberi durumu olarak bilinir
(Naimark,1968).

Teorem 3.6 L kapali simetrik bir operator olmak tizere D (L), Ny ve Ny kiimelerinin

direkt toplami D (L*) ile gakisr:
D(L*) = D (L)@ Ns @ N,
(Naimark,1968).

Sonug 3.7 Kapali simetrik bir operetoriin self-adjoint olmasi igin gerek ve yeter sart

operatoriin iki defekt uzayminda {0} a esit olmasidir.

Teorem 3.8 Ust yar1 diizlemden olan her A\ kompleks sayis1 icin

dim Ny = dimN_;
dim N, = dimN;

saglanir (Naimark, 1968) .



Teorem 3.9 Herhangi bir \q kompleks sayisi icin Ly = Aoy denkleminin tiim ¢oziim-
leri Ls (0, 00) sifindan ise keyfi bir kompleks A sayisi i¢inde Ly = Ay denkleminin

tiim ¢oziimleri Ly (0, 00) simfindandir (Coddington and Levinson, 1955) .

Ispat Ly = \gy denkleminin L? (0, 00) smufindan olan iki lineer bagimsiz ¢oziimii ¢
ve 1 olarak verilsin. k ise Ly = Ay denkleminin keyfi bir ¢oziimii olsun. Ly = Ay
denklemini

Ly — Xy = (A= Xo)y (3.4)

bi¢iminde yazabiliriz. Bu durumda ¢ ve ¥, Ly — Aoy = 0 homogen denkleminin iki li-
neer bagimsiz ¢oziimleri olurlar. O halde homogen olmayan denklemin 6zel ¢oziimiinii
bulmak i¢in paramatrelerin degigsimi yontemi uygulanirsa (3.4) denkleminin bir 6zel

¢Ozimi
xr

y<x>=/<A—Ao>n<r> (0 @) (r) — o (1) () dr

C

olarak bulunur. x (x), (3.4) denkleminin genel ¢oziimii oldugundan

T

Fé(l‘)=6190($)+62w(3?)+(A—Ao)/(w(w)qﬂ(ﬂ—@(TW(%))F&(TMT (3.5)

c

yazilir. Burada c, ¢y, co sabitlerdir.

I, = / w2 dt

8
SIS

olarak tamimlansin.

Vo > cigin |||, < M, |[¢]|, < M oldugu ve Schwarz esitsizligini kullamilirsa

T

/(90 (@)Y (1) =@ (1) ¥ (2)) k(1) dr| < M (| (2)] + |9 (2)]) |5l (3.6)

C

saglanir. (3.6) esitsizligi (3.5) ifadesinde dikkate alinir ve Minkowski esitsizligi kul-
lanilirsa
Ill, < (lesl + leal) M+ 2 A = Ao M? 5] (3.7)

elde edilir.

10



Eger ¢, |\ — X\o| M? <

den

;11 saglanacak gekilde yeterince biiyiik segilirse (3.7) esitsizligin-

6]l < 2(jer] + lea]) M

N

elde edilir. Sag tarafin ¢t den bagimsiz oldugu ve | ||, = / Ik[>dt | oldugu dikkate
almirsa x € L? (0, 00) bulunur. Béylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.10 M pozitif diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve kq, ko,

() M' (2) M7 (z)| < ks (3.8)

(NI

q(x) > —k M (2), /@M)‘zl dt = oo, |p

esitsizliklerini saglayan iki pozitif sabit olsun. Bu durumda [ (y) diferensiyel ifadesi
tarafindan tiretilen L operatorii sonsuzlukta limit noktasi durumundadir (Codding-

ton ve Levinson,1955).

ispat Ispat icin Ly = 0 denkleminin Loy (0,00) uzayma ait olan iki lineer bagimsiz
¢oziime sahip olamayacagl gosterilecektir. Burada Teorem 3.9 dan dolayr A = 0
alinmasiin bir sakincasi yoktur. Kabul edelimki x, Ly = 0 denkleminin L, (0, c0)

uzayia ait reel bir ¢oziimii olsun. (px’)’ = ¢x oldugundan ¢ > 0 icin (3.8) sartindan

T

[ (o) & [ ar? 2
i dr = ﬁde—kl k“dx

C C

saglanir. Sol taraftaki integrale bir defa kismi integrasyon uygulanirsa

T

_ 2, PR (¢)k(c)
k‘g—k’l/ﬁld.l?— M(C)

c

olmak iizere
X

pr'K (pr") po,IiM,
) M2

esitsizligi bulunur.

11



olarak tanimlansin. (3.8) dikkate alinir ve Schwarz esitsizligi kullanilirsa

x 2 T

pr' kM’
/ Ve dv| <kiH () /ldel’

C Cc

bulunur. Buradan her iki taraftan karekok alinirsa

T 2

k4 = k‘g /H2d$

c

olmak tizere
X

N M .
/p“]; d < kyH?

2

[

bulunur. Bu son egitsizlik (3.9) de dikkat alinirsa

/
_PER L H ke H < ks (3.10)

M
bulunur. Eger z — oo i¢gin H (z) — oo saglamirsa (3.10) esitsizliginden ’%” > H
gerceklenir. H fonksiyonu pozitif oldugundan p’% > 0 saglanir. p ve M pozitif

fonksiyonlar oldugundan 'k > 0 dir. Bu ise x € L?(0,00) olmasi ie geligir. Bu

durumda H fonksiyonu sonlu olmalidir. Yani ;

/%dm < o0 (3.11)

[

olmalidir.Simdi kabul edelim ki ¢ ve 1, Ly = 0 denkleminin L? (0, c0) ait iki lineer
bagimsiz ¢oziimii olsunlar. Yani L operatorii limit cemberi durumunda olsun. Bu

¢oziimlerin reel ve
(o] =p (Y — ¢'Y) =1 (3.12)
oldugu kabul edilebilir.
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(3.12) ifadesinin her iki yani (pM )% ye boliiniirse

p3¥
Mz

1 7
D5 1

= 3.13
¢M§ (pM) 5 (3.13)

bulunur. (3.11) ve Schwarz esitsizligini dikkate alinirsa

/ (ppél// B wp%sf)’
M2 M2

dr < 0o (3.14)

elde edilir. (3.13) ifadesinin sag tarafindaki ifade (3.8) dan dolay1 (0.0c0) araliginda
integrallenebilir degildir. Bu ise (3.14) ifadesiyle geligir. O halde L operatorii limit

noktas1 durumundadir.

Sonug 3.11 M (z) = 1,0 < x < oo ve k pozitif bir sabit olmak iizere

e}

q(z) > -k ve /pédx:oo

saglansin. Bu durumda L operatorii sonsuzlukta limit noktasi durumundadir

(Coddington ve Levinson 1955)

Sonug 3.12 M (z) = 22 ve p(z) = 1,0 < x < 0o olmak {izere
q(z) > —ka?

saglansin. Bu durumda L operatorii sonsuzlukta limit noktasi durumundadir
(Coddington ve Levinson 1955)
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4. DIiSSIPATIiF OPERATORLER

Bu boliimde dissipatif operatorlerden ve onlarin maksimal geniglemelerinden bahsedil-

mistir.

Tanim 4.1 Bir lineer L operatorii i¢in D (L) tamm kiimesi H Hilbert uzaymnda
yogun olsun. Eger;
Vf € D(L), Tm(Lf, f) >0 (4.1)

saglaniyorsa L operatoriine dissipatif operator,
Ve D(L), Im(Lf, f) <0

saglaniyorsa L operatoriine accumulatif operator denir. Eger bir L dissipatif opera-
toriiniin agikar olmayan bir dissipatif genislemesi yok ise L operatoriine maksimal
dissipatif operator denir (Gorbachuk ve Gorbachuk 1991).

Simirl bir L operatoriiniin dissipatiflik kogulu L operatoriiniin imajiner kismi olan

Lim = 5 (L — L*) operatoriiniin negatif olmamasi ile denktir.

Bir lineer L operatoriiniin accumulatif olmasi i¢in gerek ve yeter sart —L oper-
atoriiniin dissipatif olmasi oldugundan dissipatif operatorler icin elde edilen tiim

sonuglar accumulatif operatorlere doniistiiriilebilir.

Teorem 4.2 Tiim dissipatif operatorler bir maksimal dissipatif geniglemeye sahiptir.
Bir dissipatif L operatoriiniin maksimal olmasi igin gerek ve yeter sart Im A < 0 olan
keyfi A lar i¢in R (L — AI) kiimesinin tiim uzay ile ¢akigmasidir

(V.L.Gorbachuk and M.L.Gorbachuk,1991) .

Ispat L bir kapali dissipatif operator ve Im A < 0 olsun. Bu durumda R (L — \I)
kiimesi kapali oldugu agikca goriilebilir: (4.1) den

bulunur. Diger taraftan

I ((L = AD) f, ) < (L= AD) fIF- LA

14



yazilabilir. Sonug olarak;

(L = AI) fI| < Tm A

elde edilir. O halde R (L — AI) kiimesi kapalidir.

Simdi iki durum s6z konusudur. Ilk olarak herhangi bir ImA < 0 olan ) icin
R(L—MXl) = H ise bu durumda L operatorii maksimal dissipatiftir. Aksi tak-
tirde L nin bir L geniglemesi i¢in bir fy # 0 eleman1 buluruz 6yleki (E — A ) fo=0

gerceklenir. Boylece Im (E fos f0> = Im A (fo, fo) < 0 bulunur. Bu ise L nin dissi-
patif olmasi ile celisir. Ikinci olarak R (L — M) # H ise bu durumda L operatorii
agikar olmayan bir L dissipatif genislemesine sahiptir. Bu genigleme su sekilde insa
edilebilir:
Nyx=H&R(L—-\)
oldugunu biliniyor.
D (Z) — D(L)+ N,

L(f+u) = Lf+Xu, feD(L),ue N,
olarak tanimlansin.
L iyi tamimlhidir:
Eger f+u = 0ise (Lf, f) = (Lu,u) = (u, L*u) = (u,Xu) = A(u,u) velm (Lf, f) <0

oldugundan v = 0 bulunur. Boylece f = 0 elde edilir.

L dissipatiftir: L*u = Au oldugundan

(Z(r+u)f+u) = (LF)+N () + (f, Lw) + X (u, f)
= (LA + X () + A (fu) + X (. )
= (Lf,f)+Xu,u) +2Re A (f,u)

elde edilir. L operatoriiniin dissipatif ve Im A > 0 oldugunu dikkate alinirsa
m<z(f+u),f—|—u> =TIm (Lf, f) +Im A (u,u) >0

elde edilir. Sonug olarak R (Z — A\ > = H oldugu benzer sekilde gosterilir. Bu
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durumda L maksimal dissipatif operatordiir.

Tanim 4.3 Bir H hilbert uzayindaki keyfi bir lineer § € H & H altkiimesine lineer
baglanti denir (Gorbachuk ve Gorbachuk 1991).

Tanmim 4.4 Eger 6, 65 birer lineer baglant1 ve #; C 65 ise 65 ye 6, in bir genisglemesi
denir. Keyfi {z, 2’} € 0 icin Im (z,2’) > 0 ise 0 lineer baglantisina dissipatiftir denir.
Eger bir dissipatif baglant1 asikar olmayan bir dissipatif genislemeye sahip degilse o
lineer baglantiya maksimal dissipatif baglant1 denir Eger bir simetrik baglanti aym
anda hem maksimal dissipatif hem maksimal accumulatif ise ona hermityen yada
self-adjoint baglant1 denir (Gorbachuk ve Gorbachuk 1991).

Bir 6 dissipatif baglantisini
D (Up) = {a' +ix: {z,2'} € 6}

Ug (' +iz) =2 —ix

olmak tizere bir U, operatorii araciligiyla belirlemek daha kullamghdir. Uy oper-

atoriine f baglantisinin Cayley doniigiimii denir.
Uy iyi tamimhidir:

Eger {z,2'} € 0.{y.y'} € O ve 2/ + iz = ¢y + iy ise{r —y, 2’ —y'} € 0,2/ — ¢ =
—i(z — y) olur. Diger taraftan; 6 dissipatif oldugundan

0<Im(z' —¢,z—y)=Im(—i(z—y),z—y) =— |z —y|

bulunur. Béylece z = y, 2’ = ¢/ elde edilir.

Ayrica
|Us (2 + i) ||* = [|'||* + ||=]|* — 2i Tm (', z)

2 + iz = |l2’|I° + [l2]* + 2i Im (', )

egitlikleri saglanir. Son esitliklerde 6 lineer baglantisinin dissipatif oldugu dikkate
aliirsa
|Us (2" +ix)|| < ||2' +ix|;{z,2'} €6 (4.2)

bulunur. Eger 6 simetrik ise (4.2) de esitlik saglanir.
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Teorem 4.5 Bir maksimal dissipatif (maksimal accumulatif) lineer baglant1 K, H

da bir daralma operatorii olmak iizere sirasiyla
(K-Da2'+i(K+1)z=0 (4.3)

(K—Da' —i(K+1)z=0 (4.4)

denklemleri ile belirlenir. Sonug olarak keyfi maksimal dissipatif (maksimal accu-
mulatif) baglanti (4.3) ((4.4)) formunda ifade edilebilir. Burada K, lineer baglant
tarafindan tek tiirlii belirlenir. Bir maksimal dissipatif (maksimal accumulatif) lineer
baglantinin maksimal simetrik olmasi igin gerek ve yeter sart (4.3) ((4.4)) ifadesindeki
K operatoriiniin izometrik olmasidir. K tniter oldugunda hermityen baglantilarin
genel formu (4.3) yada (4.4) ile verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk 1991).

Ispat (4.3) ile verilen @ lineer baglantisini diigiinelim. {z,2'} € # olsun.Bu durumda

K (' +iz) = 2’ —ix
1K (' +i)|> = [']” + [|=]* - 2Tm (a/, z)
2" izl = ')+ ||z]* + 21m (a', z)

saglanir. Son esitliklerin taraf tarafa ¢ikarilmasindan ve K operatoriiniin bir daralma

operatorii olmasinda
Alm (2, 2) = ||2’ + iz])> = | K (2’ + iz)|| > 0 (4.5)

bulunur. Boylece 6 baglantis1 dissipatiftir.

Bir v € H vektori i¢in

1 1
x'zi(u—i—Ku), r= o (u— Ku)
olarak yazalim. Bu durumda {z,2'} € 0, 2/ 4+ ix = u, 2’ — iz = Ku elde edilir.Bu
demektir ki D (Uy) = H, Uy = K dir. Eger 0, 0 baglantisinn bir dissipatif geniglemesi
ise bu durumda U; D Uy olmasi ancak Uz = Uy olmasi ile miimkiindiir. Yani 0=0

dir. Boylece 6 nin bir maksimal dissipatif oldugu ispatlanir.

Simdi # keyfi bir maksimal dissipatif baglant1 ve Uy onun Cayley doniigiimii olsun.
Bu durumda D (Up) = H dir. Gergekten; bunun aksini kabul edersek Uy y1 D (Uy)

ya siirekli olacak bicimde genisletebiliriz. Eger D (Uy) # H ise Uy, H & D (Uy)
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tizerinde sifira egit alinarak H Hilbert uzayina genisletilebilir. Sonug olarak biz tiim
H uzayinda tanimh bir K O Uy daralma operatoriinii elde ederiz. Bu sekilde insa
edilen K ile (4.3) denklemine karsilik gelen bir 6 baglantisim diigiinelim. Daha dncede
ispatladigimiz gibi 0 baglantis1 dissipatiftir. 0> 0 oldugu agiktir. € maksimal
dissipatif oldugundan 0 =6 du. Boylece Uy = Uy dir. Bu ise geligkidir.

Cayley doniigiimii tammindan her {z, 2’} € 6 igin,
Up (' +ix) =2’ — iz (4.6)

dir. Boylece Uy, H da bir daralma operatoriidiir. Daha 6énce bahsettigimiz gibi (4.6)
egitligi bir 6 O 0 maksimal dissipatif baglantisin1 tanimlar. 6 maksimal dissipatif

oldugundan # = § dir. Yani 6, (4.3) formiilii tarafindan belirlenir.

(4.5) den goriiliir ki; # nin maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart K nin
bir izometrik operator olmasidir. Simdi € bir maksimal accumulatif baglant1 olsun.

Bu durumda

0, = {{—x,2'} : {z,2'} € 0} (4.7)

baglantis1 maksimal dissipatiftir. Gosterildigi gibi {z,2'} € 6, (veya {—x,2'} € 0)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(K—1)a'"+i(K+1)(—2)=0

olmasidir ki bu (4.4) esitligine karsilik gelir.

Son olarak 6 bir hermityen baglanti olsun. Bu durmda; K, Ky; H da izometrik

opeatorler olmak iizere
(Ky— D' +i(Ki+DNx=0, (Ko—1Da'—i(Ky+1)z=0
esitlikleri birbirine denktir. Bu denklemlerden
Ky (2 +ix) =2 —ix, Ky(2' —ix)=2"+ix

bulunur. Dolayisiyla
KKy (2 —ix) =2 —ix

KgKl (.T, + Z.T) = Zl'f, + iz
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elde edilir. {2/ + iz : {z,2'} € 0} = {2’ —ix: {x,2'} € 6} = H oldugundan K, K, =

Ky K, = I elde edilir. Sonug olarak K ve Ky operatorleri iiniterdir.

(4.3) denklemi K bir iiniter operator olmak iizere
(cosC)xz — (sinC)a’ =0

seklinde yazlabilir. Burada C, H da K = e ¢ olacak bicimde self-adjoiint oper-

atordiir.

Tanim 4.6 H bir Hilbert uzay1, L, H da sonlu veya sonsuz esit defek sayilarina sahip
kapali simetrik operator olsun. I'y,T'y; D (L*) den H iizerine birer lineer doniigiim

olmak tizere eger (H, I'1,'y) iicliisii;

1° Keyfi f, g € D (L*) igin

(L*fv g) - <f7 L*g) = (Flfa FZg)H - <F2f7 Flg)H

2° Keyfi Fy, F; € H icin bir f € D (L*) vektorii vardir oyleki T'1f = Fy, T'of = F

gerceklenir.

sartlarim sagliyorsa (H, I'y, I'y) iicliisiine L operatoriiniin bir sinir deger uzayi denir
(Gorbachuk ve Gorbachuk 1991).

Sinir deger uzay:r tanimindan anlagilir ki f € D (L) olmas: i¢in gerek ve yeter sart
I'yf = T'sf = 0 olmasidir. Gergekten 2° koguluna gore verilen bir f € D (L) igin
I'g = —T'yf, T'yg = 'y f olacak bigimde bir g € D (L*) segmek miimkiindiir. Bu

durumda

0=(L"f, 9) = (f, L"9) = (I1f, Tag)y — (Tafs T1g)y = ITuf Iy — IT2f 1%

bulunur.Boylece I'y f = I'sf = 0 elde edilir. Karsit olarak eger I'; f = I'sf = 0 ise
keyfi g € D (L*) igin (L*f, g) = (f, L*g) dir. Sonug olarak f € D (L) = D (L")

bulunur.

Teorem 4.7 Defekt sayist n < oo olmak iizere (n, n) olan herhangi bir simetrik
operator i¢in dim H = n olan bir (H, I'y I'y) smur deger uzay: vardir
(Gorbachuk ve Gorbachuk 1991).
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Ispat Teorem 3.6 dan
D(L*)=D(L)+ Nx+ N,

yazilir. Burada A = ¢ alinirsa

D(L*)=D(L)+ N_; + N; (4.8)

elde edilir.

P_;, P; D(L*) den N_; ve N; ye izdiisiim operatorleri olsun. dim N_; = dim N,
oldugundan N; den N_; ye bir izometrik doniisiim vardir. Bu doniistimii U ile tanim-
lansm. H = N_;vel'y =P ;+UP;, 'y = —iP_; +iUP,; olsun. (H, 'y, I'y) nin L
nin bir smir deger uzay1 oldugunu ispatlansin. (4.8) den f, g € D (L*) igin

f=fo+Pif+Bf

g=go+P_g+ Pg

yazilabilir. L*P; = —iP;, L*P_; = i P; esitliklerini ve L nin simetrik oldugunu dikkate
alimirsa

(L*f, 9) = (f, L7g) = 20 ((P-if, P-ig) — (Bif, P g))

elde edilir. Diger taraftan U izometrik oldugundan

(Flfv FQQ)H - (F2f7 Flg) =2 ((P*lf7 Pflg) - (Plfa Plg))

bulunur. Boylece sinir deger uzayindaki 1° sarti saglanir. Ayrica eger Fy, Fr € H

ise bu durumda f € D (L*) aliriz 6yleki

f=fot it fi

yazilabilir. Burada fy € D (L) keyfi bir eleman ve
fie LR —R)eN
-1 2% (2451 2 —1

1
fZ' = %U_l (ZFl + FQ) € N;
seklindedir. Buradan I'y f = F}, I'sf = F3 oldugu elde edilir. Boylece ispat tamam-

lanir.
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Simdi (H, T'y, I's), L nmin keyfi bir sinir deger uzayi olsun.

Teorem 4.8 K, H da daralma operatorii olsun. L*operatoriiniin
(K= f+i(K+1)Iyf =0 (4.9)

(K-1)Iyf—i(K+1)Tyf =0 (4.10)
kogulunu saglayan f € D (L*) kiimesi iizerine kisitlamasi sirasiyla L operatoriiniin
bir maksimal dissipatif (maksimal accumulatif) geniglemesidir. Sonug olarak L nin
keyfi maksimal dissipatif (maksimal accumulatif) geniglemesi L* operatoriiniin (4.9)
((4.10)) kosulunu saglayan f € D (L*) kiimesine kisitlamasidir.Burada K, genigleme
tarafindan tek tiirlii belirlenen bir daralma operatoriidiir. K bir izometrik operator
oldugunda L operatoriintin H uzayimmdaki maksimal simetrik geniglemesi (4.9) ((4.10))

kogullari ile belirlenir. Eger K iiniter ise bu kogullar bir self-adjoint genigleme tanim-
lar. Son durumda (4.9), (4.10) denklemleri

(cosC)Tof — (sinC)Iyf =0

esitligine denktir. Burada C, H da bir self-adjoint operatordiir (Gorbachuk ve Gor-
bachuk 1991).

Ispat Maksimal dissipatif geniglemeler icin ispati yapisin. Digeri benzer sekilde

yapilir.

Z, L nin bir maksimal dissipatif geniglemesi olsun. L C L* dir.

0={{af, Tift: fen (L)}

alalim. Burada (H, I'y, I';), L nin bir simir deger uzay: oldugundan 1° &zelliginden
0, H da bir dissipatif baglantidir.

Gergekten; 1° den keyfi f, g € D (L*) icin

(L*f,g) = (f, L*g) = (T f, Tag)y — (Tof, Thg)y

saglanir. Ozel olarak g = f alinirsa

(Lf. 1) = (£ Lf) = (0uf, Taf)y = (Taf. Tuf)
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gerceklenir. Buradan

Im (Z 7, f) —Tm (T f, Tof)y

bulunur. L dissipatif oldugundan Im (I'y f, Tof) > 0 elde edilir.

Eger 0> 0 ve 0 bir dissipatif baglant1 ise bu durumda tanim kiimesi D (Z) =

{ feD(L*): {Tsf, T'1f} e 5} olan operatorii L operatoriiniin bir dissipatif genis-

lemesidir. Boylece L maksimal dissipatif oldugundan L = L elde edilir. Eger

{z, 2’} € f ise bu durumda smnir deger uzay1 tammina gore f € D (L*) iginz = Ty f,

x' =Ty f yazlabilir. Burada f € D (L) boylece f € D (Z) dolayisiyla {z, 2’} € 0

dir. Sonug olarak 6 = 6 ve 0 bir maksimal dissipatif baglantidir. O halde gereklilik

Teorem 4.5 den elde edilir.

Karsit olarak ; kabul edelim ki Z, L* operatoriiniin D (Z) kiimesine kisitlamasi olan

(4.9) kosulunu saglayan vektorlerden olugsun.

9:{{F2f, i f): feD(Z)}

baglantisini diisiinelim. Teorem 4.5 e gore # maksimal dissipatif baglantidir. Buradan
ve (H, T'y, T'y) simr deger uzaymnin 1° zelliginden L dissipatiftir. L nin maksimal

dissipatif oldugunu ispatlayalim.

Kabul edelim ki Z, L nm bir dissipatif geniglemesi olsun.

5={{r2f, Lif}: fED(E)}

olarak tamimlayalim.

5, 0 nin bir geniglemesi oldugundan 0 = 0 dur. Eger f € D (L) ise bu durumda keyfi
geD (E) icin I'; f = T'1g, I'yf = I'yg yazabiliriz. Bu gu anlama gelir: f—g € D (L)

dir. Boylecef € D <E) dir. Sonug olarak L=1L , dolayisiyla L maksimal dissipatiftir
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5. SONSUZ DETERMINANTLAR

Burada dissipatif operatorlerin spektral analizi i¢in gerekli olacak olan sonsuz deter-

minantlar kavrami verilecek ve bazi bilinen sonuclar paylasilacaktir.

Tanim 5.1 A € o; olmak {izere

v(A)
det (I — pA) :H 1—p(
7=1

determinantina, A operatoriiniin karakteristik determinanti denir ve Dy (p) ile gos-
terilir (Gohberg ve Krein 1969).

A € 01 igin
v(4)

Z|NJ )| < oo

oldugundan Dy () karekteristik determinant1 p ye gore tam fonksiyondur.

Tanim 5.2 A € 0, olmak iizere

4], = (Z > <A>>p

olarak tanimlanir (Gohberg ve Krein 1969).

|=

Lemma 5.3 A € 0, igin
Datiol < T+ s () < e

esitsizligi saglanir (Gohberg ve Krein 1969).

ispat
v(A)

DA( ) det] ,uA 1—,u)\J )
1

j:

oldugundan

v(A)
Dan HHWM 4)



=
=
8

(L4 [ul Ay (A) < TT 1+ [l s; (A)

j=1 j=1

elde edilir. 1+ x < e” esitsizligiden

[T+ 1uls;(A) < [T e = exp {Iul s (A)} = elulAl
7j=1

elde edilir.Boylece

elde edilir.

Tanim 5.4 A € 0, olmak iizere

b

» )
det (1 — p) = T (1= ids (A)) exp 3 2 (4)

1

v

<.
I

determinantina A operatoriiniin regiile edilmis karakteristik determinanti denir ve
DY () ile gosterilir (Gohberg ve Krein 1969).

A€ oy ise
p—1 1
DYy (1) = Da(p)exp )y, +spA*p®
k=1
A € oy ise
v(A4)
D% () = ] (1 = uA; (4)) e
j=1

esitlikleri saglanir. A € o9 igin regiile edilmis karakteristik determinant D () ile

gosterilsin.

Lemma 5.5 A € 05 i¢in
n 1 2 *
D ()] < exp{ 5 |l sp(4°4)

esitsizligi saglanir (Gohberg and Krein, 1969) .
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ispat
v(A)

(1— p\; (A)) eh @)
7j=1

oldugundan

‘5A ’ Hll—u)\F 2Re(ph;) . )\_)\(A>
saglanir.

1= AP = (1=Re(pA;) —iIm (pA))) (1 = Re (p;) +iTm (pA;))
— 1—2Re(u))) + [pA[*

oldugundan
v(A)

2
- H (1 — 2Re (1)) + |M)\j|2) e2Re(nj)

Jj=1

D (1)

elde edilir. 1+ x < e” esitsizliginden
v(A)

‘IN)A(M)’ < H6_2Re(#>‘j)+|u>\j\2‘62Re(,u)\j)

Jj=1

v(A)
j=1
v(A)
2 2
= expq |yl Z’)\j‘
j=1
saglanir.

ZM\ <Zs (A*A)

oldugundan ;
‘DA (M)‘ < exp {\u|2 sp (A*A)}

bulunur.Buradan 1
‘DA (#)’ < exp {5 |u|? sp (A*A)}

elde edilir.
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Lemma 5.6 Eger A, B € 05 ise bu durumda (I — C) = (I — A) (I — B) operatorii
icin

det (I — C) e**4P = det (I — A) det (I — B)
saglanir (Gohberg ve Krein 1969).

Ispat {(bj}(l)o, H da ortonormal bir sistem ve P,, {gbj};L vektorlerinin lineer kom-
binasyonlar1 {izerine ortoganal izdiigiim ve A, = P,AP,, B, = P,BP, (n=1,2,...)

olsun. Bu durumda

— . v(4) U(B) )\ )
det (I — A,)det (I — B,) = H o (An) n
] 1 j:1
- H — i (Bn))e (An+5n)
7=1
= det[(I — A,) (I — B,)] ePAntBn)
bulunur.
det (I — A) = det (I — A) ¢4
oldugundan
det (I — A)e™*" = det (I — A)
elde edilir. Dolayisiyla
det [(I — A,) (I — B,)] ePAntBa) — det (I — Ay) (I — By)] e PAntBr=AnBn) gsp(dn-+Bn)

= det[(I — A,) (I — B,)]ePAntBn)

yazilir.O halde

det (I — A,)det (I — By,) = det[(I — A,) (I — By)] eAnBn)
elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa

det (I — A)det (I — B) = det [(I — A) (I — B)] D)
bulunur.Sonug olarak
det (I — C) e = det (I — A) det (I — B)

saglanir.
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Tanim 5.7 Eger [ — A operatorii tiim H iizerinde tamimli sinirh terse sahip ise
bu durumda p kompleks sayisina A igin F'—regiiler nokta denir (Gohberg ve Krein
1969).

Tanmim 5.8 A ve B, H Hilbert uzaymnda sinirh lineer operatorler ve B — A € o,

olsun. Eger p, A nin bir F' — regiiler noktasi ise bu durumda
(I —pB)(I—pA) =1 —p(B—A)(I—pA)~"
saglanir. Burada (B — A) (I — pA) ™" € oy dir. O halde
Dpya () = det [(I = uB) (I — pA) ] (5.1)

determinanti anlamlidir. Bu determinanta A operatoriiniin B— A operatorii araciligiyla

heyecanlandirilmis determinanti denir (Gohberg ve Krein 1969).

Teorem 5.9 Eger A, B € 05, A— B € 01 ve u, A operatoriiniin bir F' — regiiler

noktasi ise

Dia () = 2° EM; exp {pisp (A - B))

gergeklenir (Gohberg ve Krein 1969).

fspat M = (B — A) (I — pnA)~" olmak iizere

(I—uB)(I—pA)™" = I—p(B—A)(I—pA)™
= I-M

oldugu biliniyor. Buradan
(I = uB) = (I — M) (I - pA)
elde edilir. O halde
Dy () "M 4 = det (I — M) D (1)
elde edilir. M € o7 oldugundan

det (I — M) = det (I — M) ™M

27



saglanir. Boylece

Dia (i) = det (I — M)
DB (,U) —spM[I—pA]

= = e
Da(p)
elde edilir. Burada
—M [ —pA] = —p(B—A)(I—pA)" (I - pA)
= n(A-B)
oldugu dikkate alinirsa
Dy (1)

Dpa () = exp {usp (A — B)}

Da ()

bulunur.

Teorem 5.10 A bir sinirh dissipatif operator ve B = A+ T, T € o1 olsun. Bu
durumda keyfi ¢, (O <oy < g) i¢in |% — ¢| < ¢, araliginda
pP—00

lim E In |DB/A (pei)q <0 (5.2)

limiti diizgiin olarak saglanir (Gohberg ve Krein 1969).

fspat 5.1 den S (1) = (A — puI)~" olmak iizere
Dpya () = det (I — pT'S (p))

yazilir. Lemma 5.3 den

[Dsya )] < [T+ Il 55 (TS ()
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bulunur. Diger taraftan Teorem 2.18 den Im y > 0 i¢in

uS ()| = |u( - pA)7Y
= | (u(a—p))

= ‘(A—p_ll)il‘
1

‘Iml
o

2

| Tm

bulunur. O halde p = pe’®; 0 < ¢ < 7 icin

1 p 1
S < fng g
Sl < Impy|  psing  sing

bulunur. Sonug olarak

5 (78 () < 20

] =1,2,...
_Singb v J ) <

bulunur.Boylece 1 + x < e* oldugundan

i = s; (T) si(I)\ e s
|Dpya (pe)| < jHl (1 + p;iT¢) <I] (1 1 p;T¢> o355 i1 55 (T)

bulunur.Dolayisiyla

1 . 1 — (T [ —
E|DB/A (pe')| < Ezln (Hpssjifm)) * sind)jzz {T)

j=1
bulunur.p — oo icin limit alinirsa 5.2 elde edilir.

Teorem 5.11 Kabul edelim ki Teorem 5.10 un kosullar1 saglansin. Ayrica B oper-

atorii dissipatif operator olsun.Bu durumda ‘g — ¢’ < ¢, araliginda

p—00

lim ElnyDB/A (pei)‘} =0 (5.3)

limiti diizgiin olarak saglanir (Gohberg ve Krein 1969).
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Ispat Eger A ve B dissipatif ve B — A € oy ise bu durumda Teorem 5.10 dan

ﬁﬁ[?ﬂpwﬂmm]go

p—00
saglanir. A ile B nin rolleri degistirilincede ayni esitsizlik saglanir.
In [Dpya ()] = —In|Dasp ()]

oldugu diisiiniiliirse 5.3 elde edilir.

g bir tam fonksiyon olsun .Eger her £ > 0 igin
lg(N)| < Ce™ xeC (5.4)

sartin1 saglayan sonlu bir C. > 0 sayis1 varsa g fonksiyonuna < 1 inci dereceden

minimal tipten tam fonksiyon denir. 5.4 den

log|g (M) <0 (5.5)

li !
im sup —
A =00 |A|

elde edilir.Ayrica 5.5 sartin saglayan ve g (0) = —1 olan her fonksiyon

seklinde gosterilebilir ve lim Z % limiti vardir ve sonludur.

r—00
1Aj|<r
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6. WEYL LIMIT-CEMBERI DURUMUNDA OLAN STURM-LIOUVILLE
DIFERENSIYEL iFADESi TARAFINDAN URETILEN DIiSSiPATIiVE
OPERATORLER

) == (p@)y) +a@y 2e0,0)

diferensiyel ifadesi ele alinsin. Burada p, ¢ [0, c0) araliginda reel degerli fonksiyonlar
ve p71q € Lyoe]0,00) dir. Ly, ile Le[0,00) da I (y) tarafindan iiretilen minimal
simetrik operatorii tanimlansin. Li,;, operatoriiniin indeks defekt sayilari (1,1) veya
(2,2) dir. Bu tezde, p ve ¢ fonksiyonlarim L., operatoriiniin indeks defekt sayilar:
(2,2) olacak sekilde kabul edilecektir. Yani [ (y) differensiyel ifadesi igin Weyl limit
¢emberi durumunun saglandigi varsayilacaktir. L., operatoriiniin indeks defekt
sayilarmin (2,2) olmasi igin su sekilde bir yeter kosul verebiliriz: Kabul edelim ki
p,q,q € AC;[0,00) ve ¢ ve ¢ yeterince biiyiik z¢ icin [z,,00) araligimda sabit
isaretli olsun. Ayrica x — oo icin ¢ — —oo ve ¢ =0 <]q|ﬂ> ;0 < 8 < 2 saglansm. Bu
durumda eger

/ |q(a:)|_% dr < 00

ise L, operatorii (2,2) indeks defekt sayilarina sahiptir (Naimark 1968).
0 = {y € L,[0,00) : g, py € ACwe[0,00),1(y) € Lo[0,0) }

olsun.

Q) kiimesi, [ (y) tarafindan iiretilen L., maksimal operatoriiniin tanim kiimesidir.

Ayrica Lya, = LY, saglanir (Naimark 1968). Her yy, 3, € Q igin

vl = 0 @) (p(@) 12 (@) = (p @) 4 (2)) 2 (@)

olarak tanimlansin.

Green formiilii

b b
/0 [ (y1) yadx — /0 Y1l (y2)dx = [ylayZ]b - [ylay2]o (6.1)

seklinde verilir (Naimark 1968).
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(6.1) den her y1,y2 € Q icin [y1,y2], = lim_ [y1, yo], limiti vardir ve sonludur.
Gergektende W, [y1, o] ile

!’

—(p(a:)yl) +q(x)y = Ay,xz € [0,00),A € C (6.2)

denkleminin y; = y; (z, ) ve y = y2 (z, A) olan iki ¢oziimiiniin Wronskiyenini tanim-
lansin. Bu durumda

W:C [yla yQ] - [yl)%]x

gergeklenir. 6 (x,\) ve ¢ (2, A) ile (6.2)denkleminin

0(0,\) = cosa, p(0)6 (0,))=sina
©(0,)) = —sina, p(0)¢ (0,A\) =cosa ;aeR

baglangi¢ kogullarimi saglayan ¢oziimleri tamimlansin. 6 (z,\) ve ¢ (z,\) ¢oziim-
leri (6.2) denkleminin temel ¢oziimler sistemini olugtururlar ve A nin tam fonksi-
yonudurlar. Ayrica bu g¢oziimler reel A lar igin reel degerlidir. L, operatoriiniin
indeks defekt sayilari (2, 2) oldugundan 6 (x, \) ve ¢ (x, \) ¢dziimleri Ls[0, o) siifina
aittir. z (z) =0 (z,0) ve u () = ¢ (x,0) olsun. Bu durumda z (z) ve u (z), I (y) =0

denkleminin

2(0) = cosa, p(0)z (0)=sina (6.3)
u(0) = —sina, p(0)u (0)=cosa

baglangi¢ kosullarim saglayan ¢oziimleri olurlar. Ayrica z,u € Ly[0,00) ve z,u € )

saglanir. Sonug olarak her bir y € Qicin [y, 2| _ve [y, u]  degerleri vardir ve sonludur.

/

y(0)cosa+p(0)y (0)sina=0, [y,2]—hlyul, =0 (6.4)

siir kogullarimi saglayan tiim y € €2 fonksiyonlarimin kiimesi D (L) ile tamimlansin.
Burada h herhangi bir kompleks sayidir. L operatoriiniin Ly[0, 00) da tanim kiimesi
D (L) olmak iizere her y € D (L) igin

olarak tamimlansin.
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Ayrica Ly]0,00) da [ (y) differensiyel ifadesi ve
P(0)y (0) +hoy (0) =0, [y, 2] cosa+ [y, ul sina =0

sinir kosulu ile iiretilen operatorii M ile gosterilsin.Burada hy herhangi bir kompleks
sayidir. Imhy > 0 ve Imh > 0 oldugu varsayilsin. L ve M operatorlerinin non-

selfadjoint olduklar1 agiktir.

Bu tezde Livsic teoremi kullanilarak L ve M operatorlerinin tiim 6zvektorlerinin ve

eslesen vektorlerinin Ls[0, 00) da tam oldugu gosterilecektir.

A, H Hilbert uzaymda D (A) tanim kiimesine sahip lineer non-selfadjoint bir oper-
ator olsun. Eger y € D (A) igin A nin tiim kuvvetleri tanimh ve bu y igin n > 0 olmak
tizere (A — \oy)" = 0 esitligi gergekleniyosa y # 0 a A operatoriiniin \y 6zdegerine
kargilik gelen kok vektorii denir. A nin ayni Ay 6zdegerine karsilik gelen kok vektorii
ile y = 0 vektort bir Ny, lineer kiimesini olugturur ve IV, a kok lineal denir. N,, in
boyutu Ao 6zdegerinin cebirsel kat1 adini alir. NV, 6zdegerlerin lineer kombinasyon-
larini ve A operatoriiniin Ay 6zdegerine karsilik gelen vektorleri igerir. Sonug olarak;
A nin 6zdegerlerinin ve onlara kargilik gelen vektorlerin olusturdugu tam sistem , bu
operatoriin tiim kok vektorlerinin olugturdugu tam sisteme esittir (Gohberg ve Krein
1969)

H Hilbert uzayindaki tiim niikleer operatorlerin kiimesi o, ile tiim Hilbert- Schmidt

operatorlerin kiimesi ise o9 ile gosterilecektir.

{,uj (A)};)g); A € o0, p = 1,2, operatoriiniin sifir olmayan tiim 6zdegerlerinin

bir dizisi olsun. Bu dizi 6zdegerlerin cebirsel katina gore azalan sekilde diizen-

lensin. Burada v (A) (< o0), A nin sifir olmayan tiim 6zdegerlerinin cebirsel katinin
v(4)

toplamidir.Eger A € o1 ise Y 1y (A) toplami A nin izi adi alir ve spA ile tanim-
j=1

lanir.

Teorem 6.1. Kabul edelim ki ]%,q € L(a,b),0 <a <b< oo olsun.Bu durumda 6.2
denkleminin her ¢oziimii ve py’ fonksiyonu A nin % inci dereceden tam fonksiyonudur.

Ayrica oyle M, B, § sabitleri vardir ki;

ly(t,\)] < BeMVI o<t <b [N > (6.5)
py (3] < BV a<t<b, [N >0
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saglanir (Anton Zettle 2005).

Ispat v = py’ ve v’ = (¢ — \) y olsun.Bu durumda,

/ _ _
[IAHl” + ol°] = [IAlyg + vt

1 —
= |} (]—)vy—kpvy) +(@=Nyv+ (G- N

bulunur.
A b
2 |ab] < M IA] # 0
VIA
esitsizligini dikkate alirsak
2 27/ 1 _ 1 _
Ay + [T = A T gl + AL ) g+ { A T lal + Al ) v

1
_ (w gl + w) (v +70)

1
— 2Re(y7) (|A|ﬂ+|q|+w)
< 2yl (w L+ |A|)

A 2—|—v 1
Mol + ol (w L g+ |A|)

<
- VA Ip)

bulunur. O halde

[N + o) S
AP ol < Vi +¢_‘q'”—

buradan

log (AT lyP” + 1oP)]" < /IN ,+T|q|+f

/Ot llog (|A] y” + [o/)] do < / ( |A||71| n JLW gl + m) da

elde edilir.

ve
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C =log (|Al |y O + v (0)|2) olmak iizere

[log (|)\| \y!Q + \v|2)} <logC + /Ot (\/Wﬁ + \/ﬁ lq| + \/W> dz

dolayisiyla

t 1 1 t
By |y|2 + |v|2 < e%expl / |)\|/ (— + 1) dx + —/ lq| dz
o \IP| VA Jo

bulunur.

t 1 1 t
M:/ (—+1)da:<oo,ecexp —/ lg| dz » < B < 00
o \Ip| VAl Jo

olmak tizere (6.5) elde edilir
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7. L VE M OPERATORLERININ KOK VEKTORLERININ TAMLIGI

Lemma 7.1 Sifir, L operatoriiniin 6zdegeri degildir.

Ispat y € D (L) ve Ly = 0 olsun. Bu durumda y fonksiyonu

!

~(r@)y) +al@)y=0 (7.1)

denklemini ve

!

y(0)cosa+p(0)y (0)sina =0, [y,z2], —hly,ul,=0 (7.2)
kosulunu saglar. z ve u, [ (y) = 0 denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri oldugundan
y(z) =12 () + cou ()
seklinde yazabiliriz. Burada ¢y, ¢y keyfi sabitlerdir. (6.3) ve (6.4) sinir kogullarimdan

(12 (0) + cou (0)) cosar + p (0) sina (¢12" (0) + cou’ (0)) = 0

c1co8? v — ¢y cosasin o + g sin? a + ¢9 cos asin v = 0

elde edilir. Dolayisiyla ¢; = 0 elde edilir. Bu durumda y (z) = cou (x) olur. (6.4)
siir kogulundan ¢; = 0 elde edilir. Dolayisiyla y () = 0 bulunur. Bu da ispati

tamamlar.

Lemma 7.1 den L™! ters operatorii mevcuttur. u (x) ve v (x) = z () — hu (x) fonksiy-

onlar1 ele alinsin. Bu fonksiyonlar Ly[0, 00) smifina aittir. u (z) fonksiyonu
y(0)cosa+p(0)y' (0)sinae =0
smir kogulunu ve v (z) fonksiyonuda

[y> Z]oo —h [yau]oo =0
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sinir kogulunu saglar. Bu durum dogrudan bir hesaplamayla goriilebilir:
u(0)cosa+ p(0)u' (0)sina = —sinacosa + sinacosa =0

ve

[z — hu, 2] — h([z—hu,u] = —hu,z] —h[z,u] =0

saglanir. O halde u (x) ve v (z) fonksiyonlar1 (7.1) — (7.2) sisteminin temel ¢oziimler

sistemidir.

Simdi L operatoriiniin Green fonksiyonunu bulunsun:

Ly—Xy=0, ye D(L) (7.3)

y(0)cosa+p(0)y (0)sinae = 0 (7.4)
[y,Z]oo—h[y,U]oo = 0

smir deger problemini dikkate alalim. w (¢) ve v (t) = z (t) — hu (t), (7.3) denkleminin
(7.4) smur kogullarim sglayan ¢oziimleri olsun. W [u, v] = —1 # 0 oldugundan u ve v

fonksiyonar: lineer bagimsiz olacagimdan (7.3) in genel ¢oziimii
y(t,A)=c (AN u(t)+ca(N)v(t)
seklinde alinabilir. Parametrelerin degisimi yontemi uygulanarak
Ly—Xy=f yeD(L),f€ Ly (0,00)
denkleminin genel ¢oziimii
y(t,AN) =ci(t, N u(t)+ca(t,N)v(t)

seklinde aranirsa

t

y(t,/\):ozlu(t)+042v(t)—i—/f(t)u(a:)v(t)dx—i—/f(x)u(t)v(x)dx

0
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olarak bulunur. (7.4) sinir kosullarindan a; = s = 0 bulunur. O halde genel ¢6ziim

y@m:/}@mmuwm+/ﬂmmwuwm

seklindedir. Burada

u(x)v(t) ; 0<ax<t
<z <

(0. 9]

eklinde tanmimlamrsa bu fonksiyon (7.4) simir kosullarim gergekler. G (z,t), (7.3) —

§
(7.4) smir deger probleminin Green fonksiyonudur. w,v € Ly (0.00) oldugundan

// G (1) dadt < oo
o Jo

ozelligini gercekler. G (x,t) bir Hilbert-Schmidt ¢ekirdegidir. O halde Teorem 2.17

den

Kf:AwG@wf@ﬁ,fehMuﬁ (7.5)

olarak tanimlanan K integral operatorii kompakttir. Ayrica K = L~! dir. Dolayisiyla
L ve K operatorlerinin kok vektorleri cakisiktir. Bu durum gosterir ki; L oper-
atoriiniin L»[0,00) da ozvektor ve esglegen vektorlerinin tamhgi, K operatoriiniin
Ls[0,00) da 6zvektor ve eglesen vektorlerinin tamhgina egittir. Bir kompakt oper-
atoriin sifir olmayan 6z degerlerinin cebirsel kat1 sonlu oldugundan L operatoriiniin

herbir 6zvektorii sadece sonlu sayida lineer bagimsiz eslesen vektore sahiptir.

¢, (6.2) denkleminin ¢oziimii olmak tizere

olarak tanmimlansin.

a(X) =ay (A) — hag (M)

olmak iizere
gi(L)y={A: e C,a(N) =0}

kiimesi L operatoriiniin 6zdegerlerinin kiimesidir.
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Teorem 7.2 a; (\) ; j = 1,2 fonksiyonlar: <1 inci mertebeden minimal tipten tam

fonksiyonlardir.

ispat
a1 (A) + =[p(@,A), 2 ()], =p () [p(b;A) 2" (b) — ¢ (b, A) 2 (b))
a2 (A) © = e (@A), u(@)], =p0)[p (0N (b) — ¢ (b,A) u(d)

olarak tanimlansim. Teorem 6.1 den ¢ (b, \) ve ¢’ (b, A) fonksiyonlar A ya goére £ -nci
dereceden tam fonksiyonlardir. Dolaysiyla a; (A) ; j = 1,2 fonksiyonlar1 da ayni

ozellige sahiptir.

Simdi kompleks diizlemdeki her kompakt kiimedeki A lar igin aj; (A) tam fonksiy-
onunun b — oo i¢in a; () fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsadigim gosterilsin:

y =y (x,\), (6.2) dekleminin bir ¢tziimii olsun. Bu durumda
y=1ly,ul,z =y 2, u (7.6)
yazilabilir. f (z,\) = [y, 2],, f2 (z, ) = [y, u], fonksiyonlar:

d
%fl (*T7)‘) =

% (y (p?) — (') 2) = Ay (2, \) 2 (, A)
d d
@A = o

~ (y (pu/) - (py,) U) = )‘y ((L’, )\)U(I,)\), S [07OO>
birinci dereceden diferensiyel denklemleri saglarlar. (7.6) ifadesi dikkate alinirsa

_g[me»] _ [AM%MZW)]

Ox | f,(z,\) Ay (z, N) u ()
_ A_th”—MdUZI
L [yau} uz — [y7 Z] u2
_ fo2? — fiuz ]

L fauz — fru®

aEMiA
| —u® zu fo
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bulunur. Dolayisiyla

olmak {izere

(%f (@,0) = A (2) f (2,)) ; € [0,00) (7.7)

bulunur.Ayrica @ (z) matrisinin elemanlar1 L, [0, 0co) simifina aittir.

o

olmak iizere w matrisinin normu ||w|| = |w;| 4 |ws| seklide tamimlansin. Ayrica 2 x 2
seklindeki kare matrisin normu da ||.|| olarak gosterilsin. Bu durumda ||® (z)|| €
L [0,00) olur. y(z,\) = ¢ (x,\) olmak tizere (7.7) esitliginin her iki yam integre

edilirse
x

/%f{t,)\)://vb(t)f(t,/\)dt

dolayisiyla N
FlaA) = f(bA)+ )\/ () f (£, \) dt: 3 € [0, 00) (7.8)
b

bulunur. Burada y (z,A\) = ¢ (z, A) oldugundan

[ fi (DN [y, 2], ap1 (M)
b\ = — _
f8,2) _f2<b,x>] [[y,u]b] [abm)]
RO ] el | _ [
.2 = _f2<o,A>] [[y,u]J [0]
[ (\)
00, ) =
(oo _M]

elde edilir.(7.8) den

1S (2, M| < ||f(b,A)||+|A|/:||<I>(t)||-||f(t,A)||dt

bulunur. Gronwall esitsizliginden
1 (2, M| < ||f(b,A)|!eXp{|A|/b H‘P(t)lldt}

40



saglanir. Boylece f (0,\) = 1 oldugu dikkate alinirsa

1 (00, A) = F (B, N < IA\/:OH@(t)ll-l\f(M)Hdt (7.9)

< [ [ @i elten { [ @G} a
< W @i oes I [Tl @l s} a
A [T eoldees { I [ e 1}
= W[ e @dnes {1 [T e ol

elde edilir. Ayrica (7.8) den

fo0,\) = £ (b, )\)+)\/:O<I>(t)f(t, \) dx (7.10)

elde edilir. (7.9) da b — oo igin limit alimirsa f (b, A\) — f (oo, A) gergeklenir.Dolayisiyla
b — oo icin ap; (A) — aj (A);j = 1,2 saglanir. Boylece a; (A);j = 1,2 fonksiyonlar

tam fonksiyonlardir.

(7.10) da b = 0 igin Gronwall esitsizliginden

I (o0, V)| < eXp{|>\|/OOOIIQ>(t)||dt}

esitsizligine ulagilir. Yani a; (A) nin tertibi 1 den biiyiik olamaz. Keyfi sabitlenmis b
icin a; (M) ;7 = 1,2 fonksiyonlar1 A ya gore % -nci dereceden oldugundan (7.10) dan

a; (A\) ;7 = 1,2 fonksiyonlar1 minimal tiptendir. Boylece ispat tamamlanir.

(6.1) Green formiiliinde y; = ¢ (2, A), y2 = z (x) alinir ve b — oo i¢in limit alimirsa

/Ooozao)zdx—/omwuz)da::[so(x,»,z(x)]w—[so(x,»,z(asﬂo

bulunur.
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Burada I (z) = 0,[¢(2,A),z(x)], = =1 ve [[Cl(p)zdx = X [[" ¢ (x, )z (2) dx

oldugu dikkate alinirsa
ar(N) =[p(z, M), 2(x)] = —1+)\/Ooog0(x,)\)z(x)dx
esitligi elde edilir. Benzer sekilde
) =[N @l =) [ @ ule)do
elde edilir. Bu durumda
a(0) =a; (0) — hag (0) = —1

bulunur.

Simdi yy, yo € € igin

det [ sl s 2] ] =[y,y),; 0<z<o0 (7.11)
u, 4] [z, 9]

formiilii ispatlansin. y,y, € ) olmak tizere

[U, y?]x [27 y?]x u%/ — u/% Z%I _ Z/%

(1’ — yyu) (2" — 2'52) — (N2 — 42) (i’ — u'2)] (2)

det [ [y ul, [y 2l, ] _ et [ v —yhu 2 —ypz ]

[
[W'z (72" — yavh) — uz’ (%2 — vouh)] ()
[(u'z —u2") (172 — vour)] (@)

[ylv yQ]x

elde edilir.

Teorem 7.3 L operatorii dissipatiftir.

Ispat y € D (L) olsun. Green formiiliinden

(Ly,y) — (v, Ly) = [y, Yl — [¥, Yo (7.12)

bulunur.
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(6.4) smur kogulundan [z,y] = —h[y,ul elde edilir. Ayrica [y,y] = 0 dir.Bu

esitsizlikler ve (7.11) formiiliinden faydalanilarak

Wvle = Wulo 2yl — W 7)o [t W)o (7.13)
= —hlly,ul * + Ay, ul [
= 2i(Imh) [y, u].|”

esitligine ulagilabilir. Bu ise Im (Ly,y) = (Im h) |[y,u]_|* > 0 olacagim gosterir. O
halde L operatorii dissipatiftir.

L operatorii dissipatif oldugundan tiim 6zdegerleri Im A > 0 kapali iist yar1 diizle-

mindedir.
Teorem 7.4 L operatorii maksimal dissipatiftir.

ispat
Ly—Xy=0 (7.14)

denkleminin

y(0,\) = —sina, p(0)y (0,\) = cosa (7.15)

v, 2l = b, [y,ul, =1

kogullarini saglayan iki 6zel ¢oziimleri ¢ ve k ile verilsin. W [p, k] = w (\) olarak
gosterilsin. A\ € C, (7.14) — (7.15) in bir 6zdegeri degilse w (A) # 0 dir. Buradan ¢

ve k fonksiyonlar1 lineer bagimsiz olacagmdan (7.14) in genel ¢oziimii

y(@, ) =N (@A) + e (M) r(,A)
seklinde ele alinabilir. Parametrelerin degisimi yontemi uygulanarak

=) (@) +q(@)y (@) = My () = f (2) (7.16)
denkleminin genel ¢oziimii

y(z, ) =c1(z,\) p(z,\) + o (x,\) K (2, N)
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seklinde aransin. Bu durumda

o0

y(z,\) = a10(x, )\)—i-ag/ﬁ(:c,)\)—/%(p(t, A) K (x,N) dt—/%gp (x,\) K (t,\)dt

T

olarak bulunur. Simdi bu ¢6ziime (7.15) simur kosullar1 uygulatursa oy = as = 0

bulunur. O halde genel ¢oziim

xT

y(x,)\):—/ﬁw(t,)\)m(x,k)dt—/Mgo(x,k)m(t,)\)dt

0 T

olarak bulunur. Burada
o w(A :
G (33, t, >‘) - { Sa(x,)\gn)(t,/\)
w(A)

seklinde tamimlanirsa, bu fonksiyon (7.15) smir kogullarim gergekler. G (z,t, \),
(7.14) — (7.15) siur deger probleminin Green fonksiyonudur. ¢ ve k € Ls (0, 00)
oldugundan G (z,t, A) bir Hilbert-Schmidt gekirdegidir. (7.14) — (7.15) smir deger

problemi

y(x,»:/c:(x,t,»f(t)dt =R (L) f ()

0
seklinde ifade edilebilir. Her f € Ly (0,00) ve ImA < 0 igin & = Ry (L) f (z) €
Lo (0,00) gergeklenir. Dolaysiyla f € Ly (0,00) ve ImA < 0 igin (L —X)® = f
bulunur. Sonug olarak (L — AI) D (L) = Ls (0, 00) gergeklenir. O halde Teorem 4.2

den L operatorii maksimaldir.
Teorem 7.5 L operatorii reel 6zdegere sahip degildir.

Ispat \g, L nin reel bir dzdegeri ve o, (z) = ¢ (2, \¢) bu dzdegere kargilik gelen

ozfonksiyon olsun. Bu durumda Lp, = A\, saglanir. A\ reel oldugundan

Im (L, ¢o) = Im (Ao [|o|”) = 0

bulunur. Dolayisiyla (7.13) dan [, ] = 0 bulunur.O halde (6.4) siir kosulundan
[0, 2], = 0 bulunur. 6y (z) = 6 (x, Ag) olsun. (7.11) kullanilirsa

1= WO [007 900} = WOO [907800] = [907S00]oo = [90>u]oo [Zv (pO]oo - [9072]00 [uv 900]00 =0
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elde edilir. Bu ise bir geligkidir. O halde L, reel 6zdegere sahip degildir.

v(z) = z(x) —hu (x) oldugundan (7.5) de h = hy +ihy alimirsa K = K; +iK, olmak
lizere

bulunur. Burada

Gy (,t) = {U(z)[zw_hu(m  0<w<i
u(t)[z(z) —hu(z)] ; t<o< o0
Gy (z,t) = —hau(z)u(t), ha=Imh>0

dir. K operatérii Lo [0, 00) da self-adjoint Hilbert Schmidt operatordiir. K oper-
atorii Ly [0,00) da bir boyutlu self-adjoint operatordiir. Ayrica her f € Ly |0,00)
icin (K f, f) < 0 saglanir. Bu durum dogrudan bir hesaplamayla goriilebilir:

(Fof, ) = (/Uooam,t)f(t)dt,f)

_ /Ooo{</oooaz<x,t)f(t)dt)f(a;)}dx
_ —hg/ooo{</ooou(x)u(t)f(t))f(x)}dx

_ _hg/omu(;c)f(x)dx/ooou(x)f(x)dw

2
<0

f— —h2

/Ooou(as)f(x)da:

Ly [0,00) da l (y) differensiyel ifadesi ve

!’

y(0)cosa+p(0)y (0)sina =0, [y,2—hily,u,,=0hi=Reh

siir kogulu yardimiyla iiretilen operator L; olsun. Bu durumda L;' = K, saglanir.
T =—-—KveT =T, + 1l olsun. Burada T} = —K; , T, = —K, dir. Sirasiyla

L ve L, operatorlerinin 6zdegerlerini A; ve dj, ile tamimlayalim. Bu durumda %, T
J

.=l
I

k igin Im o, = 0 dir.

operatoriiniin T operatoriiniin 6zdegerleri olur. L self-adjoint oldugundan her
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Teorem 7.6
—1
Z Im (—) = spTs
j A

saglanir.

Ispat A =T, B =T, icin Teorem 5.9 kullanilirsa

Dryyr (1) = %T; ((;L)) exp {puspTa}

bulunur. Ayrica

oldugundan

yazilir.

olarak tamimlansin. Burada

wl) = @) @lo=-1+4 [ ez

) = [N u@l=n [ el
0
seklindedir. K ve K; operatorlerinin 6zdegerleri sirasiyla a () ve d(u) fonksiy-

onlarimin kokleri ile gakigiktir. Teorem 7.2 den a(u) ve d(u) fonksiyonlarr < 1.

dereceden minimal tipten tam fonksiyonlardir.
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Ayrica

bulunur. Dolayisiyla

S8

DTI/T (H) = a (_lu)

— 1 1 r

( )exp {“Z)\_ _“Z(s_ —|—wspT2}
i K Ok

elde edilir. p =1it,0 <t < oo alinirsa

d (—it) =1 1
E — = E — — tspT:
o (—it) exp {zt j y it k 5, tsp 2}

DTI/T (Zt) =

dolayisiyla

J

1 1 1 1
~log | Dy (it)| = S logd (—it)| — ~log |a (—it)| - ;hnr — spTy
bulunur. Teorem 5.11 den
1 .
Jim n log | Dry r (it)| = 0
bulunur. (5.5) ten

1
1tlim sup;log|a(—z‘t)| < 0

1
tlimsupzlog\d(—it)] < 0
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elde edilir. Diger yandan ¢ > 0 i¢in

2 2

it -

Aj

it
> 1, ‘1+Z—

1
'+ Ok

ve dolayisiyla
la (—it)] > 1, |d(—=it)|>1

bulunur. Buradan
1 )
210g|a(—“5)| > 0

1
glog]d(—itﬂ > 0

esitsizliklerine ulagihir. (7.19) ifadesinden

t—o00

1 1
lim glog la (—it)| = tlim i log |d (—it)] =0 (7.20)

elde edilir. (7.17), (7.18) ve (7.20) den
Z Im (_—1) = spTs
j A

elde edilir. Boylece teorem ispatlanir.

Dolayisiyla T' operatorii Livsic Teoreminin kosullarimi saglar. O halde su sonuca

ulagilir:

Sonug 7.7 T dissipatif operatoriiniin tiim kok vektorleri Ly [0, 00) uzaymda tamdir.

Dolayisiyla K operatoriiniin tiim kok vektorleri Ls [0, 00) uzaymda tamdir.

Ly [0,00) uzayinda L ve K operatorlerinin 6zvektorlerinin ve eglesen vektorlerinin

tamhigi gakigik oldugundan Sonug 7.7 den asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 7.8 L, [0,00) uzayinda L operatoriiniin tiim 6zvektor ve eglesen vektor-

lerinin olusturdugu sistem tamdir.

Benzer analiz M operatorii iginde yapilabilir. Dolayisiyla agsagidaki teoremi verebil-

riz.

Teorem 7.9 L, [0,00) uzayinda M operatoriiniin tiim 6zvektor ve eslesen vektor-

lerinin olusturdugu sistem tamdir.
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