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ÖZET

Yüksek LisansTezi

WEYL ÇEMBERİ DURUMUNDAKİ STURM-LIOUVILLE OPERATÖRLERİ

Pembe İPEK

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Prof. Dr. Elgiz BAYRAM

Bu tez yedi bölümden oluşmaktadır.

İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde, spektral analiz için gerekli olan bazıtanım ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, Weyl limit-çemberi ve limit-noktasıdurumlarından bahsedilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, dissipatif operatörler ve dissipatif operatörlerin maksimal geni̧sle-

meleri verilmi̧stir.

Beşinci bölümde, analiz için gerekli olacak olan sonsuz determinantlardan ve bunlarla

ilgili bilinen bazıteoremlerden bahsedilmi̧stir.

Altıncıbölümde singüler dissipatif sınır değer problemi kurulmuştur.

Yedinci bölümde singüler dissipatif sınır değer probleminin spektral analizi yapılmı̧stır.

Böyle bir analiz yapılırken Livsic teoreminden faydalanılmı̧s ve sınır değer problemin

özvektörlerinin ve eşleşen vektörlerinin oluşturduklarısistemin tanımlandıklarıuza-

yda tam sistem oluşturduklarıgösterilmi̧stir.

Haziran 2012, 50 sayfa

Anahtar Kelimeler : Sturm-Liouville operatörleri, Weyl teorisi, dissipatif oper-

atörler, Geni̧sleme teorisi.

i



ABSTRACT

Master Thesis

STURM LIOUVILLE OPERATORS IN THE WEYL LIMIT-CIRCLE CASE

Pembe İPEK

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Elgiz BAYRAM

This thesis consists of seven chapters.

The first chapter is introduction.

In the second chapter, some definition and theorem is necessary for spectral analysis

have been given.

In the third chapter, Weyl limit-circle and Weyl limit-point case has been mentioned.

In the fourth chapter, it has been mentioned maximality of dissipative operator.

In the fifth chapter, it has been deal with infinite determinant to need for analysis

and know theorem about these.

In the sixth chapter, singular dissipative equation has been set.

In the seventh chapter, the spectral analysis of the singular dissipative boundary

value problem has been performed. While such an analysis was being performed, it

has been made use of Livsic theorem and it has been shown that they had formed

complete system in the space which the eigenvector of the boundary value problem

and the system of the associated vectors define.

June 2012, 50 pages

Key Words: Sturm-Lıouvılle Operators, Weyl theory, Dissipative Operators, Ex-

tension Theory.
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1. GİRİŞ................................................................................................ 1

2. TEMEL KAVRAMLAR.................................................................... 3

3. WEYL LİMİT-ÇEMBERİ VE LİMİT NOKTASI DURUMLARI..... 8
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SİMGELER DİZİNİ
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1. GİRİŞ

Fizikte kaŗsılaşılan pek çok problem bir sınır değer problemi olarak modellenmek-

tedir. Bu tür problemlerin çözümlerinde aranılan sonuçlardan bazılarıçözümlerin

varlı̆gı, tekliği, kararlılık durumlarıve asimptotik özellikleridir. Ayrıca böyle prob-

lemlerin özdeğerleride aranılan temel sonuçlardan biridir. Özdeğerlerin reel ya da

kompleks olmasıdoğadaki pek çok probleme ı̧sık tutmaktadır. Özdeğerlerin katı, bu

özdeğerlere kaŗsılık gelen özvektörlerin tamlı̆gıda çözüm bekleyen problemlerdendir.

Bir sınır değer modellemesinde diferensiyel ifadenin verildiği aralı̆gın sonlu ve kat-

sayılarının tanımlıolduğu aralıktaki her bir noktada sonlu olmasıdurumunda prob-

leme regüler; aralı̆gın en az bir noktasında katsayılardan en az birinin sınırsız olarak

artmasıveya aralı̆gın sınırsız olmasıdurumunda ise probleme singüler problem denir.

Doğaldır ki regüler diferensiyel ifadelerde sınır koşullarıdoğrudan o noktadaki değer-

lerle verilebilir. Ancak, singüler durumda bu sınır koşulları rahatlıkla verilemez.

Dolayısıyla singüler problemlerin çözümlenmesi zorluk gösterir. Singüler problem-

lerin analizinde ortaya çıkan bir diğer zorluk ise problemin çözümlerinin hangi uza-

yın elemanıolacağındadır. Bu durum H.Weyl’in analiziyle aşılmı̧stır. Weyl göster-

mi̧stir ki bir diferensiyel denklemin mutlaka bir çözümü karesel integrallenebilirdir.

Tüm çözümlerin karesel integrallenebilir olmasıdurumunda diferensiyel ifadeye limit-

çemberi durumunda; aksi halde limit-noktasıdurumundadır denir. Literatürde bir

diferensiyel denklemin limit-çemberi yada limit-noktasıdurumunda olmasıyla ilgili

pek çok yeter koşul bulunmuştur (Naimark 1968)

Sınır değer problemlerin analizinde kullanılan bir yöntem operatör yöntemidir. Prob-

lemle uyumlu bir operatör kurularak problemin analizi yapılır. Kurulan operatör

self-adjoint (kendine eşlenik) yada nonself-adjoint (kendine eşlenik olmayan) olabilir.

Selfadjoint operatörler literatürde detaylıca incelenmi̧stir. Ancak nonselfadjoint op-

eratörler için halen pek çok problem çözüm beklemektedir.

Nonselfadjoint operatörlerin önemli bir sınıfınıdissipatif operatörler oluşturur. İyi

bilinmektedir ki bir dissipatif operatörün tüm özdeğerleri kapalıüst yarıdüzlemde

bulunmaktadır; fakat bu analiz yeterli değildir. Analizi tamamlamak için bazıyön-

temler bulunmaktadır. Bu yöntemlerden bazılarıPavlov yöntemi, Krein yöntemi,

Lidskii yöntemi ve Livsic yöntemidir. Literatürde bu yöntemlerle yapılan analizler

mevcuttur (Allahverdiev 2006).
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Bu tez 2001 yılında Journal of Mathematical Analysis and Applications dergisinde

“ Dissipative Operators Generated by the Sturm-Liouville Differential Expression in

the Weyl Limit Circle Case “ başlı̆gıyla yayınlanan makale kaynak alınarak hazırlan-

mı̧stır. Yapılacak analizde Livsic yöntemi kullanılacaktır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde spektral analiz için gerekli bazıtanım ve teoremler verilecektir.

Tanım 2.1 H reel veya kompleks vektör uzayıolsun. H üzerinde bir iç çarpım H

uzayındaki vektörlerin her sıralıçiftini bir skalere eşleyen (, ) ve aşağıdaki özellikleri

gerçekleyen fonksiyondur:

1.(x, x) ≥ 0; (x, x) = 0⇐⇒ x = 0

2.(y, x) = (x, y)

3.(λx, y) = λ (x, y)

4.(x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y)

Böyle bir iç çarpımla donatılan H uzayına bir iç çarpım uzayıdenir (Naimark,1968).

Tanım 2.2 H reel veya kompleks vektör uzayı olsun. H üzerinde bir norm H

üzerinde aşağıdaki gibi tanımlanan negatif olmayan reel değerli ‖.‖ fonksiyondur:

1.‖x‖ ≥ 0

2.‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0

3.‖λx‖ = |λ| ‖x‖

4.‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

H üzerinde bu şekilde belirlenen bir norm ile birlikte H vektör uzayına normlu lineer

uzay denir. ‖x‖ = (x, x)
1
2 formülü H üzerinde bir norm belirtir. Eğer H bu norma

göre tam ise H uzayına Hilbert uzayıdenir (Naimark,1968).

Tanım 2.3 Bir L fonksiyonunun tanım ve görüntü kümesi aynıcisim üzerinde lineer

uzaylarsa ve cisimdeki her α ve L nin tanım uzayındaki her x, y vektör çifti için

L (x+ y) = Lx+ Ly

L (αx) = αLx

koşullarıgerçekleniyorsa L fonksiyonuna lineer operatör denir (Naimark,1968).
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Tanım 2.4 Tüm H uzayıüzerinde tanımlıL operatörüne

‖Lx‖ ≤ C ‖x‖ , ∀x ∈ H

koşulunu gerçeklemesi durumunda sınırlı operatör denir. En küçük C sayısına L

operatörünün normu denir ve ‖L‖ ile gösterilir (Naimark,1968).

Tanım 2.5 H Hilbert uzayıve L bu uzayda lineer operatör olmak üzere L nın tanım

kümesi D (L), H Hilbert uzayında yoğun olsun. f ∈ D (L) için

(Lf, g) = (f, L∗g)

eşitliğini sağlayan L∗ operatörüne L nin adjoint operatörü denir. Bu eşitliği sağlayan

g ∈ H vektörler kümesine L∗in tanım kümesi denir veD (L∗) ile gösterilir (Naimark,1968).

Tanım 2.6 Eğer L = L∗ ise L ye self adjoint operatör adıverilir (Naimark,1968).

Tanım 2.7 L operatörünün tanım kümesi olan D(L) kümesi H Hilbert uzayında

yoğun bir alt küme olsun.Eger her f, g ∈ D(L) için

(Lf, g) = (f, Lg)

gerçekleniyorsa L lineer operatörüne simetrik operatör denir (Naimark,1968).

Tanım 2.8 L operatörünün tanım kümesi D(L) olsun eğer L operatörü

xn ∈ D (L) ve Lxn → y olmak üzere xn → x ise x ∈ D (L) ve Lx = y

özelliğini sağlıyorsa L ye kapalıoperatör denir (Naimark,1968).

Tanım 2.9 Her sınırlıbir kümeyi kompakt kümeye dönüştüren operatöre kompakt

operatör denir (Naimark,1968).

Tanım 2.10 L ∈ σ∞ olsun. Bu durumda H = (L∗L)
1
2 ∈ σ∞ dır. H operatörünün

özdeğerlerine L operatörünün s− sayıları adıverilir (Gohberg ve Krein 1969).
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r (H) = dimR (H)

olmak üzere

sj (L) = λj (L) ; j = 1, 2, ..., r (H)

sağlanır.

Buna göre,

r (H) <∞⇒ sj (L) = 0; j = r (H) + 1, r (H) + 2, ...

olur. Eğer L self-adjoint ise

sj (L) = |λj| ; j = 1, 2, ...

ve L normal ise

sj (L) = sj (L∗) ; j = 1, 2, ...

sağlanır.

Tanım 2.11 L ∈ σ1 ise L operatörüne nükleer operatör denir. Diğer bir ifadeyle∑
sj (L) <∞

gerçekleniyorsa L operatörüne nükleer operatör denir (Gohberg ve Krein 1969)

Tanım 2.12 L ∈ σ2 ise L operatörüne Hilbert-Schmidt operatör denir. Diğer bir

ifadeyle ∑
|sj (L)|2 <∞

gerçekleniyorsa L operatörüne Hilbert-Schmidt operatör denir.Bu serinin yakınsak ol-

masıdurumda bu toplam spH ile tanımlanır. Iraksak olmasıdurumunda da aynıno-

tasyonu kullanabiliriz. Dolayısıyla sınırlılineer bir L operatörünün Hilbert-Schmidt

operatörü olmasıiçin gerek ve yeter şart sp (L∗L) <∞ olmasıdır (Gohberg ve Krein

1969).

Teorem 2.13 (Lıvsıc Teoremi) A kompakt dissipatif operatör ve AIm ∈ σ1 olsun.
A operatörünün tüm kök vektörlerinin oluşturduğu sistemin tam olmasıiçin gerek

ve yeter şart
υ(A)∑
j=1

ImµJ (A) = spAIm

5



olmasıdır. Burada υ (A) , A operatörünün sıfır olmayan tüm özdeğerlerinin cebirsel

katının toplamıdır (Gohberg ve Krein 1969).

Tanım 2.14 Ly0=λ0y0 denkleminin sıfır olmayan bir y0 ∈ D (L) çözümü varsa λ0 a L

operatörünün özdeğeri denir. y0 a L nın λ0 özdeğerine kaŗsılık gelen özvektörü denir.

Eğer y1, y2, ..., yk ∈ D (L) ve Lyj = λ0yj+yj−1; j = 1, 2, ..., k sağlanıyorsa y1, y2, ..., yk
elemanlarına y0 özvektörüne kaŗsılık gelen eşleşen vektörleri denir (Gohberg ve Krein

1969).

Teorem 2.15 (Gronwall Eşitsizliği) t ≥ t0 için f (t) ve g (t) iki negatif olmayan

sürekli fonksiyonlar, k negatif olmayan bir sabit ayrıca f (t) fonksiyonu

f (t) ≤ k +

∫ t

t0

g (s) f (s) ds, t ≥ t0

eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda

f (t) ≤ k exp

{∫ t

t0

g (s) ds

}
, t ≥ t0

sağlanır.

Tanım 2.16 a < s, t < b olmak üzere iki deği̧skenli K (s, t) kompleks değerli fonksiy-

onuna
b∫

a

b∫
a

|K (s, t)|2 dsdt <∞

koşulunu gerçekliyosa bir Hilbert-Schmidt çekirdeği denir (Naimark,1968).

Teorem 2.17. Eğer K (s, t) bir Hilbert-Schmidt çekirdeği ise bu durumda L2 (a, b)

uzayında tanımlı

g (s) =

b∫
a

K (s, t) f (t) dt, f (s) ∈ L2 (a, b)

integral operatörü kompakttır (Naimark,1968).

Teorem 2.18. Sınırlı lineer bir dissipatif A operatörünün spektrumu Imλ ≥ 0

kapalıüst yarıdüzlemindedir. Ayrıca

∣∣(A− λI)−1
∣∣ ≤ 1

|Imλ| ; Imλ < 0

6



eşitsizliği sağlanır (Gohberg and Krein, 1969) .

İspat. Eğer λ = α− iβ, β > 0 ise

Im [(Af, f)− λ (f, f)] = (AImf, f) + β (f, f)

eşitsizliği sağlanır. Böylece |f | = 1 için

|(A− λI) f | ≥ |((A− λI) f, f)| ≥ β |f |2 = β

elde edilir. O halde λ,A operatörünün özdeğeri değildir. Ayrıca A − λI dönüşümü
H uzayından H1 ⊂ H altuzayıüzerine sürekli lineer bir dönüşümdür. Şimdi H1 =

H olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki H1 6= H olsun. Bu durumda H1 =

(A− λI)H uzayına dik olan bir h 6= 0 vektörünün varlı̆gınısöyleyebiliriz.Böylece(
A∗ − λI

)
h = 0 olur.Sonuç olarak −λ, −A∗ dissipatif operatörünün bir özdeğeri

olur. Fakat Im
(
−λ
)
< 0 olduğundan bu imkansızdır. O halde kabulümüz yanlı̧s

olup H1 = H dır. Böylece Imλ < 0 için bir sınırlı (A− λI)−1 resolventi daima

vardır.

|(A− λI) f | ≥ β |f |

eşitsizliğinden

(A− λI)−1 ≤ 1

β
=

1

|Imλ|
elde edilir.
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3.WEYL LİMİT-ÇEMBERİ VE LİMİT- NOKTASI DURUMLARI

Bu bölümde bir operatörün limit-çemberi ve limit noktası durumuda olması hali

anlatılmı̧s ve bazıkriterler verilmi̧stir.

Şimdi

l (y) = −
(
p (x) y

′
)′

+ q (x) y, x ∈ [0,∞) (3.1)

differensiyel ifadesini düşünülsün. Burada, p, q [0,∞) aralı̆gında reel değerli fonksiy-

onlar ve p−1, q ∈ L1,loc[0,∞) dır.

Tanım 3.1 Eğer bir λ kompleks sayısıiçin

Lf = λf

diferensiyel denkleminin her çözümü L2 (a, b) (−∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞) uzayındansa, L

operatörüne limit çemberi durumundadır denir. Aksi halde L ye limit noktasıduru-

mundadır denir (Coddington ve Levinson 1955.)

Tanım 3.2 L bir simetrik operatör ve λ keyfi bir kompleks sayıolsun. Rλ ve Rλ

ile sırasıyla
(
L− λI

)
ve (L− λI) operatörlerinin değer kümelerini gösterilsin. Rλ

ve Rλ kümeleri H Hilbert uzayının alt kümesidir. Bunların ortogonal tümleyenlerini

sırasıile (H 	Rλ) ve (H 	Rλ) ile gösterilsin.

Nλ = H 	Rλ

Nλ = H 	Rλ

uzaylarına L operatörünün defekt uzaylarıdenir (Naimark,1968).

Lemma 3.3 Nλ ve Nλ defekt uzaylarısırasıile L∗ operatörünün λ ve λ özdeğerlerine

kaŗsılık gelen özvektörlerinden oluşur (Naimark, 1968) .

İspat. x ∈ Nλ olsun. Bu durumda y ∈ D (L) olmak üzere Nλ ile Rλ ortogonal

olduğundan

(Ly − λy, x) = 0 (3.2)

yazılır. Bu durumda

(Ly, x) = (y, λx) (3.3)

8



elde edilir. L∗ operatörünün tanımından x ∈ DL∗ve L∗x = λx elde edilir. O halde

x, L∗ operatörünün λ özdeğerine kaŗsılık gelen çözümüdür.

Kaŗsıt olarak x, L∗ operatörünün λ özdeğerine kaŗsılık gelen çözümü olsun. O halde

L∗x = λx sağlanır. Bu durumda keyfi y ∈ D (L) için (3.3) den

(Ly, x) = (y, L∗x) = (y, λx)

bulunur. Bu ifade (3.1) ifadesine eşittir. O halde x ∈ Nλ dır.

Nλ kümesi içinde ispat benzer biçimde yapılır.

Tanım 3.4

m = dimNi, n = dimN−i

sayılarına L opeatörünün defekt sayıları denir. L operatörü simetrik ise m = n

gerçeklenir (Naimark,1968).

Tanım 3.5 İkinci mertebeden bir diferensiyel operatör için (1, 1) defekt sayısı, limit-

noktasıdurumu; (2, 2) defekt sayısıdurumu ise limit-çemberi durumu olarak bilinir

(Naimark,1968).

Teorem 3.6 L kapalısimetrik bir operatör olmak üzereD (L) , Nλ veNλ kümelerinin

direkt toplamıD (L∗) ile çakı̧sır:

D (L∗) = D (L)⊕Nλ ⊕Nλ

(Naimark,1968).

Sonuç 3.7 Kapalısimetrik bir operetörün self-adjoint olmasıiçin gerek ve yeter şart

operatörün iki defekt uzayınında {0} a eşit olmasıdır.

Teorem 3.8 Üst yarıdüzlemden olan her λ kompleks sayısıiçin

dimNλ = dimN−i

dimNλ = dimNi

sağlanır (Naimark, 1968) .
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Teorem 3.9 Herhangi bir λ0 kompleks sayısıiçin Ly = λ0y denkleminin tüm çözüm-

leri L2 (0,∞) sınıfından ise keyfi bir kompleks λ sayısıiçinde Ly = λy denkleminin

tüm çözümleri L2 (0,∞) sınıfındandır (Coddington and Levinson, 1955) .

İspat Ly = λ0y denkleminin L2 (0,∞) sınıfından olan iki lineer bağımsız çözümü ϕ

ve ψ olarak verilsin. κ ise Ly = λy denkleminin keyfi bir çözümü olsun. Ly = λy

denklemini

Ly − λ0y = (λ− λ0) y (3.4)

biçiminde yazabiliriz. Bu durumda ϕ ve ψ, Ly−λ0y = 0 homogen denkleminin iki li-

neer bağımsız çözümleri olurlar. O halde homogen olmayan denklemin özel çözümünü

bulmak için paramatrelerin deği̧simi yöntemi uygulanırsa (3.4) denkleminin bir özel

çözümü

y (x) =

x∫
c

(λ− λ0)κ (τ) (ϕ (x)ψ (τ)− ϕ (τ)ψ (x)) dτ

olarak bulunur. κ (x), (3.4) denkleminin genel çözümü olduğundan

κ (x) = c1ϕ (x) + c2ψ (x) + (λ− λ0)
x∫
c

(ϕ (x)ψ (τ)− ϕ (τ)ψ (x))κ (τ) dτ (3.5)

yazılır. Burada c, c1, c2 sabitlerdir.

‖κ‖c =

 x∫
c

|κ|2 dt

 1
2

olarak tanımlansın.

∀x ≥ c için ‖ϕ‖c ≤M, ‖ψ‖c ≤M olduğu ve Schwarz eşitsizliğini kullanılırsa∣∣∣∣∣∣
x∫
c

(ϕ (x)ψ (τ)− ϕ (τ)ψ (x))κ (τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤M (|ϕ (x)|+ |ψ (x)|) ‖κ‖c (3.6)

sağlanır. (3.6) eşitsizliği (3.5) ifadesinde dikkate alınır ve Minkowski eşitsizliği kul-

lanılırsa

‖κ‖c ≤ (|c1|+ |c2|)M + 2 |λ− λ0|M2 ‖κ‖c (3.7)

elde edilir.
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Eğer c, |λ− λ0|M2 ≤ 1
4
sağlanacak şekilde yeterince büyük seçilirse (3.7) eşitsizliğin-

den

‖κ‖c ≤ 2 (|c1|+ |c2|)M

elde edilir. Sağ tarafın t den bağımsız olduğu ve ‖κ‖c =

 x∫
c

|κ|2 dt

 1
2

olduğu dikkate

alınırsa κ ∈ L2 (0,∞) bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.10 M pozitif diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve k1, k2,

q (x) ≥ −k1M (x) ,

∞∫
t

(pM)
−1
2 dt =∞,

∣∣∣p 12 (x)M ′ (x)M
−3
2 (x)

∣∣∣ ≤ k2 (3.8)

eşitsizliklerini sağlayan iki pozitif sabit olsun. Bu durumda l (y) diferensiyel ifadesi

tarafından üretilen L operatörü sonsuzlukta limit noktasıdurumundadır (Codding-

ton ve Levinson,1955).

İspat İspat için Ly = 0 denkleminin L2 (0,∞) uzayına ait olan iki lineer bağımsız

çözüme sahip olamayacağı gösterilecektir. Burada Teorem 3.9 dan dolayı λ = 0

alınmasının bir sakıncasıyoktur. Kabul edelimki κ, Ly = 0 denkleminin L2 (0,∞)

uzayına ait reel bir çözümü olsun. (pκ′)′ = qκ olduğundan c > 0 için (3.8) şartından

x∫
c

(pκ′)′ κ

M
dx =

x∫
c

qκ2

M
dx ≥ −k1

x∫
c

κ2dx

sağlanır. Sol taraftaki integrale bir defa kısmi integrasyon uygulanırsa

k3 = k1

x∫
c

κ2dx− p (c)κ′ (c)κ (c)

M (c)

olmak üzere

−pκ
′κ

M
+

x∫
c

(pκ′)′

M
dx−

x∫
c

pκ′κM ′

M2
dx < k3 (3.9)

eşitsizliği bulunur.

H (x) =

x∫
c

(pκ′)2

M
dx

11



olarak tanımlansın. (3.8) dikkate alınır ve Schwarz eşitsizliği kullanılırsa∣∣∣∣∣∣
x∫
c

pκ′κM ′

M2
dx

∣∣∣∣∣∣
2

≤ k22H (x)

x∫
c

κ2dx

bulunur. Buradan her iki taraftan karekök alınırsa

k4 = k2

 x∫
c

κ2dx

 1
2

olmak üzere
x∫
c

pκ′κM ′

M2
dx ≤ k4H

1
2

bulunur. Bu son eşitsizlik (3.9) de dikkat alınırsa

−pκ
′κ

M
+H − k4H

1
2 < k3 (3.10)

bulunur. Eger x → ∞ için H (x) → ∞ sağlanırsa (3.10) eşitsizliğinden pκ′κ
M

> H

gerçeklenir. H fonksiyonu pozitif olduğundan pκ′κ
M

> 0 sağlanır. p ve M pozitif

fonksiyonlar olduğundan κ′κ > 0 dır. Bu ise κ ∈ L2 (0,∞) olması ie çeli̧sir. Bu

durumda H fonksiyonu sonlu olmalıdır. Yani ;

∞∫
c

(pκ′)2

M
dx <∞ (3.11)

olmalıdır.Şimdi kabul edelim ki ϕ ve ψ, Ly = 0 denkleminin L2 (0,∞) ait iki lineer

bağımsız çözümü olsunlar. Yani L operatörü limit çemberi durumunda olsun. Bu

çözümlerin reel ve

[ϕψ] = p (ϕψ′ − ϕ′ψ) = 1 (3.12)

olduğu kabul edilebilir.
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(3.12) ifadesinin her iki yanı(pM)
1
2 ye bölünürse

ϕ
p1
2
ψ′

M
1
2

− ψ
p1
2
ϕ′

M
1
2

=
1

(pM) 1
2

(3.13)

bulunur. (3.11) ve Schwarz eşitsizliğini dikkate alınırsa

∞∫
c

∣∣∣∣ϕp12ψ′
M

1
2

− ψ
p1
2
ϕ′

M
1
2

∣∣∣∣ dx ≤ ∞ (3.14)

elde edilir. (3.13) ifadesinin sağ tarafındaki ifade (3.8) dan dolayı(0.∞) aralı̆gında

integrallenebilir değildir. Bu ise (3.14) ifadesiyle çeli̧sir. O halde L operatörü limit

noktasıdurumundadır.

Sonuç 3.11 M (x) = 1, 0 ≤ x <∞ ve k pozitif bir sabit olmak üzere

q (x) ≥ −k ve

∞∫
p
1
2dx =∞

sağlansın. Bu durumda L operatörü sonsuzlukta limit noktasıdurumundadır

(Coddington ve Levinson 1955)

Sonuç 3.12 M (x) = x2 ve p (x) = 1, 0 ≤ x <∞ olmak üzere

q (x) ≥ −kx2

sağlansın. Bu durumda L operatörü sonsuzlukta limit noktasıdurumundadır

(Coddington ve Levinson 1955)
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4. DİSSİPATİF OPERATÖRLER

Bu bölümde dissipatif operatörlerden ve onların maksimal geni̧slemelerinden bahsedil-

mi̧stir.

Tanım 4.1 Bir lineer L operatörü için D (L) tanım kümesi H Hilbert uzayında

yoğun olsun. Eğer;

∀f ∈ D (L) , Im (Lf, f) ≥ 0 (4.1)

sağlanıyorsa L operatörüne dissipatif operatör,

∀f ∈ D (L) , Im (Lf, f) ≤ 0

saglanıyorsa L operatörüne accumulatif operatör denir. Eger bir L dissipatif opera-

törünün aşikar olmayan bir dissipatif geni̧slemesi yok ise L operatörüne maksimal

dissipatif operatör denir (Gorbachuk ve Gorbachuk 1991).

Sınırlıbir L operatörünün dissipatiflik koşulu L operatörünün imajiner kısmıolan

LIm = 1
2i

(L− L∗) operatörünün negatif olmamasıile denktir.

Bir lineer L operatörünün accumulatif olması için gerek ve yeter şart −L oper-

atörünün dissipatif olması olduğundan dissipatif operatörler için elde edilen tüm

sonuçlar accumulatif operatörlere dönüştürülebilir.

Teorem 4.2 Tüm dissipatif operatörler bir maksimal dissipatif geni̧slemeye sahiptir.

Bir dissipatif L operatörünün maksimal olmasıiçin gerek ve yeter şart Imλ < 0 olan

keyfi λ lar için R (L− λI) kümesinin tüm uzay ile çakı̧smasıdır

(V.L.Gorbachuk and M.L.Gorbachuk, 1991) .

İspat L bir kapalıdissipatif operatör ve Imλ < 0 olsun. Bu durumda R (L− λI)

kümesi kapalıolduğu açıkca görülebilir: (4.1) den

Im ((L− λI) f, f) = Im (Lf, f)− Imλ (f, f) ≥ − Imλ (f, f)

bulunur. Diğer taraftan

Im ((L− λI) f, f) ≤ ‖(L− λI) f‖ . ‖f‖
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yazılabilir. Sonuç olarak;

‖(L− λI) f‖ ≤ Imλ

elde edilir. O halde R (L− λI) kümesi kapalıdır.

Şimdi iki durum söz konusudur. İlk olarak herhangi bir Imλ < 0 olan λ için

R (L− λI) = H ise bu durumda L operatörü maksimal dissipatiftir. Aksi tak-

tirde L nın bir L̃ geni̧slemesi için bir f0 6= 0 elemanıbuluruz öyleki
(
L̃− λI

)
f0 = 0

gerçeklenir. Böylece Im
(
L̃f0, f0

)
= Imλ (f0, f0) < 0 bulunur. Bu ise L̃ nın dissi-

patif olmasıile çeli̧sir. İkinci olarak R (L− λI) 6= H ise bu durumda L operatörü

aşikar olmayan bir L̃ dissipatif geni̧slemesine sahiptir. Bu geni̧sleme şu şekilde inşa

edilebilir:

Nλ = H 	R (L− λI)

olduğunu biliniyor.

D
(
L̃
)

= D (L) +Nλ

L̃ (f + u) = Lf + λu, f ∈ D (L) , u ∈ Nλ

olarak tanımlansın.

L̃ iyi tanımlıdır:

Eger f+u = 0 ise (Lf, f) = (Lu, u) = (u, L∗u) =
(
u, λu

)
= λ (u, u) ve Im (Lf, f) ≤ 0

olduğundan u = 0 bulunur. Böylece f = 0 elde edilir.

L̃ dissipatiftir: L∗u = λu olduğundan(
L̃ (f + u) , f + u

)
= (Lf, f) + λ (u, u) + (f, L∗u) + λ (u, f)

= (Lf, f) + λ (u, u) + λ (f, u) + λ (u, f)

= (Lf, f) + λ (u, u) + 2 Reλ (f, u)

elde edilir. L operatörünün dissipatif ve Imλ > 0 olduğunu dikkate alınırsa

Im
(
L̃ (f + u) , f + u

)
= Im (Lf, f) + Imλ (u, u) ≥ 0

elde edilir. Sonuç olarak R
(
L̃− λI

)
= H oldugu benzer şekilde gösterilir. Bu
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durumda L̃ maksimal dissipatif operatördür.

Tanım 4.3 Bir H hilbert uzayındaki keyfi bir lineer θ ∈ H ⊕H altkümesine lineer

bağlantıdenir (Gorbachuk ve Gorbachuk 1991).

Tanım 4.4 Eger θ1, θ2 birer lineer bağlantıve θ1 ⊂ θ2 ise θ2 ye θ1 in bir geni̧slemesi

denir. Keyfi{x, x′} ∈ θ için Im (x, x′) ≥ 0 ise θ lineer bağlantısına dissipatiftir denir.

Eger bir dissipatif bağlantıaşikar olmayan bir dissipatif geni̧slemeye sahip değilse o

lineer bağlantıya maksimal dissipatif bağlantıdenir Eğer bir simetrik bağlantıaynı

anda hem maksimal dissipatif hem maksimal accumulatif ise ona hermityen yada

self-adjoint bağlantıdenir (Gorbachuk ve Gorbachuk 1991).

Bir θ dissipatif bağlantısını

D (Uθ) = {x′ + ix : {x, x′} ∈ θ}

Uθ (x′ + ix) = x′ − ix

olmak üzere bir Uθ operatörü aracılıgıyla belirlemek daha kullanı̧slıdır. Uθ oper-

atörüne θ bağlantısının Cayley dönüşümü denir.

Uθ iyi tanımlıdır:

Eğer {x, x′} ∈ θ, {y.y′} ∈ θ ve x′ + ix = y′ + iy ise{x− y, x′ − y′} ∈ θ, x′ − y′ =

−i (x− y) olur. Diğer taraftan; θ dissipatif olduğundan

0 ≤ Im (x′ − y′, x− y) = Im (−i (x− y) , x− y) = −‖x− y‖2

bulunur. Böylece x = y, x′ = y′ elde edilir.

Ayrıca

‖Uθ (x′ + ix)‖2 = ‖x′‖2 + ‖x‖2 − 2i Im (x′, x)

‖x′ + ix‖2 = ‖x′‖2 + ‖x‖2 + 2i Im (x′, x)

eşitlikleri sağlanır. Son eşitliklerde θ lineer bağlantısının dissipatif olduğu dikkate

alınırsa

‖Uθ (x′ + ix)‖ ≤ ‖x′ + ix‖ ; {x, x′} ∈ θ (4.2)

bulunur. Eger θ simetrik ise (4.2) de eşitlik sağlanır.
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Teorem 4.5 Bir maksimal dissipatif (maksimal accumulatif) lineer bağlantıK, H

da bir daralma operatörü olmak üzere sırasıyla

(K − I)x′ + i (K + I)x = 0 (4.3)

(K − I)x′ − i (K + I)x = 0 (4.4)

denklemleri ile belirlenir. Sonuç olarak keyfi maksimal dissipatif (maksimal accu-

mulatif) bağlantı(4.3) ((4.4)) formunda ifade edilebilir. Burada K, lineer bağlantı

tarafından tek türlü belirlenir. Bir maksimal dissipatif (maksimal accumulatif) lineer

bağlantının maksimal simetrik olmasıiçin gerek ve yeter şart (4.3) ((4.4)) ifadesindeki

K operatörünün izometrik olmasıdır. K üniter olduğunda hermityen bağlantıların

genel formu (4.3) yada (4.4) ile verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk 1991).

İspat (4.3) ile verilen θ lineer bağlantısınıdüşünelim. {x, x′} ∈ θ olsun.Bu durumda

K (x′ + ix) = x′ − ix

‖K (x′ + ix)‖2 = ‖x′‖2 + ‖x‖2 − 2 Im (x′, x)

‖x′ + ix‖ = ‖x′‖2 + ‖x‖2 + 2 Im (x′, x)

sağlanır. Son eşitliklerin taraf tarafa çıkarılmasından veK operatörünün bir daralma

operatörü olmasında

4 Im (x′, x) = ‖x′ + ix‖2 − ‖K (x′ + ix)‖ ≥ 0 (4.5)

bulunur. Böylece θ baglantısıdissipatiftir.

Bir u ∈ H vektörü için

x′ =
1

2
(u+Ku) , x =

1

2i
(u−Ku)

olarak yazalım. Bu durumda {x, x′} ∈ θ, x′ + ix = u, x′ − ix = Ku elde edilir.Bu

demektir kiD (Uθ) = H, Uθ = K dır. Eğer θ̃, θ bağlantısının bir dissipatif geni̧slemesi

ise bu durumda Uθ̃ ⊃ Uθ olmasıancak Uθ̃ = Uθ olmasıile mümkündür. Yani θ̃ = θ

dır. Böylece θ nın bir maksimal dissipatif olduğu ispatlanır.

Şimdi θ keyfi bir maksimal dissipatif bağlantıve Uθ onun Cayley dönüşümü olsun.

Bu durumda D (Uθ) = H dır. Gerçekten; bunun aksini kabul edersek Uθ yıD (Uθ)

ya sürekli olacak biçimde geni̧sletebiliriz. Eğer D (Uθ) 6= H ise Uθ, H 	 D (Uθ)
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üzerinde sıfıra eşit alınarak H Hilbert uzayına geni̧sletilebilir. Sonuç olarak biz tüm

H uzayında tanımlıbir K ⊃ Uθ daralma operatörünü elde ederiz. Bu şekilde inşa

edilenK ile (4.3) denklemine kaŗsılık gelen bir θ̃ bağlantısınıdüşünelim. Daha öncede

ispatladı̆gımız gibi θ̃ bağlantısı dissipatiftir. θ̃ ⊃ θ olduğu açıktır. θ maksimal

dissipatif olduğundan θ̃ = θ dır. Böylece Uθ̃ = Uθ dır. Bu ise çeli̧skidir.

Cayley dönüşümü tanımından her {x, x′} ∈ θ için,

Uθ (x′ + ix) = x′ − ix (4.6)

dır. Böylece Uθ, H da bir daralma operatörüdür. Daha önce bahsettiğimiz gibi (4.6)

eşitliği bir θ̃ ⊃ θ maksimal dissipatif bağlantısınıtanımlar. θ maksimal dissipatif

olduğundan θ = θ̃ dır. Yani θ, (4.3) formülü tarafından belirlenir.

(4.5) den görülür ki; θ nın maksimal simetrik olmasıiçin gerek ve yeter şart K nın

bir izometrik operatör olmasıdır. Şimdi θ bir maksimal accumulatif bağlantıolsun.

Bu durumda

θ1 = {{−x, x′} : {x, x′} ∈ θ} (4.7)

bağlantısımaksimal dissipatiftir. Gösterildiği gibi {x, x′} ∈ θ1 (veya {−x, x′} ∈ θ)
olmasıiçin gerek ve yeter şart

(K − I)x′ + i (K + I) (−x) = 0

olmasıdır ki bu (4.4) eşitliğine kaŗsılık gelir.

Son olarak θ bir hermityen bağlantı olsun. Bu durmda; K1, K2;H da izometrik

opeatörler olmak üzere

(K1 − I)x′ + i (K1 + I)x = 0, (K2 − I)x′ − i (K2 + I)x = 0

eşitlikleri birbirine denktir. Bu denklemlerden

K1 (x′ + ix) = x′ − ix, K2 (x′ − ix) = x′ + ix

bulunur. Dolayısıyla

K1K2 (x′ − ix) = x′ − ix

K2K1 (x′ + ix) = x′ + ix
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elde edilir. {x′ + ix : {x, x′} ∈ θ} = {x′ − ix : {x, x′} ∈ θ} = H olduğundan K1K2 =

K2K1 = I elde edilir. Sonuç olarak K1ve K2 operatörleri üniterdir.

(4.3) denklemi K bir üniter operatör olmak üzere

(cosC)x− (sinC)x′ = 0

şeklinde yazılabilir. Burada C, H da K = e−2iC olacak biçimde self-adjoıint oper-

atördür.

Tanım 4.6 H bir Hilbert uzayı, L, H da sonlu veya sonsuz eşit defek sayılarına sahip

kapalısimetrik operatör olsun. Γ1,Γ2; D (L∗) den H üzerine birer lineer dönüşüm

olmak üzere eğer (H, Γ1,Γ2) üçlüsü;

1◦ Keyfi f , g ∈ D (L∗) için

(L∗f, g)− (f, L∗g) = (Γ1f, Γ2g)H − (Γ2f, Γ1g)H

2◦ Keyfi F1, F2 ∈ H için bir f ∈ D (L∗) vektörü vardır öyleki Γ1f = F1, Γ2f = F2

gerçeklenir.

şartlarınısağlıyorsa (H, Γ1, Γ2) üçlüsüne L operatörünün bir sınır değer uzayıdenir

(Gorbachuk ve Gorbachuk 1991).

Sınır değer uzayıtanımından anlaşılır ki f ∈ D (L) olmasıiçin gerek ve yeter şart

Γ1f = Γ2f = 0 olmasıdır. Gerçekten 2◦ koşuluna göre verilen bir f ∈ D (L) için

Γ1g = −Γ2f, Γ2g = Γ1f olacak biçimde bir g ∈ D (L∗) seçmek mümkündür. Bu

durumda

0 = (L∗f, g)− (f, L∗g) = (Γ1f, Γ2g)H − (Γ2f, Γ1g)H = ‖Γ1f‖2H − ‖Γ2f‖
2
H

bulunur.Böylece Γ1f = Γ2f = 0 elde edilir. Kaŗsıt olarak eğer Γ1f = Γ2f = 0 ise

keyfi g ∈ D (L∗) için (L∗f, g) = (f, L∗g) dir. Sonuç olarak f ∈ D (L) = D (L∗)

bulunur.

Teorem 4.7 Defekt sayısın ≤ ∞ olmak üzere (n, n) olan herhangi bir simetrik

operatör için dimH = n olan bir (H, Γ1, Γ2) sınır değer uzayıvardır

(Gorbachuk ve Gorbachuk 1991).
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İspat Teorem 3.6 dan

D (L∗) = D (L) +Nλ +Nλ

yazılır. Burada λ = i alınırsa

D (L∗) = D (L) +N−i +Ni (4.8)

elde edilir.

P−i, Pi; D (L∗) den N−i ve Ni ye izdüşüm operatörleri olsun. dimN−i = dimNi

olduğundan Ni den N−i ye bir izometrik dönüşüm vardır. Bu dönüşümü U ile tanım-

lansın. H = N−i ve Γ1 = P−i + UPi, Γ2 = −iP−i + iUPi olsun. (H, Γ1, Γ2) nin L

nın bir sınır değer uzayıolduğunu ispatlansın. (4.8) den f, g ∈ D (L∗) için

f = f0 + P−if + Pif

g = g0 + P−ig + Pig

yazılabilir. L∗Pi = −iPi, L∗P−i = iPi eşitliklerini ve L nın simetrik olduğunu dikkate

alınırsa

(L∗f, g)− (f, L∗g) = 2i ((P−if, P−ig)− (Pif, Pi g))

elde edilir. Diğer taraftan U izometrik olduğundan

(Γ1f, Γ2g)H − (Γ2f, Γ1g) = 2i ((P−if, P−ig)− (Pif, Pig))

bulunur. Böylece sınır değer uzayındaki 1◦ şartısağlanır. Ayrıca eğer F1, F2 ∈ H
ise bu durumda f ∈ D (L∗) alırız öyleki

f = f0 + f−i + fi

yazılabilir. Burada f0 ∈ D (L) keyfi bir eleman ve

f−i =
1

2i
(iF1 − F2) ∈ N−i

fi =
1

2i
U−1 (iF1 + F2) ∈ Ni

şeklindedir. Buradan Γ1f = F1, Γ2f = F2 oldugu elde edilir. Böylece ispat tamam-

lanır.
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Şimdi (H, Γ1, Γ2) , L nın keyfi bir sınır değer uzayıolsun.

Teorem 4.8 K, H da daralma operatörü olsun. L∗operatörünün

(K − I) Γ1f + i (K + I) Γ2f = 0 (4.9)

(K − I) Γ1f − i (K + I) Γ2f = 0 (4.10)

koşulunu sağlayan f ∈ D (L∗) kümesi üzerine kısıtlamasısırasıyla L operatörünün

bir maksimal dissipatif (maksimal accumulatif) geni̧slemesidir. Sonuç olarak L nın

keyfimaksimal dissipatif (maksimal accumulatif) geni̧slemesi L∗ operatörünün (4.9)

((4.10)) koşulunu sağlayan f ∈ D (L∗) kümesine kısıtlamasıdır.Burada K, geni̧sleme

tarafından tek türlü belirlenen bir daralma operatörüdür. K bir izometrik operatör

olduğunda L operatörününH uzayındaki maksimal simetrik geni̧slemesi (4.9) ((4.10))

koşullarıile belirlenir. Eğer K üniter ise bu koşullar bir self-adjoint geni̧sleme tanım-

lar. Son durumda (4.9) , (4.10) denklemleri

(cosC) Γ2f − (sinC) Γ1f = 0

eşitliğine denktir. Burada C, H da bir self-adjoint operatördür (Gorbachuk ve Gor-

bachuk 1991).

İspat Maksimal dissipatif geni̧slemeler için ispatı yapılsın. Diğeri benzer şekilde

yapılır.

L̃, L nın bir maksimal dissipatif geni̧slemesi olsun. L̃ ⊂ L∗ dir.

θ =
{
{Γ2f, Γ1f} : f ∈ D

(
L̃
)}

alalım. Burada (H, Γ1, Γ2) , L nin bir sınır değer uzayıolduğundan 1◦ özelliğinden

θ, H da bir dissipatif bağlantıdır.

Gerçekten; 1◦ den keyfi f, g ∈ D (L∗) için

(L∗f, g)− (f, L∗g) = (Γ1f, Γ2g)H − (Γ2f, Γ1g)H

sağlanır. Özel olarak g = f alınırsa(
L̃f, f

)
−
(
f, L̃f

)
= (Γ1f, Γ2f)H − (Γ2f, Γ1f)
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gerçeklenir. Buradan

Im
(
L̃f, f

)
= Im (Γ1f, Γ2f)H

bulunur. L̃ dissipatif olduğundan Im (Γ1f, Γ2f) ≥ 0 elde edilir.

Eğer θ̃ ⊃ θ ve θ̃ bir dissipatif bağlantı ise bu durumda tanım kümesi D
(˜̃
L

)
={

f ∈ D (L∗) : {Γ2f, Γ1f} ∈ θ̃
}
olan ˜̃L operatörü L̃ operatörünün bir dissipatif geni̧s-

lemesidir. Böylece L̃ maksimal dissipatif olduğundan ˜̃L = L̃ elde edilir. Eğer

{x, x′} ∈ θ̃ ise bu durumda sınır değer uzayıtanımına göre f ∈ D (L∗) için x = Γ2f,

x′ = Γ1f yazılabilir. Burada f ∈ D
(˜̃
L

)
böylece f ∈ D

(
L̃
)
dolayısıyla {x, x′} ∈ θ

dır. Sonuç olarak θ̃ = θ ve θ bir maksimal dissipatif bağlantıdır. O halde gereklilik

Teorem 4.5 den elde edilir.

Kaŗsıt olarak ; kabul edelim ki L̃, L∗ operatörünün D
(
L̃
)
kümesine kısıtlamasıolan

(4.9) koşulunu sağlayan vektörlerden oluşsun.

θ =
{
{Γ2f, Γ1f} : f ∈ D

(
L̃
)}

bağlantısınıdüşünelim. Teorem 4.5 e göre θ maksimal dissipatif bağlantıdır. Buradan

ve (H, Γ1, Γ2) sınır değer uzayının 1◦ özelliğinden L̃ dissipatiftir. L̃ nın maksimal

dissipatif olduğunu ispatlayalım.

Kabul edelim ki ˜̃L, L̃ nın bir dissipatif geni̧slemesi olsun.
θ̃ =

{
{Γ2f, Γ1f} : f ∈ D

(˜̃
L

)}
olarak tanımlayalım.

θ̃, θ nın bir geni̧slemesi olduğundan θ = θ̃ dır. Eğer f ∈ D
(˜̃
L

)
ise bu durumda keyfi

g ∈ D
(
L̃
)
için Γ1f = Γ1g, Γ2f = Γ2g yazabiliriz. Bu şu anlama gelir: f−g ∈ D (L)

dır. Böylecef ∈ D
(
L̃
)
dır. Sonuç olarak L̃ =

˜̃
L , dolayısıyla L̃maksimal dissipatiftir
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5. SONSUZ DETERMİNANTLAR

Burada dissipatif operatörlerin spektral analizi için gerekli olacak olan sonsuz deter-

minantlar kavramıverilecek ve bazıbilinen sonuçlar paylaşılacaktır.

Tanım 5.1 A ∈ σ1 olmak üzere

det (I − µA) =

υ(A)∏
j=1

(1− µλj (A))

determinantına, A operatörünün karakteristik determinantıdenir ve DA (µ) ile gös-

terilir (Gohberg ve Krein 1969).

A ∈ σ1 için
υ(A)∑
j=1

|µJ (A)| <∞

olduğundan DA (µ) karekteristik determinantıµ ye göre tam fonksiyondur.

Tanım 5.2 A ∈ σp olmak üzere

|A|p =

( ∞∑
j=1

spj (A)

) 1
p

olarak tanımlanır (Gohberg ve Krein 1969).

Lemma 5.3 A ∈ σ1 için

|DA (µ)| ≤
∞∏
j=1

(1 + |µ| sj (A)) ≤ e|µ||A|

eşitsizliği sağlanır (Gohberg ve Krein 1969).

İspat

DA (µ) = det (I − µA) =

υ(A)∏
j=1

(1− µλJ (A))

olduğundan

|DA (µ)| ≤
υ(A)∏
j=1

(1 + |µ|λj (A))
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yazılabilir.
n∑
j=1

|λJ (A)|p ≤
n∑
j=1

spJ (A) , p > 0;n = 1, 2, ..., υ (A) eşitsizliğinden

υ(A)∏
j=1

(1 + |µ|λj (A)) ≤
∞∏
j=1

(1 + |µ| sj (A))

elde edilir. 1 + x ≤ ex eşitsizliğiden

∞∏
j=1

(1 + |µ| sj (A)) ≤
∞∏
j=1

e|µ|sj(A) = exp

{
|µ|

∞∑
j=1

sj (A)

}
= e|µ||A|1

elde edilir.Böylece

|DA (µ)| ≤
∞∏
j=1

(1 + |µ| sj (A)) ≤ e|µ||A|

elde edilir.

Tanım 5.4 A ∈ σp olmak üzere

p

det (I − µA) =

υ(A)∏
j=1

(1− µλJ (A)) exp

p−1∑
k=1

1

k
λkj (A)µk

determinantına A operatörünün regüle edilmi̧s karakteristik determinantıdenir ve

Dp
A (µ) ile gösterilir (Gohberg ve Krein 1969).

A ∈ σ1 ise

Dp
A (µ) = DA (µ) exp

p−1∑
k=1

1

k
spAkµk

A ∈ σ2 ise

D2
A (µ) =

υ(A)∏
j=1

(1− µλj (A)) eµλj(A)

eşitlikleri sağlanır. A ∈ σ2 için regüle edilmi̧s karakteristik determinant D̃A (µ) ile

gösterilsin.

Lemma 5.5 A ∈ σ2 için ∣∣∣D̃A (µ)
∣∣∣ ≤ exp

{
1

2
|µ|2 sp (A∗A)

}
eşitsizliği sağlanır (Gohberg and Krein, 1969) .
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İspat

D̃A (µ) =

υ(A)∏
j=1

(1− µλj (A)) eµλj(A)

olduğundan ∣∣∣D̃A (µ)
∣∣∣2 =

υ(A)∏
j=1

|1− µλj|2 e2Re(µλj) ; λj = λj (A)

sağlanır.

|1− µλj|2 = (1− Re (µλj)− i Im (µλj)) (1− Re (µλj) + i Im (µλj))

= 1− 2 Re (µλj) + |µλj|2

olduğundan ∣∣∣D̃A (µ)
∣∣∣2 =

υ(A)∏
j=1

(
1− 2 Re (µλj) + |µλj|2

)
e2Re(µλj)

elde edilir. 1 + x ≤ ex eşitsizliğinden

∣∣∣D̃A (µ)
∣∣∣2 ≤ υ(A)∏

j=1

e−2Re(µλj)+|µλj |
2

.e2Re(µλj)

=

υ(A)∏
j=1

e|µλj |
2

= exp

|µ|2
υ(A)∑
j=1

|λj|2


sağlanır.
υ(A)∑
j=1

|λj|2 ≤
∞∑
j=1

s2j (A) = sp (A∗A)

olduğundan ∣∣∣D̃A (µ)
∣∣∣2 ≤ exp

{
|µ|2 sp (A∗A)

}
bulunur.Buradan ∣∣∣D̃A (µ)

∣∣∣ ≤ exp

{
1

2
|µ|2 sp (A∗A)

}
elde edilir.
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Lemma 5.6 Eğer A,B ∈ σ2 ise bu durumda (I − C) = (I − A) (I −B) operatörü

için

d̃et (I − C) espAB = d̃et (I − A) d̃et (I −B)

sağlanır (Gohberg ve Krein 1969).

İspat
{
φj
}∞
1
, H da ortonormal bir sistem ve Pn,

{
φj
}n
1
vektörlerinin lineer kom-

binasyonlarıüzerine ortoganal izdüşüm ve An = PnAPn, Bn = PnBPn (n = 1, 2, ...)

olsun. Bu durumda

d̃et (I − An) d̃et (I −Bn) =

υ(A)∏
j=1

(1− λj (An)) eλj(An)
υ(B)∏
j=1

(1− λj (Bn)) e
λj(Bn)

=
∏
j=1

(1− λj (An)) (1− λj (Bn)) esp(An+Bn)

= det [(I − An) (I −Bn)] esp(An+Bn)

bulunur.

d̃et (I − A) = det (I − A) espA

olduğundan

d̃et (I − A) e−spA = det (I − A)

elde edilir. Dolayısıyla

det [(I − An) (I −Bn)] esp(An+Bn) = d̃et [(I − An) (I −Bn)] e−sp(An+Bn−AnBn)esp(An+Bn)

= d̃et [(I − An) (I −Bn)] esp(An+Bn)

yazılır.O halde

d̃et (I − An) d̃et (I −Bn) = d̃et [(I − An) (I −Bn)] esp(AnBn)

elde edilir. n→∞ için limit alınırsa

d̃et (I − A) d̃et (I −B) = d̃et [(I − A) (I −B)] esp(AB)

bulunur.Sonuç olarak

d̃et (I − C) espAB = d̃et (I − A) d̃et (I −B)

sağlanır.
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Tanım 5.7 Eğer I − µA operatörü tüm H üzerinde tanımlısınırlıterse sahip ise

bu durumda µ kompleks sayısına A için F−regüler nokta denir (Gohberg ve Krein
1969).

Tanım 5.8 A ve B, H Hilbert uzayında sınırlı lineer operatörler ve B − A ∈ σ1

olsun. Eğer µ, A nın bir F − regüler noktasıise bu durumda

(I − µB) (I − µA)−1 = I − µ (B − A) (I − µA)−1

sağlanır. Burada µ (B − A) (I − µA)−1 ∈ σ1 dir. O halde

DB/A (µ) = det
[
(I − µB) (I − µA)−1

]
(5.1)

determinantıanlamlıdır. Bu determinantaA operatörününB−A operatörü aracılı̆gıyla
heyecanlandırılmı̧s determinantıdenir (Gohberg ve Krein 1969).

Teorem 5.9 Eğer A,B ∈ σ2, A − B ∈ σ1 ve µ, A operatörünün bir F − regüler
noktasıise

DB/A (µ) =
D̃B (µ)

D̃A (µ)
exp {µsp (A−B)}

gerçeklenir (Gohberg ve Krein 1969).

İspat M = µ (B − A) (I − µA)−1 olmak üzere

(I − µB) (I − µA)−1 = I − µ (B − A) (I − µA)−1

= I −M

olduğu biliniyor. Buradan

(I − µB) = (I −M) (I − µA)

elde edilir. O halde

D̃B (µ) eµspMA = d̃et (I −M) D̃A (µ)

elde edilir. M ∈ σ1 olduğundan

d̃et (I −M) = det (I −M) espM
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sağlanır. Böylece

DB/A (µ) = det (I −M)

=
D̃B (µ)

D̃A (µ)
e−spM [I−µA]

elde edilir. Burada

−M [I − µA] = −µ (B − A) (I − µA)−1 (I − µA)

= µ (A−B)

olduğu dikkate alınırsa

DB/A (µ) =
D̃B (µ)

D̃A (µ)
exp {µsp (A−B)}

bulunur.

Teorem 5.10 A bir sınırlıdissipatif operatör ve B = A + T, T ∈ σ1 olsun. Bu

durumda keyfi φ0
(
0 < φ0 <

π
2

)
için

∣∣π
2
− φ
∣∣ ≤ φ0 aralı̆gında

lim
ρ→∞

[
1

ρ
ln
∣∣DB/A

(
ρei
)∣∣] ≤ 0 (5.2)

limiti düzgün olarak sağlanır (Gohberg ve Krein 1969).

İspat 5.1 den S (µ) = (A− µI)−1 olmak üzere

DB/A (µ) = det (I − µTS (µ))

yazılır. Lemma 5.3 den

∣∣DB/A (µ)
∣∣ ≤ ∞∏

j=1

(1 + |µ| sj (TS (µ)))
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bulunur. Diğer taraftan Teorem 2.18 den Imµ > 0 için

|µS (µ)| =
∣∣µ (I − µA)−1

∣∣
=

∣∣∣µ (−µ (A− µ−1I))−1∣∣∣
=

∣∣∣(A− µ−1I)−1∣∣∣
≤ 1∣∣∣Im 1

µ

∣∣∣
=

|µ|2

|Imµ|

bulunur. O halde µ = ρeiφ; 0 < φ < π için

|S (µ)| ≤ |µ|
|Imµ| =

ρ

ρ sinφ
=

1

sinφ

bulunur. Sonuç olarak

sj (TS (µ)) ≤ sj (T )

sinφ
; j = 1, 2, ...

bulunur.Böylece 1 + x ≤ ex olduğundan

∣∣DB/A

(
ρeiφ

)∣∣ ≤ ∞∏
j=1

(
1 + ρ

sj (T )

sinφ

)
≤

n∏
j=1

(
1 + ρ

sj (T )

sinφ

)
e

ρ
sinφ

∑∞
j=n+1 sj(T )

bulunur.Dolayısıyla

1

ρ

∣∣DB/A

(
ρeiφ

)∣∣ ≤ 1

ρ

n∑
j=1

ln

(
1 + ρ

sj (T )

sinφ

)
+

1

sinφ

∞∑
j=n+1

sj (T )

bulunur.ρ→∞ için limit alınırsa 5.2 elde edilir.

Teorem 5.11 Kabul edelim ki Teorem 5.10 un koşullarısağlansın. Ayrıca B oper-

atörü dissipatif operatör olsun.Bu durumda
∣∣π
2
− φ
∣∣ ≤ φ0 aralı̆gında

lim
ρ→∞

[
1

ρ
ln
∣∣DB/A

(
ρei
)∣∣] = 0 (5.3)

limiti düzgün olarak sağlanır (Gohberg ve Krein 1969).
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İspat Eğer A ve B dissipatif ve B − A ∈ σ1 ise bu durumda Teorem 5.10 dan

lim
ρ→∞

[
1

ρ
ln
∣∣DB/A

(
ρei
)∣∣] ≤ 0

sağlanır. A ile B nin rolleri deği̧stirilincede aynıeşitsizlik sağlanır.

ln
∣∣DB/A (µ)

∣∣ = − ln
∣∣DA/B (µ)

∣∣
olduğu düşünülürse 5.3 elde edilir.

g bir tam fonksiyon olsun .Eğer her ε > 0 için

|g (λ)| ≤ Cεe
ε|λ|, λ ∈ C (5.4)

şartını sağlayan sonlu bir Cε > 0 sayısıvarsa g fonksiyonuna ≤ 1 inci dereceden

minimal tipten tam fonksiyon denir. 5.4 den

lim
|λ|→∞

sup
1

|λ| log |g (λ)| ≤ 0 (5.5)

elde edilir.Ayrıca 5.5 şartınısağlayan ve g (0) = −1 olan her fonksiyon

g (λ) = − lim
r→∞

∏
|λj |≤r

(
1− λ

λj

)
(5.6)

şeklinde gösterilebilir ve lim
r→∞

∑
|λj |≤r

1
λj
limiti vardır ve sonludur.
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6. WEYL LİMİT-ÇEMBERİ DURUMUNDAOLAN STURM-LIOUVILLE

DİFERENSİYEL İFADESİ TARAFINDAN ÜRETİLEN DİSSİPATİVE

OPERATÖRLER

l (y) = −
(
p (x) y

′
)′

+ q (x) y, x ∈ [0,∞)

diferensiyel ifadesi ele alınsın. Burada p, q [0,∞) aralı̆gında reel değerli fonksiyonlar

ve p−1, q ∈ L1,loc[0,∞) dır. Lmin ile L2[0,∞) da l (y) tarafından üretilen minimal

simetrik operatörü tanımlansın. Lmin operatörünün indeks defekt sayıları(1, 1) veya

(2, 2) dir. Bu tezde, p ve q fonksiyonlarınıLmin operatörünün indeks defekt sayıları

(2, 2) olacak şekilde kabul edilecektir. Yani l (y) differensiyel ifadesi için Weyl limit

çemberi durumunun sağlandı̆gı varsayılacaktır. Lmin operatörünün indeks defekt

sayılarının (2, 2) olması için şu şekilde bir yeter koşul verebiliriz: Kabul edelim ki

p, q, q
′ ∈ ACloc[0,∞) ve q

′
ve q

′′
yeterince büyük x0 için [xo,∞) aralı̆gında sabit

i̧saretli olsun. Ayrıca x→∞ için q → −∞ ve q
′=O

(
|q|β
)

; 0 < β < 3
2
sağlansın. Bu

durumda eğer ∫ ∞
|q (x)|−

1
2 dx <∞

ise Lmin operatörü (2, 2) indeks defekt sayılarına sahiptir (Naimark 1968).

Ω =
{
y ∈ L2[0,∞) : y, py

′ ∈ ACloc[0,∞), l (y) ∈ L2[0,∞)
}

olsun.

Ω kümesi, l (y) tarafından üretilen Lmax maksimal operatörünün tanım kümesidir.

Ayrıca Lmax = L∗min sağlanır (Naimark 1968). Her y1, y2 ∈ Ω için

[y1, y2]x = y1 (x)
(
p (x) y

′
2 (x)

)
−
(
p (x) y

′

1 (x)
)
y2 (x)

olarak tanımlansın.

Green formülü ∫ b

0

l (y1) y2dx−
∫ b

0

y1l (y2)dx = [y1, y2]b − [y1, y2]0 (6.1)

şeklinde verilir (Naimark 1968).
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(6.1) den her y1, y2 ∈ Ω için [y1, y2]∞ = lim→∞ [y1, y2]x limiti vardır ve sonludur.

Gerçektende Wx [y1, y2] ile

−
(
p (x) y

′
)′

+ q (x) y = λy, x ∈ [0,∞), λ ∈ C (6.2)

denkleminin y1 = y1 (x, λ) ve y2 = y2 (x, λ) olan iki çözümünün Wronskiyenini tanım-

lansın. Bu durumda

Wx [y1, y2] = [y1, y2]x

gerçeklenir. θ (x, λ) ve ϕ (x, λ) ile (6.2)denkleminin

θ (0, λ) = cosα, p (0) θ
′
(0, λ) = sinα

ϕ (0, λ) = − sinα, p (0)ϕ
′
(0, λ) = cosα ;α ∈ R

başlangıç koşullarını sağlayan çözümleri tanımlansın. θ (x, λ) ve ϕ (x, λ) çözüm-

leri (6.2) denkleminin temel çözümler sistemini oluştururlar ve λ nın tam fonksi-

yonudurlar. Ayrıca bu çözümler reel λ lar için reel değerlidir. Lmin operatörünün

indeks defekt sayıları(2, 2) olduğundan θ (x, λ) ve ϕ (x, λ) çözümleri L2[0,∞) sınıfına

aittir. z (x) = θ (x, 0) ve u (x) = ϕ (x, 0) olsun. Bu durumda z (x) ve u (x) , l (y) = 0

denkleminin

z (0) = cosα, p (0) z
′
(0) = sinα (6.3)

u (0) = − sinα, p (0)u
′
(0) = cosα

başlangıç koşullarınısağlayan çözümleri olurlar. Ayrıca z, u ∈ L2[0,∞) ve z, u ∈ Ω

sağlanır. Sonuç olarak her bir y ∈ Ω için [y, z]∞ve [y, u]∞ değerleri vardır ve sonludur.

y (0) cosα + p (0) y
′
(0) sinα = 0, [y, z]∞ − h [y, u]∞ = 0 (6.4)

sınır koşullarınısağlayan tüm y ∈ Ω fonksiyonlarının kümesi D (L) ile tanımlansın.

Burada h herhangi bir kompleks sayıdır. L operatörünün L2[0,∞) da tanım kümesi

D (L) olmak üzere her y ∈ D (L) için

Ly = l (y)

olarak tanımlansın.
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Ayrıca L2[0,∞) da l (y) differensiyel ifadesi ve

p (0) y
′
(0) + h0y (0) = 0, [y, z]∞ cosα + [y, u]∞ sinα = 0

sınır koşulu ile üretilen operatörü M ile gösterilsin.Burada h0 herhangi bir kompleks

sayıdır. Imh0 > 0 ve Imh > 0 olduğu varsayılsın. L ve M operatörlerinin non-

selfadjoint olduklarıaçıktır.

Bu tezde Livsic teoremi kullanılarak L ve M operatörlerinin tüm özvektörlerinin ve

eşleşen vektörlerinin L2[0,∞) da tam olduğu gösterilecektir.

A, H Hilbert uzayında D (A) tanım kümesine sahip lineer non-selfadjoint bir oper-

atör olsun. Eğer y ∈ D (A) için A nın tüm kuvvetleri tanımlıve bu y için n > 0 olmak

üzere (A− λ0y)n = 0 eşitliği gerçekleniyosa y 6= 0 a A operatörünün λ0 özdeğerine

kaŗsılık gelen kök vektörü denir. A nın aynıλ0 özdeğerine kaŗsılık gelen kök vektörü

ile y = 0 vektörü bir Nλ0 lineer kümesini oluşturur ve Nλ0 a kök lineal denir. Nλ0 ın

boyutu λ0 özdeğerinin cebirsel katıadınıalır. Nλ0 özdeğerlerin lineer kombinasyon-

larınıve A operatörünün λ0 özdeğerine kaŗsılık gelen vektörleri içerir. Sonuç olarak;

A nın özdeğerlerinin ve onlara kaŗsılık gelen vektörlerin oluşturduğu tam sistem , bu

operatörün tüm kök vektörlerinin oluşturduğu tam sisteme eşittir (Gohberg ve Krein

1969)

H Hilbert uzayındaki tüm nükleer operatörlerin kümesi σ1 ile tüm Hilbert- Schmidt

operatörlerin kümesi ise σ2 ile gösterilecektir.{
µj (A)

}υ(A)
j=1

; A ∈ σp; p = 1, 2, operatörünün sıfır olmayan tüm özdeğerlerinin

bir dizisi olsun. Bu dizi özdeğerlerin cebirsel katına göre azalan şekilde düzen-

lensin. Burada υ (A) (≤ ∞) , A nın sıfır olmayan tüm özdeğerlerinin cebirsel katının

toplamıdır.Eğer A ∈ σ1 ise
υ(A)∑
j=1

µJ (A) toplamıA nın izi adınıalır ve spA ile tanım-

lanır.

Teorem 6.1. Kabul edelim ki 1
p
,q ∈ L (a, b) , 0 ≤ a < b ≤ ∞ olsun.Bu durumda 6.2

denkleminin her çözümü ve py′ fonksiyonu λ nın 1
2
inci dereceden tam fonksiyonudur.

Ayrıca öyle M, B, δ sabitleri vardır ki;

|y (t, λ)| ≤ BeM
√
|λ|; a ≤ t ≤ b, |λ| ≥ δ (6.5)

|py′ (t, λ)| ≤ BeM
√
|λ|; a ≤ t ≤ b, |λ| ≥ δ
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sağlanır (Anton Zettle 2005).

İspat v = py′ ve v′ = (q − λ) y olsun.Bu durumda

[
|λ| |y|2 + |v|2

]′
= [|λ| yy + vv]′

= |λ|
(

1

p
vy +

1

p
vy

)
+ (q − λ) yv +

(
q − λ

)
yv

bulunur.

2 |ab| ≤ |λ| |a|
2 + |b|2√
|λ|

; |λ| 6= 0

eşitsizliğini dikkate alırsak

[
|λ| |y|2 + |v|2

]′
=

(
|λ| 1

|p| + |q|+ |λ|
)
yv +

(
|λ| 1

|p| + |q|+ |λ|
)
yv

=

(
|λ| 1

|p| + |q|+ |λ|
)

(yv + yv)

= 2 Re (yv)

(
|λ| 1

|p| + |q|+ |λ|
)

≤ 2 |yv|
(
|λ| 1

|p| + |q|+ |λ|
)

≤ |λ| |y|2 + |v|2√
|λ|

(
|λ| 1

|p| + |q|+ |λ|
)

bulunur. O halde [
|λ| |y|2 + |v|2

]′
|λ| |y|2 + |v|2

≤
√
|λ| 1

|p| +
1√
|λ|
|q|+

√
|λ|

buradan [
log
(
|λ| |y|2 + |v|2

)]′ ≤√|λ| 1

|p| +
1√
|λ|
|q|+

√
|λ|

ve ∫ t

0

[
log
(
|λ| |y|2 + |v|2

)]
dx ≤

∫ t

0

(√
|λ| 1

|p| +
1√
|λ|
|q|+

√
|λ|
)
dx

elde edilir.
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C = log
(
|λ| |y (0)|2 + |v (0)|2

)
olmak üzere

[
log
(
|λ| |y|2 + |v|2

)]
≤ logC +

∫ t

0

(√
|λ| 1

|p| +
1√
|λ|
|q|+

√
|λ|
)
dx

dolayısıyla

|λ| |y|2 + |v|2 ≤ eC exp

{√
|λ|
∫ t

0

(
1

|p| + 1

)
dx+

1√
|λ|

∫ t

0

|q| dx
}

bulunur.

M =

∫ t

0

(
1

|p| + 1

)
dx <∞, eC exp

{
1√
|λ|

∫ t

0

|q| dx
}
< B <∞

olmak üzere (6.5) elde edilir
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7. L VE M OPERATÖRLERİNİN KÖK VEKTÖRLERİNİN TAMLIĞI

Lemma 7.1 Sıfır, L operatörünün özdeğeri değildir.

İspat y ∈ D (L) ve Ly = 0 olsun. Bu durumda y fonksiyonu

−
(
p (x) y

′
)′

+ q (x) y = 0 (7.1)

denklemini ve

y (0) cosα + p (0) y
′
(0) sinα = 0, [y, z]∞ − h [y, u]∞ = 0 (7.2)

koşulunu sağlar. z ve u, l (y) = 0 denkleminin lineer bağımsız çözümleri olduğundan

y (x) = c1z (x) + c2u (x)

şeklinde yazabiliriz. Burada c1, c2 keyfi sabitlerdir. (6.3) ve (6.4) sınır koşullarından

(c1z (0) + c2u (0)) cosα + p (0) sinα (c1z
′ (0) + c2u

′ (0)) = 0

c1 cos2 α− c2 cosα sinα + c1 sin2 α + c2 cosα sinα = 0

elde edilir. Dolayısıyla c1 = 0 elde edilir. Bu durumda y (x) = c2u (x) olur. (6.4)

sınır koşulundan c2 = 0 elde edilir. Dolayısıyla y (x) = 0 bulunur. Bu da ispatı

tamamlar.

Lemma 7.1 den L−1 ters operatörü mevcuttur. u (x) ve v (x) = z (x)−hu (x) fonksiy-

onlarıele alınsın. Bu fonksiyonlar L2[0,∞) sınıfına aittir. u (x) fonksiyonu

y (0) cosα + p (0) y′ (0) sinα = 0

sınır koşulunu ve v (x) fonksiyonuda

[y, z]∞ − h [y, u]∞ = 0
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sınır koşulunu sağlar. Bu durum doğrudan bir hesaplamayla görülebilir:

u (0) cosα + p (0)u′ (0) sinα = − sinα cosα + sinα cosα = 0

ve

[z − hu, z]∞ − h [z − hu, u]∞ = −h [u, z]− h [z, u] = 0

sağlanır. O halde u (x) ve v (x) fonksiyonları(7.1)− (7.2) sisteminin temel çözümler

sistemidir.

Şimdi L operatörünün Green fonksiyonunu bulunsun:

Ly − λy = 0, y ∈ D (L) (7.3)

y (0) cosα + p (0) y′ (0) sinα = 0 (7.4)

[y, z]∞ − h [y, u]∞ = 0

sınır değer problemini dikkate alalım. u (t) ve v (t) = z (t)−hu (t), (7.3) denkleminin

(7.4) sınır koşullarınısğlayan çözümleri olsun. W [u, v] = −1 6= 0 olduğundan u ve v

fonksiyonarılineer bağımsız olacağından (7.3) in genel çözümü

y (t, λ) = c1 (λ)u (t) + c2 (λ) v (t)

şeklinde alınabilir. Parametrelerin deği̧simi yöntemi uygulanarak

Ly − λy = f, y ∈ D (L) , f ∈ L2 (0,∞)

denkleminin genel çözümü

y (t, λ) = c1 (t, λ)u (t) + c2 (t, λ) v (t)

şeklinde aranırsa

y (t, λ) = α1u (t) + α2v (t) +

t∫
0

f (t)u (x) v (t) dx+

∞∫
t

f (x)u (t) v (x) dx
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olarak bulunur. (7.4) sınır koşullarından α1 = α2 = 0 bulunur. O halde genel çözüm

y (t, λ) =

t∫
0

f (t)u (x) v (t) dx+

∞∫
t

f (x)u (t) v (x) dx

şeklindedir. Burada

G (x, t) =

{
u (x) v (t) ; 0 ≤ x ≤ t

u (t) v (x) ; t ≤ x ≤ ∞

şeklinde tanımlanırsa bu fonksiyon (7.4) sınır koşullarınıgerçekler. G (x, t) , (7.3) −
(7.4) sınır değer probleminin Green fonksiyonudur. u, v ∈ L2 (0.∞) olduğundan∫ ∞

0

∫ ∞
0

|G (x, t)|2 dxdt <∞

özelliğini gerçekler. G (x, t) bir Hilbert-Schmidt çekirdeğidir. O halde Teorem 2.17

den

Kf =

∫ ∞
0

G (x, t) f (t) dt, f ∈ L2[0,∞) (7.5)

olarak tanımlananK integral operatörü kompakttır. AyrıcaK = L−1 dir. Dolayısıyla

L ve K operatörlerinin kök vektörleri çakı̧sıktır. Bu durum gösterir ki; L oper-

atörünün L2[0,∞) da özvektör ve eşleşen vektörlerinin tamlı̆gı, K operatörünün

L2[0,∞) da özvektör ve eşleşen vektörlerinin tamlı̆gına eşittir. Bir kompakt oper-

atörün sıfır olmayan öz değerlerinin cebirsel katısonlu olduğundan L operatörünün

herbir özvektörü sadece sonlu sayıda lineer bağımsız eşleşen vektöre sahiptir.

ϕ, (6.2) denkleminin çözümü olmak üzere

a1 (λ) : = [ϕ (x, λ) , z (x)]∞

a2 (λ) : = [ϕ (x, λ) , u (x)]∞

olarak tanımlansın.

a (λ) = a1 (λ)− ha2 (λ)

olmak üzere

σd (L) = {λ : λ ∈ C, a (λ) = 0}

kümesi L operatörünün özdeğerlerinin kümesidir.
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Teorem 7.2 aj (λ) ; j = 1, 2 fonksiyonları≤ 1 inci mertebeden minimal tipten tam

fonksiyonlardır.

İspat

ab,1 (λ) : = [ϕ (x, λ) , z (x)]b = p (b) [ϕ (b, λ) z′ (b)− ϕ′ (b, λ) z (b)]

ab,2 (λ) : = [ϕ (x, λ) , u (x)]b = p (b) [ϕ (b, λ)u′ (b)− ϕ′ (b, λ)u (b)]

olarak tanımlansın. Teorem 6.1 den ϕ (b, λ) ve ϕ′ (b, λ) fonksiyonlarıλ ya göre 1
2
-nci

dereceden tam fonksiyonlardır. Dolayısıyla aj (λ) ; j = 1, 2 fonksiyonlarıda aynı

özelliğe sahiptir.

Şimdi kompleks düzlemdeki her kompakt kümedeki λ lar için ab,j (λ) tam fonksiy-

onunun b → ∞ için aj (λ) fonksiyonuna düzgün olarak yakınsadı̆gını gösterilsin:

y = y (x, λ), (6.2) dekleminin bir çözümü olsun. Bu durumda

y = [y, u]x z − [y, z]x u (7.6)

yazılabilir. f1 (x, λ) = [y, z]x, f2 (x, λ) = [y, u]x fonksiyonları

d

dx
f1 (x, λ) =

d

dx
(y (pz′)− (py′) z) = λy (x, λ) z (x, λ)

d

dx
f2 (x, λ) =

d

dx
(y (pu′)− (py′)u) = λy (x, λ)u (x, λ) , x ∈ [0,∞)

birinci dereceden diferensiyel denklemleri sağlarlar. (7.6) ifadesi dikkate alınırsa

∂

∂x

[
f1 (x, λ)

f2 (x, λ)

]
=

[
λy (x, λ) z (x)

λy (x, λ)u (x)

]

= λ

[
[y, u] z2 − [y, z]uz

[y, u]uz − [y, z]u2

]

= λ

[
f2z

2 − f1uz
f2uz − f1u2

]

= λ

[
−uz z2

−u2 zu

][
f1

f2

]
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bulunur. Dolayısıyla

Φ (x) =

[
−u (x) z (x) z2 (x)

−u2 (x) z (x)u (x)

]
ve f (x, λ) =

[
f1 (x, λ)

f2 (x, λ)

]

olmak üzere
∂

∂x
f (x, λ) = λΦ (x) f (x, λ) ; x ∈ [0,∞) (7.7)

bulunur.Ayrıca Φ (x) matrisinin elemanlarıL1 [0,∞) sınıfına aittir.

w =

[
w1

w2

]

olmak üzere w matrisinin normu ||w|| = |w1|+ |w2| şeklide tanımlansın. Ayrıca 2×2

şeklindeki kare matrisin normu da ||.|| olarak gösterilsin. Bu durumda ||Φ (x)|| ∈
L1 [0,∞) olur. y (x, λ) = ϕ (x, λ) olmak üzere (7.7) eşitliğinin her iki yanıintegre

edilirse
x∫
b

∂

∂t
f (t, λ) =

x∫
b

λΦ (t) f (t, λ) dt

dolayısıyla

f (x, λ) = f (b, λ) + λ

∫ x

b

Φ (t) f (t, λ) dt;x ∈ [0,∞) (7.8)

bulunur. Burada y (x, λ) = ϕ (x, λ) olduğundan

f (b, λ) =

[
f1 (b, λ)

f2 (b, λ)

]
=

[
[y, z]b

[y, u]b

]
=

[
ab,1 (λ)

ab,2 (λ)

]

f (0, λ) =

[
f1 (0, λ)

f2 (0, λ)

]
=

[
[y, z]0

[y, u]0

]
=

[
−1

0

]

f (∞, λ) =

[
a1 (λ)

a2 (λ)

]

elde edilir.(7.8) den

||f (x, λ)|| ≤ ||f (b, λ)||+ |λ|
∫ x

b

||Φ (t)|| . ||f (t, λ)|| dt

bulunur. Gronwall eşitsizliğinden

||f (x, λ)|| ≤ ||f (b, λ)|| exp

{
|λ|
∫ x

b

||Φ (t)|| dt
}
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sağlanır. Böylece f (0, λ) = 1 olduğu dikkate alınırsa

||f (∞, λ)− f (b, λ)|| ≤ |λ|
∫ ∞
b

||Φ (t)|| . ||f (t, λ)|| dt (7.9)

≤ |λ|
∫ ∞
b

[
||Φ (t)|| . ||f (b, λ)|| exp

{
|λ|
∫ t

b

||Φ (z)|| dz
}]

dt

≤ |λ|
∫ ∞
b

[
||Φ (t)|| . ||f (0, λ)|| exp

{
|λ|
∫ ∞
0

||Φ (z)|| dz
}]

dt

= |λ|
∫ ∞
b

||Φ (t)|| dt. exp

{
|λ|
∫ ∞
0

||Φ (z)|| dz
}

= |λ|
∫ ∞
b

||Φ (t)|| dt. exp

{
|λ|
∫ ∞
0

||Φ (t)|| dt
}

elde edilir. Ayrıca (7.8) den

f (∞, λ) = f (b, λ) + λ

∫ ∞
b

Φ (t) f (t, λ) dx (7.10)

elde edilir. (7.9) da b→∞ için limit alınırsa f (b, λ)→ f (∞, λ) gerçeklenir.Dolayısıyla

b→∞ için ab,j (λ)→ aj (λ) ; j = 1, 2 sağlanır. Böylece aj (λ) ; j = 1, 2 fonksiyonları

tam fonksiyonlardır.

(7.10) da b = 0 için Gronwall eşitsizliğinden

‖f (∞, λ)‖ ≤ exp

{
|λ|
∫ ∞
0

||Φ (t)|| dt
}

eşitsizliğine ulaşılır. Yani aj (λ) nın tertibi 1 den büyük olamaz. Keyfi sabitlenmi̧s b

için aj (λ) ; j = 1, 2 fonksiyonlarıλ ya göre 1
2
-nci dereceden olduğundan (7.10) dan

aj (λ) ; j = 1, 2 fonksiyonlarıminimal tiptendir. Böylece ispat tamamlanır.

(6.1) Green formülünde y1 = ϕ (x, λ) , y2 = z (x) alınır ve b→∞ için limit alınırsa∫ ∞
0

l (ϕ) zdx−
∫ ∞
0

ϕl (z) dx = [ϕ (x, λ) , z (x)]∞ − [ϕ (x, λ) , z (x)]0

bulunur.
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Burada l (z) = 0, [ϕ (x, λ) , z (x)]0 = −1 ve
∫∞
0
l (ϕ) zdx = λ

∫∞
0
ϕ (x, λ) z (x) dx

olduğu dikkate alınırsa

a1 (λ) = [ϕ (x, λ) , z (x)]∞ = −1 + λ

∫ ∞
0

ϕ (x, λ) z (x) dx

eşitliği elde edilir. Benzer şekilde

a2 (λ) = [ϕ (x, λ) , u (x)]∞ = λ

∫ ∞
0

ϕ (x, λ)u (x) dx

elde edilir. Bu durumda

a (0) = a1 (0)− ha2 (0) = −1

bulunur.

Şimdi y1, y2 ∈ Ω için

det

[
[y1, u] [y1, z]

[u, y2] [z, y2]

]
= [y1, y2]x ; 0 ≤ x ≤ ∞ (7.11)

formülü ispatlansın. y1, y2 ∈ Ω olmak üzere

det

[
[y1, u]x [y1, z]x

[u, y2]x [z, y2]x

]
= det

[
y1u

′ − y′1u y1z
′ − y′1z

uy2
′ − u′y2 zy2

′ − z′y2

]
x

= [(y1u
′ − y′1u) (zy2

′ − z′y2)− (y1z
′ − y′1z) (uy2

′ − u′y2)] (x)

= [u′z (y1y2
′ − y2y′1)− uz′ (y1y2′ − y2y′1)] (x)

= [(u′z − uz′) (y1y2
′ − y2y′1)] (x)

= [y1, y2]x

elde edilir.

Teorem 7.3 L operatörü dissipatiftir.

İspat y ∈ D (L) olsun. Green formülünden

(Ly, y)− (y, Ly) = [y, y]∞ − [y, y]0 (7.12)

bulunur.
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(6.4) sınır koşulundan [z, y]∞ = −h [y, u]∞ elde edilir. Ayrıca [y, y] = 0 dır.Bu

eşitsizlikler ve (7.11) formülünden faydalanılarak

[y, y]∞ = [y, u]∞ [z, y]∞ − [y, z]∞ [u, y]∞ (7.13)

= −h |[y, u]∞|
2 + h |[y, u]∞|

2

= 2i (Imh) |[y, u]∞|
2

eşitliğine ulaşılabilir. Bu ise Im (Ly, y) = (Imh) |[y, u]∞|
2 ≥ 0 olacağınıgösterir. O

halde L operatörü dissipatiftir.

L operatörü dissipatif olduğundan tüm özdeğerleri Imλ ≥ 0 kapalıüst yarıdüzle-

mindedir.

Teorem 7.4 L operatörü maksimal dissipatiftir.

İspat

Ly − λy = 0 (7.14)

denkleminin

y (0, λ) = − sinα, p (0) y′ (0, λ) = cosα (7.15)

[y, z]∞ = h, [y, u]∞ = 1

koşullarınısağlayan iki özel çözümleri ϕ ve κ ile verilsin. W [ϕ, κ] = w (λ) olarak

gösterilsin. λ ∈ C, (7.14) − (7.15) in bir özdeğeri değilse w (λ) 6= 0 dır. Buradan ϕ

ve κ fonksiyonlarılineer bağımsız olacağından (7.14) in genel çözümü

y (x, λ) = c1 (λ)ϕ (x, λ) + c2 (λ)κ (x, λ)

şeklinde ele alınabilir. Parametrelerin deği̧simi yöntemi uygulanarak

− (py′)
′
(x) + q (x) y (x)− λy (x) = f (x) (7.16)

denkleminin genel çözümü

y (x, λ) = c1 (x, λ)ϕ (x, λ) + c2 (x, λ)κ (x, λ)
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şeklinde aransın. Bu durumda

y (x, λ) = α1ϕ (x, λ)+α2κ (x, λ)−
x∫
0

f (t)

w (λ)
ϕ (t, λ)κ (x, λ) dt−

∞∫
x

f (t)

w (λ)
ϕ (x, λ)κ (t, λ) dt

olarak bulunur. Şimdi bu çözüme (7.15) sınır koşullarıuygulatıırsa α1 = α2 = 0

bulunur. O halde genel çözüm

y (x, λ) = −
x∫
0

f (t)

w (λ)
ϕ (t, λ)κ (x, λ) dt−

∞∫
x

f (t)

w (λ)
ϕ (x, λ)κ (t, λ) dt

olarak bulunur. Burada

G (x, t, λ) = −
{

ϕ(t,λ)κ(x,λ)
w(λ)

; 0 ≤ t ≤ x
ϕ(x,λ)κ(t,λ)

w(λ)
; x ≤ t ≤ ∞

şeklinde tanımlanırsa, bu fonksiyon (7.15) sınır koşullarını gerçekler. G (x, t, λ) ,

(7.14) − (7.15) sınır değer probleminin Green fonksiyonudur. ϕ ve κ ∈ L2 (0,∞)

olduğundan G (x, t, λ) bir Hilbert-Schmidt çekirdeğidir. (7.14) − (7.15) sınır değer

problemi

y (x, λ) =

∞∫
0

G (x, t, λ) f (t) dt := Rλ (L) f (x)

şeklinde ifade edilebilir. Her f ∈ L2 (0,∞) ve Imλ < 0 için Φ = Rλ (L) f (x) ∈
L2 (0,∞) gerçeklenir. Dolayısıyla f ∈ L2 (0,∞) ve Imλ < 0 için (L− λI) Φ = f

bulunur. Sonuç olarak (L− λI)D (L) = L2 (0,∞) gerçeklenir. O halde Teorem 4.2

den L operatörü maksimaldir.

Teorem 7.5 L operatörü reel özdeğere sahip değildir.

İspat λ0, L nin reel bir özdeğeri ve ϕ0 (x) = ϕ (x, λ0) bu özdeğere kaŗsılık gelen

özfonksiyon olsun. Bu durumda Lϕ0 = λ0ϕ0 sağlanır. λ0 reel olduğundan

Im (Lϕ0, ϕ0) = Im
(
λ0 ‖ϕ0‖

2) = 0

bulunur. Dolayısıyla (7.13) dan [ϕ0, u]∞ = 0 bulunur.O halde (6.4) sınır koşulundan

[ϕ0, z]∞ = 0 bulunur. θ0 (x) = θ (x, λ0) olsun. (7.11) kullanılırsa

1 = W0 [θ0, ϕ0] = W∞ [θ0, ϕ0] = [θ0, ϕ0]∞ = [θ0, u]∞ [z, ϕ0]∞ − [θ0, z]∞ [u, ϕ0]∞ = 0
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elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir. O halde L, reel özdeğere sahip değildir.

v (x) = z (x)−hu (x) olduğundan (7.5) de h = h1+ ih2 alınırsa K = K1+ iK2 olmak

üzere

K1f =

∫ ∞
0

G1 (x, t) f (t) dt, K2f =

∫ ∞
0

G2 (x, t) f (t) dt

bulunur. Burada

G1 (x, t) =

{
u (x) [z (t)− hu (t)] ; 0 ≤ x ≤ t

u (t) [z (x)− hu (x)] ; t ≤ x ≤ ∞
G2 (x, t) = −h2u (x)u (t) , h2 = Imh > 0

dır. K1 operatörü L2 [0,∞) da self-adjoint Hilbert Schmidt operatördür. K2 oper-

atörü L2 [0,∞) da bir boyutlu self-adjoint operatördür. Ayrıca her f ∈ L2 [0,∞)

için (K2f, f) ≤ 0 sağlanır. Bu durum doğrudan bir hesaplamayla görülebilir:

(K2f, f) =

(∫ ∞
0

G2 (x, t) f (t) dt, f

)
=

∫ ∞
0

{(∫ ∞
0

G2 (x, t) f (t) dt

)
f (x)

}
dx

= −h2
∫ ∞
0

{(∫ ∞
0

u (x)u (t) f (t)

)
f (x)

}
dx

= −h2
∫ ∞
0

u (x) f (x) dx

∫ ∞
0

u (x) f (x) dx

= −h2
∣∣∣∣∫ ∞
0

u (x) f (x) dx

∣∣∣∣2 ≤ 0

L2 [0,∞) da l (y) differensiyel ifadesi ve

y (0) cosα + p (0) y
′
(0) sinα = 0, [y, z]∞ − h1 [y, u]∞ = 0, h1 = Reh

sınır koşulu yardımıyla üretilen operatör L1 olsun. Bu durumda L−11 = K1 sağlanır.

T = −K ve T = T1 + iT2 olsun. Burada T1 = −K1 , T2 = −K2 dir. Sırasıyla

L ve L1 operatörlerinin özdeğerlerini λj ve δk ile tanımlayalım. Bu durumda −1λj , T

operatörünün; −1
δk
, T1 operatörünün özdeğerleri olur. L1 self-adjoint olduğundan her

k için Im δk = 0 dır.
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Teorem 7.6 ∑
j

Im

(
−1

λj

)
= spT2

sağlanır.

İspat A = T,B = T1 için Teorem 5.9 kullanılırsa

DT1/T (µ) =
D̃T1 (µ)

D̃T (µ)
exp {µspT2}

bulunur. Ayrıca

D̃A (µ) =
∏
j

(
1− µµj (A)

)
eµµj(A)

olduğundan

D̃T (µ) =
∏
j

(
1 +

µ

λj

)
e
− µ
λj

D̃T1 (µ) =
∏
k

(
1 +

µ

δk

)
e
− µ
δk

yazılır.

a (µ) = a1 (µ)− ha2 (µ)

d (µ) = a1 (µ)− h1a2 (µ)

olarak tanımlansın. Burada

a1 (µ) = [ϕ (x, λ) , z (x)]∞ = −1 + µ

∫ ∞
0

ϕ (x, λ) z (x) dx

a2 (µ) = [ϕ (x, λ) , u (x)]∞ = µ

∫ ∞
0

ϕ (x, λ)u (x) dx

şeklindedir. K ve K1 operatörlerinin özdeğerleri sırasıyla a (µ) ve d (µ) fonksiy-

onlarının kökleri ile çakı̧sıktır. Teorem 7.2 den a (µ) ve d (µ) fonksiyonları≤ 1.

dereceden minimal tipten tam fonksiyonlardır.
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Ayrıca

a (0) = a1 (0)− ha2 (0) = −1

d (0) = a1 (0)− h1a2 (0) = −1

dir. Böylece 5.6 dan

a (µ) = −
∏
j

(
1− µ

λj

)
, d (µ) = −

∏
k

(
1− µ

δk

)

yazılır. Bu durumda

D̃T (µ) = −a (−µ) e
−µ

∑
j
1
λj

D̃T1 (µ) = −d (−µ) e
−µ

∑
k

1
δk

bulunur. Dolayısıyla

DT1/T (µ) =
d (−µ)

a (−µ)
exp

{
µ
∑
j

1

λj
− µ

∑
k

1

δk
+ iµspT2

}

elde edilir. µ = it, 0 < t <∞ alınırsa

DT1/T (it) =
d (−it)
a (−it) exp

{
it
∑
j

1

λj
− it

∑
k

1

δk
− tspT2

}

dolayısıyla

1

t
log
∣∣DT1/T (it)

∣∣ =
1

t
log |d (−it)| − 1

t
log |a (−it)| −

∑
j

Im
1

λj
− spT2 (7.17)

bulunur. Teorem 5.11 den

lim
t→∞

1

t
log
∣∣DT1/T (it)

∣∣ = 0 (7.18)

bulunur. (5.5) ten

lim
t→∞

sup
1

t
log |a (−it)| ≤ 0 (7.19)

lim
t→∞

sup
1

t
log |d (−it)| ≤ 0

47



elde edilir. Diğer yandan t > 0 için∣∣∣∣1 +
it

λj

∣∣∣∣2 ≥ 1,

∣∣∣∣1 +
it

δk

∣∣∣∣2 ≥ 1

ve dolayısıyla

|a (−it)| ≥ 1, |d (−it)| ≥ 1

bulunur. Buradan

1

t
log |a (−it)| ≥ 0

1

t
log |d (−it)| ≥ 0

eşitsizliklerine ulaşılır. (7.19) ifadesinden

lim
t→∞

1

t
log |a (−it)| = lim

t→∞

1

t
log |d (−it)| = 0 (7.20)

elde edilir. (7.17), (7.18) ve (7.20) den

∑
j

Im

(
−1

λj

)
= spT2

elde edilir. Böylece teorem ispatlanır.

Dolayısıyla T operatörü Livsic Teoreminin koşullarını sağlar. O halde şu sonuca

ulaşılır:

Sonuç 7.7 T dissipatif operatörünün tüm kök vektörleri L2 [0,∞) uzayında tamdır.

Dolayısıyla K operatörünün tüm kök vektörleri L2 [0,∞) uzayında tamdır.

L2 [0,∞) uzayında L ve K operatörlerinin özvektörlerinin ve eşleşen vektörlerinin

tamlı̆gıçakı̧sık olduğundan Sonuç 7.7 den asağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 7.8 L2 [0,∞) uzayında L operatörünün tüm özvektör ve eşleşen vektör-

lerinin oluşturduğu sistem tamdır.

Benzer analiz M operatörü içinde yapılabilir. Dolayısıyla aşağıdaki teoremi verebil-

iriz.

Teorem 7.9 L2 [0,∞) uzayında M operatörünün tüm özvektör ve eşleşen vektör-

lerinin oluşturduğu sistem tamdır.
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