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1. GIRIS VE ONCEKI CALISMALAR

Sira istatistikleri istatistik teorisinin onemli kavramlarindan biri olup, temel istatistik
yontemlerinde ve istatistiksel sonu¢ ¢ikariminda kullanilmaktadir. Sira istatistiklerinin
kullanim alanlarindan biri de esleniklerdir. Sira istatistiklerinden elde edilen eslenikler
ozellikle risk gruplamasi, siralama ve tahmin problemleri olmak {izere bircok uygulama

alaninda kullanilmaktadir.

Gergek yasamda yer alan etkenler ve degiskenler dogal yapilar1 geregi birbirinden
bagimsiz degillerdir. Bu bagimliliktan dolay1 olasilik dagilimlarini modellemek i¢in ¢ok
degiskenli dagilimlarin kullanilmast olduk¢a uygundur. Bu sahada ele alinan ¢ok
degiskenli dagilim modellerinden birisi olan Sarmanov dagilimlar ailesi literatiirde ilk
kez Sarmanov (1966) tarafindan incelenmistir (Yagci 2002). Bu c¢alismalarin yarattigi
zemin lizerine insa edilmis diger cok degerli c¢aligmalar mevcuttur. Ayrica, c¢ok
degiskenli dagilimlarda sira istatistikleri ve esleniklerinin ortak dagilimlarini karakterize
etme problemi istatistik bilimi agisindan hem kuram hem de uygulama yonleriyle bir
deger tasimakta olup risk, aktiierya, finans, tip, biyoloji, jeoloji, hidroloji, ekonomi,
ziraat gibi pek cok uygulama alaninda ¢dziimleyici ve sonu¢ ¢ikarict yaklagimlara

dayanak olusturmaktadir.

Cok degiskenli dagilimlarda dagilima konu olan degiskenler arasindaki bagimlilik
yapisinin ortaya konulmasinda “kopula” kavrami son yillarda istatistik literatiiriinde
sik¢a kullanilmaktadir. Rastgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini ortaya koyan
kopulalar, tek degiskenli marjinalleri [0;1] aralig1 iizerinde diizgiin dagilima baglarken,
cok degiskenli dagilimlar kendi tek degiskenli marjinallerine baglayan fonksiyonlardir.
Iki degiskenli olasilik integral doniisiimleri yapilirken, bu doniisiimii kopula ile ifade

etmek islemleri daha da kolaylastirmaktadir.

Iki degiskenli olasilik integral déniisiimleri ve dagilim fonksiyonlarinin kopulalart ile
ilgili literatiirde yer alan onemli ¢alismalar; Nelsen vd. (2001), Bairamov ve Kotz

(2002), Rodriguez-Lallena, Jose A. ve Ubeda-Flores M. (2003) ’in ¢caligmalardir.



Aktuerya biliminde, risk yonetiminde bagimliligt modelleme konusu dogal risk
niceliklerinden dolay1 son yillarda artan bir 6nem kazanmistir. Kayip miktarlart gibi
bircok sigorta portfoyiiniin icinde ya da arasinda bagimlilik s6z konusudur. Bu tip
bagimli riskleri modelleme ¢alismalarinda; yiikiimliilik ve uygun fiyatlama (prim
hesaplar1) meseleleri i¢in bir sigorta risk yonetimi planlamasi anlamli risk 6l¢iimlerinin

kullanilmasini gerektirmektedir.

Bagimli risklerin dagilimlarinin kuantilleri, bir¢cok risk ol¢iisii i¢cin bagimli riskleri
modellemek amaciyla kullanilarak dagilimlar temelinde esas degerleri olusturur.
Kopulalar, bagimliligin modellenmesinde, risk niceliklerinin ortak dagilimlarini
bagimlilik yapist ve marjinal davranisi olarak ifade etme 6zelligine sahip oldugundan
kullanilish bir matematiksel aragtir. Denuit vd. (2005) tarafindan yapilan bir ¢alismada,
yeni ve kontrol edilebilir sigorta alani teorisindeki risk dl¢iimleri ve kopulalar agisindan
bagiml aktiieryal risk modelleri ile uygulamalar sunulmustur. Ayrica Joe (1997) ve
Mari ve Kotz (2001)’ un g¢aligmalarinda; bagimlilik, korelasyon ve ¢ok degiskenli

modelleme hakkinda agik ve oldukca genis bir istatistiksel bakis agis1 sunulmaktadir.

Genel terimlerle, bazi risk Olglimleri, kuantiller, olasilik integral doniistimleri ve
kopulalar arasinda kavramsal ve analitik bir iliski mevcuttur. Kuantiller; olasilik
dagilimlarinin genellestirilmis tersi olarak tanimlanir ve risk yonetimi pratiginde Riske
Maruz Deger (VaR) risk 6l¢iisii bakimindan esasi olusturur. Chen ve Welsh (2002), tek
degiskenli kuantiller, iki degiskenli kuantiller ve c¢ok degiskenli kuantillerin
genellestirilmeleri  tanimlamak i¢in  iki  degiskenli dagilim fonksiyonlarini
kullanmislardir. Bagimli risklerin bazi fonksiyonlarmi alarak; bazi risk yonetimi
problemleri bakimindan teknik enstriimanlar olarak kopulalarin kullanimi ile bir p-
kuantil risk Olcilisii olan VaR risk Ol¢limii i¢in smirlar ortaya konulabilmektedir
(Embrechts vd. (2003)). Riischendorf (2005) tarafindan yapilan calisma bazi risk
fonksiyonellerinin iizerinde bagimliligin etkisinin siirlandirilmas: hakkinda ayrinti

genislemelerini 6nermektedir.

Embrechts vd. (2005)’ un yapmis olduklar1 ¢alismada; kopula teorisi kullanilarak VaR’
a dayandirilan risk yonetimi i¢in miimkiin en kotii senaryolar ve ko-monotonlugu

destekleyen alternatif bir yaklagim iizerinde durulmustur.



Bedford (2006) tarafindan yapilan ¢alismada risk problemlerini hesaplamada kullanilan
kuantil testlerinden bahsetmis ve kopulalar1 kullanarak engelleyici 6deme
yiikiimliiliigiiniin etkililigini anlamada ek bir ara¢ onererek, giivenilirlik alani iginde risk

hesaplamanin 6nemli bir 6rnegini vermistir.

Gebizlioglu ve Kizilok (2007) bir portfoydeki mevcut riskleri agiklamak i¢in iki adiml
yaklasimu ile iki degiskenli bir model énermislerdir. Ik adimu risk faktorlerinin marjinal
dagilimlarinin belirlenmesi, ikinci adimi ise bir kopula fonksiyonu araciligi ile risklerin
ortak dagilimlarinin  belirlenmesi islemleri olusturmaktadir. Ayrica kopula
fonksiyonundan, Kosullu Riske Maruz Deger (CVaR, Conditional Value-at-Risk)
Ol¢iisti ¢ikarilmis ve bu temel {izerinde, en uygun portfoylin se¢imi problemi igin bir

uygun optimizasyon yontemi onerilmistir.

Fernandez (2008) sigortacilikta bilanco gelirlerinde bagimlilik yapisinin oSlgiilerini
kopula teorisi temellinde irdelemis ve bu bakisla kuyruk bagimliligi, VaR ve beklenen
bakiye hesaplar1 ortaya koymustur.

Denneberg ve Leufer (2008) stokastik degisimlilik (volatility) ve bagimlilik
parametreleri lizerine yaptiklar1 ¢alismada ikili degisimlilik ve bagimlilik parametresi
ile ilgilenmisler ve yapilan diger caligmalarda oldugu gibi kopula fonksiyonlar

kullanmiglardir.

Gebizlioglu ve Yager (2008) iki degiskenli riskler ve risk dl¢limlerinin kuantilleri igin
kopula fonksiyonlar1 yardimiyla giiven araliklar1 olusturmuslardir. Ayrica aktueryal risk
yonetiminin 6nemli 6l¢iim araglarindan VaR’ 1 ele alarak tolerans araliklar1 konusunda

0zgiin ve 6nemli kuramsal bulgular ortaya koymuslardir.

Tezin béliimleri sdyle olusturulmustur: Ikinci Béliimde sira istatistikleri ve dagilimlari

hakkinda temel kavram ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii Béliimde Nelsen vd. (2001)’ un calismalarina bagl kalmarak, kopula kavrami

hakkinda genel bilgiler verilmis ve iki degiskenli olasilik integral doniistimleri ile ilgili



teoremler ve sonuglarindan bahsedilmistir. Bu bolimde ayrica birlikteligin Olciileri

konusu da ele alinmustir.

Dordiincii Boliimde, sira istatistiklerinin esleniklerinin dagilimlari teorisi ele alinmistir.
Sira istatistiklerinin esleniklerinin dagilimlar1 ve ortak dagilimlarinin elde edilmesinde

kullanilan temel teoremler verilmistir.

Calismanin temel amacini olusturan Besinci Boliimde, sira istatistikleri ve esleniklerine
iki degiskenli olasilik integral doniisiimlerinin uygulanmasi gosterilmis, minimum,
maksimum ve carpim kopulalar1 kullanilarak Sarmanov dagilimlar ailesi iizerine

analitik yapilar olusturulmustur.

Altinct Bolim; ¢alismanin diger 6zgiin sonuglarini olusturmaktadir: Bu boliimde, iki
degiskenli olasilik integral doniisiimleri kullanilarak kuantiller i¢in tolerans araliklarinin
kurulumu gergeklestirilmis ve Sarmanov dagilimlar ailesi i¢in tolerans araliklar1 tizerine

0zglin ornekler verilmistir.

Yedinci Boliimde, Gebizlioglu ve Yager (2008) tarafindan FGM igin yapilan
caligmadan yola ¢ikarak Sarmanov dagilim ailesi i¢cin VaR (Riske Maruz Deger)’ in
ifade edilmesi ve ileride yapilabilecek c¢alismalar konusunda Onerilerde

bulunulmaktadir.



2. SIRA IiSTATISTIKLERIi VE DAGILIMLARI

X, X, X

n 2

birbirinden bagimsiz ve aynt F(x) dagilim fonksiyonuna sahip n
birimlik bir 6rneklem olmak iizere X, (1<7<n) ile bu drneklemin r-inci en kiiciik
degeri gosterilsin. Bu durumda, bu 6rneklemin sira istatistikleri X, <X, <..<X,

seklinde ifade edilir ve X, ’° ye r-inci sira istatistigi denir. r-inci sira istatistigi olan

X, ’nin dagilim fonksiyonu,

F(x)=P(X,, <x}= i('?][F(x)]’ﬂ—F(x)]“ L I<r<n
i=r\ 1
@.1)

bi¢iminde verilmektedir.
1 <r<s<n i¢in r-inci ve s-inci sira istatistiklerinin ortak dagilim fonksiyonu ;
E’,s ('x’ y) = P{Xr:n S X, Xsn S X}

-3 3 () (F()=F(o) (FFG)™ 5y, 1Sr<s<n

i=r j:m%ys—i)m
(2.2)

F(x)dagilm fonksiyonu mutlak stirekli olup f{x) gibi bir olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip olmasi durumunda r-inci sira istatistiginin olasilik yogunluk

fonksiyonu

fr(X):(r—1)1<n—r)./[F(x)]r_ [1-F(x)]" f(x) wosx<eo . I<r<n
2.3)

1<r<s <n i¢in r-inci ve s-inci sira istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

fos(57)= (r—l)/(s—’:il)/(n—s)/ L]0 F@] T [P0 () /()

-o<x<y<eo , 1<r<s<n

(2.4)



dir. 1< <n<..<p<n(I<k<n)i¢in, X, X .. X, , nin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu

(r,=1)!(r,—r, ;1)./...(11—1’,{)/

f;zfzr---,l”/{ (x])xg,-..,xk)

x[F(x] )TH [F(xz)—F(x]):lrﬂH ...[]—F(xk ):le(x])f(xz)...f(xk) -00<y, <x, <...<x, <00

(2.5)

olarak elde edilir. Burada x,=-o0, x,,, =+, 7,=0 ve r,,=n+1 olarak alinmasi

durumunda

25 [F(x.,)-F(x)]"""

i=0 (74”—74—])/ i=1

1 1

j;’1,7’2 ,,,,, I (x];xz,...,xk):n
(2.6)

olmaktadir. Ayrica X, , X, ,..,X,  rasgele degiskenlerinin (n tane sira istatistiginin)

n:n

ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

S (X %50x ) =n! (%) f(x,)..f(x,) -00<x,<x,<...<x, <00
@2.7)

olarak verilir (David ve Nagaraja 2003).

Teorem 2.1. X rasgele degiskeni igin, F (x) mutlak siirekli keyfi bir dagilim

fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu ise f(x)olsun. S (r,n)’ lerin sonlu

kiimesi olmak tizere

Zarnf;:n(x) = 0 ’ vx € R
s (2.8)

lineer iligkisi vardir. (Balasubramanian ve Beg 1997).
Teorem 2.2. X,,X,,.., X, , birbirinden bagimsiz ve aym F(x) dagilim fonksiyonuna

sahip n birimlik bir 6rneklem olsun. Sirasiyla F (x) ile r-inci sira istatistiginin dagilim



fonksiyonu, f. (x) ile olasihk yogunluk fonksiyonu, g ile k-nc1 momenti ve

M, (t) ile moment ¢ikaran fonksiyonu gosterilsin. O zaman,

Fo(x)=- % (_])l-.m.l(z'—zj(;j& () (2.9)
fin(x)= % (- (i_] j(”j 1 (x) .10

P e [T (1)
i =3 () (n J(Ju“ .11

i=n-r+1 -

Ve

(2.12)

dir (David ve Nagaraja 2003).



3. iKi DEGISKENLI OLASILIK iNTEGRAL DONUSUMLERI

3.1 iki Boyutlu Dagihmlar ve Kopulalar

R ile (—oo,+ oo) araligindaki gercel sayilar kiimesi, R ile ise bu araliktaki genisletilmis
gercel sayilar kiimesi gosterilsin. Bu durumda, R? =R xR genisletilmis gercel
diizlemdir. R*?’ deki bir dikdortgen; iki kapali araligmn kartezyen carpimi B ile
gosterilirse, bu durumda B=x,x,|x[y,»] dir. Burada
(x5 ), (X, 2,),(x,, 1), (x,,,) noktalar1 kosegen noktalardir. Birim kare / 2 I1=1[0,1]
in kartezyen ¢arpimi olan / x [’ dir. Bir 2-boyutlu gercel fonksiyon H , tanim kiimesi

R?’ nin bir altkiimesi olan DomH ve deger kiimesi R’ nin bir alt kiimesi olan RanH

seklinde tanimlanan bir fonksiyondur.

Tamm 3.1 S, ve S, R’ nin bos olmayan altkiimeleri ve H ise tanim kiimesi

DomH =S, xS, olan bir fonksiyon olsun. B = [x,,x, |x[y,,,] tim kdsegen noktalari

DomH ’ de olan bir dikdortgen olsun. Bu durumda B’ nin H -hacmi
Vy(B)= H(x,,y,)- H(x,,»)- H(x,y,)+ H(x,y,) (3.1
bigiminde verilebilir (Nelsen, 1999)

Ayni zamanda, B dikdortgeni iizerindeki A’ nin birinci dereceden farklari asagidaki

gibi verilirse V,,(B)’ ye, B dikdortgenin H -hacmi denir:
Dile(xay):H(xzay)- H(xlay)
Dile(an’)z H(xay2)_ H(xayl)'

O halde; B dikdortgenin H -hacmi, H’ nin B {izerindeki ikinci dereceden farki

olacaktir:



V,(B)=D 2D H(x,y)

Tammm 3.2 Eger kosegen noktalari DomH ° de olan tim B dikddrtgenleri igin
V,(B)=0 ise, H 2-boyutlu gercel fonksiyonuna 2-artandir denir (Nelsen 1999).

X, F dagilim fonksiyonlu siirekli bir rasgele degisken oldugunda U = F(X) rasgele
degiskeni ( X ’in olasilik integral dontigiimii) / =[0,1] aralifinda diizgiin dagilima sahip
olup yada P(F(X)<t)=t, t [0,1] bigiminde yazilir. Iki boyut i¢in ayn1 durum goz
Oniline alindiginda; X ve Y, sirastyla /' ve G dagilim fonksiyonlu rasgele degiskenler
olmak iizere H, ve H,, tek degiskenli marjinalleri F ve G olan iki degiskenli dagilim
fonksiyonlar1 olsun. H, ve H, i¢in ortak marjinallere kisitlama yapmak, X ve Y’ nin
tek degiskenli olasilik integral doniisiimiine bagli olmasini garantileyecektir. Bu
durumda H,(X,Y) tek boyutlu bir rasgele degisken olacaktir. Eger X ve Y’ nin ortak
dagilim fonksiyonu H, ise H,(X,Y)’ nin dagilim fonksiyonu hakkinda ne

sOylenebilecegi sorusunu cevaplamak icin ilk olarak siirekli iki degiskenli dagilim
fonksiyonlarinin kiimesi iizerinde siralamaya gitmek ve ikinci olarak rank korelasyon
katsayilar1 (Spearman rho’ su, Kendall tau’ su, Gini katsayis1 ve Spearman footrule-
kurali) dagilim fonksiyonlar1 bakimindan 6zlii olarak ifade edilmelidir (Nelsen vd.

2001).

Tamm 3.3 Kopula, asagidaki 6zelliklere sahip /*’den [’ ya bir C fonksiyonudur:

(i) 7 ’daki her u ve v i¢in,

C(u,0)=0=C(0,v) (3.2)
ve
Cu)=u ve C(1,v) =v; (3.3)

(ii) v, <u, ve v, <v, olmak tlizere / *daki her u,,u,,v,,v, i¢in,

Cluy,v,) = C(uy,v,) = C(u,,v,) + Cu;,v,) 20 (34

seklinde olmalidir (Nelsen 1999).



Kopulalarin, bilesik ve marjinal dagilimlan iliskilendiren 6zelligi asagidaki teoremle

belirtilmistir:

Teorem 3.1 (Sklar’in Teoremi) H fonksiyonu F ve G marjinal dagilimli bir ortak

dagilim fonksiyonu olsun. O =zaman Oyle bir C kopulast mevcuttur ki

R =[—o0,+00] ’daki biitiin x ve y ’ler i¢in,

H(x,y) = C(F(x),G(y)) (3.5)

dir (Sklar 1959).

Eger F ve G siirekli ise, C tektir; diger durumda RanF x RanG iizerinde tek olarak
belirlenir. Burada RanF ve RanG, R ’nin altkiimeleri olan deger kiimeleridir. Diger

taraftan, eger C bir kopula ve F' ve G dagilim fonksiyonlari ise (3.5) ile verilen H, F

ve G marjinal dagilimli bir ortak dagilim fonksiyonudur (Nelsen 1999).

3.2 Dagilim Fonksiyonlarimin Kopulalari

M ve W, sirasiyla Frechet-Hoeffding iist ve alt sinir kopulalar1 olmak iizere, herhangi

bir C kopulasi

W(u,v) =max(u+v-10) < C(u,v) < min(u,v) = M (u,v) (3.6)
esitsizligi saglamaktadir.

Stirekli X ve Y rasgele degiskenleri icin, ancak ve ancak kopulalart M (W) ise X ve
Y ’nin her biri digerinin hemen hemen her yerde artan (azalan) bir fonksiyonudur.
Bagimsiz siirekli rasgele degiskenlerin kopulast Il(u,v) =uv’dir. X rasgele
degiskeninin dagilim fonksiyonu df(X) yada F harfiyle ifade -edilecektir.

X <

<g Yo df(X)2df(Y) dir. Burada “<g,” stokastik esitsizligi gostermektedir.

=8t

My iki degiskenli dagilim fonksiyonu H 'nin R’ iizerindeki dl¢iisiinii, benzer bicimde
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M de C kopulasinin 7/° iizerindeki Olgiisiinii gosterecektir. Son olarak, 5C,

0 c (1) = C(#,1) olarak verilen C ’nin diagonal (kdsegen) kismidur.

Tamm 34 H, ve H,, ortak FF ve G siirekli marjinal dagilim fonksiyonlu iki

degiskenli dagilim fonksiyonlar1 olsun. X ve Y ’nin ortak dagilim fonksiyonlar #,

olmak iizere, <H1|H 2>(X ,Y) H,(X,Y) rasgele degiskenini gostersin. H, 'in dagilim
fonksiyonu H,, yani df (<H1|H2>(X Y )) (kisaca (H 1|H 2) ile gosterilsin) asagidaki
gibi ifade edilir:

(#1,#1, Yoy = Pr|( 1 [, ) (X, Y ) < )=y, (6, v) e R Y <)) tet 3.7)

Kopulalar, Diizglin [0,1] dagilimina sahip marjinal dagilimlar1 olan iki degiskenli
dagilim fonksiyonu oldugundan ayni tanim kopulalar i¢in yazilabilir. Bu durumda, eger

C, ve C, herhangi iki kopula ve U, V' ortak dagilim fonksiyonlar1 C, olan diizgiin
[0,1] rasgele degiskenler ise o zaman <CI|C2>(U,V) C,(U,V) rasgele degiskenini
gosterir ve C,’in dagilim fonksiyonu C,

(e, o =pelc|c,)v.v)st]= e (wv)e Plcw <) el (3.8)
biciminde verilir (Nelsen et. al. 2001).

Teorem 3.2 (Nelsen vd.. 2001) H,, H,, FF', G, X ve Y Tanim 3.4’deki gibi olsun,

C,ve C, H, ve H,’yekarsilik gelen kopulalar olmak iizere;

(H1|H2):(C1|C2) (3.9)
dir.

<C1|C2> icin dagilim fonksiyonu asagidaki ¢izelge 3.1’ de gosterilmistir.
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Cizelge 3.1 C,,C, € {M ,H,W} i¢in <C1|C2> ‘nin dagilim fonksiyonlar1 (Nelsen vd.
2001)

CZ

Cl

M t 2t —1? min(2z,1)

1 Vi t—tlnt 1— Jmax(0,1 — 47)

W (1+1)/2 1-(1-1)2/2 .

Ispat. t € I igin,

(| H X0 = gy, (.)€ R, (XL Y) < 8)) = g1,y (v, 0) € RPCL(F (0, G () < 1)
= ue ({w.v)e Plc, .y <tf)=(c|c, Yo,

u = F(x),v=_G(y) doniisiimii yoluyla elde edilir.

Bunun anlami, X ve Y ’nin kesin siirekli doniisiimleri altinda degismezligin

saglanmasiyla H,’in dagilim fonksiyonu H,, C,’in dagilim fonksiyonu C,’ye

benzerdir.

Ornek 3.1 M, 77 ve W ’nun dagilim fonksiyonu M, 77 ve W (3.8) ’den hesaplanip

Cizelge 3.1°de gosterilmektedir (¢ € I igin).
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Bu durumda 6rnegin, <M |M > I *da diizgiin dagilima <M |17 > a =1, f =2 parametreli
beta dagilimina, <M|W> [0,1/2]’de diizglin dagilima, <H|M> a=1/2, =1

parametreli beta dagilimina sahiptirler.

Ornek 3.2 U ve V ortak dagilim fonksiyonlart C olan diizgiin [0,1] dagilima sahip
rasgele degiskenler olsun. J.(t)=C(t,t) kdsegen kopula olmak iizere kolaylikla ¢ € /

i¢cin (M |C )( t)=2t-0.(t) oldugu gosterilebilir ve bu nedenle U ve V'’ nin sira

istatistiklerinin dagilim fonksiyonlar1 M 'nin C dagilimina gore ifade edilebilir:

df (min(U,V ))(t)=2t=5.(t)=(M|C)(1),

df(max(U,V))(t):§C(t):2t—(M|C)(t)
bi¢iminde ifade edilebilir.

Ayrica (C \M )( t)=05."(t) dir; burada 5., &, nin sagdan siirekli “yari-tersi”dir,

yani t € [ igin 8.7 (t)= sup{u|5c(u) < t} dir.
3.3 Kopulalarin Kiimesi Uzerinde Siralama

Kopulalarin kiimesi iizerinde siralama bagintis1 kurmak i¢in kopulalarin dagilim
fonksiyonu kullanilacaktir. Bu islem, Sklar’in teoremi yardimiyla siirekli rasgele

degiskenlerin iki degiskenli dagilim fonksiyonlarinin kiimesi iizerinde yapilacaktir.

Tanim 3.5 C, C, ve C, kopula olsun. Bu durumda,

1. Eger (G|C,) 2, (G,|C,) ise C, C,’den df-larger’ du.
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2. Eger (C,|C) 2, (C,|C) ise C, C,’den C-larger’ dur.

Burada df-larger dagilimda daha genis, C-larger C kopulasina goére daha genis

anlaminda kullanilmistir.

df-larger Caperaa et al tarafindan 1997°de oOnerilmistir. Kopulalar i¢in iyi bilinen
stralama konkordant (concordance) siralamadir: Eger /°°de C, >C, ise C, C,’den

daha konkordanttir denir ve C, > C, seklinde gosterilir.

Teorem 3.3 (Nelsen vd. 2001) C, ve C, kopula olsun. Bu durumda C, > C,’dir ancak

ve ancak C; C,’den her C kopulasi i¢in C -larger ise.

Ispat. Oncelikle C, > C, oldugu varsayilsmn. 7 daki tiim ¢ ’ler igin:

{(u,v) € 12|C1 (u,v) < t}g {(u,v) € 12|C2 (u,v) < t}

ve buradan
,uc({(u,v) 612|C1(u,v)St})£ ,uc({(u,v)e r |C2(u,v)S t})

(her C kopulasi i¢in). Bu nedenle (C1|C)£ (C2|C)’dir, yani <C1|C> >, <C2|C> > dir.

I**de t, = C,(a,b) < C,(a,b) =1, ve t =1 ;tz

olacak sekilde bir (a,b) noktasi oldugu

varsayilsin. (C1 |C )( t)> (C2 |C )( t) ozelligine sahip bir C kopulasi ele alinsin; dyle ki

C, C,’den C-larger olmaz. Varsayalimki a <b’dir (a > b durumu benzerdir). /°’de

3 ¢izgi segmentleri (pargalari) lizerinde olasilik yogunlugu normal dagilimli olan bir C
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kopulasi géz onine almsm, L, (0,00dan ((t+a)/2,(t+a)/2)’ye, L,
(t+a)/2,(t—a+2b)/2)’den (a—-b+11)e ve L, (a—b+1,(t—a+2b)/2)den
(1,(t+a)/2) ye olsun. (a,b) L, olduguna dikkat edilirse, S, = {(u,v) € I*|C, (u,v) <t
ve S, = {(u,v) € 12|C2 (u,v) < t} olsun. O zaman (a,b)eint(S,)NS," ve
p1c(8,) < 1 ([0,a]x[0,6]) = @ < w1, (S,) *dir, Syle ki (C,|C)r) > (C,|Ckr) demektir. Bu

sonug ile ispat tamamlanmaktadir.

Teorem 3.3’ {in bir sonucu olarak, tim C’ ler i¢in, C,’in C,’den C -larger olarak C,

ve C, siralamasi ¢ok giiclii bir gerekli kosuldur ve konkordant siralamaya denktir.

Ornek 3.3 “ M -larger” siralama. i =1,2 icin U; ve V; C; kopulali U(0,I) dagilimina

sahip rasgele degiskenler olsunlar. Bu durumda

C, C,’den M -larger’dir & <C1 |M> >, <C2 |M>
slcm)<(cM)e s, " <o, o6, 26,
& df (max(U,,7,)) > df (max(U,,V,))

ve df (min(U,,7,)) < df (min(U, 7))

< min(U,,V;)<, min(U,, /)<, max(U,,7,)<,, max(U,,V;)

Bunun anlami; ancak ve ancak U, ve V,’in sira istatistikleri, U, ve V,’nin sira

istatistikleri tarafindan belirlenen araligin i¢inde yer aliyorsa C, C,’den M -larger’dir.
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3.4 Birlikteligin Olgiileri

Birlikteligin bazi oOlgiileri konkordant ve diskonkordant ifadelerine baglidir. Eger
(x, =x,)(y, —»,) >0 ise, reel sayilarin (x,,y,) ve (x,,y,) siral iki ¢ifti konkordant
ve eger (x, —x,)(y, —y,)<0 ise diskonkordant olarak adlandirilir. Bu bdliimdeki

konkordant ve diskonkordantin olasiliklar1 iizerine bagli olan birliktelik Olgiileri ve
kopulalarin dagilim fonksiyonlar1 arasindaki temel iliski agiklamalari Nelsen et. al.
(2001)’ un ¢alismalarindan yararlanilarak sunulmus olup, ilgili kuramsal temel

asagidaki teoremde belirtilmektedir.

Teorem 3.4 (Nelsen vd. 2001) (X,,Y)) ve (X,,Y,) swastyla H, ve H, ortak dagilim

fonksiyonlu, ortak F marjinal dagilim fonksiyonlu (X, ve X, ’nin) ve ortak G
marjinal dagilim fonksiyonlu (Y, ve Y, ’nin) siirekli rasgele degiskenlerin rasgele
vektorleri olsunlar. C, ve C, sirasiyla (X 1,Yl) ve (X 2,Yz)’nin kopulalarin1 gostersin.
0 (X,,1,) ve (X,.,Y,) nin konkordant ve diskonkordantlarinin olasiliklar1 arasindaki

fark1 gostersin, yani:

0= P[(X,-,)(1,~1,)> 0] P[(2,~)(,-1;) <0]. @10

O zaman Q C, ve C, nin bir fonksiyonudur ve

0=0(C,,C,)= 3—4f(cj |C,)(t)dt = 3—4f(c2 |C,)(t)dt (3.11)

seklinde verilir.

Ispat. Nelsen (1999)’ in sundugu ve yayinda ifade edilen Teorem 5.1.1°de

0=0(C,.C,)=4[ [ C,(uv)dC,(uy)~1= 4IOIIOIC2(u,v)dC1(u,v)—] (3.12)

ifadesi, denk bir ifade olarak,
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0=4E((C,|C,)(U,.1,))-1=4E((C,|C,) (U, 1)) -1 (3.13)

seklinde yazilabilir. Burada U, = F'(X;) ve V; =G(Y;) i=1,2"dir. Fakat, eger T [ ’da
1

bir rasgele degisken ve dagilim fonksiyonu K(¢) ise, o zaman E (T ) =1—-[K(t)dt dir.
0

Sonug olarak su soylenebilir ki; X ve ¥ C kopulali siirekli rasgele degisken olsun ve

Ty Pos Ve Ve @ sirastyla Kendall’in 7 ’sunun, Spearman’in p ’sunun, Gini’nin

y ’sinin ve Spearman’in footrule ¢ ’sinin kitle versiyonu olsun; bu takdirde

1. 7, :Q(C,C):3—4f(c|c)(z)dz
2. p, :3Q(C,17)=9—12f(c|17)(t)dt
3.7, =2Q(C,A)=6—8f(C|A)(z)dt

4. @, =§Q(C,M)—§ = 4—6i(C|M)(t)dt

saptamalar1 yapilir. Burada 4 = (M + W)/ 2 dir.

Kendall’in 7’su ve (C|C )’nin arasindaki iliski Caperaa vd. (1997) tarafindan
verilmistir. Burada (C|C ) Kendall’in 7 ’sunun bir analizi olarak onerilmistir (Genest ve

Rivest 1993). Spearman’in p ’su ve (C |H ) arasindaki benzer iligki Garralda Guillem

(1997) tarafindan verilmistir. Diger birliktelik olgiileri, kopulalarin diger dagilim

fonksiyonlarindan kolayca olusturulabilir.

C,,C, kopula ve 7,,7,, p..p,. 7.7, ¢, ¢, sirasi ile Kendall’in 7’su, Spearman’in
p’su, Gini’nin y ’s1 ve Spearman’in footrule ¢ ’sine uygun degerler olsun. O zaman,

asagida Sekil 3.1’ de gosterilen gerektirmeler dagilim fonksiyonlarinin kopulalar1 ve
birliktelik 6l¢iisiine bagl siralamalardir ve bunlar Tanim 3.5 ve yukaridaki sonug 1-4’

ten elde edilir:
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(c|c) <, (C|c,) =1 <7,

0 (G < (G |y = p <p,
C =~ C, o[ VC (GO <, (GO ] > (Gl < (G la = y<y,
[ (G M)Y< (CIM)y= ¢ < g,

Sekil 3.1 Cesitli bagimlilik siralamalari arasindaki gerektirmeler

C, ve C,’nin konkordant siralamasi(C, <~ C,) arasindaki gerektirmelerin dort
birliktelik Olgiistine uygun siralamayr gerektirdigi iyi bilinmektedir; bu demektir ki
T,<T,, PSPy Vi<V, @ <@,.Ug“C-larger” siralamada (C = I1,4 ve M igin)
ara durumlar bulunmaktadir; gerektirmede, konkordant siralama karsilastirilabilir
degilken, “df-larger” siralama var iken Kendall’in 7 ‘sunun degerleri lizerinde siralama

gerekmektedir (Nelsen vd.. 2001).
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4. SIRA ISTATISTIKLERININ ESLENIKLERI

Tanim 4.1. (Xl,Yl),(Xz,IQ),...,(Xn,Kq) rasgele vektorii bagimsiz ve aym
F(x,y)dagilimina sahip n birimlik érneklem olsun. X, <X, <..<X, 6rneklemin

ilk koordinati1 olan X’ in sira istatistikleri olmak lizere /<r<n i¢in X, ile r-inci

sira istatistigi gosterilsin. Eger

Y

[r.'n] = ij an = Xr.'n ’ ]=]’2 """ n (41)

ise Y[r_,n] > ye r-inci istatistiginin eslenigi denir (Nagaraja ve David 1994 , David ve
Nagaraja 1998).

Teorem 4.1. (X Y),(XZ,YZ),...,(Xn,Kq)rasgele vektorii bagimsiz ve aym F(x,y)

1071
stirekli dagilimina sahip » birimlik bir 6rneklem olmak iizere 7 -inci sira istatistiginin

eslenigi olan Y[r_,n] ‘ nin dagilim fonksiyonu

0 ‘ (4.2)

ve olasilik yogunluk fonksiyonu

g0 ()= 1 (7)1 ()

(4.3)
dir (Bhattacharya 1984, Balasubramanian ve Beg 1998).
Ispat. r-inci sira istatistiginin eslenigi olan Y[m] > nin dagilim,
Pl <} =Pl < -1,
k=1 (4.4)
olsun ve (4.4) esitligindeki olaylar ayrik olaylar oldugundan,
P{Yir:n] < y} = P{K < y’Xl = Xr:n} +P{Y'2 < y’XZ = Xr:n}

biciminde yazilabilir.

19



Pl <]
=PV, <y X, 22X, X 22X, X 2X X <X, .. X <X}
+P{Y, <y X,2X,X,>X,,., X, >2X, X,<X, ,...X,<X,}

+..t+
+P{Y, <y X,2X,X,2X,,..X,>2X, X, <X ..X <X, }

(4.6)
e n \(n—(r—=1)\(n-r n!
(4.6) esitliginde = tane ayni olasilik
r—1 1 n—r (r—]).’(n—r).’
oldugundan
ply < n!
{ [ron] = y} (r—])./(n—r)’
xP{Y, <y, X, 2X, X, 2X,,., X, 2X, X <X, ..X <X}
4.7)
(4.7) esitligi yazilabilir ve
+00
P(4)= | P(A|X =x)dF(x)
> (4.8)
Toplam Olasilik teoremine dayal1 olarak;
n! o0
<yl= <
Pty <) TR A
X2 X, X,2X,,., X, 2X X, <X, . .X <X|X =x}dF(x) 9)

P(AN B)

olur. (4.9) esitliginde P(A|B) = Kosullu Olasilik Formiilii kullanilirsa,

n!

+j>OP{Y1 <YX,<Sx, Xy <x., X, Sx, X, 2x,., X, 2x X, =x}
X
—00

P(Xl =x)

dF(x)
(4.10)

olur. (4.10) esitliginde P(ANB) = P(A|B)P(B) esitligi kullanilirsa
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n!
PY, S yj=—"7"7—
Ve < ) r—D)l(n—r)!
o PY <y, X, <x,X,<x,...X . <x, X >x,..., X >x|X, =x{P(X, =
xj{1y2x3x PaXA 22X "x|1x}(1x)dF(x)
—00 P(Xl=x)
(4.11)
yazilir. X, X,,..., X, rasgele degiskenleri bagimsiz oldugundan
n!
PY, S yj=—"7"7-—7—
Ve < 1) r—D)l(n—r)!
400
x | P{Yl < y‘Xl _ x} P(X, S x)P(X3 < 0)..P(X, SOP(X, | 2 2)..P(X, 2 )dF(2)
0 (4.12)

ve (4.12) esitliginde X,,X,,..., X, rasgele degiskenleri aynm1 F (x) dagilimina sahip

oldugundan
n!
P{Y[r:n] < )’}:m
< PlY, <y|X, =x}[F(x)] ' [1-F(x)]" "dF(x)
-~ (4.13)
n!
P{Yir;n] < y} - (,,_])./(n_r)/
><+fo P{Y <y|X, =x}[F(x)] ' [1-F(x)]" "dF(x)
-~ (4.14)

r-inci sira istatistiginin dagilim fonksiyonu F (x) ve olasilik yogunluk fonksiyonu

f.(x) olmak iizere

G[r:n](y) = IF(y|x)fr:n (x)dx

ve
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+00
()= [ SO0 S ()l
olarak bulunur.

Teorem 4.2. (XY ).(X,.Y,),...(X,Y ) bagimsiz ve aynm1 F(x,y) siirekli dagilim

fonksiyonuna sahip n birimlik bir 6rneklem olmak tizere, /<r <s<n i¢in r-inci ve

§ -inci sira istatistiklerinin eslenikleri olan Yj,.,,; ve Y;.,)” nin ortak dagilim fonksiyonu

X

400 D
[rsn](yl’yZ [ ] F()’l‘xl)F(yz‘xz)frsn(xl’xz)dxl dx,
—00 —-00
(4.15)
ve olasilik yogunluk fonksiyonu
8[r.s: n](yl Y:) j j f(yl‘xl)f(yZ‘xz)frsn(xl X, )dx, dx,
(4.16)

dir.

Benzer sekilde, /<r <r,<..<r<n,(I<k<n) igin k tane sira istatistiinin

esleniginin ortak dagilim1 ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

G

[”lyrz,...,rk;n](yl’yz;-..,yk)

OOX

I I IF(yl‘xl)F(yz‘xz) F(yk|xk)

—00 —00

Xfrl,rz,m,rk (X,,X,,....Xx, Jdx,dx,...dx,

(4.17)
g[rl,rz,...,rk:n](yl ’yz EARE yk)
j j j FO o) frfx0)
o o0
Xfﬁfzr--fk (X,,%,,...,x, )dxdx,...dx, “18)

ve n tane eslenigin ortak dagilimi ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ise:
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Gt i) Vir Vv Vo)

+00 Xp

- freore.Fo,

xﬂ)

X[ 2 (X0 Xp0en X, )dx,dx, . dX,

(4.19)
81,2,...mn) V1> V25 V)
+o0 Xp ¥
= [ [ [roposrole). o)
xfjlz’.._’n(x],xp...,xn )dx,dx,...dx, 4.20)

olarak elde edilir (Bekgi 2003).
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5. SIRA ISTATISTIKLERI VE ESLENIKLERININ ORTAK DAGILIMLARINA
IKi DEGISKENLI OLASILIK INTEGRAL DONUSUMLERININ
UYGULANMASI

(XY ).(X,Y,)...(X,Y ) rasgele vektori bagimsiz ve aynit dagilimina sahip n»
birimlik bir 6rneklem olsun. H,(x,y)=C,(F,(x),F,(y)) ise ayn1 marjinallere sahip
baska bir dagilim fonksiyonu olsun. X, <X, <..<X X ’insira istatistikleri olmak
tzere, [<r<n i¢in X,, ie r-inci swa istatistifi  gosterilsin.
Yy =Y, 2 X, =X,.,, j=12,..,n olmak tizere ¥, r-inci sira istatistiinin eslenigi
olsun. Bolim boyunca Gebizlioglu ve Yagct (2008) ve Altinsoy (2009)’ un

calismalarindan yararlanilmigtir. Buna gore; H, ve C,’ e ait rasgele olaylarin

olasiliklarinin (olasilik dagilimi) esitligi asagidaki teorem ile gosterilir:

Teorem 5.1 (U,V,),(U,,V,),...(U,V, ) rasgele vektorii bagimsiz ve aynt C,(u,v)

kopulasina sahip rasgele degiskenler olmak iizere:

P{Hl (Xr:n’ YEr:n] ) < t} = P{Cl (Ur:n’VEr:n]) < t} (51)
dir. Burada /<r<n i¢in U,.,, dizgin (0,1) dagilmh U, U,,. U, rasgele
degiskenlerinin r-inci sira istatistigini, V[ rin] = Vj >U ;= U,,, j=12,.,n olmak

lizere V[,,..n] 7 -inci sira istatistiginin eslenigini gostermektedir.

Ispat. 3. boliimde anlatildig: gibi, X ve Y,

o /..ny nin ortak dagilim fonksiyonlar1 H,

olmak iizere, <H1 |H2>( X.Y,..,) H(X.)Y,, ) rasgele degiskenini gostersin.
H,’in dagilim fonksiyonu H,, yani df(<H1|H2><X,Y>) (kisaca (H1|H2) ile

gosterilsin)

(H,|H,)(0)= Pr[<H1 |1,)(x,.,.%,.,) < t] = 1y, ({(xy) eR|H(X,,.7,,, )< t}) tel.

(5.2)

bi¢iminde ifade edilir.
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t €l igin,

(H,|H,)(1)= P{<H1|H2>( Xy Yrin] )sz} =P{H,(X,, 7, )<

= dr (x,y)
{(xp): H{I(x,y)ﬁ} Xr.'n’Y[r:n]

= ] FOy[x)f,0(x )y

{0y H(x.p )<t)

_ i f(xy) !
{(xy):H,(x,y)<t) f(x) B(r,n—r+1)

] r—1 n-r
= F I-F y )dxd
B(r,n—r+1) {(x,y).-H{j(x,y)st}( (R B )iy

] r=1 n—r
U F, 1-F, dH,(x,
B(ron—r+1) {(x,y)..éj(x,y)g}( (x)) (1=Fy(x)) (x,)

] r—1 n—r
Sy — Il Ee(x)) (U=F(x)) dC,(Fy(x).F(y)
B(rin—r+1) {(x,y).'CI(FX(x),Fy(y))St}( ) ) ( )

={Fy(x)=u, F,(y)=v}

] r—1 n—r
= u 1—u dcC,(u,v).
B(r,n—r+1) {(x,y).'CJ:;[(u,v)St}( ) ()

(Fe(x)) ™ (1=Fy(x))" f(x)dxdy

O zaman, (H1 |H2):(C1|C2) olur.

Burada F,(x) X, i=12,.,n rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonunu, F,(y)

Y,i=12,..,n rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonunu gostermektedir (Altinsoy

2009).

5.1 iki Degiskenli Olasihk Integral Déniisiimleri icin Ornekler

Bu boliimde yazimda kolaylifin saglanmas: i¢in; U, yerine U, V[m] yerine V

kullanilmistir. U, (¢) ile U, (t)= __ [u™(1-u)"" du gbsterilecektir.
B(r,n—r+1)j

Ornek 5.1 C, :M(u,v), C, =17(u,v) ve t el igin (C1|C2 )(t) hesaplamalari:
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(ClC)(t)=ue, ({(wrv) e’ |Cyvv)<df)
— e, ({(uv) e 1 [min(u,v ) < t})
=F. {min(U,V )<t} =1-PF. {min(U,V)>1}
=1-P. {U>tV >t}

1 1ol r1 -
=/]-—F u" 1—u )" "dudv
B(m_HULL (1-u)

=1-(1-t)(1-U,(1))
=t+(1-1)U,(1).

(Altinsoy 2009)

Ornek 5.2 C, = H(uv) ve C, =11(u,v) igin (C1|C2 )(t) degerlerinin hesaplanmasi:

(c|c)t)= “e, ({(wv)erjc wy)< t})
= 'uCz ({(u,v) e]2|UV < t})

1 r—1 n—r
= u “(1-u)” " dudv
} B(r,n—r+1) {(uyv)e{{uvét}

olacaktir. UV = X denilerek asagidaki iki degiskenli doniisiim yapilir:

1

UV:X} U=Y 1
= —
y

0
U=y V:m}:” 'd"‘”':‘l/y s

Yeni rasgele degiskenler X ve Y’ nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonlart:

] r—. n—r
fX,y(x,y)=B V(1= y)7, 0<x<y<lI

(r,n—r+1)

olacaktir. X ’in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu (UV =X ’in dagilimi

arastirildigi igin)

Sy(x) :L][]_Urq(x)]

v —
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olarak bulunur. Bu durumda problem (C1 |C2)(t) =P {X < t} olasiligini hesaplamaya

dontisecektir. Olasilik, gerekli integral hesaplamalar1 yapildiginda

(c,|c2)(z)=:j)fx(x)dxzi%[z—ur1(x)]dx

= t|:L]_Ur](t):|+ r_]Ur(t)

r— n

(Altinsoy 2009)
Burada:
U (1)= ! [ (1= )" du

! B(r—In—-r+1)y
ve

Ult)=— (1= ) du

' B(rin—r+l1)

dir.

Ornek 5.3 C, =W (u,v)ve C, =11 (u,v) i¢in (C1|C2 )(t) degerleri hesaplamalart:

(C]|Cz)(z‘)=uc2 ({(u,v)e12|C1(U,V)St}):ycz ({(u,v)e]z|max(U+V—],0)£t})

=P

c, {U+V <t+1}

dir.

U+V—-1<0=U+V <1 olacagimndan U+V =Y, U =Y, denilerek iki degiskenli

doniistim yapilir:

Il
~
[
o~

0 1
}:» |detJ|:‘1 _1‘:1.

Burada ¥, ve Y, rasgele degiskenlerinin deger aldig: kiime asagidaki gibidir:
D(Yl,yz) :{(Jﬁ:yz)-'og% <L0<y, <y1}u{(J}1’yz)-' l<y €2,y -1<y, <l} .
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Y, ve Y, ’nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonlar: asagidaki gibidir:

—-r

1 r—1 n
f(ypy,)=———y, (1-y,)
B(r,n—r+1)

Y, ’in olasilik yogunluk fonksiyonu:

Uy . 0sy<I
Sy, (v)=y-U(v1)  1y1<2
0 ,d.y.

dir. (C | |C P )( t)=P(Y, <t+1) olasilig1 ¢o6ziimlediginde dagilim fonksiyonu asagidaki

gibi elde edilir:
r
(C|C,)(1)=1+1[1-U,(1)]-——[1-U,,(1)].
n+1
Burada:
U(t)e— L (—u) " du U (1) = ! [u (I=u)"" du
' B(r,n—r+1)o o Br+Ln-r+1)o
dir (Altinsoy 2009).

5.2 Yeni Genellestirilmis Sarmanov Dagilimlar Ailesi icin Ornekler

Bagimli rasgele degiskenlerin olasilik dagilimlarinin modellenmesinde kullanilan ¢ok
degiskenli dagisimlardan birisi olan Sarmanov dagilimlar ailesi literatiirde ilk kez
Sarmanov  (1966) tarafindan incelenmistir. Sarmanov dagilimlar ailesinin
genellestirilmesinde ortaya ¢ikan dagilim fonksiyonlarinin basit bir yapiya sahip olmasi,
bu dagilimlarin bagimlilik yapilarin1 saptamakta ve korelasyon katsayisini hesaplamakta

kolaylik saglamaktadir.

Gegmis yillara bakildiginda Altinsoy (2009) tarafindan Farlie Gumbel Morgenstern
(FGM) kopulalart igin yapilan ornekler bu bolimde yeni genellestirilmis Sarmanov
dagilimlar ailesi i¢in uygulanacaktir. Tezin 6zgiin kism1 yeni genellestirilmis Sarmanov

dagilimlar ailesi i¢in uygulanacak 6rneklerden olusacaktir.
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Bu béliimde C,, Sarmanov kopulasi olarak alinacaktir. Bu durumda C, kopulasi

Cz(u,v)zuq+vq—(q+l)uqvq—ﬁ 0<u,v<l;g>0

ve dC,(u,v)

dC,(u,v) :1+a{u" +v? —(q-i—l)uqvq L }
q+1

dir. Burada, ¢ Sarmanov dagiliminda yer alan bagimlilik parametresidir. a degeri

arttikca bagimli iki degisken i¢in bagimlilik derecesi artmaktadir.

Ornek 5.4 C,(u,v) = M (u,v) = min(u,v) oldugunda:
(c1 ‘Cz )(z) = P{min(U,V) <t} =1 P{min(U,V) >t}

=1-P{U >tV >t}

11
:]—;jju“’l(]—u)”” I+a u"+vq—(q+1)u"v"—L dudv
B(r,n—r+1):: q+1
11
[T~ (1—u)""dudv+
b tt
T ) 11
B(r,n=r+l) +a”u”(]—u)"r{uq+vq—(q+1)uqvq——]] udv
tt q+

ve gerekli integral islemleri yapildiginda (C,|C, )(¢), tel igin asagidaki gibi elde
g g 12

edilir:
(C] ‘CZ)(I) - 1—{1—t[1—ﬁ(1—ﬂ m[z—Ur (r)}—a%t(z—ﬂj{]—%w (r)}}

Burada
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U.(t) =;jur_1(l—u)"_rdu

B(r,n—r+1)o
] :
U, (t)= u ™ (I —u )" du
7 B(r+q,n—r+])£ ( /
dir.

Ornek 5.5 C,(u,v) =W (u,v) = max(u +v—1,0) oldugunda:

(c1 ‘Cz)(t) = P{max(U +V -1,0) <1}

= ; I} ur_l - u)n—r {1 +a {uq+vq—(q+l)uqvq—l}} dudv
B(r,n—r+1) {(u,v):max(u+v-1,0)<t} g+l

=PU+V <t+])

dir. U+V -1<0=U+V <1 olacagindan U +V =Y, U =Y, denilerek iki degiskenli

dontisiim yapilir:

0 1
}:» |detJ|=‘1 _l‘zl.

Il
~
[
o~

Burada ¥, ve Y, rasgele degiskenlerinin deger aldig kiime asagidaki gibidir:
D(Y1’Y2> = {(yl,yz):OS ¥, <L0<y, < yl} u{(yl,yz): l<y, <2,y -1<y, <1} .

Y, ve Y, ’nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonlar1 asagidaki gibidir:

1

1 r—1 n—r 1
N I- 1+a] yI+(y;=v2) ' ~(q+ 1)y (v—v2) —— |t
f(y1.95) Srmril) (1-y,) { +a[y2+(y1 v2) (g +1)y§(y1-y2) q+l}}

Y, ’in olasilik yogunluk fonksiyonu:
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fY,(yz):

{I—L}U, (y1)+a(n"(r+q_]);,UHq ()

qg+1 r—1I)!(n+q):

”z( e e e )

/
RS (CLE S SN

pars (r 1) (n+2q k)

Hp I

g+1 r—1)!(n+q)!

+a2()v )" ni(rtg=k=1)! [1-U, i (9, -1)] 1<y, <2

(r=1)!(n+q—k)!

dir. (C ’ |CZ )( t)=P(Y, <t+1) olasilig1 ¢6ziimlediginde dagilim fonksiyonu su sekilde

elde edilir:
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(c]G) ()= {”ﬁ} {Hm}U (1)+ {Hﬁ}#% (1)

! -1)! | 1\
iy nl(r+gq-1) i nl(r+q-1)

(r=1)Y(n+q)! (r=1)!(n+q)! tUHq (1)

! —1)
Y n(r+q 1)

=iGara )

o {(m)* 1]

(r=1)!(n+q=k)!|  k+l

(r=D)n+q-k)! k+1 Urigs (1)

|
_ai[qj(_l)qk n(r+q—k=1)! (t+1)""
|

<-nqk_lﬂ__g_f“(k+j<r+q+z—k—ns

(r-1)k+15

U, t
Z (n+q+z_k)| r+q+z—k( )

(” N!(n+2q- k) k+1

) ) [N S
M(n+2g-k)! k+1

DIHE
a(g+1 i(z] I i(k+lj(r+2q+z—k—l)!r

t
(r— 1'k+120 (n+2g+z—k)! r+2q+z—k()

Burada

—; r—1 nr
U,.(t) Birn_ r+])£u (1-u)"" du

1

U (t W (I=u ) du
r+1() B(I”-i—]l’l r+1)£ ( )
1

B(r+qn—-r+1)

1
Imﬁz(] u)""du
B(r+q+Ln—r+1)o

Ur+q (t)=

t
-[ r+q ] )n—r du
0

Ur+q+1 (t)
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t

ur+qk1 ]_ ”rdu
B(r+q kn r+];[

Ur+qfk (t) =

t

Ur+ . )= ur+q+z kI n- rdlxl
et (1) B(r+q+z k,n— r+];[ ~u)

t
+2 k] nr
u' du

U, ()=
204 (1) B(r+2q- kn r+]~([

t
2 k—1 n-r
Iu” e 1 u) du

U t)=
r+2q+z—k() B(r+2q+z kl’l 7"+1 0

dir.

Ornek 5.6 C,(u,v)=I1(u,v)=uv oldugunda:

(¢|c,)t)=P{uv <4}

N S I “%J—uﬂ*{1+a[uq+vq—(q+1ﬁHVQ——JL<Udmh
B(rn r-l—]) {(uv):uvst} q+1

olacaktir. UV = X denilerek asagidaki iki degiskenli doniisiim yapilir:

UVzX} U=X/Y
=

Iy —x/y’|_
Voy Voy 0

ClF

}: det |-

1
y

Yeni rasgele degiskenler X ve Y’ nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu:

1 X ! x) x ) 1 |1
fX'Y(x’y):B(r,n—M-I)(;j (]_;j {]+a(;j v (q+1)x _ﬁ};

—] 1 __n_r fq a_ o1
_B(r,n—r+1) y (] yj {1+a[(yj +y'—(q+1)x Q+]]},

O<x<y<l
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olacaktir. X ’in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu (UV =X ’in dagilim

arastirildigi igin)

(¢lc)t)=P{x ij(x)dx

t 2 .
1 j{(r—Z)f(,_x)nMz(m/—r)ij+a(r+q—2)f(1_x)nM

:B(r,n—r+1)0 (n—1)! (n+q-1)!

r+q-2

(”+J:—”)-’x (r+q-— 2) nm”f(nﬂ r)
= J! (n+q 1)/

—(q+])a( 2)‘,(]_x)n—r+1§(n+j_r)‘,xq+]

(n=1)! = J!
_L(I" 2) n—r+1 (l’l+] l")
g+1(n- 1)/ ;,: ek
sonu¢ olarak
(cle)w=— (=2}, @ (n-rsD)1S ! U, (1)
11C2 B(r.n—r+1) |(n-1)!|  q+I S(n+j-r+l)(n+j-r+2)"’
(r+q=2)! & i .
+a("+6]—1)-’(n ry g‘ (n+j—r+1)(n+j—r+2)Jj(t)
(” q-2)! & (n+j-r)li(j+q)!
(n— —1)/(n r+]),Zo:J’(n+J+q r+2)r“]f+q(t)
(r=2)!, (n+j-r)l(j+q)!,
(q+1)a( ) ),JZO:]/(n+j+q—r+2)/J”"(t)

elde edilir. Burada
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(n+j—r+2)

U.(t)= Nu/(I—u)""" du
0 j!(n—r+1)!£ (=)
(n+j+q—r+2)/ [ —
U, (t)= [u™ " (1—u)""" du

(j+q)/(n—r+1)/
dir.

Burada gosterilen ornekler, bir bagimlilik parametresi tagiyan Sarmanov kopulasi igin
minumum-maksimum, maksimum (+,0) ve ¢arpim durumlarinda (C1|C2 )(t) ile
hesaplanan olasilik degerlerini vermektedir. ileriki calismalarda gelistirilecek olan
programlar yardimiyla ¢esitli (n,7,q, a ) degerleri i¢in yeni genellestirilmis Sarmanov
kopulalarinin (dagilimlarinin) davraniglari, bagimlilik yapilarinin  degerlendirilmesi

bakimindan 6zgiin ve 6nemli bir sonug olusturacaktir.
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6. IKIi DEGISKENLI OLASILIK INTEGRAL DONUSUMU KULLANARAK
DAGILIMDAN BAGIMSIZ KiTLE KUANTILLERI iCIN GUVEN
ARALIKLARININ iFADE EDILISi

Bu boliimde Gebizlioglu ve Yagcer (2008) tarafindan ortaya konulan sonucglardan
yararlanilarak ve tipki alintilarda bulunarak tez konuma iliskin agiklamalar yapilmastir.

6.1 Tolerans Limitleri ve Araliklar

Tolerans katsayist y ile bir siirekli dagilim i¢in tolerans aralig1 rasgele bir araliktir ve

olasilik aralik limitleri arasinda bir bdlgedir (Gibbons 1971 ve Zacks 1970).

Bir tolerans araligi; X, F,(x) dagilim fonksiyonlu siirekli bir rasgele degisken ise
olasilik integral dontisimi ile, U, =F, (X ) ve U, =F,(X,,) olmak izere
PlU,, -U,, )>p|l=y seklinde ifade edilebilir. Bir baska deyisle; » olasilik
diizeyinde ve tolerans sinirlart L, ve L, igin p atanmis deger baglaminda tolerans

araliklari

P{ j F(x)dx > fa} =y (6.1)

biciminde ifade edilir. Bu aralik dagilimdan  bagimsizdir.  Burada

L=l(X.,X,,..,X)<L =L(X,X,,..,X,) F() dagilhmma sahip X, ,X,,..,X,
rasgele ornekleminden elde edilen iki istatistik olup, F(L,)—F(L,)’ in dagilmi F(.)’

dan bagimsizdir. F(L,)—F(L,) rasgele degeri, L, ve L, arasinda f(.)’ nin altinda

halen alani temsil etmektedir.

Oncelikle tek degiskenli bir durum ele alinsin: X, X5, X, F(x) dagihmindan

alinmis rasgele bir 6rneklem ve U,,U,,...,U, ise (0,1) araligindaki Diizgiin dagilimdan

alinmig rasgele bir dérneklem olsun. X, <X, <..<X = ve U, <U, <..<U_

sirastyla XI,XZ,...,XH ile UI,UZ,...,Un rasgele degiskenlerinin sira istatistiklerini

gostersin.
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F(X)=U (F(x) siirekli bir rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu) olasilik-integral
doniisiimii bigiminde

D
F(X;,)= U, 1=1,2,..,n

olacaktir.

Yukaridaki bilgiler 1513inda L, ve L,’ nin sira istatistikleri se¢ilmesiyle, genel anlamda
tolerans aralig1 asagidaki gibi yazilabilir:

P(F(L,)-F(L)2p)=7.

6.2 Kuantiller ve Giiven Araliklari

F stirekli bir rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu ve
F(x,)=p, x, =F'(p), F(F"'(p)) = p olmak iizere,

P(Xi:n S)C;;):P()(i:n SF_l(P))
= P(F(X;,)< p)
=PU, <p)

wn —

dir.

Bu durumda kitle kuantilleri i¢in giiven aralig1 asagidaki gibi ifade edilir:

P(X,,<x,<X,)=PX,, < Fl(p)<X,,)

=P(X,, <F ' (p)-P(X, <F(p))
:P(Ur:n Sp)_P(l]s:n <p)

Iki degiskenli olasilik integral doniisiimiinii kullanarak kitle kuantilleri icin giiven

aralig1 ifade etmek miimkiindiir:

(X,,Y),(X,,Y,),....(X,.,Y,) H,(x,y)= C, (F(x),G(»)) ortak dagilim
fonksiyonundan alinmais iki degiskenli risk rasgele degiskenlerinin rasgele bir 6rneklemi

olsun. H,(x,y), swastyla X ve Y i¢in F(x) ve G(y) ayn marjinal dagilimli bagka bir
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dagilim fonksiyonu olsun. X, <X, <..<X . X icin sira istatistikleri ve
g y In 2n mn ¢

Y=Y, 35X, =X j=12,...,n olmak iizere, Y. X I1<r<m sma

rn» [rin] rin>

istatistiginin eslenigi olsun. Ayrica; F(x,)=p ve G(y,)=p olmak izere, x, ve y,
ile sirastyla F(x) ve G(y)’ nin p -inci sira kuantillerini gostersin. H,(X,,,Y,.,) Vv
H (X ;) niceliklerinin - H, (X D<H (X ;) oldugu durumlar goz

s [sn rmn? [rn s [sn

oniine alinsin.
Bu durumda, iki degiskenli integral doniisiimii yardimiyla,
P, {Hl (X Y[rn]) <ty (v, ) <y (X Y[vn])}

1 B o
S i u" = (1-u)" ey (uv)
B(r, n—r+ 1) {(M,V)GIZ‘CI(M’V)Sé‘I(p)}

1 i us_l (l—u)n s

o dCy (u,v)
2
B(S, n—s+ 1) {(M,V)Glz‘cl(u’v)gé‘l(p)}

=Ap(7”,l’l_7")_Ap(San_S) (6.2)
=x(r,s,n,p) |

ifadesi elde edilebilir. Burada 9,(p), C1 > in kosegenidir; yani J,(p)=C,(p,p)’ dir.

(6.2) esitligi ile verilen z(r,s,n,p) kitle kuantili i¢in giiven araligi olarak ifade
edilebilir.

Gergekten de, (6.2) esitligi ayrintili olarak incelenirse,

PI‘I2 {HI (Xr:n’ Y[r:n]) < H] (xp’ yp) < H] (stn ? Y[s:n] )}

=Py, { ( HORG )} {H (xp70) < ( X )}
[’ ry, (1 ( Xy o) < 1 H‘[“PH s () = H(Pyp)ﬂ
—PH{H(XUY[J)H(NP)} PH{ 1) 1 (e )}
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] r—1I n=r
o i (Fe) ~(1-F()  dH,(x,»)
B(r,n—r+1) {(x,y):H](x,y)SHI(xp,yp)}
(6.3)
] s— ik
L i (Fe)™ (1P )" a5, )
B(s,n—s+1) {(x,y):HI(x,y)SH](xp,yp)}
H,(x.)= C,(F(x).G(»))
H,(x,y)=C, (F(x)a G(J’))
H(xp,yp)= C(F(xp), Glyp)= C(p.p)= di(p)
F(X)=U ve GY)=V
olmak iizere
PHz {HI (Xr:n’Y[r:n]) <, (xp,yp) <H, (XS:WY[S:"])}
Ji r—1I n-r
N i u™ (=) (1)
B 1) e uv)<s, )
o ] u ! (1-u)" dc, (uv)
B(s,n—s+1) {(u,v)e]z‘CI(u,v)Sé} (p)}
=A,(r,n—r)=A ,(s,n—s) (6.4)

=7(r,s,n, p).

esitligine ulasilir ki, burada 7(r,s,n, p)niceliginin H,, H,, I ve G’den bagimsiz
oldugu goriilmektedir. Burada bulunan 7 (r,s,n, p) nicelik ifadesi, y olasilik diizeyinde
tolerans aralig i¢in esas olan ifadedir ve c¢esitli p degerleri i¢in ilgili dagilimlardan

bagimsiz olarak elde edilebilir (Gebizlioglu ve Yagci 2008) .
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6.3 Yeni Genellestirilmis Sarmanov Dagilimlar Ailesi i¢in Ornekler

Bagimli risklerin dagilimlari, a bagimlilik parametreleri icerdiginden dolay1
bagimliligin degerlendirilmesi i¢in hem teorik hem de uygulama kolayligi dnemine
sahiptir. FGM dagilimlan i¢in bagimlilik 6zellikleri, degiskenler arasi iligkinin bir
Olciisli olarak korelasyon katsayisi ile yakindan ilgilidir (Denuit ez. al. 1999, Bairamov
ve Kotz 2002, Bairamov, Kotz ve Bekci 2001, Bairamov, Kotz ve Gebizlioglu 2001,
Tank ve Gebizlioglu 2004 ve Tank et. al. 2006). Yeni genellestilmis bazi sarmanov
dagilimlar aileleri de ayni klasik FGM dagilimlarinda oldugu gibi basit bir analitik
yapiya sahiptir. Bagimlilik yapilar1 kolayca incelenebilmekte ve FGM dagilimlar
ailesinde oldugu gibi degiskenler aras1 dl¢iisii korelasyon katsayisi ile yakindan ilgilidir
(Yagci 2002). Bundan dolayi, ornekler yeni genellestirilmis sarmanov dagilimlar ailesi

durumu i¢in gosterilecektir.

C, kopulast Sarmanov kopulasi olarak asagidaki gibi alinacaktir:
1
C,(u,v)y=u’ +v! —(qg+ Hu"v! ——— (6.5)
q+1
ve dC,(u,v) ifadesi de sudur:

dCy(u,v) =1+afu’ +v' —(g+Du’v’ —ﬁ}dudv. (6.6)

Ornek 6.1 C,(u,v) =M (u,v) =min(u,v) olsun. C; i¢in (6.5)’ te ifade edilen olasilik

asagidaki gibi elde edilir:

P05 g, p)=al pl —1)](nzi])!{(s(:f;)1!)! (r(z;)]!)!}

+ (1-p) (L—Ij—aw [US (p)-U, (p)]

q+1 q+1

o (s+g-1)! (r+g-1)!
p )!{ U,,(p) —Um,(p)}

(n+q)l] (s—1)! (r=1)!
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Burada, j=r,s icgin

1 P i
Uj(l’):miu”(f—u) du
ve
U (p)= ! (a1 (1= u)"™ du
a B(j+q,n—j+1)0
dir.

Ornek 6.2 Eger C,(u,v) =W (u,v) = max(u+v—1,0) alinirsa, p<1/2 igin:

max
T

(r,s,n,q,p)=

“g(ij(‘])q_k (k+1)(Z!+q—k)!((s+(z:]1€)?])!_(H(Cr]:];);])!j
—a(q”)z@(_])qk(ku)(n! )!((H(zsq—_ll\;!_l)!_(H(iq—_]l;’_l)!j

q
k=0 n+2q—k

ve p>1/2 igin:
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max

T (r,s,n,q,p)=
L[ g s n! (s+g—k-1)! (r+q—k-1I)
“;[k](") (k+1)(n+q—k)![ O R ] ]

_a(qﬂ)z[g(_l)ﬂ o n! )!((S+2q—k—1)!_(r+2q—k—1)!]

q
= n+2q-k (s=1) (r=1)

n! [zp_1]|:(s+q—1)! (r+q—1)!:|

“n+q) (-0 (r=1)!
e[yt | (sta—k=D (r+q-k-1)! (2p)"
Z;[kJ( ) (n+q—k)![ (s—1)! (1! } kel

+a(q+1)i[qj(—1)"’*( ! [(“M—k—1)!_(r+2q—k—1)!} (2p)"

=\k n+2q—k)! (S—])! (r—])! k+1

+[1+ﬁi|[2p—1]|:U“_(2p—1)—U,(2p—1)]

_[1+L}[§U.\-(Zp—l)—rU,(Zp—I)}

q+1 n+1

+a(n+!q)![2p_1][(5(2;)1!)!(/”4(2]7_1)_ (r:q_II)IU,w(Zp—])}

+azq:(q](_1)ﬂ( n! (2p)k+[[(S+q_k_1)!Uﬁ,,,k(217—1)—(r+q_k_1)!U,.+q,k(2p—1)}

n+q—k)! k+1 (s—])! (r—])!

_aiizjtJy%zi[k+1\ n! )JKS+q+Z_k_IyUﬁerzp‘J)‘ﬁitgiiiﬁ:lxlﬂw”%(2p—14

S\ oz J(k+D)(n+tq+z—k (s—1)! (r-1)!

—a(q+1)i(2](—1)q%( n! (2p)k+]|:(S+2q_k_1)!UH_7,H(ZP—I)—MUM,H(ZP—I)}

n+2q—k)! k+1 (s—])! (r—])!

K ok (ke +1 n! (s+2g+z-k-1)! (r+2q+z-k-1)!
_a(q”);[k](_]) Z[Z ](k+1)(n+2q+z—k)![ -1) U““‘f”f*Q”‘”‘W%W(Zp")}
dir.

Burada, j=r,s i¢in
2p-1 . .
U2p-D=— W ),

B(j’n_j+]) 0

] 2p—1

B(j+q,n—j+1)

P~ . _1 oz
Ujq(2p=1)= J w0 du,
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Ji 2p—1 " ne i
U. 2p—1)= w/ T (1-u Jdu,
st P D = g ey Y

1 2P gkl n—j
U. 2p—-1)= ul T4 1-u)" 7 du
ﬁ”%(l) ) B(j+q—k,n—j+1I) g (I-u)

1 2P k-1 n—j
U. 2p-1)= u/ T4 1-u)"™ du
32k P G k=D b S
1 2P grz—k—1 n—j
U. 2p-1)= AL AE 1-u)"/ du
jrgrzk P D=gr e | (=)

2p-1 . .
= 1 I u]+2q+z—k—](]_u)n J au
B(j+2q+z—k,n—j+1) 0

Uj+2q+z—k 2p-

dir.

Ornek 6.3 C ,(u,v) =I1(u,v) =uv oldugunda, aranan olasilik asagidaki gibi elde edilir:

P (r,s,n,q,p)=
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i {(r—z)![ a =

B(r,n—r+1) (n—])! ]—Q+1](n—r+])!jz_;‘ (n+j—r+])(n+j—r+2)

(r+q-2)! rta? 1

(TR TR M Py pray
)

—g-2
r+q-2 '(n_r+])'r (n+j-rlg+ ),

(n+q-1)! = JNn+g+j-r+2)!

2
bv(p )

U;(p°)

N

+a
+a

N

2

_ (r=2)!" _ & (ntj=n\g+ ),
(q+1)0((n_1)!(n r+1)! (n+q+J r+2)

B 1 (s=2)! I < 1 2
B(s, n—s+]){(n—])![] q+1](n S+1)!Jz_;‘(n+j—s+1)(n+j—s+2)Uj(p)

s+q—2
(s+q 2) (n—s+1)! z ! -
(n+q 1)! = (n+] s+1)(n+] s+2)

)!
(s=a=2)! (”“‘J g+,
+a(n— _1)'(11 s+1) z n+q+] s+2

2
Ujg(P7)

o —————=

U;(p)

) J+q(p )

3 (s— (n+J—S)-(q+J)! 2
(q+1)a( ) )';],(n+q+j_s+2)!UM(p )}

Burada k£ =r,s igin

—k+2)!

(k])o

]k(p )=

Ve

(n+q+j—k+2)12" ot ksl
U. = 1- d
J+q,k(p) (j+q)!(n—k+1)!(j)u (d-u) !

dir.
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7. BAGIMLI RiSKLER iCiN RISKE MARUZ DEGER (VaR)

Risk, aktif veya pasif nitelikteki varliklarin degerlerinde meydana gelebilecek olumsuz

degisimlerin ortaya ¢ikma olasiligidir.

Aktueryal risk yonetimi; sigortacilik uygulamalarinda olasi hasar/zarar durumunun
degerlendirilmesi ve ilgili optimal aktlieryal kararlarin alinmasiyla alakali konularla
ilgilenir, ayrica sigortalanan ve sigortalayan arasinda ortak bir konu olan hasar
miktarlarma kars1 optimal prim ve rezerv hesaplarinin yapilmasimna iliskin kuram ve

yontemleri sunmaktir.

Giicli risk yonetimi olan kuruluslar (bankalar, sigorta sirketleri, vb.); aldiklar piyasa,
kredi ve operasyonel riskleri ayrintilari ile inceler, olasi krizlere iliskin kayiplarini daha
onceden belirler, bu kayiplari minimize etmek i¢in dnceden onlemler alir, aldiklar risk
ile kazanglarmi karsilastinr ve riski almaya degip degmeyecegini &nceden

degerlendirirler.

Aktueryal riski 6lgmek icin Aktueryal risk yonetiminde, hasar veya zarar nicelikleri
rasgele degerler olup sigortacilik gergekligine uygun olasilik dagilim modelleri ile ifade

edilir (Kaas vd.. 2008, Denuit vd. 2005). Riskin ifade edilmesi i¢in

e Riske Maruz Deger (VaR, Value-at-Risk)
e Beklenen/Beklenmeyen Kayip

e Yeterli Ekonomik Sermaye

e Yiikiimliilik Karsilama Yetenegi (Solvency)

gibi cesitli Olgiitler kullanilmaktadir. Bunlardan VaR, dagilimlarin kuantilleri ile
yakindan ilintili bir olgiittiir. X risk rasgele degiskeni, F', X 'in dagilim fonksiyonu,

p €(0,1) bir olasilik diizeyi olmak iizere; p diizeyinde VaR su sekilde tanimlanir:

VaR, [X]= FX’I( p)
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Embrechts et. al. (2003)’ in yapmis oldugu calismada, global pozisyon olarak

adlandirilan fonksiyon asagidaki gibi tanimlanmistir:
¥Y:R" >R

, risklerinin marjinal kar-zarar dagilimlari bilindiginde,

Bu fonksiyon XI’XZ""’X
‘P(Xl,Xz,...,Xn) global pozisyonunun VaR’ 1 alinarak, bir (iist) smir yazmakta
kullanilmaktadir. Ozel halde, Embrechts er. al. (2003)’ in calismasinda n=2 igin
W (x,,x,)=x, +x, alinarak VaR, [‘P(XI,X 5 ):| igin bir iist sinir yazilmistir. Ust smir

yazma amaglari ise, bu bagimli risklerin ortak dagilimlarinin bilinmemesi durumundan

kaynaklanmaktadir. Ortak dagilimlarinin bilindiginden hareketle yola ¢ikilarak ¥’ nin

bir dagilim fonksiyonu oldugu disiinillecek olursa, VaR,(.) ifadesine kopulalar

cinsinden ulasilabilir:

(X,,Y),(X,,Y,),....(X,,Y,) H,(x,y)= C,(F(x),G(»)) ortak dagilim
fonksiyonundan alinmis iki degiskenli risk rasgele degiskenlerinin rasgele bir 6rneklemi

olsun. W(X,Y), sirasiyla X ve Y i¢in F(x) ve G(y) aym marjinal dagilimli baska

bir dagilim fonksiyonu olsun ve Y(x,y)=C (F(x),G(y)) olsun.

X}m SXZ:n <.s<X X icin sira istatistikleri ve Y}, =Y, > X, = X,.,, j=12,...n

nn»

olmak lizere, Y. . X

] Xrn o 1<r<n sira istatistiinin eslenigi olsun. Ayrica; F(x,)=p

ve G(y,)=p olmak izere, x, ve y, ile sirasiyla F'(x) ve G(y)’ nin p -inci sira
kuantillerini ~ gosterilsin. Marjinal VaR’ lart  sirasiyla VaR), [X ]:F (p) ve

VaR,[Y]=G"(p) ile gosterilsin. Bu durumda VaR,[¥(X,Y)] asagidaki gibi ifade

edilebilir:

VaRp[‘P(X,Y)]:K{( )Pﬂc( | }(”)r_l(l—u)n_rdCz(u,v),
u,v)e (U V)<p

gercekten de goriilebilecegi gibi
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VaR,[¥(X.Y)] =ty ({(x,y) GRZ‘\P(X, Y)< p})

= _” dH ,(x,y)

kaQeRﬂqquQSp}

= .U hy(y |x)fr:n (x)dxdy
{(x,y)eRz“P(x,y)Sp}

= Il mD) oY T (- F@)YTT £y
%M%MWmﬂ@}fU)

—x B (FY ™ (1= F@)"™ hy(x.y)dxdy
{(x,y)eRz“P(x,y)Sp}

—x B (F) (1= F@)"™" dH, (x,y)
{(x,y)eRz“P(x,y)Sp}
—x B (F) ™ (1= F@)"™" dC, (F(x).G(»))

{(x,y)eRZ“P(x,y)Sp}

= {F(x) =u, G(y)=v, X =F(U), Y = G”(V)}

-k B ) (1=u)"" dC, (u,v),
{(u,v)e]z‘ C (uy)< p}

olup; burada K:; ve B(.,.) beta fonksiyonunu, u ve v swrasiyla U,., ve
B(r,n—r+1) '
V.. .’ nin gozlenen degerlerini gostermektedir (Gebizlioglu ve Yagci 2008).

[rn]

7.1 iki Degiskenli Kuantiller, Kopulalar ve iki Bagimh Risk i¢in VaR
Degerlendirmesi

Gosterilen analitik sonuglar ve verilen 6rneklerden anlasiligi lizere; (6.2) esitligine gore

yazilabilen iki degiskenli kuantiller icin y katsayili tolerans araliklari; Grneklem
genisligi n, sira istatistikleri ve esleniklerinin siralari, kuantillerin siras1 ve 7z (r,s,n, p)

olasiligi lizerindeki p esiginin fonksiyonlaridir.
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Ayrica Sarmanov kopulalart durumunda goriilmektedir ki; tolerans araliklari, iki
degiskenli kuantiller belirlenmis tolerans araliklarinda olduklart i¢in direkt olarak

olasiligin biiyiikliigiini etkileyen ¢ bagimlilik parametresinin fonksiyonlaridir.
Dikkat edilmelidir ki; A, (XS:,, Y ) ~H, (Xm, Y[m]) , 1<r<s<n mimkin oldugu
kadar kiigiik oldugu zaman, iki degiskenli kuantillerin Hl(xp, yp) fonksiyonu ve y

toleransina bagl risk degerlendirmeleri igin verilen p en iyi miimkiin durum igin
meydana gelir. Aciktir ki; bu iki degiskenli bagimli riskler C,(u,v) kopula
fonksiyonuna baglidir (Gebizlioglu ve Yagci 2008)

Tolerans araliklari; on-atanmis olasilik diizeyli risk niceliklerinin, karar yonlii sira
istatistikleri arasindaki olasi bir genislige atanan tolerans yoluyla, riskler hakkinda
kararlar ortaya konulmasini saglar. Bu ¢alisma; iki degiskenli kuantiller baglaminda

tolerans araliklarini ve risk 6lgiileri olarak kuantillerle esdeger olan VaR,(X) ve
VaR,(Y) ig¢in, bagimli kayip siddetleri olan bagimli risklere dair risk degerlendirme

araliklar1 6nermesinde bulunmaktadir. S6z konusu degerlendirmeler bagimli risklerin
birlesik veya marjinal dagilimlarindan bagimsiz olarak, sadece sira istatistikleri ve

eslenikleri ele alinarak yapilabilir ve bu bakimdan pratik degere de sahiptir.

Benzer yapilar; Tail Value-at-Risk (TVaR), Conditional Value-at-Risk (CVaR),
Conditional Tail Expectation (CTE) ve VaR’ in fonksiyonlart olan diger risk olgiileri
icin de kolayca elde edilebilir.
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8. TARTISMA VE SONUC

Sira istatistikleri ve eslenikleri, kopulalar, iki degiskenli integral doniistimleri, kuantiller
ve tolerans araliklari istatistigin Onemli ve uygulamaya dogrudan yodntem sunan
konularidir. Bu yiizden tezde sunulan sonuglar hem istatistik kurami1 hemde aktiieryal

risk gibi uygulama alanlar1 bakimindan 6zgiin ve yararli sonuglardir.

Bagimli degiskenlerin bagimlilik yapilarinin ifadesi bakimindan kopulalar son derece
yararlt analitik araclardir. Buradan yola ¢ikarak calisma, kopulalar ile iki degiskenli
integral doniistimlerini 1iliskilendirerek bunun dagilimlar bazinda istatistik sonug
cikarimina yararli yontemlerden bahsetmekedir. Bu yontemlerle bagimli iki degiskenli
durumlar i¢in sira istatistikleri ve onlarin esleniklerinin kullanimini igermektedir. Bu
yoniiyle calisma, bagimli rasgele degiskenlerin ortak ve marjinal dagilimlarinin
kullaninminm1  gerektirmeyecek yaklasimlarla giiven ve tolerans araliklarina istatistik
sonu¢ ¢ikarimi yapilmasina olanak saglayan kuram ve yontem yaklasimlar

sunmaktadir.

Tezde iki degiskenli dagilimlar ve bagimli iki degiskenli modellemeler ile ilgili
¢ikarimlarda bulunulmustur ancak sunulan sonuglar istatistik kurami bakimindan ¢ok
degiskenli her durum icin gegerlidir. Ug veya daha fazla her durum igin genellestirme
yapilabilir. Bu yapilan genellestirme istatistik bilimi ve uygulamalar1 bakimidan son

derece 6nemli ve yararli bilgiler saglayacaktir.

Risk olciitlerinden Riske Maruz Deger (VaR) aktiieryal risk yonetiminin onemli
konularindan biridir. Tezde Riske Maruz deger (VaR) dikkate alinarak tolerans
araliklart olusturulmustur. Bu anlamda sunulan sonuglar aktlierya risk yonetimi ve
finansal risk yonetimi alaninda teorik anlamda 6nemli sonuglar sunmaktadir. Gelecekte

yazilacak programlar yardmiyla da uygulama agisindan énemli gelismeler olacaktir.

Ayrica Riske Maruz Deger (VaR) i¢in elde edilen yapilar Tail Value-at-Risk (TVaR),
Conditional Value-at-Risk (CVaR), Conditional Tail Expectation (CTE) ve VaR’ n

fonksiyonlar1 olan diger risk 6l¢iileri i¢in de kolayca elde edilebilir.
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