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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

POTANS·IYEL·I B·IR POL·INOM OLAN SCHRÖD·INGER DENKLEMLER·IN·IN

JOST ÇÖZÜMLER·I

Fahriye Zehra BABACAN

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Yrd. Doç. Dr. Cafer COŞKUN

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, spektral analizin baz¬temel tan¬m ve teoremleri verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, ele al¬nan Schrödinger tipi denklemin Jost çözümü elde edilmi̧stir.

Daha sonra elde edilen bu çözüm incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde, Jost çözümünün integral gösterimi elde edilmi̧stir. Ayr¬ca elde

edilen bu gösterimin baz¬özellikleri incelenmi̧stir.

A¼gustos 2010, 56 sayfa

Anahtar Kelimeler: Schrödinger denklemi, Jost çözümü, integral gösterimi.
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ABSTRACT

Master Thesis

JOST SOLUTIONS OF SCHRÖD·INGER EQUATIONS WITH A POLYNOMIAL

DEPENDENT POTENTIAL

Fahriye Zehra BABACAN

Ankara University

Graduate School of Natural And Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Yrd. Doç. Dr. Cafer COŞKUN

This thesis consists of four chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, some main de�nitions and theorems of spectral analysis are

given.

In the third chapter, the solution of Schrödinger equation is obtained. And than this

solution is investigated.

In the fourth chapter, integral representation of Jost solution is determined. Also

this representation is investigated.

August 2010, 56 pages

Key Words : Schrödinger equation, Jost solution, integral representation.
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ÖZGEÇM·IŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

iv



S·IMGELER D·IZ·IN·I
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N2 fn : n 2 N; n � 2g
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f :
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1. G·IR·IŞ

Matematik ve Fizik alan¬nda pek çok uygulamaya sahip olan spektral teori; fonksi-

yonel analizin ana dallar¬ndan biri olup, belirli ters operatörlerle bunlar¬n genel

özelliklerine ili̧skindir. Bir lineer diferensiyel operatörün baz¬spektral özelliklerine

göre bu operatörün şeklinin belirlenmesine ters problem denir. ·Ikinci mertebeden

diferensiyel operatörlerin ters problemlerinde önemli role sahip olanlardan biri kuan-

tum teorisinin ters saç¬lma problemidir. Kuantum mekani¼gi alan¬nda, Schrödinger

operatörü yard¬m¬yla elde edilen ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin Jost

çözümünün ve bu çözümün integral gösteriminin bulunmas¬önemlidir.

E enerji, V enerjiye ba¼gl¬potansiyel olmak üzere

y
00
+ (E � V (E; x))y = 0

denklemi Schrödinger diferensiyel denklemidir. 1976 y¬l¬nda Jaulent ve Jean çal¬̧s-

malar¬nda, 8x 2 R için p ve q kompleks de¼gerli ve R üzerinde sürekli türevlenebilir

fonksiyonlar olmak üzere,

�y00 + (q(x) + �p(x)� �2)y = 0

diferensiyel denkleminin Jost çözümü ve bu çözümün integral gösterimi elde etmi̧s

ayr¬ca ters saç¬lma problemi incelemi̧slerdir.

Bu tezde ise; x 2 R; n 2 N2 ve E = �2n olmak üzere, � spektral parametre-

sine ba¼gl¬ ve potansiyeli, reel de¼gi̧skenli kompleks de¼gerli qk (k=0,1,...n) fonksi-

yonlar¬ndan oluşan V (�; x) =
nX
k=0

�kqk(x) polinom olmas¬durumunda elde edilen

Schrödinger tipi diferensiyel denkleminin Jost çözümlerinin incelenmesi amaçlan-

maktad¬r. Ayr¬ca ters saç¬lma problemlerininin incelenmesine yard¬mc¬olacak olan

integral gösterimi elde edilecektir.

1



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu bölümde daha sonra kullan¬lacak temel tan¬mlar ve teoremler verilmi̧stir.

Tan¬m 2.1.

D (L) =

8>>><>>>:y : y 2 L2 (0;1) :
1) y0 mevcut ve mutlak s�urekli

2) `y 2 L2(o;1)

3) y0 (0) = 0

9>>>=>>>;
olmak üzere;

L ile tan¬m kümesi D (L) olan ve 8 y 2 L2 (0;1) için Ly := `y olan operatör

tan¬mlayal¬m. Bu durumda

L : D (L)! L2 (0;1)

y ! Ly := `y : �y00 + q (x) y

operatörüne L2 (0;1) da Sturm-Liouville (S-L) operatörü denir (Bairamov vd. 1999).

Teorem 2.1. (Weierstrass M-Testi)
1X
k=1

fk(x); A üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar¬n bir

serisi olsun. 8x 2 A için jfk(x)j � ak ve
1X
k=1

ak < 1 ise
1X
k=1

fk(x) serisi A üzerinde

düzgün yak¬nsakt¬r (Balc¬1997).
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3. JOST ÇÖZÜMÜNÜN VARLI¼GI

Bu bölümde öncelikle ele al¬nan Schrödinger tipi denkleminin Jost çözümünün varl¬¼g¬

incelenecek daha sonra bu çözümün özellikleri incelenecektir (Aktosun vd. 1998).

3.1 Jost Çözümünün Varl¬¼g¬

Bu tezde x 2 R , m = 0; 1; :::; n � 1 için Sm =
n
� : m�

n
< arg � < (m+1)�

n

o
olmak

üzere � 2 Sm ve k = 0; 1; :::; n için qk fonksiyonlar¬n¬n aşa¼g¬daki koşular¬gerçekledi¼gi

kabul edilecektir.

(a) q0 reel de¼gi̧skenli kompleks de¼gerli, sürekli bir fonksiyon; k = 1; 2; :::; n için qk

fonksiyonlar¬ ise reel de¼gi̧skenli kompleks de¼gerli sürekli türevlenebilir fonksiyon-

lard¬r.

(b)
1Z

�1

(1 + jtj)
�
jq0(t)j+

1

2
jqn(t)j+

1

4

��q2n(t)��� dt
ve

1Z
�1

(1 + jtj)1� k
n (jqk(t)j+ jq0k(t)j) dt; (k = 1; 2; :::n)

integralleri mevcuttur.

�y00 +
nX
k=0

�kqk(x)y = �
2ny , (n 2 N2) (3.1.1)

denkleminin, s¬ras¬yla

lim
x!+1

f+m(x; �)e
(�1)m+1i�nx = 1 , lim

x!�1
f�m(x; �)e

(�1)mi�nx = 1 (3.1.2)

koşullar¬n¬gerçekleyen Jost çözümleri f+m(x; �) , f
�
m(x; �) ile gösterilsin. � 2 Sm için

bu çözümler
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f�m(x; �) = u
�
m(x; �) exp(�(�1)mi�nx�

(�1)m+1
2i

�1Z
x

qn(t)dt) (3.1.3)

şeklinde olacakt¬r. f�m(x; �) (3.1.1) denkleminin çözümü olarak kabul edildi¼gi için

bu denklemi sa¼glayacakt¬r. O halde (3.1.3) eşitli¼ginin x e göre iki kez türevi al¬n¬p

(3.1.1) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

'�m(x) = q0(x) +
1

4
q2n(x)�

(�1)m+1
2i

q0n(x)

ile gösterilmek üzere

u�00m (x; �)� (�1)m(2i�n � iqn(x))u�0m (x; �) = ['�m(x) +
n�1X
k=1

�kqk(x)]u
�
m(x; �) (3.1.4)

diferensiyel denklemi elde edilir. Ayr¬ca (3.1.3) eşitli¼ginin her iki taraf¬

exp((�1)m+1i�nx)

ile çarp¬l¬p x! +1 için limit al¬n¬p lim
x!�1

f�m(x; �)e
(�1)m+1i�nx = 1 oldu¼gu göz

önünde bulundurulursa

lim
x!�1

f�m(x; �)e
(�1)m+1i�nx = lim

x!�1
u�m(x; �) exp(�(�1)mi�nx�

(�1)m+1
2i

�1Z
x

qn(t)dt)

eşitli¼ginden

lim
x!�1

u�m(x; �) exp(�(�1)mi�nx�
(�1)m+1
2i

�1Z
x

qn(t)dt) = 1
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elde edilir.

1Z
�1

jqn(t)dtj <1 oldu¼gundan kalan k¬sm¬n limiti s¬f¬r olaca¼g¬ndan

lim
x!�1

exp(
(�1)m+1
2i

�1Z
x

qn(t)dt) = exp lim
x!�1

(
(�1)m+1
2i

�1Z
x

qn(t)dt)

= 1

oldu¼gu görülür. Di¼ger yandan lim
x!�1

exp (�(�1)mi�nx) = 1 oldu¼gundan

lim
x!�1

exp(�(�1)mi�nx� (�1)
m+1

2i

�1Z
x

qn(t)dt) = 1

olur. Bu durumda

lim
x!�1

u�m(x; �) = 1 (3.1.5)

elde edilir. O halde (3.1.5) koşulu alt¬nda (3.1.4) diferensiyel denklemini incelemek

yeterli olacakt¬r.

Bu tezde incelemeler f+m(x; �) çözümü için yap¬lacakt¬r. Çünkü benzer i̧slemler

f�m(x; �) çözümü için de yap¬l¬r.

Teorem 3.1.1. (3.1.4) diferensiyel denkleminin (3.1.5) koşulunu sa¼glayan her

çözümü

u�m(x; �) = 1� (�1)m
�1Z
x

�
e(�1)

m2i�njt�xj � 1
2i�n

�
(3.1.6)

�
 
'�m(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)

!
u�m(t; �)dt

�(�1)m
�1Z
x

e(�1)
m2i�njt�xjqn(t)u

�
m(t; �)dt

Volterra integral denkleminin bir çözümüdür.
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·Ispat : ·Ispat için

u+00m (x; �) + (�1)m(2i�n � iqn(x))u+0m (x; �) = ['�m(x) +
n�1X
k=1

�kqk(x)]u
+
m(x; �) (3.1.7)

ile verilen denklemin her iki taraf¬x den sonsuza integre edilsin.

+1Z
x

u+00m (t; �)dt = (�1)m+12i�n
+1Z
x

u+0m (t; �)dt (3.1.8)

+(�1)mi
+1Z
x

qn(t)u
+0
m (t; �)dt

+

+1Z
x

['�m(t) +
n�1X
k=1

�kqk(t)]u
+
m(t; �)dt

(3.1.5) koşulu ve bu koşulun gerektirdi¼gi

lim
x!+1

u+0m (x; �) = 0

eşitli¼gi göz önünde bulundurulup integraller hesaplan¬rsa sol taraftaki integral

+1Z
x

u+00m (t; �)dt = lim
�!+1

u+0m (�; �)� u+0m (x; �)

= �u+0m (x; �)

ve sa¼g tarftaki ilk integral ise

+1Z
x

u+0m (t; �)dt = lim
�!+1

u+m(�; �)� u+m(x; �)

= 1� u+m(x; �)

bulunur. Bu eşitlikler göz önünde bulundurularsa ikinci basamaktan (3.1.4) dife-
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rensiyel denklemi

�u+0m (x; �) + (�1)m+12i�nu+m(x; �) = (�1)m+12i�n (3.1.9)

+(�1)mi
+1Z
x

qn(t)u
+0
m (t; �)dt

+

+1Z
x

['�m(t) +
n�1X
k=1

�kqk(t)]u
+
m(t; �)dt

birinci basamaktan (3.1.9) diferensiyel denklemine dönüşür. Elde edilen bu denklem

ise

I(x) = e(�1)
m2i�n(x�t)

ile çarp¬l¬rsa (3.1.9) eşitli¼gi

� d

dx
(u+m(x; �)I(x)) = (�1)m+12i�nI(x)

+(�1)mi
+1Z
x

I(x)qn(t)u
+0
m (t; �)dt

+

+1Z
x

I(x)['�m(t) +
n�1X
k=1

�kqk(t)]u
+
m(t; �)dt

şeklini al¬r. Yine bu eşitli¼gin her iki taraf¬[x;+1) üzerinde integre edilirse

�
+1Z
x

d

ds
(u+m(s; �)I(s))ds = (�1)m+12i�n

+1Z
x

e(�1)
m2i�n(s�t)ds (3.1.10)

+(�1)mi
+1Z
x

+1Z
s

e(�1)
m2i�n(s�t)qn(t)u

+0
m (t; �)dtds

+

+1Z
x

+1Z
s

e(�1)
m2i�n(s�t)

�
"
'�m(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)

#
u+m(t; �)dtds

7



olur. Bu eşitlikteki integraller s¬ras¬yla hesaplan¬rsa

I1 = �
+1Z
x

d

ds
(u+m(s; �)I(s))ds

= lim
v!+1

[�u+m(�; �) + u+m(x; �)]e(�1)
m2i�n(v�t)

= u+m(x; �)e
(�1)m2i�n(x�t) ,

I2 = (�1)m+12i�n
+1Z
x

e(�1)
m2i�n(s�t)ds

= (�1)m+12i�n lim
v!+1

(e(�1)
m2i�n(v�t) � e(�1)m2i�n(x�t))

(�1)m2i�n

= e(�1)
m2i�n(x�t) ,

I3 =

+1Z
x

+1Z
s

e(�1)
m2i�n(s�t)qn(t)u

+0
m (t; �)dtds

=

+1Z
x

tZ
x

e(�1)
m2i�n(s�t)qn(t)u

+0
m (t; �)dsdt

=

+1Z
x

�
e(�1)

m2i�n(s�t)

(�1)m2i�n jtx
�
qn(t)u

+0
m (t; �)dt

=

+1Z
x

1� e(�1)m2i�n(x�t)
(�1)m2i�n qn(t)u

+0
m (t; �)dt

bulunur. Benzer i̧slemler yap¬l¬rsa (3.1.10) eşitli¼gindeki son integral

I4=

+1Z
x

1� e(�1)m2i�n(x�t)
(�1)m2i�n ['�m(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)]u
+
m(t; �)dt

8



şeklinde bulunur. O halde I1; I2; I3; I4 integralleri yard¬m¬yla (3.1.10) eşitli¼gi

u+m(x; �)e
(�1)m2i�n(x�t) = e(�1)

m2i�n(x�t)

+(�1)mi
+1Z
x

1� e(�1)m2i�n(x�t)
(�1)m2i�n qn(t)u

+0
m (t; �)dt

+1Z
x

1� e(�1)m2i�n(x�t)
(�1)m2i�n ['�m(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)]u
+
m(t; �)dt

halini al¬r. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬e(�1)
m+12i�n(x�t) ile çarp¬l¬rsa

u+m(x; �) = 1 +

+1Z
x

e(�1)
m+12i�n(x�t) � 1
2�n

qn(t)u
+0
m (t; �)dt

+(�1)m
+1Z
x

e(�1)
m+12i�n(x�t) � 1
2i�n

['�m(t) +
n�1X
k=1

�kqk(t)]u
+
m(t; �)dt

bulunur. Son olarak eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ilk integralde k¬smi integrasyon uygu-

lan¬rsa

+1Z
x

e(�1)
m+12i�n(x�t) � 1
2�n

qn(t)u
+0
m (t; �)dt = (�1)m+1i

+1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)qn(t)u

+
m(t; �)dt

�i
+1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x) � 1
2i�n

q=n(t)u
+
m(t; �)dt

olur. Böylece

u+m(x; �) = 1 + (�1)m+1i
+1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)qn(t)u

+
m(t; �)dt

�i
+1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x) � 1
2i�n

q0n(t)u
+
m(t; �)dt

+(�1)m
+1Z
x

e(�1)
m+12i�n(x�t) � 1
2i�n

['�m(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)]u
+
m(t; �)dt

9



elde edilir. '�m(t) = q0(t) +
1
4
q2n(t) +

(�1)m+1
2i

q0n(t) eşitli¼gi göz önünde bulundurulursa

u+m(x; �) = 1 + (�1)m+1i
+1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)qn(t)u

+
m(t; �)dt

+(�1)m
+1Z
x

[
e(�1)

m+12i�n(x�t) � 1
2i�n

]

�[q0(t) +
1

4
q2n(t)�

(�1)m+1
2i

q0n(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)]u
+
m(t; �)dt

elde edilir. Son integralde q0(t)+ 1
4
q2n(t)�

(�1)m+1
2i

q0n(t) = '
+
m(t) eşitli¼gi yerine yaz¬l¬rsa

u+m(x; �) = 1 + (�1)m
+1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x) � 1
2i�n

['+m(t) +
n�1X
k=1

�kqk(t)]u
+
m(t; �)dt

+(�1)m+1i
+1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)qn(t)u

+
m(t; �)dt

olarak bulunur. Böylece (3.1.4) diferensiyel denkleminin (3.1.5) koşulu alt¬nda bir

çözümünün oldu¼gu görülür.

Şimdiyse bu denklemin çözümünü Ard¬̧s¬k Yaklaş¬mlar Yöntemi ile arayal¬m.

u+m;0(x; �) = 1

ve

u+m;j(x; �) = (�1)m
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)�1
2i�n

 
'+m(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)

!
u+m;j�1(t; �)dt

+(�1)m+1i
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)

qn(t)u
+
m;j�1(t; �)dt; j = 1; 2; :::

olmak üzere

u+m(x; �) =
1X
j=0

u+m;j(x; �) (3.1.11)

10



serisi oluşturulsun.

Yap¬lacak çal¬̧samalarda (3.1.11) serisinin düzgün yak¬nsakl¬¼g¬na ihtiyaç vard¬r. Önce-

likle bu serinin düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n¬n gösterilmesinde kullan¬lacak olan bir lemma

ve birtak¬m eşitsizlikler verilecektir.

Lemma 3.1.1. � 2 Sm ve x � 0 olmak üzere k=0,1,...,n-1 için�����e(�1)
m2i�nx � 1
2i�n�k

����� � 21�
k
n

�(2� k
n
)
x1�

k
n (3.1.12)

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Guseinov vd. 2000).

·Ispat : k = 0 için

�����e(�1)
m2i�nx � 1
2i�n

����� =

������
xZ
0

e
(�1)m2i�

nt

dt

������
�

xZ
0

����e(�1)m2i�nt ���� dt
�

xZ
0

dt

� 2x

oldu¼gu görülür.

1 � k � n� 1 içinse

1

2i�n�k
=
(�1)m+12�kn ei�k(2m+1)

�(1� k
n
)

1Z
0

s
�k
n e

(�1)m2i�ns

ds

eşitli¼ginden yararlan¬l¬rsa

e(�1)
m2i�nx � 1
2i�n�k

=
(�1)m+12� k

n ei�k(2m+1)

�(1� k
n
)

8<:
1Z
0

s
�k
n e(�1)

m2i�n(s+x)

ds�
1Z
0

s
�k
n e

(�1)m2i�ns

ds

9=;
11



olup
1Z
0

s
�k
n e(�1)

m2i�nsds =

1Z
x

(s� x)�kn e(�1)m2i�nsds

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

e(�1)
m2i�nx � 1
2i�n�k

=
(�1)m+12� k

n ei�k(2m+1)

�(1� k
n
)

8<:
1Z
x

h
s
�k
n � (s� x)�kn

i
e
(�1)m2i�ns

ds

+

xZ
0

s
�k
n e(�1)

m2i�nsds

9=;
elde edilir. Buradan

�����e(�1)
m2i�nx � 1
2i�n

����� � 2�
k
n

�(1� k
n
)

8<:
xZ
0

s
�k
n

��e(�1)m2i�ns�� ds
+

1Z
x

���s�kn � (s� x)�kn ��� ��e(�1)m2i�ns�� ds
9=;

� 2�
k
n

�(1� k
n
)

8<:
xZ
0

s
�k
n ds+

1Z
x

h
s
�k
n � (s� x)�kn

i
e(�1)

m+12 Im�nsds

9=;
=

2�
k
n

�(1� k
n
)

8<:
xZ
0

s
�k
n ds+

1Z
x

(s� x)�kn e(�1)m+12 Im�nsds

�
1Z
x

s
�k
n e(�1)

m+12 Im�nsds

9=;
=

2�
k
n

�(1� k
n
)

8<:
xZ
0

s
�k
n ds+ e(�1)

m+12 Im�nx

1Z
x

t
�k
n e(�1)

m+12 Im�ntdt

�
1Z
x

s
�k
n e(�1)

m+12 Im�nsds

9=;
� 2�

k
n

�(1� k
n
)

8<:
xZ
0

s
�k
n ds+

xZ
0

s
�k
n ds+

1Z
x

s
�k
n ds�

1Z
x

s
�k
n ds

9=;
=

21�
k
n

�(2� k
n
)
x1�

k
n

12



bulunur ve böylece ispat tamamlan¬r (Guseinov vd. 2000).

Şimdi bu eşitsizlikten yararlan¬larak, serinin düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n¬ispatlamak için

kullan¬lacak olan

��u+m;j(x; �)�� �
n�1X
k=1

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(t� x)1� k
n jqk(t)j

��u+m;j�1(t; �)�� dt (3.1.13)

+

1Z
x

(t� x)
��'+m(t)�� ��u+m;j�1(t; �)�� dt+ 1Z

x

jqn(t)j
��u+m;j�1(t; �)�� dt

eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gi gösterilecektir (Nabiev ve Guseinov 2006).

u+m;j(x; �) = (�1)m
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)�1
2i�n

 
'+m(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)

!
u+m;j�1(t; �)dt

+(�1)m+1i
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)

qn(t)u
+
m;j�1(t; �)dt; j = 1; 2; :::

olmak üzere (3.1.12) eşitsizli¼ginden ve bu eşitsizlikte x yerine t-x al¬n¬nca elde edilen�����e(�1)
m2i�n(t�x) � 1
2i�n

����� � 2(t� x)
eşitsizli¼ginden yararlan¬larak

��u+m;j(x; �)�� �
1Z
x

�����e(�1)
m2i�n(t�x) � 1
2i�n

����� ��'+m(t)�� ��u+m;j�1(t; �)�� dt
+

1Z
x

 
n�1X
k=1

�����e(�1)
m2i�n(t�x) � 1
2i�n�k

����� jqk(t)j
!��u+m;j�1(t; �)�� dt

+

1Z
x

jqn(t)j
��u+m;j�1(t; �)�� dt

13



�
n�1X
k=1

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(t� x)1� k
n jqk(t)j

��u+m;j�1(t; �)�� dt
+2

1Z
x

(t� x)
��'+m(t)�� ��u+m;j�1(t; �)�� dt

+

1Z
x

jqn(t)j
��u+m;j�1(t; �)�� dt

elde edilir.

Şimdi

�+(x) = 2

1Z
x

(t� x)
�
jq0(t)j+

1

4

��q2n(t)��+ 12 ���q0n(t)���
�
dt

+
nX
k=1

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(t� x)1� k
n jqk(t)j dt

olmak üzere (3.1.13) eşitsizli¼ginden

��u+m;0(x; �)�� = 1;
��u+m;1(x; �)�� �

n�1X
k=1

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(t� x)1� k
n jqk(t)j

��u+m;0(t; �)�� dt
+2

1Z
x

(t� x)
�
jq0(t)j+

1

4

��q2n(t)��+ 12 ���q0n(t)���
� ��u+m;0(t; �)�� dt

+

1Z
x

jqn(t)j
��u+m;0(t; �)�� dt

14



=
nX
k=1

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(t� x)1� k
n jqk(t)j dt

+2

1Z
x

(t� x)
�
jq0(t)j+

1

4

��q2n(t)��+ 12 ���q0n(t)���
�
dt

= �+(x);

ve j-1 için ��u+m;j�1(x; �)�� �
n
�
+
(x)
oj�1

(j � 1)!

oldu¼gu kabul edilirse Lemma 3.1.1 de verilen eşitsizlik yard¬m¬yla

��u+m;j(x; �)�� � 2

1Z
x

(t� x)
��'+m(t)�� ��u+m;j�1(t; �)�� dt

+
n�1X
k=1

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(t� x)1� k
n jqk(t)j

��u+m;j�1(t; �)�� dt
+

1Z
x

jqn(t)j
��u+m;j�1(t; �)�� dt

� 2

1Z
x

(t� x)
��'+m(t)�� f�+(t)gj�1(j � 1)! dt

+
nX
k=1

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(t� x)1� k
n jqk(t)j

f�+(t)gj�1

(j � 1)! dt

=

1Z
x

tZ
x

�
2

�
jq0(t)j+

1

4

��q2n(t)��+ 12 ���q0n(t)���
�

+

nX
k=1

21�
k
n

�(2� k
n
)
(t� �)� k

n (1� k
n
) jqk(t)j d�

)
dt

=
1

(j � 1)!

1Z
x

1Z
�

�
�+(t)

	j�1�
2

�
jq0(t)j+

1

4

��q2n(t)��+ 12 ���q0n(t)���
�

+
nX
k=1

21�
k
n

�(2� k
n
)
(t� �)� k

n (1� k
n
) jqk(t)j dtd�

)

15



� 1

(j � 1)!

1Z
x

�
�+(�)

	 1Z
�

�
2

�
jq0(t)j+

1

4

��q2n(t)��+ 12 ���q0n(t)���
�

+

nX
k=1

21�
k
n

�(2� k
n
)
(t� �)� k

n (1� k
n
) jqk(t)j dt

)
d�

bulunur.

d�+(�)

d�
= �

1Z
�

�
2

�
jq0(t)j+

1

4

��q2n(t)��+ 12 ���q0n(t)���
�

+
nX
k=1

21�
k
n

�(2� k
n
)
(t� �)� k

n (1� k
n
) jqk(t)j

)
dt

ve lim
x!+1

�+(x) = 0 oldu¼gundan

��u+m;j(x; �)�� � �1
(j � 1)!

1Z
x

�
�+(�)

	j�1
d�(�)

=
f�+(x)gj

j!

elde edilir. O halde tümevar¬m yöntemi gere¼gince j = 0; 1; ::: için

��u+m;j(x; �)�� � f�+(x)gj

j!

elde edilir.

�+ artmayan fonksiyon oldu¼gundan her x 2 R için en az¬ndan bir a 2 R vard¬r

öyleki a < x için �+(a) � �+(x) dir. O halde her x 2 R ve � 2 Sm için

��u+m;j(x; �)�� � f�+(x)gj

j!

� f�+(a)gj

j!

16



olup

1X
j=0

f�+(a)gj

j!
= e�

+(a) � 1

< 1

oldu¼gundan Weierstrass M-Testi gere¼gince
1X
j=0

u+m;j(x; �) serisi R � Sm kümesi ü-

zerinde düzgün yak¬nsakt¬r.

O halde (3.1.11) serisi (3.1.6) integral denkleminin çözümüdür ve tektir. Gerçekten

u+m(x; �) = u+0 (x; �)

+
1X
j=0

24(�1)m 1Z
x

e(�1)
m2i�nx � 1
2i�n

 
'+m(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)

!
u+m;j�1(t; �)dt

+(�1)m+1i
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)

qn(t)u
+
m;j�1(t; �)dt

35
= u+0 (x; �)

+(�1)m
1Z
x

e(�1)
m2i�nx � 1
2i�n

 
'+m(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)

! 1X
j=1

u+m;j�1(t; �)

!
dt

+(�1)m+1i
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)

qn(t)

 1X
j=0

u+m;j�1(t; �)

!
dt

= 1 + (�1)m
1Z
x

e(�1)
m2i�nx � 1
2i�n

 
'+m(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)

!
u+m(t; �)dt

+(�1)m+1i
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)

qn(t)u
+
m(t; �)dt

gerçeklenir.

17



3.2 Jost Çözümünün Özellikleri

Bu k¬s¬mda elde edilen Jost çözümünün analitikli¼gi incelenip gerçekledi¼gi birtak¬m

eşitsizlik verilecektir (Nabiev ve Guseinov 2006).

Teorem 3.2.1. u�m(x; �) � 2
�
Sm için analitik ve � 2 Sm için sürekli olup aşa¼g¬daki

eşitsizlikleri gerçekler.

ju�m(x; �)j � e�
+(x)

ju�m(x; �)� 1j � �+(x)e�
+(x)

(3.2.1)

·Ispat : j = 0; 1; ::: için u+m(x; �) Sm üzerinde analitik için ve
�
Smüzerinde sürekli

olup (3.1.11) serisi R � Sm üzerinde düzgün yak¬nsak oldu¼gundan bu seri her bir

x 2 R için u+m(x; �) Sm üzerinde analitik ve
�
Sm üzerinde sürekli olur.

u+m(x; �) =
1X
j=0

u+m;j(x; �)

eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n mutlak de¼geri al¬n¬p j = 0; 1; ::: için gerçeklenen

��u+m;j(x; �)�� � f�+(x)gj

j!

eşitsizli¼gi göz önünde bulundurulursa

��u+m(x; �)�� �
1X
j=0

��u+m;j(x; �)��
�

1X
j=0

f�+(x)gj

j!

= e�
+(x)

18



eşitsizli¼gi gerçeklenir ve bu eşitsizlikten yararlan¬larak

u+m(x; �)� 1 = (�1)m
+1Z
x

e(�1)
m+12i�n(x�t) � 1
2i�n

['+m(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)]u
+
m(t; �)dt

+(�1)m+1i
+1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)qn(t)u

+
m(t; �)dt

olmak üzere

��u+m(x; �)� 1�� �
+1Z
x

�����e(�1)
m+12i�n(x�t) � 1
2i�n

�����
�����'+m(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)

����� ��u+m(t; �)�� dt
+

+1Z
x

��e(�1)m2i�n(t�x)�� jqn(t)j ��u+m(t; �)�� dt
elde edilir ve (3.1.12) eşitsizli¼gi yard¬m¬yla

��u+m(x; �)� 1�� �
+1Z
x

[(t� x)
��'+m(t)��+ n�1X

k=1

21�
k
n

�(1� k
n
)
(t� x)1� k

n jqk(t)j]
��u+m(t; �)�� dt

+

+1Z
x

jqn(t)j
��u+m(t; �)�� dt

� e�
+(x)

0@ +1Z
x

[(t� x)
��'+m(t)��+ nX

k=1

21�
k
n

�(1� k
n
)
(t� x)1� k

n jqk(t)j]dt

1A
= e�

+(x)�+(x)

oldu¼gu görülür (Nabiev ve Guseinov 2006).

Lemma 3.2.1.

1Z
�1

(1 + jtj)(jq0(t)j+
1

4

��q2n(t)��+ 12 ���q0n(t)���)dt <1
ve

nX
k=1

1Z
�1

(1 + jtj)1� k
n jqk(t)j dt <1
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koşullar¬alt¬nda x 2 R, � 2 Sm ve C1 ile C2 sabitler olmak üzere

��u�m(x; �)�� � C1(1 +maks(�x; 0))
eşitsizli¼gi gerçeklenir (Nabiev ve Guseinov 2006).

·Ispat : Teorem 3.2.1 gere¼gince x > 0 olmak üzere m = 0; 1; :::; n için u+m fonksiyonu

s¬n¬rl¬d¬r. x � 0 için (3.2.1) eşitsizli¼gini göz önünde bulundururarak eşitsizli¼gi elde

etmeye çal¬̧sal¬m.

(3.1.4) integral denkleminin her iki taraf¬n¬n mutlak de¼geri al¬n¬r ve (3.1.12) eşit-

sizli¼ginden yararlan¬l¬rsa

��u+m(x; �)�� � 1 + 2

1Z
x

�
(t� x)

�
jq0(t)j+

1

4

��q2n(t)��+ 12 ���q0n(t)���
�

(3.2.2)

+
nX
k=1

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(t� x)1� k
n jqk(t)j

9=;��u+m(t; �)�� dt
+

1Z
x

jqn(t)j
��u+m(t; �)�� dt

elde edilir. Daha kapal¬bir gösterim için

jp0(t)j = jq0(t)j+
1

4

��q2n(t)��+ 12 ���q0n(t)��� ve jpk(t)j = jqk(t)j (k=1,2,...,n)

al¬n¬p (3.2.2) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬düzenlenirse

��u+m(x; �)�� � 1 + nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(t� x)1� k
n jpk(t)j

��u+m(t; �)�� dt

20



olur. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki integral

1Z
x

(t� x)1� k
n jpk(t)j

��u+m(t; �)�� dt =

0Z
x

(t� x)1� k
n jpk(t)j

��u+m(t; �)�� dt
+

1Z
0

(t� x)1� k
n jpk(t)j

��u+m(t; �)�� dt
şeklinde ifade edilmek üzere ilk integralde

(t� x)1� k
n � (�x)1� k

n

ve ikinci integralde

(t� x)1� k
n � t1� k

n + (�x)1�
k
n

eşitsizliklerinden yararlan¬larak küçültmeler yap¬l¬rsa

��u+m(x; �)�� � 1 +
nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

8<:
0Z
x

(�x)1� k
n jpk(t)j

��u+m(t; �)�� dt
+

1Z
0

�
t1�

k
n + (�x)1� k

n

�
jpk(t)j

��u+m(t; �)�� dt
9=;

= 1 +
nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

8<:
1Z
x

(�x)1� k
n jpk(t)j

��u+m(t; �)�� dt
+

1Z
0

t1�
k
n jpk(t)j

��u+m(t; �)�� dt
9=;

elde edilir. x > 0 için sa¼glanan

��u+m(x; �)�� � e�+(x)
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eşitsizli¼ginden yararlan¬larak

1Z
0

t1�
k
n jpk(t)j

��u+m(t; �)�� dt �
1Z
0

t1�
k
n jpk(t)j e�

+(t)dt

�
1Z
0

t1�
k
n jpk(t)j e�

+(0)dt

yaz¬ls¬n

K = 1 +

nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
0

t1�
k
n jpk(t)j e�

+(0)dt

olmak üzere

��u+m(x; �)�� � K +

nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(�x)1� k
n jpk(t)j

��u+m(t; �)�� dt
elde edilir. Bu eşitsizlik göz önünde bulundurularak U+m(x; �) =

u+m(x;�)
K(1+jxj) ile göste-

rilmek üzere

��U+m(x; �)�� =
ju+m(x; �)j
K(1 + jxj) �

K +
nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(�x)1� k
n jpk(t)j ju+m(t; �)j dt

jKj (1 + jxj)

=
1

1 + jxj +
nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(�x)1� k
n
1 + jtj
1 + jxj jpk(t)j

ju+m(t; �)j
K(1 + jtj)dt

=
1

1 + jxj +
nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(�x)1� k
n
1 + jtj
1 + jxj jpk(t)j

��U+m(t; �)�� dt
eşitsizli¼gi elde edilir. Sa¼g taraftaki integralde

jxj1�
k
n � (1 + jxj)1� k

n

eşitsizli¼ginden yararlan¬larak küçültmeler yap¬l¬rsa

��U+m(x; �)�� � 1 + nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(1 + jtj)1� k
n jpk(t)j

��U+m(t; �)�� dt (3.2.3)
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olur.

f(x) = 1 +
nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(1 + jtj)1� k
n jpk(t)j

��U+m(t; �)�� dt
ile gösterilmek üzere f(x) > 0 oldu¼gundan (3.2.3) eşitsizli¼ginden

jU+m(x; �)j
f(x)

� 1 (3.2.4)

yaz¬l¬r ve eşitsizli¼gin her iki taraf¬
nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)
(1 + jxj)1� k

n jpk(x)j ile çarp¬l¬rsa

jU+m(x; �)j
nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)
(1 + jxj)1� k

n jpk(x)j

f(x)
�

nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)
1 + jxj)1� k

n jpk(x)j

elde edilir. Eşitsizli¼gin her iki taraf¬[x;+1) üzerinde integrallenir ve

��U+m(t; �)�� nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)
(1 + jtj)1� k

n jpk(t)j = �
df(t)

dt

eşitli¼ginden yararlan¬l¬rsa

�
1Z
x

df(t)

dt
�

nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(1 + jtj)1� k
n jpk(t)j dt

olur ve buradan

f(x) � exp

0@ nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(1 + jtj)1� k
n jpk(t)j dt

1A
� exp

0@ nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
�1

(1 + jtj)1� k
n jpk(t)j dt

1A
= K1

elde edilir. Dolay¬s¬yla (3.2.4) eşitsizli¼ginden

��U+m(x; �)�� � K1
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elde edilir. jU+m(x; �)j yerine
jum(x;�)j
K(1+jxj)yaz¬l¬rsa

jum(x; �)j
K(1 + jxj) � K1

olur burada KK1 = K2 al¬n¬rsa

��u+m(x; �)�� � K2(1 + jxj)

elde edilir. x > 0 için

��u+m(x; �)�� � e�
+(x)

� e�
+(a)

= K3

al¬n¬p, maks(K2;K3) = C1 ile gösterilirse 8x 2 R için

��u+m(x; �)�� � C1(1 +maks(�x; 0))
eşitsizli¼gi elde edilir. Bu durumda denklemin çözümünün her x için s¬n¬rl¬oldu¼gu

görülür.
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4. JOST ÇÖZÜMÜNÜN ·INTEGRAL GÖSTER·IM·I

Bu bölümde Fourier Dönüşümü yard¬m¬yla (3.1.6) integral denkleminin bir başka

formdaki çözümü ya da başka bir deyi̧sle (3.1.6) denkleminin integral gösterimi elde

edilecektir (Nabiev ve Guseinov 2006).

(3.1.1) diferensiyel denkleminin (3.1.2) koşulunu gerçekleyen her bir çözümünün

(3.1.6) integral denkleminin çözümü oldu¼gu gösterilmi̧sti. Şimdi ise (3.1.6) integral

denkleminin

u�m(x; �) = 1 +

1Z
0

K�
m(x; t)e

(�1)m2i�ntdt (4.1)

şeklinde bir integral gösterime sahip oldu¼gu gösterilecektir. Yine bu gösterim u+m(x; �)

için elde edilsin, u�m(x; �) için de benzer i̧slemler yap¬larak elde edilebilece¼gi görülür.

(4.1) ile gösterilen eşitlik (3.1.6) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

I =

1Z
0

K+
m(x; t)e

(�1)m2i�ntdt

ile gösterilmek üzere

I = (�1)m
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x) � 1
2i�n

 
'+m(t) +

n�1X
k=1

�kqk(t)

!
(4.2)

�

0@1 + 1Z
0

K+
m(t; �)e

(�1)m2i�n�d�

1A dt
+(�1)m+1i

1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)

qn(t)

0@1 + 1Z
0

K+
m(x; �)e

(�1)m2i�n�d�

1A dt
elde edilir. Daha kapal¬bir ifade için p0(x) = '+m(x) ve

pk(x) = qk(x); (k = 1; 2; :::; n)

gösterimleri kullan¬l¬rsa (4.2) eşitli¼gi
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1Z
0

Km(x; t)e
(�1)2i�ntdt = (�1)m

1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x) � 1
2i�n

n�1X
k=0

�kpk(t)dt (4.3)

+(�1)m
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x) � 1
2i�n

(
n�1X
k=0

�kpk(t)

1Z
0

Km(t; �)e
(�1)2i�n�d�

9=; dt
+(�1)m+1i

1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)

pn(t)dt

+(�1)m+1i
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)

pn(t)

1Z
0

Km(t; �)e
(�1)2i�n�d�dt

şeklini al¬r. (4.3) eşitli¼ginin bu son hali düzenlenmeden önce ilk iki integralin

dönüşümünde yararlan¬lacak olan bir eşitlik verilsin.

t � x; � � 0 ve � 2 Sm için

e(�1)
m2i�nx � 1
2i�n�k

=
(�1)m+12� k

n ei�k(2m+1)

�(1� k
n
)

8<:
1Z
x

h
s�

k
n � (s� x)� k

n

i
e
(�1)m2i�ns

ds

+

xZ
0

s�
k
n e(�1)

m2i�nsds

9=;
eşitli¼ginden yararlan¬l¬rsa

e(�1)
m2i�n(t�x+�) � e(�1)m2i�

n�

2i�n�k
=

(�1)m+1
(m)k

�(1� k
n
)

(4.4)

�

8<:+
1Z

�+t�x

(s� � � t+ x)� k
n e

(�1)m2i�ns

ds

�
1Z
�

(s� �)�
k
n e

(�1)m2i�ns

ds

9=;
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elde edilir. (4.3) eşitli¼ginde

J1 = (�1)m
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x) � 1
2i�n

n�1X
k=0

�kpk(t)dt

al¬n¬p, bu integralin içi e
(�1)m2i�n�

ile çarp¬l¬p bölünsün. Bu durumda elde edilen

J1 = (�1)m
1Z
x

n�1X
k=0

e(�1)
m2i�n(t+��x) � e(�1)m2i�

n�

2i�n�k
pk(t)dt

eşitli¼ginde (4.4) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

J1 =

1Z
x

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:
1Z
�

(s� �)�
k
n e

(�1)m2i�n(s��)
ds

�
1Z

�+t�x

(s� � � t+ x)� k
n e

(�1)m2i�n(s��)
ds

9=; pk(t)dt
elde edilir. Parantezin içindeki iki integralde de s � � = u de¼gi̧sken de¼gi̧stirilmesi

uygulan¬p, integrasyon s¬ras¬nda de¼gi̧sim yap¬l¬rsa J1 integrali

J1 =

1Z
0

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)
e
(�1)m2i�nu

0@u� k
n

1Z
x

pk(t)dt�
u+xZ
x

(u� t+ x)� k
npk(t)dt

1A du
halini al¬r. Yine (4.3) eşitli¼ginde

J2 = (�1)m
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x) � 1
2i�n

n�1X
k=0

�kpk(t)

1Z
0

K+
m(t; �)e

(�1)2i�n�d�dt

al¬nmak üzere (4.4) eşitli¼ginden J2 için

J2 =

1Z
x

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

1Z
0

8<:
1Z
�

(s� �)�
k
n e

(�1)m2i�n(s��)
ds

�
1Z

�+t�x

(s� � � t+ x)� k
n e

(�1)m2i�n(s��)
ds

9=; pk(t)K+
m(t; �)d�dt
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yaz¬l¬r. ·Iki kez integrasyon s¬ras¬nda de¼gi̧sim yap¬larak aşa¼g¬daki eşitlik yaz¬l¬r.

J2 =

1Z
0

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)
e
(�1)m2i�ns

8<:
1Z
x

pk(t)

sZ
0

(s� �)�
k
nK+

m(t; �)d�dt

�
s+xZ
x

pk(t)

s+x�tZ
0

(s� � � t+ x)�
k
nK+

m(t; �)d�dt

9=; ds
Benzer şekilde

J3 = (�1)m+1i
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)

pn(t)

1Z
0

Km(t; �)e
(�1)2i�n�d�dt

al¬n¬r ve u = t� x+ � de¼gi̧sken de¼gi̧stirilmesi yap¬l¬p integrasyon s¬ras¬de¼gi̧stirilirse

J3 = (�1)m+1i
1Z
0

e
(�1)m2i�nu

u+xZ
x

pn(t)K
+
m(t; u� t+ x)dtdu

eşitli¼gi elde edilir. Son olarak

J4 = (�1)m+1i
1Z
x

e(�1)
m2i�n(t�x)

pn(t)dt

al¬n¬p t� x = u de¼gi̧sken de¼gi̧stirilmesi yap¬l¬rsa

J4 = (�1)m+1i
1Z
0

e(�1)
m2i�nu

pn(u+ x)du

elde edilir. J1; J3; J4 integrallerinde u yerine t ve t yerine s, J2 integralinde ise s

yerine t ve t yerine s yaz¬l¬rsa
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I =

1Z
0

e
(�1)m2i�nt

(
n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

0@t� k
n

1Z
x

pk(s)ds�
t+xZ
x

(t� s+ x)� k
npk(s)ds

�
t+xZ
x

pk(s)

t+x�sZ
0

(t� � � s+ x)�
k
nK+

m(s; �)d�ds

+

1Z
x

pk(s)

tZ
0

(t� �)�
k
nKm(s; �)d�ds

1A
+i(�1)m+1

t+xZ
x

pn(s)K
+
m(s; t� s+ x)ds+ i(�1)m+1pn(t+ x)

9=; dt
olur.

A(x; t) =
n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:t� k
n

1Z
x

pk(s)ds�
t+xZ
x

(t� s+ x)� k
npk(s)ds (4.5)

�
t+xZ
x

pk(s)

t+x�sZ
0

(t� � � s+ x)�
k
nK+

m(s; �)d�ds

+

1Z
x

pk(s)

tZ
0

(t� �)�
k
nK+

m(s; �)d�ds

9=;
+i(�1)m+1

t+xZ
x

pn(s)K
+
m(s; t� s+ x)ds+ i(�1)m+1pn(t+ x)

ile gösterilmek üzere (4.5) eşitli¼gi

I =

1Z
0

K+
m(x; t)e

(�1)2i�ntdt =

1Z
0

A(x; t)e
(�1)m2i�nt

dt

şeklinde yaz¬labilir. Bu durumda

1Z
0

�
K+
m(x; t)� A(x; t)

�
e
(�1)m2i�nt

dt = 0
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olur. Burada K+
m(x; t)� A(x; t) = C(x; t) ile gösterilmek üzere

1Z
0

C(x; t)e
(�1)m2i�nt

dt = 0

elde edilir.
s
C(x; t)

s
C(x; t) =

8<: C(x; t) ; 0 < t <1

0 ;�1 < t � 0

ile tan¬mlanmak üzere

1Z
�1

s
C(x; t)e

(�1)m2i�nt

dt =

0Z
�1

0dt+

1Z
0

C(x; t)e
(�1)m2i�nt

dt

= 0

oldu¼gu görülür.

1Z
�1

s
C(x; t)e

(�1)m2i�nt
dt ifadesi

s
C fonksiyonunun Fourier dönüşümüdür.

Fourier dönüşümü lineer ve birebir bir dönüşüm oldu¼gundan ancak birim fonksiyonu

birim fonksiyona dönüştürür. Bundan dolay¬d¬r ki

1Z
�1

s
C(x; t)e

(�1)m2i�nt
dt = 0 ,

s
C(x; t) = 0

, C(x; t) = 0

Yani K+
m(x; t) � A(x; t) = 0 olup K+

m(x; t) = A(x; t) oldu¼gu görülür. O halde
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K+
m(x; t) için

K+
m(x; t) =

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:t�kn
1Z
x

pk(s)ds�
t+xZ
x

(t� s+ x)�kn pk(s)ds (4.6)

�
t+xZ
x

pk(s)

t+x�sZ
0

(t� � � s+ x)
�k
n K+

m(s; �)d�ds

+

1Z
x

pk(s)

tZ
0

(t� �)
�k
n K+

m(s; �)d�ds

9=;
+i(�1)m+1

t+xZ
x

pn(s)K
+
m(s; t� s+ x)ds+ i(�1)m+1pn(t+ x)

eşitli¼gi elde edilir.

Şimdi bize (4.6) integral denklemi hakk¬nda bilgi verecek incelemeler yapal¬m. Aşa¼g¬-

daki teoremde (4.6) integral denkleminin bir çözümünün oldu¼gu ve bu çözümün tek

oldu¼gu gösterilecek ayr¬ca bu çözümün gerçekledi¼gi bir eşitsizlik verilecektir.

Teorem 4.1. 8x 2 [a;+1) ; (a 2 R) için (4.6) integral denkleminin çözümü vard¬r,

tektir ve K+
m(x; :) 2 L1(0;1) olmak üzere

kK+
mk(x) � e�

+(x) � 1 (4.7)

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Nabiev ve Guseinov 2006).

·Ispat : Bu teoremin ispat¬ için Ard¬̧s¬k Yaklaş¬mlar Yöntemi kullan¬ls¬n. Bunun

için t > 0 olmak üzere

K+
m;0(x; t) =

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

0@t�kn 1Z
x

pk(s)ds�
t+xZ
x

(t� s+ x)�kn pk(s)ds

1A
+i(�1)m+1pn(t+ x)
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ve j = 1; 2; ::: için

K+
m;j(x; t) =

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:
1Z
x

pk(s)

tZ
0

(t� �)
�k
n K+

m;j�1(s; �)d�ds (4.8)

�
t+xZ
x

pk(s)

t+x�sZ
0

(t� � � s+ x)
�k
n K+

m;j�1(s; �)d�ds

9=;
+i(�1)m+1

t+xZ
x

pn(s)K
+
m;j�1(s; t� s+ x)ds

al¬ns¬n. (4.8) eşitli¼gininin ilk integralinde integrasyon s¬ras¬nda de¼gi̧stirilme yap¬ls¬n

ve K+
m;j(x; t) için aşa¼g¬daki eşitlik kullan¬larak i̧slemlere devam edilsin.

K+
m;j(x; t) =

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)
f

tZ
0

(t� �)
�k
n

1Z
x+t��

pk(s)K
+
m;j�1(s; �)dsd�

+

tZ
0

x+t��Z
x

�
(t� �)

�k
n � (t� � � s+ x)

�k
n

�
pk(s)K

+
m;j�1(s; �)gdsd�

+i(�1)m+1
t+xZ
x

pn(s)K
+
m;j�1(s; t� s+ x)ds

Amaç (4.6) integral denkleminin bir çözümü oldu¼gunu göstermekti. Ele al¬nan bu

yaklaş¬mlarla

K+
m(x; :) =

1X
j=0

K+
m;j(x; t) (4.9)

serisi oluşturulsun. E¼ger bu serinin x ve t ye göre düzgün yak¬nsak oldu¼gu göste-

rilirse bu seri (4.6) integral denkleminin bir çözümü olacakt¬r. Ve yine bu seriden

yararlan¬larak K+
m(x; :) 2 L1(0;1) oldu¼gu ve (4.7) eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gi gös-

terilecektir.

(4.9) serisinin x ve t ye göre düzgün yak¬nsak oldu¼gunu göstermek için Weierstrass

M-Testinden yararlan¬lacakt¬r. Bunun için j = 0; 1; 2; ::: olmak üzere

kK+
m;jk(x) �

f�+(x)g
j+1

(j + 1)!
(4.10)
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eşitsizli¼gi kullan¬lacakt¬r. Bu nedenle i̧se (4.10) eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gini göster-

mekle başlayal¬m.

K+
m;0(x; t) =

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

0@t�kn 1Z
x

pk(s)ds�
t+xZ
x

(t� s+ x)�kn pk(s)ds

1A
+i(�1)m+1pn(t+ x)

olmak üzere

1Z
0

��K+
m;0(x; t)

�� dt �
1Z
0

������
n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

0@t�kn 1Z
x

pk(s)ds�
t+xZ
x

(t� s+ x)�kn pk(s)ds

1A������
+

1Z
0

jpn(t+ x)j dt

�
1Z
0

n�1X
k=0

2�
k
n

�(1� k
n
)

8<:
1Z

x+t

t
�k
n jpk(s)j ds

+

t+xZ
x

����t�kn � (t� s+ x)�kn ���� jpk(s)j ds
9=; dt

+

1Z
0

jpn(t+ x)j dt

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada

I1 =
1

2

1Z
0

0@n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)
t
�k
n

1Z
x+t

jpk(s)j ds+ jpn(t+ x)j

1A dt
al¬nmak üzere

I1 �
1

2

1Z
0

0@n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x+t

js� x� tj�
k
n jpk(s)j ds+ jpn(t+ x)j

1A dt
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olup

d�+(x+ t)

dt
= �

n�1X
k=0

21�
k
n

�(1� k
n
)

�
1� k

n

� 1Z
x+t

js� x� tj�
k
n jpk(s)j ds

� jpn(t+ x)j

eşitli¼ginden yararlan¬l¬rsa

I1 � �1
2

1Z
0

d�+(x+ t)

dt
dt

= �1
2

1Z
0

d�+(x+ t)

= � lim
��!+1

�
�+(x+ �)� �+(x)

2

�
=

�+(x)

2

elde edilir. Benzer şekilde

I2 =
1

2

1Z
0

n�1X
k=0

2�
k
n

�(1� k
n
)

t+xZ
x

����t�kn � (t� s+ x)�kn ���� jpk(s)j dsdt
=

1

2

1Z
x

n�1X
k=0

2�
k
n

�(1� k
n
)

1Z
s�x

�
(t� s+ x)�kn � t

�k
n

�
jpk(s)j dtds

=
1

2

1Z
x

jpk(s)j lim
��!+1

 
(x� s+ �)1� k

n � �1� k
n + (s� x)1� k

n

1� k
n

!
ds

=
1

2

n�1X
k=0

1Z
x

(s� x)1� k
n jpk(s)j ds+

1Z
x

jpn(s)j ds

=
1

2

nX
k=0

1Z
x

(s� x)1� k
n jpk(s)j ds

=
�+(x)

2
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olup

1Z
0

��K+
m;0(x; t)

�� dt � I1 + I2

= �+(x)

elde edilir. �+(x) <1 oldu¼gundan

1Z
0

��K+
m;0(x; t)

�� dt <1 olur. O halde

K+
m;0(x; t) 2 L1(0;1)

oldu¼gu görülür. Bu durumdaK+
m;0 fonksiyonunun t ye göre normundan bahsedilebilir

ki buradan kK+
m;0k(x) � �+(x) eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gi görülür.

Şimdi j � 1 için

kK+
m;j�1k(x) �

f�+(x)g
j

j!

oldu¼gu kabul edilsin.

K+
m;j(x; t) =

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:
tZ
0

(t� �)
�k
n

1Z
x+t��

pk(s)K
+
m(s; �)dsd�

+

tZ
0

x+t��Z
x

�
(t� �)

�k
n � (t� � � s+ x)

�k
n

�
pk(s)K

+
m(s; �)dsd�

9=;
+i(�1)m+1

t+xZ
x

pn(s)K
+
m(s; t� s+ x)ds
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olmak üzere

1Z
0

��K+
m;j(x; t)

�� dt �
1Z
0

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:
tZ
0

(t� �)
�k
n

1Z
x+t��

jpk(s)j (4.11)

�
��K+

m;j�1(s; �)
�� dsd�	 dt

1Z
0

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

tZ
0

x+t��Z
x

�
(t� � � s+ x)

�k
n � (t� �)

�k
n

�
�(jpk(s)j

��K+
m;j�1(s; �)

��)dsd�dt
1Z
0

t+xZ
x

jpn(s)j
��K+

m; j � 1(s; t� s+ x)
�� dsdt

olur. Burada

I1 =

1Z
0

n�1X
k=0

2�
k
n

�(1� k
n
)

tZ
0

(t� �)
�k
n

1Z
x+t��

jpk(s)j
��K+

m;j�1(s; �)
�� dsd�dt

al¬nmak üzere integrasyon s¬ras¬nda de¼gi̧sim yap¬l¬rsa

I1 =

1Z
0

n�1X
k=0

2�
k
n

�(1� k
n
)

1Z
�

(t� �)
�k
n

1Z
x+t��

jpk(s)j
��K+

m;j�1(s; �)
�� dsdtd�

=

1Z
0

n�1X
k=0

2�
k
n

�(1� k
n
)

1Z
x

jpk(s)j
��K+

m;j�1(s; �)
�� s�x+�Z

�

(t� �)
�k
n dtdsd�

elde edilir. En içteki integral hesaplan¬rsa

I1 =

1Z
0

n�1X
k=0

2�
k
n

�(1� k
n
)

1Z
x

(s� x)1� k
n jpk(s)j jK+

m(s; �)j
1� k

n

dsd�

olur. ·Integrasyon s¬ras¬nda tekrar de¼gi̧stirilme yap¬l¬r ve �(1� k
n
)(1� k

n
) = �(2� k

n
)
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oldu¼gu göz önünde bulundurulursa

I1 =

1Z
x

n�1X
k=0

2�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1� k

n jpk(s)j
1Z
0

��K+
m;j�1(s; �)

�� d�ds
=

1Z
x

n�1X
k=0

2�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1� k

n jpk(s)j kK+
m:j�1k(s)ds

elde edilir. Yine (4.1.11)eşitsizli¼ginde

I2 =

1Z
0

n�1X
k=0

2�
k
n

�(1� k
n
)

tZ
0

x+t��Z
x

�
(t� � � s+ x)

�k
n � (t� �)

�k
n

�
� jpk(s)j

��K+
m;j�1(s; �)

�� dsd�dt
al¬n¬p integrasyon s¬ras¬nda iki kez de¼gi̧sim yap¬l¬rsa

I2 =

1Z
0

n�1X
k=0

2�
k
n

�(1� k
n
)

1Z
�

x+t��Z
x

�
(t� � � s+ x)

�k
n � (t� �)

�k
n

�
� jpk(s)j

��K+
m;j�1(s; �)

�� dsdtd�
=

1Z
0

n�1X
k=0

2�
k
n

�(1� k
n
)

1Z
x

jpk(s)j
��K+

m;j�1(s; �)
��

�
1Z

s�x+�

�
(t� � � s+ x)

�k
n � (t� �)

�k
n

�
dtdsd�

elde edilir. En içteki integral hesaplan¬rsa

I2 =

1Z
0

n�1X
k=0

2�
k
n

�(1� k
n
)

1Z
x

(s� x)1� k
n

1� k
n

jpk(s)j
��K+

m;j�1(s; �)
�� dsd�

=

1Z
x

n�1X
k=0

2�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1� k

n
jpk(s)j

1Z
0

��K+
m;j�1(s; �)

�� d�ds
=

1Z
x

n�1X
k=0

2�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1� k

n jpk(s)j kK+
m:j�1k(s)ds
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olur. Son olarak

I3 =

1Z
0

t+xZ
x

jpn(s)j
��K+

m;j�1(s; t� s+ x)
�� dsdt

al¬n¬p integrasyon s¬ras¬nda de¼gi̧sim yap¬l¬rsa

I3 =

1Z
x

1Z
s�x

jpn(s)j
��K+

m;j�1(s; t� s+ x)
�� dtds

olup, t = ! + s� x de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa

I3 =

1Z
x

jpn(s)j
1Z
0

��K+
m;j�1(s; !)

�� d!ds
=

1Z
x

jpn(s)j kKm:j�1k(s)ds

elde edilir. Tüm bu i̧slemlerden sonra kK+
m;j�1k(x) �

f�+(x)g
j

j!
kabulünden

1Z
0

��K+
m;j(x; t)

�� dt �
1Z
x

n�1X
k=0

2�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1� k

n jpk(s)j kK+
m:j�1k(s)ds (4.12)

+

1Z
x

n�1X
k=0

2�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1� k

n jpk(s)j kK+
m:j�1k(s)ds

+

1Z
x

jpn(s)j kK+
m:j�1k(s)ds

=

1Z
x

n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1� k

n jpk(s)j kK+
m:j�1k(s)ds

+

1Z
x

jpn(s)j kK+
m:j�1k(s)ds

=

1Z
x

nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1� k

n jpk(s)j kK+
m:j�1k(s)ds

38



=

1Z
x

nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1� k

n jpk(s)j
f�(s)g

j

j!
ds

elde edilir. Burada

1Z
x

nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1� k

n jpk(s)j
f�+(s)gj

j!
ds = S

ile gösterilmek üzere

(s� x)1� k
n =

sZ
x

(1� k
n
)(s� �)� k

nd�

eşitli¼ginden yararlan¬l¬rsa

S =

1Z
x

nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

sZ
x

(1� k
n
)(s� �)� k

n jpk(s)j
f�+(s)gj

j!
d�ds

olur, integrasyon s¬ras¬de¼gi̧stirilirse

S =

1Z
x

nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
�

(1� k
n
)(s� �)� k

n jpk(s)j
f�+(s)gj

j!
dsd�

olur. �+ fonksiyonu artmayan fonksiyon oldu¼gundan alt s¬n¬rda en büyük de¼gerini

alacakt¬r, bu durumda

S �
1Z
x

f�+(�)gj

j!

nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
�

(1� k
n
)(s� �)� k

n jpk(s)j dsd�

= �
1Z
x

f�+(�)gj

j!

d�+(�)

d�
d�

= �
1Z
x

f�+(�)gj

j!
d�+(�)

=
f�+(x)gj+1

(j + 1)!
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elde edilir. O halde (4.12) eşitsizli¼gi

1Z
0

��K+
m;j(x; t)

�� dt � f�+(x)g
j+1

(j + 1)!
(4.13)

şeklini al¬r. �+(x) < 1 oldu¼gundan

1Z
0

��K+
m;j(x; t)

�� dt < 1 olacakt¬r. Dolay¬s¬yla

j = 0; 1; 2; ::: için K+
m;j(x; :) 2 L1(0;1) olur ki bu durumda K+

m;j fonksiyonlar¬n¬n t

ye göre normu mevcuttur. O halde (4.13) eşitsizli¼ginden t > 0 ve 8x 2 a;+1);

(a 2 R) için

kK+
m;jk(x) �

f�+(x)g
j+1

(j + 1)!
; j = 0; 1; 2; :::

elde edilir. �+ artmayan fonksiyon oldu¼gundan a < x iken �+(a) � �+(x) olaca¼g¬n-

dan

kK+
m;jk(x) � f�+(x)g

j+1

(j + 1)!

� f�+(a)g
j+1

(j + 1)!

olur ve
1X
j=0

f�+(a)g
j+1

(j + 1)!
= e�

+(a) � 1

olup e�
+(a) � 1 <1 oldu¼gundan Weierstrass M Testi gere¼gince

1X
j=0

K+
m;j(x; t) serisi

t ye ve x e göre düzgün yak¬nsakt¬r. O halde (4.6) denkleminin bir çözümü vard¬r

ve bu çözüm tektir.
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Şimdi gerçekten (4.9) serisinin (4.6) denkleminin bir çözüm oldu¼gu gösterilsin.

K+
m(x; t) = K+

m;0(x; t) +

1X
j=1

K+
m;j(x; t)

= K+
m;0(x; t)

+
1X
j=1

8<:
n�1X
k=0

2�
k
n

�(2� k
n
)
[

1Z
x

tZ
0

(t� �)
�k
n pk(s)K

+
m;j�1(s; �)d�ds

�
t+xZ
x

t+x�sZ
0

(t� � � s+ x)
�k
n pk(s)K

+
m;j�1(s; �)d�ds]

+i(�1)m+1
t+xZ
x

pn(s)K
+
m;j�1(s; t� s+ x)dsg

olup (4.9) serisi x e ve t ye göre düzgün yak¬nsak oldu¼gundan seri ile integrallerin

yerleri de¼gi̧stirilebilece¼ginden

K+
m(x; t) = K+

m;0(x; t)

+
n�1X
k=0

2�
k
n

�(2� k
n
)
f
1Z
x

tZ
0

(t� �)
�k
n pk(s)

1X
j=1

K+
m;j�1(s; �)d�ds

�
t+xZ
x

t+x�sZ
0

(t� � � s+ x)
�k
n pk(s)

1X
j=1

K+
m;j�1(s; �)d�dsg

+i(�1)m+1
t+xZ
x

pn(s)
1X
j=1

K+
m;j�1(s; t� s+ x)ds

=

n�1X
k=0

f 

(m)
k

�(1� k
n
)
t
�k
n

1Z
x

pk(s)ds�
t+xZ
x

(t� s+ x)�kn pk(s)ds

+

1Z
x

tZ
0

(t� �)
�k
n pk(s)K

+
m(s; �)d�ds

�
t+xZ
x

t+x�sZ
0

(t� � � s+ x)
�k
n pk(s)K

+
m(s; �)d�dsg

+i(�1)m+1
t+xZ
x

pn(s)
1X
j=1

K+
m;j�1(s; t� s+ x)ds+ i(�1)m+1pn(t+ x)
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elde edilir ki bu da (4.9) serisinin (4.6) denkleminin çözümü oldu¼gunu gösterir. Son

olarak yine (4.9) serisinden yararlanarak (4.7) eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gi gösterilsin.

K+
m(x; t) =

1X
j=1

K+
m;j(x; t)

olmak üzere



K+
m




(x)

=

1Z
0

��K+
m(x; t)

�� dt
=

1Z
0

�����
1X
j=0

K+
m;j(x; t)

����� dt;
olup üçgen eşitsizli¼ginden yararlan¬l¬rsa



K+
m




(x)
�

1Z
0

1X
j=0

��K+
m;j(x; t)

�� dt

elde edilir.
1X
j=0

K+
m;j(x; t) serisinin düzgün yak¬nsakl¬¼g¬ndan ve



K+
m;j




(x)
� �j+1(x)

(j+1)!

eşitsizli¼ginden faydalan¬l¬rsa



K+
m




(x)

�
1X
j=0

1Z
0

��K+
m;j(x; t)

�� dt
=

1X
j=0



K+
m;j




(x)

�
1X
j=0

f�+(x)g
j+1

(j + 1)!

= e�
+(x) � 1

elde edilir.

Şimdi çekirdek fonksiyonunun x e göre türevlenebilir oldu¼gunu gösteren teorem ve-

rilsin.
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Teorem 4.2. 8x 2 R; DxK
+
m(x; :) 2 L1(0;1) olup

�+1 (x) =

1Z
x

�
jq0(t)j+

1

4

��q2n(t)��+ 12 ���q0n(t)���
�
dt

+

nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

jt� xj
1� k

n
���q0k(t)��� dt

ile gösterilmek üzere



DxK
+
m




(x)
� �+1 (x)(1 + �+(x))e�

+(x)

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Nabiev ve Guseinov 2006).

·Ispat : Çekirdek fonksiyonunun K+
m(x; t) =

1X
j=0

K+
m;j(x; t) şeklinde yaz¬labildi¼gi

gösterildi. Şimdi bu eşitlik kullan¬larak; e¼ger 8j için DxK
+
m;j(x; t) türevinin mevcut

oldu¼gu gösterilir ve bu türevlerden oluşan
1X
j=0

DxK
+
m;j(x; t) serisinin yak¬nsak oldu¼gu

gösterilirse DxK
+
m(x; t) türevinin mevcut oldu¼gu ispatlan¬r. O halde öncelikle 8j için

DxK
+
m;j(x; t) türevlerinin mevcut oldu¼gu gösterilsin. Öncelikle j = 0 için

K+
m;0(x; t) =

1Z
x

p0(s)ds�
x+tZ
x

p0(s)ds

+
nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

8<:t� k
n

1Z
x

pk(s)ds�
x+tZ
x

(x+ t� s)� k
npk(s)ds

9=;
+i(�1)m+1pn(x+ t)

olmak üzere toplam¬n içindeki integralde x+t-s=u de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬l¬rsa

K+
m;0(x; t) =

1Z
x

p0(s)ds�
x+tZ
x

p0(s)ds

+

nX
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:�t� k
n

�1Z
t

pk(x+ t� u)du+
0Z
t

u�
k
npk(x+ t� u)du

9=;
+i(�1)m+1pn(x+ t)

43



olur. Bu haliyle x e göre türev al¬n¬rsa ve tekrar x + t � s = u de¼gi̧sken de¼gi̧simi

yap¬l¬rsa

DxK
+
m;0(x; t) = �p0(x)� p0(x+ t) + p0(x)

+

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:�t� k
n

�1Z
t

p0k(x+ t� u)du+
0Z
t

u�
k
np0k(x+ t� u)du

9=;
+i(�1)m+1p0n(x+ t)

=
n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:t� k
n

1Z
x+t

p0k(s)ds+

x+tZ
x

h
t�

k
n � (x+ t� s)� k

n

i
p0k(s)ds

9=;
�p0(x+ t) + i(�1)m+1p0n(x+ t)

elde edilir.

K+
m;j(x; t) =

tZ
0

1Z
x+t��

p0(s)K
+
m;j�1(s; �)dsd�

+
n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)
f

tZ
0

(t� �)
�k
n

1Z
x+t��

pk(s)K
+
m;j�1(s; �)dsd�

+

tZ
0

x+t��Z
x

�
(t� �)

�k
n � (t� � � s+ x)

�k
n

�
pk(s)K

+
m;j�1(s; �)gdsd�

+i(�1)m+1
t+xZ
x

pn(s)K
+
m;j�1(s; t� s+ x)ds

olmak üzere ilk integral hariç di¼ger tüm integrallerde x+ t�s = u de¼gi̧sken de¼gi̧simi
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yap¬l¬rsa

K+
m;j(x; t) =

tZ
0

1Z
x+t��

p0(s)K
+
m;j�1(s; �)dsd�

+
n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:�
tZ
0

�1Z
�

(t� �)
�k
n pk(x+ t� u)K+

m;j�1(x+ t� u; �)dud�

�
tZ
0

�Z
t

[(t� �)
�k
n � (u� �)

�k
n ]pk(x+ t� u)K+

m;j�1(x+ t� u; �)dud�

9=;
+i(�1)m+1

0Z
t

pn(x+ t� u)K+
m;j�1(x+ t� u; u)du

olur. Bu haliyle x e göre türev al¬n¬rsa

DxK
+
m;j(x; t) = �

tZ
0

p0(x+ t� �)K+
m;j�1(x+ t� �; �)d�

+
n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:�
tZ
0

�1Z
�

(t� �)
�k
n [p0k(x+ t� u)K+

m;j�1(x+ t� u; �)

+pk(x+ t� u)DxK
+
m;j�1(x+ t� u; �)]dud�

�
tZ
0

�Z
t

[(t� �)
�k
n � (u� �)

�k
n ]

�[p0k(x+ t� u)K+
m;j�1(x+ t� u; �)

+pk(x+ t� u)DxK
+
m;j�1(x+ t� u; �)]dud�

	
+i(�1)m

0Z
t

[p0n(x+ t� u)K+
m;j�1(x+ t� u; u)

+pn(x+ t� u)DxK
+
m;j�1(x+ t� u; u)]du

olur. ·Ilk integralde x + t � � = s ve di¼ger integrallerde x+t-u=s de¼gi̧sken de¼gi̧simi
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yap¬l¬rsa

DxK
+
m;j(x; t) =

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:
tZ
0

1Z
x+t��

(t� �)
�k
n

�[p0k(s)Km;j�1(s; �) + pk(s)DxK
+
m;j�1(s; �)]dsd�

+

tZ
0

x+t��Z
x

[(t� �)
�k
n � (x+ t� s� �)

�k
n ]

�[p0k(s)Km;j�1(s; �) + pk(s)DxK
+
m;j�1(s; �)]dsd�

	
+i(�1)m+1

x+tZ
x

[p0n(s)K
+
m;j�1(s; x+ t� s)

+pn(s)DxK
+
m;j�1(s; x+ t� s)]ds

�
x+tZ
x

p0(s)K
+
m;j�1(s; x+ t� �)ds

elde edilir.

Şimdi
1X
j=0

DxK
+
m;j(x; t) serisinin yak¬nsak oldu¼gunu göstermek için kullan¬lacak olan



DxK
+
m;j




(x)
� (j + 1)f�

+(x)gj

j!
�+1 (x)

eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gini gösterelim.

DxK
+
m;0(x; t) =

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:t� k
n

1Z
x+t

p0k(s)ds (4.14)

+

x+tZ
x

h
t�

k
n � (x+ t� s)� k

n

i
p0k(s)ds

9=;
�p0(x+ t) + i(�1)m+1p0n(x+ t)

olmak üzere bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n mutlak de¼geri al¬n¬p [0;1) aral¬¼g¬üzerinde
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integrallenirse

1Z
0

��DxK
+
m;0(x; t)

�� dt �
1Z
0

n�1X
k=0

2�
k
n

�(1� k
n
)
ft� k

n

1Z
x+t

jp0k(s)j ds

+

x+tZ
x

���t� k
n � (x+ t� s)� k

n

��� jp0k(s)j dsgdt
�

1Z
0

jp00(x+ t)j dt+ i(�1)m
1Z
0

jp0n(x+ t)j dt

=

n�1X
k=0

2�
k
n

�(1� k
n
)
f
1Z
0

1Z
x+t

t�
k
n jp0k(s)j ds

+

x+tZ
x

�
t�

k
n � (x+ t� s)� k

n

�
jp0k(s)j dsgdt

�
1Z
x

jp00(s)j ds+ i(�1)m
1Z
x

jp0n(s)j ds

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizlikte toplam¬n içindeki integrallerde integrasyon

s¬ras¬nda de¼gi̧sim yap¬l¬rsa

1Z
0

��DxK
+
m;0(x; t)

�� dt =

1Z
0

jp0(s)j ds+
nX
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1� k

n jp0k(s)j ds

= �+1 (x)

bulunur. �+1 (x) < 1 oldu¼gundan K+
m;0(x; t) 2 L1(0;1) olur. O halde K+

m;0 fonksi-

yonunun L1(0;1) uzay¬nda t ye göre normu mevcut olup



DxK
+
m;0




(x)
� �+1 (x)
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elde edilir.

DxK
+
m;j(x; t) =

n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)

8<:
tZ
0

1Z
x+t��

(t� �)
�k
n

�[p0k(s)Km;j�1(s; �) + pk(s)DxK
+
m;j�1(s; �)]dsd�

+

tZ
0

x+t��Z
x

[(t� �)
�k
n � (x+ t� s� �)

�k
n ]

�[p0k(s)Km;j�1(s; �) + pk(s)DxK
+
m;j�1(s; �)]dsd�

	
+i(�1)m+1

x+tZ
x

[p0n(s)K
+
m;j�1(s; x+ t� s)

+pn(s)DxK
+
m;j�1(s; x+ t� s)]ds

�
x+tZ
x

p0(s)K
+
m;j�1(s; x+ t� �)ds

olmak üzere eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n mutlak de¼geri al¬n¬p, [0;1) üzerinde in-

tegrallenir ve gerekli küçültmeler yap¬l¬rsa

1Z
0

��DxK
+
m;j(x; t)

�� dt �
n�1X
k=0



(m)
k

�(1� k
n
)
f
1Z
0

tZ
0

1Z
x+t��

(t� �)
�k
n

�[jp0k(s)j
��K+

m;j�1(s; �)
��+ jpk(s)j ��DxK

+
m;j�1(s; �)

��]dsd�
+

1Z
0

tZ
0

x+t��Z
x

����(t� �)�kn � (x+ t� s� �)�kn ����
�[jp0k(s)j

��K+
m;j�1(s; �)

��+ jpk(s)j ��DxK
+
m;j�1(s; �)

��]dsd�g
+

1Z
0

x+tZ
x

[jp0n(s)j
��K+

m;j�1(s; x+ t� s)
��

+ jpn(s)j
��DxK

+
m;j�1(s; x+ t� s)

��]ds
+

1Z
0

x+tZ
x

p0(s)K
+
m;j�1(s; x+ t� �)ds
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elde edilir. ·Integrasyon s¬ras¬nda de¼gi̧siklik yap¬l¬rsa

1Z
0

��DxK
+
m;j(x; t)

�� dt �
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(s� x)1�
k
n (4.15)

�(jp0k(s)j kKm;j�1k(s) + jpk(s)j kDxKm;j�1k(s))ds

+

1Z
x

jp0(s)j kKm;j�1k(s) ds

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizlikten ve daha önce elde edilen



K+
m;j




(x)
� f�+(x)g

j+1

(j + 1)!

ve 

DxK
+
m;0




(x)
� �+1 (x)

eşitsizliklerinden yararlan¬l¬rsa j = 1 için

1Z
0

��DxK
+
m;1(x; t)

�� dt �
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(s� x)1�
k
n

�(jp0k(s)j


K+

m;0




(s)
+ jpk(s)j



DxK
+
m;0




(s)
)ds

+

1Z
x

jp0(s)j


K+

m;0




(s)
ds

�
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(s� x)1�
k
n

�[jp0k(s)j�+(s) + jpk(s)j�+1 (s)]ds

+

1Z
x

jp0(s)j�+(s)ds

yaz¬labilir. �+ ve �+1 fonksiyonlar¬artmayan fonksiyon olduklar¬için alt s¬n¬rda en
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büyük de¼gerini al¬r ve yukardaki eşitsizlik

1Z
0

��DxK
+
m;1(x; t)

�� dt � �+(x)[

1Z
x

jp0(s)j ds+
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(s� x)1�
k
n jp0k(s)j ds]

�+1 (x)
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1�

k
n jpk(s)j ds

� �+(x)�+1 (x) + �
+
1 (x)

n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1�

k
n jpk(s)j ds

= �+1 (x)[�
+(x) +

n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)
(s� x)1�

k
n jpk(s)j ds]

� 2�+1 (x)�
+(x)

halini al¬r. �+1 (x) <1 ve �+(x) <1 oldu¼gundan

1Z
0

��DxK
+
m;1(x; t)

�� dt <1 olur ki

bu da DxK
+
m;1 2 L1(0;1) oldu¼gunu gösterir. Bu durumda DxK

+
m;1 fonksiyonunun

L1(0;1) da t ye göre normu mevcuttur ve


DxK

+
m;1




(x)
� 2�+1 (x)�+(x) eşitsizli¼gini

gerçekler. j=2 için

1Z
0

��DxK
+
m;2(x; t)

�� dt �
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(s� x)1�
k
n (4.16)

�(jp0k(s)j


K+

m;1




(s)
+ jpk(s)j



DxK
+
m;1




(s)
)ds

+

1Z
x

jp0(s)j


K+

m;1




(s)
ds

�
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(s� x)1�
k
n

�(jp0k(s)j
f�+(s)g2

2!
+ jpk(s)j 2�+1 (s)�+(s))ds

+

1Z
x

jp0(s)j
f�+(s)g2

2!
ds

� f�+(x)g2

2!
[

1Z
x

jp0(s)j ds+
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(s� x)1�
k
n jp0k(s)j ds]

+2�+1 (x)
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(s� x)1�
k
n jpk(s)j�+(s)ds
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yaz¬l¬r.

n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(s� x)1�
k
n jpk(s)j�+(s)ds

=

n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

sZ
x

(1� k
n
)(s� �)� k

n jpk(s)j�+(s)d�ds

=
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

1Z
�

(1� k
n
)(s� �)� k

n jpk(s)j�+(s)dsd�

�
1Z
x

�(�)
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
�

(1� k
n
)(s� �)� k

n jpk(s)j�+(s)dsd�

= �
1Z
x

�+(�)
d�+(�)

d�
d�

=
f�+(x)g2

2!

eşitli¼ginden ve

1Z
x

jp0(s)j ds+
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(s�x)1�
k
n jp0k(s)j ds � �+1 (s) eşitsizli¼ginden

yararlan¬l¬rsa (4.16) eşitsizli¼gi

1Z
0

��DxK
+
m;2(x; t)

�� dt � f�+(x)g2

2!
�+1 (x) + 2�

+
1 (x)

f�+(x)g2

2!

= 3�1(x)
�2(x)

2!

şeklini al¬r. Bu durumda K+
m;2(x; t) 2 L1(0;1) olup K+

m;2 fonksiyonunun L1(0;1)

da t ye göre normu mevcuttur ve bu norm



DxK
+
m;2




(x)
� 3�+1 (x)

f�+(x)g2

2!

eşitsizli¼gini gerçekler. O halde j � 1 için



DxK
+
m;j�1




(x)
� j�+1 (x)

f�+(x)gj�1

(j � 1)!
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eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gini kabul edelim. (4.15) eşitsizli¼ginden ve kabulümüzden

1Z
0

��DxK
+
m;j(x; t)

�� dt �
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(s� x)1�
k
n

�(jp0k(s)j


K+

m;j�1



(s)
+ jpk(s)j



DxK
+
m;j�1




(s)
)ds

+

1Z
x

jp0(s)j


K+

m;j�1



(s)
ds

�
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(s� x)1�
k
n

�(jp0k(s)j
f�+(s)gj�1

j!
+ jpk(s)j�+1 (s)

f�+(s)gj�1

(j � 1)! :j)ds

+

1Z
x

jp0(s)j
f�+(s)gj

j!
ds

yaz¬l¬r. Bir önceki ad¬mda yap¬lan küçültmelerin benzeri yap¬l¬rsa

1Z
0

��DxK
+
m;j(x; t)

�� dt � f�+(x)gj

j!
�+1 (x)

+j:�+1 (x)
n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

(s� x)1�
k
n jpk(s)j

f�+(s)gj�1

(j � 1)! ds

=
f�+(x)g

j�1

j!
�+1 (x) +

j

(j � 1)!�
+
1 (x)

n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

sZ
x

[
�
�+(s)

	j�1
�(1� k

n
)(s� �)� k

n jpk(s)j]ds

=
f�+(x)gj

j!
�+1 (x)

+
j

(j � 1)!�
+
1 (x)

n�1X
k=0

21�
k
n

�(2� k
n
)

1Z
x

1Z
�

[
�
�+(s)

	j�1
(1� k

n
)

�(s� �)� k
n jpk(s)j]dsd�

� f�+(x)gj

j!
�+1 (x)

+
j

(j � 1)!�
+
1 (x)

1Z
x

�
�+(�)

	j�1 1Z
�

(1� k
n
)(s� �)� k

n jpk(s)j dsd�
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=
f�+(x)gj

j!
�+1 (x)�

j

(j � 1)!�
+
1 (x)

1Z
x

�
�+(�)

	j�1 d�+(�)
d�

d�

=
f�+(x)gj

j!
�+1 (x) + j�

+
1 (x)

f�+(x)gj

j!

= (j + 1)�+1 (x)
f�+(x)gj

j!

elde edilir. Böylece 8j için K+
m;j(x; t) 2 L1(0;1) olup



DxK
+
m;j




(x)
� (j + 1)�+1 (x)

f�+(x)gj

j!
(4.17)

gerçeklenir. Şimdi bu eşitsizlik yard¬m¬yla
1X
j=0

DxK
+
m;j(x; t) serisinin yak¬nsak oldu¼gu

gösterilsin. (4.17) eşitsizli¼ginden

1X
j=0



DxK
+
m;j




(x)

�
1X
j=0

(j + 1)�+1 (x)
f�+(x)gj

j!

= �+1 (x)
1X
j=0

(j + 1)
f�+(x)gj

j!

= �+1 (x)

(
1 + 2�+(x) + 3

f�+(x)g2

2!
+ 4

f�+(x)g3

3!
+ :::

)

= �+1 (x)

(
1 + �+(x) +

f�+(x)g2

2!
+
f�+(x)g3

3!
+ :::

)

+�+1 (x)

(
�+(x) + 2

f�+(x)g2

2!
+ 3

f�+(x)g3

3!
+ :::

)

= �+1 (x)

(
1 + �+(x) +

f�+(x)g2

2!
+
f�+(x)g3

3!
+ :::

)

+�+1 (x)�
+(x)

(
1 + �+(x) +

f�+(x)g2

2!
+
f�+(x)g3

3!
+ :::

)

= �+1 (x)(1 + �
+(x))

(
1 + �+(x) +

f�+(x)g2

2!
+
f�+(x)g3

3!
+ :::

)
= �+1 (x)(1 + �

+(x))e�
+(x)

elde edilir. �+ ve �+1 artmayan fonksiyon oldu¼gundan her x 2 R için en az¬ndan bir

a 2 R vard¬r öyleki a < x için �+(a) � �+(x) ve �+1 (a) � �+1 (x) olur. O halde her
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x 2 R ve � 2 Sm için,



DxK
+
m;j




(x)

� (j + 1)�+1 (x)
f�+(x)gj

j!

� (j + 1)�+1 (a)
f�+(a)gj

j!

olup
1X
j=0

(j+1)�+1 (a)
f�+(a)gj

j!
serisi yak¬nsak oldu¼gundanWeierstras M-Testi gere¼gince

1X
j=0

DxK
+
m;j(x; t) serisi x e ve t ye göre düzgün yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla DxK

+
m(x; t)

mevcut olup L1(0;1) uzay¬ndad¬r. Böylece ispat tamamlan¬r (Nabiev ve Guseinov

2006).
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