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Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, spektral analizin bazi temel tanim ve teoremleri verilmistir.
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This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, some main definitions and theorems of spectral analysis are
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In the third chapter, the solution of Schridinger equation is obtained. And than this
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In the fourth chapter, integral representation of Jost solution is determined. Also

this representation is investigated.
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1. GIRIS

Matematik ve Fizik alaninda pek ¢ok uygulamaya sahip olan spektral teori; fonksi-
yonel analizin ana dallarindan biri olup, belirli ters operatorlerle bunlarin genel
ozelliklerine iligkindir. Bir lineer diferensiyel operatoriin baz spektral 6zelliklerine
gore bu operatoriin seklinin belirlenmesine ters problem denir. Ikinci mertebeden
diferensiyel operatorlerin ters problemlerinde 6nemli role sahip olanlardan biri kuan-
tum teorisinin ters sagilma problemidir. Kuantum mekanigi alaninda, Schrodinger
operatorii yardimiyla elde edilen ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin Jost

¢Oziimiiniin ve bu ¢oziimiin integral gosteriminin bulunmasi énemlidir.

E enerji, V enerjiye bagh potansiyel olmak tizere
y' +(E~V(E,x)y=0

denklemi Schrodinger diferensiyel denklemidir. 1976 yilinda Jaulent ve Jean calig-
malarinda, Vo € R icin p ve ¢ kompleks degerli ve R iizerinde siirekli tiirevlenebilir

fonksiyonlar olmak iizere,

—y" + (q(z) + Ap(z) — A)y =0

diferensiyel denkleminin Jost ¢oziimii ve bu ¢oziimiin integral gosterimi elde etmig

ayrica ters sacgilma problemi incelemislerdir.

Bu tezde ise; z € R, n € Ny ve E = A" olmak tizere, A spektral parametre-
sine bagli ve potansiyeli, reel degiskenli kompleks degerli ¢, (k=0,1,..n) fonksi-
yonlarindan olusan V(\,z) = Z Mg () polinom olmasi durumunda elde edilen
Schrodinger tipi diferensiyel de];lzlgleminin Jost ¢oziimlerinin incelenmesi amaclan-
maktadir. Ayrica ters sagilma problemlerininin incelenmesine yardimci olacak olan

integral gosterimi elde edilecektir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER
Bu boliimde daha sonra kullanilacak temel tanmimlar ve teoremler verilmistir.

Tanim 2.1.

1) o mevcut ve mutlak siirekli
D(L)=qy:y € Lz(0,00): 2) fye Ly(o,00)
3) ¥ (0)=0

olmak tizere;

L ile tamim kiimesi D (L) olan ve V y € Ly (0,00) igin Ly := ly olan operator

tanimlayalim. Bu durumda
L: D(L) — L (0,00)
y— Ly=1ty:—y" +q(x)y
operatoriine Ls (0, c0) da Sturm-Liouville (S-L) operatérii denir (Bairamov vd. 1999).

Teorem 2.1. (Weierstrass M-Testi) Z fr(x), Atizerinde tanimli fonksiyonlarin bir
k=1

oo oo
serisi olsun. Vz € A icin |fi(x)| < ax ve Z ap < oo ise ka(x) serisi A tizerinde
k=1 k=1

diizgiin yakinsaktir (Balc1 1997).



3. JOST COZUMUNUN VARLIGI

Bu boliimde oncelikle ele alinan Schridinger tipi denkleminin Jost ¢oziimiiniin varlig

incelenecek daha sonra bu ¢oziimiin 6zellikleri incelenecektir (Aktosun vd. 1998).
3.1 Jost Coziimiiniin Varhgi

Bu tezde x € R, m = 0,1,....n — 1 i¢in 5, = {)\:% <arg A < W} olmak

tizere A € S, ve k = 0,1, ..., n i¢in ¢, fonksiyonlarinin agagidaki kogular1 gergekledigi

kabul edilecektir.

(a) qo reel degigskenli kompleks degerli, siirekli bir fonksiyon; & = 1,2,...,n igin g
fonksiyonlar1 ise reel degiskenli kompleks degerli siirekli tiirevlenebilir fonksiyon-

lardar.

(b)

[ (lno + 3ol + o) a
/ (L4 )5 (ge®)] + lu@ db. (k= 1,2,..m)

integralleri mevcuttur.

—y" + Z Nogr(z)y = Ny (n € Ny) (3.1.1)

k=0

denkleminin, sirasiyla

lim f(z, \)eD" N =1 lim f(z,\)eD" A = 1 (3.1.2)

T—+00 T——00

kogullarim gergekleyen Jost ¢oztimleri f.F(x, A) , f(x, A) ile gosterilsin. A € S, i¢in

bu coziimler



fE(@,N) = uk (z, \) exp(£(—1)"iN"x £ # /qn(t)dt) (3.1.3)

seklinde olacaktir. fZ(x,\) (3.1.1) denkleminin ¢6ziimii olarak kabul edildigi igin
bu denklemi saglayacaktir. O halde (3.1.3) egitliginin x e gore iki kez tiirevi alinip

(3.1.1) esitliginde yerine yazilirsa

F 1 2 (_1)m+1 /
PhE) = aol) + 762() = o, (a)
7
ile gosterilmek tizere
n—1
(@, A) £ (=1)™(20N" — g (2))uz) (2, A) = [p7 () + D Nan(@)Jug, (2, 3) (3.1.4)
k=1

diferensiyel denklemi elde edilir. Ayrica (3.1.3) esitliginin her iki tarafi
exp((—1)"1i\")

ile garpilip x— 400 i¢in limit alinip lirin fE(x, )\)e(_l)m+1i’\% = 1 oldugu goz

oniinde bulundurulursa

+oo
lirin fE(z, NV At lirin u (z, \) exp(:l:(—l)mi)\”x:t%/qn(t)dt)
T— 100 T— 100 7
egitliginden
+o0
(_ >m+1
lirf ut (2, \) exp(E£(—1)™i\"z + T/qn(t)dt) =1
T— 100 1

T



elde edilir. / |gn(t)dt| < 0o oldugundan kalan kismin limiti sifir olacagindan

—0o0

r—+o0 r—+o00 1

lim exp(#/qn(t)dt) = exp lim (P;iﬂ/qn(t)dt)

=1

oldugu goriiliir. Diger yandan lim exp (£(—1)"i\"x) = 1 oldugundan

—+too

+
: m;\n (_1>m+1
hril exp(+(—1)"\"z + o qn(t)dt) =1
r—+o00 12
olur. Bu durumda
lim wl (2, \) =1 (3.1.5)

r—+0o0

elde edilir. O halde (3.1.5) kosulu altinda (3.1.4) diferensiyel denklemini incelemek

yeterli olacaktir.

Bu tezde incelemeler f(z,\) ¢oziimii i¢gin yapilacaktir. Ciinkii benzer iglemler

f(x, A) ¢oziimii i¢in de yapilir.

Teorem 3.1.1. (3.1.4) diferensiyel denkleminin (3.1.5) kogulunu saglayan her

¢Ozimi
+o0

(=1)™m2s\" t—x| __ 1
EpA) = 14 —1m/ € 3.1.6
(. ) (1) - (3.16)

xT

X (wi(t) + i )\qu(t)> u (¢, \)dt

e e OB

xT

Volterra integral denkleminin bir ¢oziimiidiir.



Ispat : Ispat icin
w (2, N) 4+ (—=1)™(2N" — g, ())u! (2, N) = [¢;, (z) + i Negr(@)]ut (2, \) (3.1.7)

k=1

ile verilen denklemin her iki tarafi x den sonsuza integre edilsin.

+oo +o00
/u;”(t,A)dt = (_1)m+12¢,\”/u;'(t, A)dt (3.1.8)
+o0

+(—1)mi/qn(t)uj,;(t, A)dt

+ [len+ S Negu ()] (1, N

T

(3.1.5) kosulu ve bu kosulun gerektirdigi

lim w(z,\) =
Jm (2, A) =0

esitligi goz oniinde bulundurulup integraller hesaplanirsa sol taraftaki integral

+o0

/u:;"(t, Ndt = VEIJPOO wtl (v, \) —ut!(z, \)
x SR

ve sag tarftaki ilk integral ise
+oo
/u;'(t, Ndt = VETOO uwlh (v, ) —ut (2, \)
' = 1—u'(z,)\)

bulunur. Bu esitlikler goz ¢niinde bulundurularsa ikinci basamaktan (3.1.4) dife-



rensiyel denklemi

—ut (2, A) + (=120 (2, )) = (=)™ 20T (3.1.9)
—+o00

+(—1)mz’/qn(t)u;’(t, \)dt

+ [lent) + S Mgy (0)]uf (¢, A)de

birinci basamaktan (3.1.9) diferensiyel denklemine doniisiir. Elde edilen bu denklem
ise

I(SE) — 6(71)’”21')\”(1715)

ile garpilirsa (3.1.9) esitligi

@ NI(@) = ()2 ()

—+00

+(—=1)™ / I(z) g (t)ut (t, \)dt

= [l + S Mgy ()]t (¢, A)dt

seklini alir. Yine bu esitligin her iki tarafi [z, +00) iizerinde integre edilirse

+00 400
d mo,\n
—/%(UE(S,A)I(S))OZS = (—1)m+122'/\"/e(_1) 20"~ g (3.1.10)
+oo+o00
—l—(—l)mi/ /e(1)m2Mn(5t)qn(t)u:;'(t)\)dtds
+oo-+o00

+//6(1)m2i)\”(st)
1

n—

X [gpm(t) + Z )\qu(t)] wl (t, \)dtds



olur. Bu esitlikteki integraller sirasiyla hesaplanirsa

+ood N
L o= / (a5, VI (5))ds

x

= lim [l (v, 0) + g (2, A))eCDENC0

— u (@, ATV =)

+o00
I, = (_1)m+122~/\n/e(—l)in)\"(s—t)dS

T

(=1)™2i\"(v—t) _ (—1)™2i\"(z—t)
_ (12 Tim © i )
v——+00 (—1)m22)\

U
“+00+00

Iy = / / VAN g (1 (¢, M) dtds
+oo t

- / / RN g () (8, ) dsdlt
o0

o(— 1) 2iA" (s—1)

~ [ | | e v

T
—+00

1 _ p(=D)m2ix"(a—t) N
:/ oy e (4 Vi

bulunur. Benzer iglemler yapilirsa (3.1.10) esitligindeki son integral
+o0

1 — e(=Dm2A @—t) n—1 ) X
14:/ Cooe Pm(D)+ D N () (£, )t
k=1

T



seklinde bulunur. O halde I3, I5, I3, I integralleri yardimiyla (3.1.10) esitligi

u;.;(l', A)e(_l)"”Qi)\"(J}—t) — 6(_1)m2i>\n($—t)

“+o00

. 1— 6(71)7”21')\"(3670 i

T

+oo

1 — e(=Dm2iN @—t) n—1 . X
/ (12N [ (£) + > Negi ()] (¢, Ndt

4 k=1

halini alir. Bu esitligin her iki tarafi e(-DMTI2A (@ —1) f]g carpilirsa

+°°€(_1)m+12w(m_t) 1

ul(z,\) = 1+/ G g (D)ut (8, N)dt

xT

“+oo

(_1)m+12i)\'n(x_t) o 1 n—1 .
o [ o0 + 3 MOl (1 Vi
k=1

x

bulunur. Son olarak esitligin sag tarafindaki ilk integralde kismi integrasyon uygu-

lanirsa

—+00

VTN 1 T 1) 2UN" (¢
/ % g(Duf! (t, Nt = (=1)" / elTDTENEN g (8 (¢, N dt

T

xT

+oo

(~1)"2iA" (t-a) _ q

€

—i /() (t, \)dt
[ e

xT

olur. Boylece

—+00

W@ = 14 (=1 / (CUMHN =) () (4 N it

T

“+00

. 6(71)’”21'/\"(7&7:):) -1 . N
i [ et e N
400
(—1)m 2N (@—t) _ n-1
m e —
Hon [ o) + 3 MOl (1 Vi
p k=1



elde edilir. ¢,,(t) = qo(t) + 3¢2(¢) + Pl;—:qﬁq;(t) esitligi goz oniinde bulundurulursa

+oo
W) = 14 (—1) / UMV ) (1) (1) Nt

T

+o0
(D™ H2iN (a—t) _ q
_1m
e e
claol®) + L) - C 0 0 4 5 Meau(o e At
0 4t 9 n s RAEIEm A

_1)m+1 ’

elde edilir. Son integralde go(t)+5q2(t)— (an(t) = .} (t) esitligi yerine yazilirsa

—+00

. " e(—D)™m2iA"(t—z) _ . n—1 i .
whed) = 1+ [ 30+ SN a0 0.
+0o0

+(=1)m*Hy / eCDMEN D) 0 (Hygk (£, N)dt

T

olarak bulunur. Boylece (3.1.4) diferensiyel denkleminin (3.1.5) kosulu altinda bir

¢oziimiiniin oldugu goriiliir.

Simdiyse bu denklemin ¢oziimiinii Ardigik Yaklagimlar Yontemi ile arayalim.
U:z,o(x ) /\) =1

ve

k=1

s n—1
_ 1 ym2iA" (t—z)
R e (mmZWm) g (8. At

T
o0

(1) / (O ) W (6N = 1,2,

m7]

T

olmak iizere

w2, A) =Y uf (2, )) (3.1.11)
j=0

10



serisi olugturulsun.

Yapilacak calisamalarda (3.1.11) serisinin diizgiin yakmsakhgina ihtiyac vardir. Once-
likle bu serinin diizgiin yakinsakliginin gosterilmesinde kullanilacak olan bir lemma

ve birtakim egitsizlikler verilecektir.

Lemma 3.1.1. A € S, ve > 0 olmak {izere k=0,1,...,n-1 i¢in

-1

(_1)m2i)\nac 217%
‘ Sp@_@ﬁk” (3.1.12)

B

2R

esitsizligi gerceklenir (Guseinov vd. 2000).

Ispat : k =0 icin

x

(71)m2i/\"t
= / e dt

)
e(_l)m21/\ T _ 1

2i\"
0
_ym2i\"t
< t/we(l’ dt
0
< / dt
0
< 2z
oldugu goriiliir.
1 <k <n-—1iginse
1 (_1)m+12_nkei7rk(2m+1)/ i (_1)mzmsd
e S (& S
2N F INGEY

esitliginden yararlanilirsa

o0

2.)\nik_ 1 _ ( 1)m—;1(21— eimk (2m+1) /3 ,Lk -1 m2z)\n(s+z)d B /Snke(DmQMnst
i _k
0

_1)m2i)\nz
el

0

11



olup

/ —1)M20N"s o /<S . x)—Tf“e(—l)m%\”sds
0 T
esitligi kullanilirsa
(_1)m2i)\nz i 1 _1 m+12—% i7rk(2m+1) T _ _ C1)yMaians
¢ — = (=1 ek /[s”k—(s—x)k e s
2i\" L(1-=)
—|—/8 p ( 1)m2z/\"sd
0

elde edilir. Buradan

71)m21/\"z z

6( — 1 _% (=1)™2iA\"s
2@/\” S m 8 n ‘6 ‘dS
"o
+/ ‘s%'“ — (s — @) 7| [0 g
2_£ z oo
" =k =k —k _1ym+1 n
< S"d8+ [Sn—(s_x)n}e( 1) QIm)\st
< maomy e
-5\ w
2,£ r o
n _k k . .
n 0 )
STke - m+121m)\"sd
— 27_5 /S n ds _I_ 6 1)m+121m)\" / Tk m+121m>\ntdt
(1_E
-5/
_ [ gD T2ImAs g
Z,E z T 00 00
< _F( ”k) /SjldeJr/S_ndeJr/s_nkds_/Sdes
n 0 9 J J
2% .
= T
re-3

12



bulunur ve boylece ispat tamamlanir (Guseinov vd. 2000).

Simdi bu egitsizlikten yararlanilarak, serinin diizgiin yakinsakligini ispatlamak icin

kullanmilacak olan

n—1 k o0
21— k
b (2, M) < Z r(g—_k)/(t — )" gr(®)] |ut 1 (5, N)] de (3.1.13)
k=1 n

x
o0

[ =) O] a6 ] e+ [ T )]

esitsizliginin gerceklendigi gosterilecektir (Nabiev ve Guseinov 2006).

-1

_q1ym2iX" (t—x) n
whylo ) = (-1 [ (meAqu(w) g (1 Nl

k=1

[e.o]

(1) / VN N = 1,2,

m,j—1

olmak iizere (3.1.12) egitsizliginden ve bu esitsizlikte x yerine t-x alininca elde edilen

e(_l)mm’)\”(tfac) . 1

20"

< 2(t—x)

esitsizliginden yararlanilarak

e(_1)'m22>\ (t—x) o 1

ufeN < [

xT

7 <n—1 6(
+

k=1

[t ()] |uih, sy (E, A)| dt

m,j—1

71)m2i)\"(t71)

-1

2NV

|qk<t>|) a1 (8, )]

+ / 4D |usy 1 (8 V)| dt

13



IN

—_E)/(t—a:)l_:

n
T

+2/(t —x) b ()] [ut 1 (¢, N)] dt

T

4 / ()] [t 1 (8 V)| dt

ae ()] [ug 1 (£, N)| dt

m,j—1

elde edilir.

Simdi

Q
iy
=

I
[\
H\g

(0| a

(1= ) o)+ 1200] + 3

u 21_% i k
+2 —k/(t —2)' T g (t)| dt
= T2 p
olmak tizere (3.1.13) esitsizliginden
|U7—;70({C, )‘)| = 17
n—1 21_& o0 .
] < Y e [ 0 o] ot V|

el AC) p

#2 [0 =a) ool + 1620 + 5 [a0| ot 0

[ @) e, 0] e

14



S Hre-h)
+ 7 (1= ) [l + 5 a20] + 5 o) ar
— o)
ve 11 igin )

[ (@A) < TN

oldugu kabul edilirse Lemma 3.1.1 de verilen esitsizlik yardimiyla

(t — ) [0, (6)| [uzh - (8, V)| dt

\8

u) (A < 2

m?]

n—1 21,& o0
n _k
/(t—x)l S gu(t)] [, (6] dt

A >}). "

‘ +

IN

@y,

ki 2 f ) a0 Ty
/

. q;(t)”

:/ H'% Tl

% q;(t)u

15



G _1 1)!/{0+(M)}/{2 [!q()(t)\ n i 20| +%

re-7)

bulunur.

oo

do* () _/ {2 [|qo<t>|+ilq2<t>|+%

0]

ve lirf ot (z) = 0 oldugundan

i@ M| < <j:11>!/ {o" (W)} do(n)
_ @y
J!

elde edilir. O halde tiimevarim yontemi geregince j = 0, 1, ... icin

{o"(2)Y

|u;§7j(w, )\)‘ < il

elde edilir.

o artmayan fonksiyon oldugundan her z € R icin en azindan bir ¢ € R vardir

oyleki a < z igin 0" (a) > o™ (x) dir. O halde her z € R ve A € S, igin

{ot @)y

‘u:rn,j<x7 )‘)|

16



olup

S@Y
. J!
7=0

oldugundan Weierstrass M-Testi geregince Zu;d(x,/\) serisi R x S,, kiimesi ii-
=0
zerinde diizgiin yakinsaktir.

O halde (3.1.11) serisi (3.1.6) integral denkleminin ¢oziimiidiir ve tektir. Gergekten

un (z,N) = ug(z,\)
C Oo6(*1)”%27»‘7%_]_ N n—1 .
" +
w2 |y | SR SETAC) AR

+(—1)"* / e<—1>”2“"<”)qn(t)u;jfl(t, N)dt

xT

= ug(z, )
ooe(_l)’in)\nz - 1 n—1 N [oe]
+(—1)m/T P+ Nq(t) | [ D k(8N | dt
T k=1 j=1
—1)™H / O ) (Z ut A)) dt
T J=0
ooe 1)m21)\n n—1 N
- " / e [+ 3 () ) i Ny
k=1
(1) [ ocpperis W)k (8, N)dt

T—i

gerceklenir.

17



3.2 Jost Coziimiiniin Ozellikleri

Bu kisimda elde edilen Jost ¢oziimiiniin analitikligi incelenip gercekledigi birtakim

esitsizlik verilecektir (Nabiev ve Guseinov 2006).

Teorem 3.2.1. uX(z,\) \ € ém icin analitik ve A € S, icin siirekli olup asagidaki

esitsizlikleri gercekler.
[tz (2, )] < 7"

X (3.2.1)
|t (2, A) = 1] < o (2)e” @

Ispat : j = 0,1,... icin w) (2, \) S,, iizerinde analitik icin ve S'miizerinde siirekli
olup (3.1.11) serisi R x S, iizerinde diizgiin yakinsak oldugundan bu seri her bir

z € Rigin u} (z,\) S, lizerinde analitik ve E’m tizerinde stirekli olur.
ul(z,\) = Zu;,j(x, A)
j=0

egitligin her iki tarafinin mutlak degeri alimip j = 0,1, ... igin gergeklenen

{o*(2)Y

|u:;7j(x, N < I
esitsizligi goz oniinde bulundurulursa
um(@ N[ <D Ju (2, M)
j=0

IN
S
+
Q)
~

18



esitsizligi gerceklenir ve bu esitsizlikten yararlanilarak

+
o (— 1) HL2iA (t)

(-1) 1 n—1
+ _ — (_1\m + k
e =1 = (0 [ e +

T
—+00

(1) / (DTN ) () (1 N it

xT

olmak {izere

+o0

N e(_l)m+12i>\n($_t)_1 . n—1 N
A =1 < t N q(t
B e | R ESD

T

“+o0
+ / |eCDTENEEDN (g ()] | (£, N)| dt

elde edilir ve (3.1.12) egitsizligi yardimiyla

+oo 1

uhe N -1 < [le-o)]enn]+

+o00
+ [ a0 e 0| at
T .

n 1—k

IA

—HT1-3)

T

= ¢ @t ()
oldugu goriiliir (Nabiev ve Guseinov 2006).

Lemma 3.2.1.

[e 9]

[+ ia®r+ g léw]+

— 00

0,(8) )t < o

ve o
/ L+ )5 @) dt < oo
k=1

19
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kosullar1 altinda x € R, A € S5, ve (' ile C5 sabitler olmak iizere
‘ui(m, /\)| < Cy(1 + maks(Fx,0))
esitsizligi gerceklenir (Nabiev ve Guseinov 2006).

Ispat : Teorem 3.2.1 geregince z > 0 olmak tizere m = 0,1, ..., n icin u, fonksiyonu
siirhdir. x < 0 igin (3.2.1) esitsizligini goz 6niinde bulundururarak esitsizligi elde

etmeye caligalim.

(3.1.4) integral denkleminin her iki tarafinin mutlak degeri alimir ve (3.1.12) esit-

sizliginden yararlanilirsa

[um(@, V)] < 1+2/{(t—x> (rqo<t>|+§|q5(t)|+%

xT

n 21_% oo B
+3 o [ ] |
o T2—5) p

G0])  B22

+ [l e 0] e

elde edilir. Daha kapali bir gosterim igin

po(6) = o] + 3 120+ 5 ] ve k] =l (=12,

alimip (3.2.2) esitsizliginin sag tarafi diizenlenirse

o0

CESIESEDD %/(t — ) ()] (6, V)] e

xT

20



olur. Esitsizligin sag tarafindaki integral

0 0
Je=aEmolue )i = [ =o' o] e )@
+ [ =2 o) (e 0]
0
seklinde ifade edilmek {izere ilk integralde
(t— )" < (—a)' 7
ve ikinci integralde
1k
(t — x)lf% <tw g (—z) "

egitsizliklerinden yararlanilarak kiiciiltmeler yapilirsa

n 0

T O S W A Sl ARV
k=0

n
T

+
o\g
~
sl
+

(—1‘)1’5) e ()] [uh (£, M) dt

- 21_% T k
SRS S W ACO R IV
2T ) ualts V)
+ [0 o) 0.3

elde edilir. x > 0 icin saglanan

|U7—;(l’,)\)} S €U+(17)

21



esitsizliginden yararlanilarak

[t il < [o- e Oa
0 0
< / £ (1) e” Ot
0
yazilsin
= - n e
=0 n’y
olmak {izere
n 21_% oo .
‘UIL(:B, >\)| <K+ = /(_x)ln e (t)] \%(t, )\)| dt
k= F<2 - ‘)
=0 n’e
elde edilir. Bu esitsizlik goz oniinde bulundurularak U (z,\) = ;ﬁ(f‘il)) ile goste-
rilmek {izere
—~ gk i _k
SO = ) (TG BNE
k=0
U] = ol < x
K(1+ |z)) K[ (1 + |z])
1 nogl-k  F el (¢, )]
= T N N PYRC Y]
L |z = T( —%)/( D T el PO R
N e N RS e
= +) o [ (=2) O U, \)] dt
1—|—|x| p 1"( _§>/< I) 1_’_|x| |pk( )H m( )}

T

esitsizligi elde edilir. Sag taraftaki integralde
1—k 1—k
[ < (T fz])

esitsizliginden yararlanilarak kiiciiltmeler yapilirsa

k

U5 (2, )| < HZ%/(” e

n
T

pe()] U (E, )| dt (3.2.3)
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olur.

n 1—k ©0

o S i oo [, a

n
x

LG (3.2.4)

yazilir ve egitsizligin her iki tarafi Z

_k
2;_1)<1 + |!L‘|)1_% |pr(x)] ile garpilirsa
k=0 "

I(

n Lk
Ut (2, N re 1+ )= |pi()]
= <Y Sl e [pela)

f(z) .

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi [z, +00) tizerinde integrallenir ve

+ _df(@)
U MIZ S 1) (0] = — =5

esitliginden yararlanilirsa

d -k 7
/f”g /1+|t| £ pu(t)] dt
dt k:o
olur ve buradan
n 217% w 1k
flx) < exp To & (L+ [t [pr(t)] dt
k=0 ( _ﬁ>x
< e[S 2 7 (1+ [E)1F [p(t)] dt
> X o kN " Pk
k=0 F(2_ﬁ)_oo

elde edilir. Dolayisiyla (3.2.4) esitsizliginden

23



elde edilir. |U,f(x, \)| yerine L??l(f‘il))‘ yazilirsa

— L <K
K(L+a) =

olur burada K K; = Ky alimirsa
| (2, N)| < Ko (1 + |2])

elde edilir. x > 0 icin

<
+
QH
>
VAN
9]
)
+
&

(VAN
a
q
+
&

I
s

alinip, maks(Ky K3) = C ile gosterilirse Vo € R igin
), (z, \)| < Ci(1 4+ maks(—z,0))

esitsizligi elde edilir. Bu durumda denklemin ¢oziimiiniin her x icin siirl oldugu

gortiliir.
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4. JOST COZUMUNUN INTEGRAL GOSTERIMi

Bu béliimde Fourier Déniigtimii yardimiyla (3.1.6) integral denkleminin bir bagka
formdaki ¢oziimii ya da baska bir deyisle (3.1.6) denkleminin integral gosterimi elde

edilecektir (Nabiev ve Guseinov 2006).

(3.1.1) diferensiyel denkleminin (3.1.2) kogulunu gergekleyen her bir ¢oziimiiniin
(3.1.6) integral denkleminin ¢oziimii oldugu gosterilmisti. Simdi ise (3.1.6) integral

denkleminin

ut(z,\) =1+ /Ki(:p,t)e(_l)mw‘ntdt (4.1)
0

seklinde bir integral gosterime sahip oldugu gosterilecektir. Yine bu gosterim w! (z, A)

i¢in elde edilsin, u, (x, \) i¢in de benzer iglemler yapilarak elde edilebilecegi goriiliir.
(4.1) ile gosterilen esitlik (3.1.6) denkleminde yerine yazilirsa
I = /K;(x,t)e(_l)mw‘ntdt
0

ile gosterilmek tizere

71)m2i/\" (t—z)

e — —
R e (gp;(t)+ZAqu(t)> (12)

k=1

X 1+/K;L(t,§)e(_l)m2i)‘n§d§ dt
0

o0

+(—1)™* / O [ 1+ / K (2, &)eV" 2N qe | ar
0

T

elde edilir. Daha kapali bir ifade icin po,) = ¢ () ve

pr(z) = qi(x), (k=1,2,...,n)

gosterimleri kullanilirsa (4.2) esitligi
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_1\ym2i\" (t—x)

0o ' 0 (—1) _1 n—1

(—1)2iA"¢ _ (_1ym | & k
/ Ko (o, 1)e gt = (~1) / - ];A pe(t)dt (4.3)
) =

T

Ooe(_l)'m%l)\"(tfz) - 1 n—1
+HV”/ 2 {D'“mw
k=0

/ Ko (t,6)el=2N e qe & i

+(=1)"* / O™ (1 dt

x
o0

+(—1)m+ll/€( 1) m2i\" (t— f) /K t g )22/\"£d£dt

T

seklini alir. (4.3) egitliginin bu son hali diizenlenmeden &nce ilk iki integralin

doniisiimiinde yararlanilacak olan bir egitlik verilsin.

t>x,E>0ve N e S, icin

o0

(_1)m2i)\"z _1 1 m+12—7 imk(2m+1) L 1Maiams
e.—% — (=1 /Sn—s—:ﬁ)fa]e(l)2A ds
21\ roa-=
/ —k (—1)m2iAm
+ [ sTnemDT2As g
0
esitliginden yararlanilirsa
_1ym2i\" (t—z+€) _1\ym2iA\"¢ m m
(-1 (-1 _ (1) +1%(C ) (4.4)
2iA" " NG

_k (=1)™2ix\"s

X +/(s—§—t+x) ne ds

oo
_k (_q{ymagiang
_/(s_g) w I g
13
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elde edilir. (4.3) esitliginde

ooe(_l)m%)\"(tfa:) _17171
J = (—1)™ Nepw (8)dt
= D [ )
= k=0
(=1)™M2iA"¢

alinip, bu integralin i¢i e ile carpilip boliinsiin. Bu durumda elde edilen

6(71)m2i)\"(t+§7:v) . 6(71)71121')\"&

T = (—1)" / — pe(t)dt

esitliginde (4.4) esitligi kullamlirsa

X n—1 (m) o0 & o
/ eI /(8_5) h N0
— INQRE ;
g
o0
ko (—1)M2iA" (s—¢)

— / (s=&—t+x) ne

E+t—x

ds ¢ pi(t)dt

elde edilir. Parantezin igindeki iki integralde de s — ¢ = wu degisken degistirilmesi

uygulanip, integrasyon sirasinda degisim yapilirsa J; integrali

oonil (m m n,, _k ¥ v
z/ sz—— P Y "/pk(t)dt— /(u—t+x)—5pk(t)dt du
0 =0 T T

halini alir. Yine (4.3) esitliginde

ooe(il)m%)\"(tfz) 1 n—1 00 ‘
Jo = (=1)" / G > Npi(t) / K (t,€)e VP dedt
]
e k=0 0

alinmak iizere (4.4) esitliginden J; icin

0 4 (m) o] 00
Y £ (cpmaian(s—g)
5 o= /Zﬁ/ /<3_g) e s
z k=0 "o ¢

‘t/<s—£—t+x>5é*”””“%w pr() K (1, €)dedt
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yazilir. Iki kez integrasyon sirasinda degisim yapilarak asagidaki esitlik yazilir.

Zkzl mn e Zopk(t)j<s£)5K;(t,g)dgdt

s+x s+x—t

_/pk(t) / ($—€—t+x)_%K;;(t,5)dfdt ds
x 0

Benzer sekilde

o0

Jy = (_1)m+1i/e(1)mmn(t—z)pn(t)/Km(t,g)e(1)2i>\n€d§dt
0

T

alinir ve u =t — z + £ degisken degistirilmesi yapilip integrasyon siras1 degistirilirse

[e%¢) u+x
Js = (_1)m+1z~/6(1)mzz‘>\”u /pn(t)K$(t, u—t+ x)dtdu
0 x

esitligi elde edilir. Son olarak

oo

Jy = (—1)™H / e N (3L

alimip t — z = u degisken degistirilmesi yapilirsa

o0

J4 = (—1)m+1i/e(_1)m2i)\nupn(u + .T)du
0

elde edilir. .J;, J3, Jy integrallerinde u yerine t ve t yerine s, J, integralinde ise s

yerine ¢ ve t yerine s yazilirsa
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k=0

- . - (m) o 0o t+x
- Jer{E iy (¢ e fumoror i

t+x t+x—s
—/Pk(S) / (t—¢&—s+ :c)%Knt(s,g)dgds
T 0
+/pk(8)0/(t - é)sz(ij)dde>
t+x

+i(—1)™*! /pn(s)K,ﬁ(s, t—s+ax)ds+i(=1)""p,(t +2) pdt

T

olur.

Alz,t) = VS (s)ds — [ (t—s+2) Spu(s)ds  (45)
par @ N C / / g
t+x t+xr—s
/pk(s) / (t—€&—s+x) (s,&)déds
+[mto) [ e~ g)ﬁm(s,@dws}

bi(—1ymt /pn(s)K;(s,t s+ @)ds 4 (=)™ p (t + )

ile gosterilmek iizere (4.5) esitligi

[e.9]

I = /K;(g;’t)e(l)zi)\ntdt _ /A(I,t)e(_l)mQMntdt
0

0

seklinde yazilabilir. Bu durumda

/ (K} (z,t) — Az, t)] R
0
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olur. Burada K (x,t) — A(z,t) = C(x,t) ile gosterilmek iizere

/C(m, t)e(71)7n2WLtdt =0

0
elde edilir. b(az, t)

5( . C(z,t) ,0<t<oo
T, t) =
0 ,—oo <t<0

ile tanimlanmak {izere

0 oo

/5($,t)e(_l)m2Mntdt — /Odt + /C(x,t)e(—l)WQi/\"tdt

0
= 0

M2t

oldugu goriiliir. / (NJ’ (z, t)e(fl) dt ifadesi NC fonksiyonunun Fourier doniigiimiidiir.

Fourier doniigiimii lineer ve birebir bir doniigiim oldugundan ancak birim fonksiyonu
birim fonksiyona doniigtiiriir. Bundan dolayidir ki

/6’(:17,t)e(_1)m2iwzdt =0 < NC(x,t) =0

& COx,t)=0

Yani K (z,t) — A(x,t) = 0 olup K (z,t) = A(x,t) oldugu goriiliir. O halde
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Kt (z,t) igin

—k B
Ki(z,t) = ka—k t" /pk(s)ds - /(t —s+ :C)Tkpk(s)ds (4.6)
k=0 (1=3) p p
t+x t+x—s

+
3
=
©
=
—
i~
|
o
=
3+
2
™"
S~—
Q,
T
QL
V>

t+x
Fi(—1ym /pn(s)K;;(s,t s 2)ds + i(—1)™pu(t + )

xT

esitligi elde edilir.

Simdi bize (4.6) integral denklemi hakkinda bilgi verecek incelemeler yapalim. Agagi-
daki teoremde (4.6) integral denkleminin bir ¢ziimiiniin oldugu ve bu ¢oziimiin tek

oldugu gosterilecek ayrica bu ¢oziimiin gergekledigi bir esitsizlik verilecektir.

Teorem 4.1. Vz € [a,+00); (a € R) igin (4.6) integral denkleminin ¢6ztimii vardir,

tektir ve K (x,.) € L1(0,00) olmak iizere
1K @y < e @) —1 (4.7)

esitsizligi gerceklenir (Nabiev ve Guseinov 2006).

Ispat : Bu teoremin ispat1 icin Ardisik Yaklasimlar Yontemi kullanilsin. Bunun

icin ¢t > 0 olmak tizere

n—1l (m) e o) t+x .
Kol ) el O PCUE R AT
k=0 n z T

31



ve j =1,2,... icin

n—1 (m
+ _ 'Vk o
Kot = Segtn /pk 0/ (-7 Kjy(sdeds (48)
t+x t+x—s
—/ms) / (t—€—sta)" Kb (s €)déds
T 0

t+x
+i(—1)™*! /pn(s)K;J-_l(s, t—s+x)ds

alinsin. (4.8) esitligininin ilk integralinde integrasyon sirasinda degistirilme yapilsin

ve K ;fb j(:p, t) i¢in agagidaki egitlik kullanilarak iglemlere devam edilsin.

n—

1 (m)
Kijat) = S =l / (t—¢ / Pu(s) K (3, €)dsde

F 1—
k=0 THt—€

t z+t—¢

+// {(t—f)*’“—(t—f—sw)ﬂ W) K (5, €) ydsde

i1y / W) (5.t — 5+ 2)ds

Amag (4.6) integral denkleminin bir ¢oziimii oldugunu gostermekti. Ele alman bu

yaklagimlarla
f) = 30K ) (19)
j=0

serisi olugturulsun. Eger bu serinin = ve ¢ ye gore diizgiin yakinsak oldugu goste-
rilirse bu seri (4.6) integral denkleminin bir ¢oziimii olacaktir. Ve yine bu seriden
yararlamlarak K (z,.) € Li(0,00) oldugu ve (4.7) esitsizliginin gerceklendigi gos-

terilecektir.

(4.9) serisinin x ve t ye gore diizgiin yakimsak oldugunu gostermek igin Weierstrass

M-Testinden yararlanilacaktir. Bunun i¢in j = 0,1, 2, ... olmak {izere

J+1

{o" (@)}

T (4.10)

1l @) <
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esitsizligi kullamilacaktir. Bu nedenle ige (4.10) esitsizliginin gergeklendigini goster-

mekle baglayalim.

olmak {izere

o] t+x

Q0 ln-1 (m) L
i - =k
/| 0$t|dt < / E_Oruk—_%) t /pk(s)ds—/(t—s+a:)npk(s)d8
0

/|pnt—|—x | dt

O n—1 2_& 0 &
< — t" d
0 =0 " T+t
t+x
—k
—l—/t” (t—s—i—x) (s)|ds pdt
+/ pult + 2| dt
0
esitsizligi elde edilir. Burada
n=s [ (gt [ molds v )
0 k=0 x4+t
alinmak iizere
I 5/ 5= 2 — % pg(s)| ds + |palt + 2)] | dt
F
0 k=0 n T+t
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olup

o0

dot(z+t 1ok k _k
ARSI P ( ) [ls—e i ol

esitliginden yararlanilirsa

elde edilir.

I

x4+t
—|pn(t+ar)|
1 fdot(z+1)
I, < —-
b= 2/ a

v—>~400 2
_ o' (=)
2
Benzer gekilde
1 . 1 K t+x e
_ -/ 2 [ = s )| |pe(s)| dsdt
5/
20 k=0 I( _E)x
1 0 n—1 Q,E *°
= = — (t—s+ax)» —t )|pk( )| dtds
2!k:0 F< _%)S/I(
100 ) r—s+uv)Tn —vlTn 4 (s —2)t
= §/ka(8)lvgﬂgm<( — & ( ds
1n—1 ©0
= 5> [ Fmlds+ [Inolds
k=0 ¥
1< [
= 23 [0 i)l ds
k=0,
_ ot(n)
2
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olup

elde edilir. o (z) < 0o oldugundan / ‘ 4 o(z, )] dt < oo olur. O halde

K:L,O('ra t) S Ll(07 OO)

oldugu goriiliir. Bu durumda K ;,0 fonksiyonunun ¢ ye gére normundan bahsedilebilir

ki buradan ||K,), o[l < 07 () esitsizliginin gergeklendigi goriiliir.

Simdi j — 1 igin

{wmw

15 51l

il
oldugu kabul edilsin.
1 t o]
o = .
Kyt = Yt 4 [0-07 [ R gae
=0 0 ott—¢
t x+t—¢§
—k k
—i—// {(t— " (t—5—3+x)"]pk( VK (s, &)dsdé
0 T
t+x

4i(—1)™+t /pn(s)Krﬁ(s,t — s+ x)ds

xT
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olmak iizere

0o 0,1 (m) t e 00
[ 1K@l < [ > iy [i=07 [ o (@.11)
0 0o "= 0 THt—¢
X |K;j_1(s g)| dsd¢} dt
oo t z+t—§
Z {t— —s+x)7k (t—f)ik
/ //

oo t+x

//|pn(8)||K$,j—1(s,t—s+a:)\dsdt
0 z

olur. Burada

0,1 k t 0o
27n =k
11=/Z—k/<t—5) /|pk ) K (s, €)| dsdedt
ra-23)
0 k=0 "0 et+t—€
alinmak iizere integrasyon sirasinda degisim yapilirsa
I :/ i / g / 1pk(3)] | K75 1 (s, )| dsdtde
0 k=0 & oHt—¢
On-1 s—T+E
2k ¥
- [Yas |pk (0] [ (=) drasag
o k=0 :

elde edilir. En icteki integral hesaplanirsa

o0

TS ot T ) )] K5, 0)]
b=l Swen/ - e

xT

olur. Integrasyon sirasinda tekrar degistirilme yapilir ve I'(1 — £)(1 - £) = (2 — %)

n
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oldugu goz oniinde bulundurulursa

On-1
gk
L= [ om0 s |/\ o (5.6)] deds
Y k=0 r@2-; n) o
O n—1 k
27 n 1k
= [ Y 5= ()| Kl ds
/k:O L@2-3) j

elde edilir. Yine (4.1.11)esitsizliginde

0, 1 t r+t—E& N L
I, = O/Z;F]L__// {t— —s+x)" —(t=9¢)
X |pr(s)| | K5, 51 (s, €)| dsdeat

alinip integrasyon sirasinda iki kez degisim yapilirsa

I =

On—1 k k
27 (s —x)l™n
I = / / pi(s)] | K dsdg
o k=0 I'(1— %)z -3 ! I ! |
O n—1 2 .
= — (s — ) 1_*‘pk s)l/}KJr ,f)‘dfds
[ 210D
O n—1 k
27 n 1_k
= (s =) 7 p(s) 1K -1l s)
/k_o IO mi-
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olur. Son olarak

oo t+x

//|pn H o 1 s—l—x}dsdt

alinip integrasyon sirasinda degisim yapilirsa

//\pn )| K 1 — s+ x)|dtds

olup, t = w + s — x degisken degistirmesi yapilirsa

o= [ [ 1Kt dods
T 0

- / 19n(3)] | Koy s

0'+ T ’
elde edilir. Tiim bu islemlerden sonra [|K), ;@) < # kabuliinden

1K bl < Z%(—) (I llds (4.12)

+/;:f@t§ﬂ3—@l"WM)M mj-1lld

> 0
+/| WKl
Qn_1 zl_ﬁ
7 k=0 r@-3)
+/ Pa() 151l
= —k(s_x) |pk( )| || j 1”(8 S
) = re-1
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elde edilir. Burada
21** k ot (s)V
/ Z — o (o) s s

ile gosterilmek tizere

esitliginden yararlanilirsa

/Z = /1—§><s— o o) 7 g

olur, integrasyon sirasi degistirilirse

/ > > / =56t o 17

olur. ot fonksiyonu artmayan fonksiyon oldugundan alt sinirda en biiyiik degerini

alacaktir, bu durumda

S < 7{0*@)} - 2__/1_— s — )7 |pi(s)| dsdn

g!
- oo{0+(n)}] do* ()
- -

_ _7{0'+(77)}j d0+(77)

!

{o* (@)}
(G +1)
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elde edilir. O halde (4.12) esitsizligi

/ K, )] dt < —{”(;(f)l})! (4.13)

e}

seklini alir. o%(z) < oo oldugundan / |K;;7j(x,t)‘ dt < oo olacaktir. Dolayisiyla

0
j=0,1,2,... i¢in K ;(,.) € L1(0,00) olur ki bu durumda K, ; fonksiyonlarmmn ¢

ye gore normu mevcuttur. O halde (4.13) esitsizliginden t > 0 ve Vz € a, +00);
(a € R) i¢in

Jjt+1

{o" ()}

Kt |l < W ATT . i=0,1,2,...
15, il @) < G+ 1) J

elde edilir. ¢ artmayan fonksiyon oldugundan a < x iken o™ (a) > o (z) olacagn-

dan
)y
KT . o < {U—
{ot(@)}) "
(j+ 1)
olur ve ™
S
g (j+1)!

olup €7@ — 1 < 0o oldugundan Weierstrass M Testi geregince Z K;[LJ- (x,t) serisi
=0
t ye ve = e gore diizgiin yakinsaktir. O halde (4.6) denkleminin bir ¢oziimii vardir

ve bu ¢oziim tektir.
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Simdi gergekten (4.9) serisinin (4.6) denkleminin bir ¢oziim oldugu gosterilsin.

Ki(z,t) = Klo(zt)+Y K}
j=1

= K, o(z,1)

. (t—¢ K (s.€)ded
jzl ZF // pk 1 S
t+xt+r—s e

—/ / (t—&—s+x)" pe(s)K,, ;_1(s,6)dEds]

T 0

—i—i(—l)mﬂ/pn(s)K;;J_l(s, t—s+x)ds}

olup (4.9) serisi x e ve t ye gore diizgiin yakinsak oldugundan seri ile integrallerin

yerleri degistirilebileceginden

K:;($, t) = K:z O(l" t)

2=
+ —k{//t— Zml ¢)déds
k=0 F(2_E> pa /
t+axt+x—s
k
—//(t—§—8+x" Z K 1 (s,§)déds}
x 0
t+x 0o
+i(—1)m+1/pn(s)ZK;7j_l( t— s+ x)ds
T J=1
n—1 (m) _ oo t+x

t+xt+xr—s

[ [ s 0T o s dds)

+i(-1 m+1/ Z m,j— (st —s+x)ds+ i(=1)" p,(t + )

T
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elde edilir ki bu da (4.9) serisinin (4.6) denkleminin ¢tziimii oldugunu gosterir. Son

olarak yine (4.9) serisinden yararlanarak (4.7) esitsizliginin gergeklendigi gosterilsin.

K}(z,t) = Z

olmak {izere

18l = [ 1Kt

z

olup ticgen egitsizliginden yararlanilirsa

S KL (x,t)|dt

j=0

18y < [ 3018 )|
o J=0

0-J+1
mill

elde edilir. Z (x,t) serisinin diizgiin yakinsakligindan ve H
j=0
e§itsizli‘ginden faydalanilirsa

1l oy

INA
wE
T3
s}
)
=
5

elde edilir.

Simdi ¢ekirdek fonksiyonunun x e gore tiirevlenebilir oldugunu gosteren teorem ve-

rilsin.
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Teorem 4.2. Vz € R, D, K (z,.) € L1(0,00) olup

ile gosterilmek tizere
D2 K| oy < 0 (2) (1 + 0t () )

esitsizligi gerceklenir (Nabiev ve Guseinov 2006).

Ispat : Cekirdek fonksiyonunun K (z,t) Z (z,t) seklinde yazilabildigi

gosterildi. Simdi bu egitlik kullanilarak; eger Vj icin DxK;, j( x,t) tiirevinin mevcut

oldugu gosterilir ve bu tiirevlerden olusan Z D.K ;,; ;(,t) serisinin yakinsak oldugu

J=0

gosterilirse D, K (x,t) tiirevinin mevcut oldugu ispatlanir. O halde 6ncelikle ¥V igin

DwK;,; ;(,t) tiirevlerinin meveut oldugu gosterilsin, Oncelikle j = 0 icin

o0 x+t
Kh@ﬁ==/@@%—/m@%

n o] T+t

T x

+i(—1)m+1pn(:v + 1)

+§:T_ t{ﬁwm—/@ﬂ—ﬁ%mm

olmak tizere toplamin igindeki integralde x+t-s=u degisken degisimi yapilirsa

o] T+t

K%@@::/@@@—/m@@

—00 0

+Z% —tﬁ/pk(:c—irt—u)du—l—/ufbpk(:n—l—t—u)du

t t
+i(—=1)"p, (z + 1)
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olur. Bu haliyle x e gore tiirev alinirsa ve tekrar © + t — s = u degisken degisimi

yapilirsa
DK o(x,t) = —po(z) — po(x +1t) + po()
I N/ - R S A /pﬁc(x—l—t—u)du+/u_np§c(x+t—u)du
k=0 ra-s) f f

+Z( 1)m+1 ,($+t)
n—1

_ - '1”:_ - k/p;(s)ds + / [t*% —(z+t— s)*ﬂ Pi(s)ds

k=0 x4t x
—po(x +1t) +i(=1)""p] (x + 1)

( [e¢) x4+t

elde edilir.

0 x+t—&
el m) L
+Zﬁ{/(t_§) " / pk(S)K,ﬁ] 1(8,€)dsd¢
k=0 n’ g it
t zHt—¢ . k
/ / [ T (t—E—s+a) n]pk(s)mj_l(s,g)}dsdg
0 =z

t+x

—I—i(—l)m“/ () 1 (st — 54 x)ds

xT

olmak tizere ilk integral hari¢ diger tiim integrallerde x4t — s = u degigken degisimi
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yapilirsa

Kf(at) = / / Po(s) KL (5, €)dsde

0 z+t—¢
n—1 (m) t —oo .
k) —_a" — WK+ —
+;_0F( 5 0/5/(75 §) " pr(r+t—uw) K, i (v +1t—wu,&)duds
L —k —k
[ 1= 07 =T et WK Gt - dudg
0t 0
—|—i(—1)m+1/pn(x +t— u)K;J_l(x +t—u,u)du
olur. Bu haliyle x e gore tiirev alinirsa
DKL (at) = = [molo+t = KL, o+t - €0
0
n—1 ”y(m) t -0 .
k _ _ o K
+3 s { 0/!<t O Il + 1~ W)y (41— )
+pr(x +t — u)Dng’jfl(x +t —u,&)]|duds
t &
[ fie-07 —w-97)
0t

x[pp(r +t - U)K;L,jq(x +t—u,f)

+pi(z +t —u)D K (v 4t — u, §)]dud }
0

Hl-0" [hle = Ko+t - u
t
+pn(® +t —u)D K (x4t — u,u)|du

olur. Ilk integralde z 4t — & = s ve diger integrallerde x-+t-u=s degisken degisimi
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yapilirsa

+ _ — 71(gm) [T =
D, Ky ;(z,t) = k:OF(—_%) O/I+t/£(t—§)
X [D3(8) Ko j-1(5,€) + pr(s) Do K 5 (5, €)]dsd€
t o+t—¢
+//[<t—s>”—<x+t—s—s>“1
X [Py (8) Ko j-1(5,€) + pr(5) D ng 1 ( deg}
T+t

+i(— m+1/[p Koi(s,x+t—s)

+pn(s )DxK;;,jfl(s, T+t —s)]ds
x4+t

—/po(S)KntJl(s, Tt — €)ds

x

elde edilir.

Simdi Z D,K .(x,t) serisinin yakinsak oldugunu gostermek i¢in kullanilacak olan

1255, < G+ DI o)

5! !

esitsizliginin gerceklendigini gosterelim.

n—1 m o
DK, o(z,t) = ;Y_ A —a /p%(s)ds (4.14)
k:[) n x4+t

+/ [t‘?’i — (z+t—s)‘%] Pi(s)ds

xT

—po(z + 1) +i(=1)""pi, (x + 1)

olmak iizere bu esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinip [0, co) arahig tizerinde
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integrallenirse

oo Oon 1 Kk
/‘DxK;O z, )| dt < / t/|pk )| ds
F
0 o k=0 Tt
x4+t

/|p0x—|—t|dt+z /|pnx+t|dt
0
1 k

_y = {//tn\pk )l ds

k=0 0 xz+t
T+t

+ / (75 = @@+t —9)7%) Iph(s)] s}

/|p0 |dS+Z /|pn |d$

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte toplamin icindeki integrallerde integrasyon

sirasinda degisim yapilirsa

O/|D Solw D] dt = O/rpo<s>rds+§%<s—x>lfi|p;<s>|ds
~ ot(@)

bulunur. o7 () < oo oldugundan K}, ,(x,t) € L1(0,00) olur. O halde K , fonksi-

yonunun L1 (0, 00) uzayinda t ye gére normu mevcut olup

HDJ»‘K;;,O”(@ <of

47



elde edilir.

n—1 (m) i
DK (x,t) = Y — t—& "
L = St //g( 3
X [P (8) Kim,j1(8,§) + Pr(8) Do 54 (5, )] dsdg
t r+t—¢§

// (=) —(a4i—s—O7]

T+t

Fi(-1y / (8K (s 41— 9

+pn(8) Do (s, 2+t — 5)]ds
x+t

—/po(s)K;g’j_l(s, x+t—E)ds

T

olmak iizere esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinip, [0, 00) iizerinde in-

tegrallenir ve gerekli kiiciiltmeler yapilirsa

o0 n—1 (m) 4@
/|DmK;EL7j(x,t)|dt < Z 7 {/// (t—¢
0 0 0 z+t—¢
|pk ‘ m,j—1 S 5 ‘+|pk }D mj 1( f)Hdef
oo t x+t—¢
+// / =07 —wri-s-9"
|pk H m,j—1 S?f)‘—i_‘pk HD mj 1( )Hdef}

oo T+t

// )| [ (s, 5 £ = )

—{—|pn HD mJ 1(s,x+t—s)‘]d3

oo T+t

+ [ [ po(8) Ky (s, + 1 —&)ds
[ o
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elde edilir. Integrasyon sirasinda degisiklik yapilirsa

o0

o173 1k
DK (x,t)|dt < —/ — " 4.15
/‘ my](x >‘ - — F(2 k) (8 LE) ( )
] —

<P Kol ) + 1Pr() 1D Fomgal )

+ / 1p0()| 11K g1 ) s

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten ve daha 6nce elde edilen

Jj+1

{o" (=)}

HK;LJH(@ < W
ve
HDIK;%,OH(I) < oy ()
esitsizliklerinden yararlanilirsa j = 1 igin
o0 1 ik o0 o,
O/|Dme1(x,t)‘ dt < 2 (2= g)x/(s —x)

() [ Eooll ) + s ()] [ DoE o] )l

+ [ I Ko ds

AN
}1
~
) l\%
l 3=
|
S—
8
\8
—
w
|
8
SN—
I
3=

yazilabilir. ¢ ve o] fonksiyonlar1 artmayan fonksiyon olduklar icin alt sinirda en
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biiyiik degerini alir ve yukardaki esitsizlik

DKol < ot @ [ Il s+ > 2 [ =a)F ph(olas
A0 Y =) s
< e+l Y o= o) )l
- Al @)+ Y =) Il
< 20t ()t ()

halini alir. o7 (z) < 0o ve 07 (z) < oo oldugundan / | D, K

bu da D, K ; € L;1(0,00) oldugunu gosterir. Bu durumda DK}

L1(0,00) da t ye gore normu meveuttur ve || D, K

gercekler. j=2 i¢in

ma (2, t)} dt < oo olur ki

1 fonksiyonunun

1|| <20](x J*(:Jc) egitsizligini

0/|D Fo(ot)|dt < :_0 P(Ql__ﬁg)/(s—x)lﬁ (4.16)
<A [l + Ik 12, s
/|po I
n—1 21_% o0 Lk
< Xrap/e”
clloh() o) 20 ()0 () ds
= [l L2
ot T mlog-t Y
< T onas + i o= oas
n—1 21_% o0 Lk
+207 () (s—x) " |pe(s)| ot (s)ds
;%m—s)/ g



yazilir.

VAN
)
—~
=

o0

o0 n—1 & _E
esitliginden ve / |po(s)] ds+z %/(s—x)1 " pL(s)|ds < of (s) esitsizliginden
x k=0 " z

yararlanilirsa (4.16) esitsizligi

o ot@y

2!

{o"(2)}*

o () + 207 (2) 27

/ | DK} o(,t)| dt
0
o*(x)

= 3o:(x) 5

seklini alir. Bu durumda K, ,(z,t) € L1(0,00) olup K,f , fonksiyonunun L, (0, oc)

da t ye gére normu mevcuttur ve bu norm

HDZ‘K;EQH(%) < 30?(1’)%

esitsizligini gercekler. O halde j — 1 icin

{o (@)}

HDIK;L,J'—IH(I) S jaf(z) (j — 1)!

o1



esitsizliginin gergeklendigini kabul edelim. (4.15) esitsizliginden ve kabuliimiizden

r —1 1_7 o)
/|D1K$,j($;t)|dt S Z 22_ T / S—m)l_%
0 =0

N Emjmall gy + e[ Dty )

/rpo S

n—

> o5 (221___) / (s—a) "

{0+( )}J 1

LB
8

IN

w(p()| Y () o ()2

/|P0 |{U

yazilir. Bir ¢nceki adimda yapilan kiiciiltmelerin benzeri yapilirsa

[e.o]

[1D1; w0t < %af(m)
1ot S g [ o O
R CACo) SRR SRS e S i (TSNP
= ot 0 S z)x/m/[{ )
X(1= (s = n)F Ipe(s)llds
- 0 )
7 il 217% TT j—1 k
T4 §>! / ot @) =3
X(s =) |pe(s)l)dsd
@y
< et
J + + J—1 k _k
oLt @) / {or ) / (1= 2)0s = )" * Ipels)| dsd
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A T [
- T ) 4 ot 1<>{" o
= G+ 1ot T

elde edilir. Boylece Vj i¢in K}, (x,t) € L;(0,00) olup

{o*(2)Y

D2 |y < G+ Do (o

(4.17)

gerceklenir. Simdi bu esitsizlik yardimiyla Z D,

=0
gosterilsin. (4.17) esitsizliginden

ZHD;CKTZJH@) < Z(j+1)gl+(x){0+(—5”)}j

+ T o
K, ;(z,t) serisinin yakinsak oldugu

+of(z)o" () {1 +ot(z) +

= of(2)(1+ o7 (2)) {1 +ot(x) +

= ol @)1+ ot @)e

{0()}

2! 3‘

I

elde edilir. o ve o] artmayan fonksiyon oldugundan her x € R i¢in en azindan bir

a € R vardir 6yleki a < x i¢in 07 (a) > 0" (z) ve 07 (a) > o] (z) olur. O halde her

23



x € Rve eSS, icin,

+
ot (a)}y
< G+ Dot
i
olup Z j+l)o ( )} serisi yakinsak oldugundan Weierstras M-Testi geregince
Z D, K .(x,t) serisi x e ve t ye gore diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla D, K| (x,t)

mevcut olup L;(0, c0) uzaymdadir. Boylece ispat tamamlanir (Nabiev ve Guseinov

2006).
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