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ÖZET

Yüksek LisansTezi

NON SELFADJOINT DISKRET SCHRÖDINGER OPERATÖRÜNÜN

SPEKTRAL ÖZELL·IKLER·I

Ceren Ebru TOPBAŞ

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Yard. Doç. Dr. Cafer COŞKUN

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, spektral analizin temel tan¬m ve teoremleri verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, non selfadjoint Diskret Schrödinger Operatörü tan¬mlanm¬̧s, Jost

çözümü ve bu çözümün özellikleri incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde ise analitik fonksiyonlar¬n birebirlik teoremleri kullan¬larak self-

adjoint olmayan Diskret Schrödinger

Operatörünün resolventi, spektrumu ve spektral tekillikleri elde edilmi̧stir. Buna

ek olarak özde¼gerlerin ve spektral tekilliklerin nicel özellikleri incelenmi̧stir.

Temmuz 2008, 57 sayfa

Anahtar Kelimeler: Spektrum, resolvent, spektral aç¬l¬m, spektral tekillik, özde¼ger,

sürekli spektrum, diskre spektrum.
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ABSTRACT

Master Thesis

THE SPECTRAL PROPERTIES OF NON SELFADJOINT DISCRETE

SCHRÖDINGER OPERATOR

Ceren Ebru TOPBAŞ

Ankara University

Graduate School of Natural And Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Cafer COŞKUN

This thesis consists of four chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic de�nations and main theorems of spectral analysis

are given.

In the third chapter, non selfadjoint Discrete Schrödinger Operator has been de-

�ned and the properties of its solution has been investigated.

In the fourth chapter, the resolvent and the spectrum of non selfadjoint Discrete

Schrödinger Operator are obtained by using the uniqueness theorems of analytic

functions. Furthermore, the properties of the eigenvalues and the spectral singulari-

ties are examined.

July 2008, 57 pages

Key Words: Spectrum, resolvent, spektral expansion, spectral singularities, eigen-

values, continuous spectrum, discrete spectrum.
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1.G·IR·IŞ

1.1 Çal¬̧sman¬n Kapsam¬

Diferensiyel operatörlerin spektral analizi fonksiyonel analizin ve matematiksel �z-

i¼gin birçok problemi için önem taş¬d¬¼g¬ndan matematikçilerin dikkatini çekmi̧s ve

bu konuda çok say¬da çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smalar diferensiyel operatörlerin

spektrum yap¬lar¬n¬n ve özelliklerinin incelenmesine ili̧skindir.

·Ilk olarak Naimark, 1960 y¬l¬nda non selfadjoint , sürekli ve diskre spektruma sahip

Sturm-Liouville operatörünün spektral analiziyle ilgili çal¬̧smaya başlam¬̧s ve Sturm-

Liouville operatörünün spektrumunun sürekli spektrum ve diskre spektrum d¬̧s¬nda

spektral tekilliklere de sahip oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r. Daha sonra spektral tekilliklerin

önemi Lyance taraf¬ndan ortaya konmuştur.

Selfadjoint fark denklemlerinin spekral analizi ile ilgili çal¬̧smalar ise Atkinson taraf¬n-

dan "Discrete and Continuous Boundary Problems" ve Berezanski taraf¬ndan "Ex-

pansion in Eigenfunctions of Selfadjoint Operators" adl¬ kitaplarda toplanm¬̧st¬r.

Ayr¬ca bu konuda çeşitli matematikçiler taraf¬ndan çok say¬da çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r

(Coşkun 2000), (Ad¬var and Bairamov 2001), (Bairamov and Coşkun 2004).

Bu tezde ise,

h';  i =
1X
n=1

�
'n n +  n'n

�

iççarp¬m¬yla birlikte bir Hilbert uzay¬olan f'ngn2N kompleks dizilerin uzay¬, l2 (N)

üzerinde, fangn2Nve fbngn2N kompleks terimli diziler ve � ileri fark operatörü yani

�'n = 'n�1 � 'n; n 2 N

hn = an�1 + an + bn olmak üzere

(ly)n = �(an�1�yn�1) + hnyn

1



fark ifadesiyle tan¬mlanan, selfadjoint olmayan L diskret Schrödinger operatörünün

1X
n=1

n (j1� anj+ jbnj) <1

koşulu alt¬nda Jost çözümü, spektrumu ve resolventi incelenecektir. Ayr¬ca fangn2Nve

fbngn2N kompleks terimli dizileri için

1X
n=1

e"n
�

(j1� anj+ jbnj) <1;
1

2
� � � 1; " > 0

koşulunun gerçeklenmesi durumunda da L operatörünün özde¼gerleri ve spektral

tekillikleriyle ilgili sonuçlar verilecektir. Bu özde¼gerlerin ve spektral tekilliklerin nicel

özellikleri elde edilecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde daha sonra kullan¬lacak tan¬mlar ve teoremler verilmi̧stir.

Teorem 2.1. X ve Y ayn¬bir K cismi üzerinde iki vektör uzay¬olmak üzere

L : D (L) � X ! Y

operatörü verilsin. L operatörünün D (L) tan¬m bölgesi ve R (L) de¼ger bölgesi

s¬ras¬yla X ve Y uzaylar¬n¬n alt vektör uzaylar¬ olsunlar. E¼ger 8 x; y 2 D (L)

ve 8 �; � 2 K için

L (�x+ �y) = �L (x) + �L (y)

sa¼glan¬yorsa L operatörü lineerdir denir (Akhiezer 1965).

Teorem 2.2. X ve Y ayn¬K cismi üzerinde normlu iki uzay L : D (L) � X ! Y

lineer bir operatör olsun. E¼ger 8 x 2 D (L) için

kLxk � C kxk

olacak biçimde C > 0 say¬s¬varsa L operatörüne s¬n¬rl¬lineer bir operatördür denir

(Lusternik-Sobolev 1968).

Tan¬m 2.1. X ve Y ayn¬K cismi üzerinde normlu iki uzay ve

L : X ! Y

lineer bir operatör olsun. X uzay¬n¬n s¬n¬rl¬her alt kümesinin L operatörü alt¬ndaki

görüntüsü Y uzay¬nda kompakt ise, L operatörüne kompakt operatör ad¬ verilir

(Akhiezer 1965).
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Teorem 2.3. (l2 (N) de Kompaktl¬k Kriteri) M � l2 (N) s¬n¬rl¬bir küme olsun.

E¼ger her " > 0 ve her x = f�1; �2; �3; :::; �n; :::g 2M için n > N0 oldukça

1X
i=n+1

j�ij
2 < "2

sa¼glanacak biçimde en az bir N0 say¬s¬varsa M kompaktt¬r (Lusternik and Sobolev

1968).

Teorem 2.4. (Borel-Lebesque Teoremi) Reel say¬lar kümesinin kapal¬ve s¬n¬rl¬

her alt aral¬¼g¬kompaktt¬r (Lusternik-Sobolev 1968).

Tan¬m 2.2. X bir Hilbert uzay¬

L : D (L) � X ! Y

lineer bir operatör ve D (L) = X olsun. y 2 Y olmak üzere 8x 2 D (L) için

hLx; yi = hx; L�yi

eşitli¼gini gerçekleyen L� operatörüne L operatörünün Hilbert-Adjointi denir (Akhiezer

1965).

Tan¬m 2.3. X bir Hilbert uzay¬ve L; X üzerinde tan¬ml¬lineer bir operatör olsun.

E¼ger

L
�
x = Lx

eşitli¼gi gerçekleniyor ise L operatörüne self-adjoint operatördür denir (Naimark 1968)

Tan¬m 2.4. X bir Hilbert uzay¬olmak üzere tan¬m kümesi X de yo¼gun olan self-

adjoint operatöre simetrik operatör denir (Naimark 1968).
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Teorem 2.5. X bir Hilbert uzay¬olsun ve L : X ! X s¬n¬rl¬lineer operatörü ver-

ilsin. L operatörünün self adjoint olmas¬için gerek ve yeter koşul simetrik olmas¬d¬r

(Akhiezer 1965).

Tan¬m 2.5. X 6= f�g normlu bir uzay ve L : X ! X lineer bir operatör olsun. E¼ger

R� (L) = (L� �I)�1 resolvent operatörü mevcut, s¬n¬rl¬ve X de yo¼gun bir küme

üzerinde tan¬ml¬ise � 2 C say¬s¬na L operatörünün bir regüler de¼geri denir. L oper-

atörünün bütün regüler de¼gerlerinin oluşturdu¼gu kümeye L operatörünün resolventi

denir. ve � (L) ile gösterilir.

� (L) =
n
� 2 C : R� (L) mevcut ve s¬n¬rl¬; D (R� (L)) = X

o

Teorem 2.6. (Resolvent cümle) L : H ! H; kompleks bir H Hilbert uzay¬

üzerinde, s¬n¬rl¬self adjoint lineer bir operatör olsun. Bu durumda, bir � say¬s¬n¬n L

nin � (L) resolvent cümlesine ait olmas¬için gerek ve yeter koşul, her x 2 H için,

kL�x k� Ckxk (L� = L� �I)

olacak şekilde bir C > 0 say¬s¬n¬n var olmas¬d¬r (Berezanski 1968)

Tan¬m 2.6. � (L) nin C kompleks düzlemindeki tümleyeni olan � (L) = Cn� (L)

kümesine L nin spektrumu ve her bir � 2 � (L) say¬s¬na da L operatörünün bir

spektral de¼geri denir.

Tan¬m 2.7. L : X ! X lineer bir operatör olsun. E¼ger Lx = �x olacak biçimde X

de x 6= � eleman¬varsa � kompleks say¬s¬na L nin bir özde¼geri ve x 2 X eleman¬na

da bir özvektör denir.

Yukar¬daki tan¬mlardan aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir.

I) E¼ger �; L operatörünün bir özde¼geri ise L��I operatörü bire-bir de¼gildir. Dolay¬s¬yla

R� (L) var olmayaca¼g¬ndan � 2 � (L) olur. Yani her özde¼ger bir spektral de¼gerdir.

Buna göre L operatörünün özde¼gerlerininin kümesi �d (L) ile gösterilirse
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�d (L) � � (L) olur. �d (L) kümesine L operatörünün diskre veya nokta spektrumu

denir.

Buna göre

�d (L) = f� 2 C : R� (L) mevcut de¼gil. g

gerçeklenir.

II) E¼ger R� (L) var ve X de yo¼gun bir küme üzerinde tan¬ml¬ fakat s¬n¬rs¬z ise

� 2 � (L) olur. Bu özelli¼ge sahip bütün � say¬lar¬n¬n kümesine sürekli spektrum

denir ve �c (L) ile gösterilir. O halde

�c (L) =
n
� 2 C : R� (L) mevcut; R� (L) s¬n¬rs¬z ; D (R� (L)) = X

o
gerçeklenir.

III) R� (L) var,s¬n¬rl¬fakat X de yo¼gun bir küme üzerinde tan¬ml¬olmayacak şek-

ildeki � spektral de¼gerlerinin oluşturdu¼gu kümeye ise L operatörünün rezidü spek-

trumu denir ve �r (L) ile gösterilir. Dolay¬s¬yla

�r (L) =
n
� 2 C : R� (L) mevcut; R� (L) s¬n¬rl¬; D (R� (L)) 6= X

o
olur.

Buna göre � spektral de¼geri �d (L) ; �c (L) ve �r (L) kümelerinden en az birine ait

olup

� (L) = �d (L) [ �c (L) [ �r (L)

gerçeklenir. Ayr¬ca � (L) ; �r (L) ; �d (L) ; ve �c (L) kümeleri iki̧ser iki̧ser ayr¬k olup

birleşimleri tüm kompleks düzlemi verir (Naimark 1968).
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Teorem 2.7. Kompleks bir H Hilbert uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬self adjoint lineer

L : H ! H operatörün özde¼gerleri reeldir (Lusternik-Sobolev 1968).

Teorem 2.8. Kompleks bir H Hilbert uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬self adjoint lineer

L : H ! H operatörünün �r (L) rezidü spektrumu boştur(Lusternik-Sobolev 1968).

Teorem 2.9. Kompleks bir H Hilbert uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬self adjoint lineer

L : H ! H operatörünün spektrumu reel eksende bulunur (Lusternik-Sobolev 1968).

Teorem 2.10. Kompleks bir H Hilbert uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬self adjoint lineer

L : H ! H operatörünün � (L) spektrumu

m = inf
k'k=1

hL'; 'i

ve

M = sup
k'k=1

hL'; 'i

olmak üzere reel eksen üzerinde [m;M ] kapal¬ aral¬¼g¬ içinde bulunur (Lusternik-

Sobolev 1968).

Teorem 2.11. Kompleks birH Hilbert uzay¬üzerinde herhangi bir s¬n¬rl¬self adjoint

lineer L operatörü için,

kLk = max (jmj ; jM j) = sup
k'k=1

hL'; 'i

gerçeklenir.

Şimdi de ileride kullanacak oldu¼gum self-adjoint ve kompakt iki operatörün toplam¬

şeklinde yaz¬labilen operatörün sürekli spektrumu ile ilgili bir teorem verelim.

7



Teorem 2.12. (Weyl Kompakt Heyecanland¬rma Teoremi) L1 self adjoint ve

L2 kompakt bir operatör olmak üzere L = L1 + L2 ise

�c (L) = �c (L1)

gerçeklenir (Glazman 1965).

Tan¬m 2.8. R� (L) resolvent operatörünün kutup noktas¬olupta özde¼ger olmayan

ve sürekli spektrumun eleman¬olan noktalara spektral tekillikler ad¬verilir ve �ss (L)

ile gösterilir (Naimark 1968).

Şimdi de s¬k kullanaca¼g¬m¬z analitik fonksiyonlar¬n s¬f¬rlar¬ve onlar¬n özellikleri ile

ilgili birkaç teorem verelim.

Teorem 2.13. Özdeş olarak s¬f¬r olmayan analitik bir fonksiyonun analitiklik bölgesi

içindeki s¬f¬r yerleri ayr¬kt¬r (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.14. Özdeş olarak s¬f¬r olmayan analitik bir fonksiyonun sonsuz katl¬

s¬f¬rlar¬analitiklik bölgesinin s¬n¬r¬ndad¬r (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.15. S¬f¬rdan farkl¬analititik bir fonksiyonun analitiklik bölgesinin içindeki

s¬f¬rlar¬n¬n kümesinin limit noktalar¬analitiklik bölgesinin s¬n¬r¬ndad¬r (Dolzhenko

1979).

Teorem 2.16. (Privalov Teoremi) E¼ger g fonksiyonunun reel eksendeki s¬f¬r-

lar¬n¬n kümesinin Lebesque ölçüsü pozitif ise her z 2 C için g (z) � 0 d¬r (Dolzhenko

1979).
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3. NON SELFADJO·INTD·ISKRET SCHRÖD·INGEROPERATÖRÜNÜN

JOST ÇÖZÜMLER·I VE ÖZELL·IKLER·I

fangve fbng kompleks terimli diziler ve a0 = 1; her n 2 N için an 6= 0 olmak üzere

l2 (N) =

(
y = fyng :

1X
n=0

jynj2 <1
)

Hilbert uzay¬üzerinde

(ly)n = an�1yn�1 + bnyn + anyn+1; n 2 N

y0 = 0

fark ifadesi taraf¬ndan üretilen fark operatörü L ile gösterilsin.

hn = an�1 + an + bn ve �yn = yn�1 � yn

olmak üzere (ly)n fark ifadesi,

(ly)n = �(an�1�yn�1) + hnyn

Sturm-Liouville formunda yaz¬labilir. Ayr¬ca her n 2 N için

(ly)n = �yn

denklemi

an�1yn�1 + bnyn + anyn+1 = �yn (3.1)

şeklinde ifade edilir.

9



Ayr¬ca L operatörü,

J =

26666666666664

b1 a1 0 0 0 0 0 : : :

a1 b2 a2 0 0 0 0 : : :

0 a2 b3 a3 0 0 0 : : :

0 0 a3 b4 a4 0 0 : : :

0 0 0 a4 b5 a5 0 : : :

: : : : : : : : : : : :
. . . . . . . . . : : :

37777777777775
sonsuz Jacobi matrisini kullanarak da tan¬mlanabilir.

fangn2N ve fbngn2N dizilerinin

1X
n=1

n(j1� anj+ jbnj) <1 (3.2)

koşulunu sa¼glad¬¼g¬n¬kabul edelim.

y =

26666666666666666664

y1

y2

y3
...

yn�1

yn

yn+1
...

37777777777777777775
olmak üzere

Ly = Jy = �y
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yani 26666666666666666664

b1 a1 0 0 0 0 0 : : :

a1 b2 a2 0 0 0 0 : : :

0 a2 b3 a3 0 0 0 : : :

0 0 : : : : : : : : : 0 0 : : :

0 0 0
. . . . . . . . .

... : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : an�1 bn an : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

37777777777777777775

26666666666666666664

y1

y2

y3
...

yn�1

yn

yn+1
...

37777777777777777775

= �

26666666666666666664

y1

y2

y3
...

yn�1

yn

yn+1
...

37777777777777777775
gerçeklenir. Buradan her n 2 N için

an�1yn�1 + bnyn + anyn+1 = �yn

denklemi elde edilir.

Teorem 3.1. � = 2 cos z ve Im z = 0 olmak üzere (3:2) koşulu alt¬nda (3:1)

denklemi;

en (z) = �ne
inz

"
1 +

1X
m=1

Anme
imz

#
; n 2 N [ f0g (3.3)

çözümüne sahiptir. Burada �n ve Anm, fangn2N ve fbngn2N dizileri cinsinden tek

olarak belirlenirler.

·Ispat: Im z = 0 olmak üzere � = 2 cos z = 2 e
iz+e�iz

2
ve (3:3) ifadesi (3:1) den-

kleminde yerine yaz¬l¬rsa her n 2 N için,

an�1�n�1e
i(n�1)z

"
1 +

1X
m=1

An�1;me
imz

#
+ bn�ne

inz

"
1 +

1X
m=1

Anme
imz

#

+an�n+1e
i(n+1)z

"
1 +

1X
m=1

An+1;me
imz

#
= �ne

inz(eiz + e�iz)

"
1 +

1X
m=1

Anme
imz

#

bulunur.
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Bu denklem düzenlenirse

an�1�n�1e
i(n�1)z + �n�1an�1e

i(n�1)z
1X
m=1

An�1;me
imz + bn�ne

inz

+bn�ne
inz

1X
m=1

Anme
imz + an�n+1e

i(n+1)z + an�n+1e
i(n+1)z

1X
m=1

An+1;me
imz

= �ne
i(n+1)z + �ne

i(n�1)z + �ne
i(n+1)z

1X
m=1

Anme
imz + �ne

i(n�1)z
1X
m=1

Anme
imz

(3.4)

elde edilir.

(3:4) denkleminde einz nin kuvvetleri kaŗs¬l¬kl¬olarak eşitlenirse

an�1�n�1 = �n (3.5)

bn�n + an�1�n�1An�1;1 = �nAn1 (3.6)

an�1�n�1An�1;2 + bn�nAn1 + an�n+1 = �n + �nAn2 (3.7)

an�1�n�1An�1;3 + bn�nAn2 + an�n+1An+1;1 = �nAn1 + �nAn3 (3.8)

ve m � 3 için

an�1�n�1An�1;m + �nbnAn;m�1 + an�n+1An+1;m�2 � an�1�n�1An�1;m�1

= �nAn;m�2 + �nAnm (3.9)

eşitlikleri elde edilir.

12



(3:5) denkleminden

�n�1
�n

=
1

an�1
�n
�n+1

=
1

an
�n+1
�n+2

=
1

an+1
...

eşitlikleri elde edilir.

Buradan (3:2) koşulu yard¬m¬yla

�n =

( 1Y
k=n

ak

)�1
(3.10)

bulunur.

(3:5) ve (3:6) denklemlerinden her n 2 N için

An1 � An�1;1 = bn

An+1;1 � An1 = bn+1

An+2;1 � An+1;1 = bn+2
...

elde edilir. Buradan da (3:2) koşulu yard¬m¬yla

An1 = �
1X

k=n+1

bk (3.11)

bulunur.

(3:7) denkleminde (3:5) eşitli¼gi yerine yaz¬l¬r ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

An�1;2 � An2 = 1� a2n � bnAn1

13



bulunur. Buradan benzer düşünce ile

An2 =

1X
k=n+1

��
1� a2k

�
� bkAk1

	
(3.12)

elde edilir.

(3:9) denkleminde her iki taraf¬�n ye bölünüp (3:5) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

An�1;m � Anm = An;m�2 � bnAn;m�1 � a2nAn+1;m+2 (3.13)

bulunur. Buradan

Anm � An+1;m = An+1;m�2 � bn+1An+1;m�1 � a2n+1An+2;m+2

An+1;m � An+2;m = An+2;m�2 � bn+2An+2;m�1 � a2n+2An+3;m+2
...

eşitlikleri yaz¬labilir. Bu eşitliklerden ise

Anm =
1X

k=n+1

Ak;m�2 �
1X

k=n+1

bkAk;m�1 �
1X

k=n+1

a2kAk+1;m�2 (3.14)

elde edilir.
1X

k=n+1

Ak;m�2 = An+1;m�2 +
1X

k=n+1

Ak+1;m�2

eşitli¼gi (3:14) ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa

Anm =

1X
k=n+1

Ak;m�2 �
1X

k=n+1

bkAk;m�1 �
1X

k=n+1

a2kAk+1;m�2

= An+1;m�2 +

1X
k=n+1

Ak+1;m�2 �
1X

k=n+1

a2kAk+1;m�2 �
1X

k=n+1

bkAk;m�1

= An+1;m�2 +
1X

k=n+1

�
(1� a2k)Ak+1;m�2

	
�

1X
k=n+1

bkAk;m�1

= An+1;m�2 +

1X
k=n+1

��
1� a2k

�
Ak+1;m�2 � bkAk;m�1

	
(3.15)
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eşitli¼gi elde edilir.

Lemma 3.1. Anm katsay¬lar¬,
�
m
2

�
; m
2
say¬s¬n¬n tam k¬sm¬ve C > 0 bir sabit olmak

üzere her n 2 N [ f0g ve m 2 N için

jAnmj � C
1X

i=n+[m2 ]

(j1� aij+ jbij) (3.16)

eşitsizli¼gini gerçekler.

·Ispat:

jAn1j =
������

1X
k=n+1

bk

����� =
1X

k=n+1

jbkj <
1X

k=n+[m2 ]

(j1� akj+ jbkj)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

jAn2j =
�����

1X
k=n+1

(
(1� a2k) + bk

1X
j=k+1

bj

)�����
�

1X
k=n+1

�����(1� a2k) + bk

1X
j=k+1

bj

�����
�

1X
k=n+1

j1� akj j1 + akj+ jbkj
1X
j=1

bj

C = sup
k

(
fj1 + akjg+

1P
j=1

jbjj
)
seçilirse

jAn2j � C
1X

k=n+1

(j1� akj+ jbkj)

elde edilir.
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m � 3 için C2 = sup
k�n+1

fj1 + akj ; 1g olmak üzere ve de (3:16) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,

jAnmj � jAn+1;m�2j+
1X

k=n+1

����1� a2k
�
Ak+1;m�2 � bkAk;m�1

	��
� C1

1X
k=n+[m2 ]

(j1� akj+ jbkj)

+

1X
k=n+1

8><>:��1� a2k
�� 1X
j=k+[m2 ]

(j1� ajj+ jbjj) + jbkj
1X

j=k+[m�12 ]

(j1� ajj+ jbjj)

9>=>;
� C1

1X
k=n+[m2 ]

(j1� akj+ jbkj) +
1X
j=1

(j1� ajj+ jbjj)
" 1X
k=n+1

��1� a2k
��+ jbkj#

jAnmj � C1

1X
k=n+[m2 ]

(j1� akj+ jbkj) +
1X
j=1

(j1� ajj+ jbjj)
"
C2

1X
k=n+1

j1� akj+ jbkj
#

�
"
C1 + C2

1X
j=1

(j1� ajj+ jbjj)
# 1X
k=n+[m2 ]

(j1� akj+ jbkj) (3.17)

bulunur. Buradan

C =

"
C1 + C2

1X
j=1

(j1� ajj+ jbjj)
#

olmak üzere

jAnmj � C
1X

k=n+[m2 ]

(j1� akj+ jbkj)

elde edilir.
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Lemma 3.2. Her m 2 N için fAnmg1n=1 2 l1(N) gerçeklenir.

·Ispat: Lemma 3.1. yard¬m¬yla

1X
n=1

jAnmj � C

1X
n=1

1X
k=n+[m2 ]

(j1� akj+ jbkj)

� C
1X
k=1

kX
n=1

����1� ak+[m2 ]

���+ ���bk+[m2 ]����
= C

1X
k=1

k
����1� ak+[m2 ]

���+ ���bk+[m2 ]����
= C

1X
k=1

k (j1� akj+ jbkj) <1

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

Dolay¬s¬yla fAnmg1n=1 2 l1 (N) elde edilir.Benzer şekilde fAnmg1m=1 2 l1 (N) oldu¼gu

da gösterilebilir.

Buna göre aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1. Her n 2 N için (3:3) ile verilen en(z) çözümü C+ = fz 2 C : Im z � 0g

üzerinde sürekli ve C+ = fz 2 C : Im z > 0g bölgesinde analitiktir.

·Ispat: einz ile verilen fonksiyon C de analitik oldu¼gundan

1X
m=1

Anmme
imz (3.18)

serisinin düzgün yak¬nsak oldu¼gu heryerde (3:3) ile verilen en(z) fonksiyonlar¬analitik

olacakt¬r.

� > 0 olmak üzere her m 2 N için

��Anmmeimz�� � jAnmjmeimz � Cme�m�

oldu¼gundan ve
1X
n=1

me�m� (3.19)

serisi yak¬nsak oldu¼gundan Weierstrass Testi (Hahn and Epstein 1996) gere¼gince C+
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üzerinde (3:18) serisi düzgün yak¬nsakt¬r.

Di¼ger yandan
1P
m=1

jAnmeimzj serisi C+üzerinde düzgün yak¬nsak ve einz ile tan¬ml¬

fonksiyonlar sürekli oldu¼gundan en(z) fonksiyonlar¬, C+ üzerinde sürekli türeve sahip

ve C+ üzerinde analitiktir.

Lemma 3.3. (3:1) denkleminin (3:3) ile tan¬ml¬en(z) çözümü aşa¼g¬daki asimptotik

eşitlikleri gerçekler.

en(z) = einz [1 + o (1)] ; z 2 C+; n!1 (3.20)

en(z) = �ne
inz [1 + o (1)] ; n 2 N; Im z !1 (3.21)

·Ispat:f Anmg1n=1 2 l1(N) oldu¼gundan lim
n!1

Anm = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla (3:3) ile verilen

en(z) için

lim
n!1

en(z)e
�inz = lim

n!1
�n = 1

bulunur. Dolay¬s¬yla (3:3) eşitli¼ginden

lim
n!1

en (z) = einz [1 + o (1)]

asimptotik eşitli¼gi elde edilir.

z = "+ i� ,� � 0 ve m = 1; 2; :::için

��Anmeimz�� � jAnmj ��eim"�� ��e�m� �� � jAnmj
elde edilir.fAnmg1m=1 2 l1 (N) oldu¼gundan

1P
m=1

Anme
imz serisi C+ üzerinde düzgün ve

mutlak yak¬nsakt¬r.

Buna göre

lim
�!1

1X
m=1

Anme
imz =

1X
m=1

Anm

�
lim
�!1

eimz
�
= 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla (3:3) eşitli¼ginden

lim
�!1

en(z) = �ne
inz [1 + o(1)]

asimptotik eşitli¼gi elde edilir.
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4. NON SELFADJOINT D·ISKRET SCHRÖD·INGER

OPERATÖRÜNÜN RESOLVENT·I VE SPEKTRUMU

Bu bölümde L operatörüne ili̧skin resolvent operatör, sürekli ve diskret spektrum ile

spektral tekilliklerin özellikleri incelenecektir.

Tan¬m 4.1. (3:1) fark denkleminin � = f�n (�)gn2N ve ' = f'n (�)gn2N olarak

verilen iki çözümünün Wronskiyeni

W [�; ']n = �n
�
�n (�)'n+1 (�)� �n+1 (�)'n (�)

	
(4.1)

olarak tan¬mlan¬r.

Teorem 4.1. (4:1) ile tan¬mlanan Wronskiyen n den ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat: � = f�n (�)gn2N ve ' = f'n (�)gn2N (3:1) fark denkleminin iki çözümü

olsunlar. � ileri fark operatörü olmak üzere her n 2 N için ,

�(W [�; ']n) = W [�; ']n �W [�; ']n�1

= �n
�
�n (�)'n+1 (�)� �n+1 (�)'n (�)

�
��n�1

�
�n�1 (�)'n (�)� �n (�)'n�1 (�)

�
= �n (�)

�
�n'n+1 (�) + �n�1'n�1 (�)

�
�'n (�)

�
�n�n+1 (�) + �n�1�n�1 (�)

�
(4.2)

(3:1) denklem¬inden

�n'n+1 (�) + �n�1'n�1 (�) = (�� bn)'n (�)

�n�n+1 (�) + �n�1�n�1 (�) = (�� bn)�n (�)

eşitlikleri elde edilir.
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Bu eşitlikler (4:2) de yerine yaz¬l¬rsa

�(W [�; ']n) = �n (�) (�� bn)'n (�)� 'n (�) (�� bn)�n (�)

= 0

bulunur.

Buna göreW [�; ']n = W [�; ']n�1 olur ki bu Wronskiyenin n den ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu

gösterir.

Sonuç 4.1. � = f�n (�)gn2N ve ' = f'n (�)gn2N (2:1) fark denkleminin iki çözümü

olsunlar. Bu durumda bu iki çözümün lineer ba¼g¬ms¬z olmas¬ için gerek ve yeter

koşul

W [�; '] 6= 0 (4.3)

olmas¬d¬r.

·Ispat: W [�; '] = 0 olsun. O halde (4:1) tan¬m¬ndan her n 2 N için ,

�n (�)

�n+1 (�)
=

'n (�)

'n+1 (�)
=) �n (�) = C'n (�) ; C 6= 0

elde edilir. Bu ise � ve ' çözümünün lineer ba¼g¬ml¬oldu¼gunu gösterir.

Kaŗs¬t olarak � ve ' çözümleri lineer ba¼g¬ml¬olsun. Bu durumda her n 2 N için

�n (�) = C'n (�) olacak biçimde C 6= 0 say¬s¬vard¬r. Buna göre

W [�; '] = �n
�
�n (�)'n+1 (�)� �n+1 (�)'n (�)

	
= �n

�
C'n (�)'n+1 (�)� C'n (�)'n (�)

	
= 0
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olur.

Bundan sonra L operatörünün resolventini elde edece¼giz.

Teorem 4.2. L operatörüne ait Resolvent operatörü,

Gnm (z) =

8<: �'m(z)en(z)
e0(z)

;m < n

�'n(z)em(z)
e0(z)

;m � n
(4.4)

Green fonksiyonu olmak üzere

(R� (L) )n :=

1X
m=1

Gnm (z) m;  = f mgm2N 2 l2 (N) ; n 2 N

ile verilir.

·Ispat: ' = f'ng ; (3:1) denkleminin '0 = 0 ve '1 = 1 s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glayan

çözümü olsun.

W ['n (z) ; en (z)] = �n
�
'n (z) en+1 (z)� 'n+1 (z) en (z)

	
Lemma 4.1 gere¼gince n den ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan

W ['n (z) ; en (z)]n=0 = �0 f'0 (z) e1 (z)� '1 (z) e0 (z)g

= �e0 (z) 6= 0

olup bu iki çözüm lineer ba¼g¬ms¬zd¬r. Dolay¬s¬yla 'n (z) ve en (z) (3:1) denkleminin

temel çözümler sistemini oluşturur. O halde h (z) := fhn (z)gn2N

an�1hn�1 + bnhn + an+1hn+1 � �hn =  n (z) (4.5)

homogen olmayan denklemin bir çözümü olmak üzere

hn (z) = cnen (z) + dn'n (z)
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eşitli¼gi gerçeklenecek şekilde cn 6= 0 ve dn 6= 0 katsay¬lar¬vard¬r. Buradan hn�1 (z) e�
cnen�1 (z) + dn'n�1 (z)

�
ifadesini ekleyip ç¬kar¬rsak

hn�1 (z) = cn�1en�1 (z) + dn�1'n�1 (z) + cnen�1 (z) + dn'n�1 (z)

�cnen�1 (z)� dn'n�1 (z)

olur.

Bu durumda

hn�1 (z) = �
�
(cn � cn�1) en�1 (z) + (dn � dn�1)'n�1 (z)

�
+cnen�1 (z) + dn'n�1 (z)

elde edilir. Parametrelerin De¼gi̧simi Yönteminden

�
(cn � cn�1) en�1 (z) + (dn � dn�1)'n�1 (z)

�
= 0

denilir, buradan

[(cn+1 � cn) en (z) + (dn+1 � dn)'n (z)] = 0 (4.6)

ve dolay¬s¬yla

hn�1 (z) = cnen�1 (z) + dn'n�1 (z)

olur. Benzer düşünceyle

hn+1 (z) = cn+1en+1 (z) + dn+1'n+1 (z)

=
�
(cn+1 � cn) en+1 (z) + (dn+1 � dn)'n+1 (z)

�
+cnen+1 (z) + dn'n+1 (z)

şeklinde yaz¬labilir.
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Bu ifadeleri (4:5) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

an�1
�
cnen�1 (z) + dn'n�1 (z)

�
+ bn [cnen (z) + dn'n (z)]

+an
��
(cn+1 � cn) en+1 (z) + (dn+1 � dn)'n+1 (z)

�
+ cnen+1 (z) + dn'n+1 (z)

�
�� (cnen (z) + dn'n (z))

=  n (z)

bulunur. Gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa

an
�
(cn+1 � cn) en+1 (z) + (dn+1 � dn)'n+1 (z)

�
=  n (z)

bulunur, böylece

[(cn+1 � cn) en (z) + (dn+1 � dn)'n (z)] = 0 (4.7)

an
�
(cn+1 � cn) en+1 (z) + (dn+1 � dn)'n+1 (z)

�
=  n (z) (4.8)

denklem sistemi elde edilir. (4:7) eşitli¼gi (anen+1 (z)) ve (4:8) eşitli¼gi �en (z) ile

çarpar ve taraf tarafa toplarsak

an (dn+1 � dn)
�
'n (z) en+1 (z)� 'n+1 (z) en (z)

�
= � n (z) en (z)

bulunur.

W ['n (z) en (z)] = an
�
'n (z) en+1 (z)� 'n+1 (z) en (z)

�
= �e0 (z)

oldu¼gundan

dn+1 � dn =
 n (z) en (z)

e0 (z)

elde edilir.

Benzer şekilde birinci denklem
�
an'n+1 (z)

�
ve ikinci denklem (�'n (z)) ile çarp¬l¬rsa

an (cn+1 � cn)
�
�'n (z) en+1 (z) + 'n+1 (z) en (z)

�
= � n (z)'n (z)
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bulunur ve Wronskiyenleri kullan¬l¬rsa

cn+1 � cn =
� n (z)'n (z)

e0 (z)

elde edilir.

Buradan

c1 � c0 = � 0 (z)'0 (z)
e0 (z)

c2 � c1 = � 1 (z)'1 (z)
e0 (z)

c3 � c2 = � 2 (z)'2 (z)
e0 (z)

...

cn � cn�1 = � n�1 (z)'n�1 (z)
e0 (z)

bulunur.

Buradan

cn � c0 = �
n�1P
k=1

 k (z)'k (z)

e0 (z)

dolay¬s¬yla

cn = c0 �
n�1P
k=0

 k (z)'k (z)

e0 (z)

bulunur. Benzer şekilde

dn � dn�1 =
 n�1 (z) en�1 (z)

e0 (z)

dn+1 � dn =
 n (z) en (z)

e0 (z)
...

dm � dm�1 =
 m�1 (z) em�1 (z)

e0 (z)
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buradan

dm � dn�1 =
mP

k=n�1

 n (z) en (z)

e0 (z)

elde edilir.

lim
m!1

dm = d

için

dn = d�
1P
k=n

 k (z) ek (z)

e0 (z)

sonucu elde edilir.

Buldu¼gumuz cn ve dn ifadelerini

hn (z) = cnen (z) + dn'n (z)

ifadesinde yerlerine yazarsak

hn (z) = cen (z) + d'n (z)�
n�1P
k=0

 k (z)'k (z)

e0 (z)
en (z)�

1P
k=n

 k (z) ek (z)

e0 (z)
'n (z)

bulunur.

fhn (z)g 2 l2 (N) olmas¬ gerekece¼ginden ve 'n (z) =2 l2 (N) oldu¼gundan d = 0 ol-

mal¬d¬r.

Ayr¬ca h0 (z) = 0 başlang¬ç koşulundan

h0 (z) = ce0 (z)

ve e0 (z) 6= 0 oldu¼gundan c = 0 elde edilir.

Bu durumda

hn (z) = �
�
n�1P
k=0

 k (z)'k (z)

e0 (z)
en (z) +

1P
k=n

 k (z) ek (z)

e0 (z)
'n (z)

�

bulunur.

hn (z) = �
�
n�1P
m=0

en (z)'m (z)

e0 (z)
 m (z) +

1P
m=n

'n (z) em (z)

e0 (z)
 m (z)

�
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elde edilir.

Dolay¬s¬yla Green fonksiyonu,

Gnm (z) =

8<: � en(z)'m(z)
e0(z)

;m < n

�'n(z)em(z)
e0(z)

;m � n

şeklinde elde edilir.

Şimdi L operatörünün sürekli spektrumunu bulmak için baz¬lemmalar verecece¼giz.

(l1y)1 = y2 (4.9)

(l1y)n = yn�1 + yn+1; n � 2

ve

(l2y)n = (an�1 � 1)yn�1 + (an � 1)yn+1 + bnyn; n 2 N (4.10)

ifadeleriyle l2 (N) uzay¬nda üretilen operatörler s¬ras¬yla L1 ve L2 ile gösterilsin. Bu

durumda

L = L1 + L2

gerçeklenir.

Lemma 4.1. L1 operatörü lineer, s¬n¬rl¬ve selfadjointtir.

L1 operatörünün lineer oldu¼gu aç¬kt¬r.
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Her ' = f'n (�)g ve n 2 N için

kL1'k =

( 1X
n=1

j(l1')nj2
) 1

2

=

( 1X
n=1

��'n�1 + 'n+1
��2) 1

2

�

8<:
 1X
n=1

��'n�1��+ 1X
n=1

��'n+1��
!29=;

1
2

�
 1X
n=1

��'n�1��2
! 1

2

+

 1X
n=1

��'n+1��2
! 1

2

� 2 k'k

bulunur. O halde L1 s¬n¬rl¬d¬r.

Her ' = f'n (�)g,  = f n (�)g 2 l2 (N) için

hL1';  i =
1X
n=1

�
'n�1 + 'n+1

�
 n

=
1X
n=1

'n�1 n +
1X
n=1

'n+1 n

=
1X
n=0

'n n+1 +
1X
n=0

'n n�1

=

1X
n=0

'n
�
 n�1 +  n+1

�
= h';L1 i

elde edilir. O halde L1 simetriktir. Dolay¬s¬yla Teorem 2.5. gere¼gince L1 operatörü

self adjointtir.

Lemma 4.2. L2 operatörü kompakt bir operatördür.

·Ispat: L2 operatörünün lineer oldu¼gu aç¬kt¬r. O halde ispat¬ tamamlamak için

M � l2 (N) s¬n¬rl¬ bir küme olmak üzere M1 = L2 (M) olsun. Bu durumda L2

operatörünün kompakt oldu¼gunu göstermek için M1 kümesinin kompakt oldu¼gunu

göstermek yetecektir.

Ayr¬ca M s¬n¬rl¬oldu¼gundan her  2 M için k k � K olacak biçimde bir K > 0

27



sabiti vard¬r.

Buna göre her ' 2M1 için ' = L2 olacak biçimde enaz bir  vard¬r, ve

a2 + b2 + 2ab � 2a2 + 2b2 eşitsizli¼gi ve (3:2) koşulu yard¬m¬yla

k'k2 = kL2 k2

=

1X
n=1

��(an�1 � 1) n�1 + (an � 1) n+1 + bn n
��2

=

1X
n=1

�
jan�1 � 1j

�� n�1��+ jan � 1j �� n+1��+ jbnj j nj	2
� k k2

1X
n=1

fjan�1 � 1j+ jan � 1j+ jbnjg

� 2K2

1X
n=1

fjan � 1j+ jbnjg

elde edilir. Bu ise M1 kümesinin s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösterir.

Buna göre M kümesinden olan bütün elemanlar¬n normlar¬n¬n kareleri bir sabitten

küçüktür. O halde M s¬n¬rl¬kümesinin L2 alt¬ndaki görüntüsü olan M1 de düzgün

s¬n¬rl¬d¬r. ŞimdiM1 den olan tüm ' lerin kalan teriminin düzgün olarak s¬f¬ra gitti¼gini

gösterelim.

 = f ngn2N 2M � l2 (N) için

8' = f'ngn2N = l2 2 M1 idi.8" > 0 için bir N0 vard¬r öyle ki 8n > N0 için
1P

k=n+1

j'kj
2 < "2 olacak biçimde bir N0 (") > 0 say¬s¬vard¬r.

k k � B, B sabit,  = f ngn2N 2M � l2 (N) oldu¼gundan

1X
k=n+1

j'kj
2 � 4

1X
k=n+1

j(ak�1 � 1)j2
1X

k=n+1

�� k�1��2 + 4 1X
k=n+1

jbkj2
1X

k=n+1

j kj
2

+2
1X

k=n+1

j(ak � 1)j2
1X

k=n+1

�� k+1��2
� 4B

1X
k=n+1

j(ak�1 � 1)j2 + 4B
1X

k=n+1

jbkj2 + 2B
1X

k=n+1

j(ak � 1)j2
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Buradan

� 6AB
1X

k=n+1

(jak � 1j+ jbkj)

(3:2) koşulundan ise 9N0 bulabiliriz ki 8 2M için n > N0 oldukça
1P

k=n+1

j'kj
2 < "2

sa¼glan¬r. Böylece L2 operatörünün kompakt oldu¼gu elde edilir.

Lemma 4.3. L1 operatörünün tüm özde¼gerleri reeldir.

·Ispat: Lemma 4.2 gere¼gince L1 operatörü s¬n¬rl¬ve self adjointtir. O halde Teorem

2.7. gere¼gince L1 operatörünün tüm özde¼gerleri reeldir.

Teorem 4.3. L1 operatörü için

M = sup
k'k=1

hL1'; 'i = 2

ve

m = inf
k'k=1

hL1'; 'i = �2

gerçeklenir.

·Ispat: ' 2 l2 (N) olmak üzere M = sup
k'k=1

hL1'; 'i = 2 oldu¼gunu gösterelim. '0 = 0

olmak üzere

hL1'; 'i =

1X
n=1

�
'n�1 + 'n+1

�
'n

=

1X
n=1

'n�1'n +
1X
n=1

'n+1'n

=

1X
n=2

'n�1'n +

1X
n=1

'n+1'n
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=
1X
n=1

'n'n+1 +
1X
n=1

'n+1'n

=
1X
n=1

�
'n'n+1 + 'n+1'n

�
= 2

1X
n=1

Re('n+1'n)

�
1X
n=1

���'n+1��2 + j'nj2�
� 2 k'k2

= 2

elde edilir.

Ayr¬ca özel olarak ' =
�
1p
2
; 1p

2
; 0; 0:::0:::

�
2 l2 (N) al¬n¬rsa,

hL1'; 'i = 2

olaca¼g¬ndan

sup
k'k=1

hL1'; 'i = 2

bulunur.

Benzer şekilde;

hL1'; 'i = 2

1X
n=1

Re('n+1'n)

� �
1X
n=1

���'n+1��2 + j'nj2�
� �

1X
n=1

��'n+1��2 � 1X
n=1

j'nj
2

� �
 1X
n=1

��'n+1��2
!
�
 1X
n=1

j'nj
2

!
= �2
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olup

inf
k'k=1

hL1'; 'i � � inf
k'k=1

1X
n=1

���'n+1��2 + j'nj2�

gerçeklenir. Özel olarak ' =
�
� 1p

2
;� 1p

2
; 0; 0:::0:::

�
al¬n¬rsa

inf
k'k=1

hL1'; 'i = �2

elde edilir.

S¬n¬rl¬selfadjoint lineer L1 operatörünün spektrumunun [�2;+2] oldu¼gunu söyleye-

bilmek için bu aral¬k d¬̧s¬nda kalan � say¬lar¬n¬n spektrumun tümleyeni olan � (L1)

resolvent kümesine ait oldu¼gunu göstermek yeterli olacakt¬r.

Öncelikle � =M + � = 2+ � n¬n � (L1) resolvent kümesine ait oldu¼gunu gösterelim.

8x 6= 0; v = x kxk�1 için x = kxk v ve

hL1x; xi = hL1 (kxk v) ; (kxk v)i

= hkxkL1v; kxk vi

= kxk2 hL1v; vi

� kxk2 sup
kuk=1

hL1u; ui

= 2 kuk2

elde edilir.

M = 2 için

hL1x; xi � 2 hx; xi

eşitli¼ginde her iki taraf (�) ile çarp¬l¬rsa

�hLx; xi � �2 hx; xi
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ve Schwarz Eşitsizli¼gi�nden,

L1�x = L1x� �x

için

kL1�xk : kxk � � hL1�x; xi

= �hL1x; xi+ � hx; xi

� �2 hx; xi+ � hx; xi

olup

kL1�xk : kxk � (�2 + �) kxk
2

elde edilir. � = �� 2 için eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬kxk ile bölersek;

kL1�xk � (�2 + �) kxk

bulunup istenilen kL1�xk � � kxk eşitsizli¼gi elde edilir. Bu ise Teorem 2.6. gere¼gince

� = 2 + � 2 � (L1)

oldu¼gunu gösterir.

Benzer şekilde

� = m� � = �2� �

al¬n¬p

32



8x 6= 0; v = x kxk�1 için x = kxk v ve

hL1x; xi = kxk2 hL1v; vi

� kxk2 inf
kuk=1

hL1u; ui

= �2 kxk2

olup Schwarz Eşitsizli¼gi�nden

kL1�xk : kxk � hL�x; xi

= hL1x; xi � � hx; xi

� �2 hx; xi � � hx; xi

= (�2� �) kxk2

olup � = �2� � için eşitsizli¼gn her iki taraf¬kxk ile sadeleştirilirse

kL1�xk : kxk � k kxk

elde edilir. Bu da Teorem 2.6. gere¼gince � = �2 � � 2 � (L1) oldu¼gunu söyler.

Dolay¬s¬yla [�2;+2] aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬ndaki noktalar¬n spektrumun eleman¬ olmad¬¼g¬

elde edilir. Şimdi �2; +2 noktalar¬n¬n spektrumun eleman¬oldu¼gunu ispatlayaca¼g¬z.

p(L1) polinom olsun. Spektral dönüşüm teoremi gere¼gince L1 + �I n¬n spektrumu

L1 operatörünün spektrumun ötelenmesiyle elde edilir ve

2 2 � (L1) =) 2 + k 2 � (L1 + �I)

sa¼glan¬r.

33



Teorem 2.11 gere¼gince L1 operatörü için

kL1k = sup
kxk=1

jhLx; xij = 2

gerçeklenir.

Supremum tan¬m¬gere¼gince her n 2 N için �n � 0 olmak üzere lim �n = 0 olacak

biçimde �n dizisi için

jhL1xn; xnij = 2� �n

kxnk = 1 şart¬n¬sa¼glayan (xn) 2 l2 (N) vard¬r.

kL12xk = kL1x� 2xk2

= hL1x� 2x; L1x� 2xi

� kL1k2 � 4 hL1x; xi+ 4 kxk2

= 4� 4 (2� �n) + 4

= 4�n

bulunur. Buradan n!1 için

k(L1xn)k ! 0

elde edilir ki bu da her x 2 l2 (N) için

kL1xk = kL1x� 2xk � C kxk

olacak şekilde bir C > 0 say¬s¬bulanamayaca¼g¬n¬gösterir. Dolay¬s¬yla 2 =2 � (L1)

olup, resolvent cümlesinin eleman¬ olmad¬¼g¬ görülür. Benzer şekilde �2 =2 � (L1)
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olup, �2 ve +2 say¬lar¬n¬n spektrumun eleman¬olduklar¬elde edilir. O halde

� (L1) � [�2;+2] (4.11)

bulunur.

Lemma 4.4. [�2;+2] � �c (L1)

·Ispat: L1 operatörünün resolvent operatörü,

(R� (L1)')n =

1X
m=1

Gnm'm

olup, burada

Gnm (z) =

8<: e�imzeinz

2i sin z
;m < n

eimze�inz

2i sin z
;m � n

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

'm (z) =

8<: e�imzeinz;m < n

eimze�inz;m � n

şeklinde ifade edilen fonksiyon dizisi tan¬mlans¬n.

k'm (z)k
2 =

n�1X
m=1

��e�imzeinz��2 + 1X
m=n

��eimze�inz��2
�

n�1X
m=1

e2(n�m) Im z +
1X
m=n

e�2(m�n) Im z

< 1
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oldu¼gundan ' 2 l2 (N) sonucu elde edilir. Her n 2 N için

(R� (L1)')n =
1X
m=1

Gnm'm

=
1

2i sin z

"
n�1X
m=1

e�imzeinz:e�imzeinz +
1X
m=n

eimze�inz:eimze�inz

#

=
1

2i sin z

"
n�1X
m=1

��e�imzeinz��2 + 1X
m=n

��eimze�inz��2#
=

1

2i sin z
k'k2

olur. Buna göre

(R� (L1)')n =
1

2i sin z
k'k2

� 1

2i sin z

1X
m=n

��e2i(m�n)z��
=

1

2i sin z

1X
m=n

��e2iz��(m�n)
=

1

2i sin z

1

1� e2 Im z

ifadesi bulunur. Bu ifade de Im z ! 0 için kR� (L1)k ! 1 bulunur. Bu ise R� (L1)

operatörünün Im z = 0 için s¬n¬rs¬z oldu¼gunu gösterir. z 2 [0; 2�] için � 2 [�2;+2]

olup [�2;+2] � �c (L1) sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Lemma 4.5. �d (L1) = ;
·Ispat:

L1y = �y = (2 cos z) y

y0 = 0

denkleminin aşikar olmayan çözümleri f (z) = (fn (z)) = (einz) ve g (z) = (gn (z)) =

(e�inz) olup Im z = 0 için f (z) ; g (z) =2 l2 (N) oldu¼gundan �d (L1) = ; gerçeklenir.

Teorem 4.4. �c (L) = [�2;+2]
·Ispat: �d (L1) = ; ve Teorem 2.8. gere¼gince �r (L1) = ; oldu¼gu biliniyor. Weyl
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Kompakt Heyecanland¬rma Teoremi gere¼gince

�c (L) = �c (L1) = �(L1)

gerçeklenir. Lemma 4.4. ve Teorem 4.3 gere¼gince,

[�2;+2] � �c (L) = �c (L1) = �(L1) � [�2;+2]

elde edilir. Buradan

�c (L) = [�2;+2]

bulunur.

Aşa¼g¬daki yar¬şeritleri tan¬mlayal¬m.

P0 = fz j z = "+ i� ; � > 0; 0 � " � 2�g (4.12)

P = P0 [ [0; 2�] (4.13)

olsun.

Teorem 4.5. L operatörünün özde¼gerlerinin kümesi

�d (L) = f� : � = 2 cos z; z 2 P0; e0 (z) = 0g (4.14)

ve spektral tekilliklerinin kümesi

�ss (L) = f� : � = 2 cos z; z 2 [0; 2�] ; e0 (z) = 0g (4.15)

şeklinde tan¬ml¬d¬r (Bairamov et al 2001).

·Ispat: Özde¼ger ve spektral tekillikler tan¬mlar¬gere¼gi resolvent operatörün kutuplar¬

olmal¬d¬r, dolay¬s¬yla e0 (z) = 0 için z kompleks say¬lar¬n¬inceleriz.
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Resolvent operatörün var olmas¬(L��I) operatörünün tersinin var olmas¬anlam¬na

gelir.

(L� �I)�1 : R (L)! l2 (N)

ters operatörünün var olmas¬için Cek(L� �I) = 0 olmal¬d¬r, yani

Ly = 0 =) y = 0

olmal¬d¬r.

Kabul edelim ki

Cek(L� �I) 6= 0

yani

(L� �I)e (z) = 0

olacak şekilde e (z) 6= 0 olsun.

Le = �e

olacak şekilde ki e (z) için, e(z) 2 l2 (N) ise bir özvektördür ancak (L��I)�1 mevcut

de¼gil iken e (z) =2 l2 (N) ise bu z kompleks say¬lar¬na kaŗs¬l¬k gelen � say¬lar¬özde¼ger

olmayan spektral de¼gerdir.

z 2 P0 ise Im z 6= 0 olup (3:3) ile verilen fen (z)g çözümü her n 2 N için

jen (z)j2 � C
��einz�� = Ce�2n Im z

ve
1P
n=1

e�2n Im z serisi yak¬nsak oldu¼gundan Kaŗs¬laşt¬rma Teoremi gere¼gince
1P
n=1

jen (z)j2

serisi yak¬nsak yani e (z) 2 l2 (N) gerçeklenir. Dolay¬s¬yla e¼ger e0 (z) = 0 ise fen (z)g

bir öz vektör olaca¼g¬ndan � = 2 cos z 2 �d (L) olur.

E¼ger z 2 [0; 2�] ise

en (z) = 1 + o (1) ; n!1

oldu¼gundan en (z) =2 l2 (N) gerçeklenir.
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Bu da bize (4:14) ve (4:15) ile tan¬mlanan �d (L) ve �ss (L) kümelerini verir.

Teorem 4.6. (3:2) koşulu alt¬nda L operatörünün özde¼gerleri kümesi s¬n¬rl¬d¬r,

say¬labilirdir ve e¼ger varsa bu kümenin limit noktalar¬[�2;+2] kapal¬aral¬¼g¬n¬n ele-

man¬d¬r.

·Ispat:
1X
n=1

n (j1� anj+ jbnj) <1

koşulu alt¬nda

e0 (z) = �0 [1 + o(1)] ; Im z > 0; Im z !1

asimptotik eşitli¼gi sa¼glan¬r. Buna göre P0 yar¬̧seridindeki s¬f¬rlar¬n¬n kümesinin s¬n¬rl¬

oldu¼gu görülür. e0 (z),C+ da analitik bir fonksiyon olup Teorem 2.13 gere¼gince P0

yar¬ şeridi içindeki s¬f¬r yerleri ayr¬kt¬r. e0 (z) çözümünün P0 yar¬ şeridi içindeki

s¬f¬rlar¬s¬n¬rl¬ve ayr¬k oldu¼gundan en fazla say¬labilir say¬dad¬r. Ayr¬ca Teorem 2.15

gere¼gince e0 (z) çözümünün P0 yar¬şeridi içindeki s¬f¬rlar¬n¬n limit noktalar¬ [0; 2�]

aral¬¼g¬nda yani reel eksen üzerinde yer al¬r. � = 2 cos z dönüşümü sonucunda �

say¬lar¬n¬n [�2;+2] kapal¬aral¬¼g¬nda yer ald¬¼g¬görülür.

Teorem 4.7. (3:2) koşulu alt¬nda �ss (L) � [�2;+2], �ss (L) = �ss (L) ve �ss (L)

kümesinin Lebeque ölçüsü s¬f¬rd¬r.

·Ispat:

�ss = f� : � = 2 cos z; z 2 [0; 2�] e0(z) = 0g � [�2;+2]

oldu¼gu aç¬kt¬r.

e0(z); reel eksende sürekli oldu¼gundan e0(z) fonksiyonunun [0; 2�] aral¬¼g¬ndaki s¬f¬r-

lar¬n¬n kümesi kapal¬d¬r.

i) �ss (L) � �ss (L) oldu¼gu aç¬kt¬r.

ii) �ss (L) � �ss (L) sa¼gland¬¼g¬n¬gösterirsek ispat tamamlan¬r.

� 2 �ss (L) alal¬m. (�n) ! � olacak şekilde bir dizisi mevcuttur. Bu (�n) dizisine

kaŗs¬l¬k �n = 2 cos zn olacak biçimde bir (zn) dizisi vard¬r, öyle ki n!1 için zn ! z
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gerçeklenir. e0(z); reel eksende sürekli oldu¼gundan e0(zn) ! e0(z) olup z 2 R olur.

Dolay¬s¬yla � 2 �ss (L) elde edilir.

(i) ve (ii) gere¼gince �ss (L) = �ss (L) gerçeklenir.

e0(z) fonksiyonunun reel s¬f¬rlar¬n¬n kümesi �ss (L) kümesine kaŗs¬l¬k geldi¼ginden Pri-

valov Teoremi gere¼gince �(�ss (L)) = 0 olur.

Tan¬m 4.2. e0(z) fonksiyonunun P yar¬şeridi içindeki s¬f¬r¬n¬n kat¬, o s¬f¬ra kaŗs¬l¬k

gelen L operatörünün özde¼gerinin veya spektral tekilli¼ginin kat¬olarak bilinir.

Teorem 4.8. E¼ger
1P
n=1

e"n (j1� anj+ jbnj) <1; " > 0 (4.16)

ise bu durumda L operatörü sonlu say¬da özde¼gere ve spektral tekilli¼ge sahiptir ve

bunlar¬n herbirinin kat¬sonludur.

·Ispat: Öncelikle (en(z)) çözümünün Im z > � "
2
bölgesine analitik olarak devam

ettirebildi¼gimizi göstermek için kullanaca¼g¬m¬z baz¬eşitsizlikler verelim.

(3:16) eşitsizli¼gi

jAnmj � c
1P

i=n+[m2 ]
(j1� aij+ jbij)

� c
1P

i=n+[m2 ]
e�i"ei" (j1� aij+ jbij)

e�i" azalan oldu¼gundan en büyük de¼gerini i nin en küçük noktas¬nda al¬r. Bu durur-

mda

jAnmj � ce�"(n+
m
2 )

1P
i=n+[m2 ]

ei" (j1� aij+ jbij)

bulunur. (4:16) koşulundan verilen serinin yak¬nsak oldu¼gu biliniyor.

Buradan

jAnmj � C1:e
�"(n+m

2 ) (4.17)
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yaz¬labilir.

n = 0 için

jA0mj � CM:e�"
m
2

oldu¼gu aç¬kt¬r.

(3:3) eşitli¼ginden,

@

@z
en (z) = �nne

inz

�
1 +

1P
n=1

Anmime
imz

�

elde edilir.

Buradan (4:17) eşitsizli¼gi yard¬m¬yla,���� 1P
n=1

Anmime
imz

���� � C1
1P
n=1

e�"(n+[
m
2 ])m

��eimz��
= Me�"n

1P
n=1

me�m("+Im z)

elde edilir. Sa¼g taraftaki seri "2 + Im z > 0 için yak¬nsak oldu¼gundan Im z > � "
2

bölgesinde de
1P
n=1

Anmime
imz

serisi Weierstrass Teoremi gere¼gince düzgün yak¬nsak bulunur.

Böylece e (z) fonksiyonunun analitiklik bölgesini Im z > � "
2
bölgesine analitik olarak

devam ettirmi̧s olduk.

Bu durumda, Teorem 2.15. gere¼gince e (z) fonksiyonunun s¬f¬rlar¬n¬n limit nokta-

lar¬reel eksen üzerinde olmal¬d¬r ancak reel eksen art¬k analitiklik bölgesinin içinde

kald¬¼g¬ndan e (z) fonksiyonunun s¬f¬rlar¬n¬n yani �d(L) ve �ss(L) kümelerinin limit

noktalar¬n¬n cümlesi boş olur. Dolay¬s¬yla Bolzano-Weierstrass Teoremi gere¼gince

verilen koşul alt¬nda �d(L) ve �ss(L) sonlu say¬da elemana sahiptir.

Ayr¬ca e (z) ;
�
z; z 2 C; Im z > � "

2

	
bölgesinde analitik oldu¼gundan P içindeki s¬f¬r-
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lar¬n¬n kat¬sonludur.

Benzer şekilde e (z) fonksiyonunun sonsuz katl¬s¬f¬r¬olsayd¬Teorem 2.15. gere¼gince

analitiklik bölgesinin s¬n¬r¬nda yani reel eksen üzerinde olacakt¬ancak reel eksen art¬k

analitiklik bölgesinin içinde kald¬¼g¬ndan sonsuz katl¬s¬f¬r¬yoktur.

Sonuç 4.2. Böylece �ss(L) ve �d(L) sonlu say¬da elemana sahiptir. Bütün özde¼ger-

lerin ve spektral de¼gerlerin kat¬sonludur.

Şimdi " > 0 ve 1
2
� � � 1 için

1X
n=1

e"n
�

(j1� anj+ jbnj) <1 (4.18)

koşulunu gözönüne alal¬m. Bu koşul (4:16) koşulundan daha zay¬ft¬r.

jAnmj � c
1X

i=n+[m2 ]

(j1� aij+ jbij)

ve (4:18) koşulu yard¬m¬yla en (z) ; C+ bölgesinde sonsuz diferensiyellenebilirdir. An-

cak en (z) ; (4:18) koşulu alt¬nda alt yar¬ düzleme analitik olarak devama sahip

de¼gildir. Sonuç olarak (2:1) denkleminin özde¼gerlerinin ve spektral tekilliklerinin

sonlulu¼gu Teorem 4.8. ile ispatlanamaz. Bunun için (4:18) koşulu yard¬m¬yla

jAkj = c";�

1X
n=1

mke�"(
m
2 )�; k 2 N [ f0g

olmak üzere ��ek(z)�� � Ak; k 2 N [ f0g

ve

Ak � D:dk:k!:kk
1��
�
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eşitsizliklerini elde edece¼giz ve bu eşitliksizler yard¬m¬yla (3:1) denkleminin özde¼ger-

lerinin ve spektral tekilliklerinin sonlulu¼gunu ispatlayaca¼g¬z.

Teorem 4.9.

jAkj = c";�

1X
n=1

mke�"(
m
2 )�; k 2 N [ f0g

olmak üzere ��ek(z)�� � Ak; k 2 N [ f0g

ve

Ak � c";�:b
k:k!:kk

1��
�

eşitsizlikleri gerçeklenir.

·Ispat:

jAnmj � c
1X

i=n+[m2 ]

(j1� aij+ jbij)

oldu¼gu biliniyor.

Buradan

jA0mj � c
1X

i=n+[m2 ]

(j1� aij+ jbij)

� c
1X
k=m

2

e�"k
�

e"k
�

(j1� akj+ jbkj) (4.19)

yaz¬labilir. e�"k
�
azalan oldu¼gundan en büyük de¼gerini k = n +

�
m
2

�
de¼gerinde al¬r.

Dolay¬s¬yla,

jA0mj � ce�"(
m
2 )

�
1X
k=0

e"k
�

(j1� aij+ jbij) (4.20)

(4:18) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,

jA0mj � c";�e
�"(m2 )

�

(4.21)
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elde edilir.

e0(z) = 1 +
1X
m=1

A0me
imz

sonsuz türevlenebilir oldu¼gundan

@

@z
ek0(z) =

1X
m=1

(im)kA0me
imz

��ek0(z)�� �
1X
m=1

mk jA0mj e�m Im z

ifadesinde (4:21) eşitsizli¼gi yerine yaz¬l¬rsa,

��ek0(z)�� �
1X
m=1

mk jA0mj e�m Im z

� c";�

1X
m=1

mke�"(
m
2 )

�

e�m Im z

� c";�

1X
m=1

mke�"(
m
2 )

�

bulunur.

E¼ger w = "
�
m
2

��
de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬r ve türev al¬n¬rsa,

m = 2w
1
� "�(

1
�
)

dm

dw
=

2

�
"�

1
�w

1
�
�1

elde edilir.

Şimdi Ak := c";�
1P
m=1

mke�"(
m
2 )

�

olmak üzere,

Ak � c";�

1Z
0

mke�"(
m
2 )

�

dm
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yaz¬labilir.

Burada m = 2w
1
� "�(

1
�
) eşitli¼gi yerine yaz¬l¬rsa,

Ak � c";�

1Z
0

h
2"�

1
�w

1
�

ik
e
�"
�
(w" )

1
�

��
2

�
"�

1
�w

1
�
�1dw

� c";�
2k+1

�
"�

(k+1)
�

1Z
0

w
k+1
�
�1e�wdw

2
�
"�

1
� , c";� içine dahil edilir ve a = 2"

� 1
� denilirse,

��ek0(z)�� � c";�a
k

1Z
0

w
k+1
�
�1e�wdw

bulunur.

Gamma fonksiyonun tan¬m¬ndan,

1Z
0

w
k+1
�
�1e�wdw =

�
k + 1

�
� 1
�
�

�
k + 1

�
� 1
�

= �

�
k + 1

�

�

oldu¼gu biliniyor.

Dolay¬s¬yla

Ak � c";�a
k�

�
k + 1

�

�
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eşitsizli¼gi bulunur. �
�
k+1
�

�
ifadesine k¬smi integrasyon uygulan¬rsa,

�

�
k + 1

�

�
=

1Z
0

w
k+1
�
�1e�wdw

=

1Z
0

e�w
k + 1

�
w

k+1
�
�2dw

bulunur. Son bulunan ifadeye B defa k¬smi integrasyon uygulan¬rsa,

=

�
k + 1

�
� 1
��

k + 1

�
� 2
�
: : :

�
k + 1

�
�B

� 1Z
0

e�ww
k+1
�
�B�1dw

=

�
k + 1

�
� 1
��

k + 1

�
� 2
�
: : :

�
k + 1

�
�B

�
�

�
k + 1

�
�B

�

elde edilir ve
�
k+1
�
�B

�
say¬s¬pozitif oldu¼gu sürece �

�
k+1
�
�B

�
yak¬nsak olaca¼g¬n-

dan c";� içine at¬labilir.

Buradan

Ak � c";�a
k

�
k + 1

�

�B
� c";�a

k

�
k + 1

�
� 1
� k+1

�

= c";�a
k��

k+1
� (k + 1)

k+1
�

� c";�b
k (k + 1)

k+1
�

elde edilir.

i)
�
1+ 1

k

� k
� � e

k
�

ii) ek:k! � kk

iii) (1 + k)
1
�
�1 � e

k
�
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eşitsizlikleri kullan¬larak,

Ak � c";�:b
k: (k + 1)

k
� : (k + 1)

1
�

� c";�:b
k:k

k
�
�k:kk

� c";�:b
k:k!:kk(

1
�
�1)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Şimdi aşa¼g¬daki kümeleri tan¬mlayal¬m.

M1 = fz : z 2 P0; e0 (z) = 0g ; e0 (z) fonksiyonunun C+ daki s¬f¬rlar¬

M2 = fz : z 2 [0; 2�] ; e0 (z) = 0g ; e0 (z) fonksiyonunun reel eksendeki s¬f¬rlar¬

M3 = fz : 9 fzng � P0; e0 (zn) = 0; zn ! z(n!1)g ; e0 (z) fonksiyonunun C+ daki

s¬f¬rlar¬n¬n limit noktalar¬n¬n kümesi

M4 = fz : 9 fzng � [0; 2�] ; e0 (zn) = 0; zn ! z(n!1)g ; e0 (z) fonksiyonunun reel

eksendeki s¬f¬rlar¬n¬n limit noktalar¬n¬n kümesi

M5 =

�
z : z 2 P; @

k

@zk
e0 (zn) = 0; k 2 N[f0g

�
; e0 (z) fonksiyonunun sonsuz katl¬

s¬f¬rlar¬n¬n kümesi

Teorem 4.10.

i) M1 kümesi s¬n¬rl¬ve say¬labilirdir.

ii) M2 kümesi kompakt ve Lebesque ölçüsü s¬f¬rd¬r.

iii) M1 \M5 = ;;M3 �M2;M4 �M2;M5 �M2; � (M3) = � (M4) = � (M5) = 0

iv) M3 �M5;M4 �M5
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·Ispat:

i)

e0 (z) = �0 [1 + o (1)] ; Im z > 0; Im z !1

yeteri kadar büyük z kompleks say¬lar¬için e0 (z) ; �0 a yaklaş¬r. �0 =
� 1Q
k=0

ak

��1
olup �0 6= 0 d¬r. Dolay¬s¬yla sonsuzluktaki z kompleks say¬lar¬ için hiçbir zaman

e0 (z) � 0 olamaz. Bu da sadece yeterince küçük z kompleks say¬lar¬için e0 (z) � 0

olabilece¼gi anlam¬na gelir. Bu z kompleks say¬lar¬n¬üstten s¬n¬rlayacak bir M say¬s¬

bulabiliriz. Dolay¬s¬yla M1 s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 2.13 gere¼gince e0 (z) fonksiyonunun C+ daki s¬f¬r yerleri ayr¬k yaniM1 ayr¬k-

t¬r.

M1 s¬n¬rl¬ve ayr¬k oldu¼gundan en fazla say¬labilir say¬da elemana sahiptir.

ii) M2 �M2 oldu¼gu biliniyor.

M2 � M2 oldu¼gunu gösterelim. z 2 M2 alal¬m. Bu durumda zn ! z olacak şekilde

9 fzng � M2 vard¬r: 8n 2 N için zn 2 M2 oldu¼gundan e0 (zn) = 0 olmak zorundad¬r

ve e0 (z) fonksiyonunun sürekli ve e0 (zn)! e0 (z) oldu¼gundan e0 (z) = 0 olur. Teo-

rem 2.15 gere¼gince z 2 [0; 2�] olmal¬d¬r. Buradan z 2M2 elde edilir. Dolay¬s¬yla M2

kapal¬d¬r.

Borel-Lebesque Teoremi�nden M2 kompakt ve Privalov Teoremi�nden

� (M2) = 0

gerçeklenir.

iii) Teorem 2.14 gere¼ginceM5 kümesinin elemanlar¬reel eksen üzerinde bulunur. M1

kümesi C+ da olup M1 \M5 = ; oldu¼gu aç¬kt¬r.

z0 2 M3 alal¬m. Teorem 2.16 gere¼gince M3 � [0; 2�] olur. lim
n!1

zn = z olacak şekilde

fzng �M1 vard¬r öyle ki e0 (zn) = 0 d¬r. e0 (zn) sürekli oldu¼gundan

e0 (z0) = e0

�
lim
n!1

zn

�
= lim

n!1
e0 (zn) = 0
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olup z0 2M2 bulunur.

M4 �M2 oldu¼gu benzer şekilde e0 (zn) süreklili¼ginden elde edilir.

M5 �M2 oldu¼gun¬gösterelim.

z0 2 M5 olsun. Teorem 2.14 gere¼gince z0 2 [0; 2�] olmak zorundad¬r. Ayr¬ca n =

0; 1; 2; ::: için �
@n

@zn
e0 (z)

�
= 0

oldu¼gundan e0 (z0) = 0 d¬r. z0 2 [0; 2�]ve e0 (z0) = 0 oldu¼gundan z0 2M2 olur.

M4 �M2;M5 �M2;M3 �M2 ve � (M2) = 0 oldu¼gundan

� (M5) = � (M4) = � (M3) = 0

d¬r.

iv) z0 2 M3 ancak z0 =2 M5 olsun. Bu durumda z0 in sonsuz katl¬s¬f¬r¬olmad¬¼g¬na

göre en az bir m0 2 N say¬s¬vard¬r öyle ki

e0(z) = (z � z0)
m0 :g(z); g(z0) 6= 0

eşitli¼gi gerçeklenir. Buradan
e0(z)

(z � z0)m0
= g(z)

eşitli¼gi elde edilir. e0(z) C+ da analitik, C+ da sürekli oldu¼gundan g(z) fonksiyonu

da C+ da analitik ve C+ da süreklidir. Ayr¬ca z0 2 M3 oldu¼gundan lim
n!1

zn = z0

olacak şekilde fzng �M1 vard¬r öyle ki 8n 2 N için

g (zn) =
e0 (zn)

(zn � z0)
n = 0

olup lim
n!1

g (zn) = g (z0) = 0 d¬r. Ancak g (z0) 6= 0. Bu da bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla
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kabulümüz yanl¬̧st¬r. z0 2M5 elde edilir.

g(z);R de sürekli oldu¼gundan M4 �M5 benzer şekilde ispatlan¬r.

Teorem 4.11. Kabul edelim ki 2� periyotlu g fonksiyonu aç¬k üst yar¬düzlemde

analitik, tüm türevleri kapal¬üst yar¬düzlemde sürekli

sup
z2P

��gk(z)�� � Ak; k = 0; 1; 2; :::

ve G; g fonksiyonunun P yar¬̧seridindeki sonsuz katl¬s¬f¬rlar¬n¬n kümesi olmak üzere

G � [0; 2�] ; �(G) = 0 olsun. E¼ger

F (s) = inf
k

Aks
k

k!
; k = 0; 1; 2; :::

�(Gs); G nin s komşulu¼gunun Lebesque ölçüsü ve ! 2 (0; 2�) key� bir sabit olmak

üzere

!R
a

lnF (s)d�(Gs) = �1

gerçekleniyorsa, bu durumda C+ bölgesinde g � 0 d¬r (Bairamov et al., 2001).

Şimdi bu teorem yard¬m¬yla jost fonksiyononun sonsuz katl¬ s¬f¬rlar¬n¬n kümesinin

boş oldu¼gunu ispatlayaca¼g¬z.

Teorem 4.12. M5 = ;:
·Ispat: e0(z); özdeş olarak s¬f¬r olmad¬¼g¬ndan Teorem 4:11: gere¼gince

!R
a

lnF (s)d�(Gs) > �1
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olur.

F (s) = inf
k

Aks
k

k!

� inf
k

Ddkk!kk(
1��
� )sk

k!

= inf
k
D:dk:kk(

1��
� ):sk

= Dinf
k

�
d:k(

1��
� ):s

�k

bulunur.

 (x) :=
�
dsx

1
�
�1
�x

diyelim. Bu durumda

 (x) = e
x ln

�
dsx

1
�
�1
�

ve

ln  (x) = x ln
�
dsx

1
�
�1
�

olur. Her iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa


0
(x)

 (x)
= ln

�
dsx

1
�
�1
�
+
1

�
� 1

olup 1
�
� 1 = ln e

1
�
�1 dersek, buradan


0
(x) =

�
dsx

1
�
�1
�x
ln
�
ds (xe)

1
�
�1
�

= e
x ln

�
dsx

1
�
�1
�
ln
�
ds (xe)

1
�
�1
�
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bulunur. E¼ger 
0
(x) = 0 ise

ds (xe)
1
�
�1 = 1

olmal¬d¬r ve

x = e�1 (ds)�
�

1��

olur.

Şimdi bu fonksiyonun yerel minimuma sahip oldu¼gunu gösterelim.


00
(x) = 

0
(x) ln

�
ds (xe)

1
�
�1
�
+

�
1� �

�

�
 (x)

x

 (x) ln2
�
ds (xe)

1
�
�1
�
= 

0
(x) ln

�
ds (xe)

1
�
�1
�

oldu¼gundan


00
(x) =  (x)

�
ln
�
ds (xe)

1
�
�1
�
+

�
1� �

�

�
1

x

�

yaz¬labilir.

x1 = (ds)
� �
1�� e�1

için


00
(x1) = e(ds)

� �
1�� e�1(��1� )+1

�
1

�
� 1
�
(ds)

�
1��

oldu¼gundan  (x) fonksiyonu noktas¬nda yerel minimuma sahiptir.


�
(ds)�

�
1�� e�1

�
= exp

�
(ds)�

�
1�� e�1 ln

�
(ds)�

�
1�� e�1

���1
�

�
= exp

�
�
�
1

�
� 1
�
(sd)�

�
1�� e�1

�
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bulunur.

F (s) � D exp

�
�
�
1

�
� 1
�
(sd)�

�
1�� e�1

�

bulunur.
!R
a

lnF (s)d�(M5;s) > �1

oldu¼gu biliniyor.

1R
0

ln

�
D exp

�
�
�
1

�
� 1
�
(sd)�

�
1�� e�1

��
d�(M5;s) > �1

1R
0

�
lnD �

�
1

�
� 1
�
(sd)�

�
1�� e�1

�
d�(M5;s) > �1

olup

1R
0

� lnD +
�
1

�
� 1
�
(sd)�

�
1�� e�1d�(M5;s) <1 =)

1R
0

s�
�

1�� d�(M5;s) <1

1
2
� � � 1 oldu¼gundan �

1�� � 1 olur. Dolay¬s¬yla

1R
0

s�
�

1�� d�(M5;s)

ifadesi ¬raksak olur. bu ifadenin yak¬nsak olabilmesi için

�(M5;s) = 0

olmal¬d¬r, yani M5 = ; olmal¬d¬r.

Teorem 4.13 (4:16) koşulu alt¬nda (3:1) denkleminin özde¼gerleri, spektral tekillikleri

sonlu say¬dad¬r ve bunlar¬n herbirinin kat¬sonludur.
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·Ispat: Teorem 4:10: ve Teorem 4:12: gere¼gince

M3 =M5 = ;

oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu durumda M1 ve M2 s¬n¬rl¬kümelerinin limit noktalar¬yoktur.

Böylece e0(z) fonksiyonunun P yar¬̧seridi içindeki s¬f¬rlar¬sonlu say¬dad¬r. M5 = ;

oldu¼gundan bu s¬f¬rlar¬n kat¬sonludur.

Teorem 4.13 yard¬m¬yla aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz.

Sonuç 4.3. (3:1) denkleminin özde¼gerlerinin ve spektral tekilliklerinin sonlulu¼gunu

garanti eden en zay¬f koşul 9" > 0 için

sup
n2N

n
e"
p
n (j1� anj+ jbnj)

o
<1

olmas¬d¬r.
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