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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KUTLECEKIM TEORISINDE DIFERENSIYEL GEOMETRI YONTEMLERI

Erdal CATAK

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Fizik Miihendisligi Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Z. Zekeriya AYDIN

Newtonian olmayan kiitlecekim teorisi uzaym egriligini madde alanlarinin enerji-
momentum formlarmma baglar, dolayisiyla uzay yapist ve madde iliskisinin
anlasgilabilmesi i¢in diferensiyel geometriye basvurulmalidir. Bu iliskiyi anlayabilmek
i¢in birinci boliimde temel geometrik tanimlar verildi. ikinci bliimde manifoldlar (cok
kathlar) iizerinde differensiyellenebilme, tiirev islemcileri, doniistimler ve integral
hesaplar1 ele alindi. Ugiincii bdliimde uzaym egriligi ve kovaryant tiirev arasindaki
iligkiler ¢ikarildi. Bunlara bagl olarak Bianchi 6zdeslikleri ve egrilik formlar1 ¢ikarildi
ve geodezik vektor alanlari ve Killing vektor alanlari incelendi. Dordiincii boliimde
Lagrangian formiilasyonu kurulularak, elektromanyetik alan denklemleri ve Einstein
alan denklemleri ¢ikarildi. Einstein alan denklemlerinin farkli formlari ¢ikarildi. Besinci
boliimde maksimal simetrik uzaylarin genel 6zellikleri ve metrik yapilar ¢ikarildi.

2006, 193 sayfa
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ABSTRACT

Master Thesis

DIFFERENTIAL GEOMETRIC METHODS IN GRAVITATION

Erdal CATAK
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Supervisor: Prof. Dr. Z. Zekeriya AYDIN

Nonnewtonian theory of gravitation relates the curvature of space to the energy-
momentum of matter fields. Therefore, in order to able to understand the space structure
and its relation to matter, one has to use differential geometric methods. In this thesis,at
first, fundamental geometric definations are given. Then the notions of differentiation
on the manifolds, derivative operators, transformations and integral calculus are
introduced. Relations between the curvature of space and covariant derivative are
derived. After the derivation of Bianchi identities and curvature forms, geodesic vector
fields and Killing vector fields are studied. Finally, within the framework of Lagrangian
formulation electromagnetic field equations and Einstein field equations are derived.
Also, different forms of Einstein field equations are derived. In last section of the thesis
general properties of maximal symmetric spaces and metrics are discussed.
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1. GIRIS

Mekanigin nokta pargaciklarla ilgili olan kisminin temelleri Newton tarafindan Doga
Felsefesinin Matematiksel Ilkeleri adl1 eserinde atildi. Newton mutlak uzay varsaymmini
eylemsizlik direncinin ve merkezka¢ kuvvetlerin varsayimina dayandirmisti. Gézlemin
erisebildigi kadariyla bunlarin biitiin evrende, kiitlenin yerel dagilimindan bagimsiz,
aynt bicimde gerceklestikleri i¢in cisimler arasindaki etkilesimlere bagli olmalari
gerekir. Bu nedenle Newton, onlarin mutlak ivmelere dayandiklar1 sonucuna vardi.

Mutlak uzay bu nedenle fiziksel fenomenlerin yakistirma nedeni olarak tanitildi.

Merkezkag¢ kuvvetlerin nedeni uzak kiitlelerin biitiinliigiidiir diistincesi ilk kez Ernst
Mach tarafindan dile getirilmistir. Bununla c¢elisen hicbir deney yoktur, cilinkii gok
cisimlerinin, kendisine gore goreli olarak dondiikleri bagvuru (referans) sistemi dyle
secilmistir ki bir biitiin olarak yildizlar sistemine gore hareketsizdir; daha dogrusu,
basvuru sistemine gore sabit yildizlarin goriiniirdeki hareketleri tlimiiyle diizensizdir ve
yeglenen dogrular yoktur. Buna gore mekanik yasalarinin (genel olarak fizigin) yalnizca
goreli konumlar1 ve hareketli cisimleri i¢cermesi istenir. Basvuru sistemleri, Einstein'nin
ozel gorelilik kurami ve Newton mekaniginin eylemsiz sistemleriyle apriori olarak
yeglenmis olmamalidir, aksi takdirde fizik yasalari i¢ine yalmiz cisimlerin goreli
hareketleri degil bu yeglenmis basvuru sistemlerine gore mutlak ivmeler de girer.
Boylece, dogru fizik yasalarin gelisigiizel hareket eden basvuru sistemlerinde

kesinlikle ayn1 bigimde gecerli oldugu postiilatina varilir.

Minkowski evreninde hareketler diinya ¢izgileri olarak gosterilir. Bu dort boyutlu
geometrinin ¢atisi, 151k 1silarinin ya da higbir kuvvetin etkisi olmadan hareket eden
eylemsiz kiitlelerin yoriingeleri tarafindan g¢atilmistir. Bu diinya ¢izgileri eylemsiz
sistemlere gore dogrudurlar, fakat genel gorelilik kurami agisindan bakilirsa, ivmeli
sistemler esdegerdirler ve onlarda daha once doru olan diinya ¢izgileri simdi egridir.
Bunlarin yerinde simdi baska diinya c¢izgileri dogru olurlar ve dahasi bu degisme
uzaydaki yoriingeler icin de dogrudur. Bu, Euclides geometrisinin biitiin yapisini
sarstyor; clinkii o, temelde dogru cizgilerin belirledigi, klasik eylemsizlik yasasina

dayanir.



Dogru, diizlem ve benzeri geometrik 6gelerin tanimi i¢in yalniz kati 6l¢iim ¢ubuklari
kullanmakla bu gii¢liiglin giderilebilecegi diisliniilebilir, fakat bu miimkiin degildir.
Uygun bigimde secilmis bir S bagvuru sistemine gore, belli bir zaman araliginda
cekimsel alanin var olmadig1 bir uzay-zaman bdlgesi ve bu bdlgede sabit bir donme
hiziyla dénen bir cisim var olsun. Ornegin kendi diizlemine dik bir eksen etrafinda
donen dairesel bir diizlemsel disk var olsun. S ve diskle birlestirilmis bir S" gézlem
cercevesinde tamamen ayni iki kati1 gubuga sahip birer gézlemcei bulunsun. Simdi i¢inde
hareketin tekdiize sayilabilecegi bir uzay-zaman boliimiiyle kisitlanmak kosuluyla 6zel
gorelilik ilkesi gecerli olsun. Bunu olanakli kilmak i¢in birim ¢ubugun diskin yarigapi
ile karsilastirildiginda kiigiik oldugu varsayilir. S”iindeki gozlemci ¢ubugunu diskin
yarigapt dogrultusunda uygularsa, ¢ubugun hareketi boyuna dik oldugundan, S’deki
gbzlemci S’ye gore hareketli ¢ubugun boyunun ayni kaldigini diislinecek. S”’iindeki
gbzlemci, cubugu diskin ¢evresine uygularsa, o zaman, 6zel gorelilik kuramina gore, o,

S’deki gozlemciye kisalmig goriinecek.

Buna gore S’deki gozlemci, daire ¢evresinin ¢apa oraninin 7 sayisindan daha biiytlik

oldugunu ileri siirebilir. Boylece Euclides geometrisi ile ters diismiis olur.

Zaman Olc¢limleri i¢inde buna benzer sonug¢ elde edilebilir. S sisteminde hareketsiz,
esanli saatler ve S"”ye gore hareketsiz doner diskin yarigapi lizerine konulmus tamamen
O0zdes saatler bulunsun. Diskteki saatleri hareketsiz olanlarla karsilastirilmasi disk
tizerindeki saatlerin S’dekinden daha yavas ilerlediklerini gdsterir ve bu fark merkezden
uzaklastik¢a artar. Yalniz diskin merkezindeki saat, S’ye gore hareketsiz oldugundan,
S’deki saatlerle eszamanlidir. Disk tizerindeki saatlerin bile eszamanli olmadiklari
goriiliir. Bu sonuglara gore, eger gozlem sistemi doniiyorsa yani ivmelendirilmis ise ya
da i¢inde, esdegerlik ilkesine gore ayni sey demek olan bir ¢ekim varsa, bu gézlem

cercevesine gore hareketsiz saatlerle zamanin dogru bir tanimi verilemez.

Bu basit Olglimler, olagan uzay ve zaman diinyasi temelinin ¢oktiiglinli gosteriyor.

Yapilacak tek sey bu kavramlari1 yeniden koktenci bir bigimde yorumlamak ve uygun



bir geometri iizerinde genellemektir. Bu geometrinin Euclidean olamayacagi agiktir. Bu

calismada bu geometri ayrintili olarak incelenmistir.



2. MATEMATIKSEL HAZIRLIK

2.1 Manifold Kavram ve Diferansiyellenebilme

Diiz bir yiizeyin sezgisel resmi manifold kavrami ile analitik hale gelir. Kii¢iik 6lgekte
bir manifold bir Euclidean uzaya benzer, dyle ki diferansiyel gibi sonsuz kiiciik

islemciler onun iizerinde tanimlanabilsin.

R"’in bir U agik altciimlesinden R™’ye bir f fonksiyonu bir xeU noktasinda, o

noktaya bir Df :R" —R" goénderimi ile yaklasilabiliniyorsa tiirevlenebilirdir. Her

£>0 icin X ’in bir U komsulugu vardir dyle ki,

| (x)— f (x)=Df (x)(x'=x)| < gx'- x|, vx'eU

Burada x ve f sirasiyla R" ve R"’de vektordiirler ve ||v

, L vektoriniin boyudur.

Bilesenler cinsinden yazildiginda, Df parcali diferansiyellerin matrisidir;

Df) =—, i=12,.,m, j=12,..,n 2.1)
ij

f, fonksiyonu bir komsulukta verilmelidir. Eger basit olarak tiirevden konusuyorsak,
bir acgik climlenin bir gonderimiyle ilgileniyoruz. Her noktada Df tiirevi asagidaki
anlama sahip bir R" — R" lineer gonderimdir: Eger u: | — R"egrisi X *den gegerse, o
zaman Df egrinin yoniini f altinda egrinin goriintiisiiniin yoniine dondstiiriir,

(dfi (X(t))/ dt = f ;dx; / dt). p-kere siirekli olarak tiirevlenebilir fonksiyonlarn kiimesi

C" ile gosterilir.



Tammim: M bir topolojik uzay olsun. Bir (V,CD) haritas1 R"™ de bir acik ciimleye M ’in
bir agik V (haritanin tanim bélgesi) ciimlesinin @ homeomorfizimidir. Iki harita
V, "V, =& oldugu takdirde veya eger @, o®," gdnderimleri, agik bir bigimde

kisitlanmis, R™’de agik ciimlelerin C” -gonderimleri ise uyumludur denir.

Sekil 2.1 Haritalarin uyumlulugu

Tamm: Bir atlas M ’yi érten uyumlu haritalarin bir ciimlesidir. iki atlas, onlarin tiim

haritalar1 uyumlu ise uyumludur denir.

Atlaslarin uyumlulugu agik olarak bir 6zdeslik bagintisidir: Her atlas kendisiyle
uyumludur ve tamm simetriktir. U, (V,;,®,;), U; (V5. ®5;) ile uyumlu olan U, (V,;,D,;)
ile uyumlu oldugunu farzedin. V,, NV,;’yi V,, ile ortiin ve f ve g tiirevlenebilirken
f o g'nin tiirevlenebildigini hatirlayin. Varsayalim ki biitiin haritalar M ’yi ayn1 m ile

bir R™ igine haritalasinlar, m’ye M ’nin boyutudur denir. Eger V ’ler yeterince kiigiik

secilirse, hepsinin bagli (birlestirilmig) climleler oldugunu varsayabiliriz.



Tammm: M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki 6nermeler dogru ise M bir n -

boyutlu topolojik manifolddur denir:

(1) M bir Hausdorf uzayidir,

(ii) M ’in bir agik altciimlesi R" ve ya R" ’nin bir agik bir altciimlesine homeomorftur,
(i11)) M sayilabilir coklukta agik ciimlelerle ortiilebilir.

Tanim: Bir diferensiyellenebilir manifold atlaslarin bir esdegerlik sinifi olan ayrilabilir,

metriklenebilir M uzayidir (Thirring 1997)

Tanmm: N cM bir n-boyutlu altmanifolddur ancak ve ancak her geN igin

geVcM ve ®(q)eR" olan yerde, bir (V,®) haritas vardir, dyleki her q'e N "V

icin @(q')=(X,,%,,...,X,,0,...,0) olur.

Bu tanimdaki atlasin N ’ye bir diferansiyellenebilir manifold yapis1 verdigi kolayca

PR

goriilebilir: Sadece ilk n koordinat degistiginden dolayr uyumluluk i¢in gereksinen
diferansiyellenebilirlik etkilenmemistir. Y, X ’in bir altmanifoldu olsun ve Z, Y ’nin
bir altciimlesi olsun. O zaman Z, Y ’nin bir bir altmanifoldudur ancak ve ancak X ’in

bir altmanifoldudur.

Tanim: Bir f :M, - M, goénderimi p-kez diferansiyellenebilirdir ancak ve ancak M,

icin bir atlasin biitlin haritalar1 icin ve M, i¢in bir atlasin biitiin haritalan
igin®, o f o®,"’in agikar kisitlamasi (kosulu) @, (Ul nf (Uz)) cR™’den R™’ye

bir p-kez diferansiyellenebilir gonderimdir. Bu asagidaki sekilde ifade edilmistir:



@, @,

R R™

‘ m: I q)'l

Sekil 2.2 Manifoldlar tizerinde bir gonderimin diferensiyellenebilmesi

Eger f vef,eCP” iseler, onlarin bilesimi f =f xf,:M,—2>M,—">M, de CP-
gonderimdir. Eger M carpim manifoldu M, xM, ve f =f xf, ise, o zaman f. ler
CP-gonderimler iken f de CP-gonderimdir. M, =1 c R olsun. | bir zaman aralig1 ve
M, gibi disiiniilerek, f fonksiyonunu bir egri olarak ve f(1)’ye onun ydriingesi

olarak bakilabilir.

Yukaridaki tanim sadece bir atlastan bahseder fakat uyumluluk kosulu
diferansiyellenebilirligin bir esdegerlik sinifinin biitiin atlaslar1 i¢in 6zdes olarak
tanimlandigint garantiler. Bu haritalarin degisimi altinda bir diferansiyellenebilir
gonderimin diferansiyellenebiilir kaldigin1 ve diferansiyellenebilir olmayan bir

gonderimin asla diferensiyellenebilir olamadigini ifade eder.

Eger N,, M, ’in bir altmanifoldu ise, o zaman f, f kadar diferansiyellenebilirdir.

N2

Tamim: iki manifoldun bir f diffomorfizmi f ve f '’in her ikisi C* olan bir birebir

esleme (bijection)'dir. Iki manifold diffeomorfiktir ancak ve ancak aralarinda bir

diffeomorfizim vardir.



Bir (U,®) haritasi 1eC” oldugundan altmanifold U ve ®(U)cR" arasinda bir @

diffeomorfizimi saglar. Aynt M cilimlesi {lizerinde iki manifold yapis1 6zdestir yani

esdeger atlaslar ile tanimlanirlar ancak ve ancak 1 bir diffeomorfizimdir. Buna gore
M — >R bir diffeomorfizim degilken, R iizerinde 6zdes olmayan diffeomorfik
manifold yapilar vardir. R"’e 6zelligi olmayan bir manifold olarak atifta bulunuldugu
zaman, (R” , 1) standart haritali R" kastedilecektir. Karmasik topolojik uzaylar ve hatta
R* {izerinde diffeomorfik bile olmayan ayrik manifold yapilar vardir. Fakat bir-boyutlu

manifoldlar baglaminda kompakt olanlarin hepsi S'’e ve kompakt olmayanlar R ’ye

diffeomorfiktirler.

Tamm: Rﬂz{XeR”:XIZO}, oR fz{XeR”:xlzo} olsun. UcR" agk
altciimlesinden IR™e bir f gonderimi diferansiyellenebilirdir ancak ve ancak U ’yu

iceren R" "nin bir agik U altciimlesi ve bir diferansiyellenebilir f:U->R" gonderimi

vardir 6yle ki f‘ =f olur.

U

R"

R?
Lw

Sekil 2.3 R" ’nin diferansiyellenebilir gonderimi

~hy

Burada U , R"’de bir agik olmak zorunda degil ve R | "nin kisimlari igerebilir. R ",

R" ’nin bir altmanifoldu olmakla beraber R | olmak zorunda degildir.



Tammim: M bir ayrilabilir, metriklenebilir uzay olsun. Bir {Ui} acik Orteni ve Vi, j igin

D, od)}‘lq)_ ;) € C” olan @ :U —R  nin agik altciimleleri, homeomorfizimleri var

oldugu zaman M bir sinirli manifold yapisina sahiptir. M nin sinir1

oM = @' (@, (U;)neR") (2.2)
dir (sekil 2.4).
M
R
"-__‘-" ,’I- --»\\
’ AN \\
\ \‘
\ ® |
> ; .
'; aM ,J'
rd ”
\\ ”' -

Sekil 2.4 Siirli manifold

OM sinir1, bir daldirmaya (imbedding) bagli olan bir topolojik sinirdan ayirt edilmistir.
R"’de R"’nin topolojik sinir1 JR!’dir. M =& ise yukaridaki tanim manifold
tanimina indirgenir ve bu takdirde basit olarak bir manifoldtan (diferansiyellenebilir)

sz ederiz ve yalmz aksi takdirde smirli manifoldtan séz ederiz. ®,o®" "ler

j‘d) J(Uinu))
homeomorfizim olduklarindan, R" ’nin sinir noktalari, sinir noktalarina haritalanir ve
boylece uyumlu atlaslar ayni sinir1 tanmimlarlar. Yine, bir haritalar sistemi Oyle ki
M =U,U; olsun bir manifoldu tanimlamak i¢in yeterlidir, fakat bu sistem diger uyumlu

olanlara tercih edilmez. Bir sinirli manifold kompakt olmak zorunda degil ve bir

kompakt manifold bir sinira sahip olmayabilir.



Onerme: M\OM ve &M ’nin ikisi (sinir1 olmayan) manifold yapisina sahiptirler.
Bir smirin sinira sahip olmadig1 Stokes integral teoreminin genellemesinden de ¢ikar.
2.2 Tanjant Vektorleri ve Uzaylar:

Bir diizglin ylizey tanjant diizlemi tarafindan bir noktada yakinlastirilabilir. Bu
kavramin genellestirilmesi tanjant uzayidir. Bir manifoldun bir gonderiminin tiirevi

onun tanjant uzay1 tizerine bir lineer doniigiim gibi etki eder (Thirring 1997).

Mekanik, | < Raraligindan bir M manifolduna tanimlanan tel——u (t) eM

bigimindeki U gonderimleri olan parcacik yoriingeleri ile ilgilenir. Daha sonraki adim
bir U hiz vektorii tamimlanir, fakat bu kolay degildir ¢linkii M lineer bir yapiya sahip
degildir. Eger M, R" i¢ine daldirilmis (imbedded) olsaydi, o zaman U tanjant
hiperdiizlemi i¢inde uzanir ve M ’den disar1 uzanir. Yapilmasi gereken bir-boyutlu
daldirmalar1  (imbedding) hesaba katmadan hiz  vektdrlerini  yoriingelerle

iliskilendirmektir. Bir C= (V 5(0=U (0),(D) haritasinda q noktasinda yoriingenin

®ou goriintiisi D(PDo u)‘ , €R" hiz vektoriinii tanimlar ve bir koordinat sisteminde

bilesenleri her zamanki gibi ( %t) X' (u (t))

olur. Farkli noktalarda hizlar yalniz bir
t=0

haritaya iligkin olarak karsilagtirilabilmelerine ragmen, bir tek noktada iki hizin esit

olmast durumu haritadan bagimsizdir: U ve v, | - M ’ye iki yoriinge olsunlar ve

D(®, 0 u)‘ =D(®,o u)‘ olsun. O zaman farkl bir harita ile
t=0

t=0

D(®, ou)‘ =

t=0

(®,°®,")-D(®,ou)

t=0

t=0

D
D(®,°®,")-D(®,°v)
D

(CDZ OU)L:O
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olur. Boylece tanjantsal yoriingelerin esdegerlik siniflar1 icine  noktasindan gecen

yoriingeleri paylastirmak i¢in bir harita-bagimsiz yol vardir.

Tamm: O (q) gonderimi ¢’dan gegen bir U egrisini asagidaki vektore doniistiiriir

(sekil 2.5):

u—2 5 D(dou)(0)eR" (2.3)

Tersine, herhangi v € R™ i¢in ters génderim uygun sinifin (0 el < R) temsili bir u
g g yg

egrisini tanimlar:

p—20su={teR> 0™ ((q)+tw)e M| (2.4)

Oz (q) 6.(q)

RJH Rm k

Sekil 2.5 © (q) birebir eslemesinin eylemi
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U, egrisi boyunca yonelen bir tanjant vektorii basitce, limn_m(n(u(%)—u(O)))
bi¢iminde tanimlanabilecegi diisiiniilebilir. Bunun sakincast bu farkin sonlu n ig¢in
belirsiz olmasidir. Bir sinifin farkli egrileri O, (q) ile aynm vektore karsilik gelirler,
fakat farkli haritalar lizerinde ayni siif farkli vektorler ile iliskilendirilir (Sekil 2.5).
0. (q) gonderimi bir vektdr uzayi yapili esdegerlik siniflari saglar. Bu, harita degisimi
altinda ® (q), D(CT) o(D"l) ile ¢arpilacagindan harita se¢giminden bagimsizdir. D i¢in

zincir kurali o zaman, bir birebir eslemenin (bijection) tiirevi gibi, bunun bir

terslenebilir lineer doniisiim oldugunu ifade eder ve bdylece vektdr uzay1 yapisim korur.

Bundan dolay1 ©. (q) birebir eslemesi, gercekte R™ igine M ’nin bir kanonik bir-

boyutlu daldirmasi (imbedding) yoklugunda tanjant diizlemi tanimlanmaz olmasina

ragmen, bir tanjant diizleminin istenilen karakteristiklerinin korunmasina izin verir.

Tanmm: g noktasinda tanjant egrilerinin esdegerlik siniflarinin uzayma g noktasinda
M ’nin tanjant uzay: denir ve T, (M) ile gosterilir. Tammla v, €T (M) ve a,f R

i¢in
au+ﬂa):®g'(q)(a@c(q)(u)+ﬂ®c (q)(a))) (2.5)
kuruldugu zaman bu bir vektdr uzayi yapisina sahip olur ve bu yapi harita bagimsizdir.

Bu tanim soyut goriinebilir fakat gercekten sadece noktadan gegen egrilerin yonlerini

gosteren oklar gibi bir tanjant diizleminde vektorlerin sezgisel tasimini formalize eder.

Bu M ’yi bir manifold yapmak i¢in kullanilan haritalar iizerinde onlart R"’nin

elemanlar1 yapar.

Aciktir ki haritalarin degisimi ile ® farkli haritalarin i¢ine konulduklarinda u

egrilerinin goriintiilerinin nasil etrafinda buruldugunu (biikiildiigiinii) tayin eden matris

olan D(CT) oCD’l) ile carpilir. Eger N, M ’nin bir altmanifoldu ise, o zaman bir qe N

12



igin T,(N), T,(M ) ’nin bir altuzay ile bir tutulabilir (aym oldugu anlanunda). T, (N),

> g
climlesinin elemanlart N ’de yoriingelere karsilik gelirler. Bu vektorler igin bir

koordinat doniistimii altinda bilinen doniisiim bagintilariyla ile yakindan iliskilidir: eger
7<LqL>X ise, 0 zaman D((T) oCD"I) basitge OX: / OX; matrisi olarak ifade edilir

ve tanjant uzayinin bir vektorii v, —> U, =v; 0X; / Ox; bigiminde dontigtiiriliir.

O, (q) birebir esleme goénderiminin tanimina gore bir R™ — R™ gdnderiminin tiirevi
yoriingeleri bu doniisiim altinda kendi goriintiilerinin yoniine yonelten (dondiiren) bir

lineer doniistim gibi yorumlanabilir. Bu diigtince T, (M ) ‘nin lineer yapisi kullanilarak

manifoldlar tizerine asagidaki tanimla taginir.

Tamm: f:M, > M, bir C* doniisim olsun. T (f), olarak yazilan f ’nin tiirevi
T,(f)= @Ei ( f (q))o D(GDC2 of o@éf)od)cl (q) Dbi¢iminde tammlanan bir lineer

T,(M,)—>T,(M,) gonderimidir (Sekil 2.6). Bu gonderim harita-bagimsizdur:
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D(®y f @)

O ()

Sekil 2.6 T, ( f ) gonderimi

Bu tanim bir haritadan bahsetmekle birlikte gercekte tanjant wuzaylari ve

D(d)2 of oCDI’l) bunu telafi etmek i¢in doniistiiklerinden dolayr harita-bagimsizdir.
Eger, 6rnegin M, iizerinde harita G_Dl ‘e degistirilirse, onceden bilindigi gibi, O (q)
soldan bir D((T)l of o(Dl"l) carpani kazanirken D((I)2 o f od)[l) zincir kuraliyla sagdan

D(d)1 of od_)l’l) ile carpulir.

M, =R=T,(M,), ® =1 olsun. Bu kendi vektérlerinden biriyle bir esdegerlik sinifi
tamlamak i¢in bir kanonik yontem saglar. Bu tanim ile T,(M) nin baz vektorii 1 ile
gosterilir. O zaman T, (f)-1=0¢ e D(®, f)(0)=0O 0O [f]=[f]eT,(M,) ,bu
takdirde bir tek egriden meydana gelen, f ’nin esdegerlik siifinin temsili vektoriidiir.

Bu sematik olarak agagidaki gibidir:
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M
1 kanonik belirleme
T
To(R) G/ SV

Eger veT,(M,),u egrisi tarafindan belirlenirse, o zaman T (f)-v, fou ile

belirlenir, ¢iinkii

(2.6)

dir. Kisaca f,u egrisini fou’ya doniistiirir ve T, (f),q noktasinda u egrisine
tanjant vektorlerini f (q) noktasinda f ou’ya tanjant vektorlere doniistiiriir. Bu ifade

tim haritalarda aym kalr yani T ( f) harita-bagimsizdir. Bu sematik olarak asagidaki

gibidir:

Tq(M,) kanonik belirleme

Ta(/) ]N /

kanonik belirl
Tr(M2)- anonik belirleme M,

M, =R olsun. Bu durumda f ’ler bir cebir olustururlar ve tiirev cebirsel islemler i¢in
her zamanki gibi davranir: (f+f)e@ ' =fo®+f, 0o ve

(f,-f,)o@" =(fod™)-(f, o) den asagidakiler elde edilir:

(a) T, (sabit) =0,
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®) T,(f,+1,)=T,(f)+T,(f,),

(© Ty (f-f,)="f(a) T, (f,)+ f,(a) T, (f,)-

Iki diferansiyellenebilir gonderimin bilesimi de diferansiyellenebilirdir. Bu T i¢in

dogrulanabilir: D i¢in zincir kurali uygulanarak,

q))eD(®@, 0 f,0 f,0d;")0 (q)
q) ( °f2°f1°q); )®Cz(f1(q))
)D(®, 0 f,0®,")0 ()

elde edilir.
2.3 Tanjant Demeti ve Vektor Alam

Tiirevi bir noktada degerlendirmekten ona (’nun bir fonksiyonu gibi davranmaya

ilerlemek icin farkli noktalardaki tanjant uzaylarmi birlestirmek gerekir. Bu diizeyde

birbirleriyle heniiz bir iliskileri yoktur; farkli q noktalarindaki vektorlerin bir aralikta

paralel oluklarini s0ylemek icin bir yontem heniiz yoktur. Harita degisimleri bolgelerin

(tamim bolgeleri) bicimini bozar, doniisiimler sadece sonsuz kiigiik 6lgekte lineerdirler.

Hala tek bir haritann bélgesi iginde U xR" ile birlikte T(U)= U q( )

tammlanabilir ve sonra O (q) gonderimi

Oc:T(U) > @(U)xR", (q,0) > (®(q),0.(q) v) (2.7)

ye genisletilir. Farkli noktalardaki tanjant vektorlerini bu tanjant demeti iginde

karsilastirmak olasidir. ®. gonderimi agik olarak bir birebir eslemedir (bijection) ve
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T(U) topolojiklenebilirdir dyle ki bir homeomorfizim olur. Bu bir diffeomorfizime

dontstiiriilebilir ve bu nedenle T(U) tizerinde bir manifold yapist kurulur. Atlas o
zaman bir tek haritaya sahip olur ve dolayisiyla saglanacak uyumluluk kosullar1 yoktur.
Tanjant demetini M ’nin biitiiniine genisletmek i¢in bir U, (U;,®;) atlasiun U,
komsuluklarindan insa edilmelidir. Tek T(Ui)=Ui xR™’ler {izerinde ¢arpim

topolojilerinin uyumlulugunu da saglayan, bu haritalarin uyumlulugunu gostermek

yeterlidir. Simdi ® o ® ' € C* olmak iizere

-1 . d - -1
0:(9)°0¢ (q):0 > D0 (@(q)+ut) 28

=D(&>o®‘l)-u, veR"

ve boylece,
O 20 1 (x0) > (D(07(x)),D(Dod)(x)-v) (2.9)

bir atlastan elde edilir. Tkinci ¢arpan v’de lineerdir ve dolayisiyla C*’dur ve ayrica
®od'eC” olmasindan dolayr x’e gdre C”’dur. Bu, O lerin uyumlulugunu

kanaitlar.

Tanim: T(M)=U quTq(M ) ciimlesine M ’nin tanjant demetidir denir ve

U, (Ui xR",0 ) atlasli bir manifolddur.

Bu sekilde T(M) soyut olarak veriliyor ve R"’nin bir altmanifoldu gibi somut bir

sekilde verilmiyor. Tanjant demetinin anlami, bununla beraber, pargaciklarin

konumlarinin ve hizlarinin uzayr olarak diisiiniiliirse daha sezgisel hale gelir. Eger

T,(M), {g}xR" cifti olarak diisiiniiliirse, 0 zaman
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T(M)=UguTy(M)=Ugen ({0} xR™) = (U {0} ) xR" =M xR"  daima  bir
carpimdir. Bununla beraber bu, topolojik olarak T(M);t M xR™ oldugu igin, bir
Mobius seridi gibi topolojiklenebilir. Sayet, bununla beraber, T(M ) bir manifold
olarak M x R™ ’e diffeomorfik ise, 0 zaman M paralellenebilirdir denir. Paralellenebilir
olan n-kiireler sadece S',S%,S’ n-kiireleridir. Lokal olarak T (M ) her zaman bir ¢arpim

manifoldudur.

Tamm: Bir vektor demeti bir X manifoldu, bir M altmanifoldu (taban olarak bilinir)

ve bir IT: X — M &rteni (surjection)'nden olusur. Ayrica, her qeM igin IT7'(q)

lifleri, hepsi bir F sabit (fixed) vektdr uzayina izomorfik olan vektor uzaylar1 yapisina

sahip olduklar1 kabul edilir. Demet atlaslar1 X {iizerinde, U,’ler M ’de komsuluklar
olmak tizere IT™'(U;) tanim bolgeleri ile verildikleri kabul edilir. Karsilik gelen ®,

harita gonderimleri sadece U, x F {izerinde diffeomorfizimler degillerdir, fakat ayni
zamanda lifleri lineer olarak F ’ye gonderirler. Eger X, M x F ’ye diffeomorfik ise, o

zaman X siradanlastirilabilirdir (trivializable) ve siradandir (trivial) ancak ve ancak bir

Cartesian carpim olarak verilmigtir. Ornegin,

X=RxR, M=F=R ve H:(X,y)—> X olsun. X =M xR agikardir ve bayagidir

(trivial). Carpim yapis1 Cartesian olani ayirt etmesine ragmen, bir manifold olarak

R xR icin cok sayida koordinat sistemleri vardir. Eger
X=T(M), F=R" ve I1:(q,v) >q ise, o zaman lifler T (M) tanjant uzaylarn

olurlar.

Tamm: T(M,)->T(M,):(q,0) —)( f(q).T,(f )u) gonderimine f:M, > M,
fonksiyonunun T ( f) tiirevidir denir. Eger f eC" ise, 0 zaman T (f)eC""' dir. Eger

f bir diffeomorfizim ise, o zaman T ( f ) de diffeomorfizimdi
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q J Aq)

H] ”2
1)

(¢, v) - (A 15(H.0)

yukarida verilen diyagrami ifade eden,

M f . M2
I I
(M) v T(M)

diyagramu sira degisir. Boylece yukarida verilen zincir kuralt daha kullanigh bir sekilde;

T(fog)=T(f)eT(9) (2.10)

olarak yazilabilir. Cartesian carpimalarla hersey carpanlarina ayrilir; tiirev dahil:

T(fxg)=T(f)xT(9)

Tamm: Bir C'-vektér alam X:M —T(M) bir C'-gonderimdir dyle ki

ITo X =1"dir. M igin tiim vektor alanlarmmn kiimesi 7 (M ) ile gosterilir.

[ToX =1, T(M)’nin demet haritas1 iizerinde X :q— (q,v(q)) oldugunu belirtir;
siklikla yalnizca vektor kismi V(q) yazilir. T(M) bayag hale getirilebilir (trivilizable)

ancak ve ancak m lineer bagimsiz C”-vektér alani vardir. Eger bu alanlar

e,1=1,2,..,m, ile gosterilirse, bu her ge M i¢in ¢ (q) ’larin lineer bagimsiz oldugu
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anlamma gelir. X' eCr(M) olmak iizere, her vektér X =X'e biciminde

yazilabildiginden bu vektor alanlar1 bir baz i¢in kullanilabilirler. Boyle bir baz her

zaman lokal olarak vardir, 6rnegin, ®, altinda R"’de birim vektorlerin ters goriintiileri.

Vektorler bir lineer uzay olustururlar (bigimlendirirler) ve ve vektor alanlar1 bir modiil

yani, skaler carpanlar Cr(M)’de fonksiyonlar olabilir ve sadece reel sayilar

olmayabilirler.

Tanmm: Bir ®:M, -> M, diffeomorfizimi asagida verilen diyagramin degis tokusu

(komiitatifligi) ile tanimlanan bir @, : 7' (M,) — 7 (M,) gonderimi tanimlar:

M1 (D ‘;Mg
X DX
T(M,) T T(M)

Yani, &, X =T ((D) o X o®™" olur. Bu acik olarak tipki @ *nin y6nii tanimlayan egrileri
dondiirdiigii (yoniinii) gibi @, i vektér alanlarii ayni bigimde dondiirdiigiinii anlatir

(Thirring 1997). Bir doniisiimiin asagida verilen diyagrami genelde saglanir:

q, D .q,

X O, X

T(D G
(q, 7 Ui (q )) ( ) 6_1-[: g—((iul(q))

e

Bir X vektor alan1 bir f € C' ( M ) fonksiyonunu Lie tiirevine gonderen bir
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L (f)=1T(f)X =M 25T (M)—sT(R)—5R (2.11)

déniisimiine neden olur; burada |, T(R)=RxR i¢in ikinci carpan iizerinde
izdligiimii gosterir. Verilen bir demet haritada ki icinde q — (q,v) ’dir, bu fonksiyon
L, (f)=0'(q)of /oq' yani, X tarafindan tamimlanan yén boyunca f ’nin degisim

orani olur. Lie tiirevi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(@) Ly(f+9)=L¢(f)+L(9) herf,geC(M) igin,
) L (f-g)=f L (g)+g-L(f), ve 2.12)
(©) Loy, px, (T) =Ly, (f)+BLy (T) her @, f e R igin.

Gergekte, Ozellik (a) ve (b) vektdr alanlarini karakterize ederler. Boylece C'-
fonksiyonlarin degisim oranini belirleyen bir yon manifold iizerinde tanimlamak

olasidir.

Teorem (2.3.1):

(@ L(f+g)=L(f)+L(9)

(b) L(feg)="feL(g)+geL(F)

ozelliklerine sahip bir L:C*(M)—C”(M) gonderimi L =L, olan bir C” vektor

alanini tek olarak belirleyen bir tiirev olarak bilinir.
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Mekanikte L, Liouville islemcisi olarak bilinir. L, bir lokal islem ile tanimlandigindan

dolay1, X ’i belirlemek i¢in kompakt destekli (compakt suport) C” -fonksiyonlarin

tizerinde L, ’in etkisini bilmek yeterlidir.

M, © M, f R
X ®. X
T —®) 1) 10 1w

[Ron

diyagrami sira degistiginden, yani T (f)oT(®)o X =T (f)o®,X o ® olmasindan,

Lo (fo®)=(Lyy(f))od (2.13)

sonucu ¢ikar. Dolayistyla X ’in goriintiisii bir fonksiyon iizerine X ’in o fonksiyonun
goriintiisii lizerine etkidigi gibi etki eder. Bu durum, L, (Ve Lo.x ) , X yoniinde bir egri

boyunca degisim orani gibi diisiiniildiigiinde agik olur.
2.4 Dogal Baz

R"’nin koordinat 1zgaralari bir haritanin V tamm bélgesini 7, (V) i¢in, dogal baz
olarak bilinen bir baz ile donatirlar. Bu asagidaki nedenden dolay1 siklikla {6/ 6Xi} veya
basit olarak {0}, ile gosterilir: {g}, R™ i¢in bir baz olsun ve ®:q— X, ex eR"
olsun. Herhangi bir g € C°°(M) fonksiyonu i¢in haritanin CD(V) gorlintiisii lizerinde
g-®"' ile verilen bir gonderim vardir. (2.11)’e gore € boyunca Lie tiirevi 9/0x,

tiirevidir, dolayisiyla
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L g=— 2.14
e 9=, 9(a(x) (2.14)
olur.

2.5 Akislar

Bir X vektor alan1 bir manifoldun tiim noktalarinda X yo6niinde bir hareket tanimlar.
Dogru kosullar altinda bu bir akis tanimlar, yani M ’nin diffeomorfizimlerinin bir tek-

parametre grubunu tanimlar.

Bir X vektor alanina yon isaretleyicilerin bir alan1 olarak bakilabilir; yani M ’in her

noktasina bu noktadaki tanjant uzayinda bir vektor atar. Bir u: 1 > M, t > u (t) egrisi

her noktada X ile ayni yone sahipse veya daha kesin olarak onun vasitasiyla

tanimlanan tanjant vektorii her noktada X ’e esitse X ’in bir integral egrisi adini alir.

Bu soyle ifade edilebilir: e:t—>(t,1), I iizerinde birim vektor alam1 olsun ve

u=T (u) -e olsun, o zaman X ’in integral egrisi

U=Xou (2.15)

olur. Bunun sematik anlatimi asagidaki komiitatif diyagramdir:

L M
I birim vektor u X
T(u
T(I) (u) - T(M)

Uzerinde ®ou:t— (u;(t)) ve T(®)o X o @' :q—(g;,X;(q)) olan bir harita igin bu

genellikle,
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U, (t) =X (u(t)), i=12,..m (2.16)

biciminde m-boyutlu bir adi diferansiyel denklem formunda yazilir. M {iizerinde
hareketi tanimlamak i¢in buradaki t parametresi zaman olarak diisiiniilebilir. Bir yiiksek
dereceden denklem yeni degiskenlerin tanimlanmasiyla her zaman bir birinci dereceden
denkleme indirgenebildiginden, (2.16) denklemi bir birinci dereceden denklem

olmamasi i¢in bir gegerli neden yoktur.

Teorem (2.5.1): X bir M manifoldu {izerinde bir C* -vektor alani olsun. O zaman her

geM icin >0, ¢ ’nun bir V komsulugu ve bir

O 1 (~7,m)xV > M, (1,q(0)) - ®*(t,q(0))=u(t,q)

gonderimi vardir, Oyle ki;

(1) Her qeV igin t > u(t,q), X ’in q’dan gegen bir integral egrisidir, yani U =X ou

ve u(0,q)=q olur.

(2) Her t,

t|<n igin ®:V->M, q—>d(q)=d*(t,q) gdnderimi M ’nin bir

altclimlesi iistiinde bir V diffeomorfizimidir (V ’nin bir diffeomorfizimidir).

Bir sabit vektor alani gézoniine alnsin. M =R", X :(X,..,X, ) = (X,..., X

o9 Ny

1;0,0,...,0).
V =R", n=c0, u(t,X(O)) : u(t,xi (O)) N (X1 (0)+0t,x,(0),....X, (0)) olur. Buna géore bir
sabit vektdr alam bir lineer hareket alanma neden olur. Burada X, M iizerinde @/

diffeomorfizimlerinin bir tek-parametere grubunu gergekler. Ciinkt
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u(tl+t2,q(0))=u(t2,u(t1,q(0)))’dir, onun varligt V=M ve n=w olmasma izin

verme olasiliina esdegerdir.

Teorem (2.5.1) yakin komsu yoriingelerin birden ayrilmig olmadigini ifade eder. X ’in
tiirevi uygun bir normda smirli kalmak kosuluyla komsu noktalarin zamanda {istel

bicimden daha hizl birbirinden uzaklagmadiklar1 goriiliir.
Tamm: Eger Teorem (2.5.1)in ®) diffeomorfizimleri M — M ’ye birebir

eslesmelerinin (bijections) bir tek-parametre grubunu olusturuyorsa, X tamdir denir ve

gruba bir akis denir. Eger

D oD =Dy (2.17)

t+t,

bagintis1 sadece herhangi bir noktanin yeterince kiiciik komsuluklar1 ve yeterince kisa
zamanlar igin saglanmirsa, @ bir yerel akistir (diffeomorfizimlerin bir yerel grubu)

denir.

Zaman-evrimi  gozlenebilirlerin cebirinin  otomorfizimlerinin bir grubu olarak

kurulabilir. Cebiri C; olarak (kompak destekli C; -fonksiyonlar) segerek, bir vektor

alanin yerel akis1 kisa zamanlar i¢in

i (f)="fo0), feCy (2.18)

ile bir otomorfizim saglar. Eger X tam ise 7, ’ler bir tek-parametre grubudurlar:

TS o Tt); = Tt?:tz , t,t,eR (2.19)

1

Bu takdirde t— 7z ( f )(q) gonderimi 0’ herhangi bir komsulugunda t igin

tiirevlenebilirdir. Bir harita kullanilarak bu zaman tiirevinin X ile iligkilendirilen Lie
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tiirevi ile ayn1 oldugu gosterilebilir: q(t)=u(t,q) Denklem (2.15)'in ¢ziimii olsun. O

zaman Teorem (2.5.1) g6z oniline alindiginda

7= fodl =f(q(t))
olur. Sonug olarak,

d of ag,,  of }
7 o :a_q%L‘O - (9)=Lyf, Vf €C; (2.20)

elde edilir.

Boylece bir vektor alanit bir lokal akis belirler ki bu, (2.18) ile verilen C”’un
otomorfizimlerini belirler. (2.20) ve Teorem (2.3.1) ile otomorfizimler tekrar bir vektor

alan1 belirlerler, dolayisiyla li¢ kavram bir kavramda birlestirilebilir.

Eger M, X ve f analitiklerse, o zaman t—7(f)

q» 0’m bir komleks

komsulugunda analitiktir. t’ye gore kuvvet serisi,

(L) f 2.21)

bigiminde yazilabilir. iki X ve X vektdr alanlarmin akislari asimptotik olarak
birbirlerine yaklasiyor olabilir; yani her g€ M i¢in bir pe M vardir, dyle ki d)fZ ve
®  beraber yakmsiyor olabilir. Bununla beraber bunlar ayri  ayn

yakinsamayacaklarindan burada gerekli olan

Hm®* o df = (2.22)

to>wo
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limitinin var olmasidir. Diffeomorfizimlerin bir noktasal limiti bir diffeomorfizim
olmayabilir; mesela R iizerinde X — X/t gonderimlerinin limiti R — 0 dir. Bununla

beraber, eger Q2 bir diffeomorfizim ise, o zaman grup 6zelliginden

t+7

Qo X =lim @ o @ o ®X = [im®* o X

) o (2.23)
=lim®7 o @% e D =07 O
olur, dolayisiyla her t i¢in
Of =Qodf 0! (2.24)

olur. Bundan dolay1 X ve X tarafindan meydana getirilen akiglar aym zamanda
diffeomorfik olmalidirlar. Teorem (2.5.1) ve (2.13), (2.20) ve (2.21) esitlikleri

kullanilarak, f € C” olmak tiizere,

d d X

E(f OQ)tX Q)|t:0 ZE(f °Q°q)tx)|t 0
= (e (1)) = S (o).
= Lo 1 o0)] =)
S (@) - L (o)

Y

X(f))°Q|t=o =(Lg*x(f))°Q|t=o

elde edilir. Son islem satirindan,

Ly =L, « (Veya) X =Q.,X (2.25)
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sonucu ¢ikar. Buna gore Q diffeomorfizimi vektor alanlarini birbirlerine doniistiiriir.
Boylece asimptotik olarak esit akiglar farkli koordinat sistemlerinde ifade edilmis ayni1

akis olarak goriilebilir.

Teorem (2.5.2): X(q)=0 olan her e M noktasinda; ®(U)=1xV, VcR""; her
xeV i¢in t—o>® (t,{x}), Vtel, X’in bir integral egrisidir; ve

DX (X, Xy e Xy ) = (X1 Xgees X

19N 9eees Ay ERAYEREET)

2:1,0,...,0) olacak bi¢imde bir (U,®) haritas: vardir.

Ispat: X (q)#0 oldugundan, y(q)=0€R" olan bir (U,,) haritast bulunabilir 5yle
ki, .X(0)=(10,..,0)°dir. y.X €T (w(U,)), siirekli oldugu igin iizerinde X ’in
goriintiisiinlin birinci bilesenin (1/ 2)’den daha biiyiik oldugu 0’ bir agik, goreli
olarak  kompakt U, komsulugu  vardir: (l//*X )1 >1/2,vxeU,. Eger
X, e’]}l(Rm):X%(x;l,O,...,O) ve U cU,, 0’1 igeren bir agik ciimle ise, o zaman

verilen bir fonksiyon 0< f <1 olan f € C” (Rm) ve

. 0 CU, tizerinde
|1 U iizerinde

ise,
X=fpX+(1-1)X,eT/(R")

aradeger vektor alan1 tanimlanabilir. A¢ik olarak ()Z )l(x) > 1/ 2, VxeR™, ve X bir

akis meydana getirir, ¢linkii bir kompakt ciimlenin disinda X, ile aymdir (Sekil 2.7).

Dolayistyla, (d)tx (X))1 >x' +t/2 igin
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Q = lim®* o dX

t—o

vardir ve

xeR":x'>supX'
xeU,
{izerinde @ ve d)fZ Ozdestirler. Eger t> 7 igin, CI)t)Z bir noktayr U, ’nin disina

gondermisse, o zaman o noktada q)tx" ve dbt)z 0zdes olduklarindan her t > 0 icin

q)xo oq)i

-7-1 T+t

:q)XOOCDXO O(I)X OCI)X :CDXOO(DX
-7 —t T 4 -7 T

olur. Bu yiizden limit sonlu bir zaman sonra kompakt ciimlenin iizerinde elde edilir ve
Q bir diffeomorfizimdir. (2.24) esitligine gore Q, X ’y1 X, ’a dontstiiriir ve U

iizerinde X ve y.X esittirler. Teoremin @ gonderimi Q oy ’dir.

U

X =X, ve 1. X in konveks kombinasyonu

Sekil 2.7 Aradeger vektor alan1 X
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Bu teorem X ’in akis ¢izgisi kullanarak soyle ispatlanir: U, , y 'nin tanim bolgesi olsun
ve y(U))=1,xV,l,cR,V,cR"" olsun. Teorem (2.5.2) bu haritay1 kullanarak,
w.XoUu=U denkleminin bir lokal u(t;Xl,...,Xm) ¢Oziimiinlin varligin1 garantiler.

Orijinde  f (t;X,,...,%, ) =U(t;0,%,,....,%,): 1, xV, >R, 1,cl,V,cV, fonksiyonu

Df (0):R™ — R" tiirevine sahiptir, ¢iinkii f; bilesenleri

=0,,, V.S.

0 Yi2»

8f|

—l, =X:(0)=(L0,...,0), —
=X, (0)=(10...0). £

saglayacak bi¢imde bulunur. Bu yiizden |, c |,, ve V, <V, olan bir |, xV, komsulugu
tizerinde Df terslenebilirdir ve sonu¢ olarak f orada diffeomorfizimdir. Ciinkii

f(0,%,000 % ) =(0,%,.0 %y ) s w(U)=1L,xVy;n f(I;xV,) =D dir, yeni bir harita
olarak (U I YV ) tanimlamak miimkiindiir (Sekil 2.8). Bu harita iizerinde vektor

alani,

DX =T(®)oXo® ' =T(f "oy Xof=T(f")of
=T(f7)eT(f)o(10...,0)=(1,0,...,0)

formuna sahiptir. Bu yiizden | x {X} ’ler integral egrileridir.
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M

Sekil 2.8 Bolgelerin iligkisi

X (q )=O olan ¢ noktalar1 Kkritik noktalardir denir; bu noktalar akisin sabit

noktalaridir. Teorem m-—1 tanesi zamandan bagimsiz m yerel hareket integralini

gosterir: X, —t,X,,...,X,. Bununla beraber X ’ler yalnmizca M — R fonksiyonlardir.
Bunlara Euclides koordinat fonksiyonlar1 denir. Faz hareket interalleri L, K =0 olan

C" -fonksiyonlar (r>0), K:M — R i¢in korunumlu olurlar.

Mekanigin diferensiyel denklemleri varyasyonel problemin Euler-Lagrange denklemleri

olarak bir dereceye kadar 6zeldirler. Burada gerekli olan X(t)’nin bir,

W = [dtL(x(t),x(t)) (2.26)

fonksiyonelinin DW tiirevinin (Frechet) sifir olmasidir. Bu, DW =0 kosulu herhangi

bir 6zel koordinat sistemi ayirmadigindan, bir koordinat-bagimsiz formiilasyon

avantajina sahiptir. m; ve € sirasiyla i-yinci pargacigin kiitlesi ve yukd, |x; -X;|, i-yici
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ve j-yinci parcaciklar arasindaki uzaklik olmak iizere N-pargacikli bir sistemin

makroskopik Lagrangiani

_—i(eiej —/cmimj)‘xi-xj‘f1 (2.27)

i=1 i>

olur. Burada x genel ¢ekim sabitidir. Korunumlu sistemler icin Euler-Lagrange

denklemleri,
do b N (2.282)
dt ox;, 0x;

ile wverilir. qi(x), i=1,..,N, genellestirilmis koordinatlar1 kullanilarak, yukaridaki

Lagrangian,

L= G _y 2.28b
2 M (a)= -V () (2.28b)
k=1

seklinde yazilabilir. Burada m, her q i¢in tekil olmayan (nonsingular) bir maristir.

Euler-Lagrange denklemleri

dob o N (2.29)
dt oq,  oq,
olurlar ve ¢, ’ler konjuge momentum p; =0L/aq, =m, (q)q, ile ifade edilebilirler,

boylece FEuler-Lagrange denklemlerine esdeger olarak Hamiltonian formunda

denklemleri yazmak daha uygun olur: Sistemin Hamiltoniani

H(0.p)= % pa,~L=3 W (m" (), +v (@) 230)
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olur ve Hamilton denklemleri

dg _oH dp, _ oH 2.31)
dt op,” dt  oq '

yazilabilir. Burada agik¢a L’ nin tanjant demeti iizerinde bir vektor alam ((p,q)

koordinatlari) sagladigi goriiliiyor.
2.6 Tensorler

Eger E bir sonlu boyutlu vektdr uzayr ise, o zaman E — R (Veya C) lineer

gonderimlerinin uzayma onun dual uzayr E" denir. Bu gonderimler skaler ¢arpimlar
bigiminde yazilabilir: Herhangi bir v” € E"’a bir u — (U* |u) gonderimi kars1 gelir, dyle

ki her o € R igin

(0, + o, ) =, (0 ]uy )+, (0 |u, ) (2.32)
dir. Eger ayni zamanda,

(a0 + a0y |u)=a (v |u)+a, (05 |u) (2.33)
oldugu varsayilirsa, 0 zaman E° bir lineer uzaydir. E’, asagidaki dzellikleri saglar:

(i) Egerher 0" eE" igin (v"|u)=0 ise, 0 zaman u=0"dur.

(i) dimE’ =dimE
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*

(i) (E") =E

(iv) Her lineer L:E — F (bir vektor uzay1) gonderimi birebir ve Orten olarak
(birebir esleme bigiminde) bir lineer L': F* — E" gonderimi ile iliskilendirilir, dyle ki
her v eF" ve ueE igin (Ltul*|u):(ul*|Lu) olur. L', gonderimi L ’nin adjointi

(eslenigi) olarak adlandirilir.

Ispat (iv): v > (a)* |Lu) , E iizerinde bir lineer fonksiyoneldir ve bundan dolay1 L' bir

lineer F* — E~ gonderim olmak iizere, v —>(I_ta)* |l)) yazilabilir. L — L' iliskisi

L=l <Ll =Leo,Vo eF <
<Lt1a)*‘u>:<Lt2a)*‘u>, VveE <
<a)*‘Llu>:<a)*‘Lzu>, VveE, Vo eF oL, =L

icin birebirdir. E"=E ve F” =F (E ve F sonlu boyutludur) oldugundan, herhangi
L:E —> F i¢in,

(ofa= )=o) ~(o )
dir. Bu yiizden L" = L olur. Béylece bir L': F* — E” igin
L=L":E—>F, (l|e)=(v|Le’), VveE, Vo' e F’

ve dolayisiyla L' :(L*t )t =" dir, yani iliski aym zamanda ortendir. Bu ispati

tamamlar.
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Tanim: T, (M) nin T, (M) dual uzayma g noktasinda M *nin kotanjant uzayx denir

ve bunun elemanlarina kovektor denir.

ile R" kendi dual uzayi ile belirlenebilir. Eger baz bir

Bir ortogonal baz e,, (ei ‘ej ) =9

ortogonal L birebir eslesmesi €, — Le, gibi donistiiriiliirse, (e*i ‘ej):éij saglamak i¢in

dual baz, {e*i}, (L*1 )t ile déniistiriilmelidir. @ diffeomorfizimi tarafindan T, (M)
lizerinde meydana getirilen (indiiklenen) T, ((D) dontisiimii  genellikle ortogonal

olmadigindan ve ayirt edilen koordinat sistemi olmadigindan, Tq(M ) ’de bir vektor

*

T

. (M )’de harita-bagimsiz anlama sahip olmayan bir vektorle aynidir. Haritalarin

degisimi ile farklilagirlar ve esit olmazlar. Bu yiizden T, (M ) ’yi M ek bir yapiya, bir

Riemannian metrik gibi, sahip olmadan T, (M ) den ayirt etmek zorunludur.

t

4
(M)’nin T"(M) dual uzaymm T (M) ile belirlenmesi (((L’1 )t) ] =L

*

T

a

oldugundan haritalarin degisimi tarafindan etkilenmez. Bir 0" € Tq* (M ), 0" ’a ortogonal

olan tiim v ’lerden meydana gelen bir m—1 boyutlu hiperdiizlem tanimlar. (u* |u) =0

oldugu i¢in, skaler carpimin hiperdiizlemin disina yonelen bir vektoriin bilesenini
oletiigii goriiliiyor. Eger v bir ok ve v paralel hiperdiizlemlerin bir dizisi olarak

diistintiliirse, o zaman (l)* |u) onlarin ka¢ tanesinin ok tarafindan delinip ge¢ildigini

sdyler. Bununla berber v, (u* |l) L) =0 olan bir tek v =y, +v, ayrisim tammlamaz.

Vektor analizinde bir f fonksiyonunun gradyenti bir vektor ornegidir. Burada ise

T,(M)’in bir elemam olarak tammlamr. Bir feC”(M) fonksiyonu bir

T,(f):T,(M)>T,(R)=R gonderimi tanimlar ki bu yiizden T, (M)’nin bir

q q
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elemanidir. Bu gonderim df‘q ile gosterilir ve q noktasinda f ’nin dis tiirevi olarak

adlandirilir. Bir harita tizerinde

— 14, YOeT, (M) (2.34)

bilinen formiil ile verilir.Eger T, (M ) nin bir vektorii X vektor alani ile belirtilirse, bu

gonderim

df, (X (a))=(Lcf)(a), X eT(M) (2.35)

olur. Boylece df 'nin etkisi bir X vektoriine X yoniinde f ’nin degisim oranini

yiikler.

Bir C=(U,®) haritas;, ®(q)=Xeq €R" verilmis olsun, ©;' (q) ters gdnderimi
{&} bazm R"™’den {6/6q;} bigiminde yazilan T (U)’ya nakleder. Aym sekilde,
O (q). {e*i} bazini /2q' *ye dual T, (M) nin bazina déniistiiriir. Bu baz, eger q', M

lizerinde bir C” -fonksiyon olarak diisiiniiliirse, dis tiirev notasyonunda dq' seklinde

yazilir:

(do’|©c! (a)e; ) =da'| (Oc' (a)e;) = Ly g o' = % = (2.36)

Koordinatlarin diferansiyelleri dq' ler Tq* (U)’nun dogal baz1 olarak adlandirilir.

(2.34)’e gore

df = uidq‘ (2.37)
aq
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olur.

Her ¢arpaninda lineer bir

*

T

q

(l\/l )qu*(IVI )x...xTJ(l\/l)—)]R

r kere

gonderimi r-dereceden bir kontravaryant tensordiir. Ayni bicimde s-dereceden bir

kovaryant tensor

T (l\/l )qu(IVI )x...qu(l\/l)—>R

q

s kere

bir multilineer gonderimdir.

Tanmm: qnoktasinda her ¢arpanina gore lineer bir

*

T

q

(M)xT, (M)x..xT/ (M)xT (M)xT,(M)x..xT (M) >R (2.38)

r kere s kere

gonderimi bir r-dereceden kontravaryant ve s-dereceden kovaryant tensordiir denir.

Bu multilineer gonderim,

* * * *
(t‘u1 +U, ,uz,...,ur;ul,...,us):(t

* * *
v, ,Uz,...,ur;ul,...,us)

+(t

* * *
u, ,uz,...,ur;ul,...,us)

v.s. olmak lizere,
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(uf,...,z):;ul,...,us) N (t Uy 5eees Uy 50)5ey U ) eR (2.39)

bir skaler carpim bi¢iminde ifade edilir. Eger ilk ¢arpan i¢in bir dagilma kurali,

* *. _ * *.
((let1 +ant, ‘ul yeens Uy ,Ul,...,US) =q, (t1 ‘Ul yeens Uy ,Ul,...,l)s)

* *
+a, (t2 ‘Ul ,...,Ur;l)l,...,l)s)

kabul edilirse, o zaman multilineer gdnderimlerin uzayi bir lineer yap1 da kazanir ve bu

uzay T (M) ile gosterilir. Buna gore T; (M )=T,(M) ve Tj(M)=T,(M) olur.

Tamm: r vektdriin ve s kovektoriin U, ®U, ®..QuU ®uU; ®uU, ®...Qu, €T, tensor

carpimi,

(1,®..®u ®U®.0uly®.. O 8y ®..0u)= (u;‘|ui)1_l[(u}‘\uj) (2.40)
ile tanimlanir. Tensor carpim asagida verilen 6zellikleri saglar:

@) (), +0,)@w=v,®0+v,w

(i) v® (W +w,)=v® v +VQ w, (2.41)
(iil) a(v® W)=V W =v®aw

Dolayisiyla ® tensér carprmi T xT!’den T.!’ye dagilimli (distributive) ve

birlesmeli (associative) bir gonderimdir. Fakat tanimdan goriildiigii gibi degismeli

(commutative) degildir. Bu gonderimle ®, [T," bir cebir olur ve buna T tensor cebiri

denir (Hassani 1999).

38



Her tensor, vektorlerin bir tensor ¢arpimui bigiminde yazilmamasina ragmen, T, acik

olarak boyle terimlerin bir lineer kombinasiyonu tarafindan gerilir. Eger {e*i} ve {e j}

sirastyla T,”ve T, igin baz (taban) iseler, o zaman bir t € T

t=>thre" ®.®e" ®e; ®...0¢, (2.42)

ij

bigiminde yazilabilir. tilj{:i'sj' , nicelikleri t’nin bilesenleridir. Bir vektdr uzayr gibi
diistiniilerek T, m"™ boyuta sahiptir. Kartezyen ¢arpimda boyutlar toplanirdi, fakat

burada, yani, tensor ¢carpimda boyutlar ¢arpilir.

Toplam tensér cebiri T sonsuz-boyutlu iken idealler yardimiyla boliim cebirleri

uretilebilir.

I={Zt®ti®t_, teT, t,t_eT} (2.43)

ctimlesi T ’nin T, altclimlesi tarafindan iiretilen bir iki-tarafl ideal olarak tanimlanir ve

boliim cebirleri modiillo | esdegerlik smiflaridir. Carpimlar ve toplamlar bu bolim

uzaylari lizerinde bilinen yoldan tanimlanir.

Tanim: Bir t tensorii i-yinci ve j-yinci degerlerinde simetriktir ancak ve ancak bu
degerler degis tokus edildigi zaman onun degeri bir multilineer fonksiyon bi¢ciminde
degismez kalir. Asikar olarak bu iki degeri ayni tiirden olmalidir. Bir tensor
kontravaryant indislerinin her ¢iftinde simetrik ise kontravaryant-simetrik ve
kovaryant indislerinin her c¢iftinde simetrik ise kovaryant-simetriktir denir. Bir tensor

hem kontravaryant-simetrik hem de kovaryant-simetrik ise simetriktir.
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(r,0) tipinde tim simetrik tensorlerin S"(M) ciimlesi T (M) vektor uzaymmn bir
altuzaymi meydana getirir. Ayn1 sekilde, (O,S) tipinde simetrik tensorlerin ciimlesi

T)(M) uzaymm bir S;(M) altuzayim bigimlendirir. Bir simetrik teS"(M)

S

tensoriiniin  bagimsiz bilesenleri, | <i, <..<i  olmak tuzere, t; ; ’dir. Simetrik

tensorlerin bir climlesi bir vektdr uzay1r bi¢imlendirmesine ragmen, tensorlerin bilinen
arpimi altinda bir cebir bigimlendirmez. Gergekten, t=t'e ®e ;vel =1 ®¢
tensdrleri (2,0) tipinde simetrik tensdrler olsalar bile t®T =t'T"e, ®e, ®e, @6,
(4,0) tipinde simetrik tensoér olmak zorunda degildir. Ornegin, t"T* #t*T" olabilir.

Bununla beraber simetrik tensorler icin simetrik carpanlarin bir simetrik ¢arpimini
bulmak i¢in tensor ¢arpimin tanimi degistirilebilir.

Bir t tensorii 1 ve j indislerinde kontravaryant (kovaryant) skew-simetriktir ancak ve
ancak her @ eT/ (U eT, ) icin t’nin i-yinci ve j-yinci degigkenleri ig¢in
o eT’ (u eTol) yerine konulmas: kalan degiskenlerin degerlerine bakmaksizin sifir

sonucunu verir. Bir Kkontravaryant (kovaryant) skew-simetrik tensér her
kontravaryant (kovaryant) degisken ciftinde skew-simetrik tensordiir (Hassani 1999).
Bir tensér hem kovaryant hem de kontravaryant skew-simetrik ise skew-simetriktir

denir.

Tanim: V bir vektér uzay ve V' onun dual uzay1 olsun. Bir simetrileyici, toplam

*

1,2,...,r tamsayilarinin r! permiitasyonlari iizerinden alinmak iizere ve 7',7°,....,7" €V

olmak iizere,

[SO](e, 7%t ) == Dot e, ) (2.44)
ile verilen S:T; — 8" ’ye bir islemcidir. S (t) , siklikla tg ile gosterilir, acik olarak tg

bir simetrik tensérdiir. Benzer bir tamm S:T” — S, simetrileyicisini verir. Burada

(2.44ydeki 7',7°,...,7" yerine v,,0,,...,0, €V alinr.
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Tanmm: teS" vel €S° tensorlerinin simetrik ¢arpimi tt ile gosterilir ve toplam

1,2,...,r + s ’nin biitlin permiitasyonlar1 iizerinden olmak {izere,

(2.45)

biciminde tamimlanir. te S, vet €S, tensorlerinin simetrik carpimi da aym sekilde

tanimlanir. Tanimdan simetrik ¢arpimin degismeli (commutative), birlesmeli

(associative) ve dagilimli (disributive) oldugu agiktir.

Tanim: p kovektdriin v AU, A...Av, €T dig carpimi veya kama (wedge) ¢arpimi

(Ul* AUy A AD, ul,uz,...,up)z det(ui* ‘uj) (2.46)

ile tamimlanir. ® notasyonu ile baglanti herhangi iki kovektdér igin,

v, AL, =U; @V, —v, ®, ’dir. Daha genel olarak, eger t;; ; tamamen antisimetrik ise
iy

e ®e® ®.®e" =t e e A ne™ (2.47)

| (P

t

iy .

dir. Bu ifadede, (~1)" permiitasyon isareti olmak iizere, herhangi bir (i]...ip) _)(Pil...ip )
permiitasyonu igin t, , = (—1)P t,;, dir. p-yinci dereceden kovaryant, tamamen

antisimetrik tensdrlerden meydana gelen lineer uzay A, ile gosterilir ve elemanlar,
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*j *j *j
—e'"AeTA.LLAE D

0! iy i (2.48)
(i P

m

formundadir ve boyutu (
p

J’dir. Eger kama (wedge) carpim A icin degisme

(associative) ve dagilma (distributive) kurallari tim A ’ye genisletilirse, o zaman
@7 ,A, (A, skaler olsun) ciimlesi dis cebir olarak bilinen bir dereceli (graduated)

cebir olur. € ’ler tarafindan ki onlar i¢in ¢arpim sira degismezdir (antikomiitatif),

meydana getirildiginden bir Grosmann cebiridir. A ’nin ilgi ¢ekici olmasimnin nedeni
onun elemanlarinin p vektor tarafindan gerilen hacimleri 6lgmesidir. Kovektorlere A,

bir vektoriin bilesenlerinin boyunu tanimlarlar. Dogal skaler ¢arpimm e”’yi €' ile

tammladigi R" de, (e*i/\ei u,u)=ulz)2—u21)l (1-2)-diizlemi iizerinde u ve v’niin

izdiistimleri tarafindan gerilen paralelkenarin alanidir. Bu acik olarak p vektoriin,

1< p<m, durumunu geneller.

Simdiye kadar hacimleri 6l¢gmek icin elde edilen aksiyomlar asagidaki bigimdedirler:

1(U,0,0,...), U,0,0,...vektdrleri tarafindan gerilen hacim olsun

(i),u(au,u, a),) = ,u(u,cw, a),) =..= a,u(u,u, a),)

(i) (U, +Uuy,0,0,...) = p(U,0,0,..)+ u(U,,0,0,...), ve benzer sekilde v =, +v,, vs.

icin de saglanir

(i) p(u,u,0,0,..)=u(u,0,0,0,..)=..=0

Bu gereklilikler bir teAp, y(u,u,a),...)zu(t

u,v,a),...) icin suna esdegerdir:

Aksiyom (i) ve (ii) bir multilineer yapiya neden olurlar ve Aksiyom (iii) tam
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antisimetriyi ifade eder. Tam antisimetri iki argiimanin degisiminde isaretin

degismesine esdegerdir ve Aksiyom (iii)

p(u+ov,u+v,,..)=p(u,00,.)=pu00,.)=0 (2.49)

yol acar.

Tamm: I¢ carpim (@,X)—> i@, A, AT dan A _’e her iki ¢arpaminda lineer bir

gonderimdir ve asagida verilen sekilde belirlenir:

(1) ixa):(a)|X), we A, igin
(2.50)
(i)iy (@ Av)=ix@Av+(-1)’ @i, @e A, igin

Her p <0 i¢in A, =0 kabul edilir ve, dolayisiyla @ eT, iken iyw=0"dir.

Bir geT, tensori (u,0)eT xT;’i g(u,v)eR’ye resmeder. Bilesenlerinden,
u=u'e, v=0'e, veg=e" ®e™g, olmak iizere g (u,0)=u'v*g, yazlabilir. Eger g,
matrisi tamamen pozitif ise, yani @, = 0,; ve biitiin 6zdegerleri pozitif ise, 0 zaman bu
bilineer gonderim ¢ (u,u) = <u,u> biciminde yazilir ve bu skaler ¢arpimin 6zelliklerine

sahiptir:

<u|u>=<u|u>, <U|U>ZOVC <U|U>=0<:>U=0 (2.51)

Eger ¢, matrisinin 6zdegerleri muhakkak pozitif degiller ama higbiri sifir degilse, o

zaman
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g(u,0)=0 her vigin <u=0 (2.52)

ifadesi bulunur. Bu kosulu saglayan g dejenere degildir (nondegenerate) denir. Bu
durum icin de yukaridaki notasyon kullanilabilir: ¢ (u,u) = <u,u>. Bu bagint1 her bir

veT, in

(v|w) = (u* |a)) her @ igin (2.53)

formiilii araciligiyla birebir ve oOrten olarak bir o :e*igikuk tayin edebildigini

garantiler:

W= a)iei§ <U|a)> - (U* |a)) = Uia)kgik v = e*igikuk

g tensdrii boylece uzayr T, ve T, bir belirlenimine izin veren bir ek yapiyla donatir. O

zaman basit olarak bir vektorden soz edilebilir ve onun kontravaryant bilesenleri v* ve
kovaryant bilesenleri ise v, = g, 0* bigiminde gdsterilir. Bu tanimlama ile yukarida

kobazlar i¢in kullanilan yildizlar artik diisiilebilir:

0, =6 veu=u'g =Ug' (2.54)

olur, dolayisiyla

5| :<ei ‘ej> =((ei ) ej):(e*i ‘ej) (2.55)
oldugu i¢in,

RN (2.56)
(¢')
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olur. g ’ye ters matris iist indisle yazilir: g, 9" =&/. Diger indisler bunun gibi g, ve

gY ile asag1 veya yukar1 yazilabilirler:
e' =g veu' =g'u, (2.57)

Eger (2.51) saglanirsa, o zaman <U|U>1/ ® bir vektoriin boyu olarak ifade edilebilir.

Bununla beraber ne u' ne de U, U vektdriiniin i-yinci bileseninin boyu olamazlar,
1/2
drnegin <u1e1‘u‘el>/ :‘u1‘1/911 gibi. Sadece g;=¢; olan bir ortogonal bazda

. 1 1 1/2 1 . . .
bilesenler <u e ‘u e1> = ‘u ‘ seklinde boy belirtirler.

Eger vektor ve kovektorler belirlenirse, 0 zaman ayn1 o =r +$ ’ye sahip biitin T," ’lere,

ik
tilu.i,jl...js =15 Gk Yik,

olmak iizere,

t=t" e} ®. .®e* ®e ®..0¢
=t ;.. ¢ ®. .0 e . Qe

ey By Js

(2.58)

aracihigiyla 6zdes bakilabilir, mesela, onlarin tiimii birebir ve orten olarak T'’ya

resmedilir.

Tanim: iki tensoriin skaler ¢arpimi

(Tt =Tt gy Gy, 90 " (2.59)
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ile tanimlanan bir bilineer T, xT, > R, (t_,t) — <t_|t> e R gonderimidir.

Eger g pozitif ve te A, ise, o zaman <t|t>1/2 , t ile tanimlanan p-boyutlu hacim i¢in

bir 6l¢lim saglar.

Tanim: A, iizerinde i¢  carpmm  asagidaki  kurallarla  belirlenen,

Ay xA,—> A, ,,p20, (a), U) — i, bilineer gonderimi olarak tanimlanir:

(1) iua):<a)|u>, p=q=1ig¢in,

(ii) iu(a)l/\a)z)=(iua)1)/\a)2+(—1)pa)1/\(iua)2), veA vew €A, igin (2.60)
(i) i, ., =i, °i,-

Bu tamm Tj, A, ile bir tutulursa, (@,X)—> i@, A xT; dan A e tammlanan ve

(2.50) ile belirlenen i¢ ¢arpimi geneller. i’yi bilesenler cinsinden ifade etmek igin

A, ’nin bazi igin,

RIS VN NN L (2.61)

kisaltmasi kullanilabilir, boylece;

L= gl (2.62)

ile,
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. 1 .
|Uw:m0h an)jlmjpeJCPr e (263)

bulunur. p=q ise

i a):—<a)|u>:ia) o =i p (2.64)

olur.

Eger ve A, ile dig carpma, bir A, - A, gbnderimi seklinde tanimlanirsa, o zaman

v ile i¢ ¢arpma adjoint gonderimdir (< | > carpimina gore):

(vro|u) =i, =i, (i,u)=(eliu)=((,) |x) (2.65)

Ozellikle, 5:|g|1/ “e"" kanonik m-formu i.g=(-1)" ile normalize edilir. Burada

m
p

g =det(g, ) ve (-1)" =g/|g|’dir. A, ve A,

, uzaylarimn ikisi de (

J boyutludurlar

ve dolayisiyla (2.52) 6zelligini saglayan bir ¢ ile tanilanabilirler.

Tamm: Dualite gonderimi veya yildiz islemcisi @ — *® =1 & bi¢iminde tanimlanan
bir lineer Ap —*>Am_p birebir eslemesidir.

* iglemcisi birebirdir ¢iinkii her @# 0= *w=0’dir, ayn1 sonlu boyutlu lineer
gonderimler i¢in birebirlik, orten olmayr ifade eder (garantiler) ve dolayisiyla *

islemcisi birebir ve orten bir génderimdir (Lang 1999). Bilesenler cinsinden (2.63)’den,
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b (2.66)

yazilir. Y1ldiz islemcisi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

() e=*1, *e=(-1),

(i) *ox=(-1)"""", 2.67)

(i) i, * o =*(w Av),

(iv) Her v,we A, igin vA*o=¢cl,0=wr*v=¢(-1) i, *o.
Ispat:
() ie= <€|g> = (—1)s seklinde normalize edilir.
iy o
tp=— D gluehg ., we A icinve
(11) p' m— p)' S dm p
_ p(m-p)
iy (_1) g iy -l
a)jln.jp N
a)jl"'jp (m-p) ps1---dm | o dpst---Jm
- p! m—p)'(m p)! i .]p(_ )p p( iy SR R 5j1A..jm)
(mpys 1
S L

elde edilir. Burada iigiincii adimda (1) sonucu ve dordiincii adimda (2.62) kullanildi.
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(i) i,*ew=ije=i,, =*(@Av)

A, ve A, ikisi de bir-boyutlu (¢=*1, *=(-1)" kanonik m-form 1 rakamina dual
goriintiisiidiir) ve dolayisiyla R ’ye izomorfiktirler. Ozellik (ii)’ye gore * génderimi
(—l)p(H)+S isareti disinda kendi tersine esit olacak, fakat bunun i¢in isaretin tanimini

degistirmek gerekir ki bu olasi degildir. Ozellik (iii) i¢ dualite génderiminin i¢ ¢arprmi
dis ¢arpima doniistiirdiigiinii ifade eder; yani i¢ carpimin dis ¢arpima dual oldugunu

belirtir. Ozellik (iv)’de dualite teriminin orijini belirtilir. Her v e A, veweA, | icin

UNCERANCY (2.68)

seklinde bir skaler c¢arpim tanimlanirsa, A igin A, dual uzay olur. Bu skaler

p

carpim, i i¢ ¢arpimi ile

.0} =(-)"""i,*0 (2.69)

bagintisi ile baglamir. Bu, Ozellik (iii)'den agiktir.

m=3 ve g, =0, olsun. Bu takdirde *o* =1 olur. Baz vektorleri,

p=0,3:1«—dx' Adx’> Adx’,

. 2.70
p =1,2:(x1,dx2,dx3)<—>(dx2 Adx,dx® A dx!, dx’ /\dXz) (2.70)

olurlar ve bilesenler i¢in bu,
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we,:(*o) = %wk,- . 2.71)
A, * I

weN; "W ia)'lkguk

ifade eder.

Artik farkli noktalardaki biitiin tensorler M iizerinde bir bir demet i¢inde toplanabilir.

t
M ’nin bir C haritasinin U tanim bdlgesi lizerinde (@gl) ,

T(U)=UT, (M) (2.72)

geU

kotanjant demeti i¢in

T (U) > @(U)xE":(a07) > (@ (a). (0 () v 7

araciligryla  bir  harita saglar. Bu soyle g¢ikar: O (q) T, (M ) —->R",

(@;1 (q))t T, (M)>R™=R" olmasini gerektirir, bundan dolay1
U

(v"u)=((e3 (@)’ 0

icin bu haritalar uyumludur. D(CDOCT)’I) yalnizca diferensiyellenebilme kosullarini

®C(q)U)’dur. (2.8) ve (2.9)'da gosterildigi gibi farkli U ’lar

ortadan kaldirmayan D((DOCT)_l )t ile degistirilir. Boylece demet yapist dogrudan

tensoOrlere aktarilir.

0. (4)®..80,(q)®(®; (1)) ®..8(0; (1)) (2.74)
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gonderimi her geU noktasindaki T ’yi R™"*) icine gdnderir. Bir birebir esleme

olarak bu gonderim tensor demetlerinin haritalari i¢in kullanilabilir.

Tamm: M, U;C =U,;(U,,®;) atlash bir manifold olsun. T (M)=U,Ts(M)

iizerinde Ui (Ug, Te (M), (0,4, ®...0U, @1, ®...0 0, ) -

(@,(2):0¢ (a)u, ©..00, (a)u, ©(07 (a)) v,©..8 (0 (1) U)) hatitast il

tanimlanan M  iizerindeki vektor demetine r-kere kontravaryant ve s-Kere

kovaryant tensorlerin demeti denir.

Bu tammla, T(M)=T/ (M) veT (M)=T"(M) olur. Vektér demetinin sagladigi
lineer yapiy1 tensor demeti de saglar. Bu tanimdan asikardir ve dolayisiyla izdiisiim

IT:( QU Ups 0y, 0 ) = (050,0,...,0) olur. TS (M) iizerinde kullanilan topoloji

U xR™"* *nin ¢arpim topolojisidir. Ornegin, M bir m-boyutlu, topolojik uzay olsun:
T (M)=MxR"™"dir. O zaman T'(M) ve T(M)’nin her ikisi M xR"

S

formundadir, fakat tanilanamazlar c¢linkii ortogonal olarak ayirt edilen baz
saglanmamistir. Eger M =RxRx...xR ise, ek Riemannian yapidan dolayr bir

ortogonal baz var olacaktir.

Tamm: t:M > T/ (M), ITot=1 biciminde bir C*-génderim olsun. Bdyle bir t
gonderimine r-kere Kontravaryant ve s-kere kovaryant tensér alami denir. Boyle

biitiin tensor alanlarmin ciimlesi 7' (M) ile gosterilir. p-kere kovaryant tamamen

antisimetrik ~ tensér  alanlarma  p-form denir ve p-formlarin  ciimlesi

E,(M), p=0,1,...,m, ile gosterilir.

Kovaryant, tamamen antisimetrik p-yinci dereceden tensorlerden olusan lineer uzaylar

A gosterildi ve bu wuzaylar araciligiyla AprO‘ —>A

) (X,0)—>iyo ve

p-1°
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A xAy > A, (0,0)>i,0, q<p i¢ garpimlart ve A, —— A, |, 0 >*0=i¢,
yildiz islemcisi tanimlandi. p-formlar, p-kere kovaryant tamamen antisimetrik tensor

alanlar1 olduklarindan bu tanimlar tamamen ayni kalir. Bu notasyon asagida verilmistir:

(| )TT >C
i:E xT°—>E,,
A:E, xE, > E,, (2.75)
i:E xE, >E,

*E, —E,,

Vektor alan ve 1-kere kontravaryant tensor alan terimleri kovaryant vektor alan ve 1-
kere kovaryant rensor alan ve 1-form terimleri gibi esanlamlidir. Bir tensor alani bir

haritanin dogal bazinda lokal (yerel) olarak,

(%C}‘;ﬁ.iiﬁil ®0, ®..®0, ®dq’" ®dg” ®..®dg" (2.76)
i)(i

olarak yazilabilir, C(('J)) eCw(M). Fizikte C(('J)) bilesenleri tensér alanlar1 olarak

diistintiliir. Bu bazda bir p-form,
Yoc, i @ ®..@dx" (2.77)
(i)

biciminde yazilir.

Eger T) ve T” igin {g,} ve {ei} global bazlari varsa, o zaman agik olarak her T (M)

icin de bir global baz vardir. Bu takdirde

MxR™" T (M), (x,0) > (x.e(x)0') (2.78)

52



diffeomorfizimi atnimlanabilir ve manifold paralellenebilirdir denir (yani T (M) bir

manifold olarak M xR"™’ye difeomorfiktir). Bundan aym zamanda biitin T, (M )
demetlerinin triviallenebilir oldugu sonucu ¢ikar. Eger bir tek haritadan meydana gelen
bir atlas varsa, o zaman dogal baz global olarak tanimlanir. Bununla beraber bu kosul
zorunlu degildir; érmegin, S' de paralellenebilirdir. Tersine, S* iizerinde higbir yerde

sifir olmayan diiz bir vektor alan1 dahi yoktur.

Eger global olarak sifir olmayan bir m-form varsa, o zaman M yo6nlenebilirdir denir.

Herhangi bir paralellenebilir M, e' A€’ A..Ae™ hicbir zaman sifir olmayacag: icin

ayn1 zamanda yonlenebilirdir. Bu kosul da zorunlu degildir, rnegin S° yénlenebilirdir
ama paralellenebilir degildir. Her manifold bir Riemannian yapi ile donatilabildigi i¢in,
boyle bir yapt yonlenebilir olmayr agik olarak garantilemez. Tersine, asagida

tanimlanan simplektik uzay,

g/\g/z/;.../\g =dql/\dq1/\.../\dqm,/det(g) (2.79)
m ere

m-formu, varsayima gore sifir olmayacagi icin her zaman ydnlenebilirdir.

Eger g e’]}o(M ), M’nin biitiin noktalarinda (2.52)'yi sagliyor ise, o zaman orada

olusturulan yapt M ’nin tamamina genisletilebilir ve M {izerinde ek bir yap1 yaratilir.

0; ‘nin tamamen simetrik veya antisimetrik ve tek bir noktada formiile edilmeyen (yani

M ’nin tamamina genisletilebilen) bir difarensiyellenebilme kosulunu saglayan
durumlar1 6nemlidir. Eger (2.52) her yerde saglaniyorsa, tensor alan1 dejenere degildir

(nondejeneredir) denir.

Tammm: Eger bir M manifoldu bir dejenere olmayan, simetrik tensor alani

ge 7, (M) ile verilirse, 0 zaman M bir pseudo-Riemannian uzaydir denir. Eger g
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ayni zamanda pozitif ise, M Riemannian uzaydir ve g ’ye onun metrigi denir. Eger

g € E,, dejenere degil (m'nin tek olmasin1 gerektiren) ve

m/2

g=>.dg; Adq;,,, (2.80)
j=1

olacak sekilde bir dogal baz, dq; varsa, o zaman M bir simplektik uzaydir. Burada

kullanilan 2-form kapalidir dolayisiyla ayni zamanda tamdir. (Kapali form
dw = 0 esitligini saglayan formdur, tam form ise bagka bir formun dis tiirevi bigiminde
yazilabilen formdur, dig tiirev bigiminde yazildig1 i¢in kapali olmay1 otomatik olarak

saglar (Poincare lemasi)) (Lang 1999).

0, » biitlin sifir olmayan 6zdegerleriyle bir sabit simetrik matris olmak tizere,
g =) dx ®dx“g, (2.81)
ik

ile R" bir pseudo-Riemannian uzay olur. g, bir ortogonal x' — m"x ; doniisiimiiyle

diagonal hale getirilebilir ve o zaman biitiin 6zdegerler, bir

(2.82)

genislemesiyle Q. =+1’e¢ normalize edilebilirler. Bu haritalar pseudo-Euclidean
dontisimlere gore belirlendiklerinden 6zel bir konuma sahiptirler: n=4 ve
9. = (—1,1,1,1) icin doniisiim Poincare grubu bicimlendirir (olusturur). Her g, =1 iken

R" bir Riemannnian uzay olur. Diger haritalar iizerinde bu uzaym g ’leri diagonal ya

da sabit olmak zorunda degildirler; 6rnegin Riemannina durumda R"’de ve kutupsal

koordinatlarda, g =dr®dr+r’dep®de dir.

54



M ve N iki manifold ve N <M olsun. Bu takdirde T(N), T(M)’nin bir
altmanifoldu olur ve bir dejenere olmayan ge7,’(M),g>0, N iizerinde bir
Riemannian yapiya neden olur, ¢linkii g aym zamanda bir dejenere olmayan
T,(N)xT,(N)>R gonderimi saglar. R", iizerinde g, =&, metrigi S" veya
T" < R™ iizerinde bilinen metrige neden olur. R" ’nin Riemannian yapis1 mekanikte

m, (9)¢G, /2 biciminde yazilan kinetik enerji nedeniyle agikga goriiniir. Bu,
T, (M )><Tq (M ) — R gonderimi tam olarak bir metriktir. (2.54)'de belirtilen
T,(M)xT,(M)— R birebir eslemesi (bijection), bir metrik tarafindan neden olunmus
ve @’y m,(q)d =0L/o6G, yani T (M)’nin bir noktasma karst gelen

p;: ( P, q)konjuge momentuma gonderir.
g, > bir pseudo-Riemannian uzay lizerinde diagonal hale getirelebildigi i¢in, g ’nin

0, i+ ]ise

g=¢€®e7m, m :{ (2.83)

+1, i=]ise

dik (normal) formuna sahip oldugu bir ortogonal {ej} , bazi1 lokal olarak tanimlanabilir.

Bu baz simplektik bazin dik formu (2.80) baz1 gibi dogal olmak zorunda degildir.

2.7 Kovektorlerin Doniisiimleri
Bir ®:M, »> M,, diffeomorfizimi bir T(®):T(M,)—>T(M,) diffeomorfizmine

neden olur. Bu iliskiler g0z ontinde bulundurularak asagida

(|) T (M )zT (M)— M xR" skaler ¢arpiminin invaryant (degismez) kalacagi bir
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T'(M,)>T"(M,) diffeomorfizimi tammlanacak. Burada x simgesi lif (fiber)

carpimi ifade eder ve ¢arpanlarin ayni taban (base) noktasinda alindigini anlatir.

*

Bir @®:M,—>M, diffeomorfizimi i¢in diger T (®@):T (M,)>T (M,)

diffeomorfizimi asagidaki diyagramlarn yer degistirecek (degis tokus olacak) bicimde

tanimlanir:
M, o M,
I, I,
THM, ) — ) )
MR 1 MxR

(I)) xT(cI))

T T* T

Bir haritanin tanim bolgesi lizerinde T (D) acik olarak
(q.u)—> (CD (a), (T (CI)*1 ))t (g)-u ) , diferansiyellenebilme ve teklik asikardir. Burada t

bir sabit q noktasinda bir lineer gonderimin transpozunu gostermektedir. Genellikle bu

basit olarak T (®)=T (d)’l )t seklinde gosterilir.

T(P)®T(0)®..0T(0)®T (P)®T ()®...9T (D)

r kere s kere

tensor ¢arpimint kurmak, T, (M ) ‘nin bir diffeomorfizim altinda nasil degistirildigini

gosterir.
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0, ®0;, ®..®0, ®dq’ ®dg” ®..®dg*

bazinin vektorleri sirasiyla T(®) ve T™(®) ile doniistiiriilmelidir ve linerlik bunu
T' (M ) ‘nin tamamina genigletir. Bu yolla, bir manifoldun diffeomorfizimleri altinda

S

ve Ozellikle harita degisimleri altinda tensor alanlari i¢in bir doniigiim kurali elde edilir.

Tanmm: Bir ®:M, > M, diffeomorfizimi asagida verilen diyagramin permiite
edilebilirligi (pemutability) ile tammlanan bir ®@.:7(M,)— 7 (M,) gonderimine

neden olur (Thirring 1997):

M,2q D(q)eM,
t(a) T P:(®(a))

i T, (®)s...0T,(P)eT;(®)e...0TI(®)

qs Plq)s
te7 (M) olmak iizere,
Dt=T(P)T(P)®...9T (P)BT (®)®T " (P)®...9T (®)otod™ (2.84)
r kere s kere

olur. g €C”(M,) verilsin.
®,dg=d(ged")=d(d.g) (2.85)

olur (asagidaki diyagrama bakin). Bir fomksiyonun dis tiirevinin goriintiisiiniin

fonksiyonun goriintiisiiniin dis tlirevine esit olmasi agiktir. dg, bir u: 1 — M, egrisi ile

57



belirlenen bir v vektoriine uygulanirken, U boyunca @ ’nin degisim oranidir. Bu,

®ou boyunca go® ' ’in degisim orani ile aynidur,

e
N

ve son egri T(®) altinda v vektSriiniin goriintiisiinii belirler.

Bir vektoriin gorlintiisii onu tanimlayan egrilerin gorintiileri ile belirlenir. Bir
kovektoriin goriintiisii dyledir ki onun bir vektdriin goriintiisii ile ¢arpimi vektorle
kovektoriin hakiki (orijinal) ¢carpimina esittir. Bu kosullar tabanlar arasinda iligkileri

sabitler ve @, ’1n cebirsel operatorlerle sira degisebilirliginden (permutability) dolay1:

Bitiin tensorler arasinda

(2.86)

vardir. Tensor alanlart ise, her noktada o noktadaki tensdrler gibi doniisiirler. Bilesim

ise tanimda verilen diyagram geregince asagidaki gibidir:
(D,0®,), =D, 0D, (2.87)

@ diffeomorfizimi altinda (|) skaler carpimi1 degismez (invaryant) olmakla beraber,

aynist < | > icin veya daha genel olarak ®, ¢ metrigini degismez (invaryant)

birakmak kosuluyla i i¢ carpimi i¢in dogrudur. Bir pseudo-Riemannian yapiy1
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degismez (invaryant) birakan diffeomorfizimler izometridir denir ve onlarin bir

simplektik yapiy1 degismez (invaryant) birakanlarina kanonik doniisiimler denir.

@ birebir olmadig: takdirde, yalnizca kovaryant tensor alanlarinin terslerini tanimlamak

olasidir. @, orten bile olsa, 6rnegin bir alt manifoldun j injeksiyonu (tek boyutlu
daldirmast), j:N —>M oSN, T(j):T(N)>T(M)>T(N) ise, bir vektor alammn
ne goriintiisii ne de ters goriintiisii tanimlanir; gorlintliniin heryerde tanimlanmis olmasi

basarilmaz ve ters goriintii M , metrik verilmeden T, (N ) "ye tiimleyen olan T, (M )nin

bir ayrik altuzayina sahip degildir.

Tanmm: ®:N —-> M iki manifoldun bir diferansiyellenebilir goénderimi olsun.

Kovaryant tensdr alanlarmm @ :7.°(M)— 7.°(N), ters goriintiisii veya pull-back

gonderimi,

DX =(T(®)) e XD (2.88)

bagintis1 ile tanimlanir. Bu asagidaki diyagramin sira degismesine (commutativity)

esdegerdir:

N—2 M

P X=(T(®))toXod | Q)*X{ \X
t
Diffeomorfizimler igin,
" =(0), (2.89)

59



dir. Bir t kovaryant vektor alaninin ®'t, pull-backi vektorler iizerine tam olarak t ’nin

T ((D) altinda onlarin goriintiileri iizerine etkidigi gibi etki eder:

O't(0,0,,...0,) =t(T (@), T (D)v,,...T(P)v,) (2.90)
Eger t=dg € 7,° (M) ise, 0 zaman (2.85) ve (2.89)’a gore,

®'dg=d(god) (2.91)
bulunur ki @ orten ya da birebir olmak zorunda degil.

a)eTlo(M) olsun, ®@w’nin tam formu lokal koordinatlarda, koordinatlarn

diferansiyellerinin temel (veya gradiyent) dontsiimleri ile iliskilendirilmeli:

®:q >T (q) icin, (T (q)))ij =g /6qj olur. Bundan dolay1

(T(@™)) =(T"(@), . (2.92)

dir. :q— (q,a)i (q)dqi) olsun. O zaman,

j .
Ow:q—> (Z—‘qﬂiJ o, (©7(T))dq’ (2.93)

olur. Kovaryant bilesenler T (M )’nin &, bazi ve dolayisiyla gradiyent ile ayni bigimde

dontstirler:
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Diger yandan,
g’ =| 23 |ag’ (295)
aq’

dir ve boylece bilesenler degismez birakilir. Bir m-form i¢in doniisiim kurali ise, @ bir

m-form olmak tizere,

o=, ,dx' Adx® A AdX"
ox' ox*  ox"

=0, _ . ——dX" AdXE AL A (2.96)
»es 67]1 6?]2 67]m

o . det(a—X.J dxh AdXE A AR
ooy 671

seklindedir.
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3. TUREVLER, LiE TUREVi VE INTEGRALLER
3.1 Di1s Diferansiyel

Sadece bir ek yapiya sahip olmayan bir manifold i¢in diferansiyellenmenin temel
isleminin genellemesi bir formun dis diferansiyelidir (tiirevidir). Eger bir lokal akig bir
vektor alani ile verilirse o, bir keyfi vektor alaninin Lie tiirevini tanimlar. (2.34) d dis
tirevi temel analizin diferansiyelleme islemlerini de igeren bir d:E —>E |

gonderimine genellenir.

Tanmmm: @ bir harita {izerinde

a):i'zc(i)dqh AdGE A...AdG", ¢ €C*(U) (3.1)
P

seklinde yazilan bir p-form olsun. O zaman (p+1)-form,
da):—ZdC(i)/\dqi‘ ~dg" /\.../\dqip (3.2)

verilen @, p-formunun dis diferansiyeli (tiirevi)’dir denir. Bu tanim gz Oniine

aliarak dis tiirevin asagidaki kurallar1 sagladig goriiliir:
(a) d(aw, + fo,)=ad(w)+ pd(w,), , cE (M), a,feR
(b) d(o rw,)=d(0)re,+(-1) o rd(@,), o cE,, o, E, (3.3)

(c) ddw=0, weE,, p=0,1,.,m
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(d) df =(4,f)dqg’, f herhangi bir reel degerli fonksiyon.

(a), asikardir ve (a), d ’nin lineerligini ifade eder. (b) kuralina dis (wedge) ¢arpimina

gdre d 'nin antitiirev 6zelligi denir (Warner 1971) ve o, € E, ve 0, € E,

d(a) /\a) { — 2. C) .)dqi‘/\dqiz/\.../\dqi"/\dqjl/\dqu/\.../\dqj“J
p q (i)(1)

i1
Praldm)
Adgh Adg* /\.../\dqj”)

(p'ZdC ~dgt Adg® A.. /\dq]

((dc(i) €5y ¢ -dc(j))dqi‘ Adg® A...Adg®

IZC dg Adg® A.. /\dq"‘J
* (i)

o]

)
=d(o)ro,+(-1)" o, Ad(®,)

{a
+(~1) (p > ¢ " AdgP A...Adg"” J
|

dC(J.)/\dqjl Adg* /\.../\dqj“]

elde edilir ve (c) kurali parcal1 tiirevin simetrisinden ¢ikar:

ddo = d(i dC(i)/\dqi'/\dqiz/\.../\dqip]
p' (i)

1
=d| — dg’ Adg" Adg® A...Adg"
[p'%zaq |

1 o°c

|) K p'@q 5q

dq ~dg’ Adg' Adg” A...Adg®
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2 2
0 _ 9%

burada =
oq“oq’  oq'oq

(simetrik) ve dg“Adg'=-dg’ Adg* (antisimetrik)

olduklarindan yukaridaki toplam sifira esit olur. Bu sonug, dd@w =0 oldugunu ifade
eder. (d) kurali (2.37)’de verilmistir. Yukaridaki tanimin koordinat bagimsiz olmasi
istenir, bu da diffeomorfizimlere gore d ’nin dogal olmasini (dogal bazda ifade edilmis

olmasini) gerektirir. Bir @ : M, — M, diffeomorfizimi i¢in asagidaki diyagram permiite

edilebilirdir:
Ep(M;) ————Ej(M;)
d d

Ep.1 (My) P +Epi1(Ms)

Bu diyagram,
O do=dd.w (3.4)

esitligine esdegerdir. Bu su sekilde ¢ikar: (2.84) esitligi (bu 6zel bir durumdur ve q' ’ler
M ’nin elemanlar1 olduklarinda gegerlidir) ve onun asagisinda verilen diyagram

kullanilarak,

D,0=)» O, (C(i))db* (dqil ) A AD, (dqip )
(i)

= (C(i)oCD—l)d(qi] oq)—l)/\m/\d(qip oq)—l)
(i)

dir. Bu esitlikten (3.4)’lin sag tarafi (3.3 (b)) kullanilarak,
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4.0 =d ( (C(i) °(D_l)d (qi‘ °‘I)_l)/\.../\ d (qip od)‘l)J
G

= Z(dc(i) OGD_I)/\d (qi‘ oCD_l)/\.../\d (qi" o(I)"l)
)

bulunur. Diger taraftan,

Lch(i) Adg" Adg® /\.../\dqip
PG

= d.do=> D, (dc(i))(l)* (dg)A...n . (dqi" )
0

dw=

=Zd (C(i) oCD_l)/\d (qi‘ oCD_l)/\.../\d (qi" o(I)"l)
(i)

=dd®.w

Bu (3.4) esitligini ispatlar. Son adimda (2.84) esitligi kullanildi. Eger @ haritalarin
degisiminin diffeomorfizimi ise, o zaman d®, her seyin yeni koordinatlarda ifade
edilesi harig, eski koordinatlardaki gibi yeni koordinatlarda olusturulur. ®.dw=d®.»

esitligi yalmz diffeomorfizimler i¢cin dogru degil, ayn1 zamanda (2.87), formlarin ters

goriintiileri (pull-back) i¢in saglanir.
M =R’ olsun. Buradaki notasyon ile vektor analizindeki notasyon arsindaki iliski:

(df), ~(v1), = (grad ),
*(dv), = (curlv).
*(*dv)=V-v=diw

(3.5)

bicimindedir. (3.3) kurallari, asagidaki 6zel durumlari igerir:

(b) p=q=0:V(f-g)=fVg+gVf

(b) p=0,g=1:Vx(f-v)=(Vfxv)+fVxv
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p=q=1:V[vxw]=*(d(vrw))=*(dvrw)-*(vrdw)

(3.6)
=(W-Vxv)—(v-Vxw)

(b)

(¢c) p=0:VxVf =0
(c) p=1:V(Vxv)=0

(b) ve () V(feVxv)=(VfVxv)

Vektor analizinden rotasyonel-bagimsiz vektorlerin (her yerde Vxv=0), bir skalerin
gradyenti olarak yazilabildigi ve gradyent-bagimsiz vektorlerin de bir vektoriin

rotasyoneli olarak yazilabildigi biliniyor.
Tamm: Bir @, p-formu kapahdir ancak ve ancak,

dew=0 (3.7)

dir ve tamdir ancak ve ancak bir v e E | (M) igin,

w=dv (3.8)

formundadir. (3.3 (c)) kuralina gore tam = kaplidir ve bdylece tam formlar kapali

formlarin bir lineer altuzayidirlar. Tam formlar genellikle bir 6z altuzaydirlar.

M =R’ \{0} , Uzerinde

=M:Img, Z=X+iy
X2 +y z

\

IOV e
X*+y z

r
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l-formlart g6z Oniine alinsin. Acikca dw =dw, =0’dir ve lokal olarak
o, +iw =dInz’dir. Fakat burada Inz, M {izerinde siirekli olarak tanimlanmadigi igin

bu formlar tam degildirler. Buna gore her kapali form tam olmak zorunda degildir.

Bir SeR" ciimlesin bir p noktasina gore yildizsaldir denir ancak ve ancak S ’nin
hehangi bir noktasini p'ye baglayan dogru tamamen S ’nin i¢inde kalir. Bir konveks

ctimle her noktasina gore yildizsaldir.

Eger M, R" *de bir yildizsal agik ciimle ise, 0 zaman

Aod+doA=1 (3.9)

olacak sekilde bir A: Ep - Ep—l gonderimi vardir. Bu yildizsal climlelere diffeomorfik

M manifoldlari i¢in dw =0, ®=d (Aa)) oldugunu belirtir (Poincare lemmasi). R" de

her komsuluk bir konveks climle igerdiginden dolay1 yeterince kiiciik altclimleler

tizerinde kapali = tamdir.

Ispat: U orijine gore yildizsal olsun ve h:(1,0)xU —-U, (x,t)—>tx olsun.
weE (U) icin h altinda @ nin ters goriintiisiinii dt iceren kisim ve dt igermeyen

kisma ayristirilabilir:

h*o=w,+dtro,, o, €E ((1L0)xU), o, €E, ((1,0)xU) (3.10)
O zaman,
Aw=I;thwM eE, (V) (3.11)
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tanimlanabilir.

= %a)(i) (x)dx" Adx® A...AdX"

i¢in,

h*wZ—La%KXU(Wf“+ﬂdQA(wxb+Xbﬁ)AmA(mf°+X%&)

p!
:%a)(i)tp (Xt)dxil AOXE AL AdX®
+dt/\ﬁa)(i)(xt)(d'[)pl X' AXE AL AX
=, +dt A,

bulunur. Burada dis garpimin antisimetrisinden dolayr dx" Adx® =—dx* Adx! v.b.

terimler yok olur. t’ye gore dis tiirev d' ile gosterilsin, o zaman

dAo=| dtrd' o, Adwjoldt(agt’o —d'a)Mj (3.12)

bulunur. Yukarida tanimlandigi gibi, Oy =@ Ve Oy = O secilirse ve (3.12)

integralleri alinip, taraf tarafa toplanirsa

Aocd+doA=1

bulunur. Boylece (3.9) ifadesi ispatlanir.
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3.2 Lie Tiirevi

Tanimdan p <0 olan p-formlar 6zdes olarak sifir oldukalri i¢in df =0, f =0belirtiyor
gibi goriiniir fakat gergekte sadece f ’nin lokal olarak sabit oldugunu ifade eden

dejenere bir durumdur.

Bir T tensor alanina bir koordinat bagimsiz anlam atfetmek her zaman miimkiin

degildir. Fakat tanjant uzaylarmin goreli yonlemesi (oryantasyonu) (2.7) koordinat

sistemine baghdir. Bir drnek olarak v” €7’ alarak, dis tirevden dogan vy, —v,

kombinasyonunun doéniisiimiinde istenmeyen terimler yok olmasina ragmen, v, , tiirevi

ikinci dereceden bir tensdr gibi doniismez. Eger M iizerinde bir X vektdr alam
verilirse, bu bir lokal @ akisina neden olur, ve  noktasinda diger f vektdr alaninin
tiirevini tanimlamak igin, tanjant vektdrleri ¢ dan gegen yol boyunca, q(t)=®;" (q),
boyunca Tq(t)(dbi(t) kullamilarak geri T, (M) iizerine getirilebilirler (resmedilebilirler).
O zaman ( noktasinda vektor alaninin degeri olan f(q) ve zamani geri akitarak
f(q(t)) ’den olusturulan vektorlerin ikisi ayni  noktasinda karsilastirilabilirler. Bu

ikinci vektdr (®,'T)(q) bigiminde yazilabilir; (2.87 pull-back) ve (Sekil 3.1)'de ifade

edilmistir. Karsilik gelen tiirev,

d /e
E(q)t t)(a) (3.13)

bir tek T, (M ), tanjant uzayinin vektorlerini icerdiginden ve vektorlerin diferansiyeli,

lineer dontigiimlerle sira degistirdiginden dolayi, kullanilan koordinat sisteminden

bagimsizdir.
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Ty DY

ST Hat)
.
Sekil 3.1 Lie tiirevi
Tanm: Lie tiirevi, L, : 7" > 7'
I O
L=, e, (3.14)

ile tammlamr.Burada T, (M ) nin bir vektoriinden ziyade bir X vektor alanma sahip

olmak 6nemlidir. fo(q) icin verilen ifadeler q noktasinda sadece X ’in bilesenlerinin

degerlerini igermezler, fakat ayn1 zamanda r=s=0 disinda onlarin tlirevlerini de

icerirler. Eger X bir analitik akigsa neden olursa, o zaman (2.21) esitligi,

Ot =et, TeT (3.15)

esitligine genellenebilir. L, aym zamanda sonsuz kiiglik harita doniisiimii
q —q' +tX' (q) gore degisim ile tanimlanabilir. Lie tlirevi asagida verilen 6zellikleri

gercekler:

1. Bir @ diffeomorfizimi tarafindan vektdr alanlar iizerinde meydana getirilen @
gdnderimi onlarin cebirsel yapilarmi korur. Sonug olarak § € 7", i=1,2,...ve X,Y €7,

i¢in;

(@) O (+5) =0} + 0
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(b) 0 (£ ®F,)=(®T,) (0T
(c) ®VE, =V®,, V bir daralma (biiziilme)
ozellikleri saglanir. Sonsuz kiigiik t i¢in;

(a) Ly (fl +fz): LXfl + foz

(c) L VI =VL,{

olurlar. Izometrik ( ve ya kanonik) @ déniisiimleri igin,

®.9 =g, yani, ®. (f|T) = (2.5 |D.T)

dir. X, Killing vektor alanlari igin,

Ly <f|§> = <fo|t1<>+<f| Lxﬁ>

sonucu ¢ikar.

2.

X:(M:) L X (M)
D ( oY),
X:(M) L X' (M,)
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diyagrammin permiite edilebilirligi, kendi sonsuz kiigiik karsiliginin permiite

edilebilirligini ifade eder ( diyagramlarda y; =7".):

X (M) (M)

L){ Lur.x

Xt (M) Y (M)

yani,

Loy Y.i= ‘P*fo (3.20)

dir. Bu, doniismiis sistem {izerindeki akisin donlismiis vektor alani tarafindan
belirlendigini belirtir, 0yle ki bir tensor alaninin Lie tlirevinin W, ile gorintiisi, tensor
alanimnin goriintiisiiniin  vektdr alaninin goriintiistine gore Lie tlirevi ile aynidir.
Diffeomorfizimlere gore Lie tiirevinin bu tabiligi, onun harita-bagimsiz tanimina isaret

eder ve onun bir sonucudur; bu ters goriintii . i¢in de dogrudur.

3. d (3.4) diffeomorfizimlerine gore dogal oldugu i¢in L, ile sira degisir. Formel

olarak sdyledir: w € E,

d *
Lxda):aq)tx doy,

~d X o d e -
=40 o, =d 0T g, =dLe (3.21)

= L,d=dL,

elde edilir. Bu sematik olarak soyledir:
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Lix

E,(M) E,(M)
d d
Lx
Byt (M) Epa (M),

E, tizerinde L,, dve (2.75) i¢ carpimu cinsinden ifade edilebilir,

L, =i, od+doi,, iy oL, =L, oi, (3.22)

Ispat (Tiimevarimsal): p =0 icin tanimdan, i, f =0 ve

i df =(df [X)=L,f (3.23)

olur. Her (p+1)-form,
dei re, o€k, feC”

biciminde yazilabilir. Kural (3.3(b)) ve (3.3(c)) ve (2.50(i1)) i¢ carpim kurah

kullanilarak,

(ix od +doiy )(df Aw)=iy o(-df Adw)+do((ixdf )w—df Aiyw)
=—(iydf )Ado+df A(iyde)+(d (ixdf))rw
+(iydf )Ade+df Ad(iy @)
= df A(iydo+d(iye))+(d(idf ) Ao

(3.24)

bulunur. Burada L, ile d sira degistirdiklerinden dolayz,
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(d(ixdf))/\a)z(d(Lxf))/\a)z(Lxdf)/\a) (3.25)

olur ve

an):d(w|X):(dw|X)+(a)|dX) (3.26)
=i, do+igo=ido+d(i,0)
(3.24), (3,25) ve (3.26) esitliklerinin sonuglar birlestirilirse,

(iX od+doliy )(df /\a)): df A an)+(Lde )/\a): L, (df /\a))
elde edilir. Bu istenilendir. Denklem (3.22)’nin her iki yanindaki islemciler lineerdirler,

dolayisiyla bu bagmti ¥, (df; A@,) i¢in ve sonug olarak E,, Uzerinde de gegerlidir.

Iy oi, =0 olduguna dikkat ederek,

iy oLy =iy o(iy od+d oiy ) =iy o(iy od)+iy o(d oiy )
iy o(doiy ) =(iy od)oiy = Ly oy

PR

bulunur. Bu yolla, d ile L, ’in sira degistigi farkl bir sekilde bulunur:

dL, =do(iy od+doiy )=doiy od+dodei, =doi, od

diger yandan,

Ld =(iy od +d oiy )od =iy od od +d iy od =d oiy od

bulunur ve bu iki esitlik birlestirilirse L, d =dL, bulunur; yani (3.21) tekrar elde edilir.
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5. 1y i¢ ¢arpimu lineerdir, yani

L. px, =y + Py, a,p=sabit

saglanir. Bu bagint1 ve d ’nin linerligi kullanilarak, Lie tiirevi L, , X vektor alanlarinin

lineerligi ile tutarli oldugu goriiliir:

Lo e px, = laxapx, 0 Hd iy g = (alxl + By )od +d O(Otlxl +ﬂ'x2)

(3.27)
=iy, od+doiy )+ B(iy, od +doiy )=al, +pLy,

Vektor alanlarinin modiil yapist i¢in, bu 6zellikten,
indo+digo=fi,do+d(fi,0)

= f (iyd +di, Jo+df Aiyo

= fLyo+df Al o, Voek,
elde edilir. Dolayisiyla, E, tizerinde
L, = fL, +df Al (3.28)

sonucu ¢ikar. df i iceren ek terim, L, i¢inde X ’in tiirevlerinin varligini yansitir. Yani

X wve fX bir vektoriin baslangi¢ ve bitim noktalarinin yerlerini farkli olarak

degistirirler.

6. Bir vektor alanina gore Lie tiirevi, Lie parantez operatorii ile gosterilebilir: Lie

tiirevinin lineerligi ve (3.23) ile (3.26) denklemleri kullanilarak,

Ly (df [Y)=(Lydf |Y)+(df |LY)
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elde edilir. Bu esitlikten,

(df |L,Y) =L, (df |¥)—(Lydf |Y)
Ly f =L, f—(dL f|Y)
=L L f-L L f

elde edilir. Béylece 7, iizerinde,

LLXY = L[x,y] =L L -LL (3.29)
bulunur. Bu bagintidan yola ¢ikilarak,
[XLIY, Z]+[YL[Z, XN+ [Z,[X,Y ]]=0 (3.30)

Jacobi o0zdesligi gosterilebilir:

L[X,[Y,Z]]+L[Y,[Z,X]]+L[Z,[XY] (Lx l— -L I—v) (LYLZ_LZLY)LX)
+(L, ( L) (L L -LL)L )
+( z L LY LYL ) (LXLY_LYLX)LZ)
=0

elde edilir, ¢iinkii L, =0, (7, {iizerinde dahi) X =0 oldugunu ifade eder. Ayrica
(3.29) bagintisindan,

Ly =—Lx (3.31)

oldugu agiktir, ¢linkii her vektdr alani tamamen 7, iizerinde etkisi ile karakterize edilir.

(3.29) bagmtist biitiin 7_" ’ye genisletilebilir. Eger L, L, —L,L, bir f €7,
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f= Z:C(i)dqil Adg> A...Adg"
(i)

uygulanirsa, yukarida toplam ve tensor c¢arpim ig¢in verilen kurallar kullanilarak,
yalnizca iki kere tlirevlenen terimler kalir, diger terimler antisimetriden dolay1 yok olur,

yani birbirlerini karsilikli yok ederler. Kalan terimler icin sonug, 3. 6zellik kullanularak
saglamir ve bu 1. dzellikle biitiin 7" ’ye genisletilir. Ornegin X veY €7, ve a €7,

i¢in,
(Lya|Y)+(a|LY)=(La) Y +a (LcY)
= (@, X+ X5 )Y+ (Y XE =X YH)
= XY 4o Y X =L (a]Y)
elde edilir. Bu baginti diizenlenirse;
(a|LY)=L¢(a|Y)-(Leal]Y)

olur, bu da (3.29) esitligine 6zdestir.

I =s =0 olsun. Bu durumda, (2.21) esitligi kullanilarak,

O f=fod) =e™f=¢"f

yazilir. X = X'0, almirsa, Lie tiirevi tanimu, (3.14)

L, f=X'f, (3.32)
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. P * . . - URIE kD
sonucunu verir. Bdylece @), 7, otomorfizimlerine neden oldugu gbriiliir. Ayrica,

f eC(M) igin dogrudan,
L,df =d(L,f) (3.33)
oldugu gosterilebilir:

Ly L, f =L, (df [Y)=(L,df|Y)+(df [L,Y)
=(dLy FIY)+ Ly =L L f + Ly f

bulunur. Bu esitlikten,
(Lydf[Y)=L, L f=(d (L f)IY), VY eTZ/(M)= Ldf =d(L,f)

elde edilir. Bu sdyle ifade edilebilir: f iizerinde, L,d =d, d =dL, .

r=0ves=1igin, o=wdq' ve

Lyo=L, (a)idq‘)z(an)i)dqi +o, (Lxdqi):(an)i)dqi +a)id(qui)
= X" e, dq' + o X' dg’ :(Xka)i’k —i—a)kX!‘i)dqi

olur. r=1ves=0;,we7,’, Y =Y'9, €T igin

(LyalY )=, Y X" + oY X"
=0, Y' X o X" Y+ oY X  + o X' Y
:(mi,kxk +a)kX'fi)Yi + (Ykak —Xi,kYk)
=(Lyo|Y )+(o|L.Y)

(3.34)

78



elde edilir. Dolayisiyla Y ’nin Lie tlirevinin i-yinci bileseni
Y XK= XY« (3.35)

olur. X =0, veY =0, ise, 0 zaman [X,Y]:O olur. Bunun anlami: Dogal bazlarda

parcali tiirev sira degisir.

wek veX veY birer vektor alani olsunlar. Bu takdirde Lie tiirevi asagida verilen

bagintiy1 saglar:

(doo|X,Y) =Ly (@Y ) =L, (o] X)=(e|[X.Y]) (3.36)
Ispat: (3.22) kullanilarak,

Ly (@)Y )=((ix od +d iy )oY )+(o|L.Y)
(ix (do) Y )+(d (ix@) Y )+ (e[ X.Y])

(deo|XY)+L, (@]X)+(o[X.Y])
elde edilir. Bu sonug diizenlendiginde (3.36) elde edilir.
3.3 Vektor Alanlarimin Integrallenebilirligi

Her x noktasinda m-n lineer bagimsiz «;, l-formlarinin herhangi bir ciimlesi,
T, (M) nin bir n-boyutlu altuzaym, N, = {U eT,(M): (a)j |U) =0, her j igin} tanimlar.

Her X i¢in TX(N)zf\fX olacak N altmanifoldlar1 bulunabiliyorsa, bu, ;’lerin

integrallenebilirligi olarak adlandirilir. N lokal olarak, altmanifold tanim1 geregince
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f,eC” (M) igin f; =0, j=12,..,m-n formunun denklemlerinin bir ciimlesi ile

verilir. df;, 1-formlari kosulunu saglar ve dolayisiyla her v €T, (N ) i¢in istenilen

(df;|v)=0 (3.37)

ozelligine sahiptirler. Bunlar bu tip formlarmin bir bazin1 olustururlar ve dolayisiyla
lokal olarak

o, =c,df, (3.38)

yazilabilir. Bu yiizden v; = dc; (C*1 )ik e E, i¢in

do; =v, Ao, (3.39)
olur ve dolyisiyla her j i¢in,

do, Ado Ado, A.Ade, =0

olur. Bu, w’larin dis tiirevlerinin onlarin gerdigi uzayda uzanan en az bir bilesene

sahiplerse, N ’nin var olabilecegini ifade eder. Eger dw; =0 ise, w; =df; olur. O
zaman @, integrallenebilir ve N, df; =sabit ile verilir. Goriiniiste daha genel olan
dw; =v; A®,, uygun lineer kombinasyonlarla bu duruma indirgenebilir ve bu kosul

lokal integrallenebilirlik icin gerek ve yeterli kosuldur. Bu alan elemanlarinin sonsuz

kiicik diizeyden lokal diizeye genisletilmesini garantiler. Eger n=1 ise,

integrallenebilirlik kosulu daima saglanir, burada T, (M ) ‘nin bazinda eksik olan tek sey
@, dir ve @, Aw, =0 oldudu icin, her dw; en az bir ; carpani igermelidir. Bu

takdirde N tek bir X €7, ile karekterize edilir ve o zaman lokal integral egrileri vardir
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(Kisim 2.5 (Akis)). Her haliikarda, n-boyutlu altmanifoldlar, (a)j |X ) =0 olan X ’ler

tarafindan meydana getirilen ®* akislar1 altinda invaryanttirlar ve bundan baska bir

noktaya etki etmek icin lokal olarak ®” akislar1 tarafindan iiretilirler (meydana

getirilirler).

Her noktada n-boyutlu bir A, <T,(M) altuzay tammlayan X, j=1,2,...n, vektor

alanlar1 verilmis olsun, eger her Xe N igin TX(N)zN olacak n-boyutlu

X

altmanifoldlar varsa, o zaman X;’ler yiizey-bi¢cimleyen veya integrallenebilir olarak

adlandirilir. Bir altmanifold haritasi iizerinde (Kisim 2.1),

ile verilir ve T, (N), {0/0x.,k=1,2,...,n} tarafindan gerilir. (3.35) bagmtisina gore,

[xi’xl]: Cijiclk_cljicik ia ialajakzla":n (340)
OX; OX; OX,

dir ve 9/0x, , X ; "lerin bir lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir. Eger X ’ler bir

ylizey bigimlendiriyorlarsa, o zaman onlarin Lie braketleri de N, ’e ait olmalidir. Bu,
yukarida anlatilan lokal integrallenebilme i¢in yeterli kosulu garantiler: Bir komsulukta
her X vej icin (a)(x)‘x j (X)) =0 olan biitin @ ’larm lineer uzaymi N gdstersin.
Lokal integrallenebilirlik dw’ mn N ’e ait olan en az bir garpana sahip oldugunu
belirtir. Eger we N ve X,Y e N, iseler, (3.35) esitliginde sagda tarafta @ ile skaler

carpim olan terimler sifir olur ve

(deo|X,Y)==(e|[X,Y]) (3.41)
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olur. Bundan dolay1 dw, N} ’de bir garpana sahiptir ancak ve ancak (da)|X,Y)= 0

ancak ve ancak
(o[Xx.Y])=0 (3.42)

Asagida verilen argiiman [Xj,Xk]’nln N e ait olmasi gerektigini gdsterir: (D:",

akiglart N ’yi degigsmez (invaryant) birakmalidirlar. Bundan dolay1,
DY o oD o PNk

N ’yi kendi i¢ine haritalamalidir (géndermelidir) ve [[X i» Xk] bundan bulunabilir:

7—0

[X,. X, ]=limz? (exp[erj Jexp[ 7Ly, Jexp[ L, }exp[—erk]—l) (3.43)
dir. Burada (3.15) esitligi kullanildi. Dogal bazli her X igin,

O] od =D oD (3.44)
dir ve N , altmanifoldu i¢in tanimlanan harita

D) oD 0.0 DX —>(7,,7,,...,7, ) R (3.45)

olur. Argiimani tersine ¢evirerek, q):i o®d f_(kk = q)f_(kk od);jj olacak sekilde n bagimsiz X,

verilmigse, o zaman bir N ve {X j} "nin dogal baz oldugu bir harita bulunabilir:
(7)) > @l o0 o 0@ () =q(r;)
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Gonderimi  q:06q(7)/07; = X, (q(r)) 'nun  bir komsuluguna, O0eR"’nin bir
komsulugunun bir diffeomorfizimidir ve varsayima gore 7 =0 ve dolayisiyla 0’

komsulugunun her yerinde det ( X (q)) , stfirdan farklidir. Bu yiizden,

[X;.X, ]=0 (3.46)

] 9

lokal integrallenebilirlik i¢in yeterli kosuldur. Daha genel [X P Xk] =Cym Xy, durumu

[)? i Xk] =0 saglayan X, ’larin X, lineer kombinasyonlarinin tanimlanmasiyla bu

duruma indirgenir.
3.4 integraller

Bir m-form bir manifold iizerinde bir 6l¢lim tanimlar; integral, parcali integralin Stokes
teoremi seklinde genellemesi anlaminda, dis tiirevin tersidir. p-form tanimi yapilirken
(Kisim 2.6), bunlar p-boyutlu hacim elemanlari i¢in dl¢imler olarak yorumlandilar. p-
formlar1 bir koordinat bazina uygulamak ve sonra bilinen mantikla bu koordinatlar
tizerinden integral almakla, p-formlar {izerinden bir koordinat-bagimsiz integral

tanimlamak olasidir. Bunun i¢in yine tek bir noktadan baslayarak analiz bir koordinat

sistemine genisletilmelidir. €, tastyicist bir (U,CD) haritasinda uzanan bir m-form

olsun. Onun harita altindaki goriintiisii,

D.Q=0(X)dX' Ad A..AdX", ©=(Q|0,,0,,....0,) (3.47)

formundadir ve eger U goreli olarak kompakt ise,

Jo=["d.[ d"o(x) (3.48)
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integrali tanimlanabilir. Bu integralin degeri (2.96) ile w, det(&xi / oX j) ile ¢arpildigi

icin, bir diffeomorfizim altinda degismez kalir ve

ox'

Idedet(Tjw(x(Y)):Idmxa)(x) (3.49)

YJ

olur. Yakinsama sorunlarindan kaginmak i¢in yalnizca bir sonlu bolgenin disinda sifir
olan formlar integre etmek burada giidiilen amag i¢in uygundur. Alisildig {izere, bir

manifold iizerinde bir sonlu bdlgenin notasyonu yerine kompaktlik bir diffeomorfizim

altinda degismez kaldig1 igin, bir kompakt ciimle konabilir. sup p( f ) ‘nin
(sup p( f ) : f ’nin tasiyicis1 (destegi): kopleman1 f =0 olan en kii¢iik kapali ctimle )
kompakt olmasi igin, f eC(M) olmak tizere, fQ seklinde yazilabilen m-formlar

diisiiniilecek. Boyle formlarin ciimlesi Eg ile gosterilir. Bir atlas verilmis olsun, o

zaman daima

sonlu

supp(f)c (JU, (3.50)

olacak (Ui,(I)i) haritalar1 segmek miimkiindiir. Bilesimin bir bolisiimii kullanilarak,

sup f, cU, olmak iizere,

f=>f (3.51)

yazilabilir.
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Tamm: Yonlenebilir bir M manifoldu {izerinde kompakt destekli (kompakt destekli

fonksiyonlar: sonlu bir hacmin disinda sifir olan fonksiyonlardir.) bir fQ, m-

formunun integrali,

[ of =Y [o.(af) (3.52)

dir, oyle ki f =%, f, (U,®;) haritasimn tamim bolgesinde kompakt desteklidir ve

toplam altinda verilen integraller, (Q|81,82,...,8m)>0 yonlenimine sahip haritalarin

kullanimi1 varsayimi ile verilirler.

Biitlin haritalar aym1 (Q|0;,0,,...,0y, ) > 0 yonlenimine sahip olmak sartiyla, dyle ki
haritalarin  degisimi altinda det(&xi / X ) >0 dogru kalir, integral haritalarin

seciminden bagimsizdir. Eger (OLTi , @; ) haritalar1 kullanilirsa, o zaman bir

f :zLj fij

birim boliisiimii, dyle ki sup p( fi ) cU;nU j» tamimlanarak, JfQ integralinin degeri
(3.49)’daki gibi aym kaldig1 goriiliir. U; mljj , Uzerinde @;’den CT)J- ‘ye degisim
yalnizca degiskenlerin degisimidir ve f =37; jfij yakinsama problemleri olmaksizin
her zaman sonlu bir toplam secildigi i¢in, toplamin derecesinin degistirilmesi izinlidir.
Biitin f € C* -fonksiyonlar i¢in [Qf , sup|f| tarafindan siurlanan bir lineer
fonksiyoneldir, yalinizca bir sabit sup p( f )’ye bagilidir ve boylece M iizerinde bir

Ol¢iim tanimlar. O zaman lineer fonksiyonel, kompakt destege sahip olmak zorunda
olmayan, fakat yalinizca yeterince hizli bir sekilde azalan daha genis bir fonksiyonlar

siifina genisletilebilir (Thirring 1997).
Eger @ bir P-form ve M manifoldunun yonlenebilir n-boyutlu bir altmanifoldu N ise
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0 zaman

| @ (3.53)

integrali o)y ile birlikte (3.52) ile tanimlanir. Eger M =(a, b) ve @, suppf € M

olan df 1-formu ise, o zaman,

[ =I2dx2—i:0

olur, ¢inkii f smirlarda sifira esittir. f ’nin destegi {izerinde kosul olmadan

fdf = f(b)—f(a) olur.
3.4.1 Teorem: Stokes Teoremi

M , siirli yonlenebilir m-boyutlu bir manifold olsun ve @ kompakt destekli bir (m-1)-

form olsun. O zaman,
Judo =L@ (3:54)
olur.

Burada OM ’nin yonlenmesi belirtilmedi ¢ilinkii M'nin yonlenmesi OM iizerinde bir

yonlenmeye neden olur. Gergekte, bu, "(2.2) formunun (smirli manifold tanimi)
{izerinde M ’nin y&nlenmesi @(x)dx' A dx* A...AdX™, @ >0 ile verilirse, o zaman

OM siirina,

—dx?® A...AdxXT (3.55)
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yonlenimi yiiklenir", teoreminin ispatinin bir sonucudur. isaret dnemlidir, ¢iinkii eger

tersine gevrilirseydi (3.54) ifadesi yanlis olacakti: M =[0, o) igin,

[af :I:dx%:—f(o) (3.56)

olur. M, R"’nin sonlu bir kismi1 olsa dahi, bir kompakt destek gereksinimi zorunludur.

Ornegin, M =(a, b), M =&, f =X olsun,

j:dfzb—aijmfzo (3.57)

d od =0 kurali, bir sinir sinira sahip degildir gerceginden ¢ikar: V , M ’nin bir siirl

kompakt altmanifoldu olsun. O zaman,

jvdodw=javda)= @ =0 (3.58)

elde edilir. Eger bir m-formun integrali her sinirli kompakt altmanifold {izerinde sifira

esit oluyorsa, m-form sifira esittir ve dolayisiyla d od = 0 dur.

Ispat (Stokes Teoremi): Her @, bir (2.2) smrinmn bir haritasimin U; bolgesinde

kompakt destege sahip olmak iizere,

Idwzzijd@

olsun; o zaman [,d@ =[,y@ oldugunu gostermek yeterlidir. R™’de

differensiyellenebilir bir ac¢ik altciimle haritasi lizerinde,
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m .

Oiw; = Z:gjdx1 AGKZ A A AL AT (3.59a)
j=1

ve

m

00
dos :z(—1)l“%mxl Adx2 A A dx (359b)
; X

j=1

dir, (burada dx’ sembolii j-yinci diferensiyelin bulunmadigini gosterir) ve yonlenme

olarak, dx' n..dx™ secilisin. O zaman, (3.56) ifadesi yardimiyla,

m . © © 0 ag
do =S (1) [Cax! [ dx?..[ " dxm =L
4o ;( N ICS o ] (3.60a)

_ _J‘iodeZ...Iiowdxmgj (0.%2,....x™)
bulunur. Diger yandan, (3.55)’den oM ig¢in,
IaMa), =— O_Owdxz...J.:dxmgl(O,xz,...,xm) (3.60b)

oldugu biliniyor, ciinkiidx'’in 6M ’ye kisitlanmasi (sinirlamasi) sifira esttir, bundan

dolayz,

Olom = 9,dx* A...AdX™ (3.61)

olur. (3.60a) ve (3.60b) ifadeleri karsilagtirildiginda (3.54) elde edilir ve bu da ispati

tamamlar.

Ornegin;
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M={(x, y)eR? :%sx%yzsl , @

verilsin. Burada dw = 0 oldugu agiktir. Stokes teoremi uygulandiginda,

0:sz+y2:1w_jx2+y2:1/2w:2”_272- (3.62)

dM

M

Sekil 3.2 M manifoldu ve simir1

Burada @ 'nin kompakt destekli olmasi yine esas oldugu goriiniiyor, aksi takdirde @,
M = {(X, y)e R?:0<x>+y?< 1}, OM =S! izerinden almabilir ve (3.62)

ifadesinden, 0 = 27 ¢eliskisine varilir. @ = do,

— — — — 1 _ ;
27 = Isla) = Isldu = J.aslu =0, 0S' = iken (3.63)
belirttiginden, @ tam olmayabilir.
R*’te C herhangi bir-boyutlu smirli bir altmanifold ve oC ={a,b} olsun, df 1-
formu, u : | =(a, b)—)]R3 egrisinin yoriingesi boyunca integre edilebilir. Bunu

yapmak i¢in bu bir boyutlu manifold {izerinde (u( 1), u_l) haritas1 kullanilabilir. O

zaman,
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J.U(l)df =L(u)*df =I|d((u)*f)zja|(fou)
= £ (u(b))~ f (u(a))

olur ve buradan Stokes teoremi,

[ df =] fveya | ds-Vf=f(b)-f(a) (3.64)

ifade eder. M =R>’iin bir iki-boyutlu smirh altmanifoldu ve ® I-form w olsun.

Vektor notasyonunda, (3.54) Stokes teoremi ifadesi,
IMdS-wa:IaMds-w (3.65)
olur (dS : yiizeysel diferansiyel eleman ve ds : ¢izgisel diferansiyel eleman).

M , R?iin bir ii¢-boyutlu smirh altmanifoldu ve @, 2-form *w olsun. O zaman (3.54)

ifadesi, Gauss teoremi ifadesine doniisiir:
IMdVV-w=IaMdf-w (3.66)

Integral diffeomorfizimler altinda degismez kalir, bundan yararlanilarak Lie tiireviyle

integral arasinda,
M,—2 M, : lea)szch*a) (3.67)

iliskisi elde edilir. Eger @, 6zel olarak M = M; = M, {izerinde bir akis ise, o zaman

(3.67)’nin sonsuz kiigiik karsilig
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IMLXw:O,XeT()l,a)eEm(M)VeQJtXM:M (3.68)

olur. Yukarida verilen durumlar bir aki altinda invaryant bir Q m-formu

diisiiniildiiglinde, fiziksel olarak ilging formiilasyonlara sahiptirler. Bu yonleme-koruyan
izometrilerin tek-parametre gruplar1 i¢in ve "1 veya gAQA..AQ’yi deZismez

birakan kanonik doniisiimler igin olan durumdur. Faz uzayi lizerinde 1 veya

g A g A...A g Liouville 6l¢iimii olarak bilinir ve genellikle,

dg,dq,...dg,,dp;...dpy, = dg; A...Adg, Adp; A ... A dpPy, (3.69)

bi¢iminde gosterilir ve,

_ aq; — aq; ]
d™g=d"gdet| — | ved"p =d"pdet| — 3.70
q q (6% j p p (aqj (3.70)

oldugu i¢in bir g — @ nokta doniisiimii altinda invaryant kalir.

M , bir yonlenebilir, sinirli m-boyutlu manifold ve M {izerinde Q bir m-form olsun.

X, M iizerinde bir vektor alan1 olsun. O zaman dQ = 0 ve dolayisiyla Lie tiirevi igin,

LyQ=d(QoX) 3.71)

olur ve sonug olarak, bu durumda, Stokes teoremi

IMLXQz_[aMQoX (3.72)

diverjans teoremini verir (Lang 1999).
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M {izerinde @, bir akis ve Q, @, Q=CQ saglayan bir m-form olsun. O zaman

v € Cy’ (M) igin @_, f = g o ®; oldugu gbz 6niine aliarak,

q),t*(Q'f):q),t*Q'q),t*f:Q'(qu)t) (3.73)

elde edilir. Bu son esitlik (3.67)’de yazilirsa,

jgz.f:jQ.(goth) (3.74)

esitligi elde edilir. Bu akisin sikistirllamazhigr olarak bilinir. Bu Olgiilebilir tiim
fonksiyonlar igin saglanir. Eger f, bir A climlesinin karakteristik fonksiyonu, y, ise,

o zaman denklem, Q tarafindan Olciilen, ciimlenin hacminin zaman-evrimi siiresince
degismez kaldigimi ifade eder. Hareket boylece sikistirilamaz bir akigkan hareketine
benzer. Gergekte, faz uzay1r kompakt ise, bir sikistirilamaz akis yoriingeleri daima geri

kendileri iizerine gonderir (haritalar).
3.4.2 Poincaré Yineleme (Recurrence) Teoremi

AcCcM, D (A)c AVteERve Q(A)=[Qyp <o olsun. Eger ©,.Q=Q ise, o
zaman herhangi bir 6l¢iilebilir B — A altclimlesinin hemen hemen her p noktasi i¢in,

p ’den gecen ydriinge sonsuz olarak sik B ’ye geri doner.

Ispat: B — A, bir keyfi 6lgiilebilir ciimle, Q(B) >0 olsun ve 7 € R* bir zaman birimi
olsun. K, =Uj_@_j;(B),jveneZ", veya daha fazla zaman birimi sonra B’ye

giren noktalarin kiimesidir. Acik olarak B < K, o K; o ... o K,_; © K|, kapsamalari
vardir. Keyfi uzun zaman sonra geri donenen B'nin noktalarinin ctimlesi B N (50K )

climlesidir. Bu, B ’ye sonsuz olarak sik geri donmeyen, fakat karsilik olarak, son bir kez
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B ’de olan ve asla B ’ye geri ddonmeyen noktalarin ciimlesinden kopmadir. Bu noktada
yapilacak olan ilk ciimlenin Ol¢limiiniin B 06l¢iimiine esit oldugunun gosterilmesidir.

Varsayima gore, K, ’lerin kapsama diizeninden dolay1

Q(Ky)=Q(®.Ky)=Q(Ky ;) <Q(A) <

dr. BNKy=B, ((BcKp)) oldugu igin ve K, ;>K,veQ(K,)=Q(K,)

= Q(K,;\K,)=0 oldugu i¢in,

m-—oo
n>0

lim Q[Bﬂ(ﬁKnD=Q(BﬂKO)—iQ(Bﬂ(Ki_l\Ki))=Q(B)
j=1

olur. Bundan dolay1 keyfi ol¢iilebilir B climlesinin 6l¢limii sonsuz olarak sik B

climlesine geri donenen kendi noktalarinin ciimlesinin Slgiimiine esittir.
2.4.3 Schwarzchild Yakalama Teoremi

®.Q =Q, olsun ve A sonlu 6lgiime, Q( A) < oo, sahip bir 6lgiilebilir ciimle olsun. O

zaman gecmiste ¢ok uzun (sonsuzca uzun) bir zaman A'da olan fakat, gelecekte
ebediyen A’y1 terk edecek ( A’dan ayrilacak) A ’nin noktalarinin ciimlesi sifir 6l¢iime
sahiptir. Aynisi sonlu bir zamanda A’ya giren ve ebediyen kalan noktalarin climlesi

icin de dogrudur.

Ispat: A, = Nr>0®; (A) her zaman A’da kalacak olan veya her zaman A’da bulunan

noktalarin climlesi olsun. O zaman herhangi bir t zamani i¢in,
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Q)(A+)=Q(®_tA+)=Q( ﬂmf(A)j

>t

:Q( N @,(A)]:Q(AmA):Q(A)

—00<7<®©

olur. Bundan dolayz,

Q(ANANA)=Q(A\NANA)=0

olur. Sonsuzluktan gelen ve A’da siirlanan ydriingeler veya, tersine, onlarin gecmiste
daima A'da bulunan, A’dan ebediyen ayrilanlar1 boylece en fazla A’nin sifir 6l¢timlii

bir altciimlesini olusturabilirler. Sistem sabit olmayabilir ve Q( A, ) =0 olabilir. Q ’nin

degismezligi (invaryansi) f fonksiyonlari i¢in zaman-ortalamasinin,

(1T
f,, = lim [fjjodtqf (3.75)

0

genel varligim1 kurmaya c¢alisan ergodik teori i¢in temeldir, gereksinen C* olmaktan
ziyade, sadece Olgiilebilir olmaktir. Q sadece cesitli konfigiirasyonlarin olasiliklarini
O0lcmeye yardim eder. Q’nin bu yorumu Liouville 6l¢iimii i¢in uygundur. Her agik

ciimle Liouville olgiilebilirdir ve B # 0’dir ancak ve ancak Q(B)>0’dir. Sonug

olarak Teorem (3.4.2) ve (3.4.3) her keyfi acik B ciimlesine uygulanabilir.

Yenileme teoremi her tiirlii kafa karisikligina neden olabilir, ¢linkii insanlar ne zaman
bir akis kompakt bir climle iizerinde 6l¢ii koruyansa, bir baslangic durumu var olmak
zorundadir izlenimi edinirler. Bununla beraber, durumlar olasilik Olg¢iimleridir.

Olciimler asla nokta olamazlar, fakat f > 0 ve 6lciilebilir,

ij =1 (3.76)
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olmak tizere, fQ formunda olmalidir.

Diferansiyel ve integral i¢in 6nemli formiiller Cizelge 3.1°de soldaki formiiller sagdaki

formiillere karsilik gelecek bigimde verilmistir.

Cizelge 3.1 Diferansiyel ve integral i¢in dnemli formiiller

j dw = j w (Stokes teoremi)
M BAf

dlo;w;) = g;dw;,0; € R, w; € E,

jUi(Ui = ; J(UI'

dwi /o) =do, Aoy + (=1)FPo A dos

OMy x My) = M x My UM x (—1)¥ 907,

dodn =10

doM =0

db,w = O,do

j Do = j 0]
DM M

j Lyw = 0, eger DEM = Mise
M

3.5 Kodiferansiyel

Asagida tanimlanan 6 : E, — E,_;, génderimi,

S = *d *(—l)m( p+1)+s ’ d = *5*(_1)m( p+1)+s+1

(3.77)

diverjansin bir genellemesidir (* burada Hodge yi1ldiz operatoriinii temsil ediyor).

Kodiferansiyel ve dis diferansiyelin asagida verilen birlesimi, Laplace-Beltrami

islemcisi olarak bilinir:

A=6d+d

(3.78)

(3.78) 6E,(M ), 0< p<m, iizerinde lineerdir. ¢, d ’nin adjointidir: « bir (p-1)-

form olsun ve g bir p- form olsun. Bu takdirde,
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d(ar*f)=dan*f+(-1)’"ard*g=dar*B-ar*5p (3.79)

elde edilir. Diger yandan Stokes teoreminden, @ bir kompakt yonlenebilir m-boyutlu

manifold {izerinde bir diiz (m-1)-form olmak {izere,

| Lo =0 (3.80)
olur. Bu esitlik goz oniine alinarak, (3.79) ifadesinin her iki yan1 integre edilirse,

0=[ dan*p-[ an*p=(da,B)-(a )

olur ve buradan

(da,B) =(a,58) (3.81)

oludgu goriilityor ve bu da 6 "nin, d ’nin adjointi oldugunu kanitlar.

g = dx' ® dx*nmy, 7 = £1, i =k ise ve aksi takdirde 7 =0, olan Ep (Rm ) ‘nin bir

dogal e)¥ bazile, f € Eo(Rm) olmak tizere,

S( feho )= w (=1)MPTf wed I | <k (—1)MPES £ ek A wedede |

p .
% (_1)(m+1)( p+1)+s zf A * eil...ij,lij+|...ip (_1)j+1 (3.828.)
j=1

f ’IJ e|1|]71|]+1|p ( _1 )J+1

Mo

I
—_

]
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(fell Jp) Zp: ij '0'1 Ajotljer IP( ])J 1 (3.82b)

—
—_—

(fell Jp) Zp: i glob-Ajaijr- 'p( 1)1 (3.82¢)

—
—_

elde edilir. Son iki esitlik taraf tarafa toplanilirsa, Laplace-Beltrami islemcisi i¢in,

A fedd) = Zf K-t £k = (3.83)

bulunur. Eger, 6zellikle, p =1 ve f ’lar bir vektor alaninin bilesenleri ise, 0 zaman &

adi diverjans f !‘k olur ve A tek bilesenlere uygulandigi igin,

ki 02
(n7") = i (3.84)

islemcisi olur. Eger m=3 ve p=1 ise, o zaman A=VV-VxVx olur.

Kodiferansiyel ve Laplace-Beltrami iglemcisi asagida verilen kurallar1 saglar:

()dd=8=0, dA=Ad, §A=AS$

(b) §* = (=1 *d, *6 = (1)’ d* (3.85)

(c) d6* = *6d, *dS§ = 6d*, * A = A *

Ispat: dd =0 oldugunu (Kisim 3.2)’de gosterildi ve kodiferansiyel tanimi da
kullanilirsa 06 = 0 oldugu agik. (3.78) ifadesinden,
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d(5d+ds)=dsd =(5d +ds)d =dsd = dA=Ad
5(5d+d5)=0d5=(5d +d5)5=0d6 = SA=AS

olur. Kural (b) i¢in, ¢ *nin tanimindan ve (2.67 (ii)) ifadesinden,

S* = *d >l<>l<(_l)m(m7p+1)+s :*d(_l)p(mfp)Jrs(_l)m(m7p+1)+s :(_1)p xd
d* = *5**(_1)m(m—p)+1+s :*5(_1)p(m—p)+s(_l)m(m—p)+1+s :(_1)p+1 g

elde edilir. Kural (c) ve Kural (b) kullanilarak,

déx=d(-1)P xd =(-1)"d *d = *5d
sdx=5(-1)P" x5 = (-1 5x5=xd5

bulunur. Bu son iki esitlikten A ve * islemcilerinin sira degismesi bagintis1 bulunabilir:

*A =*(0d +do)=*5d +*do=dJ *+0d *
=(dd+do)x=Ax*

3.6 Afin Baglantilar

Farkli bir koordinat sisteminde tiirevi hesaplamak ic¢in, bir sézde ortogonal baz

kullanmak uygundur. g;, bir simetrik matris oldugu icin, baz degisimiyle, 6zdegerler

olarak yalmz +1 ile bir 7 diagonal matrisine doniistiiriilebilir. Bu, bir lokal Lorentz

déniisiimiine gore e'’yi belirler:

e'(x) = Ak (x)e"(x)

X , (3.86)
MeeAm (X)An (X) = 17pn, VX
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Bir ortogonal baz dogal olmak zorunda degildir ve dolayisiyla bir ortogonal €' 'nin dis

tiirevi sifir olmayabilir. Daha genel durum i¢in,

de' = _a)ik A ek, dgix = oy + &y

_ (3.87)
@y = i@k

afin baglantilar1 tammlanir. Ej’de tabanlarin diferansiyelleri i¢in, (3.87)’den,

ded-r = —gl in wl _ gk in M-l — gl in @h-lp-1] (3.88a)

elde edilir ve benzer sekilde,

dxel-do = _gh in *gll-lo _ gk iA *pll-do _ gl in *gph--Jp-1] (3.88b)

bulunur. Bu iki bagintiy1 elde etmek igin @' = 7" @y olmak tizere,

ax, igikz_._km + ay, igk]i_._km +..0 igk]._.kmfli =0, Vk, =1,...m;..;k, =1,....m (3.89)

0zdesligi ele alinsin. Bunu dogrulamak i¢in {i¢ durum diisiiniilebilir:

(1) Biitiin k;’ler farkli olsun. O zaman I, £’da olmayan Kk ’lara esit olmali

ve wy = —m olmalidir. 77 diyagonal oldugu igin, i =k iken oy '~ 0 dur.

(i1) k; ’lerin ikisi esit olsun, mesela k; = k, . O zaman,

i i _
@y, Ei,.. T O i =0
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kalir.

(iii) Ug k; esit olsun. O zaman biitiin & ’lar sifira esit olurlar.

Eger 0zdeslik ekor-kn jle carpilir ve indisler yeniden etiketlendirilirse, o zaman

ortogonal bazda,

kp+l---km — _a)kp+l igk K eikp+2---km

1---Km

i
Dy, Ehpikpin .k ©

olur. Genelde,

*elllp — gllh...glpjpeijJmE V|detg| (3.90)

iieIn (m = p)!

ifadesinden dolay1,

(m-p)!d (*eil..,ip ) _ Ujlklnnjpkpgklmk dekoeikn

iKpo...k

= _771-1k1m77]pkpgklmkm {a)kp+1 e m4 4 a}lkmelkp+1...km_1| }

— ik Jpk i
= —ni.n’ ’{a’k1 Eiky..ky T+

i . I(p+1kp+2---km
e T O E KKk ©

= —@h el — gl wel-del (m_p)
bulunur ve bu (3.88) ifadelerini ispatlar.

Afin baglantilar baz degisimi altinda homojen olarak doniismezler:

o > Ao’ (A1) —(AT) dA¥, (3.91)
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ispat: €/ = Al e olsun.

del =dAl (A )rk gk — Aok, (A )f &5 = _;igk

—ij i -1 r -1 S H
=>a =A@ (A) —(AT) dA,
dir, ¢linkii bu ayn1 zamanda ikinci tanimlanan denklem ((3.87)'deki) i¢in de saglanir:

g=AltgA!
=dg=A"d(g)A" —AgA (dA)AT - AT (dA")ATIgA™!
= Al'gwA™ - AMgAT (dA) AT + AT (go) AT
~ A (gAT'dA) A
=go+(3o)

Son olarak, iki boliimde incelenen matematiksel formiilasyon goz Oniine alinarak

Maxwell denklemlerinin farkli matematiksel yazimlar1 Cizelge 3.2°de verilmistir:

Cizelge 3.2 Maxwell denklemlerinin evrimi

Homojen Denklem Homojen Olmayan Denklem
1k Form 1k Form
035'_" -+ U'By + —015:2 =0 OF_" + —JE“V + —‘jfz_z =p
N ah oz o & oz
OE, OEy, _ 0B, 0By _ .

—% - —— =-8 —Z - —==jz+E
oy o ¥ av o T
JE JE ; dB JB .

= X = Z = _B = X = z = + E
dJ- o ’ o= o T
JE,  GE, . dB, 9B, . .

— - —=% = -§ — - =L = +E
dx av i ox oy T

19. Yiiz Yiln Sonunda 19. Yiiz Yilin Sonunda
V.B=0 V.-E=p
VxE=8 VxB=j+E
20. Yiz Yihn Bagmda 20. Yz Yihn Bagmda
R =0 Faf = F
20. Yiizyihn Ortasmda 20. Yiizyihn Ortasinda
dF =0 6F =J
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4. UZAYIN EGRILiGi VE KOVARYANT TUREVLER

Kovaryant tiirev bir vektdr ydniinde bir tensdr alaninin degisim oranini tanimlar. Iki ayr
yondeki kovaryant tiirevler genelde sira degismezler ve onlarin sira degisme bagintilari

(komiitatorleri) uzayn egriligini verir.

4.1 Kesitler ve Lif Metrik

B taban manifoldu ve I1 projeksiyonuna sahip bir I1 vektér demetinin kesiti,

Mod =14 4.1)

biciminde tanimlanan bir @ : B -V gonderimdir. Kesitlerin ciimlesi, Sy(V ) ile

gosterilir.

Vektor alanlart (1-formlara karst gelirler) T(B) demetlerinde, (T*(B)’ye karsi

gelirler) kesittirler: SO(T*(B)) =7,°. Burada islenecek konu i¢in B tabani, uzay-

zaman olacak ve dim B = 4 diir. Bu yiizden T (B)’de lifler her zaman R* olacaklar.

Benzer sekilde vektor alanlart vektor demetlerinde kesitlerdir (Thirring 1999).

Dejenere olmayan, bilineer (veya kompleks demetler i¢in sekuilineer (sequilinear))
So(V)xSe(V)>C(B):(D, ¥)—>(D|V¥) (4.2)
gonderimine bir lif metriktir denir. Sy(V ), C(B) iizerinde bir modiildirr ve
bilineerlik Vf,g € C(B) igin, (f®|g¥)= fg(®|¥) esitligini ifade eder. Burada

dejenere olmamak B “nin her noktasinda, (® |¥)=0,v® €V, = ¥ =0 oldugunu

belirtir.
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Bir M Riemannian uzay ilizerinde metrik, T (M ) demetinde bir lif metrik tanimlar. Bu
vektor alanlarinin T*(M ) ve tensor alanlarma genisletilmesinden yararlanilarak
T*(M) ve tensor alanlarina genisletilebilir. Herhangi bir M {izerinde T*(M)
tizerinde kanonik 2-form, T (T* (M )) demetinde bir lif metrik tanimlar ve lif metrik

pozitif olmak zorunda degildir.

Bir vektor uzaymin her elemani {b; } bazma agilabilir, fakat bir tensor alani igin, bir

kesitler i¢in bir baz sadece lokal olarak var olabilir ve global olarak yoktur. Bu takdirde,
metrik baz iizerinde etkisi ile lokal olarak tanimlanir ve bir simetrik metrik i¢in metrigin

dik (normal),

+1 i=]igin
b |bi)=mn: ni= 4.3
<I‘J> ij>  Tij {Oiijigin (4.3)
formunu kabul eden bir baz kullanmak iyi bir kestirim olacaktir. Bu kosul, bj’yi tek

olarak belirlemez: Eger L'nL =7 ise, by =b LXK, da bir ortogonal bazdir ve 7,

X € B’ye bagli olmamasina ragmen L olabilir.

<bi | b > = 35 lif metrikli bir vektér demetinde kesitlerin bir lokal baz1 {Ib;} olsun.

L'7L =7 olan b, — b L%, déniisiimlerine ayar déniisiimleri denir. L (x) ’ler, her
X € B i¢in ayni ayar grubunu, demetin sézde G ayar grubunu bicimlendirirler
(kurarlar). Eger demet trivial hale getirilebilir ve L : B — G bir sabit gonderimse, o

zaman bir global ayar déniisiimiinden s6z edilebilir. Ornegin,
i\2
(@]@)=3(¢")

n
i=1

103



lif metrikli ® = Y¢' alanlarinin G ayar grubu O(n)dir (O(n): MM =1 olan nxn
matrislerin grubudur). (n, m) (7, n pozitif ve m negatif 6zdegere sahiptir) isaretli bir
pseudo-Riemannian uzayda ise, ayar grubu O(n, m)dir. Buradaki durumlarda ayar

grubu daima bir lif metrigin degigsmezliginden (invaryansindan) gelir.

BxV ®, ApT"(B) vektor demeti iizerindeki kesitlere p-form degerli kesitler (ve ya
vektor degerli kesitler) denir, bunlarin ciimlesi S; ile gosterilir (®,, ayni bazh

demetlerin ¢arpimin1 gosterir. Onda lifler bireysel (tek tek) liflerdir ve baz genel bazdir.

ApT*(B), T"(B) nin p-kere antisimetrik ¢arpimudir.). Onlar bir lineer uzaydir ve A
dig garpimi Ej x S4°yu Sy, icine gonderir (haritalar). Dolayisiyla ® € S, V' e E,

ve S,’da by bazlar ile
P = Yho! (44)

seklinde yazilabilir. Bir ue€ 7y (B) vektér alani verimis olsun, o zaman

Iy : Sp —> Spy i¢ carpimu,

i, ® = > bji,v! (4.5)
j=1

seklinde tanimlanir.
4.2 Kovaryant Tiirev

Bir @(x) kesitinin tiirevini tanimlayabilmek i¢in @(x)’in X+ dx’e nasil paralel

olarak tagindigmni bilmek gerekir, boylece ®(x+dx)—@(x) tanimlanabilir. Bu
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baglant1 sayesinde sonsuz kiigiik yiizey iizerinde tanimlanabilir, ve bu paralelizim lokal

veya global ylizeylere genisletilebilir.

Kovaryant dis tiirev, D asagida verilen 6zelliklere sahip bir S, — S,,; gonderimdir:

(1) D(Ot(Dl +ﬂ(l)2)=OtDCD1 +ﬂDCD2, q)i & Sp, (94 VeﬂGR

(4.6)
(i) D(®Av)=(DP)Av+(-1)P D Ado, DES,, vEE,
Bir by € Sy bazinin,
Dbi = bka)ki, a)ki € E 4.7)

kovaraynt dis tiirevinin acihminda goriillen @;, 1-formlar1 lineer baglanti veya ayar

potansiyeli olarak adlandirilir.

Kural (i) ve (ii) vasitasiyla D tamamen o ’lar ile belirlenmistir. Ornegin E,’deki dx*

dogal bazi ile

" p! Z b (“dx@ A .. A dx*?
i(a)

yazilabilir ve (4.6) kurallart ile,

PP =i ST IN PN (48)
i,(a)
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olur. by, global olmak zorunda olmadigi i¢in, D global olarak var olmasina ragmen, @
da global olarak tanimlanamaz. @, S;(L(F)) nin, yani lifler gibi, liflerin F, lineer

dontigiimleriyle b;’nin tanim bdlgesi {izerindeki demetin bir 1-form degerli kesitinin

elemant olarak diisiliniilebilir. Bu baglamda,

D=d+on (4.9)

kisaltmas1 kullanilabilir. Bununla beraber, @’lar F ’de bir baz degisimi altinda

S (L(F))nin elemanlar1 gibi doniismezler. Ayar doniistimleri altinda ayar
potansiyelinin doniisimii su sekilde olur: Bir lokal by »>bL, L€ Sy(L(F)) baz

doniisiimii altinda ),

o — Lol + LdL (4.10)

bigiminde déniisiir. dL € S;(L(F)), eger baz déniisiimii b, — b, =bL', ise, dL

elemanli matris olarak anlagilmalidir. Dolayisiyla, indis notasyonu ile

5= (1) ol +(L") d 4.11
@ = )ja)lk+( )jdk (4.11)
olur. Doniisiim kurali (4.6) kurallarindan ¢ikar:

b =bL
= Db =(Dd)L+bDL = bwlL +bdL (4.12)
=bLL'wL+bLL'dL =b(L'oL+ L'dL) =ba
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O = Zbigoi €Sy’ 1n goi bilesenlerinin bakis agisindan bakilarak, D® ’nin dgoi + a)ik(pk
bilesenlerinin ¢' — @' = ( Lt )i «@* ayar doniisimii altnda ¢'’ler gibi doniistiigi

goriiliiyor. Homojen olmayan ( dL! )(D terimi,

LI'L=1 = dU'L=-L"dL (4.13)

oldugu i¢cin @ doniistimiinde kars1 gelen terim tarafindan yok edilir.

Bir u € 7 vektor alani verilsin, kovaryant Lie tiirevi (3.22) Lie tiirevi ifadesine benzer

bigimde
L, =iyocD+Doi, (4.14)
esitligi ile tammlanir. Bu Sj’yi S, 'nin igine gonderir (haritalar). D ve i islemcileri

lineer olduklan i¢in £, kovaryant Lie tiirevi de lineer bir islemcidir. p=0 06zel

durumuna kovaryant tiirev denir ve

D, =i,D (4.15)

ile gosterilir ve asagida verilen kurallar saglar. Bir M manifoldu tizerinde u,v ve @

vektor alanlari ve f ve g fonksiyonlar olsunlar,
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(a) D, (v+w) =D+ Dw

(b) Dfu+g’uw = fDuw + gDUw

(4.16)
(c) D, (fw) = dfv + fD,v
(d) D,v — Dyu = [u, U]
Nicelikler daha kesin bir bigimde, ¢ = Y b¢' € S, olmak iizere,
L@ =D,® = h((de' |u)+(a'u)e) (4.17)
i

seklinde ifade edilebilir. L, i¢in oldugu gibi, £, i¢in de Leibniz kurali,
Li(OAD)=(Lo)AD+0A LD

saglanir. D, i¢in D¢, = fD,, Vf € E; olmasi disinda genellikle Lq, # f L, gegerlidir.
7 (M) nin kurulusu g6z 6niine alinarak V , kendi duali, V™ ve

r S

——
Vi =VRV®.OVRV 'RV '®..®V"
T T T T T T T

ile iliskilendirilebilir. Diferansiyel islemciler D ve dolayisiyla £, p =0, icin Leibniz

kurali,

D(®, ®®D,)=(DD,)®D, + D, ®(DD,), ®; €Sy(V) (4.18)
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ve gonderimlerin degismezligi (invaryansi),

SO(V*)XSO(V)—> Eo(B) :

(4.19)
D(¥[®)=(D¥|®)+(¥|DD), ¥eS(V*), DeS(V)

bi¢iminde tanimlanarak S, (Vsr ) kesitleri lizerine taginabilir. Skalerler {izerinde D =d

oldugu i¢in,
D(W|D)=d(¥|D)

dir. Ozellikle, b*J, (b*j \bk)=5jk dual bazi i¢in d&J, =0 oldugu goz Gniine

alinarak,

0=d(b" by )=D(b*"}|b)=(Db" b )+(b* |Dhy)
:(Db>I<J |bk)+(b*J \a)' kbl)Z(Db*J \bk)+(a)1,b*' ‘bk)

elde edilir ve buradan,
Db*) = - ;b* (4.20)
sonucu ¢ikar.

Bir B —»V goénderim olarak @ € Sy (V) kesiti ayn1 zamanda T (B )&)T (V)

gonderimine neden olur. Bir baza iligskin olarak bu, su sekilde ifade edilebilir:

D x—>(x ¢'(x))

T(®): (X U)—)[X, (oi(x);u, UagT(i

j (4.21)
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Eger F ve T (F)’ibelirlenirse, bu sematik olarak (Sekil 4.1)'deki gibi olur.

F T(F)
/_.—_\_____/ L]
Toe) (V)
<f.‘¢a|u>{ } T(¢)-v
- —_—
X B v
(@, |v)gh

Sekil 4.1 Kovaryant tlirevin geometrik anlatimi

D,(®) i¢in istenilen, B yoniinde gidilirken @ ’nin dik kisminin F  yoniinde
degisimidir. Bununla beraber, T (V )’de tercih edilen yatay yon yoktur. Dik yonde

bilesenler i¢in tercih edilen bir yatay yon gerekir. Bu yon, bir

(%0) > (%.0' (X);0,-( @' |v)9")

gonderimi olarak diisiiniilebilen —',, 1-formlar tarafindan tanimlanir. iki génderim
arasindaki fark olarak D, (®), @ tarafindan tayin edilen yatay yone gore T (D )v
degisimini hesaplar (Sekil 3.2). Boylece, D, (@) ’ye v yoniinde ilerlerken @, € F ’nin
degisimi olarak bakilmalidir ¢iinkii, bilesenler (d(pi | U) ile degisirler ve baz (a)ik | u)

tarafindan dondurilir.

D,®=0veyaD® =0, Vo (4.22)

denklemini saglayan kesitlerin dikey bilesenleri sabittir ve kovaryant olarak sabit

kesitler olarak adlandirilirlar ve tek olarak belirlidirler. Bu ifade ayni zamanda B
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yoniinde paralel tasima olarak ifade edilir. Eger kovaryant olarak sabit bir baz varsa,
o ’lar sifira esit olurlar ve kovaryant olarak sabit vektorler sabit bilesenlerle birlikte tek
olarak belirlenirler. Bu takdirde D ile sonsuz kiiclik dlgekte tanimlanan paralelizim

fikri bu bazin bolgesine genisletilebilir. Eger manifold bir g metrigine sahipse, paralel

tasima metrige etki etmez ve iki vektor arasidaki a1, tagima sonrasinda yine ayni kalir.
Boylece biiyiik ¢emberler boyunca paralel 6teleme onlarla olan agiyr sabit tutarak

saglanir. A¢ik olarak D® = 0 i¢in bir kosul,

DD® =0

dir. d’den farkli olarak D ’nin karesi 6zdes olarak sifir degildir. Bu, D o D ’nin

uygulanilan bir kesitin tiirevine bagl olmadigini gosterir. (4.6) kurallar1 kullanilarak,

DD(f A®)=D(df A®+(-1)"f ADD)

= ddf A®+(-1)""df AD®+(-1)"df AD® + f A DDD (4.23)
=f ADD®, VfeE,DeS,

esitligi elde edilir. Boylece DD® € Sy, , @ ile lineer olarak ifade edilebilir ve boylece

L( F)’deki degerler ile bir 2-form tanimlar.

T(F)
Tv)

<{-‘¢1 | u)

T(B)

D, (@)

(@, |v)p*

Sekil 4.2 D,, islemcisinin geometrik anlatimi
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Qe S, (L(F)) egrilik formu,

DDO =QAd, ®ES, (4.24)

ile tanimlanir. (4.24) esitligi,

DDb¢' = b QX o' (4.25)

oldugunu gosterdigi icin Q, bir baz iizerinde, Qb = b, Q¥ ; etkisiyle tanimlanir:

DDb, = D(bka)ki ) = bkda)ki + bka)kj A a)ji = kaki (426)

elde edilir. Boylece Cartan ikinci yap1 denklemi,

QO =do'y + &' A @)y (4.27)

bulunur (uzay-zaman tanjant demetinde Q i¢in R kullanilacak). @ € S;(L(F)),

diisiiniilerek bu esitlik daha kompakt olarak

Q=do+orw (4.28)

seklinde yazilabilir. Matris ¢arpimi sira degismedigi i¢in, metrik degerli 1-formlar i¢in

W AU #—U Ao olur ve @ A @ sifira esit olmak zorunda degildir.

(4.11) baglantilart igin A(2) Abelian ayar gruplu V = R* x R*’de AA A=0 oldugu

icin (@ A a))ik =AA Agijgjk sifira esit olur ve
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. . . 0 1
dAsly = Fe'\| &y =
‘ ‘”[‘” (—1 OD

(4.29)

olur. Boylece elektromagnetik alan F = dA baglanti egriligidir. (4.24) esitliginden

dolay1 by — by = b L¥; baz degisimi ile,
DDBl = bJQJkLkl = Bkai
olur. Ciinki,
—_ . _ J - .
kaki = ijJkLki = brl_rj ( L ! ) s QSkLki = ijJi
olur ve

ﬁji — ( L—l )ijkaki

(4.30)

(4.31)

olarak doniisiir. Boylece Q, @’nin tersine baz degisimi altinda S,(L(F))’nin bir

elemaninin donlismesi gerektigi gibi doniisiir. (4.10) donilistim kuralinda bulunan

homojen olmayan terimler, dw + @ A @ kombinasyonunda yok olur:

@ =L"oL+L7dL,
do+orw=(dl" )roL+L'dol - L'edL +(dL ) A dL
+(L oL+ L'dL) A (Lol + L7'dL )
=L ldLAwL+ L 'doL - L'oAadL - L'dL A dL
+L ol A ol + Ll adL + L'dL A L'oL + L'dL A LldL
=L'doL+ L'oL A L'oL — L'dL A oL + L'dL A Ll
=L'doL+L'oL A Lol = L' (do+w A o)L

Sdo+ord=L"(do+toro)l
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bulunur. Yonli tiirev i¢in Q nin anlam1 anlamak igin, ® € S, i¢in

(i,i,DD)® = i, Di, D® — i, Di, DD — Dy, ,® (4.33)

esitligi kullanilmalidir. Bu ifadeyi kanitalamak i¢in @ € S;, daha genel durumu goz
Oniline alinsin. @ =hv, b € Sy, v € E;, yazilabilir. Lineerlikten dolay1 bagmntiy1 bir bir

terim i¢in gostermek yeterlidir. (3.36) bagintisindan yararlanilarak,

i, dv =i, d(v|v)=id(v|u)=iy . vEE (4.34)

yazilir (bu esitlik (3.36) esitlliginin i i¢ ¢arpimu kullanilarak yazilmasidir). Bu esitlikte

® =bv ve d yerine D yazilirsa,

i,iyDow = (i,Db)(i,v) - (i,Db)(iyv)
+b(iyd (i) =i (i) = iru. o)

olur. Bu,

i,D(@|v)-i,D(@|u)-iy ,j0=iyD(bi,v)—i,D(biy)-biy ,v

ifadesine esittir ve ispati tamamlar. (4.33) bagmntisi, eger iki boyutlu yiizeyleri

bi¢imlendirecek bicimde [u, v]= 0 olan iki vektor alan1 varsa, o zaman

(D,D, = D,D, )® = (i,i,Q)® (4.35)
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oldugunu belirtir. Boylece Q ilkin u yoniinde ve sonra v yoniinde ilerleyerek ve ikinci
olarak ters sirayla uygulanarak ayni noktaya geri (sonsuz kiigiikk yakinina) gelmek

suretiyle @ ’nin kovaryant degisimleri arasindaki farki dlger.

Kovaryant olarak sabit kesitler icin D® =0 ’dir. Bu @ =Zibi(pi icin acik olarak

yazilirsa,

0=Dd = Zbi(a)i @ +do! )
i

elde edilir. Burada,

@ o +do' =0 (4.36)

olmalidir. Bu ifade ve (4.26) ifadesi kullanilarak,

O:d(a)ik(pk):((da)ik(/)k)+a)ikd(pk) 437
. : _ . 37

= (da)' ko' Aoty )(ok =Ql p*
bulunur. Boylece kovaryant olarak sabit bir kesit her x € B noktasnda Q' (x)

matrisinin sifir 6zdegerli bir 6zvektoriidiir. Eger kovaryant olarak sabit bir baz varsa, o
zaman baz lizerinde etkisi sifir oldugu i¢in, Q sifira esit olmalidir. Bu ayni1 zamanda
bdyle bir bazda @ =0 ve dolayisiyla Q=0 durumundan da ¢ikar ve baz degisimi
altinda € homojen olarak doniisiir. Q=0 (4.36) denklem sistemi igin

integrallenebilme kosulu,

do'y + @' Al =0 (4.38)

ifade eder.
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Asagida verilen iki esdeger kosuldan biri saglanirsa, bir vektoér demetinin baglantis

lokal olarak diizdiir denir:

(i) Q=0

(i1) Kovaryant olarak sabit bir baz (lokal) vardir.

Eger demet paralel hale getirilebilirse, yani bir global baz varsa, o zaman bu bazi
kovaryant olarak sabit ifade etmekle bir diiz baglanti elde edilir. Bununla beraber, diiz

olma bir lokal bir 6zelliktir. Diiz olma manifoldun ig¢sel bir 6zelligidir.

Kovaryant tiirev D, S, (L(F))’ye genisletilebilir ((4.18) ve (4.19) ifadeleri) ve bunun

Q’y uygulanmasi ile

DQ =0 (4.39)

Bianchi ozdesligi elde edilir. Q =b,Q*,b* ’nin (4.26) bilesenleri ve (4.20) ifadesi

kullanilarak,

0=DQ = D(hQ*b")
= (Db )Q* ib* + by ( DX ; )b*! + b Q* ;( Db™ )
=bo"  QF ;b*) +0.dQ" ;b*) - Q" e b*]
= br(a)r QX +dQ" - Q" o j)b*j
= dQ' = -0 OF j+ Qo (4.40)

veya
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i i s\ _ i s i S
d(da)j+a)3/\a)j)—da)s/\a)J o's Ad@;
_ i S i k S i k S
—(da)s/\a)j+a)k /\a)s/\a)j)—a)k ANO s A @D

k k

—(a)'sx\da)sj+a)'s/\a)sk ) j)+a)'s/\a)sk A%

e N NN O
elde edilir, kisaca,
dQ = -y AQK + Q' A 0¥ (4.41)
olarak Bianchi 6zdesligi bilesenleriyle elde edilir. Q = Dw olarak ve boylece @

iizerinde D? =0 diisiiniilebilir. Bununla beraber, Q, @ nin kovaryant tiirevi olmasina

ragmen, Q baz degisimi altinda L( F ) gibi doniisiir anlaminda, @ baz degisimi altinda
Si(L(F)) gibi doniismedigi igin, (4.39)'da kullanilan D tek degildir. Yukaridaki gibi

bilesenleri ile yazilirsa,
(Da))'J = da)'J +2a)ika)kj (442)
elde edilir ve 2 carpam ile Q' j “den farkli oldugu goriiliir.

Lif metrik, F *de bir skaler ¢arpim tanimlar ve boylece S, (V )x Sy (V )’yi E,(B) nin
i¢ine gonderir (haritalar). Baglantilarin bu yapiy1 korumasi istenir. (|} lif metrikli bir V

vektor demetinde,

D(¥|®)=d({¥| D)

(4.43)
=(DY | @)+ (-1)*(¥|D®), ¥ €S,(V), ®eSy(V)

olmasi1 beklenir. Boyle baglantilara metrik baglantilar denir. @ ’lar i¢in bu,
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0=dmy =d(e e )=(De |e)+(e | Dey)

i : - - 4.44
= oli(ej e )+ (e &)o'y = @iy + o)y @4

kosulunu yiikler. Boylece eger 7’lar simetrik ise @y = a)jinij antisimetrik olmak

zorundadir:

O = —Oi (4.45)

Bu @y (x)’in L(F)’nin bir keyfi elemani olmayacagini, fakat ayar grubunun Lie
cebrine ait olmas1 gerektigini belirtir. <e il e > = Qi "ya sahip bir keyfi baz i¢in (4.44)

denklemi,

dgik = @i + oy (4.46)

ya genellenir.

Bir Riemannian uzayin tanjant demetinde 7, = &y ve bdylece @', = —@*; *dir. Pseudo-

Riemannian uzay-zaman i¢in

-1 egeri =k =0 ise
M=+ 1 egeri=k=1,2,31ise (4.47)

0 diger durumlar
olur. Bundan dolay1
[

o'\ = -5, i,k =1,2,3 0\ =0; o =0 (4.48)

dir.
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Bir Riemannian uzaym T (M) tanjant demetinde egrilik R olsun. Bu durumda
So(T(M)) kesitleri 7¢ (M) vektor alanlari ile aynidir. 73 (M ) vektor alanlar E,’i

E, ’1n igine resmettigi i¢in S; (T (M ))’yi So(T (M )) =7y (M ) nin igine resmeder.

Eger 7)(M)’de bj’ler bir lokal baz ve €'’ler dual baz, (€'|bj)=5"; teskil

ediyorlarsa, o zaman
0=>h®e €S (T(M)) (4.49)
i

soldering form ve

T =D6 (4.50)

burulma (torsiyon) adin1 alirlar. T =0, metrik baglantisina sifir burulmalh baglanti

veya Levi-Civita baglantilar1 denir.

DO = Yh(de' + o' yne*) (4.51)
i

yazilabilir ve sifir burulmali bir baglantilar i¢in

de' = o'} A e (4.52)

olur. e, 7,°(M)’de bir baz olsun. T=0 (del =-w/e") ise asagida verilen

bagntilar saglanir:

(Dxu|Y)=(Dyu|X)=(du|X®Y), ueT;®(M) (4.53)
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veya
DyY -DyX =[X, Y], X,Y €T} (M) (4.54)
dir. Bunlar gosterilebilir.

«<(del | X ®Y)=(Dyel |Y)-(Dyel | X)
=—() (| X)(e[Y)+(o! (| Y)(e"|X)
= (@l ne¥ | X ®Y )= del = -0 e

Eger = Egeru = fe, f € E,, ise o zaman,

du =df Ae+ fde ve Dyu =iy (df Ane+ fDe)

olur. Bu ifadeden yararlanarak,

(Dxu|Y)={(ix (df ne+ fDe)|Y)
~((Dyu| X) = (iy (df e+ fDe)| X))
(Dyu|Y)=(Dyu| X)=(du| X ®Y)

olarak (4.53) elde edilir. (3.36) denkleminden,

(du[X ® Y)=Ly(u]Y)=L (u]X)=(u|[X, Y])

oldugu biliniyor, diger yandan,

Lx (U[Y)=Dx(ulY)=(DxulY)+(u|DxY)
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dir. Boylece (4.53) denklemi de kullanilarak,

(du| X ® Y)=(Dyu|Y)-(Dyu|X)
= L (U] Y) =Ly (U] X)=(u[X, Y1)
= (Dxu Y )=(Dyu| X)+(u| DY)
(Ul DyX)—(ul[X, Y])

bulunur. Esitligin saglanmasi i¢in
DyY -DyX =[X, Y]

olmalidir. Bu da (4.54) diir.

Diiz bir Riemannian uzayda kovaryant olarak sabit bazda @', = 0’dir. Eger T =0 ise,

o0 zaman (4.52)’den de) =0 olur veya e} = dx) olur. Bu yiizden R=T =0 durumu

E, ’de bir dogal, kovaryant olarak sabit bazin varligina isaret eder.
R?\ {0} polar koordinatlarinda; €' = dr, e* = rde ortogonal bazinda metrik,

g=dr? +r’de? =e' ®e' +e? ®¢?

dir. de! =0vede’ =dr ndg’den g’yi koruyan bir burulmasiz (sifir burulmal)

baglant1 icin,

2
e
6012=—6021=—d(/)=7, =y =0

bulunur. Dolayisiyla.
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Ri k= dC()i Kkt C()i in C()J K= 0

olur. Ortogonal bazlarin kovaryant olarak sabit oldugu bir baglant1 ile, dual baz

b, = or, b, = r'9¢ oldun burulma, b,de? = r'9p @ dr A dg olur.
4.3 Afin Baglantilar ve Tiirev Islemcilerinin Sira Degisme Bagitilari

Afin baglantilar dogal bazlarda ve ortogonal bazlarada ayr1 ayr1 hesap edilebilir:

(a) bel =dg! dogal bazinda: Cijk € 7, Christoffel simgeleri, bazda @jj "nin

oy = Tixdg" (4.55)
ayrisimindan ortaya ¢ikar. Bu durumda,
dei =0= F”kdqj A qu

oldugu ig¢in, bunlar j vek’ya gore simetriktirler. Bu bazda Christoffel simgeleri

asagida verilen bagintilar ile belirlenirler:

dgy = @ + @j = iydg* +T jdg* (4.56)
gij

dg; = 20 g

Qij P q

oldugu i¢in,
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_ 0gjj
gu,k = 6qk

= Fijk + Fkij (457)

bulunur ve bu simgeler j ve k ’ya gore simetriktirler:

0=de' =o' ne* =—-gloy ek =—g'T e Ae™

1
ZEQ'J(ijm —Tjmg )" ne™

olur ve buradan

ijm =ijk (458)
elde edilir. Bu 6zellik ve (4.57) denklemi kullanilarak,

Ui + Ui = gy

Uir + Ty = gk
Ly =Ty = =9
25 = Gjes + Gk — 9,

1

Ui = 5(9,71@.,1 + Gk — Guj) (4.59)
elde edilir.

(b) Ortogonal bazda: dg;, = dny, = 0 = wy + @, ile birlikte

(del e ®@e)=—(wle' |e®e)=(l |e)-(a)|e)
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kullanilarak,

bulunur ve boylece,

1
(a).k | eJ' ) IE[(deJ | €k ®ei )+(dek |ei ®ej )—(dei | €k ®eJ )] (460)
elde edilir.
Onerme (4.3.1): Egrilik formlar asagida verilen 6zdeslikleri saglar:

(@) Rj =-R;j;
(4.61)
(b) Rj ~e' =0

Ispat:

(a) Bu durum bazdan bagimsizdir. Eger € = Ae baz degisimi yapilirsa, o zaman

R — ARA™! ((4.32) ifadesinden), g — A"'gRA™! olur ve boylece

Rj = giR*j =(gR); > (A "gRA™! )ij

biciminde doniisiir ki bu antisimetriyi korur. (a) durumu
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_ k. _ kK _ k
Wjj = ~Wji = Gk NO"j =~ N W~ = ~Oj N O
olan ortogonal bazlarda agiktir.

) 0=dde' = —d( @'y ne*)=—-do'y ne+ o' Ade¥

=—da)ik /\ek —a)ij /\a)jk /\ek :—Rik /\(:,"k

isapat1 tamamlar.

m tane 3-form (b), (m] tane sifir olan 2-form elde edilir. Sonug olarak diger cebirsel
2

kosullar disinda egriligin,

NE NS .

bagimsiz bileseni vardir. Tek boyutta egrilik 2-formu yoktur, iki boyutta bir tane ve dort
boyutta yirmi tane vardir. Bununla beraber bazi bilesenler uygun bazlar ve koordinat

sistemleri se¢imi ile yok edilebilir.
R j ler bir bazda,

. 1 .
R'j= R ikme*™ (4.63)

biciminde ayristirilabilir. Burada,

Rijkm = 9inR" jkm (4.64)
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Riemann-Christoffel tensorii olarak bilinir ve agsagida verilen 6zellikleri saglar:

(@) Rijum = —Rijmk

(®) Rijkm = —Rjikm
(4.65)
(©) Rijum + Rikmj + Rimjk =0

(d) Rijkm = Rymij

Ispat:

(a) Her iki tarafi 2-form

oldugu ve 2-formalar antisimetrik olduklari i¢in saglanir.

(b) (4.66)’da R;, 2-formu antisimetriktir dolayisiyla (4.61b) de antisimetrik olmalidir.

(c) (4.61b) bagintisindan,

0=R"jael =R jpn el (4.66)
(a)’dan dolay1 bu toplamda sadece devirli permiitasyonlar kalir.

(d) Bu 6zellik (a) ve (c) 6zelliklerinden ¢ikar: (c)’den,
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Rijkm = —Rikmj = Rimjk = Riimj + Rmij
= —Rumji — Rijim — Rmjki — Rmkij
= 2Rymij + Rijim + Rjmi

= 2Rumij — Rijgn = 2Rimij = 2Rijkm
Sayet Rjy ’ler,
i, R =RJe" =R € E vei, R* =R¥ ) =R € E, (4.67)

kisalmalari (biiziilmeleri) ile yazilirsa, o zaman Cj Weyl formlari

R
Rik T (m=2)(m-1)

i
ej/\ek +m(ej/\Rk—ek/\RJ‘)+Cjk (468)

bi¢iminde tanimlanir. Cj;’ler (4.37) ifadesini sagladiklar1 agiktir (Stewart 1990) ve

kisalma ile,
i, C1=C =0 (4.69)

oldugu gosterilebilir: Her w € E igin,

i, e} =mve eji, 0= po (4.70)
dir ve buradan,

R(m-ljg 1
(m-2)(m-1) m-2
:Rk+Ck = CkZO

[Rek—Rk—Rk+mRk]+Ck

Rk = |eJRJ k=
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bulunur. iej R¢ =g R;j’dir dolayisiyla, Cy =0 denklemleri yalnizca m(m+1)/2
bagimsiz kosul olustururlar ki Cij icin
m*(m* —1)/12—-m(m+1)/2=m(m+1)(m+2)(m-3)/12 bilesen birakir. Ug
boyutta bitin Cj;’ler sifira esittirler ve ilk olarak dort boyutta on bilesenle ortaya

cikarlar.

Onerme (3.3.2 ): C' j’ler g— fg, f € E; konformal doniisiimleri altinda degismez

kalirlar.

ispat: & = fe' olsun, fakat Gy = gi Oyleki g = f2g olsun. y; € E; igin

Iiik :Rik +UO A€ — U AE

oldugunu gostermek yeterlidir. Ciinkii daha once de gosterildigi gibi (4.20),

de’ = df A€ + fde' = -&' (A E* ve @y + By = oy + @,

~ 471
ok = oy +(df e )e —(df e )e

dir. Bir dogal bazda ¢ A @' j = 0°dir ve bundan dolayz,

((df |ei)ek—(df |ek)ei)/\(0kj = U;j NE, Uj :(df |ek)a)kj

olur ve (4.71)’den

doy —dwy = v A8 — U A&
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olur, buradan

dCT)lk +5|J/\C(_)|£ :da),k +a)'j/\a)Jk +UO, A€ — U NG

Rik =Rik +UO NG — U NG

olarak istenilen bulunur. Tersine, C, =0 ise 0 zaman, ¢ = f# olur.
Metrikleri ve egrilikleri baglayan formiiller 6zet olarak asagida verilmistir:

g = gue' ®e!

de' =-o'; ne!

. _ (4.72)
dgi = gija)Jk + a)Jkgji
Rik = da)ik + C()ij A a)jk
(4.33) bagintisida u,v ve X vektor alanlari i¢in,
D,D,X = DB,DyX = Dy, p1X =(i,i,lR)X =R(u, v)X (4.73)

komiitatoriiniin X ’in tiirevine bagli olmadigim1 fakat egrilik tanimladigi belirtilmisti
((4.73) bagintis1 (4.33)’lin daha kullanigh yazilmis halidir.). DL, — L,D i¢in benzer bir
ifade (4.73) ve

LoiyX =iy X +i,L X, U € E, (4.74)

ifadesi  kullanilarak iretilebilir: [ X, Y ]=LyxY =-LyX =DyxY —Dy X ifadesi,

Ly =iyL,, Dy =iyD ve R(u, v)X =-R(v, u)X goz oniine alinarak,
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((DL, — L,D) X | u) = i,DL,X — Lyi,DX + iy, X
— D,L,X — L,D,X + Dy X
— D, (D,X — Dxv) — D,D,X + Dp xv + D, ) X
— D,D,X — D,Dxv + D)X — D,D,X + Dp, xv
— D,D,X — D,D,X — D, ;X — D,Dyv + Dp, xv
= R(u, v)X + Dpyv—(R(u, X)v+Dyxp+ DXDuv)
= R(u, U)X + R(X, u)v + Dp xv — DxD,v
+ Dp xv — Dp v

= R(u, v)X + R(X, u)v— DyDw — Dpv

elde edilir. Burada (4.65c¢): Rijkm + Rikmj + Rimjk =0 ozelliginden

R(u, o)X +R(X, u)o=R(X, v)u ve

DX DUU = DX iu Dl) = iDXUDU + iUDX Dl)

4.75

=DDXUU+<DXDU|U> ( )
kullanilirsa, kovaryant tiirev ve Lie tiirevinin komiitatori,

((DL, —=L,D)X Ju)=R(X, v)u—(DyDv|u) (4.76)

biciminde elde edilir (Stewart 1990). Burada komiitatér X ’in herhangi bir tiirevini

icermiyor fakat v 'niin ikinci tiirevini igeriyor.

(2.60)’da (|) skaler garpimi, i, i¢ carpimu bigiminde genisletildi. Bu gbz oniine

alindiginda (4.43) isleminin genellemesi yukarida (4.75)’de kullanilan

DXiU = iDXU + iU DX (477)

ifadesidir. Ozellikle,
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0=Dyx1=Dy(e|e)=2(Dxe|¢)

oldugu icin ve £ dejenere olmadigi i¢cin Dy & = 0 olur. Bundan dolay1

Dxiug = iDXUE
ve dolayisiyla
Dy*v= *Dyxov (4.78)

Olarak Dy ve * islemcisinin komiitatorii elde edilir. Burada Dy , SO(/\pT* ( B)) ile

tammlanmigtir S, (T* (B )) ile tanimlanmamstir. Boylece E, iizerinde iy, bir

Ep, = Ep_i gonderim iken Dy , ix D bigiminde yazilamaz.

4.4 Geodezik Vektor Alanlarn ve Killing Vektor Alanlan
Bir pseudo-Riemannian uzayda,

Dy X =0 (4.79)

denklemini saglayan bir X vektor alanina geodezik vektor alam denir. Yani, eger X

vektor alani bir pseudo-Riemannian manifoldta bir y egrisinin vektor alani ise (4.79)
X ’in egrinin her noktasinda kendisi boyunca paralel tagindigini ifade eder ve y

egrisine geodezik egrisi denir.

z('s) bir geodezik vektor alanmnin akig ¢izgisi olsun, yani z(s)= X (z(s)) olsun. O

zaman dogal bazda z ’nin bilesenleri,
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7'(s)=-T" 21z

denklemini saglarlar. Ciinkii Db*} = —@) ;b* esitliginden dolay:

0=Dy (X'8;) = X'd; + X'ix 06y
= X0 + (0" [0 ) X TX ¥
:(Xi,k +((0ij |8k)XJXk)8,

elde edilir ve
i d i sk
'(s)=—X(z(s))=X"y2
ds ’
olur. (4.55) ve (4.81) karsilastirildiginda
Fi jk: (a)i jl Gk )
olur ve bdylece hareket geodezik denklemleri,

d2x* a dx* dx”
rER S

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

elde edilir. En kisa yollar, boylece bir egrinin tanjant vektorii yollar boyunca paralel

tasima altinda kendisine doniismesi anlaminda en kisadirlar.

g, metrikli bir pseudo-Riemannian uzay iizerinde,
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L,g=0 (4.85)

saglayan bir v vektor alani, bir Killing vektor alam olarak bilinir.
[,] vektor alanlarinin Lie parantez islemcisi olmak iizere,

LxLy —LyLx =Lxy;

oldugu i¢in Killing vektér alanlari1 bir Lie cebiri olustururlar. Eger bir

e ( g=¢'® ejnij ) ortogonal bazi kullanilarak €' ’nin Lie tiirevi,

Luei = Aijej, AIJ <3 =

seklinde ayristirilirsa, o zaman o bir Killing vektdr alanmidir ancak ve ancak,

Aj =ik AX j olmak iizere, A; = —A;; "dir. v, Killing vektor alanlari igin,

L, =L," (4.86)

oldugu gosterilebilir:

LUeklkp — ZAkJ keklkj_lkkj+1kp (_1)J+1
]

dir. (3.89) 6zdesligi, o'y =7n" @y olmak lizere,

i i i _
@, ik, k, T O, Exik, T O Ex ki =0
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Yk =1,...,m;...;ky =L....m olarak verildi ve bu &6zdeslik @', ’ler yerine Akj’ler

yazildiginda dogru kalir, ¢iinkii AX j ler ayn1 simetriye sahiptirler. Bundan dolayi,

LU* ek]kp — zAka* ekl"'kj—lkkj+1"'kp (_1)j+1
]

ve sonug olarak,

Ko

*LU ( Ok ekl"'kp ) - ( LUa)k1~-~kp )* eklmkp + wk]-..kp *Lueklm

P
sk k
= Lo (@, ")

elde edilir ve bu istenilen (4.86) bagintisidir. v bir Killing vektor alan1 olmasa dahi,

ozel p degerleri i¢in *L,o=L*®w, @€ E, saglanmasi olasidir. Ornegin,

Lel =fel, f €E,

Lehle = pfeli-do ve L *ello = (m—p)f*el-b

yol agar ve bdylece her w€E, i¢in *L,w=L*w, @€ E;, olur. Dolayisiyla

L,, L,g = 2 fg konformal doniisiimiinii iiretir ve v bir Killing vektor alani degildir.

Bir X Killing vektér alani i¢in Ly g = 0’dir, oysa herhangi bir vektor alani i¢in
Ly X =0 saglanir. Tersine, kovaryant tlirev icin Dy X =0 yalmz geodezik vektor
alanlar1 i¢in saglanir ve yine Dy g = 0 herhangi bir vektor alani i¢in saglanir. Genelde
Killing geodezik belirtmez veya tersi. Bununla beraber, asagidaki bagint1 vardir: v bir
Killing vektor alani olsun, 8yle ki L, (X | X )=2(L,X | X) ve X bir geodezik vektdr

alani1 olsun. O zaman,
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Ly (0] X)=Dy (0] X} =(Dyv| X )+(v| Dy X)
=(Dyv| X)

olur. Burada,

(LyX | X ) =iyL,X =iy (D,X + Dyv)
=(D,X | X)+(Dyxv|X)

= (Dyv | X)=(L,X | X)=(D,X | X)=0 (4.87)

LX<U|X>:<LUX|X>_<DUX|X>

L xx)=,(x X)) =0 @5

elde edilir. Sonug olarak, bir geodezik egrisi boyunca bir geodezik vektdr alaninin bir

Killing vektor alan1 yoniindeki bileseni sabittir.

Eger bir ortogonal bazdaki bir vektor alanm1 aym1 zamanda dogal ise, o zaman bir

geodeziktir. Bunu gormek i¢in X bir vektdr alani ve v, ya X (o zaman (v| X ) ==1)
ya da X ’e ortogonal bir dogal bazin bir elemani olsun. Her durumda (v | X ) sabittir ve

(4.53) bagintis1 kullanilarak,

0=Ly (0| X)=Dy (0] X)=(Dyv|X)+(v|DxX)
1
=20, (X 1 X)=(L,X | X)+ (0| DxX)
bulunur. (X | X )=+l oldugu i¢in sagdaki ilk terim sifirdir ve bir dogal bazin

elemanlar1 arasindaki Lie tiirevleri sifir olduklar icin L, X =0’dir. Bundan dolay1

Dy X ’in biitiin bilesenleri sifira esittir.
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5. GRAVITASYON VE EINSTEIN ALAN DENKLEMLERI

Alan denklemlerini Lagrangian formalizmi ile iiretmek icin, Lagrangian yogunlugu
olarak bir 4-form gereklidir. Bununla beraber, tutarli olan alan denklemlerini elde etmek
icin eylem fonksiyonelinin bir duragan noktaya sahip olmasi gerekir. Maxwell

teorisinde bu nicelik akimin korunumuna karsilik gelir. Akim bir S skaler alanindan

tiiretilir ve S i¢in alan denklemleri akimi korumalidir.

5.1 Lagrangian Formiilasyonu

Alan teorisine nokta parcaciklar mekaniginin genellemesi olarak bakilabilir. Burada
gi (t) dinamik degiskenlerinin yerini E(x,t), B(X,t) gibi ®(x,t) alanlar, i kesikli
indislerinin yerini siirekli X degiskenleri alir ve }; toplamlar1 yerine integraller yazilir.

Alan teorisinde

fdtL(q.q) (5.1)

eylemi bir dort-boyutlu N, altmanifoldu iizerinden integral igerir ve dolayisiyla bir 4-

form gerektirir. Alan teorisinde eylem

W =[(®, do) (5.2)

ile verilir. Burada £ € E; Lagrangian olarak adlandirilir. Alan denklemleri her

compakt N4 ve ve her &P dyle ki, dD sy, =0 igin

SW =05 (5.3)

kosulundan elde edilir (burada 6 imgesi degisimi gdsteriyor).
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E, elektrik alan1 ve B manyetik alani i¢indeki m kiitleli bir parg¢acigin hareket

denklemi,

mxX°n,s; = ex*F,z, F = 54
e E, B, 0 -B (>-4)
-E; -B, B 0
.. R . : .
Lorentz kuvveti ile verilir (X* = T S = 0z zaman ). Burada F Minkowski uzay1
M tizerindebir 2-formdur. Homojen Maxwell denklemleri
dF =0 (5.5)

ifadesine karsilik gelirler ve bu F elektromanyetik 4-formunun kapali oldugunu belirtir

ve (3.54) Stokes teoremine gore bu ifade,

0= j wF (5.6)

oldugunu ifade eder. Buna gore F, 2-formu bir 1-formun dis tiirevi olarak ifade

edilebilir,

F=dA AcE(RY) (5.7)
A vektor potansiyeli olarak adlandirilir. Homojen olmayan Maxwell denklemleri,

SF=Jveyad *F = —*] (5.8)

karsilik gelir. Buna gore J bir 3-formdur. Yiikiin korunumu geregi,
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6J =0veyad*J =0 (5.9)

olmalidir. Bunun integral formu,
[ *3=0,*J€E)(N,) (5.10)
N,

olur. Burada

J = jAadt—pdx! Adx® Adx? (5.11)

j= jidx? Adx® + jodx® Adx! + j;dx! A dx?

yazilirsa (5.9) stireklilik denklemini verir; p, yik yogunlugunu ve |, akim

yogunlugunu gosteriyor.

(5.2) eyleminde verilen L Lagrangiam1 elektromanyetik alan i¢in Maxwell

denklemlerini saglayacak bir ifade olmalidir:

Ez—%dA/\*dA—A/\*J (5.12)

Lagrangianinin Maxwell denklemlerini sagladigi gosterilebilir: Bir A — A+ J6A

degisimi ve

*elllp — giljln.gipjpejpﬂ'"jmg V|detg|

ii-dn (m—p)!

esitligi kullanilarak,
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0=—-oW =5f (%dA/\*dA+ A/\*J)
-] (%d(A+5A)/\*d(A+5A)+(A+5A)/\*J)
- (ldA/\*dA+A/\*Jj
Ng\ 2

= IN [%dA/\*dé‘A+%d5A/\*dA+%dé‘A/\*d§A+ 5A/\*J}

1
elde edilir. Burada Ed5A/\*d5A terimi ¢ degisimine gore ikinci dereceden

oldugundan ihmal edilebilir. Boylece, (2.67 (iv)) ozelligi. v A *@ = €i,0 = @ A*v,

kullanilarak

0= —6W = EdA A*déAJr%d(SA A* A+ SANKT

Ny

- [ %d&AA*dAJr%d(SAA*dAMAA*J

- fN, d6AN* dA+ 6A N |

:fN d(6AN*dA) + BAND* dA+ 6AN*J |

= [ 6A/\(*J+d*dA)+de(6A/\*dA)

4

olur ve (3.54) Stokes teoremi kullanarak

0==0W =] SAA(*I+d*dA)+[ SAA*dA
N, N,

bulunur ve bu esitligin sifir olmas1 igin

d*dA=d*F =-*J ve 6A=0 (5.13)
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olmalidir. Bu (5.8) ile verilen homojen olmayan Maxwell denklemleri ifadesidir ve
dolayisiyla istenilendir. F, 2-formu dA big¢iminde yazilan bir kapali form oldugu igin

homojen Maxwell denklemleri

dF =ddA=0
ifadesinden (Poincaré lemmasi) bulunur.

Maddesel bir ortamda S € E° siiper potansiyel olmak iizere ve p yiik yogunlugunu ve

m kiitleyi gostermek tizere,

F=dA, J =%”(ds +eA) (5.14)

olarak tanimlanirsa o zaman, Lagrangian,

L:—lﬂJ #) _LE A¥F (5.15)
2 pe? 2

ile verilir.

Ispat: (5.12) ifadesinin dogrulanmasinda oldugu gibi A - A+ 5Ave S - S+ 59

degisimleri kullanilarak,

—dS +-= d&S+A+§A) *J

—-ds + A)
(5.16a)

doS A*T + 0AA*T

d(§S*J)——§Sd*J+5A/\*J

3
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ve (5.15)’in sagindaki ikinci terim i¢in de ayni bigimde,
O(F A*F)=08(dAA*F)
=(dA + dSAYA*F —dA A*F (5.16b)

=dOAANYF =d(6AAN*F)+SAANd*F

bulunur. (5.16a) ve (5.16b) denklemleri (5.15) Langrangianinin degisiminde yerine

yazilirsa

55=—éd(58*J)+é§Sd*J—§A/\*J—d(§AA*F)—5AAd*F

:é58d *J —éd(é‘S*J )-SAA[*I+d*F]-d(JAA*F)
bulunur ve Stokes teoremi kullanilarak eylem integrali,

1 1
0=EIN453d*J —jN45AA[*J +d*F]- jN4d(5s*J)—jaN4d(5AA*F)

elo

burada sagdaki son iki terim sinirlarda degisimin sifir olmasi nedeniyle ayr1 ayri sifira

esittirler ve ifadenin tamaminin sifira esit olabilmesi i¢in

d*J=0ved*F =-%*]

olmalidir, buradaki ilk ifade yiikiin korunumudur. Boylece (5.15) ifadesi istenilen

Lagrangiandir.

Bir kompleks ¢ = exp(iS) alanini kullanarak J A *J ’yi

(d+ieA)p A*(d +ieA)p = (idS +ieA)p A *(idp +ieA)p
=(dS+eA)pn*(dp+eA)p (5.17)
=IA¥l|pl = A%
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olarak ifade edilebilir. Bu modelde A’nin etkisi ¢ — exp(ieA(x)) altinda dis tiirevi

degismez kilmaktir. Burada bir yiikli parcacigin alani iki reel

@' =JpcosS, ¢* = psinS (5.18a)
veya bir komoleks,
O =g +ip? =/ pe'® (5.18b)

alaninin uygun terimleri ile ifade edilebilir. Bir vektor demeti elde edebilmek igin

p’nun R* lizerinde degismesine (burada yavasca degistigi kabul edilecektir) izin

verilmelidir. Bu durumda R? veya C’ye esit olan F lifleri ve V = R*xF demeti
vardir. Dis tiirevin (4.9) ifadesi goz Oniine alindiginda, (5.17) esitliginde, bu demette bir

kovaryant dis tiireve karst gelen,

. . , 0 1
dp +iAp veya do' +io' 0¥, o' =[_1 O) (5.19)

ifadesi bulunur. Dolayisiyla (5.17) esitligi, bu degismez formda,

2 , , : . , . 0 1
-3 3(00) A5(Dp), (Dg) =do! +estnot, =[] (520)
i=1

olur. Lokal ayar doniistimleri altinda degismez diger terim,
I i

biciminde tanimlanabilen bir kiitle terimi olmalidir. Boylece genel toplam Lagrangian,
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1 « 1 i i 2 0 x i
£=-ZdAn dA—EZi:((D(p) A*(Dp) +mip A" g ) (5.22)
olur ve A= A+dA, p>e o, Ac C(R4) ayar donligimii altinda degigmezdir.

Yukarida (5.12) ve (5.15) Lagrangianlarinin dogrulanmasinda kullanilan degisimler

hesab1 £ = L(¢',d@') olmak iizere ve ¢'’ler p-form olmak iizere,

(
-y %Aé‘(oi+d(a—foi/\5¢ij—(—l)p(dwj/\§(oij| (5.23)

olur. Bu ifade eylem integralinde yazildiginda ikinci toplamdaki ifade (4.54) Stokes

teoremi geregince 0N, sinir1 lizerinden degisimi ifade ettigi igin sifira esit olur ve

5I£(¢,d¢) = ZI(;—;—d%j5¢i =0

elde edilir. Bu ifadenin sifira esit olma kosulu,

oL

o(de')

=0 (5.24)

9L (-1 d
o0¢'

Euler denklemlerini verir. (5.22) Lagrangiani i¢in (5.24),
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L _o
O0A  OA
oL

= —es' " A¥( Dgp)i +d*dA=0

((Dp)' A*(Dp)' )= —e&' (" A*(Dp)

verir ve (5.7) ve (5.8) denklemlerine gore son ifade

d*dA=d*F =%*J = —Z—ﬁ: ec' @ A*(Dp) (5.25)

ifadesine 6zdestir. ¢' icin Euler denklemleri benzer sekilde,

oL 0 (.2 i 2% i
—=———(M"Q A*@' )=-m~*
oL * i

= _—_*(D

Dy (Do)

=m’*p —d ”‘(Dgz))i =0
bulunur ve bu son ifade,
D*D®=m?*® (5.26)

denklemine 6zdestir.

Euler denklemlerinin [,] =0 olmasmi gerektirdigi agiktir. © — e N degisimi,

yukaridaki gibi degisimler hesab1 uygulandiginda birinci dereceden A ’ya bagli olan,

oL =ed (Agi @ AE( Dgo)i )

katkisina neden olur. Eger bir global ayar doniisimii (dA =0) segilirse L'nin

degismezligi (invaryansi) 6L =0=d *J esitligini garantiler. Bu diisiinceler non-
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Abelian grup O(3)’e genisletilebilir. Bu durumda @ {i¢ bilesene sahip olur ve (5.22)
Lagrangiani'ninde Y7, alimr. Bununla beraber, simdi ii¢ ayar potansiyeli de vardir ve
dA (4.10) doniisiimiine gére A — L'AL + L!dL doniisiimii altinda degismez degildir.
Bu sonug, dA’nin (4.31)’de gosterildigi gibi (DA)— L'AL bigiminde déniisen

DA = Q ile degistirilmesi gerektigini belirtir. Boylece bilineer terim,

trQ A*Q = Q| A*QK; (5.27)

ayar degismezdir ve ayar alaninin Lagrangiani i¢in kullanilabilir. Béyle bir kullanim ilk

olarak Yang ve Mills tarafindan onerildi ve Yang-Mills Lagrangiani,
1 1 1,
£=§trDA/\*DA—§<D¢/\*D¢>—§m (D A*D) (5.28)

ile wverilir. Burada <®/\‘P>:Zi¢)i Ay notasyonu liflerde skaler ¢arpim igin
kullamildi. Burada O(3) igin disiiniilmesine ragmen, (5.28) Lagrangiani tiim

O(n) ’ler igin dogrudur.

Yang-Mills Lagrangiani'nden degisimler hesabu ile elde edilen denklemler, F , Maxwell
alan1 yerine Q egriligi gelecek bigimde (5.25) ve (5.26) denklemleri ile aynidir (daha

sonra degisimler hesabi ele alindig1 i¢in burada denklemler dogrudan verildi):

d*Qz—*Jz%%, D*D®D =m?*® (5.29)

denklemleri Yang-Mills denklemleri olarak bilinir.

Daha agik ifadeler elde etmek i¢in izi diagonal yapan Lie cebiri (= (3 x3)) antisimetrik

matrisler) i¢in bir b, baz1 kullanilabilir. Eger
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trb,bs =—0,5 ve A= D D,A%, A” €
ise 0 zaman,

Q=>h,F*

egriligi, (4.27) Cartan ikinci yap1 denklemine gore,

Fo = dA” +%cﬂy“Aﬂ N (5.30)
bilesenlerine sahiptir. C4,“ ’lar bu bazda O(3)’iin

bsb, —b,bs =cg,“b, (5.31)
yapi sabitleridirler. Bu ayrisimla ayar alaninin Lagrangiani,

o :—%F“ AT FE (5.32)

olur. F*’lar burada yalmiz dA’ya degil, A’ya da baglidirlar, bu nedenle J akimina,
Maxwell teorisinde goriinmeyen ve Yang-Mills denklemlerinin, skaler alanin

yoklugunda bile lineer olmadiklarini gosteren bir

oL

RN (5.33)

katkis1 gelir. Skaler alanin akima katkis1 (5.25) denkleminde verildigi gibi,
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|
(b"‘ )kl P* A*(DD)
bi¢iminde olur. dA* =0 ve A* — 0, olan bir

L =1+b,A” (5.34)

ayar doniisiimii almirsa, 6A =cCp,“ APA” olur ve SL =0 oldugu igin, (5.23) ifadesinin

sagindaki ikinci toplam,

A“d(cg“ AP A*F7 +(b%) o™ A(Dp)")=0 (5.35)

oldugunu soyler. Boylece Maxwell teorisinden c¢ikan sonuglar O6rnegin, kapali bir

evrende toplam ylikiin sifir olmasi ve ya diizlem dalga ¢6ziimii, hala gecerlidir.

Maxwell teorisinden temel fark, akimin ayar invaryant oldugu yerde ortaya cikar.
Burada akim ayar doniistimii altinda Q gibi, yani J — L"'JL olarak doniismez, aksine
homojen olmayarak doniisiir. *Q, *Q — L"*QL, olarak doniismesine ragmen,

dQ ’nin boyle doniismeyecegi agiktir, dolayisiyla bu uzayda herhangi bir X noktasinda
belirli bir yiik bulundugunu sdylemek i¢in ayar degismez (ayar invaryant) bir anlama

sahip degildir ve buna ragmen her zaman J(X) =0 olan bir ayar doniisiimii bulmak

miimkiindiir. Bu nedenle burada,

Q, = IN3 *J = — 6N3*F (5.36)

yiikleri daha uygundur. Ciinkii bunlar sinir integralleri olduklar1 igin ON; tizerinde

dL = 0 olan tiim ayar doniisiimleri altinda homojen olarak dontisiirler. J ayar alaninda
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bulunan A nedeniyle homojen olarak déniismiiyordu, kovaryant tiirevin S, (L(F))’ye
genigletilmesi ile bunlarin (5.20) ifadesinde tanimlandigi gibi kovaryant dis tiirevin

bilesenleridir. Kovaryant dis tirev L'D*QL bi¢iminde homojen olarak doniisiir.

Boylece (5.29)’da ilk denklem

D*Q=—-*J(d)

olarak yazilabilir. *J (@) tek basina korunmaz fakat D, iki kez ard arda *J (D) ’ye

uygulanirsa, sifir verir: Bir V € S, (V (F)) i¢in, Kovaryant tiirev

DV =dV +w AV +(-)’V Aw (5.37)

bigimindedir ve ddV = 0 esitligi de goz oniine alinarak,

D*Q=d*Q+0oA*Q-*QAw

DD*Q=dd*Q+wAd*Q+(-1)d*Qrw+d(0A*Q)
+or(or* Q)+ (1) (*Qr0)A0-d(*Q A o)
—or(FQAr0)- (-1 (*Qr0) A0
=don*Q-oArd*Q-d*QAro-*QArdo
oA (A*¥Q+ oA Q-*Q A )
+(d*Q+oA*Q-*Qro)r @
=don*Q-*QArdo-oArd*Q-d*QArw
+oAD*Q+D*QAw

elde edilir burada dis garpim igin v € E, ve @ € E; olmak tizere v A @ = (-1 )IOOI 0¥ Y

ozelligi ve v ve o € Ey igin v A *w = &i,0 = @ A *v zelligi kullamlarak
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DD*Q=doAr*Q+(oA0)A*Q-*QAdo-*QA (oA o)
+(—oAnd* Q)= (-1 0rd*Q+oAD*Q+(-1Y'0AD*Q

=(do+oro)N" Q" QA (do+o A o)

ve (4.28) esitligi ile bu,

DD*Q=0OA*Q-* QA D =0 (5.38)

olur. Boylece kovaryant Yang-Mills denklemleri

DQ=0, D¥*Q=-*J(®)=D*J(D)=0 (5.39)
elde edilir.

Simdiye kadar tartisilan ayar teorileri elektrozayif ve giiglii etkilesimler i¢in uygun bir
tanimlama getirdikleri icin, kiitlecekim (gravitasyon) i¢in de uygun bir model
olusturabildikleri diisiiniilebilir. Kiitlegekim uzay-zaman M ’nin metrik yapisiyla

ilgilidir. Bu lif demet olarak T (M ), lif metrik olarak pseudo-Riemannian metrik, ayar

grubu olarak Lorentz doniistimleri ve ayar potansiyeli olarak @ baglantilarin1 almay1

gerektirir. Boylece olasi bir Lagrangian,

—% R*s AR?, +(5.15) madde Lagrangian (5.40)

olur. Bununla beraber @ baglantilar1 (5.15) Lagrangiani’nde bulunmamaktadirlar ve her
sey * ve d cinsinden ifade edilmistir, dolayisiyla bu ifade bir kiitlegekim teorisi
vermez. (5.40) Lagrangiani gbz Oniine alindiginda *J = 0L/dw akimina Maxwell
alanlarindan veya skaler alanlardan bir katki gelmez. Tiim maddenin kiitlecekim
potansiyelinin kaynagi oldugu bilindigi i¢in bu teori uygun bir yaklasim olusturmaz gibi
goriinliyor. Daha 0zel olarak tiim enerji ve momentum akimlarmin kiitlegekim

kaynaklar1 olduklar1 diistiniiliir. Dolayisiyla, kiitlegekimsel Lagrangian’in kurulmasi
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biraz tahmin igerecektir. Bu takdirde maddenin enerji ve momentum akimlart 0L/0e*
olurlar. Burada e* € E; dortliileri bir bazdir ve bu yiizden onlara A’larin yerini alan

ayar potansiyelleri olarak bakilabilir. Eger bir ortogonal baz kullanilirsa, bazin

elemanlar

g= Zﬂaﬂea ® e/

Emadde

metriginin tim bilgisini igerirler ve onun madde iizerindeki etkisi , madde

Lagrangianinde igerilen *, Hodge yildiz gonderimi vasitasiyla olur. Artik madde bir
skaler ve bir elektromanyetik alan ile gosterilebilir (pe*/m =1 birimi alinabilir) ve

(5.15)’den madde igin

LA —%F A*F (5.41)

Emadde —
2

Lagrangiani yazilir (Lagunov 2001). Burada J ve F (5.14) bagintisiyla

tanimlanmislardir.

Einstein alan denklemlerinin, Maxwell denklemlerini 6A = 0 Lorentz ayari ile ¢aligmak
gibi, icinde daha sade oldugu bazi koordinat sistemleri vardir, O6rnegin &6dx =0
saglayan harmonik koordinatlarda yazarken, bazi formiillerin daha kisa oldugu
goriilecektir. Ozellikle ortogonal bazlar dzeldirler, ciinkii gj metrigini 77;, gibi standart

hale getirirler. Bunlar hala bir e* — L% ( x)e”, L' (x)nL(x) =7 Lorentz doniisiimii

olasiligimi acik birakirlar. (5.41) Lagrangiani bu donilisim altinda degismezdir ve

kiitlecekim Lagrangiani de bu doniisiim altinda degismez kalacak bi¢imde kurulmalidir.

T(M) i¢in 4. kisimda saglanan materyalden £° € E, Lagrangiani segilmeli ve bu

asagida verilen kosullar1 saglamalidir:
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(a) Baz degisimi altinda degismez (invaryant) olmalidir

(b) €* ’nin tiirevinde kuadratik olmalidir.

Bu kosullar ile,

L=*R=Ryne? =2(e" r*de, )—(de* nef )a*(des ne,)
| (5.42)
+5(de“ neg ) n*(def ney)

Lagrangiani’nin tek oldugu gosterilebilir: Bir ortogonal bazda sabit 7 metrigi

diistintildiiglinde, indisler serbestge tiirev altinda asag1 ve yukar alinabilir ve

Dop = nayg}/ﬂ (5.43)

notasyonu kullanilabilir.

*e“ﬂ 7a\ da)aﬁ -d (*e“ﬂ 7a\ a)aﬂ ) = —(d *e“ﬂ ) AN a)a/;
=-0”, A" e’ A Opp + a)ﬂy NECEANOW, (5.44)

=2 Nw," Ny

bulunur ve bu esitlikten,
¥ A daw,s + *P7 A @, N wyp =d (*e“ﬂ A Oy ) +*ef A @, N Wyp
olur ve agik¢a goriildiigii gibi bu esitligin sol tarafi *¢®’ A egrilik olur ve boylece,

*% A Ry =d (*e“ﬂ A Ogp ) +*e A @, N Wyp (5.45)
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elde edilir. Diger yandan,

&, A*de” = (—1)"" *i, de” = —*iy (—w%s ne”)

:*eﬂ<waﬂ|ea>

dir ve bu esitlik kullanilarak,

(*e ) A pp =*i,,, 0% =2%e” (%4 | &, )

1 p (5.46)
= E(*e“ ) A g = €y A ¥de”
bulunur. (5.76)’dan
1
Fo=-3 * (g, A *e )
o 1 o Q,
—de* A *F =§de /\(a)ﬁy A *e ﬁy)
= %a)w NE% A g, A *@Pr (5.47)
1

=% Ao, BA O

bulunur. Diger taraftan, (5.74) ifadesinde,

*F, =ef /\*(deﬂ/\ea)—%ea ~*(def nep)

olarak verildi. Bu ifade (5.47) nin sol tarafinda yerine yazilirsa,
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(04 1 a
—(de” ne” ) A*(des Aea)+5(de neg ) n*(de” neg) (5.48)

=% Ao, BA Wy

elde edilir ve (5.46) ve (5.48) ifadeleri (5.45) ifadesinde yerine yazildiginda,

e ARy =2(e, A*de” )—(de* nef ) A*(des ne,)

+%(de“ neg ) n*(de? ney)
biciminde (5.42) Lagrangian ifadesi elde edilir.
Boylece toplam Lagrangian ii¢ katkidan olusacaktir:

1. Skaler alandan gelen katkilar: £° = —% JA*

2. elektromanyetik alan katkilari: £ = —% F A*F

1

Tome R A7

3. Kiitlegekim (gravitasyon) katkisi: £9 =

Burada kolaylik olmasi i¢in pe*/m =1 alind1 ve kiitlegekim katkisindaki 87zx terimi

Newtonian teori ile uyumu saglamasi i¢in yazilir ve & evrensel ¢ekim sabitidir.

Boylece,

F=dA J=dS+eA (5.49)

olmak iizere, toplam sistem i¢in Lagrangian
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L:—lJA*J—lFA*HLRaﬁA*eaﬂ (5.50)

2 2 167k

olur. Eger e*, A’ya tamamlayic1 gibi disiiniiliirse, o zaman Lorentz doniisiimleri

altinda degismez olan dA A *dA’ya en sade benzetme de* A *de” olacaktir. (5.49)
Lagrangiani'nin biraz degisik formu lokal Lorentz doniisiimleri altinda degismez kalir.
Bu degismezlikten (invaryansdan) dolayr Euler denklemlerinin ¢ikarilisi i¢in bir

ortogonal baz kullanilabilir. ¢ metriginin degisimi (varyasyonu), herhangi bir

ortogonallik sinirlamas1 dayatmaksizin €’ye degisimler hesabi uygulanarak cikar.

Burada 7 metrigi ile birlikte lokal ayar doniistimleri altinda bir diger sabit nicelik

*1°dir. Bu herhangi bir tiirev icermediginden bir diferensiyel denkleme neden olmaz.
[lkin Einstein, alan denklemlerine *1A gibi bir sabit terim ekledi ve sonra bu terimden
vazgecti ve bu konuda herhangi bir deneysel gozlem de yapilabilmis degildir. Yukarida
bir ortogonal bazda (5.44) ifadesinin kiitlecekimsel Lagrangianini verdigi gdosterildi,
dolayisiyla bu ifade kullanilarak basitce kiitlegekim i¢in biraz farkli olarak lokal ayar

doniistimleri altinda yine degismez olan,

1
L :—167[K*eﬂ7 A @, "N Wyp (5.51)

Lagrangiani elde edilir.

5.2 Euler-Lagrange Denklemlerinin Tiiretilmesi ve Einstein Alan Denklemleri

Alan denklemlerini bulmak icin toplam Lagrangian (5.50)’nin ii¢ bilesenine ayr1 ayri

degisimler hesab1 uygulanacaktir.

Skaler alan Lagrangianinin degisimi: (2.67(iii))’den e* A *J = J A *¢% oldugu

biliniyor, bu 6zellikten,
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e* A0 *] +(§e“)/\*J =0 A*e? + I AO*e?

(5.52)
= e AS*) =0 nte* +I AS*e” (56" ) A*]
sonucu ¢ikar. ¢ = *1, hacim m-formu ortogonal bazda,
=% = _'gilmipeil---im
"8, = (m-1)! 1)!5i1.4.ipe'2“"’“
g0z Oniine alinarak,
mt i o

—lmg- _ ( Seit x o ) _ S5ch A 1 5 ghen

Tm e - ( m—l)! Ty...lp (5.53)

— Sl

=08' N7g,
olur. Bu takdirde,
5e” = 5P n¥(e neg)=0ef Aigte”, ip =i, (5.54)

olur. (5.52) ifadesinde her iki taraf J, ile garpilip (5.54) yerine yazilir ve J =J_ e

esitligi kullanilirsa,

INSI=6Ind,*e" +Ind,(66F nig*e® )=, (e )A*
=6 A*3,e% + I A (087 Aig*Ie) -1, (56" ) A%
=0 A*) =06 AJ Ay * I -5 AT, J 8% ) *
=6 A*) =5 A[I Al * I +(id)-*]]
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elde edilir ve buradan,

5(—%\1 A*J)=—5J A*] —l—%é‘ea/\[J Nig*J +(i,d)-*] (5.55)

bulunur.

Elektromanyetik Lagrangianinin degisimi: Yukarida oldugu gibi

e’ N5*F =S6F n*e? +F A5 *e” —(5e” ) A*F (5.56)
olur ve

ie,- *glidp _wglhidpl

ifadesinden,

5*e? =gse’ ni, *e? =567 nve?, (5.57)

bulunur. Yine (5.56)’min her iki yam F,; ile garpilip, (5.57) yerine yazilirsa ve

Faﬂe“ﬁ = F esitligine dikkat edilirse

FAG*F =0F A*Fpe” + F AF, 5087 A% —F,5(0e” ) A*F
= 0F A*F + F A 67 A*F % — 5P AF, 5% A*F
= OF A*F + 567 AF A, *F =567 AisF, 5% A*F
=O6F A*F + 66 A[F Ay *F = (i,F ) A*F]
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elde edilir ve boylece,

5(—%F /\*Fj:—é'F A *F +%5e“ A(ILF)A*F —F A, *F] (5.58)
elde edilir.

Kiitlecekimsel kismin degisimi:

s*e? =5 ni, *e =567 n¥e?, e =np e (5.59)

esitligi ile bagslanabilir. R, egriliginin kendisi ® ’lardan meydana geliyor ve e ’lerin

degisimi @ ’larin degisimine indirgenebilir.
S(Rop A*e? )= 6R,5 A + R,y A5 ¥ (5.60)

bu esitligin sag tarafindaki ilk terim ele alinirsa, ve d ile J islemcilerinin sira

degistikleri dikkate alinirsa,

*eaﬂ A\ §Raﬂ = *eaﬂ A\ 5(da)aﬂ + a){/ A\ 0)%5 )
=% A ( dow,s + 0w,” A w5 + @, A dw,g )

=% A dowm,p +2* e’ Aw,” A ow,p

elde edilir. Esitligin sag tarafina d *e% A Ow,p terimi eklenip gikarilirsa,

*e“ﬂ AN §Raﬂ =d (*e“ﬁ + é'a)aﬂ ) —d=* e“ﬁ AN 5a)aﬁ +2% e“ﬂ AN a)a*7 /\5607[;
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bulunur ve (4.20) ve (4.42)’den

D*e” =d*e” -2%e” rnw/

oldugu biliniyor ve sifir burulmali olmast icin, D*e* =0 oldugu i¢in yukaridaki

esitlik,

e’ A SR, = d(*e” + Sm,5 ) - D*e?
= d(*e” + 0w,y )

elde edilir. (5.60)’1n sagdaki ikinci terimi ele alinirsa, (5.59) ifadesinden,

Ryp A S*e? = Ryp A 0687 A *e“ﬂy

bulunur ve boylece,

1
5(@Raﬁ /\*e“ﬁj :@(590‘ /\*eaﬂy/\ Rﬂ}’ +d(*eaﬂ +5a)a/;))

elde edilir ve bulunan ii¢ sonucun birlesimi

oL =-0) A*) -0F A*F +5e"’/\[*ta +*7, +L*e

BTN Rﬂy}

1
+@d (*ea’B + 5a)aﬂ )

", :%[J Ay *3+(igd )]

*Ta:%[(iaF)/\*F—F/\ia*F]
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*t, skaler alanin enerji-momentum tensérii ve *7, elektromanyetik alanin enerji-

momentum tensoridiir. S ve A cinsinden J = dS +eA ve F = dA yazilarak

SL=055d*]—SAA(e*J+d*F)

+&aAF%+*Zﬁ- *QWARM} (5.64)

ﬁ¢w+5@w)}

1
167Kk

—d[éS*J + A ANFF — !
167k

bulunur. Burada (5.16a,b) sonuglari kullanildi. S[£ =0 kosulundan (5.64) ifadesi

kullanilarak toplam sistemin alan denklemleri,

()d*J =0
(b)d*F =—e*]J (5.65)

(c) —%*eaﬁﬂ\ R =8ax (*, +*T,)

olarak bulunur. Burada (a) yiik korunumunu, (b) Maxwell alan denklemlerini ve (c)
Einstein alan denklemlerini gosteriyor. (c¢) denklemine dikkat edilirse sol tarafi uzaymn
egriligini temsil ederken, sag tarafi bir skaler alan ile elektromanyetik alanin toplam

enerji-momentum akimlarimi temsil ediyor. Bu akimlarin mekanikten bilinen pg—L

sahip olduklar1 kolayca goriilebilir:
1 . .
*t,, =§[J A ¥ 3+ (i, d)-*J]

=(Q*J)—b(—%JA*J) (5.66)

= (i *J) =i L5
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1

T = —[(i,F ) A*F = F A, *F ]

[(i,F)A*F +F i, *F]-dAAi, *F (5.67)

N = N

=i, *F AdA—i L°

Burada *J =-0£°/0dS (ve *F =—0L8/8dA), p’ye, momentuma; dSE (ve dA),
q’ya kars1 gelirler. (5.64) denklemleri tiiretilirken bir ortogonal baz kullanilmasina
ragmen, R,z i¢in (4.31) homojen doniisim kuralindan dolayi, (c) Einstein alan

denklemi herhangi bir bazda aymi forma sahiptir. (¢) denklemi (a) ve (b)
denklemlerinden farklidir ve bir alan siddetinin tlirevinin akima esit oldugunu séylemez

ve uzayin yapisini enerji-momentum ile iliskilendirir.

Enerji, momentum ve elektrik akimi 3-formlari, hepsi (5.65) denklemlerinde bulunurlar.

(5.65 (c)) denklemi 1-formlar cinsinden yazilabilir. Hodge yildiz islemcisi i¢in

p
o kpdiedp C1\PHT S w pdiediadiedp 1 \PHL ks adied
ej A e p_§1( 1) gl xeltirtimde = (1) e, €7
r=

kurali kullanilirsa, her @ € E, igin

—*€ 5, A 0= (¥ g0, +%e 4l i, +7€ iyis )0 (5.68)
olur. Eger @ = R? ise,

i,i;R?, =i,R, =i,R,

Ve
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“e’i,R, =*e’(i,R,5e” ) =*e”(Ry4i,e” )
=*e7(R,5(e” |e,)) =*e7(Rypd5" ) (5.69)
= Raﬂ *e7§ﬁ7 = Ra}/ *el= *Ra},ey: *Ra

olur. (5.68) ve (5.69) ifadeleri kullanilarak,

—*eaﬂ},/\ Rﬂ7 = *eaiﬂi},Rﬂy +*eﬁi},iaRﬁ7 +*e7iaiﬁRﬂy
= —*e,igRP +*e 4i,RF +*e i,R”

=—*e,R+%e 4i’R, +*e i"R, =2*R, —*¢,R
bulunur. Bu ifade (5.65 (c)) Einstein alan denkleminde yerine yazilirsa,
1
R, —EeaR:87z7c(ta +7,) (5.70)

olarak Einstein alan denklemlerinin klasik karsihigi bulunur veya R =8zx(t+7)

olmak iizere,
R, = 8m((ta T, +%ea(t+7’)), t=ite, T, =i, T (5.71)
yazilir. Riemann-Christoffel tensoriiniin (4.63) ve (4.64) bilesenleri,

Ry =R7,0e7, R=0,R",7e?

ve enerji-momentum tensori i¢in

ta +7'a = Taﬂeﬂ
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ifadesi kullanilirsa (5.70) ifadesi

1 o
Rya]/ﬂ - 5 gaﬂ Ryo-}, = 87Z'K'Taﬂ (572)
bulunur.
Kiitlegekimsel Lagrangian bir Yang-Mills denklemi olarak (5.51)’de,

1
— Br a
=— —e" Nw,* Aw,
167k Y af

seklinde verildi ve 87x =1 alinarak, bu ifadenin sag tarafina (5.48) esitligi yazilirsa,

L= —%(de“ nef ) n—(des ne, )+%(de“ neg )a—*(de” ney) (5.73)
elde edilir. J =dS +eA ve F =dA ve sistemin toplam Lagrangiani géz 6niine alinarak

e ’ya gore yukarida oldugu gibi degisimler hesab1 uygulanmasi ile (5.65 (c¢)) ifadesinin
Yang-Mills karsihg,

d*F, =-*J,
oL 1
=506 ef n*(deg ne, ) -3¢ ~*(de” nep ) (5.74)
ot

*Ja

=~ =iy *I AdS +i, *F AdA+i, *Fy Andef —i, L
e

bulunur. Bu denklemler bir akimin dualini veren bir alan siddetinin dig tiirevi

formundalar ve denklemlerden goriildiigii gibi, e* *dan akimlara

*, =iy *Fy ndef —i, L (5.75)
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katkis1 olur. Bu katki kiitlecekimsel alanin enerji-momentum akimlar1 olarak
yorumlanabilir ve agik¢a goriildigii gibi S ve A igin (5.66) ve (5.67) ifadeleriyle

akimlar gibi, pg— L formuna sahiptirler.

e” = L% 4( x)e” altinda d*F, ve *J, nin ikisi de homojen déniismezler. *J,’ya
gelen ti¢ katkida yalnizca ¢, homojen doniisiir. Verilen bir x noktasi igin £, (X)=0
olan bir cergeve bulunabilir. Aksine, Cartesian olmayan koordinatlara sahip diiz bir

uzay tzerinde t* # 0 ’dir. Toplam akimlar korunur, d * J, =0 ve dolayisiyla yine bir

kapali evrenin veya bir periyodik alanin toplam enerji-momentumu sifirdir sonucu

cikar.

Klasik karsilikla baglanti kurabilmek i¢in, de ’ler tekrar @ cinsinden ifade edilmelidir.

(2.67 (ii1)) ifadesine gore dis carpim i¢ ¢arpimin dualidir. Bu sonug kullanilarak,

Fo = iﬁ(deﬁ A &% —%n“ﬁde7 /\ey)

. 1
= —m(wﬂy A e’ —En“ﬂaﬂ oA e“y)

(5.76)
1
=—(wy, |e# e +§<‘% | e* )e”
1. 1
= _§|wﬂyeaﬁ’7 — _E *(wﬁy A *@aby )
bulunur. Bu ifade kullanilirsa,

d*F, = 50 re 5.77
2 =5d(wp A*e) (5.77)

bulunur. Bu ifade (5.65 (c))'nin sol tarafiyla ayn1 forma sahiptir. Bu son ifadeyi @

cinsinden yazabilmek i¢in,
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*padfr — gobrig 5

ifadesinden yararlanilabilir,

d(ws, +e5)=dawg, —wg Awys Ane°

ve diger yandan,

Rg, = da)ﬂ7 — W A7,

dir. Bu ifadeler yerlerine yazilarak (5.74) ifadesi (5.65 (¢)) ile karsilagtirildiginda,

gaﬁyé

*Y = — e\ Pop A 0%, N85 — Wp, N Wys N e") (5.78)

elde edilir. Akimlarin bu formu ilk defa Landau ve Lifshitz tarafindan ileri siiriilmiistiir,
dolayistyla (5.74) denklemlerine Einstein denklemlerinin Landau-Lifshitz formu ve
bu akima da akimlarin Landau-Lifshitz formu denir. Onlarin kullandig1 baz bir

ortogonal baz degildir, denklemler dogal bazlarda iiretilmistir. Bir dogal bazda

g% = dX“, Wgp = Faﬂ#dxﬂ; Fdﬂ,u = Fo-#ﬁ

dir. Bu takdirde kiitlegekimin enerji-momentum tensorii simetriktir, yani *t ’nin bu

bazdaki bilesenleri simetriktirler:

dx? A*t% = —_1"6'7?’('( Jﬁﬂrawgpﬂv s+ rﬂyﬂraﬁugpﬂw ).gaﬂﬂfﬁ %1

= dx% A*t”

(5.79)
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Bu simetri lokal a¢isal momentumun korunumunu saglar:

d(*t7 +*T7 +547 )= 0

ifadesi, dx” A*t% —dx* A*t =0 ifadesi t ve 7 i¢in oldugu kadar t i¢in de

saglantyorsa,

d(xa(*tﬂ LxTh +*tﬂ)—Xﬂ(*ta +*Ta+*ta))

ifadesinin dogru olacagini ifade eder. Burada X“ bir lokal koordinattir ve boylece agisal

momentumun korunum yasasi tek bir haritanin bolgesi lizerinde ifade edilmis oldu.

Burada Abelian olmayan Yang-Mills teorilerine benzerlik gosterildi. Alan denklemleri
lineer degildirler, ciinkii kiitlegekimsel alan enerji ve momentum tasir. Bununla beraber,
bu nicelikler lokal Lorentz doniisiimleri altinda homojen olarak doniigmediklerinden

dolay1 lokal olmaktan kurtulurlar. R,z egrilikleri degil fakat onlarin R, kisalmalari
(blizilmeleri) Einstein denklemleri tarafindan lokal olarak belirlenirler. Eger C,; Weyl
formlar1 bilinirse, 6rnegin uzay konformal olarak diiz (C,z = 0) ise, 0 zaman (5.65 (c))
R, egriliklerini belirlerler. Bos uzayda (vakumda) (7, =1, =0), R,z ve Cuy

aynidirlar ve konformal olarak diiz olan ¢oziimler diizdiirler (flat). Weyl formlarinin

sifir oldugu iki ve ii¢ boyutlarda Einstein denklemlerinin ¢éziimlerinin tiimii diizdiir.

Onerme (5.2.1): e“’lar bir u lokal koordinatina gére olasi siireksiz ikinci tiirevlere

sahip olsunlar ve t* ve 7“ siirekli olsunlar. O zaman ya R, siireklidir veyahut

n* =n,nzm* =(du|du) =0
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olmak tizere bir ortogonal bazda, du = n e ’dir (Thirring 1997).

Ispat: de” ’nin siireksiz birinci tiirevler igeren kismi1 du ile orantili olmalidir:

de” :(Aa ,3+ S“ﬁ)du /\eﬂ

Aup =Ny N g = =Ppa, Sap = Spa

Katsayilar bir simetrik bir de antisimetrik kisma ayrildilar, ¢linkii bunlar @,z = —@g,

icinde farkli sekillerde davranirlar. Eger asagidaki denklemler modiilo siirekli terimler

kabul edilirse, 0 zaman

a)aﬁ = —Aaﬂdu + Sanﬁ - Sﬁna, SO( =S, e’

ay

yazilabilir. Bu, de” = -4 A e# ifadesinde yerine yazilarak dogrulanabilir. Varsayima

gore egrilikteki herhangi bir olasi siireksizlik da,s; ile meydana gelir, bundan dolay1

dS, = du A S, olmak iizere ya S, ya da dAs = A;(ﬂdu ile meydana gelir. Son olasilik

dw,s’ya katki yapmaz ve bdylece egriligin siireksiz kismi

Ryp = du A (S,nz —Spn, )

olur ve bundan dolay1

Rs Adu =i,R gadu =(n*S,nz —Sn* ) Adu

olur. Bu takdirde,
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(Rpn, =R,z ) Adu = nz(S'ynﬂ —Spn, ) Adu=n?R,

dir. (5.65 (c¢)) Einstein denklemlerine gore R, siirekli olmak zorunda oldugu i¢in, ya

n? =0 veyahut R, stirekli kalir.

Eger e“’larin C* olmasina izin verilmezse, o zaman diiz uzayda dahi onlar1 siireksiz
ikinci tiirevli segmek olasidir. 0dA=J, denklemleri J siirekli olsa dahi A’da

stireksizliklere izin verir, bununla birlikte, bunlar bir A=dA ayar potansiyelinde

igerilebilirler. Benzer alternatifler F = dA siireklidir veya n? = 0°dr.

5.3 Lineer Yaklasim ve Biiziilmiis Bianchi (")zdesligi

Einstein ve Maxwell denklemlerinin karakteristikleri arasinda bulunan benzerlik zayif
alanlar durumunda kiitlegekimsel alan icin bir diizlem dalga ¢oziimiine genisletilebilir.
Bu yaklasim Einstein alan denklemlerini ¢6zmek icin 6zellikle de i¢cinde bulunulan uzay

yeterince zayif egimli ise bir ilk yaklasimdir. Bir ortogonal baz
e“ =dx” + ¢a ﬁdxﬂ ’ (Daﬁ = 77a0¢6ﬂ = (oﬂa (580)

ile tanimlanmus olsun ve her X igin ‘(pa s( X )‘ < lolsun. O zaman,

de” = %4, dx” A dx? (5.81)

olur ve bundan, (3.87) afin baglantilar1 bu mertebeyi sagladiklar1 i¢in ¢ ’ye birinci

mertebeden bagli,

oy = (%5~ 05" )X (5.82)
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sonucu ¢ikar. Bu takdirde,

do, = (go"‘y,ﬂp — Qg " )dxp A dx” (5.83)
= g (da)aﬂ ) = ((/’a%ﬂa ~ e’ =P apy + Ppa”y )dx7
elde edilir. 6dx* =0 olan harmonik koordinatlarda,
a 1 o
q)ﬂaa = Eq) a,f (584)

oldugu gosterilebilir: (5.80) ifadesiden,

dx* = e — p” zdx”
yazilabilir. Kodiferensiyel islemcisinin (3.85(b)) 6zelligi kullanilarak,

0= *8x" = d *(e% — p%4e# ) = d (%6 — %, * dx” )

= —Cl)aﬁ A *eﬁ - ¢aﬂ’7ey AN *dX’B
bulunur. Burada dx? =e# alinir ve (5.82) ifadesi kullamlirsa,

0= _(¢a}/,ﬁ - goﬂ}/,a )dX}/ A *eﬂ _ ¢aﬂ,7ey A *eﬂ

= ((/’ﬂ%a 0% 5 =%y )ey A e/

elde edilir ve

N :*(eV/\eﬂ):nw %
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ifadesi kullanildiginda esitligin saglanma kosulu,

(pﬁa,a - ¢aa,ﬂ - (Daﬂ,a = ¢ﬂa,a - ¢aa,ﬁ + (pﬂa,a =0

1
= ¢ﬁa,a = _(Daa,ﬂ

2
Bu sonuca gore (5.82) yeniden diizenlenir ve t, +7, :Taﬁeﬂ olmak iizere (5.71)

Einstein denkleminde yazilirsa,

—(pﬂ},’aadﬂ = 8717('(Taﬂ — %ﬂﬂ}/T aa )dxy (585)

elde edilir. Bu denklemlerin ¢oziimleri elektromanyetik teoriden Maxwell denklemleri

cozlimlerine analoji ile Green fonksiyonlar1 cinsinden,

Pop (X) = (Dg]ﬂ(7)+87TK_[d4XDret (X - X)(Taﬂ(x)_%ﬂﬂy-rpp(x)j
(5.86)

in a 1 ina

¢(i;ﬂ,pp =0, ¢ o, E(pa B

yazilabilir. Burada D™ gecikmis Green fonksiyonunu temsil ediyor. Taﬂdxﬂ
kiitlecekimi katkis1 olmayan enerji-momentum formlaridir. Bu yaklasimda kiitlegekimi
ihmal etmek tutarsizlik yaratmaz, ¢iinkii xTg,” sifirnct mertebeye dogru sifira yaklasr.

Bu sonug (5.84) ve (5.86) ifadelerini tutarh kilar.

j=(=1, v)&?(x) olmak iizere,

I S
4r|x x|’

fdD™e (x-x) = T = Mig g
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klasik limitinde,

. 2M«x, . .
(paﬂ(x):T( Ja]ﬂa+77aﬁ) (5-87)
olur. Bu ifade, metrik

9 = (7745 + 2045 )dX“ A dx?

alinirsa, j, |j| <1 hiziyla hareket eden M Kkiitleli bir pargacigimn orijinde olusturdugu

potansiyele 6zdestir. Boylece (5.86), 87k > 0 se¢imini dogrular.

Metrik apriori olarak belirlenmediginden daha fazla degismez niceligin olmasi beklenir.
Bunun i¢in £ ’nin (5.63) ile verilen degisimine bakilabilir. (3.22) ifadesinde X vektor

alan1 yoniinde Ly Lie tlirevi

LX :ix 0d+d0ix

olarak verildi ve Lyd =Lyd sira degime bagmtisi vardir ((3.21) ifadesi). (5.63)

denklemindeki degisim X vektor alan1 yonilinde Ly Lie tiirevinden kaynaklansin,
T =% ARy, € E;
ve €% bir ortogonal baz olsun. (5.61) ifadesi kullanilarak,

5(*e” ARy ) =0%e” AR5+ ASR,
=5*e” A Rep +d(*e“ﬂ Aé‘a)aﬂ)
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bulunur ve (5.62) ifadesi

Ryp A0 *e% =Ry5 nSe" n¥e?,

olarak verildi. Boylece 6 — Ly alinarak,

Lx (*e” ARyz ) —d(*e™ ALx@ys ) = (Lxe, ) A (*e™” AR, )
=(Lxe, )A*¥T* =(ixde, +d(ixe,))A*T?
:(ix (—a)M Ae")+d(ixea))/\*T"‘
= —ix (0, )&% AFTE +cow(ixe“)/\*T”‘
+d (ixe, ) A*T
=—ix (@, )7 A¥TY +d(ixe, ) A*¥T?

+d((ixe, )*T*)—(ixe, ) Ad*T*

(5.88)

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin X vektor alanlarinin i¢inde kompakt destekli oldugu
dort-boyutlu sinirt olmayan bir N manifoldu iizerinden integali alinirsa, o zaman, her

o € Ey, i¢in (3.68) ifadesi;

.[LX =0
Lie tiirevi altinda integral degismezligi kullanilarak ve
ix (0,5 )% A¥TY =0, (giinkiie“ AFT® =g /\*T"')

oldugundan,

J.NXa(d*Ta+a)aJ/\*To-), X, =iye, (5.89)
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elde edilir. Bu ifade N ’de kompakt destekli olan tiim vektdér alanlari i¢in dogru

oldugundan,

d*TY =-0%, A¥T? (5.90)

olmalidir ve bu ifadeye biiziilmiis Bianchi 6zdesligi olarak bilinir. Bu sonug¢ daha genel

bir ifadeden de tiiretilebilir:

d*T'=d(*"™ ARy ) =d(*™ ) A Ry =™ A dRyy
= —a)ij A¥eI™ AR — 20" A*e™ A Ry +2 %™ A w,° A Ry

:—a)ij /\*ejmk /\Rmk :—a)ij /\*TJ
Burada dR tiirevi i¢in (4.41) Bianchi 6zdesligi kullanildi. Boylece biiziilmiis Bianchi

0zdesligi daha genel bir sekilde elde edilmis oldu. (5.90) ifadesi ortogonal bazlar i¢in

tiiretilmesine ragmen, *T % ’lar, *e“ ’lar gibi doniistiikleri igin tiim bazlarda gegerlidir.
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6. SIMETRIK UZAYLAR

Diiz uzaylardan sonra en basit yapilt uzaylar sabit egrilikli uzaylardir. Bunlar, kiiresel
ylizeylerin birer genellemesidirler ve basit olmalarina ragmen ilging bazi fiziksel

goriiniiglere sahiptirler.
6.1 Maksimal Simetrik Uzaylar

Killing vektor alanlari uzayin izometrilerini (yani ¢ metrigini degismez birakan
diffeomorfizimleri) meydana getirirler ve birebir ve Orten olarak hareket sabitleri ve
korunan akimlarla iliskilendirilirler. Bunlar, izometrilerin tek-parametre gruplarim
olusturmazlarken bile uzay tlizerinde lokal bir yap1 olustururlar. Killing vektor alanlar
ile Einstein alan denklemleri daha kolay bir forma sokulabilir ve boylece hesaplar daha
kolay olur. Bir Killing vektor alani prototipi R™’in bir donmesidir; bir ¢ift (i, k)

k

indisi igin 0' = x* ve v* = —x!dir ve diger bilesenler sifirdir. Ayni zamanda,

(a) ui,k +Uk,i =0

(6.1)
(b) o' =0

olur. Bu durumlarin pseudo-Riemannian uzaylara genisletilmesi o Killing vektor

alanlarini kovaryant tiirevleri arasindaki iligkileri verir.

Onerme (6.1.1 ): Dogal baz, e, =0, ve

(Deyvl8, )= U4p. <( D;,D;,v - Do, v)| ea> = Uy (6.2)
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olarak notasyon belirlensin. O zaman R*_,, Riemann-Christoffel tensorii ile

opu

(a) Ug.p + Upia = 0

(6.3)
(®) Vypio = Riaﬂpufl
ifadeleri saglanir.

Ispat:

Killing vektor alanlar1 skaler ¢arpimi invaryant birakirlar, yani v bir Killing vektor

alan1 olmak iizere,

Lo (X 1Y) =(LX Y )+ (X |LY)

olur. Diger yandan, bir skaler iizerinde Lie tiirevinin etkisi,

L (X Y)=D, (X Y)={D,X |Y)+(X DY)

biciminde tanimlandi. Burada,

L, X = D,X — Dyv = D,X = L,X + Dyv

esitligi kullanilirsa,

L, (X [Y)=D,(X]Y)
= (Dxv |Y) +(LX|Y)+{X LY )+{X|Dyv)
= (Dyv Y )+ (X | Dyw)+ L, (X |Y)
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elde edilir ve buradan,

(Dyv|Y )+ (X |Dyw)=0

olur. Burada X ve Y yerine baz vektorleri alinirsa,

<ea | Deﬂz)>+<Deau | eﬂ> =Uy.p +Upy =0
olarak (a) elde edilir.

Bir v Killing vektor alan1 metrik yapisini korudugu ve bir burulmasiz (sifir burulmalr)

baglant: tarafindan tek olarak belirlendigi igin Lie tiirevi L,,, kovaryant dis tiierev D ile
sira degisir. Bunu formel olarak gostermek i¢in v ile olusturulan izometrilerin ®@; tek-

parametre grubu diistinlilmelidir ve Lie tiirevinin (2.20) tanim1 géz 6niine alindiginda,

0 0
E D(Dt |t:0: a‘DtD |t=0

oldugu goriiliir. Boylece (4.76) ifadesi tekrar yazilirsa,

(DL, ~L,D)X Ju)=((L,D-L,D)X|u)
~R(X, v)u—(DyDv|u) (6.4)
= R(X, v)u=(DyxDv|u)

bulunur. (4.75) esitliginden,

<DxDU|u>: DXDUU_DDXUU:R(Uﬂ X)U
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bulunur ve bu esitlikte X ve U yerine baz vektorleri yazilip bir baz vektorii ile i¢

carpilirsa,

<( Dey DeﬂU - DDeyeﬂU) | ea> = R* yapU =1 Ua; gy
elde edilir. Bu sonug (b) dnermesini dogrular.

Onermenin (b) kism1 o ’niin ikinci tiirevinin v cinsinden lineer yazilmasina izin verir;
bdylece bu yontem ileri gotiiriliilerek, biitiin ytliksek tiirevler v ’ye ve onun ilk tiirevine
indirgenebilir. Bir tek noktada v lokal olarak v ve onun birinci tiirevi cinsinden ifade

edilebilir; 6rnegin 0, noktasinda:

v, (X)=A2(X)0;(0)+B,* (X)), (0) (6.5)

yazilir. Bu olas1 Killing vektor alanlariin sayisini oldukca kisitlar. Bir m -buyutlu
uzayda, 0;.,(0)=-0,.,(0), m(m—1)/2 deger kabul edebilir ve v; (0), m deger

kabul edebilir. Dolayisiyla en fazla,

+m+m(m—1)_m(m+1)
2 )

tane lineer bagimsiz Killing vektor alami vardir ve X;0; —X0; donmelerinin 0;

otelemeleri cinsinden yazilmasi gibi degisken katsayili denklemleri saglarlar.

Tamm:

(a) Bir uzay maksimal simetriktir ancak ve ancak m(m+1)/2 tane bagimsiz Killing

vektor alanina sahiptir.
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(b) Bir uzay x noktas1 civarinda izotropiktir ancak ve ancak X’in akigin sabit bir

noktast oldugu m(m—1)/2 tane Killing vektor alanina sahiptir ve €* ’ler bir ortogonal
baz olmak iizere ( L€ )( x)= Al (x)ek(x) deki Al lar (Rm, 77) ‘nin  toplam
Lorentz grubunu meydana getirir. Bu tamm 0', (X)=0 olan m(m—1)/2 tane o'

Killing vektor alammn oldugunu ve i =1,..,m(m—1)/2 olmak iizere, v' a:p (X) ’lerin

mxm antisimetrik matrislerin uzay1 i¢in bir baz olusturdugunu ifade eder. Bir
maksimal simetrik uzayda buradaki gibi Killing vektor alanlari vardir, bu yiizden

1zotropiktir.
(c) Bir uzay izotropiktir ancak ve ancak her noktasi civarinda izotropiktir.

(d) Bir uzay izometrilerin bir geg¢isli (transitive) grubuna sahip ise, homojendir. Gegisli
olma herhangi bir noktanin, her noktadan gruptan bir doniisiimle ulagilabilir olmasini

ifade eder.

(e) Bir uzay zamansal bir Killing vektér alanina sahip ise duragandir (stationary)

denir. Eger bu uzay, uzaysal hiperylizeylerin bir ailesine ortogonal ise statiktir denir.

Bir izotropik uzay tizerinde egrilik her yonde ayn1 olmalidir. Bu nedenle bir izotropik

uzayin egrilik formlarinin asir1 derecede basit bir yapisi vardir.
6.2 izotropik Uzaylarin Egrilik Formlari ve Yapisi
Onerme (6.2.1): Bir izotropik uzay iizerinde egrilik formlar:

Rk = Ke, K = sabit (6.6)

yapisina sahiptirler.
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Ispat: @ bir izometri ve tensorler iizerinde olusturdugu déniistiiriim ®, olsun. @, , D

ile sira degisir ve dolayisiyla,

DD®, = ®,.DD
= R®, =D,R

bagmntis saglanir. ® , L'7L =7 olmak iizere, (CI)*(-:'i )( x) =L e“(x) olacak bigimde

belirlenmis nokta olarak X’e sahip bir izometri olsun. Eger R bu bazda ayrisirsa, o

zaman onun @, altinda degismezligi (4.64) Rieman-Christoffel tensorlerinin

Rijg = RmnopL™iL" jL° ¢ LP

altinda degismez oldugunu belirtir; antisimetrik tensor ¢arpim uzayinda bir matris gibi

doniigiir. Bu temsil indirgenemez (M =4 i¢in hari¢) ve matris grubu elemanlari birim

matris ile orantili olmalidirlar:

Rijlm:K(é}lé‘jm_é‘imé'jl)

veya egrilik formlart igin,

Rj (x)=K(x)ej(x)

olmalidir. m=4 i¢in Rj A el =0 tarafinda disarida birakilan bir Rij =*&; olasihig

olacaktir. K ’nin neden sabit olmasi gerektigini gérmek igin,

dRik =dK A Cik + Kdeik
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denklemi g6z Oniine alimalidir. (4.41) Bianchi 6zdesliginin kullanilmasi ile dK =0

oldugu goriiliir ve dolayisiyla K, X ’den bagimsizdir.

Eger egrilik yonden bagimsiz ise, o zaman konumdan da bagimsizdir. Bu sebepten
dolayi, boyle uzaylarin sabit egrilikli oldugu rahatca sdylenebilir. (4.69) ve (6.6)’dan
dolay1 izotropik uzaylarda Weyl formlart bulunmaz. Bu yiizden m > 0 ise, konformal

olarak diizdirler.

m > 3, olan izotropik uzaylar konformal olarak diiz olduklari i¢in,

d a
e = % v € E, 6.7)

formunda bir ortogonal baz vardir. Bu yiizden,

de? = ‘//,beba

dir ve dolayisiyla,

Wah =W a8 — W€y (6.8)

olur. (4.72) ile bu

Rap =¥ ( l//,aceC b~ ‘//,bcec a ) - ‘//,c‘//’ceab (6.9)

egrilik formlarina yol agar. Eger bu Ke,, egriligine esit ise, o zaman her her a # b igin

¥ ap = 0 olmalidir ve bu ylizden,
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m

w=">f(x) (6.10)
i=1

dir. Eger f, =n, f' ise, 0 zaman (6.9) ifadesi Key, egriligine esitlenerek,

fy + fa =w ' (K+ £ f%) 6.11)

elde edilir. Sag taraf biitin a ve b ’ler i¢in aym iken, sol taraf yalnmzca x2 ve xP’ye

bagli oldugu i¢in, her iki taraf gergekte sabit olmalidir. Bu sonu¢ f ’yi bir kuadratik

fonksiyon yapar ve bundan dolay1

K
w=1+ Zxaxbﬂab (6.12)

formuna sokulabilir. Bu ylizden, lokal olarak, bir sabit egrilikli uzay daima

dx'dx* 7, o dx’
(1+Kx2/4) 14K /4 (6.13)
K, .
Kk _ K ok
o —3(x'e - xke')

olacak koordinatlara sahiptir; burada x> = x2xn,, *dir. Isotropik uzaylar igin hacim

elemani,

m
*lsz (6.14)
(1+Kx>/4)

olur. Bu ifadenin X = r alinarak K =1 i¢in integrali,
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dMx o drrm!
spo [0 X g A
J I(1+r2/4)m mIO(1+r2/4)m

27Z.m/2

“T(m/2) (m/2)’ m -kiirenin yiizey alamidir. S = (1 +r?/ 4) yazilir ve T

olur. Burada S,

fonksiyonlarinin

r(m)r(m/2)= zjgr(%(mﬂ))

ozelligi kullanilirsa,

- (m=2)/2
[*1= smzm-ljod/wm-z(%—lj

2
_ 2m—1r(m /2): 2 7 (m+1)/2 s
m r(m) r((m+1)/2) ™!

(6.15)

bulunur. izotropik uzay (m+1)-kiireye izometrik oldugu igin bu hacim hesabi

dogrudur.

[zotropik uzaylarda orijin civarinda izotropiden dolay1, donmelerin iiretegleri Killing

vektor alanlaridir: X; = njkxk ve 0y, dx¥ ( I, dx' =8', )’ye dual baz olmak {izere,

L= Xjak —Xk6j

olsun ve bir ¢ift (i, j) indisi belirlensin, o zaman
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Le™ =die™ +i,de™

2\! 2\ 72
=d xj(1+KTXj iakdxm]—xjg[HKTxJ X|i5kdX|/\de

2 _1
_d xj(smk(HKTXj ] (6.16)

2 _2
+X; %(1 +KTX] (6™ xdx! = xdx™ )

Kx2 )"
— m r m r
= er(1+Tj (5 k§ 1—5 15 k)
elde edilir.
Le" =A"e ve AT =5" 6" - 6" 0" = AT
oldugu i¢in orijin civarinda dénmeler Killing vektor alanlaridir.

Eger k belirlenmis ise,

2 -
u=aK(1—KTXj+§xkxjal (6.17)

bir Killing vektor alanidir. Bu ifade yukaridaki gibi gosterilebilir veya daha basit olarak,
dogal bazda o’niin bir Killing vektor alani olabilmesi i¢in asagida verilen ¢,

tizerindeki kosul kullanilabilir:
L,dx™ = d (i,dx™ ) = do™ = o™ jelx’

olsun. Boylece,
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0= ng_,mdx'dxm = z_)ig|m,idx.'dxm + 20 im0’ jdx'dx™ (6.18)
= U'Qimi + gm0y + G0’ m =0

olur. Bu ifadede v i¢in (6.17) ifadesinin bilesenleri kullanilirsa,

0= Uiglm,i + gimUi,I + giIUi,m

2\73 2 ko2 2
(5] o522
4 4 2

2
+(1 +K—XJ[—5§'< X +§(xk7ym| + X" )

4 2

K K
+?5k 1 Xm +?(Xk77m| + )(|5k m ):|}

bulunur. Dolayisiyla (6.17) bir Killing vektor alanidir. Bu o ’ler kiigiik X ’ler i¢in bir
baz teskil ederler ve boylece orijin civarinda olusturduklari grup gegisli olarak davranir:
herhangi bir nokta digerine gonderilebilir.Bu boliim boyunca verilen bilgiler asagida bir

Onerme ile 6zetlenmistir:

Onerme (6.2.2): Bir M , pseudo-Riemannian uzay i¢in asagidaki dzellikler esdegerdir:
(a) M maksimal simetriktir,

(b) M sabit egrilige sahiptir

(c) M izotropiktir

(d) M bir nokta civarinda homojen ve izotropiktir.

Burada verilen arglimanlar tam olarak lokaldir ve dolayisiyla global davranis hakkinda

hi¢ bir sonu¢ ¢ikarilamaz; Killing vektor alanlari tam bile olmaz zorunda degiller.
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Kiiresel ylizeylerin bilesimleri ve parcalar1 da izotropik uzaylardir. Bununla beraber,

ayni K ’ya sahip uzaylar lokal olarak izotropiktirler (Thirring 1997).

Maksimal simetrik uzaylar i¢in Einstein denklemlerini incelemek, bu uzaylarin evren

i¢in bir model olusturup olusturmadiklarini anlamaya yardim eder: Eger R,z = Ke,z4

ise, 0 zaman

R =1,R*5 =3Keg, R=1,R* =12K
elde edilir ve buradan,

le,IR = —-3Ke, (6.19)

RO,—2

bulunur. Dolayisiyla (5.70) Einstein alan denklemlerinden

_NapK

T =
% 8K

(6.20)
elde edilir. Bu ifade

e 3K
enerji yogunlugu = —basinc = —
8Kk

olan bir durgun akiskana karsi gelir (Thrring 1999). Boyle fiziksel olmayan T, lara;

(a) L’ye bir A*1 sabitinden gelen katki (bOyle bir katki teorinin baslangicinda

Einstein tarafindan ileri stiriilmiistii),
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(b) Degismezlik (invaryans) nedenlerinden dolayr ~=1, olan alanlarin enerji-

momentum tensoriiniin bosluk (vakum) beklenen degeri,
(c) Einstein denklemlerindeki ek terimler; neden olabilir.

Boyle onerilerden birine inanmak i¢in ikna edici nedenler yoktur ve dolayisiyla estetik
olmalarina ragmen maksimal simetrik uzaylar evren modelleri i¢in iyi adaylar

degillerdir (Thrring 1999).
6.3 Alt1 Killing Vektor Alanh Uzaylar

Burada ilging olan durum alt1 uzaysal Killing vektor alanli, O(4)’e izomorfik bir grup

olusturan Friedmann evrenidir. Grubun eylemi altinda bir noktanin ydriingeleri alti
Killing vektor alanli bir uzaysal altmanifold bi¢imlendirir; yani li¢ boyutlu bir sabit
egrilikli Riemannian uzay olustururlar. Bu durumda birlikte hareket eden (comoving)
koordinatlar se¢mek kullanighdir, bunlar i¢in geodezik vektdr alani bu uzya dik,

X = sabit koordinat ¢izgileri meydana getirir ve bu geodezik ¢izgileri iizerinde 6z

zaman t zaman koordinatidir. r? =|x|* yazilarak g metrigi

d|x|’

g =—-dt® + R(t)" — - —
(1+Kr? /4’

6.21)

bi¢iminde tanimlanir ve Robertson-Walker metrigi olarak bilinir. Burada R(t) daha
belirlenmemis zamanin bir fonksiyonudur. Eger K > 0 ise, o zaman (6.15)’¢ benzer

bigimde t = sabit altmanifoldunun 27R>(t)/K*'? hacmine sahip oldugu gosterilebilir.

Eger
d’ 1
dt  R(t)
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olacak bigimde yeni bir t' zaman degiskeni tamimlanirsa, o zaman ¢ Minkowski

uzyindaki metrik olur:

2
g=R(ty| —ar2 9B (6.22)
(1+Kr?/4)

Friedmann evreni i¢in egrilk formlar1 bulunarak, burada Einstein alan denklemlerini
incelemek ilging sonuclara gotiiriir. Grek idisleri 0°dan 3’e ve Romen indisleri 1’den 3’e

kadar degissin. Eger ortogonal baz,

a
e = dt, R(t)dx
1+ Kr2/4

biciminde yazilirsa, o zaman,

de” = (O,geoa —~ %xbebaj

bulunur ve dolayisiyla,

R K
o® o= 0’ ;= Eea, Oy = ﬁ( Xa€h — Xp€a ) (6.23)

olur. Sonug olarak,

da)Oa :EeOa _ KR X eba
K Kr? K2 (6.24)
do® = Eeab (1 = J+ el (x*xce™ — x"x;e%)
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bulunur ve (6.9)’dan benzer hesaplama ile

R K +R?
ROa — ﬁeOa’ Rab :%eab (6.25)
bulunur. Biiziilmiis (kisalmis) nicelikler
: R : R _K+R?
(6.26)

Coa [ K+RE(t) R(t)
R=14R —6( Rz(t) +R(t)]

olurlar. R(t) = sabit ise, o zaman egrilik yalnizca uzaysal yonlerde degisir ve (6.25)

ifadesi

K

— e RO_g (6.27)

b _
Ra_Rz

olur. (6.26) ve (4.68) ifadeleri karsilastirilirsa, burada Weyl formlarinin sifir olacagi

asikardir.
(5.70) ve (5.71) tipindeki Einstein alan denklemlerinin saglanmasi i¢in (6.26)

ifadelerinden dolayr maddenin enerji momentum formlar1 €® x (t'nin bir fonksiyonu )

olmalidirlar. Bu ylizden maddenin enerji-momentum tensorii diagonaldir. Klasik olarak

alan teorisnde,

Too = p = enerji yogunlugu, T;; = p = basing (6.28)

olarak tanimlanirlar. Bu takdirde Einstein alan denklemleri,
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RZ + K

3 o2 = 87kp
. (6.29)
2R R?+K o
R s— =87k p

ifade ederler. (5.90) Bianchi 6zdesligi p ve p’yi R ile iliskilendirir ve ayni iliski
(6.29)’dan ¢ikar. Bu,

d*Ty=d(p*e’)=dp e’ + pd *e

: _ (6.30)
=-0" (A*T) =—pa’; A el
olacagini belirtir. Bundan dolay1
0 0 i . R
dpnre’ =(p-plo’jn%e! = p=32(p-Pp) (6.31)
olur. Bu ifade
d o3
p= dtc(j ) (6.32)
~R3
dt
Formunda
basing = — enerjinin degisim orani

hacmin degisim orani
ifadesini verir. Boylece birlikte hareket eden koordinatlarda toplam enerjide kiitlegekim

gozitkmemektedir. R = 0 statik durumu eger eger K > 0 ise, bir negatif basing ve eger

K <0 ise, bir negatif enerji gerektirir. Esas olarak ,bu durum Einstein't kendi hareket
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prensibinde bir kozmolojik A*1 terimi dahil etmeye zorladi. Friedmann daha sonra

kendi adin1 tagtyan ¢oziimii buldu.

(5.74)’de madde ve kiitlegekim icin enerji-momentum formlari, 2-formlarin dis tiirevleri
biciminde ifade edildi. Kiitlegekimsel enerji heniliz tam olarak bilinmediginden izi
striilerek bulunabilir. Bunu i¢in 2-formun dis tiirevinin t =sabit kisitlamasi

(sinirlamast) hesaplanabilir. Bu hesap Landau-Lifshitz formunda Einstein denklemlerini

verir:
1 K
_Egode Do A€y = _ﬁgobcd Xo€ed »
1 K Kr?
=58 d o A g Jy_gy =55 8™ {ebcd (1 + TJ — KXo X"€med }
t=sbt (6.33)
3K —K?r?/4
=" e’ fi_sot
R
~ B (T + %0
Bu denklem,
.. K —K2r?/4
87k - ( toplam enerji yogunlugu ) = % (6.34)

oldugunu ifade eder. Boylece bu denklem (6.29)’un ilk denklemi ile birlestirilirse,

87k - ( kiitegekimsel enerji yogunlugu )
K2r? —12R? (6.35)

= (toplam enerji yogunlugu — p ) = — e

bulunur. R =0 statik durumunda, bu Newton teorisine gore bir p homojen kiitle

dagiliminin enerji yogunlugudur. R =1 olmak iizere 87zx — € seg¢ilirse, 0 zaman
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3K Kr?
AV =erge Ve
(6.36)
K2r2

xK 1 L
2% 4

VV :E, —§|VV

|2

yazilabilir ~ve boylece —K?r?/4R?, yaklasik Cartesian  koordinatlarda
87« - ( Newtonian kiitlegekimenerji ) ’ye karsilik gelir. Dinamik durumda ayrica bir R?

katkis1 gelir.

Eger K >0 ise, toplam enerjinin tiim uzay iizerinden integrali sifira esittir: (6.34)

kullanilarak,

o oridr KZee o oridr

k[T _rdr
I°(1+|<r2/4)3 420 (14 krr4)

bulunur. (6.29)’un ilk denklemi

R? R? K .
> P 7 sab (6.37)

bigiminde yazilirsa, 0 zaman bu R koordinatli R hizli bir parcacigin (géreli olmayan)

enerjisi i¢cin korunum denklemi bulunur.
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7. SONUC

Bu tez kapsaminda kiitlecekim teorisi gerekli olan geometrik temeller incelenmistir.
Euclidean olmayan geometrinin fiziksel evrenin daha dogru bir tanimimi verdigi
goriilmiis ve evrenin cok kiigiik boyutlar1 disiiniildiigiinde bu evrensel tanimlarin
Newtonian tanmimlarla uyumlu oldugu goriiliiyor. Fizik yasalarinin  gézlem
cergevelerinden bagimsiz olmasini saglayacak formlar bu geometrik tanimlarla garanti

ediliyor.

Genel geometrik incelemelerin ardindan tiiretilen elektromanyetik alan denklemleri ve
Einstein alan denklemleri genel de§ismezligi (kovaryansi) saglamiglardir. Son boliimde
incelenen sabit egrilikli uzaylar ve maksimal simetrik uzaylar bu teorinin gergege olan
yaklagimi konusunda ikna edici fikirler veriyor ve ayni zamanda Newtonian evren

tanimini da igerdigini gosteriyor.

Evrenin yapisi ve bu yapiya maddenin etkisi Einstein alan denklemlerinde igeriliyor ve
bunlarin ¢oziimleri bu yapiyr aciga kavusturacaktir. Einstein alan denklemlerinin
¢Oziimleri bu calismanin kapsamini astigindan girilmemis sadece basit sonuglara
deginilmistir. Buna karsilik Einstein alan denklemlerinin farkli formlar1 incelenmis ve
Einstein denklemlerini Yang-Mills karsilig1r elde edilerek, akimin duali bir alan
siddetinin dig tiirevi olarak bulunmustur. Bu denklemlerden yola ¢ikilarak akimlarin
Landau-Lifshitz formuna ulasilmig ve bu formu elde ederken dogal baz kullanilmasina
ragmen, bu akim formunun biitiin bazlarda ayn1 kaldig1 sonucuna varilmistir. Buradan
acisal momentumun lokal korunumu elde edilir. Ayrica Lie tiirevi altinda integral

degismezligi kullanilarak akimlarin korunumu elde edilebilir.
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