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function of the first occurrence time in a geometric process. In this study, when F is
unknown or the functional form of F is known but the parameters of the distribution
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TESEKKUR

¢ Geometrik siiregler © ile ilgili yaptigim bu ¢aligmada bana aragtirma olanag: saglayan,
calismamin her agsamasinda Onerileriyle beni yonlendiren, her zaman ilgi ve alakasim
gordiigiim danisman hocam Sayin Yrd. Dog. Dr. Halil AYDOGDU ° ya tesekkiirlerimi
sunarim. Istatistik bilimini bana sevdiren ve 6grenmemde biiyiik katkilar1 olan Ankara
Universitesi Istatistik Boliimii’'ndeki hocalarima tesekkiir ederim. Calismalarim
stiresince bir¢ok fedakarliklar gostererek beni destekleyen aileme bana karsi duyduklari

sarsilmaz inanglarindan dolay1 tesekkiirlerimi sunarim.

Mahmut KARA
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Hata kareler toplami1

Hata kareler ortalamasi

Homojen olmayan Poisson siireci
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(0,t] zaman araligindaki geometrik yenilemelerin sayisi
n. yenilemenin ger¢eklesme zamani
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1. GIRIS

Zamanin bir fonksiyonu olarak gerceklesen olaylarin sayisini sayan bir siirece sayma
stireci denilmektedir. Bir sayma siirecinden gelen veri kiimesi bagimsiz ayni dagiliml
rasgele degiskenlerden olusuyor ise model olarak bir yenileme siireci kullanilabilir.
Fakat sayma siirecinin olaylar arasi gegen zaman siireleri monoton egilimde ise model
olarak yenileme siireci kullanilmaz. Uygulamada ortaya ¢ikan bir¢ok bakim, onarim ve
yer degistirme problemlerinde ve gilivenirlik teorisindeki baska analizlerde sayma
stirecinden gelen veri kiimesi monoton egilimli rasgele degiskenlerden olusur. Bu tiir
durumlarda model olarak stokastik monoton bir sayma siireci diisiiniilmelidir. Lam
(1988), yenileme siirecinin bir genellemesi olarak geometrik siire¢ olarak adlandirilan

asagidaki gibi ifade edilen bir stokastik monoton siire¢ tanimlamustir.

{a”’IXn,n:1,2,...} bagimsiz ayni dagilimli rasgele degiskenlerin bir dizisi olacak

sekilde bir a> 0 reel sayisi varsa {X,,n=1,2,...} dizisi iizerine kurulu sayma siirecine

aoranlt bir geometrik siire¢ denir. Bu siire¢ a <1 i¢in stokastik olarak artan iken a >1
icin stokastik azalandir. Geometrik siire¢ sayma siiregleri ile ilgili uygulamalarda
olaylar aras1 gecen zaman siirelerinin monoton egilimde olmasi durumunda homojen
olmayan Poisson siirecine alternatif olarak kullanilabilir. Bir geometrik siirecte ilk olay

gerceklesinceye kadar gegen zaman siiresi olan X, rasgele degiskeninin dagilim

fonksiyonu F ile gosterilsin. F 'nin bilinmesi (parametrik olarak) yada bilinmemesi
durumunda siirecin oraninin, F ’nin ortalamasinin ve varyansinin nasil tahmin edilecegi

onemli bir problemdir.

Calisma asagidaki gibi diizenlenmistir.

Ikinci béliimde ¢alismada kullanilacak olan yakinsama tiirleri, 6zellikleri ve aralarindaki
iligkiler verilir. Daha sonra merkezi limit teoremleri hatirlatilarak, asimptotik normallik
tizerinde durulur. Son olarak calismada ele alinan olasilik dagilimlart ile ilgili
parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin sayisal olarak hesaplanmasinda
kullanacagimiz Newton-Raphson yonteminden bahsedilir.

Uciincii béliimde sayma siirecleri ve 6zelliklerinden bahsedilmistir.



Dordiincii boliimde sayma siirecinden gelen veri setinin monoton egilimli olup olmadigi
incelenip ve bu veri setinin geometrik sliregten olup olmadiginin incelenmesi igin iki
test istatistigi ve grafik yontemi tizerinde durulmustur.

Besinci boliimde lineer regresyon metoduyla geometrik siirecin parametreleri olan a, i
ve o’ ’nin en kii¢iik kareler tahmin edicileri ve 6zellikleri elde edilmistir.

Altinc1 béliimde geometrik siirecin parametreleri olan a,z ve ¢ ’nin iistel, gamma ve

lognormal dagilimi durumlarinda en ¢ok olabilirlik yontemi kullanilarak tahmin
edicileri ve 6zellikleri elde edilmistir.

Yedinci boliimde ise geometrik siirecin orani, F dagilimimin ortalamasi ve varyansi
icin Lam, Chan ve digerleri tarafindan elde edilen bu tahmin edicilerin islerlikleri yan
ve hata kareler ortalamasi dlciitiine gore bir simiilasyon ¢alismasi ile degerlendirilmistir.

Son boliimde ise simiilasyon sonuglarinin yorumlart verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boéliimde ¢alismada kullanilacak olan yakinsama tiirleri, 6zellikleri ve aralarindaki
iligkiler verilir. Daha sonra merkezi limit teoremleri hatirlatilarak, asimptotik normallik
tizerinde durulur. Son olarak calismada ele alinan olasilhik dagilimlart ile ilgili
parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin sayisal olarak hesaplanmasinda

kullanacagimiz Newton-Raphson yonteminden bahsedilir.
2.1 Rasgele Degiskenlerin Dizilerinde Yakinsama

(Q,U,P) bir olasihik uzay, X:Q—>0 ve X, :Q—>0,n=L2,. birer rasgele

degisken olmak iizere ;
Q) P({a):lian(a)) _ X(a))}) _1

oluyorsa, (X, ) dizisine hemen hemen her yerde X rasgele degiskenine yakinsar denir

ve X, —™ 5 X bigiminde gdsterilir.
(i) Ve>0 i¢in

limP({@:]X, (@)~ X (0)| < £}) =1
oluyorsa, X, dizisine olasilikta X rasgele degiskenine yakinsar denir ve X, —> X
bi¢ciminde gosterilir.
(1) X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F ve n=1,2,... i¢cin X rasgele
degiskeninin dagilim fonksiyonu F, olmak iizere, F ’nin siirekli oldugu X noktalarinda

lim F, () = F(X)

oluyorsa (X,) dizisine dagilimda X rasgele degiskenine yakinsar denir ve X —%— X

bi¢ciminde gosterilir.

Not edelim ki dagilimda yakinsamada X rasgele degiskeni X_ rasgele

degiskenleri ile aymi olasilik uzayinda tanimli olmak zorunda degildir. Asagidaki

teoremle bu yakinsama tiirleri arasindaki iliskiler ifade edilir.



Teorem 2.1.1 (Arnold 1990)

(1) X, — 5 X = X, —2> X,
(i) X, —L2>X =X, —45X,
(iii) ¢ bir sabit olmak {izere P(X =c)=1 iken (ii)’nin tersi dogrudur, yani

X,—>c= X, —2>c.

Simdi dagilimda yakinsama ile ilgili uygulamalarda olduk¢a sik kullanilan

Slutzky teoremi olarak bilinen teoremi verelim.
Teorem 2.1.2 (Arnold 1990)

b bir sabit olmak iizere

X, —%>X ve Y,—2->b olsun. Bu durumda
() X, +Y, —25X +b,
(i) XY, —L-bX,

(iii) X,/Y.—2>X /b (b#0).

Teorem 2.1.1 de ki (ii)’nin tersi genelde dogru degildir. Fakat, ¢ bir sabit ve

(a,) o’a waksayan reel terimli bir dizi olmak fiizere yukarida verilen Slutzky
teoreminden

a,(X,-¢c)— =X =X,—E>c (2.1)
oldugu agiktir.

N—o0

(a,) ve (b,) gibi iki reel terimli dizi igin lim%zo oluyorsa, bu durumda

a, =0(b,) bi¢iminde gosterilir. Eger lim2n =1 ise a, ~ b, biciminde gosterilir. Her n

n—o



icin & . M olacak sekilde M e[l varsa, bu durumda a, 6 =O(b,) biciminde

n

gosterilir.

(X,) rasgele degiskenlerin bir dizisi ve (F,)  karsihk gelen dagilim
fonksiyonlarinin bir dizisi olmak iizere, V& >0 i¢in bir X ,>0 degeri ve n, sayisi var,
oyleki n>n_ oldugunda F (X.)—F (-X.)>1-¢ oluyorsa (X,) dizisine olasilikta
sinirlt denir ve X, =0 (1) bi¢iminde gosterilir. (X,) ve (Y,) rasgele degiskenlerin iki
dizisi olmak tizere X =0,(Y,) demek X /Y =0O,(1) demektir (Oztiirk ve digerleri

2006).

(X,) ve (Y,) rasgele degiskenlerin iki dizisi olmak tizere X, =0,(Y,) gosterimi

X, /Y,—2—0 olmasi demektir. Eger X, =0,(Y,) ise X, =0,(Y,) dir.

0, asagidaki 6zelliklere sahiptir.
a sabit bir sayi, (a,) reel terimli bir sayr dizisi ve (Z,) sifirdan farkli rasgele
degiskenlerin bir dizisi olmak tizere X, =0,(Y,) iken
(i) ax, =0,(Y,)
(i) a,X,=0,(a,Y,) ve Z X, =0,(Z)Y,)

dir. Yukaridaki sonuglar O, i¢in de gegerlidir (Lehmann 1999).

Dagilimda yakinsama ile ilgili sik kullanilan faydali bir sonug¢ asagidaki

teoremle ifade edilir.

Teorem 2.1.3 (Lehmann 1999) (X,) rasgele degiskenlerin dizisi dagilimda yakinsak
ise ayn1 zamanda olasilikta sinirlidir, yani
X,— =X =X, =0,()

dir.



Olasilikta sinirli bir (X)) rasgele degiskenlerinin dizisi ile ilgili bir sonug

asagidaki teoremle verilir.
Teorem 2.1.4 (Lehmann 1999)

X,=0,(1) ve Y,—250= XY, —2>0

dir.
2.2 Asimptotik Normallik

(X,) rasgele degiskenlerin bir dizisi olmak {izere,

X —a

n

—2 5> N(0,1)

n

olacak sekilde reel sayilarin (a,) ve yeterince biiyiik biitiin nler i¢in pozitif reel
sayilarin (b,) dizileri varsa X, dizisine a, ortalamasi ve b} varyansi ile asimptotik
normal denir ve

X. [ AN(a,,b?)
bigiminde gosterilir (Serfling 1980). Burada a, sayisi X, ’in beklenen degeri ve b’
sayist da X ’in varyans: olmayabilir. Bu sebepten dolayr a, degerine asimptotik

ortalama ve b} degerine asimptotik varyans denir.

2.3 Delta Yontemi

Rasgele degiskenlerin bazi1 doniistimlerinin asimptotik dagiliminin bulunmasinda,

Taylor a¢ilimina dayali olarak olusturulan yonteme delta yontemi denilmektedir.

Bir b>0 i¢in n°(X,-a)—>X olsun. g(X) x=a noktasinda tiirevlenebilir bir
fonksiyon olmak tizere

n°(9(X,)-g(@)——g@X
dir ( Arnold 1990).



2.4 Merkezi Limit Teoremleri

Literatiirde bircok merkezi limit teoremi vardir. Bunlar, belli sartlar1 saglayan bir (X))

dizisindeki rasgele degiskenlerin kismi toplamlar dizisinin bir ifadesinin limit

dagiliminin standart normal oldugunu sdylemektedir.
2.4.1 Lindeberg Levy Teoremi

Klasik merkezi limit teoremi olarak bilinen bu teoremde (X,), bagimsiz ve ikinci

momenti mevcut aym dagilml ( ortalamast x4 , varyansi o) olan rasgele
degiskenlerin bir dizisi olmak iizere,

\/ﬁ()zn_“) d

o

»Z [ N(0,1)

dir.

2.4.2 Liapunov Teoremi

(X,) bagimsiz, 0ortalamali, o’ varyansli ve E‘Xi3 ‘<oo olan ayni dagilimli rasgele

degiskenlerin bir dizisi olmak iizere,

n

maksd; =0(> d})

i=1,2,...,n -

oluyorsa

Zn:dnixi
=1
U\/Zn:dr?i
i=1

dir (Lehmann 1999).

¢ >Z 0 N(0,1)

Bu teoremin bir uygulamasi olarak Y, ler bir birinden bagimsiz u ortalamal ve o’

nooj—1
i n(n-1)

Y, ile verilen

varyansh ayni dagiliml rasgele degiskenler olmak iizere T, =

T, rasgele degiskeninin asimptotik dagilimini bulmaya ¢alisalim.



olmak iizere, E(Z,) =0 ve Var(Z;) =1 oldugu aciktir.

-l
" n(n-1)
diyelim
i 1)\2
maksd’ = ma ks Ul —Lz
i=1,2,..,n i=1 LN (n(n 1)) n
ve
L ‘an (i-1° n(n-DH@2n-1)  2n-1
S 5 n*(n—1)* 6n*(n—1)* 6n(n-1)
oldugundan
maxd?
2,0 _ 6(n-1) .
idz_ n2n-1 " 7
yani

maxd’ = O(dei)
i=1

i=1,2,..,n

dir. Boylece Liapunov teoreminden,

v (-1
zn(n 1)

1

\/Zn(n D’

Z = Yi;ﬂ, i=1,2,...,n oldugunun gz Oniine alinmasiyla,

A R | K
\/ﬁ(‘zﬂ:”(”_l)Yi ZJ = 5N(0,1)

\/2n—1
(o2
6(n—-1)

¢ 5 N(0,1).

olur. Ayrica,
.2n—-1 1
lim =—
e 6(n—-1) 3

oldugundan, Slutzky teoreminden



JH(TH —%}% N (o,%zj

2

elde edilir. Boylece T, AN (%,:—J . Ayrica,Teorem 2.1.3 den Jn (T —gj =0,(1)
n

olup

T =§+op(n-”2) (2.2)

yazilabilir.
2.4.3 Lindeberg Feller Teoremi

X, X ler bagimsiz rasgele degiskenler ve x4, =E(X,),o; =Var(X,)<oo olsun.

1° PERED

B: =) Var(X,) olmak iizere her &> 0 igin n— o iken,
k=1

ise

3 X, ~EQX)

B

n

¢ 57 0 N(0,1)

dir (Lehmann 1999). Burada F, X, -z, rasgele degiskenlerinin dagilim

fonksiyonudur.

Bu teoremin bir uygulamasi olarak Y, ler bir birinden bagimsiz u ortalamal ve o’

D 6(n-2i+1,
varyanshi aym dagilimli rasgele degiskenler olmak lizere T =-= ile

" Jn(n=D(n+1)

verilen rasgele degiskenin asimptotik dagilimini bulmaya ¢aligalim.

7 =YZH 12,0

o

olmak tizere, E(Z,) =0 ve Var(Z;) =1 oldugu aciktir.



B, =6(N—2i+1)Z, i=1,2,..n

diyelim. Burada B ler birbirinden bagimsiz, fakat ayn1 dagilimli degildirler ve
B =) Var(B,)=36> (n-2i+1)> =12(n—n(n+1)
i=1 i=1

olarak elde edilir. B,; nin dagilim fonksiyonu G, ve Z; lerin dagilim fonksiyonu G

olmak tizere

1 n
L, = B—I?;J'MBH u*dG,;(u)

1 & _
:EZIG‘(H—ZiH)WPgB 36(N—2i+1)’w’dG(w)
nh =l 2£B,

n

1 -
SEZ-[6\(n—1)W\2gBH36(n_1) w-dG(w)

h i=l

_36n(n-1)° L 5
N Brf ;Iwz.esn/(s(nl))w dG(W)

—>0,n—>wx

oldugundan Lindeberg Feller teoreminden,

Zn:6(n—2i +1)Z,
\/iz(n —Dn(n+1)

¢ 5>N(0,1)

dir. Z, = Yo H degerinin yukarida kullanilmasiyla,
o

ié(n —2i+1)Y,
= i ’ 2.3
Jin=bn(n+1) N(G,1257) @3)

olarak elde edilir.

2.5 Newton-Raphson Yontemi

L(G,....,0,) bir olabilirlik fonksiyonu olsun.

oL(@,.....0,)
00

=0, i=12,...,r denklem sistemini géz Oniine alalim. Analitik ¢oziimii

olmayan bu tiir denklemleri ¢6zmek icin literatiirde bir¢ok yontem bulunmakla beraber
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bunlardan en ¢ok kullanilan1 Newton Raphson yontemidir. Bu yontem asagidaki gibi

tarif edilir.

i=12,..,r i¢in 6?i° 6, parametresinin gercek degert,

u.é,é,,...,.0.)

\

8’ log L(6,,6,

_ OloglL(8,0,,...,6.) i

eon0,) 0*1logL(6,,0,....

0’ logL(8,,0,,...

007
&*logL(0,6,

een0,) 0*1logL(6,0,...

06,06,

0’ logL(6,,0.,,...,

06,00,
V(6,6,,..0)=|.

0’ logL(8,6,,....0.) 8*logL(8,.0.,....

00,00,

0’ logL(6,,6,,...

00,00,

olsun.

U@,6,.....6,)

U,(6,,6,,....6,)]

1U,(6,,6,,....6,) |

00?

rxr

diyelim. i=1,2,...,r i¢in 6 6 ile 6’ arasinda

olmak iizere U(8,,6,,....6,)’nmn (6",6,,...,6") etrafinda Taylor serisine agilmast ile

denklem sistemi

U(8,80,,...6,) =U(8",6",...6°)+V (6",6",....0")|

o
0,6,

oo

(2.4)



yazilabilir (Gertsbakh 1989). (2.4)’de 6, :éi (i=1,2,...,r) alinsin, burada é, 6 ’nin

engok olabilirlik tahmin edicisidir. Bu durumda U (6,,6,,...,6,) = 0 olup (2.1)’den

* 00_
* 00
=" |-v7(©.0.,...00U(0°.0.,....0))
6] Lo

M @ °nm baslangig degeri

bulunur. Yukaridaki ifade yardimiyla i=1,2,...,r igin 6,
olmak tizere,

[pm ] [ pm]
91(m+1) el(m

=" |=VTE™,0m,.L0MUO™,0m,.,.0™), m=12,..

(m+1) (m)
o 0

iterasyon islemini goéz oniine almir. i=1,2,...r igin ™, ™" sayisina yeterince

yakinsa iterasyon durdurulur. m — oo iken i=1,2,....r icin Hi(m) - é, ,i=12,....r dir.

12



3. BAZI SAYMA SURECLERI

Burada ilk olarak sayma siireci tanitildiktan sonra homojen Poisson, homojen olmayan

Poisson, yenileme ve geometrik sayma siire¢leri verilir.

3.1 Sayma Siireci

Tamm 3.1.1 N(t), (0 t] araliginda gerceklesen belli bir tiirden olaylarin sayis1 olmak
lizere {N (t),t> 0} stokastik siirecine bir sayma siireci denir.
{N(t),t > 0} sayma siireci T =[0 ) ve E = {0,1, 2,...} ile stirekli parametre ve kesikli
durum uzayl bir siiregtir.
{N(t),t >0} sayma siireci asagidaki zelliklere sahiptir.
1) Nt)>0,VvVt>0
1) N(t) tamsay1 degerli bir rasgele degiskendir.
ii1) Eger s <t ise N(S) < N(t) dir.
iv) s<t icin N(t)—N(s) (s,t] araliginda gerceklesen olay sayisidir.
{N(t),t > 0} bir sayma siireci olsun. Bu siiregte X, rasgele degiskeni ilk olay
gerceklesinceye kadar gegen zaman siiresi olmak tizere X rasgele degiskeni (n—1).
olay gerceklestikten sonra n. olay gergeklesinceye kadar gegen zaman siiresi olsun.
{X,,n=1,2,3,...} dizisine {N(t),t>0} siirecinin varislar arasi zamanlar dizisi adi
verilir. Bu dizi sayma siirecini tek olarak belirler. S; =0 ve S, =X, +...+ X ,n=1,2,...
yazalim. S, sayma siirecinde N. olayin ger¢eklesme zamanini gosterir.
Her sabit t >0 i¢in
N(t)=maks{n:S, <t}
oldugu agiktir. Ayrica (N(t) > n) olay1 (S, <t) olaymna denk oldugundan,
P(N(t)=n)=P(S, <t)

olur.

13



3.2 Poisson Siireci

Tamm 3.2.1 {N(t),t >0} bir sayma siireci olsun.

i) N(0)=0

i1) {N (t),t> 0} bagimsiz artish

iii) t uzunluklu bir aralikta gergeklesen olaylarin sayisinin dagilimi At ortalamali
Poisson, yani P(N(t+s)—N(s)=k)=e*(At)“/k!, k=0,1,2,...

ozelliklerini saglayan {N (t),t> 0} sayma siirecine A oranli bir Poisson siireci denir.

ii1) 6zelliginden dolay1 bir Poisson siireci ayn1 zamanda duragan artighidir.

Bu siirece gore olaylar arasi gecen zaman siireleri bagimsiz ve ayni % beklenen degeri

ile tstel dagilimlhidir.

3.3 Homojen Olmayan Poisson Siireci

Tamm 3.3.1 {N (t),t> 0} bir sayma siireci olsun. t >0 i¢in A(t) t’nin bir fonksiyonu
olmak tizere

1) N(0)=0

ii) {N (t),t >0} bagimsiz artigh

iil) P(N(t+h)—N(t) > 2) =o0(h)

iv) P(N(t+h)—N()=1)=A(t)h+o(h)

ise { N(t),t > 0} sayma siirecine A(t)siddet fonksiyonlu homojen olmayan Poisson

suireci denir.

Teorem 3.3.1 {N(t),t ZO} A(t) siddet fonksiyonu ile homojen olmayan bir Poisson

sureci olsun.
t
M (t) = j A(s)ds olmak iizere
0

N(t+s)—N(s) Poisson(M (t+s)—M(s))

yani

14



P(N(t+s)—N(s)=k)=e ™ ™MOM(t+s)~M(s)] /k!k =0,1,...
dir.
{N (t),t= 0} A(t) siddet fonksiyonu ile homojen olmayan bir Poisson siireci
olsun. X, X,,... rasgele degiskenleri bu siirece gore gergeklesen ardisik olaylar arasi
gecen zaman siireleri olmak iizere X, X,,... bagimsiz ve ayn: dagilimli olmak zorunda

degiller.
3.4 Yenileme Siireci

Tamm 3.4.1 {N(t),tZO} sayma siirecinde olaylar (yenilemeler) arasi gecen zaman

stireleri birbirinden bagimsiz ve ayni F dagilimli rasgele degiskenler ise {N(t),t > 0}

sayma siirecine bir yenileme siireci denir.
{N (t),t> 0} bir yenileme siireci olsun. X, rasgele degiskeni (n—1).ve n.

yenilemeler arasinda gecen zaman siiresini gosterir.

Her sabit t >0 igin
N(t)=maks{n:S, <t}
dir. Yenileme rasgele degiskeni olarak adlandirilan N(t) t zamanina kadar, yani (0,t]

zaman araliginda gergeklesen yenilemelerin sayisini ifade eder.

3.5 Geometrik Siire¢

Tanmm 3.5.1 {Xn,n = 1,2,...} negatif degerler almayan rasgele degiskenlerin herhangi
bir dizisi olsun. {a”"Xn,n =1,2,...} bagimsiz ve ayni dagilimli rasgele degiskenlerin
herhangi bir dizisi olacak sekilde bir a>0 sayist var ise {Xn,n=1,2,...} dizisinin

olusturdugu sayma siirecine a oranli bir geometrik siire¢ denir.

0 <a <1 i¢cin geometrik siire¢ stokastik artan iken a > 1i¢in stokastik azalandir.

15



3.5.1 Geometrik Siirecte Olaylar Aras1 Gecen Zamanin ve Bekleme Zamaninin
Dagilim

{N C(t),t> 0} aoranl bir geometrik siire¢ olsun. Bu siirecin tanimindan bu siirece gore

gerceklesen olaylar arasi gegen zaman siireleri olan X, rasgele degiskenleri

bagimsizdir. Fakat ayn1 dagilimhi degildirler. Yalnizca a=1durumunda bu rasgele
degiskenler ayn1 dagilimlidirlar ve karsimiza ¢ikan geometrik siire¢ bir yenileme siireci
olur.

Y =a"'X ,n=12,..

diyelim. Bu durumda Y, dizisi olaylar arasi gecen zaman siireleri dagilim fonksiyonu
F ortalamasi u ve varyansi ¢ olan

N(t)=maks{n:S, <t}
ile taniml1 {N t),t> 0} yenileme siirecini olusturur.

Boylelikle X, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu
Fy (X)=P(X,<x)
=P@"™Y, <x)
=P(Y_ <xa"™")
=F@"'x)n=12,...
olarak bulunur. Ayrica
EX,)=a""u
ve
V(X,)=a""c’

oldugu aciktir.
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4. SAYMA SI"JBECiNDEN GELEN VERI SETININ GEOMETRIK SURECE
UYGUNLUGUNUN iINCELENMESI

Sayma siirecinden gelen veri setinin geometrik siirece uygunlugunun incelenmesi igin

asagida verilen iki teoremden faydalanilabilir.

Teorem 4.1 {X,,n=1,2,...} geometrik siireg ise,
U =X, /X, ., n=12,..

ile verilen U, ler bagimsiz ve ayn1 dagilimli rasgele degiskenlerdir (Lam 1992b).

Ispat: X, X,,... rasgele degiskenleri bagimsiz oldugundan U,U,,... rasgele
degiskenlerinin bagimsiz oldugu agiktir.
fy 0=a""f(xa"") ve F, (x)=F(@"'x)
oldugunu biliyoruz.
X, rasgele degiskeni lizerinden kosullandirma ile,

R, (W)=PU, <u)= P(;A <u)

2n-1

P(;(A <u/ X, =xf, (x)dx
2

O ) 8

n-1

P(X,, sux)f,  (x)dx

O ) 8

szn (ux) fxm (x)dx

O ) 8

= I F (@ 'ux)a* " f (xa®*)dx.
0

xa’"? =t degisken degistirmesinin yapilmasiyla dx = Sn:
a

olup
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R, (W)= T F (aut)f(tydt n=1,2,...

bulunur. U ’in dagilim fonksiyonu n’den bagimsiz oldugundan U, ’ler ayni

dagilimlidirlar. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 4.2 {Xn, n= 1,2,...} geometrik siire¢ ise, herhangi bir m dogal sayis1 i¢in

V. =X, X n=1,2,.m,

2m+1-n>

ile verilen V, ler bagimsiz ve ayn1 dagilimh rasgele degiskendirler (Lam 1992b).

Ispat: X, X,,.. rasgele degiskenleri bagimsiz oldugundan V,,V,,.. rasgele
degiskenlerinin bagimsiz oldugu aciktir.

fy =a""f(xa"") ve F, (x)=F(a""x)
oldugunu biliyoruz.

X, o rasgele degiskeni lizerinden kosullandirma ile,

K, (v)=P, <v)=P(X X <vV)

2m-n+1

P(X, X SV/IX, g = x)fxmn+l (x)dx

2m-n+1

ce—3 O'-—.S

POX, < Dfk.,,, (000K

Fy ( D, (00X

n L!JaZm—nf(XaZm—n)dX.
X

|
[re

2m-n

xa =1t degisken degistirmesinin yapilmasiyla dx =

2m-n

olup
R, =[F@™ %)f ®)dt, n=1,2,...
0

18



bulunur. V, ’in dagilim fonksiyonu n’den bagimsiz oldugundan V, ler ayni

dagilimlidirlar. Boylece ispat tamamlanur.

Uygulamada sayma siirecinden gelen veri setinin geometrik siirece uygun olup

olmadigini test etmek i¢in asagidaki alt basliklarda verilen adimlar izlenir.

4.1 Trend Analizi

{N(t),t 20} bir sayma siireci olmak tizere X, X,,..., X ler bu sayma siirecine gore
gerceklesen ilk n olay i¢in olaylar arasi gecen zaman siirelerini gostersin.
i=12,..,n ve j>i igin
P(X; > X) 2 ()P(X; > x),Vx >0,
yani X; 2, (<)X, olmasi sayma siirecinden gelen X, X,,..., X, veri setinin monoton

egilimli oldugunu ifade eder. Burada X, ,X,,..., X, rasgele degiskenlerinin bagimsiz

oldugu kabul edilir. Literatiirde trend analizi yapmak i¢in bir ¢ok yontem bulunmakla
beraber bunlardan en ¢ok kullanilan1 Laplace’in testidir. Bu test ic¢in hipotezler
asagidaki gibi kurulur.

H, :HPS

H, : Monotonik trend.

n
n.varis zamanr S, = z X, olmak tizere H, hipotezi altinda, ilk n—1 varis zamanlan
i=1

olan S,S,,...,S, , rasgele degiskenlerine (0,S,] aralifindan alinmis diizgiin dagilima

*2 % n-1
sahip n—1 tane rasgele degiskenin sira istatistikleri olarak bakilabilir. Bu durumda

merkezi limit teoreminden,

S.
i= I Sn

U= n-1 2

S, 1
12(n-1)

n-1
1
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rasgele degiskeni biiylik nigin yaklasik olarak standart normal dagilima sahiptir (Cox
and Lewis 1966).

4.2 Sayma Siirecinden Gelen Veri Setinin Bagimsiz ve Aym1 Dagilimh Olup
Olmadiginin incelenmesi

Sayma siirecinden gelen veri setinin trende sahip oldugu belirlendikten sonra, bunlarin
geometrik siire¢ olup olmadig: test edilir. Bunun i¢in daha 6nce verilen Teorem 4.1 ve
Teorem 4.2°den faydalanilir.

N =2m i¢cin U, = X,/ X, .V, = X, X,n1n-N=12,..m
ve

N=2m+1igin U, =X, /X, .V, =X X

2n-1° n+17¥2m+2-n> =1929---m
ile verilen U, ve V, lerin bagimsiz ve ayni dagiliml olup olmadiklar: test edilir. Bunun

icin literatiirde birgok parametrik olmayan yontem bulunmakla beraber bunlardan en

cok kullanilanlar1 “Turning Point “ve “Difference Sign” testleridir.
{W,,n=1,2,...} sayma siirecinden gelen veri setinin bagimsiz ve ayni dagihmli rasgele
degiskenler olup olmadiginin test edilmesi i¢in hipotezler,

H, :W, ler bagimsiz ve ayn1 dagilimhdirlar.

H, :W_ ler bagimsiz ve ayn1 dagilimli degildirler.

seklinde kurulur.
(1) “Turning Point Test”
H, hipotezi altinda,

-1

3

T,=) (W, -W,_)W,,, —W,)<0)
n=2
olmak tlizere
T - 2(m-2)
T -3
16m-29

90
rasgele degiskeni biiyiik n i¢in yaklasik olarak standart normal dagilima sahiptir (Ascher
and Feingold 1984).
(2) “Difference Sign Test”
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H, hipotezi altinda,

D, =Z=;,|(Wn >W, )

olmak tuzere

rasgele degiskeni biiyiik n i¢in yaklasik olarak standart normal dagilima sahiptir

(Ascher and Feingold 1984).

Sayma silirecinden gelen veri setinin geometrik silirece uygunlugunun
incelenmesi i¢in diger bir yaklasim ise grafik teknigidir. Bu teknikte In X, ’in n’e karsi
grafigi cizilerek aralarinda liner bir iliski olup olmadig1 kontrol edilir. Eger aralarinda
liner bir iligki var ise bu durumda sayma siirecinden gelen veri seti i¢in geometrik siire¢

model olarak Onerilebilir.

Xy Xy X,
A 4
Trend?
Evet Hayir
U, veV, BBAD? X, ler Ustel mi?
Eve Hayir Eve Hayir
Geometrik Siire¢ HOPS HPS Yenileme siireci

\ 4

a, 1 ve o’ nin Tahmini
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Sekil 4.1 Model Se¢imi

5. BIR GEOMETRIK SURECLE iLGILi PARAMETRELERIN PARAMETRIK
OLMAYAN TAHMINi

Bu boliimde sayma siirecinden gelen veri setinin geometrik siire¢ oldugunu varsayarak

a,u ve o’ nin en kiigiik kareler ydntemiyle tahmini elde edilecektir. Burada geometrik
siregte 1lk olay gerceklesinceye kadar gegen zaman siiresi olan X,’in F dagilim
fonksiyonunun bilinmedigi kabul edilmektedir.

Y, =a""X,, k=1,2,..,n (5.1
ve

InY, =(k-1)lna+InX,, k=12,..,n (5.2)
Y, ’lar bagimsiz ve ayni dagilimli oldugundan

InY, =a+e,, k=12,...,n (5.3)
seklinde yazilabilir.

E(InY,)=a ve g ’lar 0 ortalamali, o, varyansli bagimsiz ve ayni dagiliml rasgele

degiskenlerdir. (5.3)’den

InX, =a—(k-1)lna+e,, k=12,..,n (5.4)

basit lineer regresyon denklemi elde edilir.
5.1 Katsayillarin Tahmini

(5.4)’ den p=Ina olmak iizere

2.8 =

n n
k=1 k=1

(In X, —a+(k -1 B)’
bulunur.

HKT =Zn:(1nxk —a+(Kk-1)p)
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olmak iizere bu degeri minimum yapacak «avef degerlerinin hesaplanmasi igin

a ve [ ’ya gore kismi tiirevler alinarak sifira esitlenir.

%:—é;mxk —a+(k-1)8)=0
%:22[@ X, —a+(k-1)B)k-1]=0
buradan
kznlln X, = na—ﬂkzn:(k—l)
} - -

D (k-DIn X, =a) (k-1)- B> (k-1
k=1 k=1 k=1
denklem sistemi elde edilir. Sistemin ¢6ziilmesiyle « ve £ ’nin en kii¢lik kareler tahmin

edicileri olan & ve f sirasiyla

. 2 _ n ~ n B

a_n(n+1){(2n l)élnxk 3;“‘ Dlnxk} (5.5)
Ve

P 2 n n

ﬂ—m{3(n—l);1nxk—6;(‘(—1)111)(,(} (5.6)

olarak elde edilir.

5.2 Regresyon Denkleminin Hatasinin(¢) Tahmini

InX, =a—(k-1)lna+e, k=1,2,..,n
regresyon denkleminde In X, ve —(k —1) yerine sirasiyla Y, ve Z, yazilmasiyla
Y =a+pZ +e, k=1,2,...,n
elde edilir.
Z(Zk _Z_)W k_Y_)
_ k=l
2.(Z,-Z)
k=1

A

&=Y-pBZ ve B
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olur. o7 nin en kiigiik kareler tahmin edicisinin
62=> (YY) /(n-2)
k=1
oldugu bilinmektedir. Bu durumda

:ZY ~ +BZ-pZ,)* (n-2)

:Zn:( N+ B2, -2)) [(n-2)

>

SIY 04 28304, ) 2,20+ Y2, 20 1n-2)

>

-0 k—Y‘)z—fPi(zk ZY1/n-2)

: ZY) : iw
D A —— Zz2 kel 1/(n-2)

olur.

In X, =Y, ve —(k—1)=2Z, oldugunun goz dniine alinmasiyla

n Smx,) |, > ~(k-1)’
7= n X,y S S ey - -2
(5.7)
(ZlnX)

~ (N=DHn(n+1)
—[Z(lnX )’ - - -p n

1/(n-2)

bulunur.

5.3 Geometrik Siirecin Parametrelerinin Tahmini

(5.4)’de verilen

InX, =a—-(k-1)lna+e,, k=12,..,n

regresyon denkleminden £ ’nin en kiiciik kareler tahmin edicisinin
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. 2 : N
ﬁ=m{3(n—n;mxk —6;(k—1)ln Xk}

oldugunu biliyoruz. f=Ina oldugundan geometrik siirecin aorani i¢in bir tahmin

edici

k=1

2 n n
_ e(n—l)r1(n+1){3(n_1)kz;ln Xk—GZ(k—l)ln Xk}

olur.

(5.1) ve (5.3)’lin kullanilmasiyla
o’ =Var(X,)=Var(Y,) = e**Var(e*)
olur. Taylor seri yaklagimi ile €% ~1+e, oldugundan

o’ ~e*Var(e,)

_ pla 2
=e*o;

elde edilir. Bu durumda @ ve o. parametrelerinin en kiigiik kareler tahmin edicilerine

bagli olarak
67 =67
n n 3 2
2 2 (2n-DY X =3> (k-DIn X, ¢ n (z In Xk) R _
—e n(n+1){ P pany }[Z (ln Xk )2 k=1 - _IB2 (n l)lr;(n + 1)]/(n _2)
k=1

ile tammmlanan &7 F dagilimin varyansi olan &”’nin bir tahmin edicisi olarak ele
alnabilir. Ayrica, Y, = ak’IXk, k=1,2,...,n oldugu goz 6niine alinmasiyla

YAk = Ak’IXk, k=1,2,...,n yazilabildiginden & i¢in ikinci bir tahmin edici

n (> @)
5 =13 @ %) -/

olarak tanimlanabilir.

E(Y,)=x k=12,..,n oldugundan

Y =pu+e
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yazilabilir. Burada &,,¢,,...,&, bir birinden bagimsiz 0ortalamali ve o’ varyansh

rasgele degiskenlerdir.

g, =2 k=1,2,...,n denilirse
7]

Y =u(l+g) k=1,2,.,n

olur. Burada E(g,)=0 ve V(g )=0"/u’ k=1,2,..,n

Ayrica
InY, =lng+In(l+¢,)

olup her iki tarafin beklenen degeri alinirsa
a=Inu+E(n(+¢,))

olur. Taylor seri yaklagimi ile In(1+¢&,) ~ &, —&,” /2 oldugundan

a~Inu-Var(g)/2
=lnu-o’ /24
elde edilir. & ve o’ parametrelerinin tahminlerinin yukarida kullanilmasiyla
2 Inpu—2au* -67 =0, i=1,2
olarak elde edilen u ’ye gore liner olmayan bu denklemin ¢oziilmesiyle u igin i’ye
gore sirastyla 4, ve f, ile gosterilen iki tahmin edici elde edilebilir. Bu denklemin
analitik bir ¢oziimii yoktur. Bu sebepten i=1,2 i¢in 4 ve f, tahminleri yaklagik
olarak hesaplatilabilir.
InY, i¢in (5.3)’de verilen
InY, =a+e, k=1,2,..,n
ifadesini goz oniine alalim, burada e,e,,...,e, bagimsiz, 0 ortalamali ve o, varyansh
ayni dagiliml rasgele degiskenlerdir.
Y, =e“e*, k=L2,..,n

olup, Taylor serisi yaklagim ile e* ~1+¢,_+e, /2 oldugundan
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u=e“E(e*)
~e“E(l+e +€;/2)
=e“(1+Var(e, /2))
=e“(1+0./2)

bulunur. Bu durumda yukaridaki ifadede & ve o ’nin sirasiyla Kisim (5.1) ve Kisim
(5.2)’de verilen & ve &; tahmin edicilerinin kullanilmastyla

i, =e"(1+62/2)
ile verilen u i¢in tiglincii bir tahmin edici tanimlanmis olur.

S =X, +X,+..X,, n=12,...

olmak tzere

E(S) =Y EXX,)

— z a_k+1,Ll
k=1
_ud-a")
(1-a™)

dir. Boylece S, , % icin yansiz bir tahmin edicidir. Bu durumda a yerine Kisim
—a

(5.3)’de verilen a’nin en kiigiik kareler tahmin edicisi olan & ’nin alinmasiyla g igin

. S,(1-a"
toa-am

ile dordiincii bir tahmin edici tanimlanmais olur.
Y, =a“"'X,, k=12,..,n
oldugundan
Y, =4"X,, k=12,.,n

olup u igin besinci bir tahmin edici

iék-lxk
— k=1

n

Iy

Hs

ile verilir.
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5.4 Yenileme Siirecinin Geometrik Siirecten Ayirt Edilmesine Yonelik Bir Test

Bir geometrik siirecin yenileme siireci olmasi demek siirecin @ oranmin 1 olmasi
demektir. Bize verilen bir geometrik siirecin yenileme siireci olup olmadigini anlamak
icin asagida verilen hipotezin test edilmesi gerekir.

H,:a=1

H :a=#l

a=e” oldugundan yukaridaki hipotez

H,: =0
H:8+0
hipotezine denktir.

(5.4)’de verilen In X, =a—(k-1)lna+e,, k=1,2,...,n denkleminde, eger e, ’lar O
ortalamali ve o varyansh normal dagiliml iseler

. 1207
SRR

oldugu bilinen bir sonugtur. Bu durumda e, ’lar {izerindeki normallik varsaymmi ile

birlikte H, hipotezi altinda

_ BJ(n=Dn(n+1) ~
t= \/E&e t(n-2)

dir. Bu test istatistiginin sonucunda H, hipotezi red edilmezse, yani a=1lise u ve o’

i¢in agikar olarak agagidaki tahmin ediciler kullanilir.

2. X

ve
(X, —X)?
A2 _ k=l
O' =
: n—1

5.5 Tahmin Edicilerin Asimptotik Dagilimlar:
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Teorem 5.5.1 Eger E(InY)’ <o ise
W2(f - f)— 5 N(0,1207) (5.8)

dir (Lam ve digerleri 2004).

(n=Dn(n+1)
6

Kk k
Ispat: B=Ina, D (n-2k+1)=0 ve D (n-2K+Dk=— oldugundan,
i=l =1

B’nin (5.6)’da verilen en kiigiik kareler tahmin edicisinin kullamlmastyla,

oy

L-pB= e l)n(nﬂ)kZ(n—ZkH)ln X, —Ina

- 1)n<n+1){§(” 2k+Din X, +;<” 2k+ 1)k - 1)1na}

T (n- 1)n(n+1){;(”_2k+l)(mxk+(k—1)1na)}

6
m;(n 2k +1)lnY

mZm 2k +1)(InY, - )

elde edilir, burada @ = E(InY) dir.

Daha sonra,

J=Dn(n+1)(B-B) = ! Z6(n 2k +D(InY, —a) (5.9)
J=Dn(n+1) 5

olarak diizenlenir.

B, =6(N—2k+1)(InY, —a) k=1,2,..,n

diyelim. Burada B,, lar birbirinden bagimsiz fakat ayn1 dagiliml degildirler ve
B =) Var(B,) =360, Y (n-2k+1)’ =120 (n-)n(n+1)
k=1 k=1

olarak elde edilir. B, ’nin dagilim fonksiyonu G, ve (InY, —«) larin dagilim

fonksiyonu G olmak iizere
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1 n
Ln =— ZZdGn (Z)
Bf kZ_;IZZan k
13 .
_B_r?;-L(nZkH)WZEBn 36(n -2k + D w dG(W)

1 & .
SB_?;L(“UW%BH 36(n—1)"wdG(w)

_36n(n—1)° ¢ X
- Brf kz_l:.[wmn /(6(n—1))W dG(W)

—>0, n—>w

olur. Ayrica,

lim‘/(n -hHn(n+1) 1

n—o0 n3/2

oldugundan, Lindeberg Feller ve Slutkzy teoreminden

n*2(f - f)———N(0,1207)

n—o

bulunur. Bylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.5.2 Eger E(InY)’ <o ise
n*?(d-a)—-—N(0,12a’c;) (5.10)

dir.

Ispat : Delta yonteminin (5.8) ifadesine uygulanmastyla ispat tamamlanr.

Y, =a""'X,, \?:Z\fk/n ve X:Zxk/n olmak iizere,
k=1 k=1
p=1y 8l (5.11)
X ,a=1
ve
1 n I _2
—> (Y, -Y)', a=l
A2 n_lk—]

(5.12)
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ile verilen 1 ve &° tahmin edicileri dagilimin ortalamasinin ve varyansinin momentler

tahmini olarak ele alinabilir. Asagida verilecek olan teoremlerle bu tahmin edicilerin

asimptotik dagilimlar elde edilir.
Teorem 5.5.3

(i) Eger a=1 ve E(X*) < ise,

In(fi- ) —2-—N(0,07)

(ii) Eger a=1, E(Y*) <o ve E(In(Y)*) <o ise,
In(i— 1) —2—N(0,0% +34°07)
dir (Lam ve digerleri 2004).

Ispat: a=1 icin Merkezi limit teoreminden (5.13) kolayca elde edilebilir.

a#1 icin (5.11)° den

_ :li +li(Yk_

nis N
olur. Teorem 5.5.1° den
p-B=0,(n"")
dir. Ayrica,

1
Th= n(n— 1)2( DY,

k=1

olmak tizere,

VRS N < PNV
BT =BGy k%=

ve
-1
Var(T.)=Var - o’ >0
T,) %m—D§¥ DY) = 6m-4> -
Boylece,
Tn —p)ﬁ
2
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olup, (2.2)’den

1 3 _ _H -1/2
n(n—l)g‘(k Y, = 5 +0,(n™"?)

oldugunu biliyoruz. Buradan Y, =a"*'X,,Y, =8'X, ve f=Ina olmak iizere,
1&g IO ak k-1
_Z(Yk _Yk) :_Z[a Xk —-a Xk]
nN\o N
=12[(a/a)k-‘ ~1]a“"'X,
N
=12[(:91/a)k*1 ~11¥,
N

=%Z[e<k—1>(/3—ﬁ> ~1),
k=1

L3 [+ k=D - f)+O, (-1,
_ @g(k ~1)Y, +0,(n")

=2 (=D~ /)+0,(n")
olarak elde edilir. Daha sonra (5.9) ve (5.15)’ in kullanilmasiyla,

V(= 1) = 0 (0-00F- ) +n Y Y, - 0 +0,(0 )

—n2 3L, - /,l+3/,l(1—2—k1)(1nYk —a)]+0,(n™"?)
n+

k=1

olur.
2k
Bnk :Yk —,Ll+3/l(1—m)(lnYk —&) k = 1,2,...,”

diyelim. Burada B,, lar birbirinden bagimsiz fakat ayn1 dagiliml degildirler ve

3n(n-1) ,
n+1

2
O-e

B: =) Var(B,)=nc’ +
k=1

olarak elde edilir. B, ’nin dagilim fonksiyonu G, ve Y, larm dagilim

fonksiyonu F olmak iizere
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1 n
L= g7 2, Z0Cu (D)

1 . 2
ZJ.\y —u+3 p(1-2k /(n+1))(In y— a)‘>gB [y_ﬂ+3ﬂ(l_2k/(n+1))(lny_a)] dF(y)

3 [
- Br? ‘y—,u‘+3,u‘lny—a‘258n

2
J'dF(y)—=—0

Oldugundan, E (| y— ,u| +3 ,u|ln y-— 05|)2 <o iken, Lindeberg Feller ve Slutzky

teoreminden (5.14) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 5.5.4

(i) Eger a=1 ve E(X*) <o ve W =Var(X — u)* olmak iizere

Jn (6% -0%)—L>NO,W) (5.16)

(ii) Eger a=1,E(Y*) <o ve E(InY)’ <o ise, W =Var(Y — u)° olmak iizere
Jn(6” =07 )—L>NOW +120%07) (5.17)

dir (Lam ve digerleri 2004).

Ispat: a=1 icin Merkezi limit teoreminden (5.16) kolayca elde edilebilir.

a#l igin, Y, =a“"'X, Y =4“'X, ve B =Ina olmak iizere,
+[@ra) -1y,

=Y, +
Y, + [e(k DA-p) _ ]
Y, +
=Y, +

+ 1+ (k=1)(B- B +0,(n)-1]¥,
+(k=1)(B- P, +0,(n™)
yazilabilir. Bdylece,

\7:% V==L -1y, +0,0)
k=1

olarak elde edilir ve boylece
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A= — A 1 <& B
Y, -Y =Y, -V +(ﬁ—ﬁ){(k—1)vk—HZ(k—DYk}op(n D)
k=1
olur.
p~pB=0,(n""?)
oldugundan
. | N
_le(Yk_Y)z

=T l{im VY +2(5- ﬂ)Z{(k DY, ——Z(J—I)Y }(Y -Y)

(5.18)
-wﬁ—ﬂfﬁiw—nn—%$¥y4wi}+0¢n5
= n%kzn_]“(vk -Y)? +@{§(k -1Y.? jkzr:‘(k —l)Yk}+Op(n1)
dir. (5.18) ifadesinin yeniden diizenlenmesiyle
57 = %ILZ::(YK — 1) - ”(\7—#)}
+Mﬁ_ﬂ{nm D}}k D[YZ—E(Y)]+E(Y?)
S ) (5.19)
=D ;(k —1)(Y, — 1) — (Y —ﬂ)—ﬂ2}+0p(nl)
= 0%~ £ (B ) O, ()
elde edilir. (5.9) ifadesinin (5.19)’da kullanilmastyla
Jn(6°-¢0?) :ﬁgm —u)-c+ 6"2(”;2‘( il (InY, —a)+0,(n™"?) (5.20)

olur.

By =(Y,—p)' -0+

2 —
, 60%(n 2k+l)(lnYk—Of), k=1,2,..,n
n

diyelim. Burada B, ’lar birbirinden bagimsiz ve ayni1 dagilimhidirlar ve

= S var(B,,) =nw? + ZOZDNOED o
k=1 n
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olur. B, ’nin dagilim fonksiyonu |, ve Y, larin dagilim fonksiyonu F ile gosterilsin.

Zan}

E. ={y:‘(y—u)2 —02+602(1—%J(1ny—a)

ve
E, ={y:(y—,u)2+02+6a2|lny—a|2an}

olmak tizere

1 n
I-n = B_r?;-[ZZSBn szl nk (Z)

:ézn:Lnk {(y—ﬂ)2 -0’ +60° (1—%)@ y—a)} dF(y)

n k=l

s% ] {(y—y)2 +0° +60°|In y—a|}2dF(y)W>O

Oldugundan, E ((y - u)’ +0’+60° |1n y-— 0{|)2 <oo iken, Lindeberg Feller ve Slutzky

teoreminden (5.17) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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6. BIR GEOMETRIK SURECLE ILGILi PARAMETRELERIN PARAMETRIK
TAHMINI

{NG(t),tZO} a oranli bir geometrik siire¢ olmak iizere bu siirecte ilk olay

gerceklesinceye kadar gecen zaman siiresi olan X, rasgele degiskeninin F dagilim

fonksiyonunu sekilsel olarak bilinirken bazi parametrelerinin bilinmedigi durumu géz
Online alalim. Bu durumda siirecin @ oranmin ve F dagilimmin bilinmeyen
parametrelerinin siirecten gelen veri seti yardimiyla parametrik olarak tahmin edilmesi
gerekmektedir. Bu boliimde iistel, gamma ve lognormal F dagilimi igin silirecin a
oraninin ve F dagiliminin parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi ile

tahmin edilmesi lizerinde durulacaktir.
6.1 Ustel Dagihm

Bir geometrik siiregten gelen X, X,,..., X, gozlemlerini géz 6niine alalim. X, rasgele
degiskenin dagilimi & parametreli {istel olsun. Bu durumda X, ’in olasilik yogunluk

x/6

fonksiyonu f(x)= ée‘ , X>0;0>0 dir. Burada X,,X,,..., X rasgele degiskenleri

birbirinden bagimsiz, fakat ayni dagilimh degildirler. X, (i=1,2,...,n) rasgele
degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x)=a"'f(a"'x), i=1,2,...n dir. Bu

durumda L(a,d) olabilirlik fonksiyonu,

L@0) =] %)

nai"xi
gn(-n/2 5
= e ¢
en

olarak bulunur.

ai—lxi

InL(a,6)=-nlnd+ ”(”2_ Dina-1

n
=1

olmak iizere bu fonksiyonu maksimum yapacak a ve @ degerlerinin hesaplanmasi igin

a ve 6’ ya gore kismi tiirevler alinarak,
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L@ o g 23— bat =0 1)
oa i=l
Oln ;(eage) :Z:ai—lxi —nf=0 (62)
i=1

denklemlerine ulasilir. (6.2) denkleminden

n

D ax

0 == (6.3)

olur. Bu ifadenin (6.1)’ de yerine konulmasiyla a’ya gore,

Zn:(n—zi +1)a"'x =0 (6.4)

lineer olmayan denklem elde edilir. Burada kisim (2.5)’de verilen Newton Raphson

yonteminin notasyonlarina bagl kalinmak iizere,
U(a)= Zn:(n —2i+Da''x,
i=1
ve
V(a)= Zn:(n —2i+1)(i-1a"’x
i=1

olur. Bu durumda Newton Raphson yonteminden a(1) baslangi¢ degeri ile,

U (a(m))

a(m+1)=a(m)- viam)

n

D (n=2i+ham)'x,
=a(m)-—= , m=12,.. (6.5)

D (n=2i+1)i-ha(m)?x,

i=1

iterasyon islemlerine ulasilir. a(m+1) a(m) sayisina yeterince yakinsa iterasyon
durdurularak a’nin en ¢ok olabilirlik tahmin degeri olan & =a(m+1) olarak bulunmus

olur.

a’nin en ¢ok olabilirlik tahmin degeri olan @ ’nin (6.3)’ de yerine konulmasuyla,

ia“xi
0 = =l

(6.6)
n
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elde edilir. Ayrica @ parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisine bagli olarak,
i=0 (6.7)
ile tanimlanan 4 F dagilimin ortalamasi olan x 'niin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi
olarak elde edilir.
62 =6 (6.8)
ile tammlanan 6° F dagiliminm varyansi olan ¢ ’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi

olur.

4 ve 0 tahmin edicilerinin asimptotik dagilimlar1 igin

12a> -aé

\/ﬁ[é}_aJ i N (0] n*  6n’
6-0) "~ 0)|-a0 &
6n> n

oldugu kolaylikla gosterilebilir.

6.2 Gamma Dagilim

Bir geometrik siiregten gelen X, X,,..., X, gozlemlerini goz 6niine alalm. X, rasgele

degiskeninin dagilimi « ve [ parametreli gamma olsun. Bu durumda X, ’in olasilik

yogunluk fonksiyonu f(Xx)= ! x“'e*” x>0,a>0,8>0 dir. Burada

() p*
X, X,,..., X, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz, fakat ayni1 dagilimli degildirler.

X, (i=12,..,n) rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

f(x)=a"'f(@"'x), i=1,2,....,n dir. Budurumda L(a,a, ) olabilirlik fonksiyonu,

L@ =] 100)

an(nfl)a/z n _i=l
_ a-1 B
“Tarp L

i=1

olarak bulunur.
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i—1

n a Xi
Mlna—nalnﬂ—nlnF(a)+(a—1)ZlnXi—“IT

i=1

InL(a,a,B)=

olmak iizere bu fonksiyonu maksimum yapacak a,a ve [ degerlerinin hesaplanmasi
icin a,a ve f’ ya gore kismi tiirevler alinarak,

olnL(a,a, B)

= =n(n-Dap - 2Zn:(i ~Da''x, =0 (6.9)

Olnl(a,a,f) _n(h-Dina —ninf-ny(a)+ Y Inx =0 (6.10)
oa 2 i=1
. 6.11
LGS _$ i s @1
op o1
denklemleri elde edilir, burada y(a) = W~ (6.11) denkleminden
a
a.i—lXi
- 6.12)
N

olur. Bu ifadenin (6.9) ve (6.10)’ da yerine konulmasiyla a ve « gore sirasiyla,

Zn:(n —-2i+ha"'x =0 (6.13)

i=1

a"”'x,
n-1 ; B R
—Ina+ha-In=L—+—>"Inx, —y(a)=0 (6.14)
2 n ns
lineer olmayan denklemler elde edilir. Bu denklemler Matlab paket programinda

Newton Raphson yontemiyle ¢ozilebilir. Burada kisim (2.5)’de verilen Newton

Raphson yonteminin notasyonlarina bagli kalinmak iizere,
U(a)=) (n-2i+Da"'x,
i=1

\(
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V(a)= i(n —=2i+1)(i-1a"’x

olur. Bu durumda Newton Raphson yonteminden a(l) baslangi¢ degeri ile,

U (a(m))
D= R S S
a(m+1)=a(m) Viam)
zn:(n —2i+1a(m) " x
=a(m)—-—*= , m=12.. (6.15)

D (n=2i+1)i-Da(m)?x,

iterasyon islemlerine ulasilir. a(m+1) a(m) sayisina yeterince yakinsa iterasyon
durdurularak a’nin en ¢ok olabilirlik tahmin degeri olan @ =a(m+1) olarak bulunmus

olur.
(6.14) ille « i¢in benzer islemler yapilarak « 'nin en ¢ok olabilirlik tahmini bulunur.

Burada
n-1, . 1& G, 18
U(a)=——Mmd+lha-In=) a"'x+=Y Inx —y(a)
2 N5 N5
Ve
1.
Via)=—-vy ()
o

olur. Bu durumda Newton Raphson yonteminden «(1) baslangi¢ degeri ile,

_ g(my—2@(m)
a(m+1)=a(m) Via(m)

n—_llnél+lnoz(m)—lnlzn:éli’lxi +lzn:ln X —w (a(m))
:a(m)_ n i=1 n i=1

V(a)=a(1m—w'(a(m)>

(6.16)

iterasyon islemine ulasilir. a(m+1) «(m) sayisina yeterince yakinsa iterasyon
durdurularak « ’nin en ¢ok olabilirlik tahmin degeri olan & = a(m+1) olarak bulunmus

olur. a ve a’nmn en ¢ok olabilirlik tahminleri olan & ve & ’nin (6.12)’de yerine

konulmaszyla,
a'x,

f=E— (6.17)

Na
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ile f’nin en cok olabilirlik tahmin edicisi olan ,@ elde edilir. Ayrica o ve S

parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerine bagl olarak,

f=af

(6.18)

ile tanimlanan 4 F dagilimin ortalamasi olan x 'niin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi

olarak elde edilir.

6’ =ap’

(6.19)

ile tanimlanan 6° F dagiliminin varyansi olan o ’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi

olur.

4,¢& ve 8 nin asimptotik dagilimlari,

12a’ 0 —af
i_a Na 6an’
2| g—a |—L>N|| 0], 0 = £
pop 0 n(ay (a)-1) n(ay (a)-1)
—af B B
_6an2 n(ay (a)-1) Na |

ile verilir ( Chan ve digerleri 2004).

6.3 Lognormal Dagilim

Bir geometrik siiregten gelen X, X,,..., X gozlemlerini géz 6niine alalm. X, rasgele

degiskeninin dagilimi & ve r parametreli lognormal olsun. Bu durumda X, ’in olasilik

1 _(Inx-5)

f(X) =
0= rex

X, X,,..., X, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz, fakat ayni1 dagilimli degildirler.

yogunluk  fonksiyonu e * , x>0;0ell,r>0 dir. Burada

X, (i=12,..,n) rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

f(x)=a"'f(@a"'x), i=1,2,....n dir. Budurumda L(a,5,7) olabilirlik fonksiyonu,
La,8,7) =] ] fi(x)
i=1

n

_ [(27[)n/2TnH X ]—1 67

i=1

n
- (Ina"'%)-6)’
i=1

272
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olarak bulunur.

) Z(ln(a‘ 'x)-0)
lnL(a5T)——Eln27r Ninz—) Inx —-

2
o 2T

olmak tiizere bu fonksiyonu maksimum yapacak a,0 ve 7 degerlerinin hesaplanmasi

icin a,0 ve r’ ya gore kismi tlirevler alinarak,

W = > (n-2i+D)in@"x) =0 (6.20)
OMNL@SD) _ S 1ot )-8y =0 (621)
06 =
w = Zn:(ln(a‘—‘ X)—6) —nr’=0 (6.22)
T i=1

denklemlerine ulasilir. Bu denklemlerin ¢oziimiinden,

lné=—[Zn:(n—Zi+1)lnXi]/[Zn:(n—2i+1)(i ~1)]

) (6.23)

m;(n 2|+1)1HX

buradan a’nin en gok olabilirlik tahmin edicisi olan & asagidaki gibi elde edilir

4o e(“ 1)n(an(n 2i+1)In X;

(6.24)
(6.21) ve (6.22)’ den
5= anln(a“‘xi)/ n (6.25)
=
ve
=3 (In(a"%) - &) (6.26)
=
olur. a’nin degerinin (6.25)’de yerine konulmasiyla,
5= Zn:[(l DInd+In X;]/n
i1
I n(n-1 6
H[ (2 )n(n 1)(n+1)z(n 2i+1)In X, +ZInX] (6.27)
=m0 +1) 2(2n 3i+2)In X,

elde edilir. Daha sonra (6.24) ve (6.27) nin kullanilmasiyla,
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n n 2
7? = {(i—1)1na+1nxi—12[(i—1)1na+1nxi]} /n
= [

n T 2
L {mx ——21 X, —%M}
i=1

i=1

:1{Z[mx ——Zlan —lnézn:(lnxi—%ilnxij(n—2i+l) (6.28)

5

n i=l
+%(lné)2zn:(n—2i+l)2}

(Zln X.)?
Z(ln X,): - —( né)z—(”_l)lnz(n”)

olur.

A

& ve 7 en ¢ok olabilirlik tahminlerine bagl olarak F dagiliminin ortalamasi z ’niin

ve varyanst ¢~ ’nin en ¢ok olabilirlik tahminleri sirasiyla,

~2

f=¢ 2 (6.29)
A\~
&= i* (" -1 (6.30)

olarak elde edilir.

5 ve #? tahmin edicilerinin asimptotik dagilimlari,
5-6 0) 47> 0
\/ﬁ niw N ( J ’ i
T"Z _ TZ 0 0 22_2

Jn(a-a)—2—N(0,12a%)

Ve

ile verilir (Lam ve Chan 1998). Ayrica Delta yonteminden,
In (= p)—2— N (0,477 (4+17/2))
ve
Jn(67 =67 )—L—>N(0,160"7> + 2¢* (1* +257))

bulunur.
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7. SIMULASYON CALISMASI

Bu béliimde geometrik siirecin aorani i¢in onerilen &, &, F dagilimmin ortalamasi
u igin onerilen £, f,, [, [, [0, fye Ve varyansi icin onerilen 67, &5, Guye

tahmin edicilerin performanslar1 bir simiilasyon calismasi ile incelendi. Yan ve hata

kareler ortalamast (HKO) tahmin edicilerin performanslarini degerlendirmek igin

kullanildi.

Tahmin edicilerin birbirlerine gore performanslarini degerlendirmek icin yapilan

simiilasyon ¢alismasinda asagidaki dort dagilim kullanilmistir.
(i) f(x) :ée”g X>0;0>0

olasilik yogunluk fonksiyonu ile tistel dagilim, burada € =2 alinmistir.

X'’ x>0a,p>0

(i) f(x)= F(al)ﬂ“

olasilik yogunluk fonksiyonu ile gamma dagilim, burada « =2, =1 alinmustir.
(iii) (x)= %x‘“e(””)a X> 050, >0

olasilik yogunluk fonksiyonu ile Weibull dagilim, burada « =2, =1 alinmistir.

1 (Inx-u)’

(iv) f(x)=\/gaxe 200 Xx>0uell,o>0

olasilik yogunluk fonksiyonu ile lognormal dagilim, burada ¢ =0.4, o = 0.4 alinmistir.

Pratikte sik sik  a’nin bire yakin degerleri ile karsilagilmaktadir (Lam 1992b). Bu
yilizden bu ¢alismada a= 0.90, 0.95, 1.05 ve 1.10 degerleri se¢ilmistir. Ayrica tahmin
edicilerin kii¢iik ve biiyiik 6rneklem oOzelliklerini incelemek i¢in n drneklem hacmi
stirastyla 20,30,50 ve 100 alimmistir. Sonuglar asagidaki tablolarda verilmistir. Tiim

tablolar 1000 simiilasyon iizerine kurulmustur.
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Cizelge 7.1 Ustel dagilm (6=2,u=0.5,06° =0.25) durumunda geometrik siirecin a

orani, dagilimin ortalama ve varyansi i¢in onerilen tahmin edicilerin Yan
ve HKO’ lar1.

a R 32
a n Yontem
Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO
MLE 0.8987 | -0.0013 0.0019 0.5284 0.0284 0.0520 0.3224 0.0724 0.0898
MM 0.9006 | 0.0006 0.0041 0.5477 0.0477 0.0635 0.4447 0.1947 1.2332
20 NP1 0.4591 -0.0409 | 0.0607 0.1976 -0.052 0.0807
NP2 0.5363 0.0363 0.0959
NP3 0.5696 0.0696 0.1012
NP4 0.5448 0.0448 0.1014
MLE 0.9007 | 0.0007 0.0004 0.5204 0.0204 0.0395 0.3179 0.0619 0.0694
MM 0.9003 0.0003 0.0006 0.5420 0.0420 0.0547 0.3480 0.0980 0.1651
30 NP1 0.4548 -0.0452 | 0.0436 0.1841 -0.0667 | 0.0558
NP2 0.5247 0.0247 0.0555
NP3 0.5640 0.0640 0.0725
0.90 NP4 0.5448 0.0448 0.0773
MLE 0.9008 0.0008 7.62e-5 | 0.5203 0.0203 0.0209 0.2915 0.0414 0.0207
MM 0.9008 0.0008 0.0001 0.5316 0.0316 0.0324 0.3232 0.0732 0.0909
50 NP1 0.4408 -0.0592 | 0.0253 0.1601 -0.0901 | 0.0283
NP2 0.5159 0.0159 0.0317
NP3 0.5458 0.0458 0.0349
NP4 0.5367 0.0367 0.0525
MLE 0.8999 | 0.0001 9.61e-6 | 0.5006 0.0006 0.0093 0.2599 0.0099 0.0102
MM 0.8998 -0.000 1.58e-5 | 0.5043 0.0043 0.0141 0.2686 0.0187 0.0236
100 NP1 0.4172 -0.0828 | 0.0169 0.1395 -0.1105 | 0.0175
NP2 0.4863 -0.0137 | 0.0137
NP3 0.5187 0.0187 0.0163
NP4 0.5033 0.0033 0.0317
MLE 0.9478 -0.0022 0.0055 0.5197 0.0197 0.0380 0.3119 0.0619 0.0718
MM 0.9505 0.0005 0.0022 0.5417 0.0417 0.0707 0.3827 0.1327 0.3640
20 NP1 0.4564 -0.0436 | 0.0574 0.1941 -0.0559 | 0.0721
NP2 0.5252 0.0252 0.0780
NP3 0.5668 0.0668 0.0939
NP4 0.5333 0.0333 0.0770
MLE 0.9491 -0.9¢-3 0.0007 0.5150 0.0150 0.0379 0.3030 0.0530 0.0540
MM 0.9496 | -0.5¢-4 0.0016 0.5287 0.0287 0.0631 0.3667 0.1167 0.7206
30 NP1 0.4420 -0.0580 | 0.0438 0.1745 -0.0755 | 0.0580
NP2 0.5142 0.0142 0.0634
NP3 0.5470 0.0470 0.0684
0.95 NP4 0.5223 0.0223 0.0640
MLE 0.9506 | 0.60e-3 0.09¢-3 | 0.5140 0.0140 0.0226 0.2923 0.0423 0.0219
MM 0.9506 | 0.61e-3 0.15e-3 | 0.5340 0.0340 0.0386 0.3274 0.0774 0.0947
50 NP1 0.4425 -0.0575 | 0.0292 0.1685 -0.0815 | 0.0253
NP2 0.5154 0.0154 0.0360
NP3 0.5514 0.0514 0.0449
NP4 0.5355 0.0355 0.0481
MLE 0.9502 0.22e-3 0.11e-4 | 0.5091 0.0091 0.0108 0.2699 0.0199 0.0130
MM 0.9502 | 0.22¢-3 0.18¢-4 | 0.5135 0.0135 0.0157 0.2783 0.0283 0.0295
100 NP1 0.4258 -0.0742 | 0.0163 0.1434 -0.1066 | 0.0169
NP2 0.4961 -0.0039 | 0.0152
NP3 0.5265 0.0265 0.0175
NP4 0.5176 0.0176 0.0251
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Cizelge 7.1 Ustel dagilm (6=2,u=0.5,06° =0.25) durumunda geometrik siirecin a

orani, dagilimin ortalama ve varyansi i¢in onerilen tahmin edicilerin Yan
ve HKO’ lar1 (devami).

a i 32
a n Yontem

Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO

MLE 1.0518 0.0018 0.0018 0.5256 0.0256 0.0540 0.3296 0.0796 0.1038

MM 1.0535 0.0035 0.0028 0.5604 0.0604 0.0805 0.4202 0.1702 0.7095

20 NP1 0.4724 -0.0276 | 0.0618 0.2065 -0.0435 | 0.0917
NP2 0.5448 0.0448 0.0896
NP3 0.5850 0.0850 0.1045
NP4 0.5343 0.0343 0.0653

MLE 1.0508 0.0008 0.54e-3 | 0.5214 0.0214 0.0395 0.3109 0.0609 0.0754

MM 1.0511 0.0011 0.90e-3 | 0.5454 0.0454 0.0700 0.3885 0.1385 0.3954

30 NP1 0.4536 -0.0464 | 0.0573 0.1896 -0.0604 | 0.0670
NP2 0.5307 0.0307 0.0670
NP3 0.5652 0.0652 0.0806
1.05 NP4 0.5232 0.0232 0.0472

MLE 1.0501 0.09¢-3 | 0.11e-3 | 0.5165 0.0165 0.0215 0.2880 0.0380 0.0292

MM 1.0504 | 0.38¢-3 | 0.17e-3 | 0.5249 0.0249 0.0332 0.3114 0.0614 0.0775

50 NP1 0.4362 -0.0638 | 0.0271 0.1592 -0.0908 | 0.0325
NP2 0.5081 0.0081 0.0318
NP3 0.5411 0.0411 0.0374
NP4 0.5150 0.0150 0.0250

MLE 1.0496 | -0.4e-3 0.13e-4 | 0.4956 -0.0044 | 0.0099 0.2555 0.0055 0.0108

MM 1.0496 | -0.5e-3 0.24e-4 | 0.5022 0.0022 0.0146 0.2666 0.0166 0.0224

100 NP1 0.4160 -0.0840 | 0.0173 0.1388 0.1112 0.0170
NP2 0.4843 -0.0157 | 0.0145
NP3 0.5172 0.0172 0.0161
NP4 0.4957 -0.0043 | 0.0113

MLE 1.1027 | 0.0027 0.0020 0.5296 0.0296 0.0561 0.3357 0.0857 0.1112

MM 1.1038 0.0038 0.0030 0.5604 0.0604 0.0897 0.4250 0.1750 0.5653

20 NP1 0.4736 -0.0264 | 0.0689 0.2113 -0.0387 | 0.1211
NP2 0.5451 0.0451 0.0989
NP3 0.5865 0.0865 0.1154
NP4 0.5307 0.0307 0.0632

MLE 1.1018 0.0018 0.58¢-3 | 0.5218 0.0218 0.0356 0.3074 0.0574 0.0576

MM 1.1014 | 0.0014 0.92e-3 | 0.5392 0.0392 0.0644 0.3910 0.1410 0.8929

30 NP1 0.4505 -0.0495 | 0.0432 0.1783 -0.0717 | 0.0610
NP2 0.5253 0.0253 0.0674
NP3 0.5574 0.0574 0.0669
110 NP4 0.5188 0.0188 0.0399

MLE 1.1002 0.20e-3 | 0.11e-3 | 0.5106 0.0106 0.0198 0.2804 0.0304 0.0261

MM 1.1005 0.47e-3 | 0.18e-3 | 0.5251 0.0251 0.0319 0.3105 0.0605 0.0818

50 NP1 0.4371 -0.0629 | 0.0292 0.1580 -0.0920 | 0.0273
NP2 0.5091 0.0091 0.0308
NP3 0.5404 0.0404 0.0365
NP4 0.5080 0.0080 0.0213

MLE 1.1001 0.10e-3 | 0.14e-4 | 0.5059 0.0059 0.0100 0.2658 0.0158 0.0119

MM 1.1001 0.14e-3 | 0.24e-4 | 0.5106 0.0106 0.0154 0.2761 0.0261 0.0261

100 NP1 0.4230 -0.0770 | 0.0166 0.1434 -0.1066 | 0.0171
NP2 0.4928 -0.0072 | 0.0147
NP3 0.5252 0.0252 0.0176
NP4 0.5040 0.0040 0.0146

46



Cizelge 7.2 Gamma dagihm (a=2,8=1,u=2,0°=2) durumunda geometrik siirecin
a orani, dagilimin ortalama ve varyansi i¢in O6nerilen tahmin edicilerin Yan
ve HKO’ lar1.

a i 32
a n Yontem
Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO
MLE 0.8997 | -0.3e-3 0.62¢-3 | 2.0388 0.0388 0.3955 2.0503 0.0503 2.0564
MM 0.8994 | -0.6e-3 0.80e-3 | 2.0564 0.0564 0.4869 2.2529 0.2529 4.8612
20 NP1 1.9732 -0.0368 | 0.4784 1.7605 -0.2395 | 2.0933
NP2 2.0423 0.0423 0.4827
NP3 2.1127 0.1127 0.5319
NP4 2.0534 0.0534 0.5419
MLE 0.9006 | 0.64e-3 | 0.18¢-3 | 2.0623 0.0623 0.2699 2.0988 0.0988 1.3466
MM 0.9005 0.47¢-3 | 0.22e-3 | 2.0747 0.0747 0.3398 2.2263 0.2263 2.3731
30 NP1 1.9795 -0.0205 | 0.3074 1.7265 -0.2735 | 1.3732
NP2 2.0548 0.0548 0.3376
NP3 2.1196 0.1196 0.3626
0.90 NP4 2.0717 0.0717 0.4030
MLE 0.9002 | 0.20e-3 | 0.38e-4 | 2.0241 0.0241 0.1528 2.0494 0.0494 0.7154
MM 0.9003 0.33¢-3 | 0.49e-4 | 2.0411 0.0411 0.1933 2.1538 0.1538 1.2887
50 NP1 1.9368 -0.0632 | 0.1877 1.6413 -0.3587 | 0.7630
NP2 2.0193 0.0193 0.1886
NP3 2.0754 0.0754 0.2079
NP4 2.0561 0.0561 0.2779
MLE 0.9000 | 0.46e-4 | 0.30e-4 | 2.0175 0.0175 0.0750 2.0416 0.0416 0.3864
MM 0.9000 | 0.46e-4 | 0.39e-4 | 2.0130 0.0130 0.0926 2.0677 0.0677 0.5420
100 NP1 1.9020 -0.0980 | 0.0929 1.5522 -0.4478 | 0.4504
NP2 1.9891 -0.0109 | 0.0916
NP3 2.0369 0.0369 0.0964
NP4 2.0148 0.0148 0.1822
MLE 0.9492 -0.8e-3 0.71e-3 | 2.0179 0.0179 0.3946 2.0176 0.0176 2.2880
MM 0.9493 -0.7e-3 0.88e-3 | 2.0403 0.0403 0.4844 | 2.2392 0.2392 4.6053
20 NP1 1.9559 -0.0441 | 0.4435 1.7331 -0.2669 | 2.3796
NP2 2.0276 0.0276 0.4846
NP3 2.0952 0.0952 0.5189
NP4 2.0324 0.0324 0.4942
MLE 0.9504 | 0.38¢-3 | 0.21e-3 | 2.0275 0.0275 0.2736 2.0684 0.0684 1.5215
MM 0.9504 | 0.37e-3 | 0.25e-3 | 2.0415 0.0415 0.3263 2.2004 0.2004 | 2.4869
30 NP1 1.9463 -0.0537 | 0.2983 1.7037 -0.2963 | 1.6549
NP2 2.0216 0.0216 0.3226
NP3 2.0878 0.0878 0.3518
0.95 NP4 2.0380 0.0380 0.3478
MLE 0.9501 0.56e-4 | 0.43e-4 | 2.0294 0.0294 0.1570 2.0459 0.0459 0.8052
MM 0.9501 0.99¢-4 | 0.54e-4 | 2.0416 0.0416 0.1932 2.1577 0.1577 1.4954
50 NP1 1.9371 -0.0629 | 0.1763 1.6234 -0.3766 | 0.8347
NP2 2.0217 0.0217 0.1927
NP3 2.0729 0.0729 0.2033
NP4 2.0424 0.0424 0.2250
MLE 0.9498 -0.2e-3 0.54e-5 | 1.9914 -0.0086 | 0.0782 1.9697 -0.0303 | 0.3743
MM 0.9497 | -0.3e-3 0.74e-5 | 1.9875 -0.0125 | 0.0949 2.0018 0.0018 0.5222
100 NP1 1.8803 -0.1197 | 0.1012 1.5055 -0.4945 | 0.4933
NP2 1.9656 -0.0344 | 0.0947
NP3 2.0111 0.0111 0.0984
NP4 1.9780 -0.0220 | 0.1323
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Cizelge 7.2 Gamma dagihm (a=2,8=1,u=2,0" =2 ) durumunda geometrik siirecin
g g H g

a orani, dagilimin ortalama ve varyansi i¢in O6nerilen tahmin edicilerin Yan
ve HKO’ lar1 (devami).

a i 32
a n Yontem
Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO
MLE 1.0480 | 0.0020 0.0018 2.0019 0.0019 0.4095 1.9892 -0.0108 | 2.0564
MM 1.0481 0.0019 0.0028 2.0263 0.0263 0.4894 2.2671 0.2671 4.8612
20 NP1 1.9399 -0.0601 | 0.4492 1.6988 -0.3012 | 2.0933
NP2 2.0181 0.0181 0.4974
NP3 2.0770 0.0770 0.5176
NP4 2.0061 0.0061 0.4457
MLE 1.0502 | 0.17¢-3 | 0.27e-3 | 2.0364 0.0364 0.2720 2.0653 0.0653 1.2104
MM 1.0499 | -1.1e-3 0.34e-3 | 2.0475 0.0475 0.3437 2.2415 0.2415 2.7358
30 NP1 1.9497 -0.0503 | 0.3142 1.6823 -0.3177 | 1.2572
NP2 2.0341 0.0341 0.3435
NP3 2.0871 0.0871 0.3647
1.05 NP4 2.0326 0.0326 0.3058
MLE 1.0501 0.14e-3 | 0.52e-4 | 2.0354 0.0354 0.1505 2.0368 0.0368 0.7524
MM 1.0502 0.17¢-3 | 0.64e-4 | 2.0441 0.0441 0.1839 2.1128 0.1128 1.1847
50 NP1 1.9436 -0.0564 | 0.1693 1.6303 -0.3697 | 0.7936
NP2 2.0209 0.0209 0.1827
NP3 2.0800 0.0800 0.1965
NP4 2.0338 0.0338 0.1592
MLE 1.0500 | 0.17e-4 | 0.73e-5 | 2.0148 0.0148 0.0807 2.0381 0.0381 0.4131
MM 1.0500 | 0.43e-4 | 0.94e-5 | 2.0237 0.0237 0.1032 2.1018 0.1018 0.6847
100 NP1 1.9126 -0.0874 | 0.0995 1.5742 -0.4258 | 0.4769
NP2 2.0004 0.0004 0.1029
NP3 2.0484 0.0484 0.1078
NP4 2.0138 0.0138 0.0898
MLE 1.0999 | -0.1e-3 0.0009 2.0303 0.0303 0.3923 2.0349 0.0349 2.1614
MM 1.1007 | -0.7e-3 0.0011 2.0656 0.0656 0.4784 | 2.2677 0.2677 3.9914
20 NP1 1.9823 -0.0177 | 0.4363 1.7740 -0.2260 | 2.1926
NP2 2.0512 0.0512 0.4799
NP3 2.1234 0.1234 0.5171
NP4 2.0413 0.0413 0.4225
MLE 1.0998 -0.2e-3 0.26e-3 | 2.0176 0.0176 0.2588 2.0475 0.0475 1.4662
MM 1.0999 | -0.1e-3 0.32e-3 | 2.0338 0.0338 0.3089 2.2054 0.2054 | 2.7020
30 NP1 1.9380 -0.0620 | 0.2826 1.6799 -0.3201 | 1.5048
NP2 2.0165 0.0165 0.3115
NP3 2.0784 0.0784 0.3300
110 NP4 2.0127 0.0127 0.2703
MLE 1.1000 | -0.4e-4 | 0.58e-4 | 2.0243 0.0243 0.1494 2.0568 0.0568 0.7196
MM 1.1000 | -0.4e-4 | 0.71e-4 | 2.0333 0.0333 0.1785 2.1277 0.1277 1.2061
50 NP1 1.9295 -0.0705 | 0.1663 1.6295 -0.3705 | 0.7273
NP2 2.0100 0.0100 0.1737
NP3 2.0679 0.0679 0.1929
NP4 2.0170 0.0170 0.1612
MLE 1.1000 | 0.37e-4 | 0.75e-5 | 2.0152 0.0152 0.0833 2.0278 0.0278 0.4189
MM 1.1001 0.69¢-4 | 0.95e-5 | 2.0179 0.0179 0.1019 2.0554 0.0554 0.5545
100 NP1 1.9092 -0.0908 | 0.1000 1.5636 -0.4364 | 0.4773
NP2 1.9923 -0.0077 | 0.0997
NP3 2.0439 0.0439 0.1073
NP4 2.0069 0.0069 0.1169

48



Cizelge 7.3 Weibull dagilm (a=2,8=11u=0.8862,6°=0.2146) durumunda

geometrik siirecin a orani, dagilimin ortalama ve varyansi i¢in Onerilen
tahmin edicilerin Yan ve HKO’ lar1.

a i 32
a n Yontem
Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO
MM 0.8995 -0.5¢-3 0.82¢-3 | 0.9004 0.0142 0.0547 0.2356 0.0210 0.0319
NP1 0.8935 0.0073 0.0538 0.2504 0.0358 0.0327
20 | NP2 0.8873 0.0011 0.0535
NP3 0.9279 0.0417 0.0607
NP4 0.9010 0.0148 0.0616
MM 0.9005 0.47¢-3 | 0.23e-3 | 0.9024 0.0161 0.0392 0.2312 0.0166 0.0165
NP1 0.8927 0.0065 0.0383 0.2452 0.0306 0.0183
30 | NP2 0.8869 0.0007 0.0381
NP3 0.9255 0.0393 0.0426
0.90 NP4 0.9014 0.0152 0.0474
MM 0.9003 0.33¢-3 | 0.48e-4 | 0.8902 0.0039 0.0232 0.2226 0.0080 0.0077
NP1 0.8783 -0.0079 | 0.0230 0.2343 0.0197 0.0090
50 | NP2 0.8734 -0.0128 | 0.0227
NP3 0.9097 0.0235 0.0249
NP4 0.8893 0.0031 0.0317
MM 0.9000 | 0.46e-4 | 0.41e-4 | 0.8891 0.0029 0.0109 0.2185 0.0039 0.0035
NP1 0.8763 -0.0099 | 0.0109 0.2351 0.0205 0.0051
100 | NP2 0.8693 -0.0169 | 0.0107
NP3 0.9083 0.0221 | 0.0122
NP4 0.8873 0.0010 0.0209
MM 0.9492 | -0.8e-3 0.86e-3 | 0.9027 0.0165 0.0572 0.2346 0.0200 0.0252
NP1 0.8962 0.0100 0.0569 0.2494 0.0348 0.0337
20 | NP2 0.8908 0.0045 0.0553
NP3 0.9289 0.0427 0.0641
NP4 0.9003 0.0141 0.0595
MM 0.9504 | 0.38¢-3 | 0.25e-3 | 0.9020 0.0158 0.0410 0.2393 0.0247 0.0217
NP1 0.8916 0.0054 0.0400 0.2503 0.0357 0.0218
30 | NP2 0.8868 0.0006 0.0402
NP3 0.9256 0.0394 0.0450
0.95 NP4 0.9004 0.0141 0.0448
MM 0.9501 0.56e-4 | 0.52e-4 | 0.8953 0.0090 0.0232 0.2243 0.0097 0.0083
NP1 0.8837 -0.0026 | 0.0227 0.2392 0.0246 0.0094
50 | NP2 0.8772 -0.0090 | 0.0228
NP3 0.9160 0.0298 0.0249
NP4 0.8959 0.0097 0.0271
MM 0.9498 -0.2e-3 0.74e-5 | 0.8902 0.0039 0.0117 0.2197 0.0051 0.0036
NP1 0.8772 -0.0090 | 0.0117 0.2344 0.0198 0.0049
100 | NP2 0.8710 -0.0152 | 0.0115
NP3 0.9089 0.0227 0.0129
NP4 0.8907 0.0045 0.0162
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Cizelge 7.3 Weibull dagilm (a=2,8=11u=0.8862,6°=0.2146) durumunda

geometrik siirecin a orani, dagilimin ortalama ve varyansi i¢in Onerilen
tahmin edicilerin Yan ve HKO’ lar1 (devam).

a i 32
a n Yontem
Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO
MM 1.0508 8.7e-4 6.6¢-4 0.9077 0.0215 0.0544 0.2363 0.0217 0.0309
NP1 0.9008 0.0146 0.0536 0.2484 0.0338 0.0284
20 | NP2 0.8955 0.0093 0.0536
NP3 0.9340 0.0477 0.0598
NP4 0.9020 0.0157 0.0495
MM 1.0495 -4.7e-4 | 2.1e-4 0.8931 0.0069 0.0365 0.2268 0.0122 0.0147
NP1 0.8836 -0.0026 | 0.0360 0.2396 0.0250 0.0168
30 | NP2 0.8783 -0.0079 | 0.0357
NP3 0.9160 0.0297 0.0396
1.05 NP4 0.8889 0.0027 0.0326
MM 1.0500 | 4.2e-5 4.6e-5 0.8974 0.0112 0.0243 0.2277 0.0131 0.0090
NP1 0.8855 -0.0007 | 0.0238 0.2413 0.0267 0.0109
50 | NP2 0.8798 -0.0064 | 0.0236
NP3 0.9181 0.0319 0.0265
NP4 0.8933 0.0071 0.0206
MM 1.0500 | 2.6e-5 5.6e-6 0.8929 0.0067 0.0116 0.2206 0.0060 0.0035
NP1 0.8799 -0.0063 | 0.0114 0.2362 0.0216 0.0050
100 | NP2 0.8733 -0.0130 | 0.0113
NP3 09117 0.0255 0.0128
NP4 0.8895 0.0033 0.0096
MM 1.1005 5.3e-4 7.4e-4 0.9101 0.0238 0.0559 0.2357 0.0211 0.0443
NP1 0.9035 0.0173 0.0550 0.2490 0.0344 0.0379
20 | NP2 0.8980 0.0118 0.0546
NP3 0.9365 0.0503 0.0629
NP4 0.9023 0.0161 0.0475
MM 1.1012 | 0.0012 2.4e-4 09116 0.0254 0.0417 0.2387 0.0241 0.0167
NP1 0.9018 0.0156 0.0408 0.2525 0.0379 0.0194
30 | NP2 0.8962 0.0100 0.0403
NP3 0.9354 0.0492 0.0460
110 NP4 0.9043 0.0180 0.0357
MM 1.1000 | -9.2e-6 | 4.9¢-5 0.8978 0.0116 0.0258 0.2248 0.0102 0.0091
NP1 0.8864 0.0002 0.0252 0.2395 0.0249 0.0106
50 | NP2 0.8801 -0.0061 | 0.0251
NP3 0.9183 0.0321 0.0278
NP4 0.8947 0.0085 0.0218
MM 1.1000 | 2.9¢-5 6.0e-6 0.8921 0.0059 0.0119 0.2202 0.0056 0.0041
NP1 0.8794 -0.0068 | 0.0117 0.2364 0.0218 0.0054
100 | NP2 0.8725 -0.0138 | 0.0117
NP3 09113 0.0251 0.0131
NP4 0.8881 0.0019 0.0127
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Cizelge 7.4 Lognormal dagilim =0.4,7=04,1=1.6161,06° =0.45316) durumunda
g g g H

geometrik siirecin a orani, dagilimin ortalama ve varyansi i¢in Onerilen
tahmin edicilerin Yan ve HKO’ lar1.

a i 32
a n Yontem

Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO

MLE 0.9009 | 0.9¢-3 0.19¢-3 | 1.6362 0.0201 0.0819 0.4393 -0.0138 | 0.0638

MM 1.6359 0.0198 0.0817 0.4502 -0.0030 | 0.0790

20 NP1 1.6309 0.0148 0.0807 0.3825 -0.0706 | 0.0426
NP2 1.6471 0.0311 0.0841
NP3 1.6439 0.0278 0.0831
NP4 1.6349 0.0189 0.0826

MLE 0.9004 | 0.37¢-3 | 0.6e-4 1.6331 0.0171 0.0585 0.4408 -0.0124 | 0.0384

MM 1.6334 0.0173 0.0585 0.4521 -0.0011 | 0.0458

30 NP1 1.6243 0.0082 0.0573 0.3718 -0.0813 | 0.0282
NP2 1.6444 0.0283 0.0603
NP3 1.6366 0.0205 0.0588
0.90 NP4 1.6344 0.0183 0.0603

MLE 0.8999 | -0.2¢-3 0.1e-4 1.6124 -0.0037 | 0.0352 0.4406 -0.0126 | 0.0241

MM 1.6123 -0.0038 | 0.0353 0.4463 -0.0068 | 0.0306

50 NP1 1.6003 -0.0157 | 0.0346 0.3604 -0.0927 | 0.0215
NP2 1.6225 0.0064 0.0364
NP3 1.6124 -0.0036 | 0.0352
NP4 1.6100 -0.0061 | 0.0402

MLE 0.9001 0.72¢-4 | 0.15¢-5 | 1.6276 0.0115 0.0172 0.4528 -0.0003 | 0.0110

MM 1.6277 0.0116 0.0172 0.4559 -0.0028 | 0.0143

100 NP1 1.6132 -0.0029 | 0.0167 0.3632 -0.0900 | 0.0138
NP2 1.6374 0.0213 0.0180
NP3 1.6252 0.0091 0.0171
NP4 1.6260 0.0099 0.0280

MLE 0.9503 0.32¢-3 | 0.21e-3 | 1.6302 0.0141 0.0819 0.4257 -0.0275 | 0.0595

MM 1.6298 0.0137 0.0818 0.4346 -0.0186 | 0.0682

20 NP1 1.6254 0.0093 0.0808 0.3728 -0.0804 | 0.0423
NP2 1.6403 0.0243 0.0839
NP3 1.6378 0.0217 0.0831
NP4 1.6293 0.0132 0.0822

MLE 0.9502 0.25¢-3 | 0.6le-4 | 1.6283 0.0122 0.0569 0.4422 -0.0110 | 0.0393

MM 1.6278 0.0117 0.0569 0.4463 -0.0068 | 0.0485

30 NP1 1.6193 0.0032 0.0558 0.3718 -0.0813 | 0.0288
NP2 1.6378 0.0217 0.0586
NP3 1.6317 0.0157 0.0572
0.95 NP4 1.6282 0.0121 0.0573

MLE 0.9499 | -0.1e-3 0.13e-4 | 1.6115 -0.0046 | 0.0307 0.4391 -0.0140 | 0.0230

MM 1.6114 -0.0047 | 0.0308 0.4434 0.0098 0.0288

50 NP1 1.5995 -0.0166 | 0.0303 0.3591 -0.0941 | 0.0207
NP2 1.6212 0.0051 0.0317
NP3 1.6115 -0.0045 | 0.0307
NP4 1.6095 -0.0066 | 0.0316

MLE 0.9500 | 0.38¢-4 | 0.18e-5 | 1.6260 0.0099 0.0173 0.4545 0.0013 0.0125

MM 1.6258 0.0097 0.0173 0.4551 0.0019 0.0150

100 NP1 1.6115 -0.0046 | 0.0167 0.3641 -0.0891 | 0.0143
NP2 1.6353 0.0192 0.0180
NP3 1.6236 0.0075 0.0172
NP4 1.6282 0.0122 0.0202
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Cizelge 7.4 Lognormal dagilim =0.4,7=04,1=1.6161,06° =0.45316) durumunda
g g g H

geometrik siirecin a orani, dagilimin ortalama ve varyansi i¢in Onerilen
tahmin edicilerin Yan ve HKO’ lar1 (devami).

a i 32
a N Yontem
Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO
MLE 1.0512 | 0.0012 0.29¢-3 | 1.6443 0.0282 0.0889 0.4481 -0.0051 | 0.0639
MM 1.6440 0.0279 0.0891 0.4607 0.0076 0.0853
20 NP1 1.6388 0.0227 0.0875 0.3896 -0.0636 | 0.0425
NP2 1.6554 0.0393 0.0926
NP3 1.6520 0.0359 0.0903
NP4 1.6436 0.0276 0.0895
MLE 1.0502 0.17¢-3 | 0.8¢-4 1.6279 0.0119 0.0561 0.4456 -0.0076 | 0.0444
MM 1.6275 0.0114 0.0563 0.4506 -0.0025 | 0.0577
30 NP1 1.6187 0.0026 0.0549 0.3733 -0.0798 | 0.0305
NP2 1.6375 0.0215 0.0587
NP3 1.6313 0.0152 0.0564
1.05 NP4 1.6276 0.0115 0.0568
MLE 1.0498 -0.2e-3 0.18¢-4 | 1.6144 -0.0017 | 0.0350 0.4412 -0.0119 | 0.0243
MM 1.6145 -0.0016 | 0.0351 0.4483 -0.0049 | 0.0332
50 NP1 1.6024 -0.0137 | 0.0344 0.3609 -0.0922 | 0.0214
NP2 1.6248 0.0087 0.0363
NP3 1.6145 -0.0016 | 0.0349
NP4 1.6133 -0.0027 | 0.0353
MLE 1.0501 0.69¢-4 | 0.21e-5 | 1.6260 0.0099 0.0176 0.4538 0.0006 0.0115
MM 1.6258 0.0097 0.0176 0.4545 0.0014 0.0153
100 NP1 1.6115 -0.0046 | 0.0171 0.3638 -0.0894 | 0.0140
NP2 1.6352 0.0191 0.0184
NP3 1.6236 0.0075 0.0175
NP4 1.6237 0.0076 0.0193
MLE 1.1000 | 0.73e-5 | 0.31e-3 | 1.6287 0.0127 0.0886 0.4281 -0.0251 | 0.0590
MM 1.6283 0.0123 0.0889 0.4389 -0.0142 | 0.0779
20 NP1 1.6237 0.0076 0.0877 0.3739 -0.0793 | 0.0418
NP2 1.6391 0.0230 0.0920
NP3 1.6363 0.0202 0.0897
NP4 1.6271 0.0110 0.0884
MLE 1.1004 | 0.35e-3 | 0.90e-4 | 1.6263 0.0102 0.0584 0.4472 -0.0059 | 0.0432
MM 1.6255 0.0094 0.0582 0.4471 -0.0061 | 0.0492
30 NP1 1.6169 0.0009 0.0572 0.3747 -0.0785 | 0.0300
NP2 1.6350 0.0189 0.0596
NP3 1.6297 0.0136 0.0587
110 NP4 1.6244 0.0083 0.0597
MLE 1.1000 | 0.49e-4 | 0.19e-4 | 1.6249 0.0088 0.0333 0.4486 -0.0046 | 0.0221
MM 1.6248 0.0087 0.0334 0.4538 0.0007 0.0313
50 NP1 1.6127 -0.0034 | 0.0326 0.3668 -0.0863 | 0.0193
NP2 1.6349 0.0188 0.0348
NP3 1.6249 0.0089 0.0333
NP4 1.6214 0.0054 0.0375
MLE -0.5e-6 | 0.24e-5 | 1.6200 0.0040 0.0164 04514 -0.0017 | 0.0108
MM 1.6198 0.0037 0.0164 0.4527 -0.0004 | 0.0142
100 NP1 1.6055 -0.0105 | 0.0161 0.3617 -0.0915 | 0.0140
NP2 1.6294 0.0134 0.0170
NP3 1.6176 0.0015 0.0163
NP4 1.6181 0.0020 0.0271
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8. SONUC

Genel olarak simiilasyon sonuglarina goére F dagilim fonksiyonunun bilinmedigi

durumda hata kareler ortalamasi ve yan Olgiitiine gore x4 igin a<1 iken f, ve A
digerlerine gore tercih edilir. Ancak /i, 'nin analitik ifadesi olmayip /i ’y1 elde etmek
daha kolay oldugundan g ’niin tahmini i¢in f Onerilebilir. a>1 iken lognormal
dagilmda u igin g digerlerine gore tercih edilir. Ustel dagilim durumunda g,
digerlerine gore daha iyidir. Weibull ve gamma dagilimi durumda £, ve fi, digerlerine
gore daha uygundur. Ancak /i bir asimptotik dagilima sahip oldugundan tercih

edilebilir. F dagiimin o’ varyansi igin yan ve hata kareler dlgiitiine gére Weibull

dagilimmin digindaki diger dagilimlarda 6rnek hacmi kiigiik iken &), rnek hacmi
bityiik iken &; tercih edilir. Weibull dagilim durumunda her iki durumda da &;

onerilebilir. Eger F dagilim fonksiyonu biliniyorsa x ve o’ igin en ¢ok olabilirlik

tahmin edicileri digerlerine gore tercih edilir.
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