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SIMGELER DiZINi

A (f:x) n& N olmak iizere bir operator dizisi
B, (f:x) Bernstein polinom dizisi

M, (f:x) Meyer-Konig ve Zeller opertdr dizisi

D,.(f;x) Agratini operatdr dizisi

D (f:x) Agratini operator dizilerinin Kantorovich Tipli Integral genellesmesi
Cla, b] [a,b] araliginda tanimli ve siirekli tiim reel degerli fonksiyonlarin uzayi
C%[a, b] g, g 2" € C[a,b] olan fonksiyon uzay1

) nE N olmak iizere bir fonksiyon dizisi

f. —=f(x) {f,} fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakisamasi

maks

£l cpae x € [a. bligin || fllarap = |f(x)| ile tanimli norm

aExEh

lgllczpap lallcrrawy = lgllcae + @'l qaey + 118" cja ) ile tamml norm

= " inf " .
K(f:8,) K(f:6,) =3El::[l:.b]{| f—gllcasm +8.llgl I::[m]}lle tanimli

f € C[a, b] fonksiyonunun Peetre K- fonsiyoneli

llgll 20 lgllzim = gl + 18"l i + 118" |l 1 ¢z 1le tanimli norm



1.GIRiS

Bu bdliimde, lineer pozitif operatorlerin tanimi yapilacak ve yaklasim o6zelliklerine

iligkin baz1 teoremler verilecektir.

1.1 Lineer Pozitif Operatorler

Tanim 1.1.1. X ve Y reel degerli fonksiyon uzay1 olsun.

L : X —Y seklinde tanimlanan doniistimlere operator adi verilir.
Tamm 1.1.2. L:X —Y bir operator olsun. L eger Va,feRve V f,g eX igin
L(af+pg)=al(f)+ pL(g)

sartin1 sagliyorsa L operatOriine lineer operatdr denir.

Tamm 1.1.3. L: X —Y bir operator olsun. f > 0iken L( f)>0oluyorsa L operatdriine

pozitif operator denir.

Hem pozitiflik hem de lineerlik 6zelligini saglayan operatdre kisaca lineer pozitif

operator denir.

1.2 Lineer Pozitif Operatérlerin Ozellikleri

Ozellik 1.2.1. Lineer pozitif operatdrler negatif degerli fonksiyonlar: negatif degerli

fonksiyonlara dontistiiriirler.



Ozellik 1.2.2 Lineer pozitif operatdrler monoton artandir.

Ozellik 1.2.3 L bir lineer pozitif operatdr olmak iizere;
[LH[=LdfD

kosulu saglanir.

Tanim 1.2.1. 4 kiimesi iizerinde taniml1 siirekli fonksiyonlarin kiimesi C(4) bigiminde

gosterime sahiptir.

Tamm 1.2.2. f' € C(4) olmak {izere C(4) lizerinde tanimlanan norm;
A=[a, b]igin |l fll oy = ZZ51F ()1

bigimindedir.

Tamm 1.2.3. {f,}, C(4) lizerinde taniml1 fonksiyonlar dizisi olsun. {f,(x)} fonksiyonlar

dizisinin bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi; tanim kiimesindeki Vx € A i¢in
lim, .||, — fll ;r4y = O olmasi demektir. Diizgiin yakinsama fy(x) = f(x) bigiminde

gosterilir.

Tamim 1.2.4. L: X —Y operatdril verilsin. Eger, Vf eXi¢in | L(/)|, < M| f |, olacak

bicimde bir M >0 sayis1 varsa L operatoriine sinirli operator denir.
1.3 Lineer Pozitif Operator Dizilerinin Yaklasim Ozellikleri

Lineer pozitif operator dizilerinin yaklasim 6zelliklerinden bahsetmeden once ilerideki
teoremlerin ispatlarinda kullanacagimiz ve operatdr teorisinde biiyiik 6neme sahip olan

Holder esitsizligini ispatsiz olarak verelim.



Teorem 1.3.1.(Holder Esitsizligi) : p = 1 ve g = Oreel sayilar

esitsizligi saglanir. Burada p =g = 2 icin bu esitsizlik Cauchy-Schwarz esitsizligi

olarak bilinmektedir.

Sonlu bir aralikta siirekli her fonksiyona ayni aralikta yakinsayan bir polinomun

varligin1 Alman matematik¢i Weierstrass 1885 yilinda iddia etmistir ve ispatlamistir.

1912 yilinda Rus matematik¢i S.N. Bernstein bu polinomun, x £ [0,1] i¢in

k=0

bi¢iminde oldugunu gdstermistir. (Lorentz 1953)
1953 yilinda P.P.Korovkin bu teoremi lineer pozitif operatdr dizileri i¢in daha da

gelistirerek, operatdr teorisinde kendi adiyla bilinen ve 6nemli yere sahip olan teoremi

vermistir. Simdi Korovkin Teoremini ve ispatini verelim.

Teorem 1.3.2.( P.P.Korovkin Teoremi) :

[ € C[a, b] tiim reel eksende



<M, (1.3.1)

sartin1 saglayan bir fonksiyon olsun. Eger L,( /', x ) lineer pozitif operator dizisi [a,b]
lizerinde;

i) Ll;x)=1
i) L(t;x)=x
iii)  La(f;x) 2%

ozelliklerini sagliyorsa bu durumda L ,operator dizisi [a, &] Gzerinde

L(f: x) =fx)

dir. Bagka bir bigimde ifade edilecek olunursa;

L, () — fllcram; = 0 (n — 0] ya da buna esdeger olan

lim, oo oy L, (fix) = f(x)l =0 di.

Ispat. Kabul edelim ki, f € C[a, b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimi geregi her

pozitif £ sayisina karsilik 6yle bir & bulunabilir ki,
It —x|=<d
iken
[F() —Fx)l < e
saglanir. |t — x| = § oldugunda ise (1.3.1) den ve tiggen esitsizliginden

F() —f < IfFI+1f ] £ 2M; (1.3.2)

yazilabilir. Ote yandan



[t — x|

|t — x| = d iken

olacagindan

= 1)2
( _Ml) =1 (1.3.3)
52
saglanir. (1.3.1) ve (1.3.2) den
£ — )2
|f[fj _ftljli‘ El'lff;idgl'lffft ﬁqﬁ-)
4 4 0_
yazilabilir. O halde,
|t — x| < digin [f(t) — f(x)| < ¢
|t — x| = digin [F(£) — F(x)| = 2M; c:;;-‘
elde edilir. Dolayisiyla %t € R i¢in
+— x)2
t) —flx)| <=+ 2M, _ﬁ,,lj 1.3.4
£ — £ i

dir. Simdi (i), (ii), (iii) kosullarin1 ger¢ekleyen (L, ) lineer operator dizisinin

lim |[L,,(f) = fllcpae = 0

esitligini sagladiginin gosterilmesi gerekmektedir.

Lineerlikten

1L, (F(2); x) = F(x)|= L, (F(£Dix) — Fox) + L, (F(x)ix) — L, (F(x);x)]
=L (F();x) — L (f(x)sx) + L, (Fx)sx) — Fx)
=L, (f(1) = Flhx) + F (L, (Lx) = 1)



dir. Burada tiggen esitsizliginin kullanilmasiyla
L (F(); ) = F ()] £ 1L, (F(8) = Flaedi) | + I FCNI(L, (L) — 1)

elde edilir. Ozellik 1.2.3."
1L, (f(£):x) = F)l = 1L, (1F(8) = Fl) s x)]

olur. Operatdr pozitif ve
If&) —f(x)=z0
oldugundan
1L, (1f () — F(x) ) = L, (1F(8) — Fx) i)
dir. O halde (1.3.1) yardimiyla (1.3.5) esitsizligi
1L, (F(2)ix) = F()] = L(IF(0) — Fladix) + M (L, (1:x) — 1)
sekline dontisecektir. (L ,,) monoton artan oldugundan (1.3.4) den

w’; (t —x)%; xJ + .-'lfff| (L, (1;x) — 1)

1L (F(£x) — F(x)l = L, [s n

)
elde edilir. Diger yandan L, nin lineer pozitif oldugu dikkate alinirsa;

L, [E‘ +2 f-— (t—x)% ;,_-J: L (&x)+ L“[E—:-— (t—x)%x)

Me 2 2
=2l (1;x) + 255 L, (7 — 2xt + x5 x)

(1.3.5)

(1.3.6)



=gl (1;x) +2 f;—{L,,(r: x)—xt—x* 4+ 2x7
—2xL, (t; x) + 1':L_,! (1;x)}

=gl (L:x) + 2 ';;"—{Ln[r:_: ) —x" + 2x7 —2xL_(tix)
422 (13x) — x2)

=gl (1;x) +2 f;—{(i,,(t::a_) —x" )+ 2x(x— L, (t:x)

+ 27 (L (1;2) — 1)}

yazilabilir. Bu son ifadenin (1.3.6) da yerine yazilmasiyla

.

Ja’: ML (t%x) —x™)+ 2x(x — L (t:x))

1L, (F(8);x) = fll= L. (1;x) + 2

+x (L, (1:x) — DML, (12 = 1] (1.3.7)
elde edilir. (i), (ii), (iii) kosullar1 (1.3.7) de kullanilirsa; ¥=" = 0 i¢in

1L, (F(t)ix) —flx)l = &

saglanir. O halde
“11_1}1| Lo(f)—flicras = ©

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.



2.MEYER-KONIG ZELLER OPERATORU iLE BiR GENELLESMESININ
DUZGUN YAKINSAKLIGI

Alman matematikciler Meyer-Konig ve Zeller 1960 yilinda f(x) =(1-x)™""

fonksiyonun x=0 daki Taylor seri agilimindan yola ¢ikarak M, ( f; x ) operatoriinii

tanimlamiglardir.

Tamm 2.1 x £ [0,1) ve f £ C[0,1) igin

* k k+n
M,(f;x)=(1-x)"" P
(fix)=(1-x) ;f(kwj[ . J
seklinde tanimlanan M, ( ', x ) operatoriine Meyer-Konig ve Zeller Operatoérii denir.

M, (f; x ) operatoriiniin lineer pozitif bir operatér oldugu kolayca goriilebilir.

M, (f; x ) operatoriiniin bir genellesmesi ilk kez 1998 yilinda Dogru tarafindan

verilmistir. Simdi L,( f,; x ) seklinde gosterilen bu operator dizisinin tanimini verelim.

Tanim 2.2 a £ (0,1) ve x € [0,a] olmak tizere ¥f € C[0, a] igin {e, (x)] fonksiyonlar

dizisi asagidaki li¢ kosulu saglasin.

© xk
D, =2.02(0)—
=0 k!

dk
dx_k% (x)

3¢, (0) =a,(k+n)1+1,,)0,7(0) (k=1,2,...)

2) ¢,(0)>0 ve ¢,”(0) =

20 (k=1,2,...)

Burada (&, ) ve (¢,,)

l<a, =1+C (lj ve0</, , = @[l}

n n



sartlarin1 gergekleyen reel say1 dizileri olsunlar. Bu sartlar altinda tanimlanan
Lt =—— 3] et
e 0. (x) 2 \k+n) " k!

operatorii M, (f,; x ) in bir genellesmesidir.

Gergekten ;
@, (x)= (1-x)""" secimiyle 1,2 ve 3 dzelliklerinin saglandig1 ve

" (0)= (k+n) .0*'(0) oldugu kolayca goriilebilir.

Dolayisiyla; «, =1 ve ¢, =0 alinarak L,(f, x ) in M, (f,; x ) ye doniistiiglini

gosterebiliriz. Simdi Rumen Matematik¢i Octavian Agratini tarafindan 2001 yilinda
D, (f, x ) seklinde isimlendirilen L,( f,; x ) in bir genellesmesini dolayisiyla M, (f, x )

in bir bagka genellesmesini verelim.

2.1 Agratini Operatorleri

Tamm 2.1.1 ke N,neN" i¢in («, ) ve (¢, ) reel say1 dizileri sirasiyla,

l<e, =1+@[lj ve0</,, = @[lj sartlarini saglasinlar. a € (0,1) ve x £ [0,1]
n n

olmak tizere ¥f € C[0,a] i¢in {g, (x)] fonksiyonlar dizisi asagidaki ii¢ kosulu

saglasin.

) k
D, x) =Y " 0)>—
k=0 k!

. d*

2)0,(0)>0 ve 92 (0) =~ -, (] o 20, (=12,..)




3, " 0)=a,(k+n+p)1+L, )0, (0), (k=1.2,...)
Burada ( S, ) reel say1 dizisi
0< B, < .., kosulunu saglamaldir.

Bu kosullar altinda f € € [0, a] i¢in

Ce ) — ®mr
Dn(f’x) (x) ;f(k‘f-n‘i‘ﬁkj P (0) k!

bi¢ciminde tanimlanan operator dizisine Agratini Operatérleri ad1 verilir.
Gergekten S, =0 secimiyle D,(f,; x)in L,(f,; x ) e doniistiigii kolaylikla goriilebilir.
Dolayisiyla; D,( f,; x ) operatorleri L,( f,; x ) in ve dolayisiyla M,(f,; x ) in bir

genellesmesidir.

2.2.Agratini Operatorlerinin Diizgiin Yakinsakhgi

D,(f; x ) operatorlerinin diizgiin yakinsakligini gostermeye ¢aligalim. Bunun i¢in

Korovkin Teoremi’nden faydalanacagiz.

Teorem 2.1.1 Tanim (2.1.1) deki sartlar1 saglayan

Dy(f;x)=

k
( ;4 z f ( P 7 j (p,ﬁ")(O)% operatdrii f{x) e diizgiin yakinsar.
o, (x +n+p, !

Ispat: Agratini operatdrlerinin lineer ve pozitif oldugu kolayca gosterilebilir.

D, operatoriiniin Korovkin teoremindeki (i), (ii), (iii) sartlarini sagladigini gosterelim.

0 k
D)D,(1,;x) - Z(pﬁk)(O)% =1 (@, (x) analitik oldugundan)
o, (x !

k=0

Dolayisiyla;

10



- 1||c[a,;,] -0 (n—> )

saglanir.

i) Du(t;x)=

© k
D 0 (0)> dir. Burada
(pn( X) = k+ + L, k!

9" (0)=a,(k+n+ )1+, )0 (0) » k=12,

indirgeme bagintisi kullanilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa;

D“(f-*'):%}x;kz(l £as) &*‘1’()& - (22:1)

elde edilir. Diger taraftan

l<a,= 1+0/(1] ve 0<¢,, = 0/(—]
n

oldugundan «, < 1+é ve l+/,, < 1+é olacak sekilde b > 0 ve d > 0 sabitleri
n n
bulanabilecektir. Dolayisiyla;

-1

a,x (k=1
co,,(x>( jZ% ()(k !

dir.Toplamda k yerine k+1 yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

Dy(t; x)<

e, xd
Dn(t;x)—x = (n: — 1) x+ —

(2.2.2)

elde edilir. (2.2.1) deki ifade diizenlenecek olursa;

-1 ®© -1

_ ax (kl) a,x (k 1
Datx) = ()Z “(k D () 2 O ()(k D!

k-1

_ A, X < (k 1
= a,x ,(0)———
T 9, ; & (k D!

elde edilecektir.

0,20, a,-120, x € [0,a]ve ¢'(0)=0 oldugundan

11



Du(t;x)—x >0 (2.2.3)

dir. Dolayisiyla (2.2.2) ve (2.2.3) den

o, xd

0 Dy(t;x)—x<(a,—1)x+

elde edilir.

axd

{(a, —1)x + } >0 (n—>x)

oldugundan Sandvi¢ Teoremi geregince

D, (t;x) - x||c[a’b] -0 (n—>»)

elde edilecektir.

2
1 N k x"
i) D,(¢ ;x) = *(0)=—
) Du(t;x) wn(x)kz_;(k+n+ﬂkj Py ()k!
k=0 i¢in toplam sifir olacagindan toplam1 k=1 den baglatabiliriz. Gerekli sadelesmeler
yapildiktan sonra k yerine esiti olan k—/+1/ yazilirsa;

=

¥

D, (t%x) = %l&); [(k _Kn__lﬁ;{): ) 0% (0) TRV

P K

1 w 1 -
‘ma-); (P 5 LA Ol sy

olur.
o) =a,(k+n+ )1+, ) "(0), (k=1,2,...)
n n k n,k n s Eiad]

indirgeme bagintisi yukaridaki toplamin birinci kismina iki defa ikinci kismina bir defa

uygulanirsa ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa;

12



a x’ S(+0, )A+L, ) (k=2) x*?
0. (0%  kinsp, (k=1+n+p.)) 9, ()(k )

Dy(f;x)=

a,x = (1+€n,k) (k 1) i
?,(x) kzz;k+n+,5k © )(k 1!

elde edilir. Tanim 2.1.1 den k— ( k—1) i¢in 5, , <1+ S, dir. Dolayisiyla;

k=1+n+p, <1
k+n+p,
yazilabilir. Ayrica
IR
k+n+p, n

ifadesi (2.2.2) ve (2.2.4) de kullanilarak 7, < 4 ve £, Sﬁ olacak
n n

(2.2.4)

sekilde d; > 0 ve d, > 0 sabitlerinin bulunabilecegi gozoniine alinarak d = maks{ d, d }

denilirse
a,x (D) i
Duf ) £ )[ ij O Gz
a,x i l 0 () kT
" co,,(X)( njn z A0

elde edilir. Buradan

2.2 42
2e’x’d +a,x o,xd +a,xd
_|_

n I’l2

Du(fx) —x"<(al-1)x>+

bulunur. Ayrica
F=@x+2tx-x
F-x’=(tx) +2tx-2x

£-x7 = (t-x)* + 2x(t-x)

(2.2.5)

6zdesliginin her iki tarafina D, operatori uygulanirsa ve D, nin lineer bir operator

13



oldugu gozoniinde bulundurulursa;

Dy(£;x) =X Du(1;x) =Du((t-x)? ;x)+¥2x (Du(t; x)x Do( 1,x))
yani
Dy(£;x)=x"=Du((t-x )? ;x)+¥2x (Dot ; x ) =)
yazilabilir.
(t—x)? = 0 ve D, pozitif operatér oldugundan
Du((t-x)* ;x) 20ve(2.3.4)den Dy(t; x )—x> 0 oldugundan x € [0,a] igin

D, (thx) —x* =0 (2.2.6)
elde edilir.

20°x*d+a.x a’x*d*+a xd
A,(x)= (a; —Dx* +—* PR S (2.2.7)

0< Du( £ :x )= x°< Au(x)

yazilabilir. lim 4,(x) = 0 oldugundan Sandvi¢ teoreminden

D, (£*;x) —xZHC[a’b] >0  (n— o)

oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla; Korovkin teoreminin (i), (ii), (iii) sartlar

saglandigindan

vx € [0,a]ve ¥f € C[0,a] i¢in

D.(f, x) == f{x) oldugu gosterilmis olur.

14



3.AGRATINI OPERATORLERININ KANTOROVICH TiPLIi INTEGRAL
GENELLESMESI

Agratini operatdrlerinin Kantorovich tipli integral genellesmesi ilk kez Dogru et.all

(2003) tanimlanmustir.

Tamim 3.1 n, ke N olmak tizere (), (B,) ve (y,, ) reel say1 dizileri

1
n

I<a, =1+0/( j, 0<f, <y, 0<y,,= 0/(lj kosullarini saglasinlar. { ¢, }
n

fonksiyonlar dizisi asagidaki kosullar1 saglasin.

a) ¢,, B = {z £ (:|z| £ a}diskini igeren bir bolgede analitik

b) 0,(0)>0,(k=1,2,...)

) d*
¢) ¢, (0)= dx_k% (x)

=0, (kn=1,2,...)

d) qan(k)(o) = an(k tn+ IBk )(1 + 7rz,k)¢rgkil)(0) > (k = 1’ 2’ "')'

f fonksiyonu (0, 1) araliginda integrallenebilir bir fonksiyon ve (¢, x) VrneN, Vke N

olmak tizere 0 <c,, <1 olsun.

o k+cnvk

¥l N 1
D.(f;x) e )Z j i

n+p, ¢, k!

k=0

bigiminde tanimlanan D] operatdriine Agratini Operatorlerinin Kantorovich Tipli

Integral Genellesmesi denir.
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3.1 Agratini Operatorlerinin Kantorovich Tipli Integral Genellesmesinin Diizgiin
Yakinsakhgi

Agratini operatdrlerinin Kantorovich tipli integral genellesmesinin diizgiin

yakinsakligini1 gosterebilmek kullanacagimiz Korovkin Teoremi’nden yararlanabilmek
igin ilk 6nce D, operatdriiniin lineer pozitif operatdr oldugunu gdstermemiz
gerekmektedir.

Pozitiflik: ke N,neN" ve x £ [0,a], a € (0,1) i¢in

o0 xk
9,(x) = 9\ (0)—
dir. Tamm 3.1 in sartlarinda ¢,(0) >0, ¢{”(0)>0 ve 0<c,, <1 oldugundan f >0 iken

D, (f;x) >0 olacaktir. O halde; D, operatérii pozitiftir.

Lineerlik: Vo, €R ve f, ge C[0,a] , a € (0,1)i¢in

k+c
: N R A £ 2, (0)x"
D((af + pe)ey0) =~ 3 [ (of + A E e ey K
et £ @, (0)x*
e ; _’: (af)(k+ B, )de ¢, k!
Y & gpr(lk)(())xk

=a D,(f;x)+BD,(g;x)

16



O halde; D, lineerdir. D, hem lineer hem de pozitif operatdr oldugundan lineer pozitif

bir operatordiir.

D, operatorii lineer pozitif oldugundan diizgiin yakinsakligini1 géstermek i¢in Korovkin
Teoremini kullanabiliriz. O halde simdi D operatoriiniin Korovkin teoremindeki (i),

(ii), (iii) sartlarmi sagladigin1 gosterelim.

o Ktk (k) k

I o, (0)x

) D)= > | e 2O
) =0 i Cn,kk!

R U U (UE
®,(x) i m Coi k!

Dolayisiyla;

= — 0 (n — ) oldugu gosterilmis olur.

ik+j * q)’(lk)(o)xk

ii) D:(t;x)—
¢n(x) k=0 % k+n+ﬂk cn,kk!

i 1 ((k+e, ) k) ®(0)x*
(pn(x) ~k+n+p, 2 Cpi k!
i (’f)(o)i i Conk M

(pn(x) k=0k+n+ﬁk @n k! (x) k:ok+n+ﬂk 2 k!

D, (t;x)=Du(t; x )+

1 i 1 e 9 (0)x"
(Dn(x) k:0k+n+lBk 2’ k!

i n,k ¢;§k) (O)Xk

D (t;x)—x=Dy(t;x)—x+
(%) (1:%) (pn(x) k:0k+n+,8k 2 k!

dir. (3.1.1)
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0<p, ke N,neN", ¢, (x)= Zco,i’”()

k=0

p"(0)20 ve 0<c,, <1

oldugundan

i n,k qor(zk) (O)Xk

>0
(on(x) k:0k+n+ﬂk 2 k!

dir. Agratini operatdriiniin diizgiin yakinsakligindan D,( ¢ ; x ) —x >0 dir. Dolayisiyla;

Di(tix)=x =0 (3.1.2)

(3.1.1) esitliginde

0<c,, <1, _ < 1 esitsizlikleri ve D,( ¢ ; x ) —x<0 oldugu g6zoniine alinirsa;
’ k+n+pB, n

Di(hx)—x <0 (3.1.3)

bulunur.

Sandvig¢ Teoremi, (3.1.2) ve (3.1.3) den

HCW 50(n—o)

oldugu gosterilmis olur.

o ke, 2 (k) O k
iii) D:(tz;x)— > j L (0)x
) k=0 (k+n+ﬂk Cn,k k'
_ 1 ¢ 1 (k+c,.)’ k) o®(0)x"
9,(x) 5 (k+n+ ) 3 c,, k!
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> = kc .
(k) " o
w”(x) "Z“;(“”*ﬁkj a ®, (x) kz;‘(k+n+ﬂk)2 il
l 1 i (k)(o)i dir
3 ( P k+n+ﬂk n Kl .
D, (t*x) =X =Dy(f ;x) — 0% (0 )
q)n kZ k+n +ﬂk
2
1 1 N Cn,k e )Ck
E (k+ntf) 0% 4 3.1.4
3 9,(x) kz_(;(k+n+ﬂk)2 P, ( )k' Ir ( )

0<c,, <I esitsizligi (3.1.4) de kullanilip gerekli sadelesmeler yapilirsa;

“) = < Dy £ x )= Y S 1 o9 (0 1
D,(t";x) —x" < Dp(t";x )—x +(pn(x) kZ::‘(kJrnJr,Bk) (0 )(k D
I 1 3 ! ® gy
+3 @, (x) Zg(k+n+ﬁk)2 R )k'

ifadesi elde edilir. Burada tanimda verilen indirgeme bagintis1 kullanilirsa;

z o, (1+
D, (1%;x) x> < Dy(fx) X"+ ad ZM k=D () )
wn(x) k=1 k+n+ﬂk (k 1)'

1 N o xt
+3 Z(k+ n+pB,)° e, () k!

olur.

0<y,, = £z (%) dolaysiyla 1+y, < 1+% olacak bigimde bir d >0 oldugundan

B ﬂ = kl) “
D;(¢%3x) =X < Dy £3x) x>+ () n ,Zk+ +,Bk ()(k 1!
11 1 () ﬁ
+3 0, (x) S (k+n+pB,)° #n (0 k!
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elde edilir.

1 l * .
— < Ve 0 oldu undan
k+n+ﬂk ~vep,(x)= Zco() g
1
D) (t*;x) —X° < Do(t3x)— 2 (1+ )t—
n n 3n*
D;(t52) —x* £0 (n= %) (3.15)

(3.1.4)de D, (t*;x)=x*>0,ke N,neN*, p*(0)>0 ve 0<c,, <1 oldugundan

Dithx)—x" =0 (n=x) (3.1.6)

(3.1.5) ve (3.1.6) dan

2
HC[O#] —>0(n—>x)

l0a —)0(n—>oo)

gosterilmis olur (i), (ii), (iii) ger¢eklendigine gore

saglanmis olur.

4.AGRATINI OPERATORLERININ YAKLASIM HIZI

Yaklagim hizi, Yaklasimlar Teorisi’nin dnemli bir problemi olarak karsimiza

cikmaktadir. Bu boliimde Agratini operatorlerinin f(x) fonksiyonuna Peetre-K

fonksiyoneli yardimiyla yaklasim hiz1 incelenecektir.

4.1 Yaklasim Hizx

Tamim 4.1.1 {f, (x) } fonksiyonlar dizisi lirn, ... £, (x) = 0sartim gergekliyorsa, bu

durumda {f,, (%)} e sonsuz kiiciilen bir fonksiyonlar dizisi denir.
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Tanim 4.1.2 {a, jve {5, VR EN" igin0 = a, =, ven = ®icina, =0 5, =0
sartlarini saglayan fonksiyon dizileri olsunlar. Bu durumda e,, in sifira yaklasim hiz,

B,, in stfira yaklasim hizindan daha biiyiiktiir denir.

Ornegin; 1 = @ icin {“L} sifira {%} den daha hizl1 bir sekilde yaklagsmaktadir.

A, (f; x) keyfi bir lineer pozitif operator dizisi olmak iizere
| "'_.1_11 (f .').'j _f(j-)l C[ab] — 0 (ﬂ — ':,C-j

olmast 4, (f;x) in f(x) e dlizgiin yaklastig1 anlamina gelir. Yaklagim hizi ise;

n — @ igin ar, — 0 ve C pozitif bir sabit olmak iizere
4, (f; ) — f(x)] < Ca,

olacak bicimde «,, lerin belirlenmesiyle hesaplanir.

4.2 Agratini Operatorlerinin Peetre-K Fonksiyoneli Yardimyla Yaklasim Hizi

Tamm 4.2.1 g € C*[a,b] igin | gll -z, ,; normu

gl czpemy = gl crany T 18" crany + 118" cpas

seklinde tanimlanir. (Bleimann et al/ 1980)

Tanim 4.2.2

. - in
K(f;8,) = ﬂf

7 . 1
geC2[a, 5] VI~ 9lctan] * allgllcziar)
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seklinde tanimlanan K (f;J, ) ifadesine f € C[a, b] fonksiyonun Peetre-K fonksiyoneli

denir.

D (f:x) operatorlerinin Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla yaklasim hizini bulmadan

once hesaplamada kullanilacak olan bir integral 6zdesligi verilecektir.

Teorem 4.2.1 g € C*[a,b] olsun. Bu durumda

90 =900 =g W=+ | ¢"()(=5)ds

X

0zdesligi saglanir.

Ispat. (t — =) = uve g"(x) ds = dv denirse —ds = duve g'(s) = v elde edilir. O

halde kismi integrasyondan

Lrg”(i‘") (t-5)ds=g'(s)(t—s) E + J;_rg’(s) ds

t
¥

—(: =94 (9) :

+ g(s)

==(t=x)g' (x)+g(t) —g(x)

bulunur. Buradan

60 =900 = (=05 @+ | g (=) ds

X

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2.2 a € (0,1) olmak iizere x € [0,a]ve f € C[0,a] igin D, operatdriiniin f

fonksiyonuna yaklagim hizi

_ magks _ _ _ maks Dp((#-x)%x)
.E_,,! T 0=r=zg |D."![t-'1) — X | A F;: = Dex=g —2

olmak tizere C,, = maks{E,, F,} dir.
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Ispat.

ma—guw=u—ﬂyuj—fg%ﬂ&—ﬂds

x

esitliginin her iki tarafina I? | pozitif operatorii uygulanirsa

i

() = g(:1) = D,((t= g’ (%) + D, [ 9"(5) =9 i)

bulunur. Burada li¢cgen esitsizligi, D, operatoriiniin monoton artan oldugu dikkate

alinarak kullanilirsa;

ID,.(g(t) — g(x);x)| = |g"(x)ID, (t — x); x| + |D, [.J“g”[ﬂ) (t —s) ds; 1‘)

p e o
elde edilir. Her iki tarafin da normu alinirsa
1D, (g:x) — g (x|l cromy = gl cpoag 1D (8 — 2005 2l g o
_|g""| [0.a] D“ [J |:I'— 5') {'J[E.‘_: j_')
WX clo.e]

= | .Qlll C[C‘.L‘.‘]l .D,,, (1‘ - .').':I_: .').'l clte]

119" o |[Pn (=
= | ﬂlll C[E-..:]l D_,,! (I’ - i‘l_'j_: Z'L'l cloal

clona]

L. .
_5 g™l C[E-.r.']l D, ((f— )% f'-jl C[0a]
bulunur. Burada £, ve F,, tanimlar1 kullanilirsa;

| D" I:g i'l.') _ﬂ[ljl cloe] = | gll C[E-.a]Er! T | gl clo.al JF;'!

olur [l gll¢=(g,.; ve €, tanimindan
| Dn[g.:x:' _ﬂ[x;'l C[0.a] = C.w.l .ﬂl cr[oal [4'1'1]

dir.
Simdi Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla yaklagim hizini hesaplayalim.
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x € [0,a] i¢in
|D,.(f:x) — (=)l = D, (f;x) — D,.(gsx) + D, (g:6) — glx) + g (&) — F ()]
Ucggen esitsizligi ve D,, operatdriiniin lineerligi kullanilirsa;
D, (fix) = fF() = 1D, (fix) = P, (@ix)| + 1D, (gix) — g(x)] + g (x) — f(x)]
norm tanimindan ve (4.1.1) den
1D, (i) = FO S I = gllcro,a [Pn(Lix) [ £ Cull gllczo g + g L) = £ ()
dir. ifadenin C[0,a] da normu alinirsa,

1D, (fix) — F ()] clo.a] = Il f— gl cloe] T Cullgl el T Ilf — gl c[0.a]

= 2{llf —gllcro.q) + Cullgll o1}
esitsizligin her iki yaninin g € € *[0, a] iizerinden infimumu alinirsa,

inf

g € c2[0,q) IP-(Fix) = F(lcpoa} < 2K (f3 C.) (4.1.2)

elde edilir.
lim__, .. C, = 0 oldugundan (4.1.2) I, lineer pozitif operatoriiniin Peetre-K

fonksiyoneli yardimiyla yaklagim hizini verir.

4.3 Agratini Operatérlerinin Kantorovich Tipli Integral Genellesmesinin Yaklagim
Hizx

Simdi D, lineer pozitif operatdriiniin L uzayinda Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla

yakinsamasini gosterecegiz.
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D CRve L:_,_,[D]J L,(D)uzaymin g,g',g" € L, (D) dzelligi saglayan fonksiyonlarini

igeren bir uzay olsun.

inf

gEEJ(D){l f-al L(D) T Sllgl 5:.;5._-.}(4.3.1)

K,(f:8,)=

gllzioy =gl + 1"l ) T1g" N0 (43.2)

Bu tip Peetre-K fonksiyoneli [[. || ;z ,, Bleimann, Butzer ve Hand tarafindan Cz(D) i¢in

tanimlanmustir. {5 (D); D tizerinde sinirl ve diizgiin siirekli fonksiyonlarin kiimesidir.

Lemma 4.3.1 D (f;x) operatdrleri i¢in

-1 ':-'{." 'D e
d“k:=J o (O
o @alx)k!

tanimlanabilir. Eger, ¥n € N i¢in

=)

k+n+0,
Z d“.k—ﬁ“‘ < m (4.3.3)
n .
ML

k=0

olacak bi¢cimde bir m pozitif sabiti varsa ¥n £ N icin

| D.v-!U'F.: x) — D_,]Iig_:xﬂ L.i0.1) = mllf —gll;

Rl

dir.
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Ispat.

o (D)l o g
D, (fix)= Z J f(5 )afaﬁ, EN
@y, () 4 k kT
1 :c 0 *
0= O _
ve
1 1
p=1q>=0olmak lizere —+—=1
P q
kosulunu saglasinlar.
, 1 3
.D- VI = K ' S Gl . d’-.":
ID:(5) P Mo — [ e
olur. Burada
= l.-.:l!'-."-'
z _?: 5 u denilirse z ?:_ 7 = du
olur. Sinir degerleri de dikkate alinarak esitlik
o Rring :
, 1 Lk+n+ B, [Fonehs
IDLCF)P = D ()7 7, ()3 |7 pw du
k=0 Cn Eintfy
haline gelir. Burada
k+c,, k _ Co i
k+n+B, k+n+f, k+n+p,
oldugundan
kte, o g kteq s
k+n+ B, (TFntBy k+n+ 5, (k=g i
X J T ) du| < —j IF)IP du
Cox Co e L S
ktm+ Py k+n+fy
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Jensen EyitsizIligi ni kullanabiliriz.

- E Lk+n+f, [vn5;
D) = | s (097 (2% P [T
=0 ok :

olur. [ f| = Z|f1 oldugundan

v B

. 1 11y L3, %
DL (i)l < (Zmn.ktxﬁ R (“)d“j e
=0 " '

dir.

Asagida gosterilen Holder esitsizliginde her iki tarafin p inci kuvveti alinirsa

L
Mlawbal = () lanl) (

bulunur. (4.3.4) de

k+cy

k+=n+85, [tnsE; 1 1
o, = —j . flu)du|m,, (x)?Pveb, =m,  (x)9
Cou k
k+n+ By
olarak secilirse
{ ae k+Gny 7 ; . g
) . k+n+ B, [vni “
D70 € | D= [T pdu| mae) () )
k=0 Tk K n T hy J k=0

elde edilir.

L S0
o)L K
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oldugundan

o KT Cnk

) k+n+ 5, (xsn 5
Da(Flr < ) [ [T p du| ma (@)
k=0 E PR

bulunur. Burada her iki tarafin 0 dan 1e kadar integrali alinirsa ve Jensen Esitsizligi

kullanilirsa

oo P f,,,_ e
. 1 k+n+f, [c5ns5;
J ID:(f; x)|P dx £J Z —JS'CJ . f[u:) du| m,, (x) dx
¢ v =0 R rmm
Kk +n+ ; =
EZ J If(u:jl" J m, . (x)dx (43.5)
k=0 = 'v|—'l3 &
bulunur.
Esitsizligin her iki tarafinin normu alnir
ol m N k+mn+ JB.:: 3
D ;Jilfl;_,z —J m,, (x) dx
. . C.V!.Fc o

k=0

ve (4.3.3) den dolay1

ID:IZ < IFI2 m

. 1. . .
bulunur. Her iki tarafin S inci kuvveti alinirsa bulunur.

DL (i)l < NIfIl, m

m pozitif sabit oldugundan
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IDL(f: ), = NIfll, m

yazilabilir. f yerine f — g alinmasiyla

WD (f —gsx)ll, = If —gll, m

elde edilir. Boylece I, operatorii lineer bir operator oldugundan

I

| D (fix) —D;(g; 1:" Lo(01) m|lf — gl Ly(01)

olur ki; bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.3.1 ¥n € N ve f € L_(0,1) i¢in m pozitif sabiti (4.3.3) esitsizligini saglasin.

Bu durumda

107 (Fix) = F )l o = (m =+ l)f{ﬂ[f-:(h-‘:“- +o+ :LJE B l)

dir.

Burada K, (f;d,,) (4.3.1) de tamimlanan Peetre K- fonksiyoneli, e,,= 1 olmak tizere

h = [x“ (n+c) lJ:

n

Ispat.
Taylor agilimini kullanirsak

9(8) ~9(x) = ' ()t =) +3 8" (Bt~ 0)?
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g E L?; (0.1) olmak tizere I, lineer operatdrii esitligin her iki tarafina uygulanir ve (0,1)

tizerinde integral normu alinirsa

1D, (g:x) — g(x)l Ly(0,1) = 1D, ((t —x); )| C(I:-.Ijl g'l Ly (01}

i . z "
L El D“((f— .').')__: l)l CI:E'.'.I.}l i) |_r_F,:|:.I-_|_;.

, 1
1D ((t = x);2)l grpgy = B T
1D;((t = 1030y < (W3 + = +1) -1
gl o1 _|£f"|1ﬁ(c1 +llg |£$':E'.l = llgllzioq
ise
llg'l Ly(01) ™ gl Ly(0.1) = gl Lp(0.1)
olur.

w1 € N icin

oldugu kullanilirsa

| Dy (g;x) — g(x) Lyi0.1) =

4+ (}fn + %— l:]_ - l) llg"l Lg(01
<((+3+1) = 1) U8 llon +18" )

bulunur.

Diger yandan,

(4.3.6)

(43.7)

(4.38)

(4.3.9)

(4.3.10)

ID;(fix) = F(x)] = D (f;x) — Dy(gix) + Dy (g:x) — glx) + g(x) — f(x)]
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ifadesinin L, (0,1) de normu almnir ve tiggen esitsizligi uygulanirsa

| D, (F5x) — f (x)] 01 = 1D (fix) — Dy (g;ix)l L0

+10;(gix) = 9()ll o1y + IIf = gll,¢o1) (4.3.11) bulunur.
Lemma 4.3.1 de bulunan sonug (4.3.11) de kullanilirsa

1Dy (f ) — £ (x)] L,(0.1) < mlf — gl Ly(01) T 1Dy, (g5x) — g (x)| Ly(0.1)

+lIf— gl L0}

bulunur ve (4.3.10) kullanilmasiyla

-

D (fF;x) — £ ()] L5(0.1) < (m+1)lf - gl Ly(01) T [[}‘13 T % T l) - l) |l 21 13(0.1)

= (m-+ l){| f— gl Lo T ((}13 L1 lJ: B 1)|g| L;.:.;.Ii_-.} (4.3.12)

elde edilir.
inf

B ol )
pet 0y (1~ iy + Blsllsio)

ff;] (f; d,,,;l =

oldugundan (4.3.12) nin gEL_?_, (D} iizerinden infimumunu alirsak

P -

1D, (f; x) — f(x)] L,(3.4) = (m+ 1)K, [f (ha v i v ]‘J_ N l)

LN

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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