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OZET
Doktora Tezi

n —BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA B — SCROLLAR
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Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof.Dr. H.Hilmi HACISALIHOGLU

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim, giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci boliimde ileri boliimlerde gerekli olan kavramlar ve tanimlar verilmistir.
Uctincii boliimde, 3 ve n—boyutlu Oklid uzayinda regle yiizeyler incelenmis; teget-
sel demet, asimptotik demet kavramlariyla sirt uzayi ve merkez uzaylarinin varhgi
irdelenmigtir.

Doérdiincii boliimde, 3 ve n—boyutlu Lorentz uzayinda regle yiizeyler incelenmistir.
Dayanak egrisinin time-like veya space-like olmasi durumlarinda olusan farkl time-
like regle yiizeyler ayr1 ayri incelenmigtir.

Besinci boliimde, 3 ve n—boyutlu Oklid uzaylarinda ézel regle yiizeyler olan B—scroll’-
lar tanmitilmigtir. Asimptotik demet ve tegetsel demet kavramlariyla B—scroll’larin
merkez uzayi, sekil operatoriine kargilik gelen matrisi, normali, Gauss ve ortalama
egrilikleri I. ve II. temel formlari, asimptotik cizgileri ve egrilik cizgileri irdelenmistir.
Son boliimde ise 3 ve n—boyutlu Lorentz uzaylarinda ¢zel regle yiizeyler olan time-
like B—scroll’lar tanitilmigtir ve 3—boyutlu Lorentz uzayimda dayanak egrisinin veya
binormalinin time-like olmasi durumlarinda yukarida adi gecen konular incelenmistir.
n—boyutlu Lorentz uzayinda dayanak egrisinin time-like veya space-like olmas1 du-
rumlarinda olugan 2. ve p—yinci mertebeden B—scroll’lar ayr1 ayr1 incelenmigtir. Bu
incelemelerde merkez uzayinin aragtirilmasi bizi Lyapunov tipi diferensiyel denklem

sistemine getirmistir ve geometri yonii ile bu sistem sonucglandirilmigtir.
2006, 131 sayfa

Anahtar Kelimeler : Merkez uzay, Asimptotik demet, Tegetsel demet, Genellesti-

rilmig B—scroll, Genellegtirilmis regle yiizey



ABSTRACT
Ph.D. Thesis

B — SCROLLS IN LORENTZ n — SPACE E"
Seyda KILICOGLU

Ankara University
Graduate School of Natural And Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr. H.Hilmi HACISALIHOGLU

This thesis consists of six chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, concepts and definitions which are needed in the further chap-
ters are given.

In the third chapter, ruled surfaces in the 3 and n—dimensional Euclidean space are
analyzed. The existance of edge space and striction space together with concepts of
tangentian bundle and asymptotic bundle are studied.

In the fourth chapter, ruled surfaces in the 3 and n—dimensional Lorentzian space
are examined. Distinct time like ruled surfaces which occur when the generating
curve is time like or space like are studied.

In the fifth chapter, B—scrolls that are special ruled surfaces in 3 and n—dimensional
Euclidean spaces are introduced. Striction space, the matrix corresponding to shape
operator, the normal, the Gaussian and mean curvatures, I. and II. fundamental
forms, asymptotic lines and curvature lines of B—scrolls together with the concepts
of asymptotic bundle and tangentian bundle are studied.

In the last chapter, time like B—scrolls which are special ruled surfaces in 3 and
n—dimensional Lorentzian space are introduced and the subjects mentioned above,
in the cases the generating curve or binormal in 3—dimensional Lorentzian space
are time like examined. 2. and p th degree B—scrolls that occurs in the case when
the generating curve is time like or space like in n—dimensional Lorentzian space are
studied. In these studies, examination of the striction spaces have led us to Lyapunov

type differential equation system and this system is studied in geometrical aspect.
2006, 131 pages

Key Words: Striction space, Asymptotic bundle, Tangentian bundle, Generalized

B—scroll, Generalized ruled surface
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1. GIRIS

Regle yiizey kavrami, Fransizca surface regleé’den gelmis olup ¢izgiler yiizeyi (1sin
yiizeyi) olarak da adlandirilabilir. E® de bir regle yiizey, bir parametreye bagh dogru-

lar ailesinin geometrik yeri olarak tanimlanir.

Juza daha 1960’11 yillarda genellestirilmis regle yiizeyler teorisi {izerinde galismistir.
Daha sonra bu alanda ¢aligmalar Frank and Giering (1976) ve Thas (1978) ile devam

etmigtir.

Sabuncuoglu (1982), Genellestirilmis Regle Yizeyler adli dogentlik tezinde bu yiizeyi
ve ozeliklerini incelemigtir. Daha sonra Ergiit, Genellestirilmis Regle Yiizeylere Dair
adli doktora tezinde Thas'in E™ de 2—boyutlu regle yiizey i¢in verdigi skalar normal
egriligi, (r + 1) —boyutlu genellestirilmis regle yiizey i¢in hesaplayarak baz sonuglar
elde etmigtir. Bunlara baglh olarak genellestirilmis regle hiperyiizeyler icin 6nemli

teorem ve sonuclar vermistir.

Regle yiizeyler iizerine yine bir ¢aligma Caligkan (1998) tarafindan doktora tezi olarak

hazirlanmigtir.

Keles ve Kuruoglu (1983), bu calismalar dogrultusunda n—boyutlu Oklid uzaymda

regle yiizeylerin 6zeliklerini ve Massey Teoremi’ni ifade etmislerdir.

Altin (1994), Yiiksek Mertebeden Regle Yiizeyler adli doktora tezinde genellestiril-
mis regle yiizeylerin kapali olmasi durumunda acilim uzunlugu ve agilim agisini in-

celemisgtir.

Oklid uzaymda ve Riemann manifoldlarinda regle yiizeyleri ile ilgili calismalara ben-
zer olarak yari-Riemann manifoldlarinda (veya uzaylarinda) bir gok ¢alisma yapilmigtir.
Yari-Riemann manifoldlar1 klasik terminolojide pseudo-Riemann veya indefinite Rie-
mann manifoldlar1 olarak da adlandirilmaktadir. Yari-Riemann manifoldlarinda
(veya uzaylarinda) diferensiyellenebilir egrilerin simflandirilmasi oldukca 6nemlidir.
Egriler causal karakterlerine gore time-like, space-like ve lihgt-like olmak {izere iige

ayrilir (O’Neil 1983). ¢ indeksli n—boyutlu bir yari-Riemann manifoldu M} ise n > 2



ve ¢ = 1 6zel durumu i¢in M7} yari-Riemann manifoldu, Lorentz manifoldudur. ¢
indeksli n—boyutlu bir yari-Oklid uzay: Ry ise n > 2 ve ¢ = 1 6zel durumu igin
R? = " bir Lorentz (Minkowski) vektor uzayidir (O’Neil 1983, Duggal and Bejancu
1996).

Regle yiizeyler igin E? ve E™ de yapilan bu ¢alismalar Lorentz (Minkowski) uzaymda
da calsilmigtir. Turgut (1995), 3— Boyutlu Minkowski Uzayinda Time-like ve Space-
like Regle Yiizeyler adli doktora tezinde 3—boyutlu Lorentz uzayinda time-like ve
space-like regle yiizeyler ile bunlara ait bogaz noktasi, bogaz cizgisi, dagilma para-
metresi, agilabilir regle yiizeyler kavramlarini incelemistir. Yine Aydemir (1995), R?}
Minkowski Uzayinda Time-like Dogrultman Uzayle Genellestirilmis Time-like Regle
Yiizeyler adh tezinde; Tosun (1995), RY Minkowski Uzayinda Space-like Dogrultman
Uzayl, Genellestirilmis Time-like Regle Yiizeyler adli tezinde, n—boyutlu Lorentz
(Minkowski) uzayinda dogrultman uzaylarina gore tamimlanan regle yiizeyleri ve

egriliklerini ¢aligtilar.

Turgut ve Hacisalihoglu (1997), Time-like Ruled Surfaces in the Minkowski 3-Space

adli makalede regle yiizeyleri incelediler.

L3 de dayanak egrisi null olan time-like regle yiizeyleri ilk olarak Graves (1979),
Codimension One Isometric Immersions Between Lorentz Space adli ¢aligmasinda
B—scroll olarak tamimlamistir. Bu yeni bir gesit regle yiizey, dayanak egrisinin bi-
normal vektor alani tarafindan olugturuldugu i¢in B—scroll adin1 almigtir. Bu yiizey-
lerin Gauss doniigiimii Alias v.d. (1998) tarafindan incelenmistir. Yine bu tip regle
yiizeyler olan null scroll’larm Gauss doniisiimii ile ilgili ¢aligmalar Choi v.d. (1998)
ne aittir. Ote yandan bu konuda ¢alisan Nassar and Fathi (2001), On an Extension
of the B—Scroll Surface in Lorentz 3 — Space R? adli makalelerinde genisletilmig
B—scroll'u verdiler. Inoguchi (2005) ise E3 = L3 3—boyutlu Lorentz uzaymda
B—scroll’larin genisletilmiglerinin de B—scroll oldugunu Extension B—Scrolls are

B—Scrolls adli makalesiyle belirtmistir.

L? de birer time-like regle yiizey olan B—scroll ve null scroll’lara ait ozeliklerin

incelendigi calismalar Balgetir tarafindan yapilmigtir. Balgetir’in (2002) Lorentz



Uzayinda Genellestirilmis Null Scroll’lar adl tezinde regle yiizeylere ait bilinen ve
caligilan 6zeliklerin 15181 altinda n—boyutlu Lorentz uzayinda genellegtirilmis null

scroll’lar incelenmistir.

L™ n—boyutlu Lorentz uzayinda caligirken ihtiya¢ duydugumuz Frenet formiillerinin
en genig kapsamh hali icin Ekmekci ve Ilarslanin (1998) Higher Curvatures of a

Regular Curve in Lorentzian Space adli galigmalarindan faydalanilmigtir.

Burada gerek 3 gerek n—boyutlu Lorentz uzayinda dayanak egrisinin binormal vektor
alani tarafindan iiretilen time-like B—scroll’lar incelenmistir. Ilk olarak dayanak
egrisinin time-like sonra space-like olma durumlar: ayr1 ayr1 gozetilerek incelenmistir.
Bu farkliliklara dikkat edilerek her bir ¢zel durum igin olusan time-like regle yiizeyin
merkez uzay1, sekil operatoriine karsilik gelen S matrisi, normali, Gauss egriligi,

ortalama egriligi, asimptotik cizgileri, I. ve II. temel formlar: incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Simetrik Bilineer Formlar

Tanmim 2.1.1 V bir reel vektor uzay: olsun.

(., ): VXV >R

doniigtimii Va,b € R ve Vu,v,w € V i¢in

i, (u,v) = (v,u)
ii. (au+bv,w) = a (u,w) +b(v,w)
(u,av + bw) = a(u,v) + b (u, w)

kogullarini sagliyorsa (., .) doniigiimiine V' reel vektor uzay: iizerinde bir simetrik

bilineer formdur denir (O’Neil 1983).

Tanim 2.1.2 V reel vektor uzay iizerinde bir simetrik bilineer form (., .) olsun.

(.,.) simetrik bilineer formuna,

i. Vo eV vewv #0igin (v,v) > 0 ise pozitif taniml
ii.Vv eV vev #0i¢in (v,v) <0 ise negatif tanimh
iii. Vv € V igin (v,v) > 0 ise yar1 pozitif taniml
iv. Vv €V igin (v,v) <0 ise yar1 negatif taniml
denir (O’Neil 1983).

Tanim 2.1.3 V bir reel vektor uzayr ve V' iizerinde

(., ): VXV >R

bir simetrik bilineer formu,

Vw eV igin (v,w)=0=v=0



sartini sagliyorsa bu simetrik bilineer forma non-dejenere, non-dejenere degilse de-

jeneredir denir.

V iizerindeki (., .) non-dejenere simetrik bilineer form, V' nin bir alt vektor uzayina

indirgenebilir. Indirgenen simetrik bilineer form dejenere veya non-dejenere olabilir.

Tanmim 2.1.4 V bir reel vektor uzay: ve

(.,.): VXV >R

bir simetrik bilineer form olsun.

(o, MNw : WxW =R

negatif tanimlh olacak gekildeki V' nin en biiyiik boyutlu W alt uzayimin boyutuna
(.,.) simetrik bilineer formunun indeksi denir ve ¢ ile gosterilir. Ayrica ¢ ya V
reel vektor uzayinin indeksi de denir ve ind V' = q ile gosterilir (O’Neil 1983, Duggal
and Bejancu 1996).

Buna gore 1 < ¢ < boy V dir. ¢ = 0 olmast igin gerek ve yeter sart, (., .) nin pozitif

yar1 tanimli olmasidir.

Tanim 2.1.5 (., .) simetrik bilineer formuna kargilik gelen kuadratik form Vu € V
icin
h : V-R

u — h(u) = (u,u)

seklinde taniml bir doniistimdiir. Bu durumda g ve h yardimiyla Vu,v € V icin

(u,v) = = [h(u+v) — h(u) — h(v)]

N —

seklinde ifade edilebilir.

V nin E = {ey,ea,...,e,} baz1 igin, A\; € R vev; ler V nin E bazina karsilik gelen



koordinat bilegenleri olmak {izere

h(v) = (v,0) = Y N (v)?

i=1

formuna sahiptir. \; katsayilarinin pozitif, negatif ve sifir olanlarinin sayilar1 sirast

ile p,q ve r ise h ya (p, q,r) tipindendir denir (Duggal and Bejancu 1996).

Onerme 2.1.1 V' m—boyutlu vektor uzay: tizerinde (., .) simetrik bilineer for-

muna ait (p, g, ) tipinden bir kuadratik form h olsun. Bu durumda;

i. (.,.) nin dejenere (veya non-dejenere) olmasi icin gerek ve yeter kogul r > 0

(veya r = 0)

ii. (., .) nin pozitif (veya negatif) tanimh olmasi i¢in gerek ve yeter kogul p = m

(veya ¢ =m)

iii. (., .) nin pozitif (veya negatif) yar1 tanimlh olmas: ic¢in gerek ve yeter kogul

q=0,p>0,7r>0 (veyap=0,qg>0,7r>0)
olmasidir.
Ispat: (Duggal and Bejancu 1996).

Tanim 2.1.6 V reel vektor uzayimn bir bazi {ey, es, ..., e, } olsun. b;; = (e;, e;) olarak
tanimlanan [b;;] .~ matrisine {ei, e, ..., e,} bazina gére (., .) simetrik bilineer
formunun matrisi denir. (., .) simetrik oldugundan B matrisi de simetriktir

(O’Neil 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Teorem 2.1.1 V vektér uzaymin bir ortonormal bazi E = {ej, es, ..., e,} olsun.

e; = (e;, e;) olmak tizere Vv € V vektorii

v = Zai (v, €;) e
i=1
olacak sekilde tek tiirlii belirlidir.

Ispat: (O’Neil 1983).



Teorem 2.1.2 Bir V vektér uzaymin E = {ej,es,...,e,} ortonormal baz igin

€1, €9, ..., £, isaretlerindeki negatif terimlerin ¢ sayis1 V' nin indeksidir.
Ispat: (O’Neil 1983).

Tanim 2.1.7 Bir E” n—manifoldunun her bir (n — 1) alt manifolduna bir hiperyii-

zey denir (Hicks 1971).

E™ de bir hiperyiizey M olsun. M yi pozitif yonlii bir manifold olarak kabul edelim.
Bir x € M noktasinda M nin dig birim normal vektér alanini N ile gosterirsek,

Tgn(z) de Tys(x) e dik bir birim vektor olarak N(x) i 6yle segebiliriz ki;
[N(CL’) ) ‘/1|1; ) ‘/2|1: R Vn—1|x] = Hg
ile Tgn () deki pozitif yon belli olur. Burada

{‘/1|33 ) ‘/2|1~ PRERE) Vn—1|$} = {Xula)zuza "'7)211,”,1}

vektor sistemi Ty (x) in ortonormal bir bazidir.

M diferensiyellenebilir bir manifold oldugu igin N(z) birim vektorleri M {izerinde
noktadan noktaya diferensiyellenebilir olarak degisirler. Tersine olarak M {izerinde
diferensiyellenebilecek sekilde, N birim normal vektorlerinin bir ailesi, birim normal

vektor alami olarak asagidaki gibi ifade edilir.

. . Xy AXu A A X,
N(m) — N — — 1 — 2 — n—1
v | R A X A AKX,

olup burada

H)?ul AXuy Ao AN Xy, || = det

dir (Greub 1963).



M deki kooordinat komsulugunu o sekilde secgebiliriz ki,

Xt (ug,ugy oy tty1) €U C E" ' — (X (ug,u2, ooy ty1)) =X € M

olmak tizere

Pt

— —
{Xul,XM,...,

un—l}

sistemi Ty () igin bir ortonormal baz olsun. Bunun anlam,
i) M iizerinde parametre egrilerini, egrilik ¢izgileri olarak

ii) uy, ug, ..., u,_1 parametrelerini de parametre egrilerinin || X, || = 1 yay uzunluklar

olarak

secmek demektir. Buna gore,
baz1 bir ortonormal baz olacagindan
w € A" (T (@)

olmak tizere

dir ve dolayisiyla

olur.
2.2 Yar1-Oklid Uzaylar:

Tanim 2.2.1 V reel vektor uzayi iizerinde tanimh (., . ) simetrik bilineer formu non-
dejenere ise (., .) formuna V iizerinde bir skalar ¢arpim (yari-Oklid metrigi)
denir. V ye de skalar ¢arpim uzay1 (yarl-Oklid uzay1) denir (Duggal and Bejancu
1996).



Tanim 2.2.2 V reel vektor uzay: iizerinde tanmimli non-dejenere (., .) simetrik
bilineer formu pozitif tamimh ise (., .) formuna Oklid metrigi, V ye de Oklid
uzay1 denir (Duggal and Bejancu 1996).

Tanmim 2.2.3 V skalar carpim uzay1 (yar1-Oklid uzay1) olsun. (., .) nmn indeksi
g=1,boy V > 2ise (., .) skalar carpimina Lorentz (Minkowski) metrigi ve V/
ye de Lorentz uzay1 veya Minkowski uzay1 denir. V de (., .) dejenere ise V' ye

1s1ks1 (light-like) veya dejenere vektor uzayi denir.
Tamm 2.2.4 Bir v vektorii i¢in;

i. (v,v) > 0 veya v = 0 ise v vektoriine space-like (uzay benzeri, uzaysi)

vektor

ii. (v,v) <0 ise v vektoriine time-like (zaman benzeri, zamansi) vektor
iii. (v,v) =0 ise v vektoriine light-like (null, 151k benzeri, 1s1ks1) vektor
denir (O’Neil 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Tanmim 2.2.5 V yar-Oklid uzay1 ve (., .) yari-Oklid metrigi olmak tizere;

i. Iy ={veV —-{0}: (v,v) =0} ciimlesine V' nin 151k konisi

ii. g ={v eV —{0}: (v,v) > 0} ciimlesine V nin uzay konisi

iii. I'r ={v eV —{0} : (v,v) < 0} ciimlesine V nin zaman konisi

denir (O’Neil 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Tanim 2.2.6 V yar1-Oklid uzay1 ve (., .) yar-Oklid metrigi olmak iizere,

.l : V—-R*

=

v = ol = [{v,v)]

seklinde taniml fonksiyona norm fonksiyonu denir. ||v|| ifadesine v nin normu veya
v nin boyu denir. Boyu 1 birim olan vektore de birim vektor denir. Ortogonal birim

vektorlerin ciimlesine ortonormal sistem denir (O’Neil 1983).
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Teorem 2.2.1 Bir V # {0} skalar ¢arpim uzay1 bir ortonormal baz sistemine

sahiptir.
Ispat: (O’Neil 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Ornek 2.2.1 n—boyutlu reel vektor uzay: olan R™ in indeksi ¢ , 0 < ¢ < n , olsun.

R™ tizerinde bir yar1 metrik Vz,y € R" i¢in

q n
(z,y) = —Zwiyﬂr Z T;Y;
i=1

J=q+1
seklinde tanmimlanir. Bu metrikle birlikte R™ yar1-Oklid uzay1 olur ve Ey ile gosterilir.
Ozel olarak ¢ indeksi 1 olan Lorentz metrigi

(x,y) = =291 + in%‘
i=2

ise, R™ Lorentz (Minkowski) uzay: olur ve E} =" ile gosterilir.

Tanmim 2.2.7 M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M {izerinde non-dejenere
ve sabit indeksli (0, 2) tipinden tensor alanina bir metrik tensor denir (O’Neil 1983,

Duggal and Bejancu 1996).

Tanim 2.2.8 M diferensiyellenebilir bir manifold ve (., .) de M iizerinde bir metrik
tensor ise M ye bir yari-Riemann manifoldu denir. Buradaki sabit indekse yari-
Riemann manifoldunun indeksi denir. ¢ indeksli n—boyutlu bir yar1 Riemann mani-

foldu M ile gosterilir.

Ozel olarak ¢ = 0 ise M™ bir Riemann manifoldudur. Metrige de Riemann metrigi

denir.

Ozel olarak n > 2 ve ¢ = 1 ise M} yar1 Riemann manifolduna Lorentz manifoldu

denir (O’Neil 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Tanim 2.2.9 M7 bir yari-Riemann manifoldu ve

n : ICR-M;
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diferensiyellenebilir bir egri olsun. n(I) egrisinin teget vektor alan1 T olmak iizere;
i. (T,T) > 0 ise n egrisine space-like egri

ii. (T,T) < 0 ise n egrisine time-like egri

iii. (T, T) =0 ise n egrisine light-like egri

denir (O’Neil 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Calisma boyunca ele alinacak olan tiim egriler birim hizli olacaktir.

Tanim 2.2.10 E? uzayinda M bir yiizey ve
n : I—-M

diferensiyellenebilir bir egri olsun. V¢ € I igin 7(t) hiz vektorii, n(¢) noktasinda M

yiizeyinin bir asimptotik vektorii ise, yani

(5 (0(t)), () =0

esitligini sagliyorsa 7 egrisine M yiizeyi iginde asimptotik egri denir (Sabuncuoglu

2001).

Teorem 2.2.2 E™ uzayinda diferensiyellenebilir bir n(I) egrisinin 7)(¢) noktasindaki
Frenet r—ayaklisi
{(Vi,Va, .., V;}
olsun. Buna gore
ki : I CR—R
t— ki(t) = <Vi,Vz‘+1>‘
n(t)
seklinde tamimlanan k; fonksiyonuna, (1) egrisinin i—yinci egrilik fonksiyonu ve
Vt € I igin k;(t) sayisina, n(I) egrisinin 7(t) noktasindaki i—yinci egriligi denir.

Buna gore, E" tizerindeki (1) egrisinin Frenet vektorleri ve tiirevleri arasindaki iligki
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Vi = kW

Vo = —kVi+kVs
Vi = ki Via+kVig , l<i<r
Vi = —k_1Vi,

seklindedir (Hacisalihoglu 1994).

Teorem 2.2.3 M}' (n > 3) bir yari-Riemann manifoldu ve

o ICRHM;

ise diferensiyellenebilir bir egri olsun. Egrinin herhangi bir noktasindaki Frenet vek-
torleri

{vi,V2,...V:}

ve

€i—1 = <Vz'7 Vz‘>

icin k; # 0 olmak tizere Frenet vektorleri ve tiirevleri arasindaki iligki

Vi = kil
Vi = —eiogiikiVioi + kEVipp , 1<a<r
VT = —&r_2&r—1kr1Vi1

seklindedir (Ekmekci and Tlarslan 1998). Yukarida ifade edilen Frenet denklemlerinin

matris gosterimi ise,

12



(v (o oy 0 - o |[w |
Vy —eoc1kr 0 ko - : Vs
Vs 0 —e162ky 0 . Vs
Vs e 0 Vs
Vit 0 A
I vV, | 0 —&r2&r1kpr 0 | [ V2]
seklindedir.

2.3 Multivektorler, Wedge Carpimi ve Yildiz Operatorii
A. Multivektorler:

n—boyutlu uzayda p tane (lineer) bagimsiz vektor, p—boyutlu bir alt uzay tamimlar.
p tane bagimsiz vektorle olusturulan n x p matrisinin (;) sayidaki minorleri, sabit bir
carpan farkiyla aynmidirlar. Bu minoérler alt uzay1 belirler. Bu minérlerin ctimlesine

de p rankl multivektor veya p—multivektor denir (McCarthy 1990).

X, = (0411, a12, ... 7a1n)
Xy = (0421, Qg2 ... ,Oé2n)
Xy = (ap1,002, ..., 0pp)

gibi p tane lineer bagimsiz vektor alalim. Bunlar igin,

Q11 Qo1 -t Op
Qi Qg - Qp2
Q1n Qop - Opp
L - nXp

matrisinin (Z) = (nfp) sayidaki minorii alt uzayimni belirler. Bu minorler ciimlesinin
elemanlarma X; A X9 A ... A X, p—multivektor denir ve ranki p olur. Herhangi

bir ranka sahip multivektorlerin hesaplanmasini, 2—vektorlerin hesaplanmasindan
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genellestirebiliriz. X; A Xo A ... A X, ile verilen p—multivektorii i¢in

Xl/\XQ/\/\Xp: Z MiliQ“’ip eil/\ei2/\~--/\6ip

11 <12<...<ip

dir. Burada M“®%2-% p X p minérii [X;, Xo, ..., X,| matrisine aittir.
e, Neiy A .. \e;, baz p—vektorleri arasindan sifirdan farkli olan bir tek minér vardir.

Bu minér ise (—1)" ye esittir. Burada
N=(ih—1)4+(i2—2)+ ...+ (i, — D)

dir.

3—boyutlu uzayda ranklar 1,2, 3 olan multivektorler vardir.

1—vektor bildigimiz ranki 1 olan A = aie; + ases + asez vektoriidiir.

2—vektor A A B olup

A A\ B = (albg — agbl) (61 A\ 62) + (a;;bl — a1b3) (63 N 61) —+ (a2b3 — agbg) (62 A 63)

a; Qg a; as as a3
= (e1 Aeg) + (es Aer) + (e2 A e3)
by by by b3 by b3

seklindedir. Dikkat edilirse, baz vektorlerinin katsayilar: [AB] matrisinin 2 X 2 tipin-
deki (g) = (i’) = 3 tane minoridiir.

B. Wedge ¢arpimu:

Multivektorleri gostermek igin kullanilan uygun bir yol da Wedge ¢arpimidir. P, Q, R
icin A ile gosterilen Wedge carpiminin ozelikleri agagidaki sekildedir (McCarthy
1990).

i. Iki lineerdir. Yani

(aP+bQ)AR = aPAR+bQAR
PA(aQ+bR) = a(PAQ)+b(PAR)
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dir.

ii. Birlesme o6zeligi vardir. Yani
PAQQANR)=(PANQ)AR

dir.

iii. Anti-simetriktir. Yani

PAQ#QAP

dir. Ayrica
PANQ=-QANP

dir.
Bu carpim, Vi A V5 gibi 2—vektoriinii elde etmek icin
VinVy = (aP+b01Q) A (a2P + b2Q)
= a1a2 (P AP)+aiby (PAQ) +biagy (Q A P) +biby (QNQ)

= aby (PANQ)—baz (P NQ)
— (ale — blag) (P A Q)

seklinde kullanilabilir.
C. Yildiz operatorii:

n—boyutlu uzayda p—vektorlerle (n — p) —vektorler arasinda, aym sayida bilesene

sahip olduklarindan, bir ilgi vardir. Ornek olarak, 3—boyutlu uzayda (g) = (‘?) =3

oldugundan hem

A= a1e1 + ages + ases

seklindeki 1—vektorleri hem de

ANB= ((J,lbg — azbl) (61 A 62) -+ (agbl — albg) (63 A\ 61) + (CLng — (Igbg) (62 N 63)
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seklindeki 2—vektorleri 3 er bilegsene sahiptirler.

Skalarlar ise, 0 rankli multivektorlere karsilik gelirler. Bu nedenle dualleri olan
n—vektorler de tek bilegenli vektorlerdir. (x) yildiz operatorii bir p—vektoriinii onun
duali olan (n — p) —vektoriine doniigtiiriir. Bunu da baz vektorleri arasindaki bir yer

degistirme ile saglar.

x ApRn N /\n*pRn
(611/\62'2/\.../\62'1,) — *(e,-l/\ezg/\.../\e,-p) =6 (eipH/\e,-erg/\.../\em)

dir. Burada 6, eger (iy,is,...,1,); 1,2,...,n sayllarinn ¢ift permiitasyonu ise (+1),

tek permiitasyonu ise (—1) dir (McCarthy 1990).

Ornek olarak,

A A\ B = ((J,lbg — agbl) (61 A 62) + (a3bl — albg) (63 A\ 61) -+ (agbg — (Ing) (62 A\ 63)

olsun. Bunun yildiz operatorii altindaki goriintiisii; duali,

ES (A AN B) = (agbg — (1,3b2) * (62 A 63) + (a3b1 — albg) *x (63 A\ 61) + (CleQ — a,gbl) * (61 AN 62)

= (agbg — CL3b2) e1 + (Clgbl — a1b3) €a + (Glbg — a2b1) €3

€1 €2 €3
= a; Qo as
bi by b3

seklindedir. Bunu genellestirirsek,

«(XIAXo A AX) = ) MR (e Ney AL Ne)
11 <12 <...<ip
= Z MiliQ'“ip 0 (eip+1/\€ip+2/\"'/\€in)
i1 <ig<...<ip

elde edilir. Ozel olarak, n—boyutlu Oklid uzaymda p =n — 1 ise

*(Xl/\XQ/\/\Xn—l) = Z ]\47:”‘2'"1'"71 * (eil/\eﬂ/\.../\ei(n,l))

11 <i9<...<lp—1
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— Z Mil 92 . ip—1 5 (em)

11 <i2<...<tn—1

dir. Bu sekilde tanjant uzayinin baz vektorleri X7, Xo, ..., X,,_1 olan bir hiperyiizeyin

normalini hesaplamig oluruz.
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3. OKLID UZAYINDA REGLE YUZEYLER
3.1 E* Oklid Uzayinda (k + 1)—Boyutlu Genellestirilmis Regle Yiizeyler

Tanim 3.1.1 E™ uzayinda
n : I —E"

t —n(t)
olacak sekilde bir diferensiyellenebilir 7 egrisini gézoniine alalim ve n([/) ile gosterelim.

n(I) egrisinin her 7(t) noktasinda tamimh bir ortonormal vektor alan sistemi

{e1(t), ea(t),...,ex(t)}

olsun.
(eir ;) = by

olup e; nin 7(I) egrisi boyunca tiirevi é; ise
(€5, €5) + (€5, €5) = 0= (éi,€j) = — (€3, €))

elde edilir. E™ uzaymm 7(t) noktasindaki tanjant uzay1 T;,)(E") olmak iizere
{e1(t),ea(t),...,ex(t)} ciimlesi bu tanjant uzaym k—boyutlu bir alt vektor uzaymi

gerer. Bu alt vektor uzaym Ej(t) ile gosterelim. Yani

Spien(t), ea(t), - er(t)} = Ei(t) C Ty (E")

dir.
M=JE(t) ; 1<k<n-2

tel
ciimlesi £ uzaymin (k 4+ 1)—boyutlu alt manifoldudur. Bu alt manifold igin para-

metrizasyon

o(t, uy, ug, ..., u) = n(t) + Zuiei(t) (3.1.1)

seklindedir. Bu gekilde tamimlanan M manifolduna E™ de bir (k + 1)—boyutlu
genellestirilmis regle yiizey denir (Frank and Giering 1976).
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Tanim 3.1.2 Genellestirilmis regle yiizeyin Ej(t) uzayma, yiizeyin n(t) noktasindaki

dogrultman uzay adi verilir (Frank and Giering 1976).

Tanim 3.1.3 Genellestirilmis regle yiizeyin (3.1.1) egitliginde yer alan n(t) egrisine

yiizeyin dayanak egrisi denir (Frank and Giering 1976).

Tanim 3.1.4 E™ de (3.1.1) ile parametrize edilmis (k + 1)—boyutlu genellegtirilmig

regle yiizeyin ifadesinin ¢ ve u; degiskenlerine gore tiirevleri alinirsa

o, = ﬁ(t)JrZUz'éz‘(t)
O, = eilt)
u, = ex(t)

elde edilir.

k
rank {got, Puuys oo ¢Uk} = rank {n(t) + Zuiéi(t), e1(t), ..., ek(t)} =k+1
i=1

oldugundan

{Spta Soup st Souk}

ciimlesi, (k4 1)—boyutlu yiizeyin tanimli olabilmesi i¢in, lineer bagimsiz alinacaktir.

{e1(t), €a(t), ooy en(t), E1(2), Ea(t), orry ex(t)}

ciimlesi tarafindan gerilen alt vektor uzayma M nin Ejy(t) igindeki (¢ nin E(t) ye
gore) asimptotik demeti denir ve A(t) ile gosterilir. Ciinkii (e;, é;) = 0 dir yani e;

lerin her biri asimptotiktir (Sabuncuoglu 1982).

A(t) = Spler(t), ealt), o ex(t), é1(2), ea(t), ... én(t)}

Bu geren ciimleyi Gram-Schmidt yontemiyle ortonormallestirirsek, A(t) nin Ej(t) yi

19



kapsayan ortonormal bazi olarak

{e1(t), ea(t), ..., ex(t), ars1(t), aria(t), ..., arrm(t) }

elde edilir. O halde, 0 < m < k olmak iizere boy A(t) = k + m dir.

Tanim 3.1.5 E™ de

k
QO(t, U, U,y ...y Uk) = n(t) + Z uzez(t)
i=1
ile parametrize edilmis M regle ylizeyi icin

{n(t),e1(t), ea(t), ..., ex(t), é1(t), é2(t), ..., éx(t) }

ciimlesi tarafindan gerilen alt vektor uzayma ¢ nin Ey(t) ye gore (M nin Ej(t)

icindeki) tegetsel demeti denir ve T'(t) ile gosterilir. Yani,

T(t) = Sp{i(t),ex(t), ea(t), ..., ex(t), €1(t), €2(t), ..., ex(t) }

dir. 7(t) nin de dahil edilmesi nedeniyle, 0 < m < k olmak iizere boy T'(t) = k +m
veya boy T(t) = k+ m + 1 oldugu sylenebilir.

M regle yiizeyinin

P = p(t,uy, uz, ..., ug)

noktas1 alindiginda, P noktasindaki tanjant uzayimin bir bazi

{QOt, §0u17 90u27 L) Souk}

lineer bagimsiz vektorler ciimlesidir. ¢ sabit tutularak u; ler degistirilirse, P noktasi
Ex(t) uzaymm tarayacaktir. Buna gore T'(t) tegetsel demeti, E(t) uzaymm tiim P

noktalarindaki teget uzaylarinin birlesimini kapsayacaktir. Yani
T(t) = | Ty (Ex (1))
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olur (Sabuncuoglu 1982).

Simdi de é;(¢) tiirevlerini ve A(t) asimptotik demetinin bazim tek olarak belirleyen

onemli bir teoremi verelim.

Teorem 3.1.1 E™ de (k + 1)—boyutlu genellegtirilmis regle yiizey M olsun. Her
t € I i¢in Ej(t) uzaymin dyle bir

{e1(t), ea(t),....ex(t)}

baz1 bulunabilir ki, bu baz icin

k
é@' = Zaijej—i—makﬂ ] 1§Z§m§]€
j=1
k
j=1

dir ve {e1(t), ea(t), ..., ex(t)} bazi, A(t) asimptotik demetinin ortonormal olan

{e1(t), ea(t), ..., ex(t), ars1(t), aria(t), ..., arrm(t) }

bazini tek olarak belirler.

Ispat: boy T(t) = k + m oldugunda A(t) asimptotik demetinin ortogonal bir baz,
Gram-Schmidt yontemiyle

{e1(t), ea(t)s ooy en(t), 61(t), Ea(t), s Em(®)} 5 0<m <k

olarak bulunur. Burada

dir. Eger
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alimirsa A(t) asimptotik demetinin ortonormal bir bazi

{ei(t), ea(t), ..., en(t), ans1(t), aryoq) (1), o) Qprm(t) }

seklinde bulunur. Ayrica

é; € Sp{e(t),ea(t), ..., ex(t), apsr1(t), agsa(t), ..y aprm(t)}

oldugundan
k k
é; ZZOQ']' €j+zaivak+v ; 1<i<k (3'1'2)
j=1 v=1
dur.
(€i,5) = — (i, €5)
oldugundan
Oij = —0ji

dir. (3.1.2) esitligi a4, ile sagdan carpilirsa
O = <éi7ak+v>

elde edilir.

. Gy
Oiw = €i,m
v

1

= —— (&,¢€
IR
é; yerine vektor degerini yazarsak
I
O = m <627 ev>

bulunur. ¢ # v i¢in 0, =0 (1 <v <m) olur. i = v i¢in
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| €
[l & ||
= [lé&l]

= K; , ki >0

dir. Bu halde (3.1.2) esitliginde 1 < i < m igin i # v ise 04, = 0 ve i = v ise 0y = K;
oldugundan

k
éi:ZOéijej+/§iak+i ; 1<i<m<k
j=1

seklini alir. m + 1 < ¢ < k i¢in daima ¢ # v olacagindan ve bu durumda

0iv = 0 oldugundan
k
éi:Zaijej i m+1§2§k
j=1

dir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Tanim 3.1.6 {e;(t),ex(t), ..., ex(t)} bazina FEy(t) uzaymn dogal tasiyici bazi
veya M nin asli gatisi denir (Frank and Giering 1976).

Tanim 3.1.7 E™ de (k + 1) —boyutlu genellegtirilmis regle yiizey M olsun.
boy T'(t) = k+m = boy A(t) ise M nin sirt uzay1 vardir denir (Frank and Giering
1976).

Bu durumda M nin n(/) dayanak egrisinin 7(t) hiz vektorii, A(¢) asimptotik deme-

tinin i¢indedir. O zaman

k m
At) = Ceit > njan
i=1 =1

olacaktir. Bir diger p(t) dayanak egrisi, n(I) egrisine bagh olarak yazilirsa

p(t) =n(t) + Z u;(t) ei(t)
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dir. p(t) dayanak egrisinin p(t) hiz vektorii ise,

pt) = 0t)+ Z (1) es(t) + Z u;(t) é;(t)

k m k
= 0(t) + Zui(t) e;(t) +Zui(t) &(t) + 'Z i (t) é(t)

seklindedir. Teorem 3.1.1 de ifade edilen é;(t) tiirevleri ve 7(t) degerleri yukaridaki

esitlikte yazilirsa

k

pt) = ;g ei(t) + Z jar4j + Z i (t) ei(t) + i:: u;(t) (Jz: aije;(t) + Hiakﬂ.>
. mf;lui@ (Z aijeju))
. izijcieiu) + in n gum i) + i wlt) (Z a@-ej(t))
- zi: w(t) (Kiagri) + k ( > wilt) (asiey (t))>

7j=1 i=m-+1

k k
- S S+ S +z(zu1 oy

= Z Ciei(t) + Z 1j0k+j + Z w;(t) e;(t) + Z <Z ui(t) (uze; (ﬂ))

p(t) = Z (gj + (1) + Z %> )+ Z i (t)Ky) age
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elde edilir. Burada

n; +u;(t)k; =0 ; 1<j<k<m
sisteminin m tane,
U i ;o k>0
R

gibi, sifirdan farkli bir skalar ¢oziimii tek olarak olarak belirlidir. Bu m tane skalar
icin p(t) huz vektorii F(t) icinde kalir. Geriye kalan k —m tane degisken keyfi olarak
segilebilir. Bunlar (k—m)—boyutlu bir alt vektor uzay1 olustururlar. Bu uzay, Ky_,,
ile gosterilirse Ky_,, uzayma M regle yiizeyinin sirt uzay1 denir. Bu durumda,

boy T(t) = boy A(t) ise M regle yiizeyinin bir sirt uzay: olusabilecegi sylenebilir.
Ustelik & = m ise Kq uzay1 0—boyutlu (nokta) bir sirt uzay1 olur (Sabuncuoglu 1982).

Tanim 3.1.8 K;_,, alt vektor uzayi, n(I) egrisi boyunca dogrultman uzay: olarak
alinirsa ¢ tarafindan igerilen yeni bir regle yiizey meydana gelir. Daha kiiciik,

(k — m + 1)—boyutlu bu yeni regle yiizeye sirt regle yiizeyi denir.

Tamim 3.1.9 E" de (k + 1) —boyutlu genellestirilmis regle yiizey M olsun.
boy T'(t) = k+m+1+# boy A(t) ise M regle yiizeyinin merkez uzayi vardir denir
(Frank and Giering 1976).

Bu durumda

n(t) & A(t) = Sp{ei(t),ea(t), ..., ex(t), é1(t), éa(t), ..., éx(t)}

dir. T'(¢) nin
{e1(t), e2(t), ..., ex(t), €1(t), €2(t), ..., éx(t) }

ciimlesinden Gram-Schmidt yontemiyle elde edilen ortonormal bir bazi olarak

{€1,€9, ey €y Qpr1, At 2y ovy Aty Ctmt b

sistemini alalim. Burada a1 isareti diginda tek olarak belirlidir. O halde
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k m
0(t) = Z Ciei + Z Nj0k+j + M1 Qktm+1 5 N1 7 0

i=1 j=1
olacaktir. Bir diger p(t) dayanak egrisi, n(/) egrisine bagh olarak yazilirsa ve ¢
degiskenine gore tiirev alinirsa p(t) hiz vektorii bulunur. p(t) tiirevinde Teorem 3.1.1

de ifade edilen ¢é;(t) tiirevleri ve n(t) degerleri yazilirsa

k k k
Pty = (Cj +(t) + ) Uz‘(t)oéz‘j> e;(0) + > (n; + w()K5) Qs + M1 Bhyme
j=1 i=1 j=1
olur. Burada
n; +u(t)r; =0 : 1<j<k<m
sisteminin m tane,
uj i ;o k>0
R

gibi sifirdan farkl bir skalar ¢oziimii tek olarak olarak belirlidir. Geriye kalan £ —m
tane degisken keyfi olarak segilebilir. Bunlar (kK — m)—boyutlu bir alt vektor uzay:
olustururlar. Bu uzay, Zj_,, ile gosterilirse Zj_,, uzayma merkez uzay denir. Bu
durumda, boy T'(t) # boy A(t) ise M regle yiizeyinin bir merkez uzay1 olusabilecegi
soylenebilir. Ustelik k = m ise Zy uzay1 0—boyutlu (nokta) bir merkez uzay1 olur

(Frank and Giering 1976).

Tanim 3.1.10 E" de (k + 1) —boyutlu genellegtirilmis regle yiizey M olsun. Zj_,(t)
alt vektor uzayi, n(I) egrisi boyunca dogrultman uzay: olarak alinirsa M tarafindan
icerilen yeni bir regle yiizey meydana gelir. Daha kiigiik, (k — m + 1)—boyutlu bu
yeni regle yiizeye merkez regle yiizeyi denir. Ayrica Zj_,,(t) merkez uzaymin her

bir noktasina merkez noktasi denir (Caliskan 1983).

Tanim 3.1.11 E™ de (k + 1) —boyutlu genellegtirilmis regle yiizey M olsun. Her
t € I igin M nin T'(t) tegetsel demetinin

{61 (t>’ €2 (t)a sy ek(t)’ ak-l—l(t)’ ak+2(t)7 o5 Ak+m (t)7 ak+m+1(t)}
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ortonormal bazini, £E™ nin

{el(t)v 62(t)7 i) ek(t)v ak-l—l(t)’ ak+2(t) 700y Ak+m (t)’ ak+m+1(t> » Qkt+m+2 (t)a S an(t>}

ortonormal bazina tamamlayan

{ak+m+2 (t)’ Ak+m+3 (t>’ ey a’n(t)}

ortonormal bazina tiimleyen ortonormal baz denir.

Tanim 3.1.12 { aximi2(t), arymys(t), ..., an(t)} sistemi E™ nin 7(f) noktasindaki

Ty (E™) tanjant uzaymin
m—(k+m+2)—1)=Mn—-k—m-—1)
boyutlu bir alt uzayim gerer. Bu alt uzay F'(t) ile gosterilmek iizere

F(t) = Sp{ aktm+2(t), Qrimss(t), .., an(t)}

dir. F(t) alt uzayr n(I) egrisi boyunca hareket ederken, E™ de M regle yiizeyi
tarafindan icerilmeyen (n — k — m) —boyutlu yeni bir regle yiizeyi iiretir. Uretilen
bu yiizeye n—boyutlu E™ uzaymin (n — k — m) —boyutlu tiimleyen regle yiizeyi

denir. Bu tiimleyen regle yiizey ¥,, ile gosterilir. W,, tiimleyen regle yiizeyi icin

\Iln (ta U2, U3, .-, unfkfm) = n(t) +

n—k—m
UN Ok+m+A

A=2

parametrizasyonu verilebilir (Tosun 1995).
3.2 E" Uzayinda 3—Boyutlu Regle Yiizeyler

Bu kesimde, 3.1 de yapilan ¢alismalara paralel olarak £ = 2 6zel halinde 3—boyutlu

regle yiizeyler incelenmistir.
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Tanim 3.2.1 E™ uzayimin bir
n : I —E"
t —n(t)

egrisinin her n(t) noktasinda tanmimh {e;(¢), ea(t)} ortonormal vektor alan sistemini
alalim. (e; e2) =0, (epe1) =1, (eae2) = 1 olup é; ve éq, sirasiyla, e; ve es nin n(/)

egrisi boyunca tiirevleri olsun. Bu durumda

<é1,61> = <é2,€2>:0

(€1,€2) + (€1,€2) = 0= (é1,e2) = — (€1, €2)

elde edilir.

E™ uzaymin 7)(t) noktasindaki tanjant uzay 7, (E™) olmak iizere, {e1(t), e2(t)} ctim-
lesi bu teget uzayin 2—boyutlu bir alt vektor uzayini gerer. Bu alt vektor uzayr Fs(t)
ile gosterelim. Yani

Sp{ei(t),eat)} = Ea(t) C Ty (E™)

dir. M = |J E»(t) ciimlesi E™ uzaymim 3—boyutlu alt manifoldudur. Bu alt manifold
tel
i¢cin bir parametrizasyon

o(t,ur, ug) = n(t) + urer(t) + uges(t)

seklindedir. Bu sekilde tanimlanan M manifolduna E™ de bir regle yiizey denir.
Es(t) ye bu yiizeyin dogrultman uzay: adi verilir. 7(I) egrisine ise M regle

yiizeyinin dayanak egrisi denir.

o(t, uy,ug) = n(t) + urer(t) + ugea(t)

olmak tizere

Yy = T](t) + Ulél(t) + Uzég(t)

0, = e1(t)
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Puy — €2 (t)

olup
{00, Purs Puy } = {01(t) + u1é1(t) + uzés(t), eq(t), ex(t)}

ciimlesi, yiizeyin tanimli olabilmesi icin lineer bagimsiz alinacaktir.

nt)+ue(t)+ue,(t)

Sekil 3.1 k=2 igin E" de Regle Yiizey

Tanim 3.2.2 Sp{ei(t),ea(t), é1(t), é2(t)} = A(t) alt vektoér uzayma M nin Fs(t)
icindeki asimptotik demeti denir. A(t) nin boyutu 0 < m < 2 i¢in 2+m dir. A(t)

uzay1 Es(t) yi kapsayan bir alt vektor uzayidir. A(t) uzayimin

m = 0 icin {ei(t),ea(t)}
m = 1 1Q1n {el(t)v €2 <t>7 as (t)}
m = 2 i¢in {ei(t),ex(t),as(t), as(t)}

seklinde ortonormal bazi bulunabilir.

Oncelikle m = 1 icin inceleme yapalim.
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Teorem 3.2.1 E" de (k = 2, m = 1) 3—boyutlu bir regle yiizeyi M olsun. Her t € T
i¢in Es(t) uzaymn yle bir {e;(t), e2(t)} baz1 bulunabilir ki bu baz igin,

€1 = ajpie1 +ape + kag k>0

€2 = ag1€1 + A€

dir ve bu baz M nin asimptotik demetinin {e;(t), e2(t), az(t)} bazim tek olarak be-

lirler. Burada {e;1(t), e2(t)} bazina Es(t) nin dogal tasiyici bazi denir.
Tanim 3.2.3 M yiizeyinin sabit bir P = ¢(t, u1, ug) noktas: dikkate alimirsa, bu P

noktasindaki tanjant uzayinin bir bazi

{S%‘Pula SOug} = {f) + w11 + uzés, €1, €2}

dir. ¢ sabit tutularak, u; ve us sayilar degistirilirse P noktasi Fs(t) uzaym taraya-
caktir. Buna gore Sp {0, €1, €2, €1, é3} uzay1 Es(t) nin tiim P noktalarindaki tanjant
uzaylarmin birlesimini kapsar. Bu uzay T'(t) ile gosterilir ve M nin FEs(t) icindeki
tegetsel demeti olarak adlandirilir. Bu durumda 3 <boyT(t) < 4 dir. Bu iki
durumu ayr1 ayri inceleyelim.

Tanim 3.2.4 boy T'(t) = 3 = boy A(t) ise M nin n(I) egrisinin 7(t) hz vektorii A(t)
uzayinin i¢indedir. Yani

N(t) = &re1 + &6z + myas (3.2.1)

bi¢imindedir. Herhangi bir p(t) dayanak egrisi, n(t) egrisine bagh olarak
p(t) = n(t) + ur(t)er(t) + ua(t)ex(t)
biciminde yazilabilir. Buradan
p(t) = 0(t) + t(t)er(t) + ui(t)ér(t) 4 ta(t)ea(t) + ua(t)éa(t)

olup (3.2.1) egitligini ve Teorem 3.2.1 deki é; ve é, tiirevlerini kullanarak
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p(t) = &er+E&ea+nas + uyer + ui(aner + arzes + kag) + toen
+UQ(CL21€1 + CL22€2)
= (& + U +urar + ugag)er + (§5 + e + ura12 + ugagz)es

+(n, +wiK)as

bulunur.

m+uk =0 (3.2.2)

olacak sekildeki P(¢) noktalar: i¢in p(t) vektorii Ey(t) nin i¢inde kalir. £ > 0 oldugun-

dan

_h
K

Uy =

skalar1 tek olarak belirlidir. Bu Es(t) iginde 1—boyutlu bir alt uzayi olugturur. Geriye
kalan bir degisken keyfi olarak secilebilir. Bu da, 1—boyutlu bir alt uzay1 olusturur.

Bu uzay1 K;(t) ile gosterelim. Bu uzaya M regle yiizeyinin sirt uzay denir.

Tanim 3.2.5 boy T'(t) = 4 # boy A(t) olsun. Bu durumda merkez uzayi vardir
denir. Ayrica 7(t) ¢ Sp{ei, e, a3} diir. {eq,eq,as, a4} ciimlesi T'(¢) nin ortonormal

bir bazi olacak bicimde bir a4 birim vektorii isareti diginda tek olarak belirlidir.

N(t) = &re1 + Exea + nyaz + 1504 (3.2.3)

olup herhangi bir

p(t) = n(t) + wr(t)ex(t) + ua(t)es(?)

dayanak egrisinin hiz vektorii

p(t) = 0(t) + i (t)er(t) +ur(t)ér(t) + ta(t)ex(t) + ua(t)éa(t)

dir. Bu ifadede (3.2.3) esitligini ve é;, é; tiirevlerini yerlerine yazarsak

p(t) = &er+ & +nas + nyas + Uy €1 + ug(aiier + arzes + Kag) + Uges

+us(age; + a22€2)
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= (& + U1 +uranr + ugan)er + (€5 + o + urais + usage)es + (n; + uik)ag

+1)904

bulunur.

7’]1‘*’1L1/€:0$U1:—m

lineer denklemi ile tanimlanan 1—boyutlu Z (t) uzayina M nin Fs(t) icindeki merkez

uzay1 denir.

Simdi de m = 0 igin teoremi ifade edip sirt ve merkez uzaylarini inceleye-

lim.

boy A(t) = 2+ m = 2+ 0 = 2 olacaktir. A(t) uzaymin {e;(t),e2(t)} bigiminde

ortonormal bir bazi bulunabilir.

€1 = ape; + ajze;
€a = azi€1 + axes
yazilabilecegi aciktir. Burada a;s = —asg; dir.

Teorem 3.2.2 (k = 2, m = 0) 3—boyutlu bir M Regle yiizeyinde Fs(t) uzaymin
oyle bir {e;(t), e2(t)} baz1 bulunabilir ki, bu baz i¢in

€1 = ajie1 + apzes

€2 = agi€1 + axes

dir ve bu baz A(t) nin bazim da {e;(t), es(t)} seklinde tek olarak belirler.

T'(t) tegetsel demet olmak iizere boy T'(t) =2+0 =2 veya boy T(t) =2+0+1=3
diir. Oncelikle boy T(t) = 2 alalm. n(t) dayanak egrisinin 7(t) hiz vektorii A(t)
uzayindadir ve

(t) = &rer + &oeo (3.2.4)
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seklindedir. Herhangi bir p(t) dayanak egrisi n(t) egrisine bagh olarak

p(t) = n(t) + wi(t)ei(t) + ua(t)ea(t)

seklindedir. Bu durumda,

p(t) = 0(t) + ua(t)ex(t) + ua(t)éx(t) + da(t)ea(t) + ua(t)é(t)

olup burada (3.2.4) esitligini ve Teorem 3.2.2 deki é; ve é; tiirevlerini yerlerine

yazarsak

p(t) = e+ Exea + Uy er + Ugen + ui(aer + ages) + ug(azier + axes)

= (& + U1 +urar; + ugagy)er + (& + e + urais + ugags)es

bulunur. Tiim P(t) noktalar i¢in p(t) vektorii Ey(t) igindedir. Sadece 2—boyutlu
bir uzay olugur. Bu uzaya sirt uzay: denir. Yani A(t) nin ve Ey(t) nin boyutlar
ayni ise bogaz uzayi1 yok, sirt uzayi vardir.

boy T'(t) = 3 olsun. Bu durumda

n(t) = &1e1 + Eyea + nya3

vektorii Sp {eq, ea} climlesinin eleman: degildir. {eq, e, a3} climlesi 7'(¢) nin ortonor-
mal bir baz1 olacak sekilde bir ag birim vektorii isareti disinda tek olarak belirlidir.
Herhangi bir p(t) dayanak egrisi, n(t) egrisine bagh olarak yazilirsa ve tiirevi alinirsa,

benzer islemlerle

p(t) = (51 +uy +uag; + U2a12)€1 + (52 + U + utag; + U2(l22)€2 + a3

olur. Bu sekildeki tiim P(¢) noktalarmin ciimlesi M regle yiizeyinin Es(t) igindeki

2—boyutlu merkez uzayim olustururlar.

Son olarak m = 2 igin teoremi ifade edip sirt ve merkez uzaylarini inceleye-

lim.
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boy A(t) = 242 = 4 olsun. A(t) uzaymn {e;, ey, as,as} seklinde ortonormal bir

bazimi bulabiliriz.

Teorem 3.2.3 3—boyutlu bir M Regle yiizeyinde Es(t) uzaymin Syle bir {e;(t), ea(t)}

bazi bulunabilir ki bu baz i¢in,

él = ap1e1 + apees + K1a3 K1 > 0

€2 = agiey + axey + Koay , kKo >0

dir ve bu {eq, es} baz1 A(t) nin {ey, e, ag, as} bazam tek olarak belirler.

boy T(t) = 4 veya boy T(t) = 5 dir. Oncelikle boy T(t) = 4 alalim. 7(t) dayanak

egrisinin 7)(t) iz vektorii A(¢) uzayimn iginde olup
M(t) = &re1 + &ae2 + nyas + 1za4 (3.2.5)
seklindedir. Herhangi bir p(t) dayanak egrisi, n(t) egrisine bagh olarak yazihirsa
p(t) = n(t) + ur(t)er(t) + ua(t)ea(t)

dir.
p(t) = 0(t) + 1w (t)er(t) + ui(t)ér(t) + ta(t)ea(t) + ua(t)éa(t)

tiirevinde (3.2.5) esitligini ve Teorem 3.2.3 deki é; ve é; tiirevlerini yerlerine yazarsak
p = &er+&yea +mias + iy e + lgey + ui(arier + anes + Kiag) +
+ug(agier + aes + Koaq) + 1504

= (& + W +urarn + ugag)er + (€5 + o + wrara + ugass)es +

+(my + urk1)as + (ny + ugka)ay

bulunur.

n +uk; =0 ve 1)y + ugke =0
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lineer denklemlerini saglayan

skalarlar geklindeki P(t) noktalar igin p(t) vektorii Eo(t) uzay: icindedir. wujve ug
skalarlar1 tek olarak belirli olup, geriye 2 — 2 = 0 tane keyfi degisken kalr. Yani M
nin Fs(t) iginde sirt uzay: yoktur.

boy T(t) = 441 =5 alimirsa bu durumda 7)(t), Sp{ei, €2, as, as} ciimlesinin elemani
degildir ve {eq, es, as, ayq, a5} ciimlesi T'(¢) nin ortonormal bir bazi olacak gekilde as;

tek olarak belirlidir. Bu durumda

0(t) = &rer + &xea + nyas + nyas + n3as

dir. Benzer iglemlerle p(t) egrisinin hiz vektorii

p(t) = (& + U + urary + ugas ey + (€5 + U + urais + usag)es +

+(1, + wik1)as + (1 + ugka)ay + n3as

olarak bulunur.

N +uky =0  ve 1y + uske =0

lineer denklemleri ile tanimli merkez uzayinin boyutu 2 — 2 = 0 dir. Merkez uzay:

yoktur.
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4. LORENTZ UZAYINDA REGLE YUZEYLER
4.1 .3 3—Boyutlu Lorentz Uzayinda Regle Yiizeyler

Tamm 4.1.1 L3 3—boyutlu Lorentz (Minkowski) uzayimnda verilen bir [ dogrusunun
verilen bir 7 () egrisi boyunca hareket ettirilmesi ile bir yiizey elde ediliyorsa bu yii-
zeye 3—boyutlu Lorentz uzayinda bir regle yiizey denir. 7 (/) egrisine dayanak

egrisi ve [ dogrusuna regle yiizeyin bir anadogrusu denir (Turgut 1995).

Tamim 4.1.2 L2 3—boyutlu Lorentz uzayinda, bir regle yiizeyin anadogrular

boyunca teget diizlemleri ayni ise regle yiizeye aglabilirdir denir (Turgut 1995).

Tamim 4.1.3 L3 3—boyutlu Lorentz uzaymda acilabilir olmayan bir regle yiizey ve-
rilsin. Regle yiizeyin komsu iki anadogrusunun ortak dikmesi varsa bu dikmenin esas
anadogru iizerindeki ayagina merkez (bogaz, striksiyon) noktasi denir (Turgut

1995).

Tamm 4.1.4 L3 3—boyutlu Lorentz uzayinda acilabilir olmayan bir regle yiizeyin
anadogrusu, dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken merkez noktalarinin geomet-

rik yerine bogaz ¢izgisi (striksiyon egrisi) denir (Turgut 1995).

Tamm 4.1.5 L3 3—boyutlu Lorentz uzayinda regle yiizeyin anadogrularinimn her-
birini dik olarak kesen bir egri varsa bu egriye regle yiizeyin bir ortogonal yo6riin-

gesi denir (Turgut 1995).

Tamim 4.1.6 L3 3—boyutlu Lorentz uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine
indirgenmis metrik pozitif tammh ise M ye L? de space-like yiizey denir (Beem

and Ehrlich 1981).

Tamm 4.1.7 L3 3—boyutlu Lorentz uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi {izerine
indirgenmig metrik Lorentz metrigi ise M ye time-like yiizey denir (Beem and

Ehrlich 1981).

Teorem 4.1.1 L3 3—boyutlu Lorentz uzaymda regle yiizeyin time-like olmasi i¢in

gerek ve yeter kogul, yiizeyin N normalinin space-like bir vektor alani yani (N, N) > 0
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olmasidir (Turgut 1995).

Teorem 4.1.2 L3 3—boyutlu Lorentz uzaymda M regle yiizeyinin space-like olmasi
i¢in gerek ve yeter sart, ytizeyin N normalinin time-like bir vektor alan1 yani

(N, N) < 0 olmasidir (Turgut 1995).

Tamm 4.1.8 L2 3—boyutlu Lorentz uzayinda bir yiizey M ve M nin sekil opera-

toriine karsilik gelen matris S olsun. Bir P € M icin
K(P)=edetSp ; e=(N,N)
degerine M nin P noktasindaki Gauss egriligi,
K:M-—-R

fonksiyonuna M yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir.

M yiizeyi space-like ise ¢ = (N, N) = —1 oldugu i¢in K = —det S ve M time-like
ise ¢ = (N, N) = +1 oldugundan K = det S dir (Turgut 1995).

4.2 L™ n—Boyutlu Lorentz Uzayinda Space-like Dayanak Egrili (Time-like
Dogrultman Uzayli) Genellestirilmis Time-like Regle Yiizeyler (Lorentz
Regle Yiizeyler)

Tanim 4.2.1 L™ n—boyutlu Lorentz (Minkowski) uzayinda {0} € I C R olmak

tizere diferensiyellenebilir bir space-like 7 (I) egrisini alalim.

n : I —L"

t—n(t)

1 (I) egrisinin her 7n(t) noktasinda tanimli ortonormal vektor alan sistemi

{e1(t), ea(t),...,ex(t)}

ile verilsin. Bu sistem 7(t) € L. noktasindaki 7}, (L") tanjant uzaymin k—boyutlu
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bir alt uzaym gerer. Bu alt uzay1 Ey(t) ile gosterelim. Yani

Ex(t) = Sp{ei(t),ea(t), ..., ex(t)}

olup time-like alt uzaydir. FE(t) time-like alt uzayr n(I) egrisi boyunca hareket
ederken L™ de (k + 1)—boyutlu bir yiizey meydana getirir. Bu yiizeye L™ uzayinda
(k + 1)—boyutlu space-like dayanak egrili (time-like dogrultman uzayh)

genellestirilmis time-like regle yiizey denir ve M ile gosterilir.
M = Ei(t)

icin kullanacagimiz parametrizasyon

p(t) =n(t) + Y wieilt) (4.2.1)

dir (Aydemir 1995).

Tanim 4.2.2 L" n—boyutlu Lorentz uzayinda (4.2.1) esitligi ile tammlanan M
yiizeyinin FEj(t) alt uzaymma time-like dogrultman uzay, n(I) egrisine yiizeyin

space-like dayanak egrisi denir (Aydemir 1995).

Eger ¢ nin ¢ ve u; (1 <i < k) degigskenlerine gore tiirevlerini alirsak

9Mﬂ=Mﬂ+§)Wﬁ) ve (1) = eit)

olmak tizere

{got, Duiys oo gpuk} = {77(15) + Zuiéi(t), e1(t), ..., ek(t)}

sistemini, (k + 1)—boyutlu yiizeyin tanimli olmasi i¢in lineer bagimsiz alacagz.

Tanim 4.2.3 1" de (k + 1)—boyutlu bir time-like regle yiizey M ve Ej(t) time-like
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dogrultman uzay olsun.

Sp{ei(t),ea(t), ..., ex(t), é1(t), é2(t), ..., ém(t)}

alt uzayma M nin FEy(t) ye gore asimptotik demeti denir ve A(t) ile gosterilir.

boy A(t) =k+m, 0 <m <k kabul edilirse, A(t) nin Ej(t) yi igeren

{e1(t), ea(t), ..., ex(t), aps1(t), apro(t), ..., aprm(t)}

seklinde bir ortonormal bazi vardir (Aydemir 1995).

Teorem 4.2.1 " de (k+ 1)—boyutlu space-like dayanak egrili time-like regle yiizey
M ve asimptotik demeti A(t) ise A(t) time-like alt uzaydir (Aydemir 1995).

Ispat: Ispati bir baska yoldan yapahm. A(t) nin Ej(t) yi iceren

{e1(t), ea(t), ..., ex(t), ars1(t), aria(t), ..., agrm(t) }

ortonormal bazi bulunabilir. Ej(t) time-like alt uzay oldugundan e; (1 < i < k)
vektorleri icin

(€i,e5) =€iby; 3 1<4,7<k

bagmtisi saglanmir. Ayrica, L™ Lorentz uzaymda indeks ¢ = 1 oldugundan FEj(t)
time-like uzayimda

<€i, 61'> =-1<0

olacak sekilde bir tek time-like vektor vardir. L™ uzayi, indeksi ¢ = 1 olan yari-
Oklidyen uzay oldugundan L™ in bir ortonormal bazinda bir tek time-like vektor

vardir. Bu nedenle

A(t) = Sp{ei(t),ea(t), ..., ex(t), ars1(t), agra(t), ..., aprm(t)}

bir time-like alt uzaydir.

Tanim 4.2.4 L™ de (k+ 1)—boyutlu time-like M regle yiizeyinin time-like dogrult-
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man uzay1 Fy(t) ve dayanak egrisi n(I) olsun.

Sp{n(t),ei(t),ea(t), ..., ex(t), é1(t), éa(t), ..., éx(t)}

alt uzayma M nin Ej(t) ye gore tegetsel demeti denir ve T'(¢) ile gosterilir. Eger
boy A(t) =k +m ise, boy T(t) =k +m veya boy T'(t) = k +m + 1 dir.

Kabul edelim ki, boy T'(t) = k+m = boy A(t) olsun. Bu durumda time-like M regle

yiizeyinin sirt uzay1 vardir ve

{el(t)7 eZ(t)’ ceey ek(t)a a'k-l—l(t)? ak+2(t)v ceey ak-‘rm(t)}

hem A(t) nin hem de T'(¢) nin ortonormal bazidir. Eger boy T(t) = k+m+ 1 # boy

A(t) ise bu durumda time-like M regle yiizeyinin merkez uzay: vardir ve

{€1<t)7 €2 (t)a s Gk (t)a akJrl(t)? Qk+2 (t)’ sy ak+M<t)7 Ak+m+1 (t)}

T'(t) nin ortonormal bazidir.

Teorem 4.2.2 L" n— boyutlu Lorentz uzayinda space-like dayanak egrili time-like

regle yiizeyin 7T'(t) tegetsel demeti, time-like alt uzaydir (Aydemir 1995).

Ispat: Ispat1 degisik bir yoldan yapalim. boy T(t) = k+m = boy A(t) ise T(t) = A(t)
olup Teorem 4.2.1 den A(t) time-like oldugundan T'(¢) de time-like alt uzaydir. boy
T(t) = k+m+1 # boy A(t) ise L", indeksi ¢ = 1 olan yar1-Oklidyen uzay oldugundan
bazindaki tek time-like vektor Ey(t) i¢inde kalir. O halde T'() time-like alt uzaydur.

Teorem 4.2.3 L de (k + 1)—boyutlu time-like regle yiizey M ve dogrultman uzay1

Ey(t) olsun. t, € I olmak tizere {e;(t9)},_; , , Ex(t) nin ortonormal baz olsun.

to € J C I olacak sekilde bir J agk araligi bulunabilir ki, bu aralkta Ej(¢) nin
vVt € J i¢in

(énei)=0 5 1<ij<k

olacak gekilde bir



ortonormal bazi tek tiirlii bulunabilir (Aydemir 1995).

Teorem 4.2.4 L. de (k + 1)—boyutlu time-like regle yiizey M ve M nin asimptotik
demeti A(t) olsun. boy A(t) = k+m (0 <m < k) ve Ei(t) time-like dogrultman

uzayinin ortonormal bazi

{e1(t),ea(t), ..., em(t), emi1(t), emaa(t), ..., ex(t)}

olsun. Bu takdirde, m tanesinden olusan ortonormal bir baz segilebilir.

{e1(t), ea(t), ...,em(t)}

ortonormal sistemi

olup

(€1,€1) > (€,€2) > ... > (Em, Em) >0

yani

ledl® > e > . > llem|* >0
olarak secilebilir. Burada

k

éi = GZ — Z&j <61, 6j> Gj
j=1
dir (Aydemir 1995).
{el(t)7 62(t)a sy em(t)7 em—l—l(t)a em+2(t)> ceey ek(t)}

icinden, aralarinda time-like baz vektorii de olabilecek gekilde

{e1(t), ea(t), ...,em(t)}
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ortonormal baz sistemini alalim.

{é1(t), éx(), ..., em(t)}

tiirevlerini aldiktan sonra her bir tiirev vektoriinii Gram-Schmidt metodu ile orto-

normallestirerek

seklinde yeni bir space-like ortonormal baz sistemi elde edilebilir. Bu yeni ortonormal

baz

{e1(t), ea(t), ...,em(t)}

seklinde secilebilir.
Sonug: A(t) = Sp{ei(t),ea(t), ..., ex(t), é1(t), é2(t), ..., éx(t)} asimptotik demetinin
{er(t), ex(t), o enlt), E1(0), &2(0), ()} 5 O<m <K

seklinde bir ortogonal bazi1 bulunabilir.

Teorem 4.2.5 L™ de (k+1)—boyutlu time-like regle yiizey M, time-like dogrultman
uzay1 Ey(t) ve asimptotik demeti A(t) olsun. boy A(t) = k + m igin Ej(t) nin

{e1(t), ea(t), ..., ex(t)}

ortonormal bazi

k
éi = Zaijej—i—makH ] 1§z§m
j=1
k
éi = Zaijej ) m+1§z§k‘
j=1
olacak gekilde segilebilir. Burada ¢; a;; = —ayi, €5 = (ej,¢€;) ve

K1 > Kg > ... > Ky > 0 dir (Aydemir 1995).
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Ispat: Bir bagka yoldan ispati verebiliriz. boy A(t) = k + m ise Sonugtan A(t) nin

{e1(t), ea(t), ooy en(t), E1(2), Ea(t), orry B (t)}

olacak sekilde bir ortogonal bazi bulunabilir. Eger

o

%Hznf ; 1<i<m

ill

™

ise A(t) nin

{e1(t), ea(t), ..., ex(t), aps1(t), apro(t), ..., aprm(t)}

ortonormal bazi bulunabilir. Ayrica

éi(t) € Sp{ei(t),ea(t), ..., ex(t), ars1(t), agra(t), ..., aprm(t)}

oldugundan
k m
ez(t) = Z Q5 €5 + Z Oy Qytg ; 1 S 1 S k (423)
j=1 v=1
yazilabilir.
<617€j>:5i6ij ] 1§Z,]§k
oldugundan
<éi’ej> - <euej>
(¢i,€5) €5 Qi €i Qi
veya
E€s Qi = —0y; E€s = —EEj ; 1<s<k

elde edilir. (4.2.3) den 0;, hesaplanirsa

Oy = <éi;ak+v>
(e127)
= €; _
“Tal
1 .
— — €. 6
Tay ‘e
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it # v icin Teorem 4.2.3 den

<€Z‘, év> =0
oldugundan
Oin =0 ; 1<v<m , i #v
bulunur. ¢ = v i¢in
oii = || & = K
olur ve Teorem 4.2.3 den
K1 > Koy > ...> Ky >0
elde edilir. Bu halde 1 <7 < m i¢in
k
éi(t):Zozijej—l—FoiakH 3 1§Z§m
j=1

dir. m+ 1 <i < k i¢in daima i # v oldugundan o;, = 0 olup
k

éi:Zaijej ; m+1<i<k
j=1

dir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Tanim 4.2.5 L™ n— boyutlu Lorentz uzaymda boy T(t) = k +m = boy A(t) ise

space-like n(/) dayanak egrisinin hiz vektorii 7(t) olmak tizere

(t) € A(t) = Sp{ei(t), eat), o, ex(t), ansr (t), apsa(), ., rpm(t)}

dir. O halde i

Nty =D &eit Y man,
j=1

=1

p(t) =n(t) + Z u;(t) ei(t)
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olup tiirevi

p(t) = Z <§j + (1) + Z 0 Uz’(t)) ei(t) + Y (0, + ts(t) Ks) Qs
dir.
N+ us(t) g = 0 (4.2.4)

kogulunu saglayan P(t) noktalar i¢in p(¢) tiirev vektorleri Ey(t) iginde kalacaktir.

ks > 0 (1 <s<m) oldugundan (4.2.4) denkleminin m tane us(t) ¢oziimii tek
olarak belirlidir. Geriye kalan k — m tanesi keyfi olarak segilebilir. (4.2.4) denklem-
ini saglayan P(t) noktalarimin ciimlesi Ey(t) i¢inde (k — m)—boyutlu bir alt uzay1
olugtururlar. Bu uzaya sirt (edge) uzay1 denir ve Ki_,,(t) ile gosterilir (Aydemir

1995).

Ek(t) time-like alt uzay oldugundan baz vektorlerinden bir tanesi time-like vektordiir.
Eger bu time-like vektor, Kj_,(t) sirt uzayimin i¢inde ise Ky_,,(t) sirt uzay: time-like
dir. Eger bu time-like vektor Ky_,,(¢) sirt uzaymin disinda ise Ky_,,,(¢) sirt uzayi

space-like dir (Aydemir 1995).

Tanim 4.2.6 K;_,,(t) nin 7 egrisi boyunca hareket ettirilmesiyle meydana gelen

yiizeye sirt regle yiizeyi denir (Aydemir 1995).

Teorem 4.2.6 Kj;_,,(t) sirt uzayi, time-like (space-like) uzay ise sirt regle yiizeyi

time-like (space-like) regle yiizeyidir (Aydemir 1995).

Tanim 4.2.7 L de M time-like regle yiizeyinin tegetsel demeti T'(¢) ve asimptotik

demeti A(t) olmak tizere,

boyl'(t) = k +m + 1 # boyA(t)

olsun. Bu durumda M nin (/) dayanak egrisinin 7(t) hiz vektorii igin

(t) & At) = Sp{er(t), ea(t), ..., ex(t), arsa(t), arya(t); -oos rym(t)}
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dir. T'(¢) nin bir ortonormal baz

{€1<t)7 €2 (t>’ e Gk (t)v a’k-i-l(t)? Ak+2 (t)7 S a’k+m<t)7 a’k+m+1<t)}

dir. O halde 7,,,; # 0 olmak {iizere

k m
0(t) = Z & eilt) + Z My kv + N1 Ut 1
i=1

v=1

yazilabilir. p(t) tiirev vektorii hesaplanirsa

k k m
p(t) = Z <§z + (1) + Z Qji U (t)> ei(t) + Z (M6 + s () Ks) Qs + M1 Gt
i=1 Jj=1 s=1
bulunur.
775+us<t)/is:() 3 1§8§m

olacak bicimdeki P(t) noktasi i¢in p(t) tiirev vektorleri

Sp{n(t),ei(t),ea(t),...,ex(t)}

alt uzay icinde yatar.

oldugundan

ns + us(t) ks =0

lineer denklem sisteminin P(t) ¢oziim noktalari,

Sp {ﬂ(t% 61(t), 62(t)7 e ek(t)}

icinde (k —m) —boyutlu bir alt uzay1 doldururlar. Bu alt uzaya M nin merkez

uzay1 denir ve Zy_,, ile gosterilir.

Ek(t) bir time-like alt uzay oldugundan bir tane baz vektorii time-like’dir. Bu time-

like vektor Zy_.,(t) icinde ise merkez uzay time-like aksi halde space-like’dur.
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O halde, bir M time-like regle yiizeyin merkez uzay: ile ilgili agagidaki teorem veri-

lebilir.

Teorem 4.2.7 M, L™ de (k+1)—boyutlu bir time-like regle yiizey ve tegetsel demeti
de T'(t) olsun. Eger boy T'(t) = k + m + 1 ise M nin merkez uzay: time-like veya

space-like’dir.

Tanim 4.2.8 Eger M nin dayanak egrisi olarak n ve dogrultman uzay olarak Zy_,(t)
alinirsa; Zy_m,(t), n boyunca hareket ederken " de M tarafindan igerilen (k —m +
1)—boyutlu bir regle yiizey meydana getirir. Bu yiizeye M nin (kK —m + 1)—boyutlu

merkez regle yiizeyi denir.

Calismamiz boyunca n dayanak egrisi daima space-like kabul edildiginden Zj_,(t)
dogrultman uzay1 time-like ise merkez regle yiizey time-like regle yiizey, Zg_pn(t)

space-like ise merkez regle yiizey space-like regle yiizeydir.
Merkez uzay ve merkez regle yiizey ile ilgili agsagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.2.8 M, ." de (k + 1)—boyutlu bir time-like regle yiizey ve T'(t) de M
nin tegetsel demeti olsun. Eger boy T'(t) = k + m + 1 ise M nin bir merkez regle

yiizeyi vardir ve bu merkez regle yiizey time-like veya space-like’dir.

4.3 L™ n—Boyutlu Lorentz Uzayinda Time-like Dayanak Egrili (Space-like
Dogrultman Uzayli) Genellestirilmis Time-like Regle Yiizeyler (Lorentz
Regle Yiizeyler)

Tanim 4.3.1 L.” Lorentz uzaymda , 0 € I C R i¢in

n : I —L"
t —n(t)
olacak gekilde diferensiyellenebilir bir () time-like egrisini gozoniine alahm ve 7(1)

ile gosterelim. 7(1) time-like egrisinin her n(t) noktasinda tanimlh ortonormal vektor

alan sistemi

{e1(t), ea(t), ..., ex(t)}
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ile verilsin. Bunun anlamu,
(e, €5) = bi
olup e; nin 7(I) time-like egrisi boyunca tiirevi é; ise, bu durumda

(€ire5) + (e, &) = 0 = (ée5) = — (e, &)

elde edilir. L uzaymin 7(t) noktasindaki tanjant uzay1 T, ) (L") olmak tizere

{e1(t), ea(t),...,ex(t)}

ciimlesi bu teget uzayin k—boyutlu bir alt vektor uzayini gerer. Bu alt vektor uzayini

Ex(t) ile gosterelim. Yani

Sp{ei(t), ext),...,ex(t)} = Ex(t) C Tyuy(IL7)

dir. n(I) egrisi, time-like egri ise her ¢ € I icin 7(t) time-like vektordiir. 7(t) ¢ Ex(t)
oldugundan Ej(t) space-like alt uzaydir. Ej(t) space-like uzay, n(I) time-like egrisi
boyunca hareket ederken L de (k + 1)—boyutlu bir regle yiizey meydana getirir ve

bu ytizey M ile gosterilsin. Bu durumda

M = JExn(t) . 1<k<n-2
tel
dir. M yiizeyi igin
k
o(t, uy, ug, ..., u) = n(t) + Zuz ei(t) (4.3.1)
i=1

parametrizasyonu verilebilir. Bu sekilde tanmimlanan M regle yiizeyine L™ uzayinin
(k + 1)—boyutlu time-like dayanak egrili (space-like dogrultman uzayh)
genellestirilmis time-like regle yiizeyi denir (Tosun 1995).

Tanim 4.3.2 (4.3.1) esitligi ile tammlanan yiizeyin FEy(t) alt uzaymna space-like

dogrultman uzay, n([) egrisine ise yiizeyin time-like dayanak egrisi denir.

Tanim 4.3.3 L" de (4.3.1) ile verilen time-like dayanak egrili M time-like regle
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yiizeyinin t ve u; degiskenlerine gore tiirevleri alinirsa

o, = ﬁ(t)+Zuiéi(t)
O, = eilt)
Cu, = ex(t)

elde edilir.

{th, gDul, vy gOuk} = {’I](t) + ZUZ GZ(t), 61(t), ceey ek(t)}

ciimlesi, (k + 1)—boyutlu yiizeyin tanimh olabilmesi i¢in lineer bagimsiz alinacaktir.

Sp{ei(t),ea(t), ..., ex(t), é1(t), éa(t), ..., éx(t)}

alt vektor uzayma M nin Fy(t) ye gore asimptotik demeti denir ve A(t) ile gos-

terilir. A(t) nin Fj(t) yi kapsayan ortonormal bazi, 0 < m < k olmak iizere

{e1(t),ea(t), ..., ex(t), ags1(t), apro(t), ..., aprm(t)}

olarak alalim. O halde, boy A(t) = k + m dir (Tosun 1995).

Tanim 4.3.4

Sp{n(t),ei(t), ea(t), ..., ex(t), é1(t), é2(t), ..., éx(t) }

alt vektor uzayma M nin Fy(t) ye gore tegetsel demeti denir ve T'(¢) ile gosterilir.

boy A(t) = k + m alirsa boy T'(t) = k + m veya boy T'(t) = k +m + 1 dir. boy
T(t) = k+m ise boy A(t) = boy T'(t) olup bu durumda M time-like regle yiizeyinin
sirt uzay1 vardir. 7)(t) € T(t) oldugundan n(t) € A(t) dir. boy T(t) =k +m + 1 ise
boy A(t) # boy T(t) oldugundan M time-like regle yiizeyinin merkez uzay: vardir.

Ayrica 7)(t) time-like vektorii igin 7)(¢) nin ortonormallegtirilmesiyle elde edilen vektor
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Uk +ma1 olup T'(¢) nin ortonormal baz

{€1<t)7 €2 (t>’ e Gk (t)v a’k-i-l(t)? Ak+2 (t)7 S a’k+m<t)7 a’k+m+1<t)}

seklinde olacaktir.

M regle yiizeyinin

P(t) = QO(t, Uy, U2, ..., uk)
noktas1 alindiginda, P noktasindaki tanjant uzayimin bir bazi
{@t? (pula So'u,gv L) Souk}

lineer bagimsiz vektorler ciimlesidir. ¢ sabit tutularak u; ler degistirilirse, P noktasi
Ex(t) uzaym tarayacaktir. Buna gore T'(t) tegetsel demeti, Fy(t) uzaymmn tiim P

noktalarindaki tanjant uzaylarinin birlesimini kapsayacaktir. Yani

T(t) = | JTr(Bx(1))

dir (Tosun 1995).

Teorem 4.3.1 L. n—boyutlu Lorentz uzaymin (k + 1)—boyutlu time-like dayanak
egrili time-like regle yiizeyi M ve M nin tegetsel demeti T'(¢) ise T'(t) tegetsel demeti
daima time-like alt uzaydir (Tosun 1995).

Ispat: Ispati bir bagka yoldan yapabiliriz. boy T(t) = k 4+ m olsun. Bu durumda

{e1(t), ea(t), ..., ex(t), ars1(t), aria(t), ..., arrm(t) }

hem asimptotik hem de tegetsel demetin ortonormal bir bazidir. Yani A(t) = T'(t)
dir. #(t) € T(t) ve time-like vektor Fy(t) space-like alt uzay oldugundan 1 <i < m

icin ag.; baz vektorleri arasinda

(Apris Qi) = —1 <0
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olacak sekilde bir tek time-like vektor vardir. O halde

T(t) = Sp{ei(t),ea(t), ..., ex(t), ars1(t), agsa(t), ..., aprm(t) }

L™ de time-like alt uzaydir.

boy T(t) = k+m+ 1 olsun. Bu durumda n(/) dayanak egrisinin 7(t) hiz vektorii ise

(t) & Sp{er(t), ea(t), -, er(t), ara(t), arya(t); -oos rym(t)}

dir. Boylece T'(t) nin ortonormal baz

{€1<t)7 €2 (t)a s €k (t)a akJrl(t)’ Qk+2 (t)a ) ak+m<t)7 ak+m+1<t)}

seklindedir. Burada agypm1, 7(t) time-like vektoriiniin ortonormallegtirilmesi ile elde

edilen time-like vektordiir. Bu durumda

T(t) =5p {61(t)7 €2 <t>’ e Gk (t)v ak+1(t)7 Ak+2 (t)v sy ak+m<t)7 ak+m+1(t)}

tegetsel demeti L™ de time-like alt uzaydir.

Teorem 4.3.2 L} n—boyutlu Lorentz uzaymin (k + 1)—boyutlu time-like dayanak
egrili (space-like dogrultman uzayli) time-like regle yiizeyi M, tegetsel demeti T'(t)

olmak iizere A(t) asimptotik demeti,

i. boy A(t) = boy T(t) = k + m ise time-like

il. boy A(t) # boy T(t) = k+ m + 1 ise space-like
alt uzaydir (Tosun 1995).

Ispat: Ispati bir bagka yoldan verebiliriz. Eger, boy A(t) = boy T(t) = k + m ise

{e1(t), ea(t), ..., ex(t), ags1(t), apro(t), ..., axrm(t)}

hem A(t) asimptotik demetinin hem de T'(t) tegetsel demetinin ortonormal bir bazidir.

o1



T'(t) tegetsel demeti ile A(t) asimptotik demeti aymdir. 7'(t), Teorem 4.3.1 den dolay1
time-like oldugundan A(t) de time-like dir. Fakat boy A(t) # boy T(t) =k+m +1

oldugunda ise

0 & Splen(t), ea(t), -, er(t), arsa(t), arya(t), s akym(t)}

ve T'(t) nin ortonormal baz

{e1(t), ea(t), ..., ex(t), ars1(t), arsa(t), ..., arym(t), Gxrms1(t)}

olup time-like olan a1 vektorii, 7(t) time-like vektoriiniin ortonormallestirilmesi
ile elde edilmigtir. Lorentz uzaymda ind ¢ = 1 dir. Yani baz vektorlerinden bir

tanesi time-like dir. O halde A(t) asimptotik demeti, space-like alt uzaydir.

Teorem 4.3.3 " n—boyutlu Lorentz uzaymnda (k + 1)—boyutlu time-like regle

yiizey M ve M nin space-like dogrultman uzay1 Fy(t) olsun. o € I igin

{61 (to), 62(t0>, ceey ek(to)}

ciimlesi Fy(t) nin ortonormal bir bazi ise to € J C I olacak sekilde 6yle bir J C [

alt araligi bulunabilir ki, bu aralikta Ej(¢) nin her ¢ € J icin

sartini saglayan

ortonormal bazi tek tiirlii bulunabilir (Tosun 1995).

1 < i < k olmak iizere {e;(tp)} ortonormal baz ise <éi,éj> = 0 olacak sekilde

to € J C I alt araliginda {&;(t)} ortonormal bazi bulunabilir (Tosun 1995).

Ispat: Ispat: degisik yoldan yapahm. 1 < i < k olmak tizere {e;(t)} ortonormal
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baz1 icin
(ei ) = by
idi. Kabul edelim ki, a;, (1 < j,h < k) fonksiyonlar
k
Qi+ Y aji (éi,en) =0

i=1

diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimleri olsunlar. Ayrica

olsun. Bu durumda
k k
éj: E CLﬂ €; + E CL]‘Z' 81

=1 =1
olup ey, ile carpilirsa ve kabuliimiizden

k k

<éj> €h> = E aj; (€i,en) + E aj; (€i,en)
i=1 i=1

k

= djh + Z Qi <éi, €h>
i=1

=0 (4.3.2)

dir. Diger taraftan

k k
<éjaés> ={ €, g Qsp €p ) = g asy, (€5, €n)
h=1 h=1

olup (4.3.2) den

<éj,és> =0
<éj, €i> + <éj,éz> =0

dir. Ayrica,

<éj7 éi>/
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oldugundan (€;, €;) skalar carpimu sabittir. Eger
k
djh + Z Qi <éi, 6h> =0
i=1

sisteminin ¢oziimleri, belli bir ¢, baslangic degerinde [a;p(tp)] matrisini ortogonal
yapacak sekilde almirsa; {€;(to)} (0 < j < k) baz, t; degerinde ortogonal oldugu

i¢cin her ¢ degeri icin de ortogonal olacaktir. Yani

k k
<éj7 és> = E Qj; €4, § gt €t
=1 t=1

-

Qj; Qg
1

Il
> .

js
bagintisim saglar. Bu halde, Ej(t) nin
(éne)=0 5 1<js<h

olacak sekilde ortonormal baz tek tiirlii olarak belirlidir.

Teorem 4.3.4 . n—boyutlu Lorentz uzayinda time-like dayanak egrili regle yiizey
M, M nin space-like dogrultman uzay1 Ey(t) ve tegetsel demeti T'(t) olsun. FEj/(t)

dogrultman uzayinin ortonormal bazi

{e1(t), ea(t), ..., em(t), emi1(t), ..., ex(t)}

olsun. Bu takdirde, boy T'(t) = k + m ise J C I agik araliginda

{61(75), 62<t)7 ) €m(t)}
ortonormal sistemi i¢in

o4



olup
(€1,€1) > (€9,E9) > ... > (Es-1,E5-1) > (€511, E511) > ... > (€, Em) >0

ve

(€s,65) <0 1<s<m

olacak sekilde bulunur. Burada

€ = 62 - Zes <éiyes>

s=1

dir (Tosun 1995).

{e1(t),ea(t), ..., em(t), emi1(t), emaa(t), ..., ex(t)}

ortonormal space-like baz sisteminin iginden

{e1(t), ea(t), ...,em(t)}

ortonormal sistemini alalim.

{él(t)v éQ(t)7 sy em(t>}
tiirevlerini aldiktan sonra her bir tiirev vektoriinii Gram-Schmidt metodu ile orto-

gonallestirerek

seklinde bir tek time-like vektorii igeren yeni bir time-like ortonormal baz sistemi elde

edilebilir. Yani é,(t) € {€;(¢)} olacak sekilde bir tek é(t) time-like vektorii vardir.

T<t> = A<t) = {el(t)7€2(t)7 "'7ek<t)vél(t)u éQ(t)a "'7és(t)7 e em(t)}
boy T(t) = k+m = boy A(t)

oldugundan T'(t) ve A(t) time-like’dur.
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Teorem 4.3.5 L™ n—boyutlu Lorentz uzayinda (k + 1)—boyutlu time-like dayanak
egrili genellegtirilmis time-like regle yiizey M ve tegetsel demeti 7'(¢) olsun.
0<m<k veboy T(t)=k+m+1 olmak iizere,

{e1(t), ea(t), ..., em(t), ems1(t), ..., ex(t)}
ise Fy(t) dogrultman uzaymin ortonormal bir baz olsun. Bu takdirde,
{e1(t),ea(t),...,em(t)}
ortonormal sistemi J C I acik araliginda
(€i,€;) =0 ; 1<ij<m , i#j

ve

(€1,€1) > (€9,€9) > ... > (€, Em) >0

olacak sekilde secilebilir. Burada

k
e =¢é— > e (&)
i=1
dir (Tosun 1995).

Ispat: Ispat1 degisik bir yoldan yapalim.

{e1(t),ea(t), ..., em(t), emi1(t), emya(t), ..., ex(t)}

ortonormal space-like baz sisteminin i¢inden

{e1(t), ea(t), ...,em(t)}

ortonormal sistemini alalim.

{él(t)7 é2<t)7 ceey em(t)}
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tiirevlerini aldiktan sonra her bir tiirev vektoriinii Gram-Schmidt metodu ile orto-

gonallegtirerek

seklinde tiim ¢€;(t) ler space-like vektor olacak sekilde secilebilir.

Spler(t), ea(t), ..., ex(t), e1(£), a(t), ooy ém(t)}

space-like ve 7 time-like vektor olup boy T'(t) = k + m + 1 # boy A(t) oldugundan
T(t) time-like ve A(t) space-like dir.

Sonug: A(t) = Sp{ei(t),ea(t), ..., ex(t), é1(t), éa(t), ..., ém(t)} nin ortogonal bir baz

{81(t), eg(t), ceey ek(t), él(t), ég(t), ceey ém(t)}

dir.

Simdi de ¢é;(t) tiirevlerini ve Ej(t) nin ortonormal bazim tek olarak belirleyen énemli

bir teoremi verelim.

Teorem 4.3.6 L™ n—boyutlu Lorentz uzayinda (k + 1)—boyutlu time-like dayanak
egrili (space-like dogrultman uzayh) genellestirilmis time-like regle yiizey M ve M

nin Fj(t) space-like dogrultman uzayim alalm. V¢ € I i¢in Fj(t) uzaymm 6yle bir

{el(t), 62(t), ceey ek(t)}

ortonormal bazi bulunabilir ki, bu baza Fj(t) nin dogal tasiyic1 bazi denir.

k
61<t> = Zaijej—l—makH ] 1§Z§m§]€
j=1
k
j=1

dir. k1 > Ko > ... > Ky, > 0 dir (Tosun 1995).

Ispat: Degisik bir yoldan ispatlayalim. boy A(t) = k + m oldugunda Teorem 4.3.5
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in sonucundan A(¢) nin Gram-Schmidt yontemiyle elde edilebilen

{el(t)762<t)7"'7€k(t>aél(t)7é2(t)7"'aém<t)} ; 0<m< k

ortogonal baz vardir. Yani,

dir. 1 <17 < m olmak iizere

alimirsa A(t) nin ortonormal baz

{e1(t), ea(t), ..., ex(t), ags1(t), apro(t), ..., aprm(t)}

olacaktir. Ayrica

é; € Sp{ei(t),ea(t), ..., ex(t), apr1(t), agsa(t), ..y aprm(t)}

ise
k m
éi = Zaij €j + Zaiy Aoty ) 1 S l S k (433)
j=1 v=1
dir.
(€i,e5) = — (e, €5)
oldugundan
Qij = —Qjj
dir.

Simdi de, 0}, leri hesaplayalim. Burada iki durum sézkonusudur.

i. Eger boy A(t) = boy T(t) = k + m ise A(t) time-like alt uzaydir. Bu takdirde,
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1 ; agy; space-like birim vektor
(Qhti, Qpi) = €0 =

—1 ; agy; time-like birim vektor

diir. (4.3.3) esitligini sagdan ay., ile garparsak

Oiw = &y <éi7ak+v>
1 .
= & m (61'; €v>

olarak bulunur. Burada é; nin vektor degeri yerine yazilirsa

1

Oiv = Eu m (€, €y)
elde edilir.

I1<i<mvel<wv<misei=vyadai##vdir. i # v icin o, =0 ve i = v i¢in

E.e) &l _
O = =0 = — = || &]|
o] El| | & '

dir. Yukarida elde edilen degerler (4.3.3) de yerlerine yazilirsa
k
éi:Zaijej—i-makH ] 1§z§m
j=1

elde edilir.

m+1<i<k vel <v<m<kisedaima i # v dir. Dolayisiyla daima o;, = 0 dir.
Bu degerler (4.3.3) de yerlerine yazilirsa
k
é,-:ZOzijej—i—makH ) m—|—1§z§k
j=1

bulunur.

ii. Eger boy A(t) # boy T(t) = k+ m + 1 ise A(t) asimptotik demeti space-like alt
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uzaydir. Time-like vektor yoktur. Benzer iglemlerle

olarak bulunur.

I1<i<mvel<wv<misei=vyadaiz#vdir. ¢+# vicin 0;,, =0 ve i = v igin
_ 12
oii = || &|[]" = ki
dir. Teorem 4.3.5 den K1 > kg > ... > Ky, > 0 elde edilir. Bu degerler (4.3.3) de
yerlerine yazilirsa
k
éi:Zaijej—i—makH , K; >0 ; 1<i<m

j=1

elde edilir.

m+1<i<kvel<wv<misedaima i # v dir. Dolayisiyla daima ¢;, = 0 dir. Bu

degerler (4.3.3) de yerlerine yazilirsa
k
éi:Zaijej ] m+1§2§k
j=1

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Tanim 4.3.5 L™ n—boyutlu Lorentz uzayinda (k + 1)—boyutlu time-like dayanak
egrili (space-like dogrultman uzayl) time-like regle yiizey M, M nin asimptotik
demeti A(t) ve tegetsel demeti T'(t) olsun. boy T(t) = k +m = boy A(t) olarak
kabul edelim. Bu durumda M nin n(/) dayanak egrisinin 7(¢) iz vektorii ise

n(t) € A(t) = Sp{ei(t),ea(t), ..., ex(t), ar+1(t), agra(t), ..., aprm(t)}

dir. O halde i

T](t) = Z gz el<t> + Z Ty k4o

=1
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dir. Bir diger p(t) dayanak egrisi

p(t) =n(t) + Z u;(t) ei(t)

olup tiirevi
k k

p(t) =n(t) + Z w;(t) e;(t) + Z u;i(t) é(t)

1=1 =1

dir. Burada 7)(t) ve Teorem 4.3.6 daki é;(t) tiirev vektorlerinin degerleri yerlerine

yazilirsa
m k m
plt) = (fj gt Y agult)+ Y oy m-(t)) (0D (1, + us(t) K) g
j=1 i=1 i=m+1 s=1
bulunur.
Ns + us(t) ks =0 ; 1<s<m

kosulunu saglayan P noktalari igin p(t) tiirev vektorleri Ey(t) uzay: iginde kalacaktir.

ks > 0 (ks # 0) oldugundan

degigkenleri m tane olup tek tiirlii olarak bulunabilirler. Geriye kalan k — m tanesi

keyfi olarak secilebilir. O halde

ne + us(t) ks =0

denklemini saglayan P(t) noktalarimin ctimlesi Ej(t) iginde (kK — m)—boyutlu bir
alt uzay1 olugtururlar. Bu uzaya sirt (edge) uzayi denir ve Ky_,,(t) ile gosterilir.

k = m ise Ky uzay1 0—boyutlu nokta uzayidir (Tosun 1995).

Tanim 4.3.6 Eger K;_,,(t) sirt uzayr dogrultman uzayr ve M nin n(I/) dayanak
egrisi, dayanak egrisi olarak alimirsa Ky_,,(t) uzay1 n(I) egrisi boyunca hareket e-
derken M tarafindan igerilen (kK — m + 1)—boyutlu bir regle yiizey meydana getirir.
Bu yiizeye M nin (kK — m + 1)—boyutlu sirt regle yiizeyi denir (Tosun 1995).

Sirt uzay1 space-like alt uzaydir. Sirt regle yiizeyi time-like regle yiizeydir.
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Simdi de sirt uzay ve sirt regle yiizey ile ilgili asagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.3.7 L" de time-like regle yiizey M, M nin tegetsel demeti T'(t) ve asimp-
totik demeti A(t) olsun. boy T'(t) = k +m = boy A(t) ise M nin sirt uzay1 (sirt
regle yiizeyi) vardir denir. k = m ise sirt regle yiizeyi M nin sirt egrisine dejenere

olur (Caligkan 1983).

Ispat: Degisik yoldan ispat1 yapabiliriz. boy T'(t) = boy A(t) ise Tanim 4.3.4 den

sirt uzay vardir.
k = m ise Kq sirt uzay:1 nokta uzayi olur.
(k—m+1) =(0+ 1) —boyutlu egri meydana gelir.

Ex(t) dogrultman uzay1 bir space-like alt uzay oldugundan baz vektorlerinin hepsi
space-like vektordiir. O halde Kj_,,(¢) sirt uzay: bir space-like alt uzaydir. Ky_,,(t)

space-like, n time-like oldugundan sirt regle ytiizeyi time-like regle yiizeydir.

Tanim 4.3.7 L™ de M time-like regle yiizeyinin tegetsel demeti T'(t) ve asimptotik

demeti A(t) olmak iizere
boyI'(t) = k + m + 1 # boyA(t)
olsun. Bu durumda M nin (/) dayanak egrisinin 7(¢) hiz vektorii igin
(t) & A(t) = Sp{er(t), ex(t), .., ex(t), arsa (), arsa(t), .., apem(t)}
dir. 7'(¢) nin bir ortonormal baz
{er(t), e2(t), ..., €x(t), ans1(t), ansa(t), .., Ahim(l), Aamr (1)}

dir. O halde 7,,,; # 0 olmak {tizere
k

m
0(t) = Z &iei(t) + Z Ny Oktv T N1 Gkt

=1 v=1
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yazilabilir. p(t) tiirev vektorii hesaplanirsa

k k m
p(t) = Z (& + 0 (t) + Z Qi uj(t)> ei(t) + Z (15 + us(t) Ks) Qhts + Mppg1 Vet
i=1 Jj=1 s=1
bulunur.
775+Us(t)’€s=0 ) ISSST)’L

olacak bi¢imdeki P(t) noktasi igin p(t) tiirev vektorii

Sp {77(75)7 61(t), 62(t)7 [EE) ek(t)}

alt uzay icinde yatar.

oldugundan

ne + us(t) ks =0

lineer denklem sistemi ile tanimlanan P(t) noktalar,

Sp {77(75)7 61(t), 62(t)7 [EE) ek(t)}

icinde (k — m) —boyutlu bir alt uzayr doldururlar. Bu alt uzaya M nin merkez

uzay1 denir ve Zy_,, ile gosterilir. £k = m ise Zy uzay1 0—boyutlu nokta uzay1 olur.

Tanim 4.3.8 Eger dayanak egrisi olarak n ve dogrultman uzay olarak Zj_,,(t)
alimirsa; Zg_,,(t), n boyunca hareket ederken R} de M tarafindan igerilen

(k — m + 1)—boyutlu bir regle yiizey meydana getirir. Bu yiizeye M nin merkez
regle yiizeyi denir (Tosun 1995).

Merkez uzay space-like alt uzaydir. Merkez regle yiizeyi time-like regle yiizeydir.
Merkez uzay ve merkez regle yiizey ile ilgili agagidaki teoremi verelim.
Teorem 4.3.8 L™ de time-like regle yiizey M, M nin tegetsel demeti 7'(t) ve asimp-

totik demeti A(t) olsun. boy T'(t) = k +m + 1 # boy A(t) ise M nin merkez uzay1
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dolayisiyla merkez yiizeyi vardir. k& = m ise merkez regle yiizeyi M nin striksiyon

egrisine dejenere olur (Caligkan 1983).

Ispat: Bir bagka tiirlii ispat verelim. boy T'(t) =k +m + 1 # boy A(t) ise

Tanim 4.3.4 den merkez uzay vardir.
k = m ise Zy merkez uzay1 0—boyutlu nokta uzay1 olur.
(k —m + 1) = 1—boyutlu striksiyon egrisidir.

Ex(t) space-like dogrultman uzay oldugundan tiim baz vektorleri space-like vek-
tordiir. O halde Zjy_,,(t) merkez uzay1 bir space-like alt uzaydir. 7 time-like egri

oldugundan merkez regle yiizeyi de time-like yiizeydir.
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5. OKLID UZAYINDA B-SCROLL’LAR
5.1 3—Boyutlu Oklid Uzayinda B—Scroll’lar

Tanim 5.1.1 7(7) egrisinin yay parametresi ¢ olmak tizere {V7, V5, V3} Frenet 3—ayaklisi
icin V] teget vektor, V; asli normal vektor ve Vi binormal vektordiir. n(I) egrisi
boyunca V3 binormal vektorii tarafindan iiretilen regle yiizeye B—scroll (binormal
scroll) denir. n(I) dayanak egrisi ve Sp{V3} dogrultman uzay1 olmak iizere 6zel bir

regle yiizey olan B—scroll’'un denklemi

o(t,u) = n(t) + uVa(t) (5.1.1)

dir (Inoguchi 2005).

Sekil 5.1 E® de B — scroll

Teorem 5.1.1 E3 de k; ve ky sirasiyla 1. ve 2. egrilikler olmak iizere Frenet formiilleri,

Vi = kW
Vo = —kiVi+koVs
Vs = —kVp

dir (Hacisalihoglu 1994).
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Tamim 5.1.2 E? de vektorel carpim,

VinVa = V3
VanVs = Wi
VsAVi =V,

olmak iizere T = (1, x2,23) ve ¥ = (Y1, Y2, y3) igin

Vi Vo Vs

ng:det T1 To T3

Y Y2 Y3
seklinde tanimlanir.

Tanim 5.1.3 E? de (5.1.1) ile parametrize edilen B—scroll'un ¢(t, u) noktasindaki

tanjant uzaymin baz vektorleri

Yy = 77"‘“‘/3
o, = Vi —ukVsy

o = V3
seklindedir. Bu durumda B—scroll’'un asimptotik demeti
A(t) = Sp {Vs Vs}
ile tamimlanir ve A(t) nin ortonormal baz1 {V5, V3}, tegetsel demeti
T(t) = Sp {Vs Vs, 7'7}

ile tamimlanir ve 7'(¢) nin ortonormal bazi {Vi, V5, V3} seklindedir.

Tamm 5.1.4 E3 de (5.1.1) ile parametrize edilen B—scroll'un, A(t) ile T(¢) nin

boyutlar: farkh oldugundan merkez uzay1 (bogaz egrisi, striksiyon egrisi) vardir. M
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tizerinde p(t) herhangi bir dayanak egrisi olsun. Denklemi

p(t) = n(t) + u(t)Vs(t)
ise
p(t) = i+aVs+uls
= Vi+aVs —uksVa

dir.
<ng%mawam>:o

sartin1 saglayan u lar merkez uzayini verirler.
(Vi Vs — ukyVy Vs +uls) =0
ise

(Vi + 0V — ukyVa, Vs — ukeVa) =0 = @2 + (ulky)? = 0
= =0 ise w sabit

= u?ky ise u=0veyaky =0

dir. Buradan uw = 0 ise merkez uzay1 (striksiyon egrisi), n(I) dayanak egrisinin
kendisidir. ks = 0 ise striksiyon egrisi burulmasiz bir egridir. Uzay egrisi degildir,

diizlemseldir.

Tamm 5.1.5 E3 de M yiizeyi, (5.1.1) ile parametrize edilmek iizere

Pr = 77+UV3
Vi — ukyVs

o= ikl ===
t

olur.

el = (Vi — uksVa , Vi — uksVa)]® = (u?k3 4 1)
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olup buradan

‘/1 - Uk?‘/Q JR— Pu
(u?k3 + 1)%

@:
dir.
<at790_u> =0

oldugundan {@;, %, } ortonormal teget vektor alanlaridir ve bunlar y (M) yi gerer.

Yani x(M) = Sp{%;, @, } dur. Bu durumda B—scroll’'un normali

_wAm
17z A 2l
dir.
Vi Vo V3
N = det L —uk2 ;o ATl =1
(—1+u2k2)T  (—14+u2k2)32 u
0 0 1
. —ukyVy i —Va
(u?k3 + 1)% (u?k3 + 1)%
oldugundan
N —ukaVi — Vo
(14 u2k2)*
bulunur.

Tamm 5.1.6 E? de yiizeyin normalinden yararlanarak S sekil operatoriine karsilik

gelen S matrisini bulalim.

S(@;) = M@, + e, = M =(S(@), %)
= X = (5(%7) , Pu)

S(@n) = P; + 9Py = 1 = (S(Py) » Py)

=ty = (S(P,) , Pu)

68



dir. Simdi

1 1 1 ON
o N= Do N = ——S(p) = 1
TeoeT lloel ol el Ot

S(;) = Dg:N =D
esitliginden S(%;) yi hesaplayalim.

(—ukaVi — wkaVi = V2) w2k + 1) + (ukVi + V3) —2ekaka

ON . 2(u2k§+1)g
ot u?k3 + 1
(—u/;;Qvl — ukykyVa + By Vi — k2v3) (W?k2 +1) + (u%zk;gvl + u2k21;;2v2>
N (u2k3 +1)*
B (u2k3 + 1)%
[(u%g 1) (—ukiks) + u2k2k2] Vo — (u2k3 + ky) Vi
_I_
(u?k2 + 1)
(kl ey + uzkrlk:%) Vi + (u2k2/;:2 — ukyky — u3k1k§’> Vo — (u2kd + ko) Vs
B (uk3 + 1)%
ve
1 8N 1 N
leell 0 (u2k2 4 1)% OF
oldugundan
<k1 ey + u2k1k§) Vi+ <u2k2k2 — ukyky — u3k1k§> Vo — (u2k + ko) Vs
S(@y) =

(W~ 17
bulunur. Ilk olarak A\;ve Ay degerlerini hesaplayalim.

M = <S<@>,@>=<s<@>,w>

(u2kg +1)*

(k‘l — U]"{Ig — U2k’1k’§) + <U2k‘2i€2 - ’Ul{Ilk‘g - U3k’1k’g) (—’ukg)

N

(u?k3 + 1)
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ky — uky + 20k k2 — uPk3ky + utky k2
(u?k2 + 1)

oldugundan

\ ]{71 — Uiﬂg —+ Uzl{?lk?%
1 =
(u2k3 + 1)%

olarak elde edilir.

de = (5(@),Pu)
— (ko +u?k3)  —ko (uk2 +1)

(k3 +1)° (k3 +1)°
olup buradan
—k
&:E@%T
bulunur. S(%,) = S(p,) = %—]Z idi. O halde
N —keViVuPk] + 1+ (ukeVi +V3) /u?k3 +1
Ou u?k3 +1

—ko (uPk3 + 1) Vi + (ukoVi + Vo) uk3
(u2k3 + 1)%

(—ko — u?k3 + u?k3) Vi + uk3 Vs
(u?k2 + 1)

olup
—ko V1 + uk3V,

(u?h2 + 1)

5(@.) =

elde edilir. Buradan

po= (S(@.), %)
—kg — U2]€%

(u?k3 + 1)2

ve

p2 = (S5(@y) %) =0
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olacaktir. E® uzayinda, baz vektorlerini ortonormal aldigimizdan S sekil opera-

tortiniin S matrisi simetrik bulundu. Gercekten de,

_ —Fks -\
= w2 +1
olup
5 Al Ag _ Al Ao
| M1 M A2 0
[ kl—uicz-i-uzklk% —ko
_ (w2kg1)? R
—k
u2k§3-1 0

elde edilir.

Tanim 5.1.7 (Gauss Egriligi): E? de B—scroll'un K Gauss egriligi,

K = detS
kK
(u2k2 + 1)

dir. Buise M regle yiizeyinin herbir P noktasinda K (P) < 0 teoreminin saglandigini

gosterir (Sabuncuoglu 2001).

Tanim 5.1.8 (Ortalama Egrilik): E? de B—scroll'un H ortalama egriligi,

H = izS
B ]{?1 — U/"{?g + ’UJ2]€1]€%

(u?k2 +1)2

dir.

Tanim 5.1.9 (I. Temel Form): E? de B—scroll'un I. temel formu I ile gosterilmek
izere,

I ={dp,dp) ve dp=p,dt+ ¢,du
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oldugundan

I = (@, ) dtdt +2 (¢, ,@,) dtdu + (@, , ,) dudu

olur. Burada

(0 00) = (Vi—ukoVa, Vi —ukaVa) =1+ u’k3
(0, 0,) = (Vi—ukyVa, V3) =0

(Puser) = (Va, Vi —ukyVa) =0

(Purpu) = (V3,V3) =1

olup dolayisiyla
I = (u’k3 + 1) dtdt + dudu

elde edilir ve bu kuadratik forma kargilik gelen matris

_ u?k2+1 0
I =
0 1
olup
det T =u?k3 +1
dir.

Tanim 5.1.10 (II. Temel Form): E* de B—scroll'un II. temel formu /7 ile gos-
terilmek tizere,

IT = (S(dp),dp) ve dp=pdt+p,du

oldugundan

IT = (S(p)dt +S(p,)du, ¢, dt + ¢, du)

= <S(90t) 790t> dtdt + <S(90t) v‘Pu) dtdu
+(S(pu) , pr) dudt + (S(y,) , ¢,) dudu

bulunur. (S(%;),%;) = A1 idi. O halde
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<s<sot> S(sot>>_ (S(e)s ) = M

ledl ™ Nl /- u2k3 +1
olacagindan
(S(¢0)s pe) = M (uPk3 + 1)
olur.
pe = (5(@n) , Pu) = 0= (S(en) , #u)
dur.

(5(@),Pu) = (5@0), P0) =X =1

idi. Dolayisiyla

<S (o)  Sleu)

1
5 TR S(,O 7()0u :>\ :/J’
Todl * 1 > T (S0 eu) = e =

esitliginden

N|=

(S(¢1) pu) = (S(0u) 1) = A2 (WK + 1)

olacaktir. Buradan
IT= Ay (k2 +1) dtdt + 2 (u2k2 +1)? didu + 0 dudu

esitliginde \; ve Ay degerlerini yerlerine yazarsak

ki, — uk 2k, k2 2k
r= TR TR gy R
(u2k? +1)2 (u2k? +1)2

olur ve bu II. temel forma kargilik gelen matris

k1 7’!1,]-62 +u2k1 k% —ko

7T — (u2k§+1)% (u2k§+1)%
— ks

- _ I
(uk3+1)2

seklinde ifade edilir ve
— — k2
det ] = —2—
¢ u?k3 + 1



dir. Ayrica Gauss egriligi

2
Cdet T wa kS

Codet I wPk3 41 (u2k2 + 1)°

olarak elde edilir.

Tanim 5.1.11 (Asimptotik Cizgiler): E* de B—scroll'un asimptotik ¢izgileri,

1T = (S(dyp) ,dp) =0

seklinde diferensiyel denkleme sahip olan egrilerdir. Gauss egriligi negatif oldugun-
dan iki tane asimptotik dogrultu, dolayisiyla iki farkli asimptotik ¢izgi bulunur

(Sabuncuoglu 2001).

ky — uk 2, k2 2k
pr= MR TR Gy R g — 0
(u2k? +1)2 (u2k? +1)2
ya da
ky — uk 2, k2 2%k
17 U AW gy 2 _du|di=0
(u?k3 +1)2 (u?k3 +1)2
seklindedir.

i) dt = 0 = t = (C} sabitleri i¢in anadogrular1 asimptotik ¢izgilerdir.

ii)

]{?1 — ul%:g + UZklk’% df — 2]{32

— —du=0
(u2k? + 1)% (u2k? + 1)%

diferensiyel denklemine sahip olan asimptotik cizgiler de vardir.

Tanim 5.1.12 (Egrilik Cizgileri): E? uzayinda M yiizeyi iizerindeki bir egrinin
teget vektor alan1 7' olsun. O halde T' € x(M) = Sp{y,, ¢, } dur. T vektor alani,
sekil operatoriiniin S matrisinin karakteristik vektorii ise yani ST = AT denkle-

minden egrilik cizgilerinin diferensiyel denklemlerini bulabiliriz.

dp = @, dt + @, du = (Vi — uky V) dt + Vadu
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ve

Tzvl_—Mdthngu

(k3 +1)*

olsun. Bu durumda

dt
T'=———7¢ tdup,

1
(uk3 +1)2
olup matris gosterimi
dr
T = (u21<:§—|—1)7
du

seklindedir. Bu degerleri ST = AT esitliginde yerlerine yazarsak

A di A dt
1 2 (u2k§+1)? — (u2k§+1)7
Az 0 du A du
olacaktir. \ \d
—11 dt + Ao du = —tl
(u2k2 +1)2 (u?k3 +1)2

A
— 22 dt+0=\du
(u?k? +1)2
olup buradan
AL — A
1—1 dt + Aydu =0
(u?k2 +1)2
— 2 g Adu=0
(u2k2 +1)2
denklem sistemi elde edilir. Birinci denklemi A ile ikinci denklemi de A, ile ¢arpar

ve elde edilen egitlikleri taraf tarafa toplarsak

dt d
AM —A)———— 4+ X ———— =0
(k2 + 1) (u2k2 + 1)?
t
A —A) + 2] ——— =0

(u?k3 + 1)%
bulunur.
i) dt = 0 = t = C} sabitleri igin elde edilen anadogrular egrilik ¢izgileridir.

ii) =A%+ M+ A3 =0, A nin 2.dereceden bir denklemidir. Ay = A2 +4)} daima
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pozitif oldugundan iki farkl reel A degeri bulunur.
AMAM =N+ A =0

ise

A HEAM A =0= 2 -\ A3 =0

dir. Buradan elde edilen

WM VAT +4X3
B 2

¢oziimlerinde \; ve Ao degerleri yerlerine yazilirsa egrilik cizgilerine ait diferensiyel
denklem elde edilir. Bu denklemin ¢oziimleri bize anadogrularin digindaki egrilik

cgizgilerini verir.
5.2 E" n—Boyutlu Oklid Uzayinda p. Mertebeden B—Scroll’lar

Tanim 5.2.1 E" de Frenet r—ayaklisi {V, V3, ..., V,.} olan bir egri n(I) olsun. 1 min

yay parametresi t olmak iizere p. mertebeden oskiilator diizlemi,
Sp{Vi,Va, .. Vo 5 p<r

seklindedir. Bu durumda, p. mertebeden B—scroll’'un denklemi

r

(,O(t, Up+1; Up+2; "'7u7‘) = n(t) + Z U]V(t)
Jj=p+1

dir. n(I), bu regle yiizeyin dayanak egrisidir.
{‘/erl; ‘/p+27 a3 ‘/;'}

tarafindan gerilen (r — p) —boyutlu alt vektor uzay1 dogrultman uzay: olup E,_, ile

gosterilir. p. mertebeden B—scroll’un boyutu (r — p) + 1 dir.
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Sekil 5.2 E™ de p. mertebeden B — scroll’lar

Tamm 5.2.2 E" uzaymnda 7(t) = V; olmak iizere, ¢(t, upi1, ...

tanjant uzayin baz vektorleri

Pt

SOup+1

g0“174r2

Pu,

dir.

Tamim 5.2.3 E" de p.

A(t)

ile tanimlanir.

r

= O+ D> wVit) =Vi+ Y uVi(t)
Jj=p+1 Jj=p+1
= Vin

= Vo2

=V

mertebeden B—scroll’un asimptotik demeti,

= Sp {V;)+17‘/p+27 teey V;‘a ‘./p+17 ‘7p+27 ceey V;“}

V;DH = _kpvp—i_kzﬂrlv;o+2

Vorz = —kpi1Vpsr + kpi2Vpis

7

, ) noktasimdaki



Viss = —kpraVpra + kpiaVia

Vi = —k_1Vi

oldugundan sadece VpH tiirev vektori Vi3, Vpia, ..., V; vektorlerinden lineer bagim-
sizdir. Vp+2, ..., Vi._; tiirev vektorleri, Vo1, Vpya, ..., Vi vektorleri ile lineer bagimhidir-

lar. O halde, A(t) nin ortonormal bazi

{V;?? V}H—lv ‘/IJ+25 e V;"}

dir. Yani
A(t) = Sp {‘/pa V;%H) V;o+27 seny ‘/;“}

olup boy A(t) =r+1— p dir.

B—scroll’'un tegetsel demeti,
T(t) = Sp {Vprr, Voszs oo Vs Vs, Vs, oo Ve
ile tammmlanir. 7(¢) = V; oldugundan T'(¢) nin ortonormal bazi
V1, Vo, Vo1, Vo, -, Vi }

olup boy T'(t) =1+ 2 — p dir.

O halde, boy A(t) # boy T'(t) dir. E™ uzayinda p. mertebeden B—scroll’un asimptotik
demetinin boyutu ile tegetsel demetinin boyutlari farkli oldugundan sirt uzay: yoktur,

merkez uzay1 vardir.

Tanmim 5.2.4 Bir agilamaz yiizey iizerindeki iki ardigik anadogrunun bir ortak dikmesi
varsa esas anadogru iizerindeki ortak dikmenin ayagi merkez noktasi olarak ad-
landirilir. Bu merkez noktalarinin geometrik yerine p. mertebeden B—scroll’un

merkez uzayi denir (Hacisalihoglu 1994).
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p. mertebeden B—scroll iizerinde p(t) herhangi bir dayanak egrisi olsun. O zaman

denklemi,

p(t) =n(t) + Y us(t)V;(0)

J=p+1

ise

plt)y = i+ Y wVit Y wV;

j=p+1 Jj=p+l1
T A
= Vit > aVi+ YV
j=p+1 Jj=p+l1

T r—1
= Wi+ Z u; Vi + Z uj (—kj—1Vio1 + kVi) — ucky 1V

Jj=p+1 Jj=p+1
T r—1 r—1
= Vit Y wVi— > whkiaVie+ Y wik Vi — upk, 1V
Jj=p+1 Jj=p+1 Jj=p+1

= Vit Vo +Up2Vpro +Up3Vps + oo + U 2Ve o + 0 1 Ve + 4, V5
—Upy1kpVp — Upiokp i1 Vo1 — UpishpioViro — UpyakpisVpys — -
—Up_2kyr_3Vi 3 — Up_1kr 2Viio + Upi1kpi1 Vo + UpokpioVpis + ...
Fp_skr_3Vieo + Uup_okr oV + Up_ 1k Ve — upke 1 Vi

= Vi —upakpVp + (Upr1 — tppokip 1) Vorr + (Upra + tpakip 1 — tpiskipia) Viro
+ (Upts + Uptokpro — Uppakpis) Voys + oo + (U + Ur—skr—3 — Up_1kyr—2) Vio

+ ('I'LT.,1 + ur72kr72 - urkrfl) ‘/7'71 + (ur + urflkrfl) ‘/7'

dir. Ortogonallik kogulu ile denklemi,

olur. Buradan

(—tpsrkp)® + (a1 — Upp2kpir)” + (lppa + Uprakper — Upiskpia)’

+ (up+3 + up+2kp+2 - up+4kp+3)2 + ...+ (1.1,7’_2 + ur—3kr—3 - Ur—lkr—2)2

+ (ur—l + U’T‘—QkT‘—Q - Urkr—1>2 + (ur + ur—lkr—l)Q =0
bulunur.
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—Upi1k, = 0 igin k, # 0 fakat u,.; = 0 ise dayanak egrisi striksiyon egrisidir.

Upt1 # 0 ise k, = 0 dir.

Upy1 = Kpiitpyo

Upyy = Kprotiprs — Kpiatipyy

Uprs = KppsUpra — KpraUpio

Up—g = k:r—2ur—1 - kr—3ur—3

Upp = kr—lur - kr—2ur—2
Uy = _kr—lur—l

olacaktir. Bu denklem sistemi matris formunda yazilirsa

ibp+1 0 kp+1 0 e 0 Up+1
Up 2 —k?p+1 0 kp+2 e : Up4-2
Upy3 0 —Rp+2 UN Up+3
Up 2 0 kr_o 0 Up_2
Up_1 —kr_o 0 kr_1 Ur—1
Uy 0 ce 0 —ky_1 0 Uy

elde edilir. n—boyutlu Oklid uzayinda merkez uzaymim denklemi
U—-AHU =0

homogen diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimleridir. Bu diferensiyel denklem sis-

temi Lyapunov tipindendir. Bu denklem {izerinde ise yapilan ¢aligmalar ¢oktur.

Ik olarak (r — p) x (r — p) tipindeki A matrisinin sabit bir matris olmasi durumunu
ele alahm. Yani kpi1, kpyo, ..., k- egrilikleri sabit olsun. Bu durumda sistemin

¢oziimii, bilegenleri sabit biiyiikliikler olan vektér C' olmak iizere
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seklindedir. Bu ¢oziim denklemde yerine yazilirsa
mCe™ = AC e™ = (AC —mQC)e™ =0
elde edilir. Bu denklemin agikar ¢oziimii disinda ¢oziimiiniin olabilmesi igin
det (A—mlI)=0

olmalidir. m ye bagli n. dereceden karakteristik denklemin ¢oziimlerine, karakteristik
degerleri veya 6zdegerleri denir. Herbir m,; 6zdegeri icin sifirdan farklh C; ¢oziimleri

yani 6zvektorleri bulunur.

Ikinci olarak (r — p) x (r — p) tipindeki A matrisinin sabit bir matris olmamasi duru-
munu ele alalim. Ozel olarak, merkez uzaymm boyutu 2 yanir —p = 2 ise p = r — 2
olup

Upy1 | 0 kp41(t) Upt1

Up y2 —kp4a(t) 0 Up+2

olacagindan bu denklem sisteminin ¢oziimii

[ hwatey i = s

olmak tizere

Upt1 = €1 €08 K (t) + cosin K (t)

ve

_ Up+1
Upt2 = 7
p+1

oldugundan ' .
—c1 K (t) sin K (t) + co K (t) cos K (t)

kar 1

Upt2 =

seklinde bulunur. Bu ¢6ziim, asagida verilen benzer durumlar i¢in de kullanilabilir.
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U 0 ks(t u
p = 2 ver =4 igin = s(t) ’

’ll4 —kg(t) 0 Uy
u 0 ky(t U
p = 3 ver =25 igin Y= () !
1'115 —k4(t) 0 Us

sistemleri benzer c¢oziimlere sahiptir.

A matrisinin sabit bir matris olmamasi durumunda ¢zel olarak, merkez uzayinin

boyutu 3 yani r — p =3 ise p =r — 3 olup

Upi1 0 kp+1 0 Up+1
Uprz | = | —kpy1 O Kpt2 Up+2
Up+3 0 —hkpr2 0 Up+3
dir.
Upr1 = Kppilpyo
Uprz = —hKpiotpio

esitliginden £, > 0 ise

k.
. p+1 .
U1 + 72 g3 = 0

k

p+2

olup bu denklemin ¢oziimii

k
p+1
Up+1 + T Up+3 +cq = 0

kp—l-z

olarak elde edilir. Bu ise u,2 den bagimsizdir.
5.3 E" n—Boyutlu Oklid Uzayinda 2. Mertebeden Genellegtirilmig B—Scroll’lar

Tamim 5.3.1 E™ n—boyutlu Oklid uzayinda, Frenet n—ayakhs1 {V;, V3, ..., V,,} olan

bir egri () olsun. 7 egrisinin yay parametresi t olmak iizere 2. mertebeden oskiilator
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diizlemi

Sp{Vi,Va}

dir. O zaman,

{VE%) V;b tey Vn}

tarafindan gerilen (n — 2) —boyutlu alt vektor uzayin F,,_, ile gosterelim. n(/) nin
dayanak egrisi olmas1 halinde E,_» nin 7(I) boyunca hareket ettirilmesi ile olusan
(n — 1) —boyutlu regle yiizey bir hiperyiizeydir. Bu hiperyiizeye 2. mertebeden
genellestirilmis B—scroll denir. F,_, bu hiperyiizeyin dogrultman uzayidir. Bu
yiizey,

n

Pt ug, g, ooy ) = (t) + > uVi()
j=3

seklinde parametrize edilir.

ot i, U,,.., 1) v,

Sekil 5.3 E™ de 2. mertebeden B — scroll

n(I) egrisinin Frenet n—ayakhsi i¢in Frenet formiilleri,

Vi = ki,
Vo = —kiVi+kVs
Vi = —kjVio1+kVia
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Vn - _kn—lvn—l

seklinde oldugunu biliyoruz. Bu durumda 7(t) = V; olmak iizere, n(t) noktasindaki

tanjant uzaymin baz vektorleri

oo = Vit ) wVit)
j=3

Ouy = V3
Oy, = Va
Spun = Vn

seklindedir. Burada

¢, = Vi+usVa(t) + udVa(t) + oo+ tpo1 Voo () + un Vi (t)
= Vit+ug(—hkeVa+ k3Vi) +us (—k3Vs + kaVs) + us (—kaVi + ks Vs)
Ao A Up1 (2 Vo + ki Vi) + tn (—kn—1Vio)
= Vi —ugkoVa + usksVy — usksVs + uskaVs — usksVa + usks Ve
F oo — Up_1kn—2Vp_o + Up_1kn-1Vy — Unkp—1Vi_1
= Vi —uskoVo — waksVs + (usks — usks) Vi + (uaky — ugks) Vs

+o T+ (un—2kn—2 - unkn—l) Vn—l + un—lkn—lvn
dir. Tanjant uzayin baz vektorlerini Gram-Schmidt metodu ile ortonormallegtirelim.

Pus — Va=X,

g0u4 = ‘/4 = X2

qun = Vn:Xn—2

alirsak
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{X17 X27 cey Xn—27 Xn—l}

baz vektorlerinin Gram-Schmidt metodu ile ortonormallegtirilmesinden elde edilen

ortonormal vektor sistemi
{E17 E27 aS) En—27 En—l}

olsun. Burada

E = X =V
Xy, F
B = )@—%EFM—M,%)%:M;
| 1]
X3, F X3, F
Bo= x-ullp gy oy
| 4 ]| | ||
n— 3
ER,Q — n 27 E Xn = V
; IIEH
n—2 <X E>
B,y = Xn_l—ZﬁjE—f{’;Ei L Xei=¢, ve |E’=11<i<n-2
i=1 i
= ¥ — <(10t7E1> E, — <80t;E2> Ey— ... — <§0t>Enf2> E, 2
= gpt—<90t,‘/},>V3—<g0t,\/4>‘/21—...—(g0t,Vn)Vn
= Q0t+(U4k?3)‘/3—(U3k3—U5k’4)‘/;1—...—<un_1kn_1)vn
= Vi —uskVs
oldugundan
E, = V3=V,
B, = Vi=V,

En—2 - Vn = Vn
= _ En,1 V1 — ugka Vs

E,., =
" B T VT ak
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dir. Bu sekilde, yiizeyin tanjant uzayini, ortonormal bazi cinsinden

Sp{@u37@u47 "'79_0un7g_0t} = Sp {%7‘/217 D) Vn?@t} - Sp {E17E2a "'7En—2a En—l}

olarak yazabiliriz.

Tanim 5.3.2 E™ n—boyutlu Oklid uzayinda 2. mertebeden genellestirilmis B—scroll

olan M hiperyiizeyinin normali N olsun.
{@ta @ug? @u47 T S_Oun}
vektor sistemi Ty (n(t)) tanjant uzayinin ortonormal bir baz ise

N = o, AVaA...AV,

= P, AVBA..AV,

dir (Greub 1963). Kesim 2.3 den

‘/1 ‘/2 V}) Tt Vn—l Vn
1 —usk .
N4 RV 1+3u§2k§ 0 0 0
0 0 1 - 0 0
N = det
0 0 0 1 0
i 0 0 0 0 I

dir.

Tanim 5.3.3 £ n—boyutlu Oklid uzaymda 2. mertebeden genellestirilmis B—scroll’'un

sekil operatorii S ve gekil operatoriiniin matrisi S ise
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APy + A2, + A3y, + oo+ Ai(n-1) @y,
A1+ A2Vs + AsVa+ .+ )\l(n—l)vn
A21®y + A2y, + A23Py, + oo+ A2(n-1) @y,

S (Pun) An-1)1P¢ T An-1)2Pus + An-1)3Pu, + - T An-1)(n-1)Pu,

<S (@t) :S_Ot> = An
(S(®1) s Pus) = A1z

(S(®)) 2 @u,) = Mmn-1)

<S (S_OU3) a@t> = Aa1
(S (Pug) +Puy) = A22

(S (Pug) » Pun) = Aatn-1)

olup benzer sekilde A1, ..., A3(n—1); -1y An—1)15 --+s An—1)(n—1) degerleri bulunarak sekil
operatoriiniin matrisi yazilir.
ik olarak

—ugkoV1 — Vo

N =

V14 ujks

normal vektorii icin

1
||<Pt||

1

= WS(%)

1 ON

S(W)ZD—tN:D&N = —
! v ||90t” ot

lTeeell

Dy, N

oldugundan

1 dN
V1 +uikd dt
. . . . /
(—u3k2V1 — ushkoVi — v2) T+ a2k2 + (uskaVi + Va) (\/1 n ugkg)
1 + u3k3

5(@:)

1

V1 + u3k3

(—ugl%:gvl — ugkok Vi + kaVi — k2v3) (1 4+ u2k) + (ushkaVi + Va) udkoks

(1+u3k3) 2"

—uzko Vi — uskoky Vo + ki Vi — koVi — udk3ky Vo + udk2ky Vi — ulk3Vs + ulkokin Vs
(1 + uk3)®
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<k1 — ughy + u§k1k§> Vi+ (ugkzkg — ugkyky — u§k1k3> V — (u2k3 + ks) Vs

bulunur.

(S(21) + Pusy)
(S (@) +Puy)
0

A(n—1)

<S (@t) 7@) = <S(90t> )

<S (S_Ot) ,V3> =
(S(@) ,Va) =0

(1 + u3k3)?

Vi —ughkaVa \ ki — usko + ulkik3
V1 +uiks (14 u3k3)
ke

1+ udk?

3
2

—k’g‘/l + Ugl{?%‘/g

S (QDU?,) S (SDU3) -

8U3

oldugundan

(5 (Pus) -

A2(n—1)

bulunur. Benzer sekilde,

An—1)1

)\(n—l)Q

An=1)(n—-1)

(S (us) +&1) =
(5 (Pug) > Pus

Puy

3
(1 + u3k3)®

—kg—’u%kg_ —kg
(1+u2k2)® 1+ udk3
) =0

)=0

= A1 = A12

(S (Pu,) »@0)
<S (@un) 79—0U3> =0
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bulunursa sekil operatoriiniin S matrisi,

A1 A2 Mo
5 >\.21 Az Ao
| Am-n1 Am-1)2 An-1)(n-1) |
[ k1 —ugko+ulkik3 —ko . i
(gt g D0
&
T O 0 --- 0
- 0 0 0O --- 0
0 0 0 --- 0
L J4 (n—-1)x(n—1)

oldugu goriiliir.

Tanim 5.3.4 (Gauss Egriligi ve Ortalama Egriligi): E" n—boyutlu Oklid uza-
yinda 2. mertebeden genellestirilmis B—scroll'un Gauss egriligi K ve ortalama egri-

ligi H olmak {izere,
K = detS=0

]{31 — U3i{72 + u§k1k§

H = iz S == )\11 = 3
(1+ ugk3)>

olarak bulunur.

Tanim 5.3.5 (I. Temel Form): E" n—boyutlu Oklid uzaymda 2. mertebeden

genellestirilmis B—scroll’un 1. temel formu [ ile gosterilmek iizere
I =(dp,dp) ve dp=o,dt+p,,dus+ ..+ @, du,
oldugundan

I = (@, @) dtdt + (@, ,p,,) dtdus + ... + (p; , @, ) dtdu,
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+(Puy » @1 ) dusdt + (Dy, , Py ) dusdus + ... + (@y, , @y, ) dusdus,
+ By, + @) dundt + (B, , 2y, ) dupdus + ... + (@, , ¢, ) du,du,
= dtdt + 0dtdus + ... + 0dtdu,

40 dusdt + duzdusg + ... + 0 dusdu,

+0 du,dt + 0 du,dus + ... + du,du,

dir. Bu kuadratik forma kargilik gelen matris

10 0

o o1

N 0
0 01

seklindedir.

Tamim 5.3.6 (II. Temel Form): E" n—boyutlu Oklid uzayinda 2. mertebeden

genellesgtirilmis B—scroll’'un II. temel formu 17 ile gosterilmek {iizere

17

(S(dyp) ,dp)
(S(®1) @) dtdt + (S (1) , Py ) dtdus + ... + (S () . @y, ) didu,
+ (S (Bu,) + @) dusdt + (S (2y,) + Puy) dusdus + ... + (S (By,) + @y, ) dusduy,

+ (S (@u,) @1) dundt + (S (Pu,) + Puy ) dundus + ... + (S (@) , Pu, ) dundus,

i 27, .2 _
o sy sk g R g 4 Odtduy ...+ Odtdu,
(1+ u3k3)? 1+ uzk;
—k
s dugdt + 0 dugdug + ... + 0 dugdu,

1 + u3k3

40 du,dt + 0 du,dus + ... + 0 du,du,,
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oldugundan bu kuadratik forma karsilik gelen matris

i k17u3k2+ugklk§ —ko ... 0 ]
(1+u§k§)% Fraks
K
B 1+u§2k§ 0 0O --- 0
_[] — 0 0 O PN 0
0 0 0 - 0
seklindedir. Gauss egriligi, L
_detIl 0
detI 1

seklinde de hesaplanabilir.

Tamim 5.3.7 (Asimptotik Cizgiler): E" n—boyutlu Oklid uzaymnda 2. mertebe-

den genellestirilmis B—scroll’'un asimptotik cizgileri,

I = (S(dp),dp) =0

olmak tizere

ky — ughy + udk k3 2k
[r =T T gy 9 2y = 0
dir. Buradan asimptotik cizgilerin diferensiyel denklemleri
key — usky + udki k3
dt=0  ve LT U FUSMNE g dug — 0 (5.3.1)

3
(1 + u3k3)>

olur. O halde t = ¢; parametre egrileri birer asimptotik ¢izgilerdir. Digerleri de

(5.3.1) diferensiyel denklemi ile bellidir.

Tanmim 5.3.8 (Merkez Uzay1): E™ n—boyutlu Oklid uzayimnda 2. mertebeden

genellegtirilmis B—scroll’un asimptotik demeti,

A(t) = Sp{‘/:i7‘/477vn7‘/37‘/47vvn}
= Sp{%a‘/&w;"'yvn}
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ve tegetsel demeti

Sp {‘/3’ ‘/4’ ey Vn7 “/})7 “/217 R Vn7 77}

Sp{V1, V2, V3,..., Vo }

olmak iizere boy A(t) =n — 1 # boy T'(t) = n oldugundan sirt uzay yoktur, merkez

uzay vardir. Bu merkez uzay, p(t) herhangi bir egri olmak {izere ortogonallik kogulu

olan

<p<t> - [Z w(Vile)

>:o

seklindeki diferensiyel denklem sistemine sahiptir. Bu sistem ise matris biciminde

Us
Uy

Us

un—Q
Un—1

Uy,

0
— ks
0

0

k3
0
—ky

0
ka
0

olarak da yazilabilir. Buradan yine,

veya

ug

Uy

U,

0 kn—Q
—kp—o O
0 _knfl

kaug

—]{73U3 -+ k4u5

_kn—lun—l

diferensiyel denklem sistemi elde edilir.
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6. LORENTZ UZAYINDA B—-SCROLL’LAR
6.1 L3 3—Boyutlu Lorentz Uzayida Time-like Dayanak Egrili B—Scroll’lar

Tamm 6.1.1 L3 3—boyutlu Lorentz uzaymda bir yiizey M olsun. M yiizeyi {izerine
indirgenmis metrik, Lorentz metrigi ise M ye time-like yiizey denir (Beem and

Ehrlich 1981).

Tamim 6.1.2 ¢ yay parametresi olmak iizere, 7(1) time-like egrisini alahm. 7(t) = V}
time-like vektor ise n(7) time-like egridir. Yani (Vi,V;) = —1 dir. {V4, V5, V3} Frenet

3—ayaklisi i¢in, V5 normal vektorii ile V3 binormal vektorii de space-like olur. Ayrica,

(V2,Va) = (V3,V3) =1
(Vi,Va) = (Vo,V3) = (V4,V2) =0

olacaktir.

Tamm 6.1.3 L3 3—boyutlu Lorentz uzaymda @ = (a1,as,a3) ve b = (by, b, bs)

vektorlerinin vektorel ¢arpimi,
an g: (a3b2 — agbg, a1b3 — agbl, albg — agbl)

seklinde tanimhdir (Akutugawa and Nishikawa 1990).

1 = V1 time-like vektor oldugundan

VinVy = V3
VanVs = =W
VsAVi =V,

olup ¥ = (z1,x2,23) ve ¥ = (y1, Y2, y3) olmak iizere,
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i V2 Vs

o Y2 Y3
ile tanimlanir.
V3 time-like vektor oldugunda ise
ii'Vo =V3
A g = —det r1 Xy X3
Y2 Y3

ile tanmmmlanir (Turgut 1995).

Tanim 6.1.4 (L3 3—boyutlu Lorentz uzayimnda time-like dayanak egrili

B—scroll’lar ve merkez uzay1): 7 time-like egrisinin yay parametresi ¢ olmak
tizere, Frenet 3—ayaklis1 {V7, V5, V3} olsun. V3 space-like binormal vektorii tarafindan
iiretilen regle yiizeye B—scroll denir. 7(I) dayanak egrisi ve Sp{V3} dogrultman

uzay1 olmak {izere, bu B—scroll’'un denklemi

o(t,u) = n(t) +uVs(t)

seklindedir.

Teorem 6.1.1 {V;, V5, V3} Frenet 3—ayaklisi ve

€o = <‘/17 ‘/1> ) €2 = <‘/27 ‘/2> ) €3 = <V;37VT3>

olmak tizere, 3—boyutlu Lorentz uzayinda Frenet formiilleri

Vi 0 k1 0 Vi
‘/2 = —€0€1k1 0 k2 Vé
‘/3 0 —6182]{72 0 ‘/3

dir (Ekmekci and Ilarslan 1998).
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Vi time-like vektor, V5 ve Vi space-like vektorler oldugundan

60:<‘/17‘/1>:_1 ) 52:<‘/27‘/2>:1 ) 53:<‘/Ei7‘/;3>:1
olup
Vi = ki,
‘./2 = kl‘/l—f—kg‘/g
Vi = —kV

seklindedir (Ekmekci and larslan 1998). Bu denklemlerin matris gosterimi

Vi 0 k 0 Vi
V“l=|%k 0 K V
Vs 0 —ky O Vs
seklindedir.
o, = Vi—ukV,
0, = V3

olup , ve p,, yiizeyin 1)(t) noktasindaki teget uzayinin sirali baz vektorleridir. Asimp-

totik demeti A(t) = Sp{Va, V3} ve tegetsel demeti T'(t) = Sp{V1, Vo, V3} dir.

Tamm 6.1.5 L3 3—boyutlu Lorentz uzayinda time-like dayanak egrili B—scroll olan
M nin asimptotik demeti ile tegetsel demetinin boyutlar: farkli oldugundan sirt uzay1
yoktur. Merkez uzay1 vardir. M iizerinde p(t) herhangi bir dayanak egrisi olsun.

Denklemi

p(t) = n(t) +u(t)Vs(t)
ise
n+uVs + uVs
= Vi+uVs—ukVs
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dir.
(#0). 5 ttvate] ) = o

sartin1 saglayan u vektorleri merkez uzaymin yer vektorleridir.
(Vi + Vs — ukyVh , Vs — ukoV3) = 0

isetw? = 0 veu?ks = 0 dir. & = 0 ise u sabittir. Buradan u = 0 ise merkez uzay1
(striksiyon egrisi), n(/) dayanak egrisinin kendisidir. ky = 0 ise striksiyon egrisi

burulmasiz bir egridir. Uzay egrisi degildir, diizlemseldir.

Tanim 6.1.6 (L* 3—boyutlu Lorentz uzayinda time-like dayanak egrili

B—scroll’un normali): M yiizeyi
p(t,u) = n(t) + uVs(t)
ile parametrize edilmek tizere

Py = 77—i—uV3,(t)

Vi — uky Vs
0, = Vi—ukyVy = = L1272
[

olur. V; time-like ise

lodl = (Vi —ukaVa, Vi —uksVs))?

= (—1+ukl)?

olup buradan

Vi — uky Ve

@:Lﬂ ve To=-to— o =V

(—1 + u2k2)? [l

dir.
<at790_u> =0

oldugundan {@;, %, } ortonormal teget vektor alanlaridir ve bunlar y (M) yi gerer.
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Yani x(M) = Sp{%;, %, } dur.

_wAm
17z A 2l
dir.
-Vi Vs Vs
_ 1 —uko . 7 - || —
N = det (71+u2k§)% (71+u2k§)% ) HQOt A QDUH =1
0 0 1
. uk2V1 ‘/2
(~1+u2k3)?  (—1+u2k3)?
oldugundan
ko Vi — Vs
N — UR2V1 21
(—1+wk3)?
bulunur.

Tamm 6.1.7 (L? de time-like dayanak egrili B—scroll’un S gekil operatorii
ve kargilik gelen S matrisi):

Simdi
1 1 1 ON
S(@) =DsN =D e N = ——D, N = ——5(p,) = ————
! 4 2] ol ¢ To” ) = Tl o

esitliginden S(®;) yi hesaplayalim. u?k3 — 1 > 0 ise

[u?k3(t) — 1], = (u?k3(t) — 1), = 2u’ks(t) ks ()
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ve

N

w2k — 1|7 = (u2k2 — 1)

oldugundan

N 2 2 ]
2(u2k? —1)2  (u2k3 —1)2

dir. u?k3 —1 <0 ise

/

(w23 (t) — 1], = (—u?k3(t) + 1), = —2u?ka(t)ks(2)

ve

w2k — 1)> = (—u2kZ +1)?

oldugundan

sra 3\ 2k (Dka(t)  wlks(t)ka(2)
(Juk3 = 1]7) = ) :
2(—u?k2+1)2 (—u2k3 +1)2

dir. u?k2 — 1 > 0 olmas1 durumundaki tiirev degerlerini yerlerine yazarsak

- (—uszl — uky Vi + VQ) (W2h2 — 1)% — (ukpV; — V) —2kaka

ON (u243-1)7
ot u?k? —1
. (—ukgvl — ukykyVy + k Vi + kgvg) (w22 — 1) — (u%gkgvl . u%kQVQ)
) (kg —1)?
- [(kl - ul;;g) (W22 — 1) + u%gl;:g} Vi
= 3
(w23 — 1)}
[(—u%g 1) ukiks — u%i{:g] Va + (u?kd — ko) Vi
(w23 ~ 1)’
- (—k1 + ks + u2k:1k:§> Vi — (—u2k2/%:2 + ukiky — u3k1k§’> Vo — (023 — ko) Vi
) (wh} — 1)°
ve
1 ON 1 0N

S(@) = —— = _—
)= oot = g 1t o
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oldugundan

(h—u@—ﬁh@)m+(ﬁ@@—uh@+mh@>%+ub—ﬁ@ng
S(p;) = (u%% —1)2

bulunur. Ilk olarak \;ve Ay degerlerini hesaplayalim.

M = <5(@,@:<5<@,M>

(u2hg —1)*

— (k‘l — U]"{Ig — U2k51k’§) + <u2k2k2 - ’Ul{Ilk‘Q + U3k1k§> (—’uk‘g)

(kg ~ 1)

—ky + uky + 20k k2 — wPk3hy — utky ki
(w23 — 1)

oldugundan ‘
. ]{?1 — Uk’g — uzk‘lk‘%

A1 3
(k3 — 1)

olarak elde edilir.

]{72 — UQICS . _kg (u2k§ — ].)
(u?kg —1)° (u?k3 —1)°

olup buradan
—ky
A= —5——
2Tk -1

N
bulunur. S(%,) = S(g,) = (?9_u idi. O halde

ON Vi W@—1+W%%—%Nﬁﬁ%+ﬁ

Bu a u?k? —1

=k (uPki — D) Vi + (ukoVi — Vh) uk3
(u?h —1)?

(ky — u2k3 + u?k3) Vi — uk3Vsy
(w23 — 1)
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olup
. —kVi+uk3V,

(k3 ~ 1)

elde edilir. Buradan

o= (5(@.). %)
kg—u2k’g

(u2k2 — 1)
ve

po = (5(@u), Pu) = 0

olacaktir. Ayrica
ks

WS Ty

oldugundan L? uzaymda da S sekil operatoriiniin S matrisi simetriktir. O halde,

5 A1 Ao _ A1 Ao
M1 Mo Az 0
oldugundan
kl—u];:z—Ulek% _k2
g | (ew-)t  wR
u27c§2—1 0

elde edilir.

Tanim 6.1.8 (Gauss Egriligi): L2 3—boyutlu Lorentz uzayinda K Gauss egriligi;

yiizeyin space-like birim normali N olmak {izere,
g1 =(N,N)=-1
icin
K = edetS=detS

k3
(u?k3 —1)°
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dir.

Tanim 6.1.9 (Ortalama Egrilik): 1.3 3—boyutlu Lorentz uzayinda time-like dayanak

egrili space-like dogrultman uzayli B—scroll’'un H ortalama egriligi,

H = iz§
. ]{31 — Ui{/’g — Uzl{?lk?%

= A\ 3
(w23 — 1)}

dir.

Tanim 6.1.10 (I. Temel Form): L? 3—boyutlu Lorentz uzayinda time-like dayanak

egrili space-like dogrultman uzayli B—scroll’un I. temel formu [ ile gosterilmek iizere,
I ={dp,dp) ve dp=p,dt+p,du

oldugundan

olur. Burada

) (Vi — ukoVa , Vi — ukoVa) = —1 + v’k
( ) (Vi —uksVa, V) =0
(burr) = (Va, Vi —ukaVo) =0
( ) (V3,V3) =1 ; V3 space-like

olup dolayisiyla
I = (u2k:§ — 1) dtdt + dudu

elde edilir ve bu kuadratik forma karsilik gelen matris

w?k3—1 0
0 1

olup
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det I =u?ki—1
dir.

Tanim 6.1.11 (II. Temel Form): L3 3—boyutlu Lorentz uzayinda time-like dayanak
egrili space-like dogrultman uzayli B—scroll’'un II. temel formu I7 ile gosterilmek

lzere,

I = (S(dp),dp) ve dp=p,dt+ ¢,du

oldugundan

II = (S(p)dt+5S(p,)du, ¢ dt + ¢, du)

= (S(¢y) ;) dtdt + (S(y) , ¢,) dtdu
+(S(pu) s 1) dudt + (S(,) , ¢,) dudu

bulunur. (S(%;),%;) = A1 idi. O halde

<S(80t) S(Spt)> _ u2k§1— ] (S(0),0:) = Mt

leall Il
olacagindan
(S(er), o0y = A (u’ks — 1)
olur.
po = (5(@,) , Pu) = 0= (5(#u), Pu)
dur.

<S(at)v<’#u> = <S(90_u)’@> = Ao =

idi. Dolayisiyla

(S(01) s pu) = A2 = 1y

<S(90t) S(sou)>: 1
[0 I e

esitliginden

(S(p0) ) = (S(0) ) = Ao (uh3 — 1)
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olacaktir. Buradan
1 1
1=\ (u2k§ — 1) 2 dtdt 4 29 (qug — 1) > dtdu + 0 dudu

esitliginde A\; ve Ay degerlerini yerlerine yazarsak

] 2 2
ke — 2
L St L R O S
(uk3 — 1)? (u?k3 — 1)?

olur ve bu II. temel forma karsilik gelen matris

ke —uka—u?k1 k2 ko
7 (whz-1)T  (w2kz-1)7
_k2 - O
(uzk%fl)g

seklinde ifade edilir ve

R
det 1] = ———
¢ u?k? —1

dir.

Tanim 6.1.12 (Asimptotik Cizgiler): L? 3—boyutlu Lorentz uzaymda time-like

dayanak egrili space-like dogrultman uzayli B—scroll’un asimptotik ¢izgileri,
1T = (S(dp) ,de) = 0

seklinde diferensiyel denkleme sahip olan egrilerdir.

) 2 2
— ly — —2
prokimuke m w72 g
(u?k3 —1)2 (v?k3 —1)2
ya da
b — 020 12 —9
b = uks — WkiR gy 2wt =0
(u?k3 —1)2 (u?k3 —1)2
seklindedir.

i) dt = 0 = t = (] sabitlerine kargilik gelen anadogrular1 asimptotik gizgilerdir.
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ii) Diger asimptotik cizgiler,

kl - Uifg — Uzklkg dt i —Zkg

2]{;2_1% 2]{72—1 du:O
(u?ks ) (u?ks )

=

diferensiyel denklemine sahiptirler.

Tanim 6.1.13 (L3 3—boyutlu Lorentz uzayinda time-like dayanak egrili
space-like dogrultman uzayli B—scroll’un egrilik ¢izgileri): M yiizeyi iize-
rindeki bir egrinin teget vektor alam 7" olsun. T € x(M) = Sp{¢,, .} dur. T
vektor alani, sekil operatoriiniin S matrisinin karakteristik vektorii ise yani ST = \T'

diferensiyel denklemi egrilik ¢izgilerinin diferensiyel denklemi ise, hesaplandiginda

de = ¢, dt+ ¢, du
= (Vi — ukoV) dt + Vidu

ve
T = % dt + Vs du
olsun. Bu durumda
T = (u%%d—t—l)% o, +dup,

olup matris gosterimi

seklindedir. Bu degerleri ST = AT esitliginde yerlerine yazarsak

dt Adt

)\1 >\2 (u2k§fl)% — (u2k§fl)%
A2 0 du \ du
olacaktir. \ \ 4
t
—11 dt + du = ———
(u?ks —1)2 (u?ks —1)2
)\—21 dt +0 = Adu
(u?k3 — 1)}
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olup buradan

A — A
L2 dt+ Adu=0
(u?k3 — 1)%

A
— 2 dt—Adu=0
(u?k3 —1)°

denklem sistemi elde edilir. Birinci denklemi A ile ikinci denklemi de ), ile carparak

elde edilen esitlikleri taraf tarafa toplarsak

A - —
@k —1F ek - 1)
dt
M =N+ A ——— =0

bulunur.

i) dt = 0 = t = C sabitlerine kargilik gelen anadogrular egrilik ¢izgileridir.

ii) =A%+ A A+ A3 =0, X nmn 2.dereceden bir denklemidir. Ay = A3 + 4)3 daima
pozitif oldugundan iki farkli reel A degeri bulunur.

AM =N+ A2 =0= 2= M\ —A2=0

mn

= VAT + 4N

2)\

¢ozlimlerinde A\; ve Ay degerleri yerlerine yazilirsa diger egrilik ¢izgilerine ait dife-

rensiyel denklem elde edilmis olur.
6.2 L3 3—Boyutlu Lorentz Uzayinda Space-like Dayanak Egrili B—Scroll’lar

Tanim 6.2.1 (L3 3—boyutlu Lorentz uzayinda space-like dayanak egrili
B—scroll’lar ve merkez uzay1): 7 (1) space-like egrisinin yay parametresi ¢ olmak
tizere, Frenet 3—ayakhis1 {V;, V5, V3} olsun. V3 time-like binormal vektorii tarafindan
iiretilen regle yiizeye B—scroll denir. 7(I) dayanak egrisi ve Sp{V3} dogrultman

uzay1 olmak iizere, bu B—scroll’'un denklemi

p(t,u) = n(t) + uVs(t)
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seklindedir.

Teorem 6.2.1 L3 3—boyutlu Lorentz uzayinda dayanak egrisi space-like ise V; ve

V5 space-like vektor, V3 time-like vektor oldugundan

eo=(Vi,Vi)=1 , ea={WW=1 , 5=(h=-1

olup buradan Frenet formiilleri

Vi = kW
Vo = —kiVi+koVs
Vs = koVs

seklindedir (Ekmekci and Tlarslan 1998). Bu denklemlerin matris gosterimi

Vi 0 ki 0 Vi
‘72 = —]{31 0 k‘g ‘/2
Vs 0 k O Vs

seklindedir.

Yy = ‘/1 +'U:k72‘/2

o, = V3

olup ¢, ve @, yiizeyin n(t) noktasindaki teget uzayimn sirali baz vektorleridir.

Tamim 6.2.2 L3 3—boyutlu Lorentz uzayimnda space-like dayanak egrili time-like
dogrultman uzaylh B—scroll olan M nin asimptotik demeti A(t) = Sp{Vs, V3} ve
tegetsel demeti T'(t) = Sp{Vi, Vs, V3} dir. A(t) ile T'(¢) nin boyutlar1 farkli oldugun-
dan sirt uzayi yoktur. Merkez uzay1 vardir. M iizerinde p(t) herhangi bir dayanak

egrisi olsun. Denklemi

p(t) = n(t) +u(t)Vs(t)
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ise

p(t) = f+at)Va(t) +ut)Vs(t)

= Vi+a(t)Vs(t) + u(t)kaVa(t)

dir.
(90, 5 Ao ) = o

sartim saglayan u vektorleri merkez uzayimin yer vektorleridir. Yani,

(Vi +aVs +uksVa, Vs +ukoVo) =0 = —i® + (uky)® =0
= U= Fuky
= [u=F[k

= u=cetlk

parametre degerlerine karsilik gelen p (¢) vektorleri merkez uzayimi veren yer vektor-

leridir.

Tanim 6.2.3 (L3 3—boyutlu Lorentz uzayinda space-like dayanak egrili

B—scroll’un normali): M yiizeyi

o(t,u) = n(t) + uVa(t)
ile parametrize edilmek iizere, Teorem 6.2.1 den

Pr = 77(75) —|—u"/})(t) = ¢, = Vi + ukaVs

olup
_ Vi + uks Vs
Pt = 1
(u2k2 +1)2
dir.
To= = o, = Vi = (7, P5) =0
[Tl

oldugundan {%;,%,} ortonormal vektor alanlaridir ve bunlar y (M) yi gerer. Yani
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x(M) = Sp{%;,%,} dur. Bu durumda B—scroll’un normali

Vi Vi -V
_ BAB L e
N o= Teawl T | Gt Gt - Ieawd =1
0 0 1
—ukoV1 + V3

(14 u2k2)?
olarak bulunur (Turgut 1995).

Tamm 6.2.4 .3 de space-like dayanak egrili time-like B—scroll'un S sekil opera-

toriinii ve karsilik gelen S matrisini yiizeyin normalinden yararlanarak bulalim.

dir. Simdi

1 1 1 ON
S(@)=D=N=D ¢ N=—— =9 - __ -
(@) = Dl = Dpgte N = oDl N = qomSle) = oy

esitliginden S(;) yi hesaplayalim.

(wkaVs + ukaVi = V2 ) w2k +1)7 — (uko V3 — V) —2akar

a_N o (qug—&-l)E
ot u?k? +1
(%wymm@%+hm—@%yw@+n—(ﬁ@@m—ﬁ@@%)
B (u?k3 + 1)%
(lﬁ +uky + u2k1k§> Vi + (uk1k2 + wlkky + u3k1k§’> Vo + (—ks — u?k3) Vi
N (u2k2 + 1)*
ve
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S(a) — _1 a_N — —1 a_N
Yo lledl ot (kg 4o1)7 O

oldugundan

(kl +uky + u2k1k§> Vi+ (ukzlkrg + w?hky + u%lkg) Vo + (—ks — u?k3) Vs

S(@) == (u2k‘§ + 1)2

bulunur. Ilk olarak A\;ve Ao degerlerini hesaplayalim.

Moo= <S(@>,@>=<S<@),M>

(u2k3 + 1)%

<k1 + uky + u2k1k¢%> + <u2/€2kz + ukiky + U?’klk%) ks

(u2k2 + 1)%

—]{31 — Ui{,’g — U2]€1]€%

(u?k3 + 1)%

olarak elde edilir.

A = (S(%), @)
ko + u?k3

B i As
(u?kZ + 1)
ko (u2k2 + 1

_ bWkl 2 D v va)
(u?ks +1)

olup V3 time-like vektor oldugundan (Vi, V) = —1 degeri yukarida yerine yazilirsa

_k2

o = ——2
2T Wk + 1

bulunur. S(g,) = S(p,) = %—N idi. O halde
u

uk?2
8]\7 kQ%\/U2k%+1—(Uk2%—‘/2)\/%§H

Ou u?k3 + 1

ko (u?k3 + 1) Vi — (ukeVy — Vo) uk3
(u?k3 + 1)%
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(ko + u?kd — u?k3) Vi + ukiVy
(u?k3 + 1)%

olup
—ky Vi — uk2Vh

S(@.) = 5
(u2k? +1)2

elde edilir. Buradan

—k’g — uzk‘g’

(u2k2 + 1)
ve
po = (5(@,),%,) =0
olacaktir. Ayrica

. —kg (Ung + 1) . —kg .
(w2412 k341

H1 Az

oldugundan L? uzayinda S sekil operatoriiniin S matrisi simetriktir. O halde,

_ A1 Ao A1 Ao
S = =
Hi o Mo Az 0
oldugundan

k1+uk2+u2k1kg —ko

- 3 272
g — (r31)? R

— ko 0

u2kZ 41

elde edilir.

Tanim 6.2.5 (Gauss Egriligi): L 3—boyutlu Lorentz uzayinda space-like dayanak

egrili B—scroll'un K Gauss egriligi; yiizeyin space-like birim normali NV olmak {izere,

e=(N,N)=1

icin
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K = edetS =detS
_k%
(u2k2 + 1)

dir.

Tanim 6.2.6 (Ortalama Egrilik): L? 3—boyutlu Lorentz uzaymda space-like

dayanak egrili B—scroll’'un H ortalama egriligi,
H = iz8
. —]{31 — 'U,]‘{IQ — ’LL2]€1]€%

(u2k2 +1)2

dir.

Tamm 6.2.7 (I. Temel Form): L3 3—boyutlu Lorentz uzayinda space-like dayanak

egrili B—scroll’'un I. temel formu [ ile gosterilmek {izere,

I ={(dp,dp) ve dp=p,dt+p,du

oldugundan

olur. Burada

(br,00) = 14+u?k3

(prrou) = 0

(puror) = 0

(Ou>Pu) = (V3,V3)=—=1 ; V3 time-like vektor

olup dolayisiyla
I = (u’k3 + 1) dtdt — dudu

elde edilir ve bu kuadratik forma karsilik gelen matris
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wki+1 0

~i
Il

olup
det = — (u?k2+1)

dir.

Tanim 6.2.8 (II. Temel Form): L3 3—boyutlu Lorentz uzayinda space-like dayanak

egrili B—scroll'un II. temel formu I7 ile gosterilmek {izere,
IT = (S(dy),dp) ve dp=q,dt+p,du
oldugundan

IT = (S(p)dt + S(p,) du, p,dt + ¢, du)

= <S(90t) 790t> dtdt + <S(90t) v‘Pu) dtdu
+(S(pu) , pr) dudt + (S(y,) , p,) dudu

bulunur. (S(%;),%;) = A1 idi. O halde

(5.7 = (T2 7o) = gy 560 =
olacagmdan
(S(¢0), 01) = M (k3 + 1)
olur.
o = (S70) 70) =0 = (S(,) 0
dur.

(@), Pu) = (5@0), P0) = X =1

idi. Dolayisiyla

S(ey) e\ _ 1 ).
< ) >_ HSOtH <S(90t)’90u> _)\2 =
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esitliginden

1
2

(S(#)), 0u) = (S(py) s 00) = Ao (W?h3 +1)

olacaktir. Buradan
IT= Ny (u2k2 +1)7 dtdt +2X, (u2k2 +1)7 dtdu + 0 dudu

esitliginde A\; ve Ay degerlerini yerlerine yazarsak

] 2 2
2
I]Z—kl+Uk2+UIflk2 didt — kQ

(u2k2 +1)2 (u2k2 + 1)

dtdu

=

olur ve bu II. temel forma karsilik gelen matris

key +uko+u?k k3 ko
- 1 1
_I _ <u2k§+1)2 <u2k3+1)2
ko - 0
(u2k§+l) 2

seklinde ifade edilir ve

2
det 1] = —=—
¢ u?k3 + 1
dir.

Tanim 6.2.9 (Asimptotik Cizgiler): L3 3—boyutlu Lorentz uzaymda space-like

dayanak egrili B—scroll’un asimptotik ¢izgileri,
1T = (S(dp) ,de) = 0

seklinde diferensiyel denkleme sahip olan egrilerdir. Iki farkll asimptotik cizgi bu-

lunur. '

k k 2k k2 2k

e e L T P S VY
(u?k3 +1)2 (u?k3 +1)2
ya da
ky + uky + u?ky k3 2k
_(rueuaRs o 2 g ) g —o0
(u2k? +1)2 (u2k? +1)2

seklindedir.
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i) dt = 0 = t = C sabitlerine kargilik gelen anadogrular1 asimptotik ¢izgilerdir.
ii) Diger asimptotik cizgileri

(u2k3 + 1) (k3 + 1)

diferensiyel denklemine sahiptir.

Tanim 6.2.10 (L3 3—boyutlu Lorentz uzayida space-like dayanak egrili
B—scroll’un egrilik gizgileri): M yiizeyi iizerindeki bir egrinin teget vektor alan
T olsun. O halde T' € x(M) = Sp{¢;, ¢, } dur. T vektor alan, sekil operatoriiniin
S matrisinin karakteristik vektorii ise yani ST = AT diferensiyel denklemi egrilik

¢izgilerinin diferensiyel denklemi olup hesaplandiginda

dp = @, dt+ p,du

ve

k
T:Vﬁ_w‘/zlmvgdu

(u?k3 +1)2

olsun. Bu durumda
dt
I'= —— ¢, +duyp,
(u2k2 +1)

N

olup matris gosterimi

seklindedir. Bu degerleri ST = AT esitliginde yerlerine yazarsak

dt Adt
A A ag)® | | (e
Ay 0 du A du

olacaktar.
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A Adt
— 2 Gt dedu=—""
(uk3 }\L 1)2 (u?k3 +1)2
— 2 _dt+0=M\du
(u?k3 +1)2
olup buradan
AL — A
L2 G+ dedu=0
(u?k3 +1)2
A2 _dt — Adu =0

(u?k2 +1)2
denklem sistemi elde edilir. Birinci denklemi A ile ikinci denklemi de A, ile garparak

elde edilen esitlikleri taraf tarafa toplarsak

dt dt
A =N AN ————— =0
(u%g +1)2 (u%% +1)2
dt
A =)+ A ——— =0

(u?k3 + 1)%
bulunur.
i) dt = 0 = t = (] sabitlerine kargilik gelen anadogrular egrilik ¢izgileridir.
ii) =A%+ A\ A+ A2 =0, X nmn 2.dereceden bir denklemidir. Ay = A3 + 4)2 daima
pozitif oldugundan iki farkli reel A degeri bulunur.

MM =N+ =0=X -\ =\ =0

mn

= VAT +4M5

2)\

¢oziimlerinde A\; ve Ay degerleri yerlerine yazilirsa diger egrilik cizgilerine ait dife-

rensiyel denklem elde edilir.
6.3 L" n—Boyutlu Lorentz Uzayinda p. Mertebeden Genellestirilmis B—Scroll’lar

Tanim 6.3.1 (L™ n—boyutlu Lorentz uzayinda time-like dayanak egrili p.
mertebeden B—scroll’lar ve merkez uzayi): L" de Frenet r—ayaklisi {Vi, V5, ..., V;.}

olan bir time-like egri () olsun. 7 nin yay parametresi ¢ olmak iizere, p. mertebeden
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oskiilator diizlemi
Sp{Vi,Va, ..V} 5 p<r
seklindedir. Bu durumda, p. mertebeden B—scroll’'un denklemi
(,O(t, Upt+1;5 Up425 -+-s ur) = n(t) + Z U]V(t)

Jj=p+1

dir. n(I) bu yiizeyin time-like dayanak egrisidir.

{‘/erl? ‘/p+27 sy ‘/;'}

tarafindan gerilen (r — p) —boyutlu alt vektor uzayi, dogrultman uzayidir ve E,._,
ile gosterilir. B—scroll'un boyutu (r — p) + 1 dir. 7(t) = V; time-like vektor olmak

tizere, n(t) noktasindaki tanjant uzayin baz vektorleri

T

oo = 0B+ D wVit) =Vi+ > wVi(t)

j=p+1 J=p+1
So'u,p+1 = V;)Jrl
SOUP+2 = %+2
Pu, = Vo

seklindedir.
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Sekil 6.1 L™ de p. mertebeden B — scroll

Asagidaki teoremde, Teorem 2.2.3 de verilen Frenet formiillerinin ¢ = 1 6zel hali ele

alinmgtar.

Teorem 6.3.1 L™ n—boyutlu Lorentz uzayinda

81_1:<‘/;,V;> ve ZZT‘ IQIH kz#()

olmak tizere

Vi = iV,
Vi = —gjagjaki1Vio + kVin
"/; = —€r—2€r—1k’r—1Vr—1

dir. ¢ indeksi 1 oldugundan ¢, ; = (V;,V;) , 1 <i < r, degerlerinden sadece biri —1

degerini alacaktir.
Burada n(I) egrisi time-like dir yani V] time-like vektor oldugundan sadece eg = —1
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dir. V5, V3, ..., V. space-like oldugundan e¢; = 9 = e3 = ... = g,_1 = +1 dir.

V1 nin time-like olmasi durumunda kargilik gelen Frenet formiillerinin matris goste-

rimi,

i 0 k, 0 0 -- 0 Vi
Vs ki 0 ke 0 - : Vs
Vs 0 —ky O ks . Vs
Vi |00 =k 0 - Vi
V., 0 ks 0 Vo
V4 —k,—2 0 kr_y Vi1
B 0 ke 0| [ Ve

seklindedir (Ekmekci and Tlarslan 1998).

Benzer gekilde V5 time-like vektor ise matris gosterimi,

" (0 k0O 0 .- 0 "
Vs ki 0 ke O 2 Vs
Vs 0 ky 0 ks - Va
Vi | |0 0 -k o0 - Vi
Vi 0 ko 0 Via
V, —k,—2 0 kr_y Vi
v, | o - 0 ke 0 | [ Vo]

seklindedir. Her bir V; vektoriiniin time-like olmasi durumu icin ayr1 ayri benzer

matrisler elde edilir.

L™ Lorentz uzayinda egrinin time-like olmasi durumunda yani 7(t) = V} i¢in
(V1,V1) = —1 durumunda p. mertebeden time-like dayanak egrili B—scroll’un merkez

uzayimin varligin1 ve denklemini inceleyelim.
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Tanim 6.3.2 . de p. mertebeden time-like dayanak egrili B—scroll’un asimptotik

demeti

A<t) = Sp {V;,+1, ‘/p+27 ceey V;“a "/p+17 "/p+27 ceey V;“}

ile tanimlanir.

V;)-H = _kpvp‘i"kp—klvp-kz

Ve = —kpi1Vpr1 + kpiaVius

oldugundan sadece Vp+1 vektort Vi1, Vi, ..., Vi vektorlerinden lineer bagimsizdir.
Vp+2, e Vr vektorleri Vi1, Vpia, ..., V. vektorleri ile lineer bagimhdirlar. Bu vektor-

lerin hepsi space-like vektorlerdir. O halde A(t) nin ortonormal bazi

{‘/p7 ‘/erlv ‘/p+27 caey ‘/;'}

olup boy A(t) =r —p+ 1 dir. V; time-like vektorii A(¢) nin elemam olmadigindan
A(t) space-like bir uzaydir.

Tanim 6.3.3 L™ de p. mertebeden time-like dayanak egrili B—scroll'un tegetsel

demeti,

T(t) = Sp {‘/p—i-l; ‘/;;4.2, ey ‘/r, “/;;4-1, "/p+2, ceey “/T, 77}

ile tanimlanir. 77 = V; oldugundan 7'(¢) nin ortonormal baz
{‘/17 ‘/p> ‘/erlv ‘/p+2> ceey ‘/7'}

olup boy T'(t) = r — p+ 2 dir. V; time-like vektorii 7'(f) nin elemani oldugundan
T(t) time-like bir uzaydir.

Tanim 6.3.4 boy A(t) # boy T'(t) oldugundan sirt uzay yoktur, merkez uzay vardir.
Bu merkez uzayn boyutu (r — p) dir. V,4;,1 < i, vektorleri space-like oldugundan bu

uzay, E™ Oklid uzaymdaki merkez uzay1 ile aym sekilde bulunur. Yani merkez uzayin
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yer vektorleri asagidaki matris gosteriminde olan denklem sisteminin ¢oziimleridir.

’L'Lp_;'_l 0 kp+1 O st O Up+1
Up+-2 —kprr 0 Ry 3 Up+2
Up+3 0 —kppo 0 - Up+3
Upr—2 0 kr—2 0 Up—2
Ur—1 _kr—2 0 kr—l Ur—1
Uy 0 e 0 —k.—1 0 Uy

L™ Lorentz uzayinda time-like olan vektortin Vs, Vs, ..., V}, olmas1 durumunda da yine

ayni merkez uzay1 bulunacaktir.

Tanim 6.3.5 (L™ n—boyutlu Lorentz uzayinda space-like dayanak egrili p.
mertebeden B—scroll’lar ve merkez uzayi): IL" de Frenet r—ayaklisi {V;, V5, ..., V;.}
olan space-like egri n(I) olsun. 7 nin yay parametresi ¢ olmak iizere, time-like dogrult-

man uzayl

Erfp = Sp {‘/;H»l, ‘/er27 ey ‘/;‘}

ve dayanak egrisi n(I) olan B—scroll'un time-like olan tek bir baz vektorii vardir.
[k olarak, V},,; time-like baz vektorii olsun. Bu durumda e, = (V,11, V,1) = —1 ve
digerleri €,41 = (Vpi2, Vpta) s ooos €1 = (Vi , Vi) = 1 dir. Asimptotik demet, tegetsel

demet tanimlarindan ve Frenet formiillerinden

VP = —&p2gpikp1Vp + KV
V;’“ = —&p1&pkpVp + kpy1Vpto
= kpVp +kpiaVpio
VP+2 = —pepr1kpr1Vpr1 + kpraVirs
= kpi1 V1 £ kpiaVpys
“/;’+3 = —&pr1€pr2kpraVpra + kpi3Vpia

= —kproVpro +Epi3Vppa
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elde edilir. Gortildiigii gibi V,41 in time-like olmasi durumunda sadece "/;,H ve Vp+2

tiirevlerinin birinci terimleri isaret degistirir. Diger tiirev vektorleri aym kalir.

p(t) herhangi bir dayanak uzay1 (egriler ailesi) olsun. Denklemi

T

p(t) =n(t) + Y u(t)V;(0)

J=p+1

ise

plt) = i+ Y wVit+ Y wV;

Jj=p+1 Jj=p+1

T r—1
= i+ Z u; Vi + Z w; (—€j—2€j-1kj_1Vijo1 + k;jVit1) — ermagr1tpkr_1Viq

Jj=p+1 Jj=p+1

r r—1 r—1
= i+ E u;Vi —€j_0851 E ujkj Vi1 + E uik;Vign — er—agr1Urkp_1 Vg
Jj=p+1 Jj=p+1 Jj=p+1
= Vi+dp1Vprr + UpraVpro +tpi3Vprs + o + 042V + 001 Vg + 4, Vi

Fups1kpVp + Upiokp i1 Vot — UpishproVpro — UprakpisVis — ..
—Up_okyr_3Vi_3 — Up_1kr 2Viio + Upi1kpi1 Vo + UpiokpioVpis + ...
Fp_skr_3Vi_o + Uup ok oV +Up 1k Ve — upke Ve

= Vit upakpVp + (Upsr + Uprakpi) Vosr + (lps2 + Upirkpin — Upishpin) Voo
+ (Upy3 + Upr2kpro — Uprakpis) Vs + oo+ (U2 + tup3kp 3 — U 1k 2) Vg

+ ('L'LT.,1 + ur72k’r72 - urk’rfl) ‘/7'71 + (ur + urflkrfl) ‘/7'

dir. Bir agilamaz yiizey tizerindeki iki ardigik anadogrunun bir ortak dikmesi varsa
esas anadogru iizerindeki ortak dikmenin ayagi merkez noktasi olarak adlandirilir.
Bu merkez noktalarinin geometrik yerine B—scroll’un merkez uzay1 denir. Denklemi,

ortogonallik kosgulu ile,

ile ifade edilir. Buradan
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(Up+1kp)2 = (dps1 + Up+2kp+1)2 + (Upt2 + upr1kpr1 — up+3kp+2>2

+ (up+3 + U,p+2/{3p+2 — up+4kp+3)2 + ...+ (’l.l/rfz + ur,gkr,g — urflkT72)2

+ (ur—l + ur—2kr—2 - urkr—l)Q + (ur + ur—lkr—1)2 =0

bulunur. u,41k, = 0 i¢in k, # 0 fakat upy; = 0 dir. w,y # 0 ise k, = 0 dir.

/U/p+1:O:>’I:Lp+1:Ojup+2:O:>up+2:0:>up+3:():>...

dayanak egrisi merkez uzay1 (striksiyon egrisi) olacaktir. Ancak diferensiyel denklem

sisteminin ¢oziimii icin bir 6zel hal se¢meliyiz. Negatif isaretli olan ikinci terimin

sifir oldugu bir 6zel ¢oziim segelim. Yani

olsun. Bu durumda daha o6nceki paragraflara paralel olarak Lyapunov matrisine

ulagiriz.

Upi1 + Upyokpi1 =0

Upp1 = —kppiupio

Upys = Kpiotprs — Kpiatipi

Upys = Kpptprs — Kppotipsin

Up_g = k'r72ur71 - krf?)u'rf?;

Up—p = krflur - k‘r72ur72
U, = _k:’r'—lur—l

olacaktir. Bu denklem sistemi matris formunda yazilirsa

Up+1
Up+2

Up+3

0 “hptl 0
—Rp+1 0 kp+2
0 —~kpio O
0
0 ... —k,_q
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elde edilir.
U=At)U

homogen diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimleri ile merkez uzay1 bulunur. Bu

ozel coziimiin disindaki ¢oziimleri de aragtirmak gerekir.

Tanim 6.3.6 L. n—boyutlu Lorentz uzayinda space-like dayanak egrili B—scroll’u

or=0(t) + Y uVi(t)

Jj=p+1
ile parametrize edelim. Time-like dogrultman uzay:

Er—p = Sp {‘{p-‘rl? ‘/;H—Qv ceey ‘/;"}

olsun. FE,_, time-like dogrultman uzayinda Vo time-like vektor olsun. Bu durumda

sadece €p11 = (Vpy2, Vpia) = —1ve digerleri
ep = (Vps1, Vor1) = Ligpra = (Vpu3, Vpz) = 1, osern = (V2 V) = 1

dir. Asimptotik demet, tegetsel demet tanimlarindan ve Frenet formiillerinden

VPH = —&p16phpVp + kpra1Vpio
= —kpVp +EpaVoro
Vore = —epeprikpiiVost + kpiaVprs

= kpy1Voy1 + FpaVpys
VP+3 = —ept1€ptakpr2Vpra + kpi3Vpra
- kp+2%+2 + k’p+3Vp+4
“/;7"‘4 - _€p+25p+3kp+3‘/;9+3 + kfp+4‘/p+5

= —kpi3Vpis + kpraVpss

dir. Yani V4 nin time-like vektor olmasi durumunda sadece V,;o ve Vi3 tiirev
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vektorlerinin birinci terimleri isaret degistirir. Diger tiirev vektorleri ayni kalir.

p(t) = Vi—uppikpVy + (Uppr + tprokpi1) Vo1 + (Upga + tprikpy1 + tpyskpio) Voro
+ (up+3 + up+2kp+2 - up+4kp+3) Vp+3 +.t (%—2 + ur—3kr—3 - ur—lkr—2) Vi_o

+ ('I'LT.,1 + ur72kr72 - urkrfl) ‘/7'71 + (ur + urflkrfl) ‘/7'

olmak tizere merkez uzayimin denklemi

ile ifade edilir.

- (uerlkp)Q + (tp41 + up+2kp+1)2 — (Upy2 + Ups1kpr1 + up+3kp+2)2
+ (up+3 + up+2kp+2 - up+4kp+3)2 + ...+ (1.1,7’_2 + ur—3kr—3 - Ur—lkr—2)2

+ (ur—l + UT—ri—Z - u?"k:r—l)2 + (ur + 11'7’—1]{77'—1)2 =0

Upr1ky, = 0 i¢in k, # 0 fakat upy 1 = 0 dir. Upp1 = 0 = Upro = 0 = Upo = 0 =
Uprs = 0 = ... ise n(I) dayanak egrisi merkez uzay1 (striksiyon egrisi) olacaktir.
Burada

Upto + Upy1kpi1 + Upiskpra =0

kabulii ile bir 6zel ¢oziim tizerinde duracagiz.

Upy1 = —kpiitpio
Upyz = —kpiatpr1 — KpiaUpis
Upys = Kpistpra — Kpiatpio
Up—g = kr—2ur—1 - kr—3ur—3
Upp = kr—lur - kr—2ur—2

U, = _kr—lur—l

olacaktir. Bu denklem sistemi matris formunda yazilirsa
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ibp+1 0 —KRp+1 0 0 cee 0 Up+1

Up-2 —kps1 O —kpio O : Up2

Up+3 0 —kpy2 0 kpis Up3
- —hpt3

'L‘Lr72 e ka2 0 Up—2

ur—l _kr—2 0 k'r—l Upr—1

Uy 0 0 —k,—1 0O Uy

seklini alir. Son olarak V,. vektoriiniin time-like olmasi halini ele alalim. Bu durumda

sadece €,_1 = (V;.,V,.) = —1 ve digerleri
€p = <Vp+17‘/}a+1> =lepn = <Vp+2>‘/;)+2> =1, 0=(Vi.1,Vio1) =1
dir. Asimptotik demet, tegetsel demet tanimlarindan ve Frenet formiillerinden

qu = —&p_36r—2kr 2V o+ k.1 V,
= —koVi o+ k_ 4V,
Vr = —&r—2&—1kr_1Vi1

= kr—l‘/:r—l
dir. O halde sadece V, tiirev vektoriiniin isareti degisir.

p(t) = Vi—upikpVy + (Ups1 — Upiokpin) Voprr + (Upra + Uppikprn — Upyskpia) Vo
A (Upy3 + Upsokpro — Uprakpis) Vs + oo A (Ur—2 + Up_3kr_3 — Upr_1kr_2) Vi 2

+ (ur—l + UT—QkT—2 + urkr—1> ‘/7‘—1 + (ur + ur—lkr—l) ‘/r

olmak tizere merkez uzaymin denklemi

ile ifade edilir. Bu durumda
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olacaktir. u,11k, = 0 i¢in k, # 0 fakat u,,y = 0 dir. Uy = 0 = upyo = 0 =

/l‘lfp+2:O:>'U/p+3:0:>

(Up+1kp)2 + (dps1 — Up+2kp+1)2 + (Upt2 + upr1kpr1 — up+3kp+2>2

+ (up+3 + U,p+2/{3p+2 — up+4kp+3)2 + ...+ (’l.l/rfz + ur,gkr,g — urflkT,Q)Q

+ (ur—l + ur—2kr—2 + urkr—l)Q - (ur + ur—lkr—1)2 =0

olacaktir. Burada

(ar + Ur—lkr—l) =0

kabulii ile bir 6zel ¢oziim tizerinde duracagiz.

Up+1
Up+2

Up+3

= kpratipyo
= —kpiaUpir + Kppatipys

= —kpratpra + Kpiratpra

= —kp_3Up_3 + kp_oU,_q
= —kp_1Up — kp_oUy_o

= _kr—lur—l

Bu nedenle yukaridaki denklem sistemi

Up+1
Up+2

Up+3

Ur—2
Ur—1

iy

—kpe1 O

0

matris formunu alir. Bu da

Lyapunov denklemidir.

kpsr O 0 - 0
kpra O
—Fkp2 0 kpis
_kp+3
kr—o 0
—k;—2 0 —ky—1
0 —k-—1 0O 1L
U=AU
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Up+1
Up+2

Up+3

Upr—2
Up—1

Uy
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