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ÖZET

Doktora Tezi

n− BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA B − SCROLLAR
Şeyda KILIÇOĞLU

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Prof.Dr. H.Hilmi HACISALİHOĞLU

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm, giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde ileri bölümlerde gerekli olan kavramlar ve tanımlar verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, 3 ve n−boyutlu Öklid uzayında regle yüzeyler incelenmi̧s; teğet-
sel demet, asimptotik demet kavramlarıyla sırt uzayı ve merkez uzaylarının varlığı

irdelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde, 3 ve n−boyutlu Lorentz uzayında regle yüzeyler incelenmi̧stir.
Dayanak eğrisinin time-like veya space-like olması durumlarında oluşan farklı time-

like regle yüzeyler ayrı ayrı incelenmi̧stir.

Beşinci bölümde, 3 ve n−boyutlu Öklid uzaylarında özel regle yüzeyler olanB−scroll’-
lar tanıtılmı̧stır. Asimptotik demet ve teğetsel demet kavramlarıyla B−scroll’ların
merkez uzayı, şekil operatörüne kaŗsılık gelen matrisi, normali, Gauss ve ortalama

eğrilikleri I. ve II. temel formları, asimptotik çizgileri ve eğrilik çizgileri irdelenmi̧stir.

Son bölümde ise 3 ve n−boyutlu Lorentz uzaylarında özel regle yüzeyler olan time-
like B−scroll’lar tanıtılmı̧stır ve 3−boyutlu Lorentz uzayında dayanak eğrisinin veya
binormalinin time-like olması durumlarında yukarıda adı geçen konular incelenmi̧stir.

n−boyutlu Lorentz uzayında dayanak eğrisinin time-like veya space-like olması du-
rumlarında oluşan 2. ve p−yinci mertebeden B−scroll’lar ayrı ayrı incelenmi̧stir. Bu
incelemelerde merkez uzayının araştırılması bizi Lyapunov tipi diferensiyel denklem

sistemine getirmi̧stir ve geometri yönü ile bu sistem sonuçlandırılmı̧stır.

2006, 131 sayfa

Anahtar Kelimeler : Merkez uzay, Asimptotik demet, Teğetsel demet, Genelleşti-
rilmi̧s B−scroll, Genelleştirilmi̧s regle yüzey
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

B − SCROLLS IN LORENTZ n− SPACE En

Şeyda KILIÇOĞLU

Ankara University

Graduate School of Natural And Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr. H.Hilmi HACISALİHOĞLU

This thesis consists of six chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, concepts and definitions which are needed in the further chap-

ters are given.

In the third chapter, ruled surfaces in the 3 and n−dimensional Euclidean space are
analyzed. The existance of edge space and striction space together with concepts of

tangentian bundle and asymptotic bundle are studied.

In the fourth chapter, ruled surfaces in the 3 and n−dimensional Lorentzian space
are examined. Distinct time like ruled surfaces which occur when the generating

curve is time like or space like are studied.

In the fifth chapter, B−scrolls that are special ruled surfaces in 3 and n−dimensional
Euclidean spaces are introduced. Striction space, the matrix corresponding to shape

operator, the normal, the Gaussian and mean curvatures, I. and II. fundamental

forms, asymptotic lines and curvature lines of B−scrolls together with the concepts
of asymptotic bundle and tangentian bundle are studied.

In the last chapter, time like B−scrolls which are special ruled surfaces in 3 and
n−dimensional Lorentzian space are introduced and the subjects mentioned above,
in the cases the generating curve or binormal in 3−dimensional Lorentzian space
are time like examined. 2. and p th degree B−scrolls that occurs in the case when
the generating curve is time like or space like in n−dimensional Lorentzian space are
studied. In these studies, examination of the striction spaces have led us to Lyapunov

type differential equation system and this system is studied in geometrical aspect.

2006, 131 pages

Key Words: Striction space, Asymptotic bundle, Tangentian bundle, Generalized
B−scroll, Generalized ruled surface
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Zk−m (k −m)− boyutlu merkez uzay
S̄ S şekil operatörüne kaŗsılık gelen matris

K Gauss eğriliği

H ortalama eğrilik

Ln = En1 n− boyutlu 1− indeksli Lorentz uzayı
Vi i− yinci Frenet vektörü
ki i− yinci eğrilik
ϕt ϕ nin t deği̧skenine göre türevinin birimi
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1. GİRİŞ

Regle yüzey kavramı, Fransızca surface regleé’den gelmi̧s olup çizgiler yüzeyi (ı̧sın

yüzeyi) olarak da adlandırılabilir. E3 de bir regle yüzey, bir parametreye bağlı doğru-

lar ailesinin geometrik yeri olarak tanımlanır.

Juza daha 1960’lı yıllarda genelleştirilmi̧s regle yüzeyler teorisi üzerinde çalı̧smı̧stır.

Daha sonra bu alanda çalı̧smalar Frank and Giering (1976) ve Thas (1978) ile devam

etmi̧stir.

Sabuncuoğlu (1982), Genelleştirilmiş Regle Yüzeyler adlı doçentlik tezinde bu yüzeyi

ve özeliklerini incelemi̧stir. Daha sonra Ergüt, Genelleştirilmiş Regle Yüzeylere Dair

adlı doktora tezinde Thas’ın En de 2−boyutlu regle yüzey için verdiği skalar normal
eğriliği, (r + 1)−boyutlu genelleştirilmi̧s regle yüzey için hesaplayarak bazı sonuçlar
elde etmi̧stir. Bunlara bağlı olarak genelleştirilmi̧s regle hiperyüzeyler için önemli

teorem ve sonuçlar vermi̧stir.

Regle yüzeyler üzerine yine bir çalı̧sma Çalı̧skan (1998) tarafından doktora tezi olarak

hazırlanmı̧stır.

Keleş ve Kuruoğlu (1983), bu çalı̧smalar doğrultusunda n−boyutlu Öklid uzayında
regle yüzeylerin özeliklerini ve Massey Teoremi’ni ifade etmi̧slerdir.

Altın (1994), Yüksek Mertebeden Regle Yüzeyler adlı doktora tezinde genelleştiril-

mi̧s regle yüzeylerin kapalı olması durumunda açılım uzunluğu ve açılım açısını in-

celemi̧stir.

Öklid uzayında ve Riemann manifoldlarında regle yüzeyleri ile ilgili çalı̧smalara ben-

zer olarak yarı-Riemannmanifoldlarında (veya uzaylarında) bir çok çalı̧sma yapılmı̧stır.

Yarı-Riemann manifoldları klasik terminolojide pseudo-Riemann veya indefinite Rie-

mann manifoldları olarak da adlandırılmaktadır. Yarı-Riemann manifoldlarında

(veya uzaylarında) diferensiyellenebilir eğrilerin sınıflandırılması oldukça önemlidir.

Eğriler causal karakterlerine göre time-like, space-like ve lihgt-like olmak üzere üçe

ayrılır (O’Neil 1983). q indeksli n−boyutlu bir yarı-Riemann manifolduMn
q ise n ≥ 2

1



ve q = 1 özel durumu için Mn
1 yarı-Riemann manifoldu, Lorentz manifoldudur. q

indeksli n−boyutlu bir yarı-Öklid uzayı Rnq ise n ≥ 2 ve q = 1 özel durumu için

Rn1 = Ln bir Lorentz (Minkowski) vektör uzayıdır (O’Neil 1983, Duggal and Bejancu

1996).

Regle yüzeyler için E3 ve En de yapılan bu çalı̧smalar Lorentz (Minkowski) uzayında

da çalı̧sılmı̧stır. Turgut (1995), 3−Boyutlu Minkowski Uzayında Time-like ve Space-
like Regle Yüzeyler adlı doktora tezinde 3−boyutlu Lorentz uzayında time-like ve
space-like regle yüzeyler ile bunlara ait boğaz noktası, boğaz çizgisi, dağılma para-

metresi, açılabilir regle yüzeyler kavramlarını incelemi̧stir. Yine Aydemir (1995), Rn1
Minkowski Uzayında Time-like Dŏgrultman Uzaylı Genelleştirilmiş Time-like Regle

Yüzeyler adlı tezinde; Tosun (1995), Rn1 Minkowski Uzayında Space-like Dŏgrultman

Uzaylı Genelleştirilmiş Time-like Regle Yüzeyler adlı tezinde, n−boyutlu Lorentz
(Minkowski) uzayında doğrultman uzaylarına göre tanımlanan regle yüzeyleri ve

eğriliklerini çalı̧stılar.

Turgut ve Hacısalihoğlu (1997), Time-like Ruled Surfaces in the Minkowski 3-Space

adlı makalede regle yüzeyleri incelediler.

L3 de dayanak eğrisi null olan time-like regle yüzeyleri ilk olarak Graves (1979),

Codimension One Isometric Immersions Between Lorentz Space adlı çalı̧smasında

B−scroll olarak tanımlamı̧stır. Bu yeni bir çeşit regle yüzey, dayanak eğrisinin bi-
normal vektör alanı tarafından oluşturulduğu için B−scroll adını almı̧stır. Bu yüzey-
lerin Gauss dönüşümü Alias v.d. (1998) tarafından incelenmi̧stir. Yine bu tip regle

yüzeyler olan null scroll’ların Gauss dönüşümü ile ilgili çalı̧smalar Choi v.d. (1998)

ne aittir. Öte yandan bu konuda çalı̧san Nassar and Fathi (2001), On an Extension

of the B−Scroll Surface in Lorentz 3 − Space R31 adlı makalelerinde geni̧sletilmi̧s
B−scroll’u verdiler. Inoguchi (2005) ise E31 = L3 3−boyutlu Lorentz uzayında
B−scroll’ların geni̧sletilmi̧slerinin de B−scroll olduğunu Extension B−Scrolls are
B−Scrolls adlı makalesiyle belirtmi̧stir.

L3 de birer time-like regle yüzey olan B−scroll ve null scroll’lara ait özeliklerin
incelendiği çalı̧smalar Balgetir tarafından yapılmı̧stır. Balgetir’in (2002) Lorentz
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Uzayında Genelleştirilmiş Null Scroll’lar adlı tezinde regle yüzeylere ait bilinen ve

çalı̧sılan özeliklerin ı̧sığı altında n−boyutlu Lorentz uzayında genelleştirilmi̧s null
scroll’lar incelenmi̧stir.

Ln n−boyutlu Lorentz uzayında çalı̧sırken ihtiyaç duyduğumuz Frenet formüllerinin
en geni̧s kapsamlı hali için Ekmekçi ve İlarslan’ın (1998) Higher Curvatures of a

Regular Curve in Lorentzian Space adlı çalı̧smalarından faydalanılmı̧stır.

Burada gerek 3 gerek n−boyutlu Lorentz uzayında dayanak eğrisinin binormal vektör
alanı tarafından üretilen time-like B−scroll’lar incelenmi̧stir. İlk olarak dayanak
eğrisinin time-like sonra space-like olma durumları ayrı ayrı gözetilerek incelenmi̧stir.

Bu farklılıklara dikkat edilerek her bir özel durum için oluşan time-like regle yüzeyin

merkez uzayı, şekil operatörüne kaŗsılık gelen S̄ matrisi, normali, Gauss eğriliği,

ortalama eğriliği, asimptotik çizgileri, I. ve II. temel formları incelenmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Simetrik Bilineer Formlar

Tanım 2.1.1 V bir reel vektör uzayı olsun.

h . , . i : V × V → R

dönüşümü ∀ a, b ∈ R ve ∀u, v, w ∈ V için

i. hu, vi = hv, ui
ii. hau+ bv, wi = a hu,wi+ b hv, wi

hu, av + bwi = a hu, vi+ b hu,wi

koşullarını sağlıyorsa h . , . i dönüşümüne V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik
bilineer formdur denir (O’Neil 1983).

Tanım 2.1.2 V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form h . , . i olsun.

h . , . i simetrik bilineer formuna,

i. ∀ v ∈ V ve v 6= 0 için hv, vi > 0 ise pozitif tanımlı

ii. ∀ v ∈ V ve v 6= 0 için hv, vi < 0 ise negatif tanımlı

iii. ∀ v ∈ V için hv, vi ≥ 0 ise yarı pozitif tanımlı

iv. ∀ v ∈ V için hv, vi ≤ 0 ise yarı negatif tanımlı

denir (O’Neil 1983).

Tanım 2.1.3 V bir reel vektör uzayı ve V üzerinde

h . , . i : V × V → R

bir simetrik bilineer formu,

∀w ∈ V için hv, wi = 0⇒ v = 0

4



şartını sağlıyorsa bu simetrik bilineer forma non-dejenere, non-dejenere değilse de-

jeneredir denir.

V üzerindeki h . , . i non-dejenere simetrik bilineer form, V nin bir alt vektör uzayına
indirgenebilir. İndirgenen simetrik bilineer form dejenere veya non-dejenere olabilir.

Tanım 2.1.4 V bir reel vektör uzayı ve

h . , . i : V × V → R

bir simetrik bilineer form olsun.

h . , . i|W :W ×W → R

negatif tanımlı olacak şekildeki V nin en büyük boyutlu W alt uzayının boyutuna

h . , . i simetrik bilineer formunun indeksi denir ve q ile gösterilir. Ayrıca q ya V

reel vektör uzayının indeksi de denir ve ind V = q ile gösterilir (O’Neil 1983, Duggal

and Bejancu 1996).

Buna göre 1 ≤ q ≤ boy V dir. q = 0 olması için gerek ve yeter şart, h . , . i nin pozitif
yarı tanımlı olmasıdır.

Tanım 2.1.5 h . , . i simetrik bilineer formuna kaŗsılık gelen kuadratik form ∀u ∈ V
için

h : V → R

u→ h(u) = hu, ui
şeklinde tanımlı bir dönüşümdür. Bu durumda g ve h yardımıyla ∀u, v ∈ V için

hu, vi = 1

2
[h(u+ v)− h(u)− h(v)]

şeklinde ifade edilebilir.

V nin E = {e1, e2, ..., en} bazı için, λi ∈ R ve vi ler V nin E bazına kaŗsılık gelen

5



koordinat bileşenleri olmak üzere

h(v) = hv, vi =
nX
i=1

λi (vi)
2

formuna sahiptir. λi katsayılarının pozitif, negatif ve sıfır olanlarının sayıları sırası

ile p, q ve r ise h ya (p, q, r) tipindendir denir (Duggal and Bejancu 1996).

Önerme 2.1.1 V m−boyutlu vektör uzayı üzerinde h . , . i simetrik bilineer for-

muna ait (p, q, r) tipinden bir kuadratik form h olsun. Bu durumda;

i. h . , . i nin dejenere (veya non-dejenere) olması için gerek ve yeter koşul r > 0

(veya r = 0)

ii. h . , . i nin pozitif (veya negatif) tanımlı olması için gerek ve yeter koşul p = m

(veya q = m)

iii. h . , . i nin pozitif (veya negatif) yarı tanımlı olması için gerek ve yeter koşul
q = 0, p > 0, r > 0 (veya p = 0, q > 0, r > 0)

olmasıdır.

İspat: (Duggal and Bejancu 1996).

Tanım 2.1.6 V reel vektör uzayının bir bazı {e1, e2, ..., en} olsun. bij = hei, eji olarak
tanımlanan [bij]n×n matrisine {e1, e2, ..., en} bazına göre h . , . i simetrik bilineer

formunun matrisi denir. h . , . i simetrik olduğundan B matrisi de simetriktir

(O’Neil 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Teorem 2.1.1 V vektör uzayının bir ortonormal bazı E = {e1, e2, ..., en} olsun.
εi = hei, eii olmak üzere ∀ v ∈ V vektörü

v =
nX
i=1

εi hv, eii ei

olacak şekilde tek türlü belirlidir.

İspat: (O’Neil 1983).
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Teorem 2.1.2 Bir V vektör uzayının E = {e1, e2, ..., en} ortonormal bazı için
ε1, ε2, ..., εn i̧saretlerindeki negatif terimlerin q sayısı V nin indeksidir.

İspat: (O’Neil 1983).

Tanım 2.1.7 BirEn n−manifoldunun her bir (n− 1) alt manifolduna bir hiperyü-
zey denir (Hicks 1971).

En de bir hiperyüzey M olsun. M yi pozitif yönlü bir manifold olarak kabul edelim.

Bir x ∈ M noktasında M nin dı̧s birim normal vektör alanını N ile gösterirsek,

TEn(x) de TM(x) e dik bir birim vektör olarak N(x) i öyle seçebiliriz ki;

[N(x) , V1|x , V2|x , ..., Vn−1|x] = µx

ile TEn(x) deki pozitif yön belli olur. Burada

{V1|x , V2|x , ..., Vn−1|x} =
n
~Xu1, ~Xu2, ..., ~Xun−1

o
vektör sistemi TM(x) in ortonormal bir bazıdır.

M diferensiyellenebilir bir manifold olduğu için N(x) birim vektörleri M üzerinde

noktadan noktaya diferensiyellenebilir olarak deği̧sirler. Tersine olarak M üzerinde

diferensiyellenebilecek şekilde, N birim normal vektörlerinin bir ailesi, birim normal

vektör alanı olarak aşağıdaki gibi ifade edilir.

~N(x) = ~N
¯̄̄
x
=

~Xu1 ∧ ~Xu2 ∧ ... ∧ ~Xun−1°°° ~Xu1 ∧ ~Xu2 ∧ ... ∧ ~Xun−1°°°
olup burada

°°° ~Xu1 ∧ ~Xu2 ∧ ... ∧ ~Xun−1°°° = det

D
~Xu1 ∧ ~Xu1

E
· · ·

D
~Xu1 ∧ ~Xun−1

E
...

...D
~Xun−1 ∧ ~Xu1

E
· · ·

D
~Xun−1 ∧ ~Xun−1

E


dir (Greub 1963).
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M deki kooordinat komşuluğunu o şekilde seçebiliriz ki,

X : (u1, u2, ..., un−1) ∈ U ⊂ En−1 → (X (u1, u2, ..., un−1)) = X ∈M

olmak üzere n
~Xu1, ~Xu2, ..., ~Xun−1

o
sistemi TM(x) için bir ortonormal baz olsun. Bunun anlamı,

i) M üzerinde parametre eğrilerini, eğrilik çizgileri olarak

ii) u1, u2, ..., un−1 parametrelerini de parametre eğrilerinin kXu1k = 1 yay uzunlukları
olarak

seçmek demektir. Buna göre,

n
~Xu1, ~Xu2, ..., ~Xun−1

o
bazı bir ortonormal baz olacağından

w ∈ ∧n−1 (T ∗M(x))

olmak üzere

w
³
~Xu1, ~Xu2, ..., ~Xun−1

´
= 1

dir ve dolayısıyla

N(x) = ~N
¯̄̄
x
= ~Xu1 ∧ ~Xu2 ∧ ... ∧ ~Xun−1

olur.

2.2 Yarı-Öklid Uzayları

Tanım 2.2.1 V reel vektör uzayı üzerinde tanımlı h . , . i simetrik bilineer formu non-
dejenere ise h . , . i formuna V üzerinde bir skalar çarpım (yarı-Öklid metriği)

denir. V ye de skalar çarpımuzayı (yarı-Öklid uzayı) denir (Duggal and Bejancu

1996).
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Tanım 2.2.2 V reel vektör uzayı üzerinde tanımlı non-dejenere h . , . i simetrik

bilineer formu pozitif tanımlı ise h . , . i formuna Öklid metriği, V ye de Öklid

uzayı denir (Duggal and Bejancu 1996).

Tanım 2.2.3 V skalar çarpım uzayı (yarı-Öklid uzayı) olsun. h . , . i nın indeksi

q = 1, boy V ≥ 2 ise h . , . i skalar çarpımına Lorentz (Minkowski) metriği ve V
ye de Lorentz uzayı veyaMinkowski uzayı denir. V de h . , . i dejenere ise V ye
ı̧sıksı (light-like) veya dejenere vektör uzayı denir.

Tanım 2.2.4 Bir v vektörü için;

i. hv, vi > 0 veya v = 0 ise v vektörüne space-like (uzay benzeri, uzaysı)

vektör

ii. hv, vi < 0 ise v vektörüne time-like (zaman benzeri, zamansı) vektör

iii. hv, vi = 0 ise v vektörüne light-like (null, ı̧sık benzeri, ı̧sıksı) vektör

denir (O’Neil 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Tanım 2.2.5 V yarı-Öklid uzayı ve h . , . i yarı-Öklid metriği olmak üzere;

i. ΓN = {v ∈ V − {0} : hv, vi = 0} cümlesine V nin ı̧sık konisi

ii. ΓS = {v ∈ V − {0} : hv, vi > 0} cümlesine V nin uzay konisi

iii. ΓT = {v ∈ V − {0} : hv, vi < 0} cümlesine V nin zaman konisi

denir (O’Neil 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Tanım 2.2.6 V yarı-Öklid uzayı ve h . , . i yarı-Öklid metriği olmak üzere,

k . k : V → R+

v → kvk = |hv, vi| 12

şeklinde tanımlı fonksiyona norm fonksiyonu denir. kvk ifadesine v nin normu veya
v nin boyu denir. Boyu 1 birim olan vektöre de birim vektör denir. Ortogonal birim

vektörlerin cümlesine ortonormal sistem denir (O’Neil 1983).
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Teorem 2.2.1 Bir V 6= {0} skalar çarpım uzayı bir ortonormal baz sistemine

sahiptir.

İspat: (O’Neil 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Örnek 2.2.1 n−boyutlu reel vektör uzayı olan Rn in indeksi q , 0 < q < n , olsun.
Rn üzerinde bir yarı metrik ∀x, y ∈ Rn için

hx, yi = −
qX
i=1

xiyi +
nX

j=q+1

xjyj

şeklinde tanımlanır. Bu metrikle birlikte Rn yarı-Öklid uzayı olur ve Enq ile gösterilir.

Özel olarak q indeksi 1 olan Lorentz metriği

hx, yi = −x1y1 +
nX
i=2

xiyi

ise, Rn Lorentz (Minkowski) uzayı olur ve En1 = Ln ile gösterilir.

Tanım 2.2.7 M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M üzerinde non-dejenere

ve sabit indeksli (0, 2) tipinden tensör alanına birmetrik tensör denir (O’Neil 1983,

Duggal and Bejancu 1996).

Tanım 2.2.8M diferensiyellenebilir bir manifold ve h . , . i deM üzerinde bir metrik

tensör ise M ye bir yarı-Riemann manifoldu denir. Buradaki sabit indekse yarı-

Riemann manifoldunun indeksi denir. q indeksli n−boyutlu bir yarı Riemann mani-
foldu Mn

q ile gösterilir.

Özel olarak q = 0 iseMn bir Riemann manifoldudur. Metriğe deRiemann metriği

denir.

Özel olarak n ≥ 2 ve q = 1 ise Mn
1 yarı Riemann manifolduna Lorentz manifoldu

denir (O’Neil 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Tanım 2.2.9 Mn
q bir yarı-Riemann manifoldu ve

η : I ⊂ R→Mn
q
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diferensiyellenebilir bir eğri olsun. η(I) eğrisinin teğet vektör alanı T olmak üzere;

i. hT, T i > 0 ise η eğrisine space-like eğri

ii. hT, T i < 0 ise η eğrisine time-like eğri

iii. hT, T i = 0 ise η eğrisine light-like eğri

denir (O’Neil 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Çalı̧sma boyunca ele alınacak olan tüm eğriler birim hızlı olacaktır.

Tanım 2.2.10 E3 uzayında M bir yüzey ve

η : I →M

diferensiyellenebilir bir eğri olsun. ∀ t ∈ I için η̇(t) hız vektörü, η(t) noktasında M

yüzeyinin bir asimptotik vektörü ise, yani

hS (η̇(t)) , η̇(t)i = 0

eşitliğini sağlıyorsa η eğrisineM yüzeyi içinde asimptotik eğri denir (Sabuncuoğlu

2001).

Teorem 2.2.2 En uzayında diferensiyellenebilir bir η(I) eğrisinin η(t) noktasındaki

Frenet r−ayaklısı
{V1, V2, ..., Vr}

olsun. Buna göre

ki : I ⊆ R→ R

t→ ki(t) =
D
V̇i, Vi+1

E¯̄̄
η(t)

şeklinde tanımlanan ki fonksiyonuna, η(I) eğrisinin i−yinci eğrilik fonksiyonu ve
∀ t ∈ I için ki(t) sayısına, η(I) eğrisinin η(t) noktasındaki i−yinci eğriliği denir.
Buna göre, En üzerindeki η(I) eğrisinin Frenet vektörleri ve türevleri arasındaki ili̧ski
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V̇1 = k1V2

V̇2 = −k1V1 + k2V3
...

V̇i = −ki−1Vi−1 + kiVi+1 , 1 < i < r

...

V̇r = −kr−1Vr−1

şeklindedir (Hacısalihoğlu 1994).

Teorem 2.2.3 Mn
q (n ≥ 3) bir yarı-Riemann manifoldu ve

α : I ⊂ R→Mn
q

ise diferensiyellenebilir bir eğri olsun. Eğrinin herhangi bir noktasındaki Frenet vek-

törleri

{V1, V2, ..., Vr}

ve

εi−1 = hVi, Vii

için ki 6= 0 olmak üzere Frenet vektörleri ve türevleri arasındaki ili̧ski

V̇1 = k1V2
...

V̇i = −εi−2εi−1ki−1Vi−1 + kiVi+1 , 1 < i < r

...

V̇r = −εr−2εr−1kr−1Vr−1

şeklindedir (Ekmekçi and İlarslan 1998). Yukarıda ifade edilen Frenet denklemlerinin

matris gösterimi ise,
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

V̇1

V̇2

V̇3
...

V̇r−2

V̇r−1

V̇r


=



0 k1 0 · · · 0

−ε0ε1k1 0 k2
. . .

...

0 −ε1ε2k2 0
. . .

...
. . . . . . . . .

kr−2 0

0 kr−1

0 · · · −εr−2εr−1kr−1 0





V1

V2

V3
...

Vr−2

Vr−1

Vr


şeklindedir.

2.3 Multivektörler, Wedge Çarpımı ve Yıldız Operatörü

A. Multivektörler:

n−boyutlu uzayda p tane (lineer) bağımsız vektör, p−boyutlu bir alt uzay tanımlar.
p tane bağımsız vektörle oluşturulan n×p matrisinin ¡n

p

¢
sayıdaki minörleri, sabit bir

çarpan farkıyla aynıdırlar. Bu minörler alt uzayı belirler. Bu minörlerin cümlesine

de p ranklı multivektör veya p−multivektör denir (McCarthy 1990).

X1 = (α11,α12 , ... ,α1n)

X2 = (α21,α22 , ... ,α2n)

...

Xp = (αp1,αp2 , ... ,αpn)

gibi p tane lineer bağımsız vektör alalım. Bunlar için,
α11 α21 · · · αp1

α12 α22 · · · αp2
...

...
...

α1n α2n · · · αpn


n×p

matrisinin
¡
n
p

¢
=
¡
n
n−p
¢
sayıdaki minörü alt uzayını belirler. Bu minörler cümlesinin

elemanlarına X1 ∧ X2 ∧ . . . ∧ Xp p−multivektör denir ve rankı p olur. Herhangi
bir ranka sahip multivektörlerin hesaplanmasını, 2−vektörlerin hesaplanmasından
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genelleştirebiliriz. X1 ∧X2 ∧ . . . ∧Xp ile verilen p−multivektörü için

X1 ∧X2 ∧ . . . ∧Xp =
X

i1<i2<...<ip

M i1 i2 ... ip ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ eip

dir. Burada M i1 i2 ... ip , p× p minörü [X1,X2, . . . , Xp] matrisine aittir.
ei1∧ei2∧ . . .∧eip baz p−vektörleri arasından sıfırdan farklı olan bir tek minör vardır.
Bu minör ise (−1)N ye eşittir. Burada

N = (i1 − 1) + ( i2 − 2) + ...+ ( ip − p)

dir.

3−boyutlu uzayda rankları 1, 2, 3 olan multivektörler vardır.

1−vektör bildiğimiz rankı 1 olan A = a1e1 + a2e2 + a3e3 vektörüdür.

2−vektör A ∧B olup

A ∧B = (a1b2 − a2b1) (e1 ∧ e2) + (a3b1 − a1b3) (e3 ∧ e1) + (a2b3 − a3b2) (e2 ∧ e3)

=

¯̄̄̄
¯̄ a1 a2

b1 b2

¯̄̄̄
¯̄ (e1 ∧ e2) +

¯̄̄̄
¯̄ a1 a3

b1 b3

¯̄̄̄
¯̄ (e3 ∧ e1) +

¯̄̄̄
¯̄ a2 a3

b2 b3

¯̄̄̄
¯̄ (e2 ∧ e3)

şeklindedir. Dikkat edilirse, baz vektörlerinin katsayıları [AB] matrisinin 2×2 tipin-
deki

¡
3
2

¢
=
¡
3
1

¢
= 3 tane minörüdür.

B. Wedge çarpımı:

Multivektörleri göstermek için kullanılan uygun bir yol da Wedge çarpımıdır. P,Q,R

için ∧ ile gösterilen Wedge çarpımının özelikleri aşağıdaki şekildedir (McCarthy
1990).

i. İki lineerdir. Yani

(aP + bQ) ∧R = aP ∧R+ bQ ∧R
P ∧ (aQ+ bR) = a (P ∧Q) + b (P ∧R)
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dir.

ii. Birleşme özeliği vardır. Yani

P ∧ (Q ∧R) = (P ∧Q) ∧R

dir.

iii. Anti-simetriktir. Yani

P ∧Q 6= Q ∧ P

dir. Ayrıca

P ∧Q = −Q ∧ P

dir.

Bu çarpım, V1 ∧ V2 gibi 2−vektörünü elde etmek için

V1 ∧ V2 = (a1P + b1Q) ∧ (a2P + b2Q)
= a1a2 (P ∧ P ) + a1b2 (P ∧Q) + b1a2 (Q ∧ P ) + b1b2 (Q ∧Q)
= a1b2 (P ∧Q)− b1a2 (P ∧Q)
= (a1b2 − b1a2) (P ∧Q)

şeklinde kullanılabilir.

C. Yıldız operatörü:

n−boyutlu uzayda p−vektörlerle (n− p)−vektörler arasında, aynı sayıda bileşene
sahip olduklarından, bir ilgi vardır. Örnek olarak, 3−boyutlu uzayda ¡3

2

¢
=
¡
3
1

¢
= 3

olduğundan hem

A = a1e1 + a2e2 + a3e3

şeklindeki 1−vektörleri hem de

A ∧B = (a1b2 − a2b1) (e1 ∧ e2) + (a3b1 − a1b3) (e3 ∧ e1) + (a2b3 − a3b2) (e2 ∧ e3)
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şeklindeki 2−vektörleri 3 er bileşene sahiptirler.

Skalarlar ise, 0 ranklı multivektörlere kaŗsılık gelirler. Bu nedenle dualleri olan

n−vektörler de tek bileşenli vektörlerdir. (∗) yıldız operatörü bir p−vektörünü onun
duali olan (n− p)−vektörüne dönüştürür. Bunu da baz vektörleri arasındaki bir yer
deği̧stirme ile sağlar.

∗ :
VpRn → Vn−pRn

(ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ eip) → ∗ (ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ eip) = δ (eip+1 ∧ eip+2 ∧ . . . ∧ ein)

dir. Burada δ, eğer (i1, i2, ..., in) ; 1, 2, ..., n sayılarının çift permütasyonu ise (+1) ,

tek permütasyonu ise (−1) dir (McCarthy 1990).

Örnek olarak,

A ∧B = (a1b2 − a2b1) (e1 ∧ e2) + (a3b1 − a1b3) (e3 ∧ e1) + (a2b3 − a3b2) (e2 ∧ e3)

olsun. Bunun yıldız operatörü altındaki görüntüsü; duali,

∗ (A ∧B) = (a2b3 − a3b2) ∗ (e2 ∧ e3) + (a3b1 − a1b3) ∗ (e3 ∧ e1) + (a1b2 − a2b1) ∗ (e1 ∧ e2)
= (a2b3 − a3b2) e1 + (a3b1 − a1b3) e2 + (a1b2 − a2b1) e3

=

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
e1 e2 e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

şeklindedir. Bunu genelleştirirsek,

∗ (X1 ∧X2 ∧ . . . ∧Xp) =
X

i1<i2<...<ip

M i1 i2 ... ip ∗ ¡ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ eip¢
=

X
i1<i2<...<ip

M i1 i2 ... ip δ
¡
eip+1 ∧ eip+2 ∧ . . . ∧ ein

¢

elde edilir. Özel olarak, n−boyutlu Öklid uzayında p = n− 1 ise

∗ (X1 ∧X2 ∧ . . . ∧Xn−1) =
X

i1<i2<...<in−1

M i1 i2 ... in−1 ∗ ¡ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ ei(n−1)¢
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=
X

i1<i2<...<in−1

M i1 i2 ... in−1 δ (ein)

dir. Bu şekilde tanjant uzayının baz vektörleriX1,X2, . . . , Xn−1 olan bir hiperyüzeyin

normalini hesaplamı̧s oluruz.
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3. ÖKLİD UZAYINDA REGLE YÜZEYLER

3.1 En Öklid Uzayında (k+ 1)−Boyutlu Genelleştirilmi̧s Regle Yüzeyler

Tanım 3.1.1 En uzayında

η : I → En

t→ η(t)

olacak şekilde bir diferensiyellenebilir η eğrisini gözönüne alalımve η(I) ile gösterelim.

η(I) eğrisinin her η(t) noktasında tanımlı bir ortonormal vektör alan sistemi

{e1(t), e2(t), ..., ek(t)}

olsun.

hei, eji = δij

olup ei nin η(I) eğrisi boyunca türevi ėi ise

hėi, eji+ hei, ėji = 0⇒ hėi,eji = − hei, ėji

elde edilir. En uzayının η(t) noktasındaki tanjant uzayı Tη(t)(En) olmak üzere

{e1(t), e2(t), ..., ek(t)} cümlesi bu tanjant uzayın k−boyutlu bir alt vektör uzayını
gerer. Bu alt vektör uzayını Ek(t) ile gösterelim. Yani

Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t)} = Ek(t) ⊂ Tη(t)(En)

dir.

M =
[
t∈I
Ek(t) ; 1 ≤ k ≤ n− 2

cümlesi En uzayının (k + 1)−boyutlu alt manifoldudur. Bu alt manifold için para-
metrizasyon

ϕ(t, u1, u2, ..., uk) = η(t) +
kX
i=1

uiei(t) (3.1.1)

şeklindedir. Bu şekilde tanımlanan M manifolduna En de bir (k + 1)−boyutlu
genelleştirilmi̧s regle yüzey denir (Frank and Giering 1976).
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Tanım 3.1.2 Genelleştirilmi̧s regle yüzeyin Ek(t) uzayına, yüzeyin η(t) noktasındaki

doğrultman uzayı adı verilir (Frank and Giering 1976).

Tanım 3.1.3 Genelleştirilmi̧s regle yüzeyin (3.1.1) eşitliğinde yer alan η(t) eğrisine

yüzeyin dayanak eğrisi denir (Frank and Giering 1976).

Tanım 3.1.4 En de (3.1.1) ile parametrize edilmi̧s (k + 1)−boyutlu genelleştirilmi̧s
regle yüzeyin ifadesinin t ve ui deği̧skenlerine göre türevleri alınırsa

ϕt = η̇(t) +
kX
i=1

uiėi(t)

ϕu1 = e1(t)

...

ϕuk = ek(t)

elde edilir.

rank
©
ϕt,ϕu1, ...,ϕuk

ª
= rank

(
η̇(t) +

kX
i=1

uiėi(t), e1(t), ..., ek(t)

)
= k + 1

olduğundan ©
ϕt,ϕu1, ...,ϕuk

ª
cümlesi, (k+1)−boyutlu yüzeyin tanımlı olabilmesi için, lineer bağımsız alınacaktır.

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ėk(t)}

cümlesi tarafından gerilen alt vektör uzayına M nin Ek(t) içindeki (ϕ nin Ek(t) ye

göre) asimptotik demeti denir ve A(t) ile gösterilir. Çünkü hei, ėii = 0 dır yani ei
lerin her biri asimptotiktir (Sabuncuoğlu 1982).

A(t) = Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ėk(t)}

Bu geren cümleyi Gram-Schmidt yöntemiyle ortonormalleştirirsek, A(t) nin Ek(t) yi
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kapsayan ortonormal bazı olarak

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

elde edilir. O halde, 0 ≤ m ≤ k olmak üzere boy A(t) = k +m dir.

Tanım 3.1.5 En de

ϕ(t, u1, u2, ..., uk) = η(t) +
kX
i=1

uiei(t)

ile parametrize edilmi̧s M regle yüzeyi için

{η̇(t), e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ėk(t)}

cümlesi tarafından gerilen alt vektör uzayına ϕ nin Ek(t) ye göre (M nin Ek(t)

içindeki) teğetsel demeti denir ve T (t) ile gösterilir. Yani,

T (t) = Sp {η̇(t), e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ėk(t)}

dir. η̇(t) nin de dahil edilmesi nedeniyle, 0 ≤ m ≤ k olmak üzere boy T (t) = k +m
veya boy T (t) = k +m+ 1 olduğu söylenebilir.

M regle yüzeyinin

P = ϕ(t, u1, u2, ..., uk)

noktası alındığında, P noktasındaki tanjant uzayının bir bazı

©
ϕt,ϕu1,ϕu2, ...,ϕuk

ª
lineer bağımsız vektörler cümlesidir. t sabit tutularak ui ler deği̧stirilirse, P noktası

Ek(t) uzayını tarayacaktır. Buna göre T (t) teğetsel demeti, Ek(t) uzayının tüm P

noktalarındaki teğet uzaylarının birleşimini kapsayacaktır. Yani

T (t) =
[
Tη(t)(Ek(t))
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olur (Sabuncuoğlu 1982).

Şimdi de ėi(t) türevlerini ve A(t) asimptotik demetinin bazını tek olarak belirleyen

önemli bir teoremi verelim.

Teorem 3.1.1 En de (k + 1)−boyutlu genelleştirilmi̧s regle yüzey M olsun. Her

t ∈ I için Ek(t) uzayının öyle bir

{e1(t), e2(t), ..., ek(t)}

bazı bulunabilir ki, bu baz için

ėi =
kX
j=1

αijej + κiak+i ; 1 ≤ i ≤ m ≤ k

ėi =
kX
j=1

αijei ; m+ 1 ≤ i ≤ k

dir ve {e1(t), e2(t), ..., ek(t)} bazı, A(t) asimptotik demetinin ortonormal olan

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

bazını tek olarak belirler.

İspat: boy T (t) = k +m olduğunda A(t) asimptotik demetinin ortogonal bir bazı,

Gram-Schmidt yöntemiyle

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ě1(t), ě2(t), ..., ěm(t)} ; 0 ≤ m ≤ k

olarak bulunur. Burada

ěi = ėi −
mX
j=1

ej hėi, eji

dir. Eğer
ěi
k ěi k = ak+i ; 1 ≤ i ≤ m
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alınırsa A(t) asimptotik demetinin ortonormal bir bazı

©
e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t)(t), ..., ak+m(t)

ª
şeklinde bulunur. Ayrıca

ėi ∈ Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

olduğundan

ėi =
kX
j=1

αij ej +
kX

υ=1

σiυ ak+υ ; 1 ≤ i ≤ k (3.1.2)

dır.

hėi, eji = − hei, ėji

olduğundan

σij = −σji

dir. (3.1.2) eşitliği ak+υ ile sağdan çarpılırsa

σiυ = hėi, ak+υi

elde edilir.

σiυ =

¿
ėi,

ěυ
k ěυ k

À
=

1

k ěυ k hėi, ěυi

ėi yerine vektör değerini yazarsak

σiυ =
1

k ěυ k hěi, ěυi

bulunur. i 6= υ için σiυ = 0 (1 ≤ υ ≤ m) olur. i = υ için

σii =
1

k ěi k hěi, ěii
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=
k ěi k2
k ěi k

= k ěi k
= κi , κi > 0

dir. Bu halde (3.1.2) eşitliğinde 1 ≤ i ≤ m için i 6= υ ise σiυ = 0 ve i = υ ise σii = κi

olduğundan

ėi =
kX
j=1

αij ej + κiak+i ; 1 ≤ i ≤ m ≤ k

şeklini alır. m+ 1 ≤ i ≤ k için daima i 6= υ olacağından ve bu durumda

σiυ = 0 olduğundan

ėi =
kX
j=1

αij ej ; m+ 1 ≤ i ≤ k

dır. Bu ise ispatı tamamlar.

Tanım 3.1.6 {e1(t), e2(t), ..., ek(t)} bazına Ek(t) uzayının doğal taşıyıcı bazı

veya M nin asli çatısı denir (Frank and Giering 1976).

Tanım 3.1.7 En de (k + 1)−boyutlu genelleştirilmi̧s regle yüzey M olsun.

boy T (t) = k+m = boy A(t) ise M nin sırt uzayı vardır denir (Frank and Giering

1976).

Bu durumda M nin η(I) dayanak eğrisinin η̇(t) hız vektörü, A(t) asimptotik deme-

tinin içindedir. O zaman

η̇(t) =
kX
i=1

ζ iei +
mX
j=1

ηjak+j

olacaktır. Bir diğer p(t) dayanak eğrisi, η(I) eğrisine bağlı olarak yazılırsa

p(t) = η(t) +
kX
i=1

ui(t) ei(t)
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dir. p(t) dayanak eğrisinin ṗ(t) hız vektörü ise,

ṗ(t) = η̇(t) +
kX
i=1

u̇i(t) ei(t) +
kX
i=1

ui(t) ėi(t)

= η̇(t) +
kX
i=1

u̇i(t) ei(t) +
mX
i=1

ui(t) ėi(t) +
kX

i=m+1

ui(t) ėi(t)

şeklindedir. Teorem 3.1.1 de ifade edilen ėi(t) türevleri ve η̇(t) değerleri yukarıdaki

eşitlikte yazılırsa

ṗ(t) =
kX
i=1

ζ iei(t) +
mX
j=1

ηjak+j +
kX
i=1

u̇i(t) ei(t) +
mX
i=1

ui(t)

Ã
kX
j=1

αijej(t) + κiak+i

!

+
kX

i=m+1

ui(t)

Ã
kX
j=1

αijej(t)

!

=
kX
i=1

ζ iei(t) +
mX
j=1

ηjak+j +
kX
i=1

u̇i(t) ei(t) +
mX
i=1

ui(t)

Ã
kX
j=1

αijej(t)

!

+
mX
i=1

ui(t) (κiak+i) +
kX
j=1

Ã
kX

i=m+1

ui(t) (αijej(t))

!

=
kX
i=1

ζ iei(t) +
mX
j=1

ηjak+j +
kX
i=1

u̇i(t) ei(t) +
kX
j=1

Ã
mX
i=1

ui(t) (αijej(t))

!

+
kX
j=1

Ã
kX

i=m+1

ui(t) (αijej(t))

!
+

mX
i=1

ui(t) (κiak+i)

=
kX
i=1

ζ iei(t) +
mX
j=1

ηjak+j +
kX
i=1

u̇i(t) ei(t) +
kX
j=1

Ã
kX
i=1

ui(t) (αijej(t))

!

+
mX
i=1

ui(t)κiak+i

bulunur. Eşitliğin sağındaki 1., 3. ve 5. terimlerde i yerine j alınırsa

ṗ(t) =
kX
j=1

Ã
ζj + u̇j(t) +

kX
i=1

ui(t)αij

!
ej(t) +

mX
j=1

¡
ηj + uj(t)κj

¢
ak+j

24



elde edilir. Burada

ηj + uj(t)κj = 0 ; 1 ≤ j ≤ k ≤ m

sisteminin m tane,

uj = −
ηj
κj

; κj > 0

gibi, sıfırdan farklı bir skalar çözümü tek olarak olarak belirlidir. Bu m tane skalar

için ṗ(t) hız vektörü Ek(t) içinde kalır. Geriye kalan k−m tane deği̧sken keyfi olarak

seçilebilir. Bunlar (k−m)−boyutlu bir alt vektör uzayı oluştururlar. Bu uzay, Kk−m
ile gösterilirse Kk−m uzayına M regle yüzeyinin sırt uzayı denir. Bu durumda,

boy T (t) = boy A(t) ise M regle yüzeyinin bir sırt uzayı oluşabileceği söylenebilir.

Üstelik k = m iseK0 uzayı 0−boyutlu (nokta) bir sırt uzayı olur (Sabuncuoğlu 1982).

Tanım 3.1.8 Kk−m alt vektör uzayı, η(I) eğrisi boyunca doğrultman uzayı olarak

alınırsa ϕ tarafından içerilen yeni bir regle yüzey meydana gelir. Daha küçük,

(k −m+ 1)−boyutlu bu yeni regle yüzeye sırt regle yüzeyi denir.

Tanım 3.1.9 En de (k + 1)−boyutlu genelleştirilmi̧s regle yüzey M olsun.

boy T (t) = k +m+ 1 6= boy A(t) ise M regle yüzeyinin merkez uzayı vardır denir

(Frank and Giering 1976).

Bu durumda

η̇(t) /∈ A(t) = Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ėk(t)}

dir. T (t) nin

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ėk(t)}

cümlesinden Gram-Schmidt yöntemiyle elde edilen ortonormal bir bazı olarak

{e1, e2, ..., ek, ak+1, ak+2, ..., ak+m, ak+m+1}

sistemini alalım. Burada ak+m+1 i̧sareti dı̧sında tek olarak belirlidir. O halde
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η̇(t) =
kX
i=1

ζ iei +
mX
j=1

ηjak+j + ηm+1ak+m+1 ; ηm+1 6= 0

olacaktır. Bir diğer p(t) dayanak eğrisi, η(I) eğrisine bağlı olarak yazılırsa ve t

deği̧skenine göre türev alınırsa ṗ(t) hız vektörü bulunur. ṗ(t) türevinde Teorem 3.1.1

de ifade edilen ėi(t) türevleri ve η̇(t) değerleri yazılırsa

ṗ(t) =
kX
j=1

Ã
ζj + u̇j(t) +

kX
i=1

ui(t)αij

!
ej(t) +

kX
j=1

¡
ηj + uj(t)κj

¢
ak+j + ηm+1ak+m+1

olur. Burada

ηj + uj(t)κj = 0 ; 1 ≤ j ≤ k ≤ m

sisteminin m tane,

uj = −
ηj
κj

; κj > 0

gibi sıfırdan farklı bir skalar çözümü tek olarak olarak belirlidir. Geriye kalan k−m
tane deği̧sken keyfi olarak seçilebilir. Bunlar (k −m)−boyutlu bir alt vektör uzayı
oluştururlar. Bu uzay, Zk−m ile gösterilirse Zk−m uzayına merkez uzay denir. Bu

durumda, boy T (t) 6= boy A(t) ise M regle yüzeyinin bir merkez uzayı oluşabileceği

söylenebilir. Üstelik k = m ise Z0 uzayı 0−boyutlu (nokta) bir merkez uzayı olur
(Frank and Giering 1976).

Tanım 3.1.10 En de (k + 1)−boyutlu genelleştirilmi̧s regle yüzeyM olsun. Zk−m(t)

alt vektör uzayı, η(I) eğrisi boyunca doğrultman uzayı olarak alınırsa M tarafından

içerilen yeni bir regle yüzey meydana gelir. Daha küçük, (k −m + 1)−boyutlu bu
yeni regle yüzeye merkez regle yüzeyi denir. Ayrıca Zk−m(t) merkez uzayının her

bir noktasına merkez noktası denir (Çalı̧skan 1983).

Tanım 3.1.11 En de (k + 1)−boyutlu genelleştirilmi̧s regle yüzey M olsun. Her

t ∈ I için M nin T (t) teğetsel demetinin

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m (t), ak+m+1(t)}
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ortonormal bazını, En nin

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t) , ..., ak+m (t), ak+m+1(t) , ak+m+2 (t), ..., an(t)}

ortonormal bazına tamamlayan

{ ak+m+2(t), ak+m+3 (t), ..., an(t)}

ortonormal bazına tümleyen ortonormal baz denir.

Tanım 3.1.12 { ak+m+2(t), ak+m+3 (t), ..., an(t)} sistemi En nin η(t) noktasındaki

Tη(t)(E
n) tanjant uzayının

(n− (k +m+ 2)− 1)) = (n− k −m− 1)

boyutlu bir alt uzayını gerer. Bu alt uzay F (t) ile gösterilmek üzere

F (t) = Sp { ak+m+2(t), ak+m+3(t), ..., an(t)}

dir. F (t) alt uzayı η(I) eğrisi boyunca hareket ederken, En de M regle yüzeyi

tarafından içerilmeyen (n− k −m)−boyutlu yeni bir regle yüzeyi üretir. Üretilen
bu yüzeye n−boyutlu En uzayının (n− k −m)−boyutlu tümleyen regle yüzeyi
denir. Bu tümleyen regle yüzey Ψn ile gösterilir. Ψn tümleyen regle yüzeyi için

Ψn (t, u2, u3, ..., un−k−m) = η(t) +
n−k−mX
λ=2

uλ ak+m+λ

parametrizasyonu verilebilir (Tosun 1995).

3.2 En Uzayında 3−Boyutlu Regle Yüzeyler

Bu kesimde, 3.1 de yapılan çalı̧smalara paralel olarak k = 2 özel halinde 3−boyutlu
regle yüzeyler incelenmi̧stir.
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Tanım 3.2.1 En uzayının bir

η : I → En

t→ η(t)

eğrisinin her η(t) noktasında tanımlı {e1(t), e2(t)} ortonormal vektör alan sistemini
alalım. he1,e2i = 0, he1,e1i = 1, he2,e2i = 1 olup ė1 ve ė2, sırasıyla, e1 ve e2 nin η(I)

eğrisi boyunca türevleri olsun. Bu durumda

hė1,e1i = hė2, e2i = 0
hė1,e2i+ he1, ė2i = 0⇒ hė1, e2i = − he1, ė2i

elde edilir.

En uzayının η(t) noktasındaki tanjant uzay Tη(t)(En) olmak üzere, {e1(t), e2(t)} cüm-
lesi bu teğet uzayın 2−boyutlu bir alt vektör uzayını gerer. Bu alt vektör uzayı E2(t)
ile gösterelim.Yani

Sp {e1(t), e2(t)} = E2(t) ⊂ Tη(t)(En)

dir. M =
S
t∈I
E2(t) cümlesi En uzayının 3−boyutlu alt manifoldudur. Bu alt manifold

için bir parametrizasyon

ϕ(t, u1, u2) = η(t) + u1e1(t) + u2e2(t)

şeklindedir. Bu şekilde tanımlanan M manifolduna En de bir regle yüzey denir.

E2(t) ye bu yüzeyin doğrultman uzayı adı verilir. η(I) eğrisine ise M regle

yüzeyinin dayanak eğrisi denir.

ϕ(t, u1, u2) = η(t) + u1e1(t) + u2e2(t)

olmak üzere

ϕt = η̇(t) + u1ė1(t) + u2ė2(t)

ϕu1 = e1(t)
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ϕu2 = e2(t)

olup ©
ϕt,ϕu1,ϕu2

ª
= {η̇(t) + u1ė1(t) + u2ė2(t), e1(t), e2(t)}

cümlesi, yüzeyin tanımlı olabilmesi için lineer bağımsız alınacaktır.

Şekil 3.1 k = 2 için En de Regle Yüzey

Tanım 3.2.2 Sp {e1(t), e2(t), ė1(t), ė2(t)} = A(t) alt vektör uzayına M nin E2(t)

içindeki asimptotik demeti denir. A(t) nin boyutu 0 ≤ m ≤ 2 için 2+m dir. A(t)

uzayı E2(t) yi kapsayan bir alt vektör uzayıdır. A(t) uzayının

m = 0 için {e1(t), e2(t)}
m = 1 için {e1(t), e2(t), a3(t)}
m = 2 için {e1(t), e2(t), a3(t), a4(t)}

şeklinde ortonormal bazı bulunabilir.

Öncelikle m = 1 için inceleme yapalım.
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Teorem 3.2.1 En de (k = 2, m = 1) 3−boyutlu bir regle yüzeyiM olsun. Her t ∈ I
için E2(t) uzayının öyle bir {e1(t), e2(t)} bazı bulunabilir ki bu baz için,

ė1 = a11e1 + a12e2 + κa3 , κ > 0

ė2 = a21e1 + a22e2

dir ve bu baz M nin asimptotik demetinin {e1(t), e2(t), a3(t)} bazını tek olarak be-
lirler. Burada {e1(t), e2(t)} bazına E2(t) nin doğal taşıyıcı bazı denir.

Tanım 3.2.3 M yüzeyinin sabit bir P = ϕ(t, u1, u2) noktası dikkate alınırsa, bu P

noktasındaki tanjant uzayının bir bazı

©
ϕt,ϕu1,ϕu2

ª
= {η̇ + u1ė1 + u2ė2, e1, e2}

dir. t sabit tutularak, u1 ve u2 sayıları deği̧stirilirse P noktası E2(t) uzayını taraya-

caktır. Buna göre Sp {η̇, e1, e2, ė1, ė2} uzayı E2(t) nin tüm P noktalarındaki tanjant

uzaylarının birleşimini kapsar. Bu uzay T (t) ile gösterilir ve M nin E2(t) içindeki

teğetsel demeti olarak adlandırılır. Bu durumda 3 ≤ boy T (t) ≤ 4 dir. Bu iki

durumu ayrı ayrı inceleyelim.

Tanım 3.2.4 boy T (t) = 3 = boy A(t) ise M nin η(I) eğrisinin η̇(t) hız vektörü A(t)

uzayının içindedir. Yani

η̇(t) = ξ1e1 + ξ2e2 + η1a3 (3.2.1)

biçimindedir. Herhangi bir p(t) dayanak eğrisi, η(t) eğrisine bağlı olarak

p(t) = η(t) + u1(t)e1(t) + u2(t)e2(t)

biçiminde yazılabilir. Buradan

ṗ(t) = η̇(t) + u̇1(t)e1(t) + u1(t)ė1(t) + u̇2(t)e2(t) + u2(t)ė2(t)

olup (3.2.1) eşitliğini ve Teorem 3.2.1 deki ė1 ve ė2 türevlerini kullanarak
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ṗ (t) = ξ1e1 + ξ2e2 + η1a3 + u̇1 e1 + u1(a11e1 + a12e2 + κa3) + u̇2e2

+u2(a21e1 + a22e2)

= (ξ1 + u̇1 + u1a11 + u2a21)e1 + (ξ2 + u̇2 + u1a12 + u2a22)e2

+(η1 + u1κ)a3

bulunur.

η1 + u1κ = 0 (3.2.2)

olacak şekildeki P (t) noktaları için ṗ(t) vektörü E2(t) nin içinde kalır. κ > 0 olduğun-

dan

u1 = −η1
κ

skaları tek olarak belirlidir. BuE2(t) içinde 1−boyutlu bir alt uzayı oluşturur. Geriye
kalan bir deği̧sken keyfi olarak seçilebilir. Bu da, 1−boyutlu bir alt uzayı oluşturur.
Bu uzayı K1(t) ile gösterelim. Bu uzaya M regle yüzeyinin sırt uzayı denir.

Tanım 3.2.5 boy T (t) = 4 6= boy A(t) olsun. Bu durumda merkez uzayı vardır

denir. Ayrıca η̇(t) /∈ Sp {e1, e2, a3} dür. {e1, e2, a3, a4} cümlesi T (t) nin ortonormal
bir bazı olacak biçimde bir a4 birim vektörü i̧sareti dı̧sında tek olarak belirlidir.

η̇(t) = ξ1e1 + ξ2e2 + η1a3 + η2a4 (3.2.3)

olup herhangi bir

p(t) = η(t) + u1(t)e1(t) + u2(t)e2(t)

dayanak eğrisinin hız vektörü

ṗ(t) = η̇(t) + u̇1(t)e1(t) + u1(t)ė1(t) + u̇2(t)e2(t) + u2(t)ė2(t)

dir. Bu ifadede (3.2.3) eşitliğini ve ė1, ė2 türevlerini yerlerine yazarsak

ṗ (t) = ξ1e1 + ξ2e2 + η1a3 + η2a4 + u̇1 e1 + u1(a11e1 + a12e2 + κa3) + u̇2e2

+u2(a21e1 + a22e2)
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= (ξ1 + u̇1 + u1a11 + u2a21)e1 + (ξ2 + u̇2 + u1a12 + u2a22)e2 + (η1 + u1κ)a3

+η2a4

bulunur.

η1 + u1κ = 0⇒ u1 = −η1
κ

lineer denklemi ile tanımlanan 1−boyutlu Z1(t) uzayınaM ninE2(t) içindekimerkez

uzayı denir.

Şimdi de m = 0 için teoremi ifade edip sırt ve merkez uzaylarını inceleye-

lim.

boy A(t) = 2 + m = 2 + 0 = 2 olacaktır. A(t) uzayının {e1(t), e2(t)} biçiminde
ortonormal bir bazı bulunabilir.

ė1 = a11e1 + a12e2

ė2 = a21e1 + a22e2

yazılabileceği açıktır. Burada a12 = −a21 dir.

Teorem 3.2.2 (k = 2, m = 0) 3−boyutlu bir M Regle yüzeyinde E2(t) uzayının

öyle bir {e1(t), e2(t)} bazı bulunabilir ki, bu baz için

ė1 = a11e1 + a12e2

ė2 = a21e1 + a22e2

dir ve bu baz A(t) nin bazını da {e1(t), e2(t)} şeklinde tek olarak belirler.

T (t) teğetsel demet olmak üzere boy T (t) = 2+ 0 = 2 veya boy T (t) = 2+ 0+ 1 = 3

dür. Öncelikle boy T (t) = 2 alalım. η(t) dayanak eğrisinin η̇(t) hız vektörü A(t)

uzayındadır ve

η̇(t) = ξ1e1 + ξ2e2 (3.2.4)
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şeklindedir. Herhangi bir p(t) dayanak eğrisi η(t) eğrisine bağlı olarak

p(t) = η(t) + u1(t)e1(t) + u2(t)e2(t)

şeklindedir. Bu durumda,

ṗ(t) = η̇(t) + u̇1(t)e1(t) + u1(t)ė1(t) + u̇2(t)e2(t) + u2(t)ė2(t)

olup burada (3.2.4) eşitliğini ve Teorem 3.2.2 deki ė1 ve ė2 türevlerini yerlerine

yazarsak

ṗ(t) = ξ1e1 + ξ2e2 + u̇1 e1 + u̇2e2 + u1(a11e1 + a12e2) + u2(a21e1 + a22e2)

= (ξ1 + u̇1 + u1a11 + u2a21)e1 + (ξ2 + u̇2 + u1a12 + u2a22)e2

bulunur. Tüm P (t) noktaları için ṗ(t) vektörü E2(t) içindedir. Sadece 2−boyutlu
bir uzay oluşur. Bu uzaya sırt uzayı denir. Yani A(t) nin ve E2(t) nin boyutları

aynı ise boğaz uzayı yok, sırt uzayı vardır.

boy T (t) = 3 olsun. Bu durumda

η̇(t) = ξ1e1 + ξ2e2 + η1a3

vektörü Sp {e1, e2} cümlesinin elemanı değildir. {e1, e2, a3} cümlesi T (t) nin ortonor-
mal bir bazı olacak şekilde bir a3 birim vektörü i̧sareti dı̧sında tek olarak belirlidir.

Herhangi bir p(t) dayanak eğrisi, η(t) eğrisine bağlı olarak yazılırsa ve türevi alınırsa,

benzer i̧slemlerle

ṗ(t) = (ξ1 + u̇1 + u1a11 + u2a12)e1 + (ξ2 + u̇2 + u1a21 + u2a22)e2 + η1a3

olur. Bu şekildeki tüm P (t) noktalarının cümlesi M regle yüzeyinin E2(t) içindeki

2−boyutlu merkez uzayını oluştururlar.

Son olarak m = 2 için teoremi ifade edip sırt ve merkez uzaylarını inceleye-

lim.
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boy A(t) = 2 + 2 = 4 olsun. A(t) uzayının {e1, e2, a3, a4} şeklinde ortonormal bir
bazını bulabiliriz.

Teorem 3.2.3 3−boyutlu birM Regle yüzeyindeE2(t) uzayının öyle bir {e1(t), e2(t)}
bazı bulunabilir ki bu baz için,

ė1 = a11e1 + a12e2 + κ1a3 , κ1 > 0

ė2 = a21e1 + a22e2 + κ2a4 , κ2 > 0

dir ve bu {e1, e2} bazı A(t) nin {e1, e2, a3, a4}bazını tek olarak belirler.

boy T (t) = 4 veya boy T (t) = 5 dir. Öncelikle boy T (t) = 4 alalım. η(t) dayanak

eğrisinin η̇(t) hız vektörü A(t) uzayının içinde olup

η̇(t) = ξ1e1 + ξ2e2 + η1a3 + η2a4 (3.2.5)

şeklindedir. Herhangi bir p(t) dayanak eğrisi, η(t) eğrisine bağlı olarak yazılırsa

p(t) = η(t) + u1(t)e1(t) + u2(t)e2(t)

dir.

ṗ(t) = η̇(t) + u̇1(t)e1(t) + u1(t)ė1(t) + u̇2(t)e2(t) + u2(t)ė2(t)

türevinde (3.2.5) eşitliğini ve Teorem 3.2.3 deki ė1 ve ė2 türevlerini yerlerine yazarsak

ṗ = ξ1e1 + ξ2e2 + η1a3 + u̇1 e1 + u̇2e2 + u1(a11e1 + a12e2 + κ1a3) +

+u2(a21e1 + a22e2 + κ2a4) + η2a4

= (ξ1 + u̇1 + u1a11 + u2a21)e1 + (ξ2 + u̇2 + u1a12 + u2a22)e2 +

+(η1 + u1κ1)a3 + (η2 + u2κ2)a4

bulunur.

η1 + u1κ1 = 0 ve η2 + u2κ2 = 0
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lineer denklemlerini sağlayan

u1 = −η1
κ1

ve u2 = −η2
κ2

skalarları şeklindeki P (t) noktaları için ṗ(t) vektörü E2(t) uzayı içindedir. u1ve u2

skalarları tek olarak belirli olup, geriye 2− 2 = 0 tane keyfi deği̧sken kalır. Yani M
nin E2(t) içinde sırt uzayı yoktur.

boy T (t) = 4+1 = 5 alınırsa bu durumda η̇(t), Sp {e1, e2, a3, a4} cümlesinin elemanı
değildir ve {e1, e2, a3, a4, a5} cümlesi T (t) nin ortonormal bir bazı olacak şekilde a5
tek olarak belirlidir. Bu durumda

η̇(t) = ξ1e1 + ξ2e2 + η1a3 + η2a4 + η3a5

dir. Benzer i̧slemlerle p(t) eğrisinin hız vektörü

ṗ(t) = (ξ1 + u̇1 + u1a11 + u2a21)e1 + (ξ2 + u̇2 + u1a12 + u2a22)e2 +

+(η1 + u1κ1)a3 + (η2 + u2κ2)a4 + η3a5

olarak bulunur.

η1 + u1κ1 = 0 ve η2 + u2κ2 = 0

lineer denklemleri ile tanımlı merkez uzayının boyutu 2 − 2 = 0 dır. Merkez uzayı
yoktur.
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4. LORENTZ UZAYINDA REGLE YÜZEYLER

4.1 L3 3−Boyutlu Lorentz Uzayında Regle Yüzeyler

Tanım 4.1.1 L3 3−boyutlu Lorentz (Minkowski) uzayında verilen bir l doğrusunun
verilen bir η (I) eğrisi boyunca hareket ettirilmesi ile bir yüzey elde ediliyorsa bu yü-

zeye 3−boyutlu Lorentz uzayında bir regle yüzey denir. η (I) eğrisine dayanak
eğrisi ve l doğrusuna regle yüzeyin bir anadoğrusu denir (Turgut 1995).

Tanım 4.1.2 L3 3−boyutlu Lorentz uzayında, bir regle yüzeyin anadoğruları
boyunca teğet düzlemleri aynı ise regle yüzeye açılabilirdir denir (Turgut 1995).

Tanım 4.1.3 L3 3−boyutlu Lorentz uzayında açılabilir olmayan bir regle yüzey ve-
rilsin. Regle yüzeyin komşu iki anadoğrusunun ortak dikmesi varsa bu dikmenin esas

anadoğru üzerindeki ayağına merkez (boğaz, striksiyon) noktası denir (Turgut

1995).

Tanım 4.1.4 L3 3−boyutlu Lorentz uzayında açılabilir olmayan bir regle yüzeyin
anadoğrusu, dayanak eğrisi boyunca yüzeyi oluştururken merkez noktalarının geomet-

rik yerine boğaz çizgisi (striksiyon eğrisi) denir (Turgut 1995).

Tanım 4.1.5 L3 3−boyutlu Lorentz uzayında regle yüzeyin anadoğrularının her-
birini dik olarak kesen bir eğri varsa bu eğriye regle yüzeyin bir ortogonal yörün-

gesi denir (Turgut 1995).

Tanım 4.1.6 L3 3−boyutlu Lorentz uzayında bir yüzeyM olsun. M yüzeyi üzerine

indirgenmi̧s metrik pozitif tanımlı ise M ye L3 de space-like yüzey denir (Beem

and Ehrlich 1981).

Tanım 4.1.7 L3 3−boyutlu Lorentz uzayında bir yüzeyM olsun. M yüzeyi üzerine

indirgenmi̧s metrik Lorentz metriği ise M ye time-like yüzey denir (Beem and

Ehrlich 1981).

Teorem 4.1.1 L3 3−boyutlu Lorentz uzayında regle yüzeyin time-like olması için
gerek ve yeter koşul, yüzeyinN normalinin space-like bir vektör alanı yani hN,Ni > 0
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olmasıdır (Turgut 1995).

Teorem 4.1.2 L3 3−boyutlu Lorentz uzayındaM regle yüzeyinin space-like olması

için gerek ve yeter şart, yüzeyin N normalinin time-like bir vektör alanı yani

hN,Ni < 0 olmasıdır (Turgut 1995).

Tanım 4.1.8 L3 3−boyutlu Lorentz uzayında bir yüzey M ve M nin şekil opera-

törüne kaŗsılık gelen matris S̄ olsun. Bir P ∈M için

K(P ) = ε det S̄P ; ε = hN,Ni

değerine M nin P noktasındaki Gauss eğriliği,

K :M → R

fonksiyonuna M yüzeyinin Gauss eğrilik fonksiyonu denir.

M yüzeyi space-like ise ε = hN,Ni = −1 olduğu için K = −det S̄ ve M time-like

ise ε = hN,Ni = +1 olduğundan K = det S̄ dir (Turgut 1995).

4.2 Ln n−Boyutlu Lorentz Uzayında Space-like Dayanak Eğrili (Time-like
Doğrultman Uzaylı) Genelleştirilmi̧s Time-like Regle Yüzeyler (Lorentz

Regle Yüzeyler)

Tanım 4.2.1 Ln n−boyutlu Lorentz (Minkowski) uzayında {0} ∈ I ⊂ R olmak

üzere diferensiyellenebilir bir space-like η (I) eğrisini alalım.

η : I → Ln

t→ η(t)

η (I) eğrisinin her η(t) noktasında tanımlı ortonormal vektör alan sistemi

{e1(t), e2(t), ..., ek(t)}

ile verilsin. Bu sistem η(t) ∈ Ln noktasındaki Tη(t)(Ln) tanjant uzayının k−boyutlu
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bir alt uzayını gerer. Bu alt uzayı Ek(t) ile gösterelim. Yani

Ek(t) = Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t)}

olup time-like alt uzaydır. Ek(t) time-like alt uzayı η(I) eğrisi boyunca hareket

ederken Ln de (k+1)−boyutlu bir yüzey meydana getirir. Bu yüzeye Ln uzayında
(k + 1)−boyutlu space-like dayanak eğrili (time-like doğrultman uzaylı)

genelleştirilmi̧s time-like regle yüzey denir ve M ile gösterilir.

M =
[
t∈I
Ek(t)

için kullanacağımız parametrizasyon

ϕ(t) = η(t) +
kX
i=1

uiei(t) (4.2.1)

dir (Aydemir 1995).

Tanım 4.2.2 Ln n−boyutlu Lorentz uzayında (4.2.1) eşitliği ile tanımlanan M
yüzeyinin Ek(t) alt uzayına time-like doğrultman uzay, η(I) eğrisine yüzeyin

space-like dayanak eğrisi denir (Aydemir 1995).

Eğer ϕ nin t ve ui (1 ≤ i ≤ k) deği̧skenlerine göre türevlerini alırsak

ϕt(t) = η̇(t) +
kX
i=1

uiėi(t) ve ϕui(t) = ei(t)

olmak üzere

©
ϕt,ϕu1, ...,ϕuk

ª
=

(
η̇(t) +

kX
i=1

uiėi(t), e1(t), ..., ek(t)

)

sistemini, (k + 1)−boyutlu yüzeyin tanımlı olması için lineer bağımsız alacağız.

Tanım 4.2.3 Ln de (k + 1)−boyutlu bir time-like regle yüzey M ve Ek(t) time-like
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doğrultman uzay olsun.

Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ėm(t)}

alt uzayına M nin Ek(t) ye göre asimptotik demeti denir ve A(t) ile gösterilir.

boy A(t) = k +m, 0 ≤ m ≤ k kabul edilirse, A(t) nin Ek(t) yi içeren

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

şeklinde bir ortonormal bazı vardır (Aydemir 1995).

Teorem 4.2.1 Ln de (k+1)−boyutlu space-like dayanak eğrili time-like regle yüzey
M ve asimptotik demeti A(t) ise A(t) time-like alt uzaydır (Aydemir 1995).

İspat: İspatı bir başka yoldan yapalım. A(t) nin Ek(t) yi içeren

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

ortonormal bazı bulunabilir. Ek(t) time-like alt uzay olduğundan ei (1 ≤ i ≤ k)

vektörleri için

hei, eji = εiδij ; 1 ≤ i, j ≤ k

bağıntısı sağlanır. Ayrıca, Ln Lorentz uzayında indeks q = 1 olduğundan Ek(t)

time-like uzayında

hei, eii = −1 < 0

olacak şekilde bir tek time-like vektör vardır. Ln uzayı, indeksi q = 1 olan yarı-

Öklidyen uzay olduğundan Ln in bir ortonormal bazında bir tek time-like vektör

vardır. Bu nedenle

A(t) = Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

bir time-like alt uzaydır.

Tanım 4.2.4 Ln de (k+1)−boyutlu time-likeM regle yüzeyinin time-like doğrult-
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man uzayı Ek(t) ve dayanak eğrisi η(I) olsun.

Sp {η̇(t), e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ėk(t)}

alt uzayına M nin Ek(t) ye göre teğetsel demeti denir ve T (t) ile gösterilir. Eğer

boy A(t) = k +m ise, boy T (t) = k +m veya boy T (t) = k +m+ 1 dir.

Kabul edelim ki, boy T (t) = k+m = boy A(t) olsun. Bu durumda time-likeM regle

yüzeyinin sırt uzayı vardır ve

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

hem A(t) nin hem de T (t) nin ortonormal bazıdır. Eğer boy T (t) = k+m+1 6= boy
A(t) ise bu durumda time-like M regle yüzeyinin merkez uzayı vardır ve

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t), ak+m+1(t)}

T (t) nin ortonormal bazıdır.

Teorem 4.2.2 Ln n− boyutlu Lorentz uzayında space-like dayanak eğrili time-like
regle yüzeyin T (t) teğetsel demeti, time-like alt uzaydır (Aydemir 1995).

İspat: İspatı deği̧sik bir yoldan yapalım. boy T (t) = k+m = boy A(t) ise T (t) = A(t)

olup Teorem 4.2.1 den A(t) time-like olduğundan T (t) de time-like alt uzaydır. boy

T (t) = k+m+1 6= boy A(t) ise Ln, indeksi q = 1 olan yarı-Öklidyen uzay olduğundan
bazındaki tek time-like vektör Ek(t) içinde kalır. O halde T (t) time-like alt uzaydır.

Teorem 4.2.3 Ln de (k+1)−boyutlu time-like regle yüzeyM ve doğrultman uzayı

Ek(t) olsun. t0 ∈ I olmak üzere {ei(t0)}i=1,...,k , Ek(t) nin ortonormal bazı olsun.
t0 ∈ J ⊂ I olacak şekilde bir J açık aralığı bulunabilir ki, bu aralıkta Ek(t) nin

∀t ∈ J için D
.
ēi, ēj

E
= 0 ; 1 ≤ i, j ≤ k

olacak şekilde bir

{ē1(t), ē2(t), ..., ēk(t)}
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ortonormal bazı tek türlü bulunabilir (Aydemir 1995).

Teorem 4.2.4 Ln de (k+1)−boyutlu time-like regle yüzeyM veM nin asimptotik

demeti A(t) olsun. boy A(t) = k + m (0 ≤ m < k) ve Ek(t) time-like doğrultman

uzayının ortonormal bazı

{e1(t), e2(t), ..., em(t), em+1(t), em+2(t), ..., ek(t)}

olsun. Bu takdirde, m tanesinden oluşan ortonormal bir baz seçilebilir.

{e1(t), e2(t), ..., em(t)}

ortonormal sistemi

hēi, ēji = 0 ; 1 ≤ i, j ≤ m , i 6= j

olup

hē1, ē1i > hē2, ē2i > ... > hēm, ēmi > 0

yani

k ē1 k2 > k ē2 k2 > ... > k ēm k2 > 0

olarak seçilebilir. Burada

ēi = ėi −
kX
j=1

εj hėi, eji ej

dır (Aydemir 1995).

{e1(t), e2(t), ..., em(t), em+1(t), em+2(t), ..., ek(t)}

içinden, aralarında time-like baz vektörü de olabilecek şekilde

{e1(t), e2(t), ..., em(t)}
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ortonormal baz sistemini alalım.

{ė1(t), ė2(t), ..., ėm(t)}

türevlerini aldıktan sonra her bir türev vektörünü Gram-Schmidt metodu ile orto-

normalleştirerek

{ē1(t), ē2(t), ..., ēm(t)}

şeklinde yeni bir space-like ortonormal baz sistemi elde edilebilir. Bu yeni ortonormal

baz

{e1(t), e2(t), ..., em(t)}

şeklinde seçilebilir.

Sonuç: A(t) = Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ėk(t)} asimptotik demetinin

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ē1(t), ē2(t), ..., ēm(t)} ; 0 ≤ m ≤ k

şeklinde bir ortogonal bazı bulunabilir.

Teorem 4.2.5 Ln de (k+1)−boyutlu time-like regle yüzeyM , time-like doğrultman
uzayı Ek(t) ve asimptotik demeti A(t) olsun. boy A(t) = k +m için Ek(t) nin

{e1(t), e2(t), ..., ek(t)}

ortonormal bazı

ėi =
kX
j=1

αij ej + κi ak+i ; 1 ≤ i ≤ m

ėi =
kX
j=1

αij ej ; m+ 1 ≤ i ≤ k

olacak şekilde seçilebilir. Burada εj αij = −αji , εj = hej, eji ve
κ1 > κ2 > ... > κm > 0 dır (Aydemir 1995).
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İspat: Bir başka yoldan ispatı verebiliriz. boy A(t) = k +m ise Sonuçtan A(t) nin

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ē1(t), ē2(t), ..., ēm(t)}

olacak şekilde bir ortogonal bazı bulunabilir. Eğer

ak+i =
ēi
k ēi k ; 1 ≤ i ≤ m

ise A(t) nin

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

ortonormal bazı bulunabilir. Ayrıca

ėi(t) ∈ Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

olduğundan

ėi(t) =
kX
j=1

αij ej +
mX
v=1

σiυ av+i ; 1 ≤ i ≤ k (4.2.3)

yazılabilir.

hei, eji = εi δij ; 1 ≤ i, j ≤ k

olduğundan

hėi, eji = − hei, ėji
hėi, eji = εj αij = −εi αji

veya

εs αij = −αji , εs = −εi εj ; 1 ≤ s ≤ k

elde edilir. (4.2.3) den σiυ hesaplanırsa

σiυ = hėi, ak+vi
=

¿
ėi,

ēi
k ēi k

À
=

1

k ēi k hėi, ēii
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i 6= v için Teorem 4.2.3 den

hēi, ēvi = 0

olduğundan

σiυ = 0 ; 1 ≤ v ≤ m , i 6= v

bulunur. i = v için

σii = k ēi k = κi

olur ve Teorem 4.2.3 den

κ1 > κ2 > ... > κm > 0

elde edilir. Bu halde 1 ≤ i ≤ m için

ėi(t) =
kX
j=1

αij ej + κi ak+i ; 1 ≤ i ≤ m

dir. m+ 1 ≤ i ≤ k için daima i 6= υ olduğundan σiυ = 0 olup

ėi =
kX
j=1

αij ej ; m+ 1 ≤ i ≤ k

dır. Bu ise ispatı tamamlar.

Tanım 4.2.5 Ln n− boyutlu Lorentz uzayında boy T (t) = k +m = boy A(t) ise

space-like η(I) dayanak eğrisinin hız vektörü η̇(t) olmak üzere

η̇(t) ∈ A(t) = Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

dir. O halde

η̇(t) =
kX
i=1

ξi ei +
mX
j=1

ηj ak+j

dir. Herhangi bir p(t) dayanak eğrisi için

p(t) = η(t) +
kX
i=1

ui(t) ei(t)
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olup türevi

ṗ(t) =
kX
j=1

Ã
ξj + u̇j(t) +

kX
i=1

αij ui(t)

!
ej(t) +

mX
s=1

(ηs + us(t)κs) ak+s

dir.

ηs + us(t)κs = 0 (4.2.4)

koşulunu sağlayan P (t) noktaları için ṗ(t) türev vektörleri Ek(t) içinde kalacaktır.

κs > 0 (1 ≤ s ≤ m) olduğundan (4.2.4) denkleminin m tane us(t) çözümü tek

olarak belirlidir. Geriye kalan k −m tanesi keyfi olarak seçilebilir. (4.2.4) denklem-

ini sağlayan P (t) noktalarının cümlesi Ek(t) içinde (k − m)−boyutlu bir alt uzayı
oluştururlar. Bu uzaya sırt (edge) uzayı denir ve Kk−m(t) ile gösterilir (Aydemir

1995).

Ek(t) time-like alt uzay olduğundan baz vektörlerinden bir tanesi time-like vektördür.

Eğer bu time-like vektör, Kk−m(t) sırt uzayının içinde ise Kk−m(t) sırt uzayı time-like

dır. Eğer bu time-like vektör Kk−m(t) sırt uzayının dı̧sında ise Kk−m(t) sırt uzayı

space-like dır (Aydemir 1995).

Tanım 4.2.6 Kk−m(t) nin η eğrisi boyunca hareket ettirilmesiyle meydana gelen

yüzeye sırt regle yüzeyi denir (Aydemir 1995).

Teorem 4.2.6 Kk−m(t) sırt uzayı, time-like (space-like) uzay ise sırt regle yüzeyi

time-like (space-like) regle yüzeyidir (Aydemir 1995).

Tanım 4.2.7 Ln de M time-like regle yüzeyinin teğetsel demeti T (t) ve asimptotik

demeti A(t) olmak üzere,

boyT (t) = k +m+ 1 6= boyA(t)

olsun. Bu durumda M nin η(I) dayanak eğrisinin η̇(t) hız vektörü için

η̇(t) /∈ A(t) = Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}
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dir. T (t) nin bir ortonormal bazı

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t), ak+m+1(t)}

dir. O halde ηm+1 6= 0 olmak üzere

η̇(t) =
kX
i=1

ξi ei(t) +
mX
v=1

ηv ak+v + ηm+1 ak+m+1

yazılabilir. ṗ(t) türev vektörü hesaplanırsa

ṗ(t) =
kX
i=1

Ã
ξi + u̇i(t) +

kX
j=1

αji uj(t)

!
ei(t) +

mX
s=1

(ηs + us(t)κs) ak+s+ ηm+1 ak+m+1

bulunur.

ηs + us(t)κs = 0 ; 1 ≤ s ≤ m

olacak biçimdeki P (t) noktası için ṗ(t) türev vektörleri

Sp {η̇(t), e1(t), e2(t), ..., ek(t)}

alt uzayı içinde yatar.

κs > 0 ; 1 ≤ s ≤ m

olduğundan

ηs + us(t)κs = 0

lineer denklem sisteminin P (t) çözüm noktaları,

Sp {η̇(t), e1(t), e2(t), ..., ek(t)}

içinde (k −m)−boyutlu bir alt uzayı doldururlar. Bu alt uzaya M nin merkez

uzayı denir ve Zk−m ile gösterilir.

Ek(t) bir time-like alt uzay olduğundan bir tane baz vektörü time-like’dır. Bu time-

like vektör Zk−m(t) içinde ise merkez uzay time-like aksi halde space-like’dır.
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O halde, bir M time-like regle yüzeyin merkez uzayı ile ilgili aşağıdaki teorem veri-

lebilir.

Teorem 4.2.7M , Ln de (k+1)−boyutlu bir time-like regle yüzey ve teğetsel demeti
de T (t) olsun. Eğer boy T (t) = k + m + 1 ise M nin merkez uzayı time-like veya

space-like’dır.

Tanım 4.2.8 EğerM nin dayanak eğrisi olarak η ve doğrultman uzay olarak Zk−m(t)

alınırsa; Zk−m(t), η boyunca hareket ederken Ln de M tarafından içerilen (k −m+
1)−boyutlu bir regle yüzey meydana getirir. Bu yüzeyeM nin (k−m+1)−boyutlu
merkez regle yüzeyi denir.

Çalı̧smamız boyunca η dayanak eğrisi daima space-like kabul edildiğinden Zk−m(t)

doğrultman uzayı time-like ise merkez regle yüzey time-like regle yüzey, Zk−m(t)

space-like ise merkez regle yüzey space-like regle yüzeydir.

Merkez uzay ve merkez regle yüzey ile ilgili aşağıdaki teoremi verelim.

Teorem 4.2.8 M , Ln de (k + 1)−boyutlu bir time-like regle yüzey ve T (t) de M
nin teğetsel demeti olsun. Eğer boy T (t) = k +m + 1 ise M nin bir merkez regle

yüzeyi vardır ve bu merkez regle yüzey time-like veya space-like’dır.

4.3 Ln n−Boyutlu Lorentz Uzayında Time-like Dayanak Eğrili (Space-like
Doğrultman Uzaylı) Genelleştirilmi̧s Time-like Regle Yüzeyler (Lorentz

Regle Yüzeyler)

Tanım 4.3.1 Ln Lorentz uzayında , 0 ∈ I ⊂ R için

η : I → Ln

t→ η(t)

olacak şekilde diferensiyellenebilir bir η(I) time-like eğrisini gözönüne alalım ve η(I)

ile gösterelim. η(I) time-like eğrisinin her η(t) noktasında tanımlı ortonormal vektör

alan sistemi

{e1(t), e2(t), ..., ek(t)}
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ile verilsin. Bunun anlamı,

hei, eji = δij

olup ei nin η(I) time-like eğrisi boyunca türevi ėi ise, bu durumda

hėi, eji+ hei, ėji = 0⇒ hėi,eji = − hei, ėji

elde edilir. Ln uzayının η(t) noktasındaki tanjant uzayı Tη(t)(Ln) olmak üzere

{e1(t), e2(t), ..., ek(t)}

cümlesi bu teğet uzayın k−boyutlu bir alt vektör uzayını gerer. Bu alt vektör uzayını
Ek(t) ile gösterelim. Yani

Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t)} = Ek(t) ⊂ Tη(t)(Ln)

dir. η(I) eğrisi, time-like eğri ise her t ∈ I için η̇(t) time-like vektördür. η̇(t) /∈ Ek(t)
olduğundan Ek(t) space-like alt uzaydır. Ek(t) space-like uzay, η(I) time-like eğrisi

boyunca hareket ederken Ln de (k + 1)−boyutlu bir regle yüzey meydana getirir ve
bu yüzey M ile gösterilsin. Bu durumda

M =
[
t∈I
Ek(t) ; 1 ≤ k ≤ n− 2

dir. M yüzeyi için

ϕ(t, u1, u2, ..., uk) = η(t) +
kX
i=1

ui ei(t) (4.3.1)

parametrizasyonu verilebilir. Bu şekilde tanımlanan M regle yüzeyine Ln uzayının

(k + 1)−boyutlu time-like dayanak eğrili (space-like doğrultman uzaylı)

genelleştirilmi̧s time-like regle yüzeyi denir (Tosun 1995).

Tanım 4.3.2 (4.3.1) eşitliği ile tanımlanan yüzeyin Ek(t) alt uzayına space-like

doğrultman uzay, η(I) eğrisine ise yüzeyin time-like dayanak eğrisi denir.

Tanım 4.3.3 Ln de (4.3.1) ile verilen time-like dayanak eğrili M time-like regle
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yüzeyinin t ve ui deği̧skenlerine göre türevleri alınırsa

ϕt = η̇(t) +
kX
i=1

ui ėi(t)

ϕu1 = e1(t)

...

ϕuk = ek(t)

elde edilir.

©
ϕt,ϕu1, ...,ϕuk

ª
=

(
η̇(t) +

kX
i=1

ui ėi(t), e1(t), ..., ek(t)

)

cümlesi, (k+1)−boyutlu yüzeyin tanımlı olabilmesi için lineer bağımsız alınacaktır.

Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ėk(t)}

alt vektör uzayına M nin Ek(t) ye göre asimptotik demeti denir ve A(t) ile gös-

terilir. A(t) nin Ek(t) yi kapsayan ortonormal bazı, 0 ≤ m ≤ k olmak üzere

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

olarak alalım. O halde, boy A(t) = k +m dir (Tosun 1995).

Tanım 4.3.4

Sp {η̇(t), e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ėk(t)}

alt vektör uzayına M nin Ek(t) ye göre teğetsel demeti denir ve T (t) ile gösterilir.

boy A(t) = k + m alınırsa boy T (t) = k + m veya boy T (t) = k + m + 1 dir. boy

T (t) = k+m ise boy A(t) = boy T (t) olup bu durumda M time-like regle yüzeyinin

sırt uzayı vardır. η̇(t) ∈ T (t) olduğundan η̇(t) ∈ A(t) dir. boy T (t) = k +m+ 1 ise
boy A(t) 6= boy T (t) olduğundan M time-like regle yüzeyinin merkez uzayı vardır.

Ayrıca η̇(t) time-like vektörü için η̇(t) nin ortonormalleştirilmesiyle elde edilen vektör
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ak+m+1 olup T (t) nin ortonormal bazı

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t), ak+m+1(t)}

şeklinde olacaktır.

M regle yüzeyinin

P (t) = ϕ(t, u1, u2, ..., uk)

noktası alındığında, P noktasındaki tanjant uzayının bir bazı

©
ϕt,ϕu1,ϕu2, ...,ϕuk

ª
lineer bağımsız vektörler cümlesidir. t sabit tutularak ui ler deği̧stirilirse, P noktası

Ek(t) uzayını tarayacaktır. Buna göre T (t) teğetsel demeti, Ek(t) uzayının tüm P

noktalarındaki tanjant uzaylarının birleşimini kapsayacaktır. Yani

T (t) =
[
TP (Ek(t))

dir (Tosun 1995).

Teorem 4.3.1 Ln n−boyutlu Lorentz uzayının (k + 1)−boyutlu time-like dayanak
eğrili time-like regle yüzeyiM veM nin teğetsel demeti T (t) ise T (t) teğetsel demeti

daima time-like alt uzaydır (Tosun 1995).

İspat: İspatı bir başka yoldan yapabiliriz. boy T (t) = k +m olsun. Bu durumda

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

hem asimptotik hem de teğetsel demetin ortonormal bir bazıdır. Yani A(t) = T (t)

dir. η̇(t) ∈ T (t) ve time-like vektör Ek(t) space-like alt uzay olduğundan 1 ≤ i ≤ m
için ak+i baz vektörleri arasında

hak+i, ak+ii = −1 < 0
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olacak şekilde bir tek time-like vektör vardır. O halde

T (t) = Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

Ln de time-like alt uzaydır.

boy T (t) = k+m+1 olsun. Bu durumda η(I) dayanak eğrisinin η̇(t) hız vektörü ise

η̇(t) /∈ Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

dir. Böylece T (t) nin ortonormal bazı

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t), ak+m+1(t)}

şeklindedir. Burada ak+m+1, η̇(t) time-like vektörünün ortonormalleştirilmesi ile elde

edilen time-like vektördür. Bu durumda

T (t) = Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t), ak+m+1(t)}

teğetsel demeti Ln de time-like alt uzaydır.

Teorem 4.3.2 Ln1 n−boyutlu Lorentz uzayının (k + 1)−boyutlu time-like dayanak
eğrili (space-like doğrultman uzaylı) time-like regle yüzeyi M , teğetsel demeti T (t)

olmak üzere A(t) asimptotik demeti,

i. boy A(t) = boy T (t) = k +m ise time-like

ii. boy A(t) 6= boy T (t) = k +m+ 1 ise space-like

alt uzaydır (Tosun 1995).

İspat: İspatı bir başka yoldan verebiliriz. Eğer, boy A(t) = boy T (t) = k +m ise

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

hemA(t) asimptotik demetinin hem de T (t) teğetsel demetinin ortonormal bir bazıdır.
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T (t) teğetsel demeti ile A(t) asimptotik demeti aynıdır. T (t), Teorem 4.3.1 den dolayı

time-like olduğundan A(t) de time-like dır. Fakat boy A(t) 6= boy T (t) = k +m+ 1
olduğunda ise

η̇ /∈ Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

ve T (t) nin ortonormal bazı

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t), ak+m+1(t)}

olup time-like olan ak+m+1 vektörü, η̇(t) time-like vektörünün ortonormalleştirilmesi

ile elde edilmi̧stir. Lorentz uzayında ind q = 1 dir. Yani baz vektörlerinden bir

tanesi time-like dır. O halde A(t) asimptotik demeti, space-like alt uzaydır.

Teorem 4.3.3 Ln n−boyutlu Lorentz uzayında (k + 1)−boyutlu time-like regle
yüzey M ve M nin space-like doğrultman uzayı Ek(t) olsun. t0 ∈ I için

{e1(t0), e2(t0), ..., ek(t0)}

cümlesi Ek(t) nin ortonormal bir bazı ise t0 ∈ J ⊂ I olacak şekilde öyle bir J ⊂ I
alt aralığı bulunabilir ki, bu aralıkta Ek(t) nin her t ∈ J için

D
.
ēi, ēj

E
= 0 ; 1 ≤ i, j ≤ k

şartını sağlayan

{ē1(t), ē2(t), ..., ēk(t)}

ortonormal bazı tek türlü bulunabilir (Tosun 1995).

1 ≤ i ≤ k olmak üzere {ei(t0)} ortonormal baz ise
D
.
ēi, ēj

E
= 0 olacak şekilde

t0 ∈ J ⊂ I alt aralığında {ēi(t)} ortonormal bazı bulunabilir (Tosun 1995).

İspat: İspatı deği̧sik yoldan yapalım. 1 ≤ i ≤ k olmak üzere {ei(t)} ortonormal
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bazı için

hei, eji = δij

idi. Kabul edelim ki, ajh (1 ≤ j, h ≤ k) fonksiyonları

ȧjh +
kX
i=1

aji hėi, ehi = 0

diferensiyel denklem sisteminin çözümleri olsunlar. Ayrıca

ēj =
kX
i=1

aji ei

olsun. Bu durumda
.
ēj=

kX
i=1

ȧji ei +
kX
i=1

aji ėi

olup eh ile çarpılırsa ve kabulümüzden

D
.
ēj, eh

E
=

kX
i=1

ȧji hei, ehi+
kX
i=1

aji hėi, ehi

= ȧjh +
kX
i=1

aji hėi, ehi

= 0 (4.3.2)

dır. Diğer taraftan

D
.
ēj, ēs

E
=

*
.
ēj,

kX
h=1

ash eh

+
=

kX
h=1

ash h .ej, ehi

olup (4.3.2) den D
.
ēj, ēs

E
= 0

dır. Ayrıca,

hēj, ēii0 =
D
.
ēj, ei

E
+
D
ēj,

.
ēi

E
= 0
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olduğundan hēj, ēii skalar çarpımı sabittir. Eğer

ȧjh +
kX
i=1

aji hėi, ehi = 0

sisteminin çözümleri, belli bir t0 başlangıç değerinde [ajh(t0)] matrisini ortogonal

yapacak şekilde alınırsa; {ēj(t0)} (0 ≤ j ≤ k) bazı, t0 değerinde ortogonal olduğu
için her t değeri için de ortogonal olacaktır. Yani

hēj, ēsi =

*
kX
i=1

aji ei,
kX
t=1

ast et

+

=
kX
i=1

aji asi

= δjs

bağıntısını sağlar. Bu halde, Ek(t) nin

D
.
ēj, ēs

E
= 0 ; 1 ≤ j, s ≤ k

olacak şekilde ortonormal bazı tek türlü olarak belirlidir.

Teorem 4.3.4 Ln n−boyutlu Lorentz uzayında time-like dayanak eğrili regle yüzey
M , M nin space-like doğrultman uzayı Ek(t) ve teğetsel demeti T (t) olsun. Ek(t)

doğrultman uzayının ortonormal bazı

{e1(t), e2(t), ..., em(t), em+1(t), ..., ek(t)}

olsun. Bu takdirde, boy T (t) = k +m ise J ⊂ I açık aralığında

{e1(t), e2(t), ..., em(t)}

ortonormal sistemi için

hēi, ēji = 0 ; 1 ≤ i, j ≤ m , i 6= j
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olup

hē1, ē1i > hē2, ē2i > ... > hēs−1, ēs−1i > hēs+1, ēs+1i > ... > hēm, ēmi > 0

ve

hēs, ēsi < 0 ; 1 ≤ s ≤ m

olacak şekilde bulunur. Burada

ēi = ėi −
kX
s=1

es hėi, esi

dir (Tosun 1995).

{e1(t), e2(t), ..., em(t), em+1(t), em+2(t), ..., ek(t)}

ortonormal space-like baz sisteminin içinden

{e1(t), e2(t), ..., em(t)}

ortonormal sistemini alalım.

{ė1(t), ė2(t), ..., ėm(t)}

türevlerini aldıktan sonra her bir türev vektörünü Gram-Schmidt metodu ile orto-

gonalleştirerek

{ē1(t), ē2(t), ..., ēm(t)}

şeklinde bir tek time-like vektörü içeren yeni bir time-like ortonormal baz sistemi elde

edilebilir. Yani ēs(t) ∈ {ēi(t)} olacak şekilde bir tek ēs(t) time-like vektörü vardır.

T (t) = A(t) = {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ės(t), ..., ėm(t)}
boy T (t) = k +m = boy A(t)

olduğundan T (t) ve A(t) time-like’dır.
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Teorem 4.3.5 Ln n−boyutlu Lorentz uzayında (k+1)−boyutlu time-like dayanak
eğrili genelleştirilmi̧s time-like regle yüzey M ve teğetsel demeti T (t) olsun.

0 ≤ m ≤ k ve boy T (t) = k +m+ 1 olmak üzere,

{e1(t), e2(t), ..., em(t), em+1(t), ..., ek(t)}

ise Ek(t) doğrultman uzayının ortonormal bir bazı olsun. Bu takdirde,

{e1(t), e2(t), ..., em(t)}

ortonormal sistemi J ⊂ I açık aralığında

hēi, ēji = 0 ; 1 ≤ i, j ≤ m , i 6= j

ve

hē1, ē1i > hē2, ē2i > ... > hēm, ēmi > 0

olacak şekilde seçilebilir. Burada

ēj = ėj −
kX
i=1

ei hėj, eii

dir (Tosun 1995).

İspat: İspatı deği̧sik bir yoldan yapalım.

{e1(t), e2(t), ..., em(t), em+1(t), em+2(t), ..., ek(t)}

ortonormal space-like baz sisteminin içinden

{e1(t), e2(t), ..., em(t)}

ortonormal sistemini alalım.

{ė1(t), ė2(t), ..., ėm(t)}
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türevlerini aldıktan sonra her bir türev vektörünü Gram-Schmidt metodu ile orto-

gonalleştirerek

{ē1(t), ē2(t), ..., ēm(t)}

şeklinde tüm ēi(t) ler space-like vektör olacak şekilde seçilebilir.

Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ėm(t)}

space-like ve η̇ time-like vektör olup boy T (t) = k +m+ 1 6= boy A(t) olduğundan
T (t) time-like ve A(t) space-like dır.

Sonuç: A(t) = Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ė1(t), ė2(t), ..., ėm(t)} nin ortogonal bir bazı

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ē1(t), ē2(t), ..., ēm(t)}

dir.

Şimdi de ėi(t) türevlerini ve Ek(t) nin ortonormal bazını tek olarak belirleyen önemli

bir teoremi verelim.

Teorem 4.3.6 Ln n−boyutlu Lorentz uzayında (k+1)−boyutlu time-like dayanak
eğrili (space-like doğrultman uzaylı) genelleştirilmi̧s time-like regle yüzey M ve M

nin Ek(t) space-like doğrultman uzayını alalım. ∀ t ∈ I için Ek(t) uzayının öyle bir

{e1(t), e2(t), ..., ek(t)}

ortonormal bazı bulunabilir ki, bu baza Ek(t) nin doğal taşıyıcı bazı denir.

ėi(t) =
kX
j=1

αij ej + κi ak+i ; 1 ≤ i ≤ m ≤ k

ėi(t) =
kX
j=1

αij ej ; m+ 1 ≤ i ≤ k

dir. κ1 > κ2 > ... > κm > 0 dır (Tosun 1995).

İspat: Deği̧sik bir yoldan ispatlayalım. boy A(t) = k +m olduğunda Teorem 4.3.5
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in sonucundan A(t) nin Gram-Schmidt yöntemiyle elde edilebilen

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ē1(t), ē2(t), ..., ēm(t)} ; 0 ≤ m ≤ k

ortogonal bazı vardır. Yani,

ēi = ėi −
kX
j=1

ej hėi, eji

dir. 1 ≤ i ≤ m olmak üzere
ēi
k ēi k = ak+i

alınırsa A(t) nin ortonormal bazı

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

olacaktır. Ayrıca

ėi ∈ Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

ise

ėi =
kX
j=1

αij ej +
mX
v=1

σiv ak+v ; 1 ≤ i ≤ k (4.3.3)

dır.

hėi, eji = − hei, ėji

olduğundan

αij = −αji

dir.

Şimdi de, σiv leri hesaplayalım. Burada iki durum sözkonusudur.

i. Eğer boy A(t) = boy T (t) = k +m ise A(t) time-like alt uzaydır. Bu takdirde,
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hak+i, ak+ii = εi =

 1 ; ak+i space-like birim vektör

−1 ; ak+i time-like birim vektör

dür. (4.3.3) eşitliğini sağdan ak+v ile çarparsak

σiv = εv hėi, ak+vi
= εv

1

k ēv k hėi, ēvi

olarak bulunur. Burada ėi nin vektör değeri yerine yazılırsa

σiv = εv
1

k ēv k hēi, ēvi

elde edilir.

1 ≤ i ≤ m ve 1 ≤ v ≤ m ise i = v ya da i 6= v dir. i 6= v için σiv = 0 ve i = v için

σii =
hēi, ēii
k ēi k =

k ēi k2
k ēi k = k ēi k

dir. Yukarıda elde edilen değerler (4.3.3) de yerlerine yazılırsa

ėi =
kX
j=1

αij ej + κi ak+i ; 1 ≤ i ≤ m

elde edilir.

m+ 1 ≤ i ≤ k ve 1 ≤ v ≤ m ≤ k ise daima i 6= v dir. Dolayısıyla daima σiv = 0 dır.

Bu değerler (4.3.3) de yerlerine yazılırsa

ėi =
kX
j=1

αij ej + κi ak+i ; m+ 1 ≤ i ≤ k

bulunur.

ii. Eğer boy A(t) 6= boy T (t) = k +m+ 1 ise A(t) asimptotik demeti space-like alt
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uzaydır. Time-like vektör yoktur. Benzer i̧slemlerle

σiv =
1

k ēv k hēi, ēvi

olarak bulunur.

1 ≤ i ≤ m ve 1 ≤ v ≤ m ise i = v ya da i 6= v dir. i 6= v için σiv = 0 ve i = v için

σii = k ēi k2 = κi

dir. Teorem 4.3.5 den κ1 > κ2 > ... > κm > 0 elde edilir. Bu değerler (4.3.3) de

yerlerine yazılırsa

ėi =
kX
j=1

αij ej + κi ak+i , κi > 0 ; 1 ≤ i ≤ m

elde edilir.

m+ 1 ≤ i ≤ k ve 1 ≤ v ≤ m ise daima i 6= v dir. Dolayısıyla daima σiv = 0 dır. Bu

değerler (4.3.3) de yerlerine yazılırsa

ėi =
kX
j=1

αij ej ; m+ 1 ≤ i ≤ k

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Tanım 4.3.5 Ln n−boyutlu Lorentz uzayında (k + 1)−boyutlu time-like dayanak
eğrili (space-like doğrultman uzaylı) time-like regle yüzey M , M nin asimptotik

demeti A(t) ve teğetsel demeti T (t) olsun. boy T (t) = k + m = boy A(t) olarak

kabul edelim. Bu durumda M nin η(I) dayanak eğrisinin η̇(t) hız vektörü ise

η̇(t) ∈ A(t) = Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

dir. O halde

η̇(t) =
kX
i=1

ξi ei(t) +
mX
v=1

ηv ak+v
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dir. Bir diğer p(t) dayanak eğrisi

p(t) = η(t) +
kX
i=1

ui(t) ei(t)

olup türevi

ṗ(t) = η̇(t) +
kX
i=1

u̇i(t) ei(t) +
kX
i=1

ui(t) ėi(t)

dir. Burada η̇(t) ve Teorem 4.3.6 daki ėi(t) türev vektörlerinin değerleri yerlerine

yazılırsa

ṗ(t) =
kX
j=1

Ã
ξj + u̇j(t) +

mX
i=1

αij ui(t) +
kX

i=m+1

αij ui(t)

!
ej(t)+

mX
s=1

(ηs + us(t)κs) ak+s

bulunur.

ηs + us(t)κs = 0 ; 1 ≤ s ≤ m

koşulunu sağlayan P noktaları için ṗ(t) türev vektörleri Ek(t) uzayı içinde kalacaktır.

κs > 0 (κs 6= 0) olduğundan
us(t) = −ηs

κs

deği̧skenleri m tane olup tek türlü olarak bulunabilirler. Geriye kalan k −m tanesi

keyfi olarak seçilebilir. O halde

ηs + us(t)κs = 0

denklemini sağlayan P (t) noktalarının cümlesi Ek(t) içinde (k − m)−boyutlu bir
alt uzayı oluştururlar. Bu uzaya sırt (edge) uzayı denir ve Kk−m(t) ile gösterilir.

k = m ise K0 uzayı 0−boyutlu nokta uzayıdır (Tosun 1995).

Tanım 4.3.6 Eğer Kk−m(t) sırt uzayı doğrultman uzayı ve M nin η(I) dayanak

eğrisi, dayanak eğrisi olarak alınırsa Kk−m(t) uzayı η(I) eğrisi boyunca hareket e-

derken M tarafından içerilen (k −m+ 1)−boyutlu bir regle yüzey meydana getirir.
Bu yüzeye M nin (k −m+ 1)−boyutlu sırt regle yüzeyi denir (Tosun 1995).

Sırt uzayı space-like alt uzaydır. Sırt regle yüzeyi time-like regle yüzeydir.
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Şimdi de sırt uzay ve sırt regle yüzey ile ilgili aşağıdaki teoremi verelim.

Teorem 4.3.7 Ln de time-like regle yüzeyM ,M nin teğetsel demeti T (t) ve asimp-

totik demeti A(t) olsun. boy T (t) = k +m = boy A(t) ise M nin sırt uzayı (sırt

regle yüzeyi) vardır denir. k = m ise sırt regle yüzeyi M nin sırt eğrisine dejenere

olur (Çalı̧skan 1983).

İspat: Deği̧sik yoldan ispatı yapabiliriz. boy T (t) = boy A(t) ise Tanım 4.3.4 den

sırt uzay vardır.

k = m ise K0 sırt uzayı nokta uzayı olur.

(k −m+ 1) = (0 + 1)−boyutlu eğri meydana gelir.

Ek(t) doğrultman uzayı bir space-like alt uzay olduğundan baz vektörlerinin hepsi

space-like vektördür. O halde Kk−m(t) sırt uzayı bir space-like alt uzaydır. Kk−m(t)

space-like, η time-like olduğundan sırt regle yüzeyi time-like regle yüzeydir.

Tanım 4.3.7 Ln de M time-like regle yüzeyinin teğetsel demeti T (t) ve asimptotik

demeti A(t) olmak üzere

boyT (t) = k +m+ 1 6= boyA(t)

olsun. Bu durumda M nin η(I) dayanak eğrisinin η̇(t) hız vektörü için

η̇(t) /∈ A(t) = Sp {e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t)}

dir. T (t) nin bir ortonormal bazı

{e1(t), e2(t), ..., ek(t), ak+1(t), ak+2(t), ..., ak+m(t), ak+m+1(t)}

dir. O halde ηm+1 6= 0 olmak üzere

η̇(t) =
kX
i=1

ξi ei(t) +
mX
v=1

ηv ak+v + ηm+1 ak+m+1
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yazılabilir. ṗ(t) türev vektörü hesaplanırsa

ṗ(t) =
kX
i=1

Ã
ξi + u̇i(t) +

kX
j=1

αij uj(t)

!
ei(t) +

mX
s=1

(ηs + us(t)κs) ak+s+ ηm+1 ak+m+1

bulunur.

ηs + us(t)κs = 0 ; 1 ≤ s ≤ m

olacak biçimdeki P (t) noktası için ṗ(t) türev vektörü

Sp {η̇(t), e1(t), e2(t), ..., ek(t)}

alt uzayı içinde yatar.

κs > 0 ; 1 ≤ s ≤ m

olduğundan

ηs + us(t)κs = 0

lineer denklem sistemi ile tanımlanan P (t) noktaları,

Sp {η̇(t), e1(t), e2(t), ..., ek(t)}

içinde (k −m)−boyutlu bir alt uzayı doldururlar. Bu alt uzaya M nin merkez

uzayı denir ve Zk−m ile gösterilir. k = m ise Z0 uzayı 0−boyutlu nokta uzayı olur.

Tanım 4.3.8 Eğer dayanak eğrisi olarak η ve doğrultman uzay olarak Zk−m(t)

alınırsa; Zk−m(t), η boyunca hareket ederken Rn1 de M tarafından içerilen

(k − m + 1)−boyutlu bir regle yüzey meydana getirir. Bu yüzeye M nin merkez

regle yüzeyi denir (Tosun 1995).

Merkez uzay space-like alt uzaydır. Merkez regle yüzeyi time-like regle yüzeydir.

Merkez uzay ve merkez regle yüzey ile ilgili aşağıdaki teoremi verelim.

Teorem 4.3.8 Ln de time-like regle yüzeyM ,M nin teğetsel demeti T (t) ve asimp-

totik demeti A(t) olsun. boy T (t) = k +m + 1 6= boy A(t) ise M nin merkez uzayı
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dolayısıyla merkez yüzeyi vardır. k = m ise merkez regle yüzeyi M nin striksiyon

eğrisine dejenere olur (Çalı̧skan 1983).

İspat: Bir başka türlü ispat verelim. boy T (t) = k +m+ 1 6= boy A(t) ise
Tanım 4.3.4 den merkez uzay vardır.

k = m ise Z0 merkez uzayı 0−boyutlu nokta uzayı olur.

(k −m+ 1) = 1−boyutlu striksiyon eğrisidir.

Ek(t) space-like doğrultman uzay olduğundan tüm baz vektörleri space-like vek-

tördür. O halde Zk−m(t) merkez uzayı bir space-like alt uzaydır. η time-like eğri

olduğundan merkez regle yüzeyi de time-like yüzeydir.
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5. ÖKLİD UZAYINDA B−SCROLL’LAR

5.1 3−Boyutlu Öklid Uzayında B−Scroll’lar

Tanım5.1.1 η(I) eğrisinin yay parametresi t olmak üzere {V1, V2, V3} Frenet 3−ayaklısı
için V1 teğet vektör, V2 asli normal vektör ve V3 binormal vektördür. η(I) eğrisi

boyunca V3 binormal vektörü tarafından üretilen regle yüzeye B−scroll (binormal
scroll) denir. η(I) dayanak eğrisi ve Sp {V3} doğrultman uzayı olmak üzere özel bir
regle yüzey olan B−scroll’un denklemi

ϕ(t, u) = η(t) + uV3(t) (5.1.1)

dir (Inoguchi 2005).

Şekil 5.1 E3 de B − scroll

Teorem 5.1.1 E3 de k1 ve k2 sırasıyla 1. ve 2. eğrilikler olmak üzere Frenet formülleri,

V̇1 = k1V2

V̇2 = −k1V1 + k2V3
V̇3 = −k2V2

dir (Hacısalihoğlu 1994).
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Tanım 5.1.2 E3 de vektörel çarpım,

V1 ∧ V2 = V3

V2 ∧ V3 = V1

V3 ∧ V1 = V2

olmak üzere ~x = (x1, x2, x3) ve ~y = (y1, y2, y3) için

~x ∧ ~y = det


V1 V2 V3

x1 x2 x3

y1 y2 y3


şeklinde tanımlanır.

Tanım 5.1.3 E3 de (5.1.1) ile parametrize edilen B−scroll’un ϕ(t, u) noktasındaki

tanjant uzayının baz vektörleri

ϕt = η̇ + u V̇3

ϕt = V1 − uk2V2
ϕu = V3

şeklindedir. Bu durumda B−scroll’un asimptotik demeti

A(t) = Sp
n
V3, V̇3

o
ile tanımlanır ve A(t) nin ortonormal bazı {V2, V3}, teğetsel demeti

T (t) = Sp
n
V3, V̇3, η̇

o
ile tanımlanır ve T (t) nin ortonormal bazı {V1, V2, V3} şeklindedir.

Tanım 5.1.4 E3 de (5.1.1) ile parametrize edilen B−scroll’un, A(t) ile T (t) nin
boyutları farklı olduğundan merkez uzayı (boğaz eğrisi, striksiyon eğrisi) vardır. M
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üzerinde p(t) herhangi bir dayanak eğrisi olsun. Denklemi

p(t) = η(t) + u(t)V3(t)

ise

ṗ(t) = η̇ + u̇V3 + uV̇3

= V1 + u̇V3 − uk2V2

dir. ¿
ṗ(t) ,

d

dt
[u(t)V3(t)]

À
= 0

şartını sağlayan u lar merkez uzayını verirler.

D
V1 + u̇V3 − uk2V2 , u̇V3 + uV̇3

E
= 0

ise

hV1 + u̇V3 − uk2V2 , u̇V3 − uk2V2i = 0 ⇒ u̇2 + (u2k2)
2
= 0

⇒ u̇ = 0 ise u sabit

⇒ u2k2 ise u = 0 veya k2 = 0

dır. Buradan u = 0 ise merkez uzayı (striksiyon eğrisi), η(I) dayanak eğrisinin

kendisidir. k2 = 0 ise striksiyon eğrisi burulmasız bir eğridir. Uzay eğrisi değildir,

düzlemseldir.

Tanım 5.1.5 E3 de M yüzeyi, (5.1.1) ile parametrize edilmek üzere

ϕt = η̇ + u V̇3

ϕt = V1 − uk2V2 ⇒ ϕt =
V1 − uk2V2
kϕtk

olur.

kϕtk = [hV1 − uk2V2 , V1 − uk2V2i]
1
2 =

¡
u2k22 + 1

¢ 1
2
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olup buradan

ϕt =
V1 − uk2V2
(u2k22 + 1)

1
2

ve ϕu =
ϕu
kϕuk

= ϕu = V3

dir.

hϕt ,ϕui = 0

olduğundan {ϕt,ϕu} ortonormal teğet vektör alanlarıdır ve bunlar χ(M) yi gerer.
Yani χ(M) = Sp {ϕt,ϕu} dur. Bu durumda B−scroll’un normali

N =
ϕt ∧ ϕu
kϕt ∧ ϕuk

dir.

N = det


V1 V2 V3

1

(−1+u2k22)
1
2

−uk2
(−1+u2k22)

1
2

0

0 0 1

 ; kϕt ∧ ϕuk = 1

=
−uk2V1

(u2k22 + 1)
1
2

+
−V2

(u2k22 + 1)
1
2

olduğundan

N =
−uk2V1 − V2
(1 + u2k22)

1
2

bulunur.

Tanım 5.1.6 E3 de yüzeyin normalinden yararlanarak S şekil operatörüne kaŗsılık

gelen S̄ matrisini bulalım.

S(ϕt) = λ1ϕt + λ2ϕu ⇒ λ1 = hS(ϕt) ,ϕti
⇒ λ2 = hS(ϕt) ,ϕui

S(ϕu) = µ1ϕt + µ2ϕu ⇒ µ1 = hS(ϕu) ,ϕti
⇒ µ2 = hS(ϕu) ,ϕui
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dir. Şimdi

S(ϕt) = DϕtN = D ϕt
kϕtk
N =

1

kϕtk
DϕtN =

1

kϕtk
S(ϕt) =

1

kϕtk
∂N

∂t

eşitliğinden S(ϕt) yi hesaplayalım.

∂N

∂t
=

³
−uk̇2V1 − uk2V̇1 − V̇2

´
(u2k22 + 1)

1
2 + (uk2V1 + V2)

2u2k2k̇2

2(u2k22+1)
1
2

u2k22 + 1

=

³
−uk̇2V1 − uk1k2V2 + k1V1 − k2V3

´
(u2k22 + 1) +

³
u3k̇2k

2
2V1 + u

2k2k̇2V2

´
(u2k22 + 1)

3
2

=

h³
k1 − uk̇2

´
(u2k22 + 1) + u

3k22k̇2

i
V1

(u2k22 + 1)
3
2

+

h
(u2k22 + 1) (−uk1k2) + u2k2k̇2

i
V2 − (u2k32 + k2)V3

(u2k22 + 1)
3
2

=

³
k1 − uk̇2 + u2k1k22

´
V1 +

³
u2k2k̇2 − uk1k2 − u3k1k32

´
V2 − (u2k32 + k2)V3

(u2k22 + 1)
3
2

ve

S(ϕt) =
1

kϕtk
∂N

∂t
=

1

(u2k22 + 1)
1
2

∂N

∂t

olduğundan

S(ϕt) =

³
k1 − uk̇2 + u2k1k22

´
V1 +

³
u2k2k̇2 − uk1k2 − u3k1k32

´
V2 − (u2k32 + k2)V3

(u2k22 − 1)2

bulunur. İlk olarak λ1ve λ2 değerlerini hesaplayalım.

λ1 = hS(ϕt),ϕti =
*
S(ϕt) ,

V1 − uk2V2
(u2k22 + 1)

1
2

+

=

³
k1 − uk̇2 − u2k1k22

´
+
³
u2k2k̇2 − uk1k2 − u3k1k32

´
(−uk2)

(u2k22 + 1)
5
2
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=
k1 − uk̇2 + 2u2k1k22 − u3k22k̇2 + u4k1k42

(u2k22 + 1)
5
2

olduğundan

λ1 =
k1 − uk̇2 + u2k1k22
(u2k22 + 1)

3
2

olarak elde edilir.

λ2 = hS(ϕt) ,ϕui
=
−(k2 + u2k32)
(u2k22 + 1)

2 =
−k2 (u2k22 + 1)
(u2k22 + 1)

2

olup buradan

λ2 =
−k2

u2k22 + 1

bulunur. S(ϕu) = S(ϕu) =
∂N

∂u
idi. O halde

∂N

∂u
=
−k2V1

p
u2k22 + 1 + (uk2V1 + V2)

p
u2k22 + 1

u2k22 + 1

=
−k2 (u2k22 + 1)V1 + (uk2V1 + V2)uk22

(u2k22 + 1)
3
2

=
(−k2 − u2k32 + u2k32)V1 + uk22V2

(u2k22 + 1)
3
2

olup

S(ϕu) =
−k2V1 + uk22V2
(u2k22 + 1)

3
2

elde edilir. Buradan

µ1 = hS(ϕu) ,ϕti
=
−k2 − u2k32
(u2k22 + 1)

2

ve

µ2 = hS(ϕu) ,ϕui = 0
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olacaktır. E3 uzayında, baz vektörlerini ortonormal aldığımızdan S şekil opera-

törünün S̄ matrisi simetrik bulundu. Gerçekten de,

µ1 =
−k2

u2k22 + 1
= λ2

olup

S̄ =

 λ1 λ2

µ1 µ2

 =
 λ1 λ2

λ2 0



=

 k1−uk̇2+u2k1k22
(u2k22+1)

3
2

−k2
u2k22+1

−k2
u2k22+1

0


elde edilir.

Tanım 5.1.7 (Gauss Eğriliği): E3 de B−scroll’un K Gauss eğriliği,

K = det S̄

= − k22

(u2k22 + 1)
2

dir. Bu iseM regle yüzeyinin herbir P noktasındaK(P ) ≤ 0 teoreminin sağlandığını
gösterir (Sabuncuoğlu 2001).

Tanım 5.1.8 (Ortalama Eğrilik): E3 de B−scroll’un H ortalama eğriliği,

H = iz S̄

= λ1 =
k1 − uk̇2 + u2k1k22
(u2k22 + 1)

3
2

dir.

Tanım 5.1.9 (I. Temel Form): E3 de B−scroll’un I. temel formu I ile gösterilmek
üzere,

I = hdϕ , dϕi ve dϕ = ϕt dt+ ϕu du
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olduğundan

I = hϕt ,ϕti dtdt+ 2 hϕt ,ϕui dtdu+ hϕu ,ϕui dudu

olur. Burada

hϕt ,ϕti = hV1 − uk2V2 , V1 − uk2V2i = 1 + u2k22
hϕt ,ϕui = hV1 − uk2V2 , V3i = 0
hϕu ,ϕti = hV3 , V1 − uk2V2i = 0
hϕu ,ϕui = hV3 , V3i = 1

olup dolayısıyla

I =
¡
u2k22 + 1

¢
dtdt+ dudu

elde edilir ve bu kuadratik forma kaŗsılık gelen matris

Ī =

 u2k22 + 1 0

0 1


olup

det Ī = u2k22 + 1

dir.

Tanım 5.1.10 (II. Temel Form): E3 de B−scroll’un II. temel formu II ile gös-
terilmek üzere,

II = hS(dϕ) , dϕi ve dϕ = ϕt dt+ ϕu du

olduğundan

II = hS(ϕt) dt+ S(ϕu) du , ϕt dt+ ϕu dui
= hS(ϕt) ,ϕti dtdt+ hS(ϕt) ,ϕui dtdu

+ hS(ϕu) ,ϕti dudt+ hS(ϕu) ,ϕui dudu

bulunur. hS(ϕt) ,ϕti = λ1 idi. O halde
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¿
S(ϕt)

kϕtk
,
S(ϕt)

kϕtk
À
=

1

u2k22 + 1
hS(ϕt),ϕti = λ1

olacağından

hS(ϕt),ϕti = λ1
¡
u2k22 + 1

¢
olur.

µ2 = hS(ϕu) ,ϕui = 0 = hS(ϕu) ,ϕui

dur.

hS(ϕt) ,ϕui = hS(ϕu) ,ϕti = λ2 = µ1

idi. Dolayısıyla

¿
S(ϕt)

kϕtk
,
S(ϕu)

1

À
=

1

kϕtk
hS(ϕt) ,ϕui = λ2 = µ1

eşitliğinden

hS(ϕt) ,ϕui = hS(ϕu) ,ϕti = λ2
¡
u2k22 + 1

¢ 1
2

olacaktır. Buradan

II = λ1
¡
u2k22 + 1

¢
dtdt+ 2λ2

¡
u2k22 + 1

¢ 1
2 dtdu+ 0 dudu

eşitliğinde λ1 ve λ2 değerlerini yerlerine yazarsak

II =
k1 − uk̇2 + u2k1k22
(u2k22 + 1)

1
2

dtdt− 2k2

(u2k22 + 1)
1
2

dtdu

olur ve bu II. temel forma kaŗsılık gelen matris

II =


k1−uk̇2+u2k1k22
(u2k22+1)

1
2

−k2
(u2k22+1)

1
2

−k2
(u2k22+1)

1
2

0


şeklinde ifade edilir ve

det II =
−k22

u2k22 + 1
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dir. Ayrıca Gauss eğriliği

K =
det II

det Ī
=

−k22
u2k22+1

u2k22 + 1
=

−k22
(u2k22 + 1)

2

olarak elde edilir.

Tanım 5.1.11 (Asimptotik Çizgiler): E3 de B−scroll’un asimptotik çizgileri,

II = hS(dϕ) , dϕi = 0

şeklinde diferensiyel denkleme sahip olan eğrilerdir. Gauss eğriliği negatif olduğun-

dan iki tane asimptotik doğrultu, dolayısıyla iki farklı asimptotik çizgi bulunur

(Sabuncuoğlu 2001).

II =
k1 − uk̇2 + u2k1k22
(u2k22 + 1)

1
2

dtdt− 2k2

(u2k22 + 1)
1
2

dtdu = 0

ya da Ã
k1 − uk̇2 + u2k1k22
(u2k22 + 1)

1
2

dt− 2k2

(u2k22 + 1)
1
2

du

!
dt = 0

şeklindedir.

i) dt = 0⇒ t = C1 sabitleri için anadoğruları asimptotik çizgilerdir.

ii)
k1 − uk̇2 + u2k1k22
(u2k22 + 1)

1
2

dt− 2k2

(u2k22 + 1)
1
2

du = 0

diferensiyel denklemine sahip olan asimptotik çizgiler de vardır.

Tanım 5.1.12 (Eğrilik Çizgileri): E3 uzayında M yüzeyi üzerindeki bir eğrinin

teğet vektör alanı T olsun. O halde T ∈ χ(M) = Sp {ϕt,ϕu} dur. T vektör alanı,
şekil operatörünün S̄ matrisinin karakteristik vektörü ise yani S̄T = λT denkle-

minden eğrilik çizgilerinin diferensiyel denklemlerini bulabiliriz.

dϕ = ϕt dt+ ϕu du = (V1 − uk2V2) dt+ V3du
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ve

T =
V1 − uk2V2
(u2k22 + 1)

1
2

dt+ V3 du

olsun. Bu durumda

T =
dt

(u2k22 + 1)
1
2

ϕt + duϕu

olup matris gösterimi

T =

 dt

(u2k22+1)
1
2

du


şeklindedir. Bu değerleri S̄T = λT eşitliğinde yerlerine yazarsak

 λ1 λ2

λ2 0


 dt

(u2k22+1)
1
2

du

 =
 λ dt

(u2k22+1)
1
2

λ du


olacaktır.

λ1

(u2k22 + 1)
1
2

dt+ λ2 du =
λ dt

(u2k22 + 1)
1
2

λ2

(u2k22 + 1)
1
2

dt+ 0 = λ du


olup buradan

λ1 − λ

(u2k22 + 1)
1
2

dt+ λ2 du = 0

λ2

(u2k22 + 1)
1
2

dt− λ du = 0


denklem sistemi elde edilir. Birinci denklemi λ ile ikinci denklemi de λ2 ile çarpar

ve elde edilen eşitlikleri taraf tarafa toplarsak

λ(λ1 − λ)
dt

(u2k22 + 1)
1
2

+ λ22
dt

(u2k22 + 1)
1
2

= 0£
λ(λ1 − λ) + λ22

¤ dt

(u2k22 + 1)
1
2

= 0


bulunur.

i) dt = 0⇒ t = C1 sabitleri için elde edilen anadoğrular eğrilik çizgileridir.

ii) −λ2 + λ1λ + λ22 = 0, λ nın 2.dereceden bir denklemidir. ∆λ = λ21 + 4λ
2
2 daima
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pozitif olduğundan iki farklı reel λ değeri bulunur.

λ(λ1 − λ) + λ22 = 0

ise

−λ2 + λλ1 + λ22 = 0⇒ λ2 − λλ1 − λ22 = 0

dır. Buradan elde edilen

λ =
λ1 ∓

p
λ21 + 4λ

2
2

2

çözümlerinde λ1 ve λ2 değerleri yerlerine yazılırsa eğrilik çizgilerine ait diferensiyel

denklem elde edilir. Bu denklemin çözümleri bize anadoğruların dı̧sındaki eğrilik

çizgilerini verir.

5.2 En n−Boyutlu Öklid Uzayında p.Mertebeden B−Scroll’lar

Tanım 5.2.1 En de Frenet r−ayaklısı {V1, V2, ..., Vr} olan bir eğri η(I) olsun. η nın
yay parametresi t olmak üzere p. mertebeden oskülatör düzlemi,

Sp {V1, V2, ..., Vp} ; p < r

şeklindedir. Bu durumda, p. mertebeden B−scroll’un denklemi

ϕ(t, up+1, up+2, ..., ur) = η(t) +
rX

j=p+1

ujVj(t)

dir. η(I), bu regle yüzeyin dayanak eğrisidir.

{Vp+1, Vp+2, ..., Vr}

tarafından gerilen (r − p)−boyutlu alt vektör uzayı doğrultman uzayı olup Er−p ile
gösterilir. p. mertebeden B−scroll’un boyutu (r − p) + 1 dir.
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Şekil 5.2 En de p. mertebeden B − scroll’lar

Tanım 5.2.2 En uzayında η̇(t) = V1 olmak üzere, ϕ(t, up+1, ..., ur) noktasındaki

tanjant uzayın baz vektörleri

ϕt = η̇(t) +
rX

j=p+1

ujV̇j(t) = V1 +
rX

j=p+1

ujV̇j(t)

ϕup+1 = Vp+1

ϕup+2 = Vp+2
...

ϕur = Vr

dir.

Tanım 5.2.3 En de p. mertebeden B−scroll’un asimptotik demeti,

A(t) = Sp
n
Vp+1, Vp+2, ..., Vr, V̇p+1, V̇p+2, ..., V̇r

o
ile tanımlanır.

V̇p+1 = −kpVp + kp+1Vp+2
V̇p+2 = −kp+1Vp+1 + kp+2Vp+3
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V̇p+3 = −kp+2Vp+2 + kp+3Vp+4
...

V̇r = −kr−1Vr−1

olduğundan sadece V̇p+1 türev vektörü Vp+3, Vp+4, ..., Vr vektörlerinden lineer bağım-

sızdır. V̇p+2, ..., V̇r−1 türev vektörleri, Vp+1, Vp+2, ..., Vr vektörleri ile lineer bağımlıdır-

lar. O halde, A(t) nin ortonormal bazı

{Vp, Vp+1, Vp+2, ..., Vr}

dır. Yani

A(t) = Sp {Vp, Vp+1, Vp+2, ..., Vr}

olup boy A(t) = r + 1− p dir.

B−scroll’un teğetsel demeti,

T (t) = Sp
n
Vp+1, Vp+2, ..., Vr, V̇p+1, V̇p+2, ..., V̇r, η̇

o
ile tanımlanır. η̇(t) = V1 olduğundan T (t) nin ortonormal bazı

{V1, Vp, Vp+1, Vp+2, ..., Vr}

olup boy T (t) = r + 2− p dir.

O halde, boy A(t) 6= boy T (t) dir. En uzayında p.mertebedenB−scroll’un asimptotik
demetinin boyutu ile teğetsel demetinin boyutları farklı olduğundan sırt uzayı yoktur,

merkez uzayı vardır.

Tanım5.2.4 Bir açılamaz yüzey üzerindeki iki ardı̧sık anadoğrunun bir ortak dikmesi

varsa esas anadoğru üzerindeki ortak dikmenin ayağı merkez noktası olarak ad-

landırılır. Bu merkez noktalarının geometrik yerine p. mertebeden B−scroll’un
merkez uzayı denir (Hacısalihoğlu 1994).
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p. mertebeden B−scroll üzerinde p(t) herhangi bir dayanak eğrisi olsun. O zaman

denklemi,

p(t) = η(t) +
rX

j=p+1

uj(t)Vj(t)

ise

ṗ(t) = η̇ +
rX

j=p+1

u̇jVj +
rX

j=p+1

ujV̇j

= V1 +
rX

j=p+1

u̇jVj +
rX

j=p+1

ujV̇j

= V1 +
rX

j=p+1

u̇jVj +
r−1X
j=p+1

uj (−kj−1Vj−1 + kjVj+1)− urkr−1Vr−1

= V1 +
rX

j=p+1

u̇jVj −
r−1X
j=p+1

ujkj−1Vj−1 +
r−1X
j=p+1

ujkjVj+1 − urkr−1Vr−1

= V1 + u̇p+1Vp+1 + u̇p+2Vp+2 + u̇p+3Vp+3 + ...+ u̇r−2Vr−2 + u̇r−1Vr−1 + u̇rVr

−up+1kpVp − up+2kp+1Vp+1 − up+3kp+2Vp+2 − up+4kp+3Vp+3 − ...
−ur−2kr−3Vr−3 − ur−1kr−2Vr−2 + up+1kp+1Vp+2 + up+2kp+2Vp+3 + ...
+ur−3kr−3Vr−2 + ur−2kr−2Vr−1 + ur−1kr−1Vr − urkr−1Vr−1

= V1 − up+1kpVp + (u̇p+1 − up+2kp+1)Vp+1 + (u̇p+2 + up+1kp+1 − up+3kp+2)Vp+2
+(u̇p+3 + up+2kp+2 − up+4kp+3)Vp+3 + ...+ (u̇r−2 + ur−3kr−3 − ur−1kr−2)Vr−2
+(u̇r−1 + ur−2kr−2 − urkr−1)Vr−1 + (u̇r + ur−1kr−1)Vr

dir. Ortogonallik koşulu ile denklemi,*
ṗ(t) ,

d

dt

"
rX

i=p+1

ui(t)Vi(t)

#+
= 0

olur. Buradan

(−up+1kp)2 + (u̇p+1 − up+2kp+1)2 + (u̇p+2 + up+1kp+1 − up+3kp+2)2

+(u̇p+3 + up+2kp+2 − up+4kp+3)2 + ...+ (u̇r−2 + ur−3kr−3 − ur−1kr−2)2

+(u̇r−1 + ur−2kr−2 − urkr−1)2 + (u̇r + ur−1kr−1)2 = 0

bulunur.
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−up+1kp = 0 için kp 6= 0 fakat up+1 = 0 ise dayanak eğrisi striksiyon eğrisidir.

up+1 6= 0 ise kp = 0 dır.

u̇p+1 = kp+1up+2

u̇p+2 = kp+2up+3 − kp+1up+1
u̇p+3 = kp+3up+4 − kp+2up+2

...

u̇r−2 = kr−2ur−1 − kr−3ur−3
u̇r−1 = kr−1ur − kr−2ur−2
u̇r = −kr−1ur−1

olacaktır. Bu denklem sistemi matris formunda yazılırsa

u̇p+1

u̇p+2

u̇p+3
...

u̇r−2

u̇r−1

u̇r


=



0 kp+1 0 · · · 0

−kp+1 0 kp+2
. . .

...

0 −kp+2 0
. . .

...
. . . . . . . . .

0 kr−2 0

−kr−2 0 kr−1

0 · · · 0 −kr−1 0





up+1

up+2

up+3
...

ur−2

ur−1

ur


elde edilir. n−boyutlu Öklid uzayında merkez uzayının denklemi

U̇ −A(t)U = 0

homogen diferensiyel denklem sisteminin çözümleridir. Bu diferensiyel denklem sis-

temi Lyapunov tipindendir. Bu denklem üzerinde ise yapılan çalı̧smalar çoktur.

İlk olarak (r − p)× (r − p) tipindeki A matrisinin sabit bir matris olması durumunu
ele alalım. Yani kp+1 , kp+2 , ... , kr eğrilikleri sabit olsun. Bu durumda sistemin

çözümü, bileşenleri sabit büyüklükler olan vektör C olmak üzere
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Ũ = C emt

şeklindedir. Bu çözüm denklemde yerine yazılırsa

mC emt = AC emt ⇒ (AC −mC) emt = 0

elde edilir. Bu denklemin aşikar çözümü dı̧sında çözümünün olabilmesi için

det (A−mI) = 0

olmalıdır. m ye bağlı n. dereceden karakteristik denklemin çözümlerine, karakteristik

değerleri veya özdeğerleri denir. Herbir mi özdeğeri için sıfırdan farklı Ci çözümleri

yani özvektörleri bulunur.

İkinci olarak (r − p)×(r − p) tipindeki A matrisinin sabit bir matris olmaması duru-
munu ele alalım. Özel olarak, merkez uzayının boyutu 2 yani r− p = 2 ise p = r− 2
olup  u̇p+1

u̇p+2

 =
 0 kp+1(t)

−kp+1(t) 0

 up+1
up+2


olacağından bu denklem sisteminin çözümü

Z
kp+1(t) dt = K(t)

olmak üzere

up+1 = c1 cosK(t) + c2 sinK(t)

ve

up+2 =
u̇p+1
kp+1

olduğundan

up+2 =
−c1K̇(t) sinK(t) + c2K̇(t) cosK(t)

kp+1

şeklinde bulunur. Bu çözüm, aşağıda verilen benzer durumlar için de kullanılabilir.
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p = 2 ve r = 4 için

 u̇3
u̇4

 =
 0 k3(t)

−k3(t) 0

 u3
u4


p = 3 ve r = 5 için

 u̇4
u̇5

 =
 0 k4(t)

−k4(t) 0

 u4
u5


· · ·

sistemleri benzer çözümlere sahiptir.

A matrisinin sabit bir matris olmaması durumunda özel olarak, merkez uzayının

boyutu 3 yani r − p = 3 ise p = r − 3 olup
u̇p+1

u̇p+2

u̇p+3

 =

0 kp+1 0

−kp+1 0 kp+2

0 −kp+2 0



up+1

up+2

up+3


dir.

u̇p+1 = kp+1up+2

u̇p+3 = −kp+2up+2

eşitliğinden kp+2 > 0 ise

u̇p+1 +
kp+1
kp+2

u̇p+3 = 0

olup bu denklemin çözümü

up+1 +
kp+1
kp+2

up+3 + c4 = 0

olarak elde edilir. Bu ise up+2 den bağımsızdır.

5.3 En n−Boyutlu Öklid Uzayında 2. Mertebeden Genelleştirilmi̧s B−Scroll’lar

Tanım 5.3.1 En n−boyutlu Öklid uzayında, Frenet n−ayaklısı {V1, V2, ..., Vn} olan
bir eğri η(I) olsun. η eğrisinin yay parametresi t olmak üzere 2.mertebeden oskülatör

82



düzlemi

Sp {V1, V2}

dir. O zaman,

{V3, V4, ..., Vn}

tarafından gerilen (n− 2)−boyutlu alt vektör uzayını En−2 ile gösterelim. η(I) nin
dayanak eğrisi olması halinde En−2 nin η(I) boyunca hareket ettirilmesi ile oluşan

(n− 1)−boyutlu regle yüzey bir hiperyüzeydir. Bu hiperyüzeye 2. mertebeden
genelleştirilmi̧s B−scroll denir. En−2 bu hiperyüzeyin doğrultman uzayıdır. Bu
yüzey,

ϕ(t, u3, u4, ..., un) = η(t) +
nX
j=3

ujVj(t)

şeklinde parametrize edilir.

Şekil 5.3 En de 2. mertebeden B − scroll

η(I) eğrisinin Frenet n−ayaklısı için Frenet formülleri,

V̇1 = k1V2

V̇2 = −k1V1 + k2V3
...

V̇j = −kj−1Vj−1 + kjVj+1
...
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V̇n = −kn−1Vn−1

şeklinde olduğunu biliyoruz. Bu durumda η̇(t) = V1 olmak üzere, η(t) noktasındaki

tanjant uzayının baz vektörleri

ϕt = V1 +
nX
j=3

ujV̇j(t)

ϕu3 = V3

ϕu4 = V4
...

ϕun = Vn

şeklindedir. Burada

ϕt = V1 + u3V̇3(t) + u4V̇4(t) + ...+ un−1V̇n−1(t) + unV̇n(t)

= V1 + u3 (−k2V2 + k3V4) + u4 (−k3V3 + k4V5) + u5 (−k4V4 + k5V6)
+...+ un−1 (−kn−2Vn−2 + kn−1Vn) + un (−kn−1Vn−1)

= V1 − u3k2V2 + u3k3V4 − u4k3V3 + u4k4V5 − u5k4V4 + u5k5V6
+...− un−1kn−2Vn−2 + un−1kn−1Vn − unkn−1Vn−1

= V1 − u3k2V2 − u4k3V3 + (u3k3 − u5k4)V4 + (u4k4 − u6k5)V5
+...+ (un−2kn−2 − unkn−1)Vn−1 + un−1kn−1Vn

dir. Tanjant uzayın baz vektörlerini Gram-Schmidt metodu ile ortonormalleştirelim.

ϕu3 = V3 = X1

ϕu4 = V4 = X2
...

ϕun = Vn = Xn−2

ϕt = Xn−1

alırsak

84



{X1,X2, ..., Xn−2, Xn−1}

baz vektörlerinin Gram-Schmidt metodu ile ortonormalleştirilmesinden elde edilen

ortonormal vektör sistemi

©
Ē1, Ē2, ..., Ēn−2, Ēn−1

ª
olsun. Burada

E1 = X1 = V3

E2 = X2 − hX2 , E1ikE1k2
E1 = V4 − hV4 , V3iV3 = V4

E3 = X3 − hX3 , E1ikE1k2
E1 − hX3 , E2ikE2k2

E2 = X3 = V5

...

En−2 = Xn−2 −
n−3X
i=1

hXn−2 , Eii
kEik2

Ei = Xn−2 = Vn

En−1 = Xn−1 −
n−2X
i=1

hXn−1 , Eii
kEik2

Ei ; Xn−1 = ϕt ve kEik2 = 1, 1 ≤ i ≤ n− 2

= ϕt − hϕt , E1iE1 − hϕt , E2iE2 − ...− hϕt , En−2iEn−2
= ϕt − hϕt , V3iV3 − hϕt , V4iV4 − ...− hϕt , VniVn
= ϕt + (u4k3)V3 − (u3k3 − u5k4)V4 − ...− (un−1kn−1)Vn
= V1 − u3k2V2

olduğundan

Ē1 = V̄3 = V3

Ē2 = V̄4 = V4
...

Ēn−2 = V̄n = Vn

Ēn−1 = ϕ̄t =
En−1
kEn−1k =

V1 − u3k2V2p
1 + u23k

2
2
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dir. Bu şekilde, yüzeyin tanjant uzayını, ortonormal bazı cinsinden

Sp
©
ϕ̄u3, ϕ̄u4, ..., ϕ̄un, ϕ̄t

ª
= Sp {V3, V4, ..., Vn, ϕ̄t} = Sp

©
Ē1, Ē2, ..., Ēn−2, Ēn−1

ª
olarak yazabiliriz.

Tanım 5.3.2 En n−boyutlu Öklid uzayında 2. mertebeden genelleştirilmi̧s B−scroll
olan M hiperyüzeyinin normali N olsun.

©
ϕ̄t, ϕ̄u3, ϕ̄u4, ..., ϕ̄un

ª
vektör sistemi TM(η(t)) tanjant uzayının ortonormal bir bazı ise

N = ϕ̄t ∧ V̄3 ∧ ... ∧ V̄n
= ϕ̄t ∧ V3 ∧ ... ∧ Vn

dir (Greub 1963). Kesim 2.3 den

N = det



V1 V2 V3 · · · Vn−1 Vn

1√
1+u23k

2
2

−u3k2√
1+u23k

2
2

0 · · · 0 0

0 0 1
. . . 0 0

...
. . . . . . . . .

...
...

0 0 0 · · · 1 0

0 0 0 · · · 0 1


= V1

Ã
−u3k2p
1 + u23k

2
2

!
− V2

Ã
1p

1 + u23k
2
2

!
=
−u3k2V1 − V2p

1 + u23k
2
2

dir.

Tanım5.3.3En n−boyutlu Öklid uzayında 2. mertebeden genelleştirilmi̧sB−scroll’un
şekil operatörü S ve şekil operatörünün matrisi S̄ ise
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S (ϕ̄t) = λ11ϕ̄t + λ12ϕ̄u3 + λ13ϕ̄u4 + ...+ λ1(n−1)ϕ̄un

= λ11ϕ̄t + λ12V3 + λ13V4 + ...+ λ1(n−1)Vn

S
¡
ϕ̄u3
¢
= λ21ϕ̄t + λ22ϕ̄u3 + λ23ϕ̄u4 + ...+ λ2(n−1)ϕ̄un

...

S
¡
ϕ̄un

¢
= λ(n−1)1ϕ̄t + λ(n−1)2ϕ̄u3 + λ(n−1)3ϕ̄u4 + ...+ λ(n−1)(n−1)ϕ̄un

hS (ϕ̄t) , ϕ̄ti = λ11
­
S
¡
ϕ̄u3
¢
, ϕ̄t
®
= λ21­

S (ϕ̄t) , ϕ̄u3
®
= λ12

­
S
¡
ϕ̄u3
¢
, ϕ̄u3

®
= λ22

...
...­

S (ϕ̄t) , ϕ̄un
®
= λ1(n−1)

­
S
¡
ϕ̄u3
¢
, ϕ̄un

®
= λ2(n−1)

olup benzer şekilde λ31, ...,λ3(n−1), ...,λ(n−1)1, ...,λ(n−1)(n−1) değerleri bulunarak şekil

operatörünün matrisi yazılır.

İlk olarak

N =
−u3k2V1 − V2p

1 + u23k
2
2

normal vektörü için

S(ϕt) = DϕtN = D ϕt
kϕtk
N =

1

kϕtk
DϕtN =

1

kϕtk
S(ϕt) =

1

kϕtk
∂N

∂t

olduğundan

S(ϕt) =
1p

1 + u23k
2
2

dN

dt

=
1p

1 + u23k
2
2

³
−u3k̇2V̇1 − u3k2V̇1 − V̇2

´p
1 + u23k

2
2 + (u3k2V1 + V2)

³p
1 + u23k

2
2

´0
1 + u23k

2
2

=

³
−u3k̇2V1 − u3k2k1V2 + k1V1 − k2V3

´
(1 + u23k

2
2) + (u3k2V1 + V2) u

3
3k2k̇2

(1 + u23k
2
2)
1+ 1

2
+ 1
2

=
−u3k̇2V1 − u3k2k1V2 + k1V1 − k2V3 − u33k32k1V2 + u33k22k1V1 − u23k32V3 + u23k2k̇2V2

(1 + u23k
2
2)
2
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=

³
k1 − u3k̇2 + u33k1k22

´
V1 +

³
u23k2k̇2 − u3k1k2 − u33k1k32

´
V2 − (u23k32 + k2)V3

(1 + u23k
2
2)
2

bulunur.

λ11 = hS (ϕ̄t) , ϕ̄ti =
*
S (ϕ̄t) ,

V1 − u3k2V2p
1 + u23k

2
2

+
=
k1 − u3k̇2 + u23k1k22

(1 + u23k
2
2)

3
2

λ12 =
­
S (ϕ̄t) , ϕ̄u3

®
= hS (ϕ̄t) , V3i =

−k2
1 + u23k

2
2

λ13 =
­
S (ϕ̄t) , ϕ̄u4

®
= hS (ϕ̄t) , V4i = 0

λ14 = 0

...

λ1(n−1) = 0

S
¡
ϕ̄u3
¢
= S

¡
ϕu3
¢
=

∂N

∂u3
=
−k2V1 + u3k22V2
(1 + u23k

2
2)

3
2

olduğundan

λ21 =
­
S
¡
ϕ̄u3
¢
, ϕ̄t
®
=
−k2 − u23k32
(1 + u23k

2
2)
2 =

−k2
1 + u23k

2
2

⇒ λ21 = λ12

λ22 =
­
S
¡
ϕ̄u3
¢
, ϕ̄u3

®
= 0

λ23 =
­
S
¡
ϕ̄u3
¢
, ϕ̄u4

®
= 0

...

λ2(n−1) = 0

bulunur. Benzer şekilde,

λ(n−1)1 =
­
S
¡
ϕ̄un

¢
, ϕ̄t
®
= 0

λ(n−1)2 =
­
S
¡
ϕ̄un

¢
, ϕ̄u3

®
= 0

...

λ(n−1)(n−1) = 0
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bulunursa şekil operatörünün S̄ matrisi,

S̄ =


λ11 λ12 · · · λ1(n−1)

λ21 λ22 · · · λ2(n−1)
...

λ(n−1)1 λ(n−1)2 λ(n−1)(n−1)



=



k1−u3k̇2+u23k1k22
(1+u23k22)

3
2

−k2
1+u23k

2
2
0 · · · 0

−k2
1+u23k

2
2

0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...
. . .

...

0 0 0 · · · 0


(n−1)×(n−1)

olduğu görülür.

Tanım 5.3.4 (Gauss Eğriliği ve Ortalama Eğriliği): En n−boyutlu Öklid uza-
yında 2. mertebeden genelleştirilmi̧s B−scroll’un Gauss eğriliği K ve ortalama eğri-

liği H olmak üzere,

K = det S̄ = 0

H = iz S̄ = λ11 =
k1 − u3k̇2 + u23k1k22

(1 + u23k
2
2)

3
2

olarak bulunur.

Tanım 5.3.5 (I. Temel Form): En n−boyutlu Öklid uzayında 2. mertebeden
genelleştirilmi̧s B−scroll’un I. temel formu I ile gösterilmek üzere

I = hdϕ , dϕi ve dϕ = ϕ̄t dt+ ϕ̄u3 du3 + ...+ ϕ̄un dun

olduğundan

I = hϕ̄t , ϕ̄ti dtdt+
­
ϕ̄t , ϕ̄u3

®
dtdu3 + ...+

­
ϕ̄t , ϕ̄un

®
dtdun
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+
­
ϕ̄u3 , ϕ̄t

®
du3dt+

­
ϕ̄u3 , ϕ̄u3

®
du3du3 + ...+

­
ϕ̄u3 , ϕ̄un

®
du3dun

...

+
­
ϕ̄un , ϕ̄t

®
dundt+

­
ϕ̄un , ϕ̄u3

®
dundu3 + ...+

­
ϕ̄un , ϕ̄un

®
dundun

= dtdt+ 0 dtdu3 + ...+ 0 dtdun

+0 du3dt+ du3du3 + ...+ 0 du3dun
...

+0 dundt+ 0 dundu3 + ...+ dundun

dır. Bu kuadratik forma kaŗsılık gelen matris

I=


1 0 · · · 0

0 1
...

...
. . . 0

0 · · · 0 1


şeklindedir.

Tanım 5.3.6 (II. Temel Form): En n−boyutlu Öklid uzayında 2. mertebeden
genelleştirilmi̧s B−scroll’un II. temel formu II ile gösterilmek üzere

II = hS(dϕ) , dϕi
= hS (ϕ̄t) , ϕ̄ti dtdt+

­
S (ϕ̄t) , ϕ̄u3

®
dtdu3 + ...+

­
S (ϕ̄t) , ϕ̄un

®
dtdun

+
­
S
¡
ϕ̄u3
¢
, ϕ̄t
®
du3dt+

­
S
¡
ϕ̄u3
¢
, ϕ̄u3

®
du3du3 + ...+

­
S
¡
ϕ̄u3
¢
, ϕ̄un

®
du3dun

...

+
­
S
¡
ϕ̄un

¢
, ϕ̄t
®
dundt+

­
S
¡
ϕ̄un

¢
, ϕ̄u3

®
dundu3 + ...+

­
S
¡
ϕ̄un

¢
, ϕ̄un

®
dundun

=
k1 − u3k̇2 + u23k1k22

(1 + u23k
2
2)

3
2

dtdt+
−k2

1 + u23k
2
2

dtdu3 + 0 dtdu4 + ...+ 0 dtdun

+
−k2

1 + u23k
2
2

du3dt+ 0 du3du3 + ...+ 0 du3dun

...

+0 dundt+ 0 dundu3 + ...+ 0 dundun
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olduğundan bu kuadratik forma kaŗsılık gelen matris

II =



k1−u3k̇2+u23k1k22
(1+u23k22)

3
2

−k2
1+u23k

2
2
0 · · · 0

−k2
1+u23k

2
2

0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...
. . .

...

0 0 0 · · · 0


şeklindedir. Gauss eğriliği,

K =
det II

det Ī
=
0

1
= 0

şeklinde de hesaplanabilir.

Tanım 5.3.7 (Asimptotik Çizgiler): En n−boyutlu Öklid uzayında 2. mertebe-
den genelleştirilmi̧s B−scroll’un asimptotik çizgileri,

II = hS(dϕ) , dϕi = 0

olmak üzere

II =
k1 − u3k̇2 + u23k1k22

(1 + u23k
2
2)

3
2

dtdt− 2 2k2
1 + u23k

2
2

dtdu3 = 0

dir. Buradan asimptotik çizgilerin diferensiyel denklemleri

dt = 0 ve
k1 − u3k̇2 + u23k1k22

(1 + u23k
2
2)

3
2

− 4k2du3 = 0 (5.3.1)

olur. O halde t = c1 parametre eğrileri birer asimptotik çizgilerdir. Diğerleri de

(5.3.1) diferensiyel denklemi ile bellidir.

Tanım 5.3.8 (Merkez Uzayı): En n−boyutlu Öklid uzayında 2. mertebeden
genelleştirilmi̧s B−scroll’un asimptotik demeti,

A(t) = Sp
n
V3, V4, ..., Vn, V̇3, V̇4, ..., V̇n

o
= Sp {V2, V3, V4, ..., Vn}
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ve teğetsel demeti

T (t) = Sp
n
V3, V4, ..., Vn, V̇3, V̇4, ..., V̇n, η̇

o
= Sp {V1, V2, V3, ..., Vn}

olmak üzere boy A(t) = n− 1 6= boy T (t) = n olduğundan sırt uzay yoktur, merkez
uzay vardır. Bu merkez uzay, p(t) herhangi bir eğri olmak üzere ortogonallik koşulu

olan *
ṗ(t) ,

d

dt

"
nX
i=3

ui(t)Vi(t)

#+
= 0

şeklindeki diferensiyel denklem sistemine sahiptir. Bu sistem ise matris biçiminde

u̇3

u̇4

u̇5
...

u̇n−2

u̇n−1

u̇n


=



0 k3 0 · · · 0

−k3 0 k4
. . .

...

0 −k4 0
. . .

...
. . . . . . . . .

0 kn−2 0

−kn−2 0 kn−1

0 · · · 0 −kn−1 0





u3

u4

u5
...

un−2

un−1

un


olarak da yazılabilir. Buradan yine,

U̇ = AU

veya

u̇3 = k3u4

u̇4 = −k3u3 + k4u5
...

u̇n = −kn−1un−1

diferensiyel denklem sistemi elde edilir.
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6. LORENTZ UZAYINDA B−SCROLL’LAR

6.1 L3 3−Boyutlu Lorentz Uzayında Time-like Dayanak Eğrili B−Scroll’lar

Tanım 6.1.1 L3 3−boyutlu Lorentz uzayında bir yüzeyM olsun. M yüzeyi üzerine

indirgenmi̧s metrik, Lorentz metriği ise M ye time-like yüzey denir (Beem and

Ehrlich 1981).

Tanım 6.1.2 t yay parametresi olmak üzere, η(I) time-like eğrisini alalım. η̇(t) = V1

time-like vektör ise η(I) time-like eğridir. Yani hV1, V1i = −1 dir. {V1, V2, V3} Frenet
3−ayaklısı için, V2 normal vektörü ile V3 binormal vektörü de space-like olur. Ayrıca,

hV2, V2i = hV3, V3i = 1
hV1, V3i = hV2, V3i = hV1, V2i = 0

olacaktır.

Tanım 6.1.3 L3 3−boyutlu Lorentz uzayında ~a = (a1, a2, a3) ve ~b = (b1, b2, b3)

vektörlerinin vektörel çarpımı,

~a ∧~b = (a3b2 − a2b3, a1b3 − a3b1, a1b2 − a2b1)

şeklinde tanımlıdır (Akutugawa and Nishikawa 1990).

η̇ = V1 time-like vektör olduğundan

V1 ∧ V2 = V3

V2 ∧ V3 = −V1
V3 ∧ V1 = V2

olup ~x = (x1, x2, x3) ve ~y = (y1, y2, y3) olmak üzere,
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~x ∧ ~y = det


−V1 V2 V3

x1 x2 x3

y1 y2 y3


ile tanımlanır.

V3 time-like vektör olduğunda ise

~x ∧ ~y = − det


V1 V2 −V3
x1 x2 x3

y1 y2 y3


ile tanımlanır (Turgut 1995).

Tanım 6.1.4 (L3 3−boyutlu Lorentz uzayında time-like dayanak eğrili
B−scroll’lar ve merkez uzayı): η time-like eğrisinin yay parametresi t olmak

üzere, Frenet 3−ayaklısı {V1, V2, V3} olsun. V3 space-like binormal vektörü tarafından
üretilen regle yüzeye B−scroll denir. η(I) dayanak eğrisi ve Sp {V3} doğrultman
uzayı olmak üzere, bu B−scroll’un denklemi

ϕ(t, u) = η(t) + uV3(t)

şeklindedir.

Teorem 6.1.1 {V1, V2, V3} Frenet 3−ayaklısı ve

ε0 = hV1, V1i , ε2 = hV2, V2i , ε3 = hV3, V3i

olmak üzere, 3−boyutlu Lorentz uzayında Frenet formülleri
V̇1

V̇2

V̇3

 =

0 k1 0

−ε0ε1k1 0 k2

0 −ε1ε2k2 0



V1

V2

V3


dir (Ekmekçi and İlarslan 1998).
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V1 time-like vektör, V2 ve V3 space-like vektörler olduğundan

ε0 = hV1, V1i = −1 , ε2 = hV2, V2i = 1 , ε3 = hV3, V3i = 1

olup

V̇1 = k1V2

V̇2 = k1V1 + k2V3

V̇3 = −k2V2

şeklindedir (Ekmekçi and İlarslan 1998). Bu denklemlerin matris gösterimi


V̇1

V̇2

V̇3

 =

0 k1 0

k1 0 k2

0 −k2 0



V1

V2

V3


şeklindedir.

ϕt = V1 − uk2V2
ϕu = V3

olup ϕt ve ϕu yüzeyin η(t) noktasındaki teğet uzayının sıralı baz vektörleridir. Asimp-

totik demeti A(t) = Sp {V2, V3} ve teğetsel demeti T (t) = Sp {V1, V2, V3} dir.

Tanım 6.1.5 L3 3−boyutlu Lorentz uzayında time-like dayanak eğrili B−scroll olan
M nin asimptotik demeti ile teğetsel demetinin boyutları farklı olduğundan sırt uzayı

yoktur. Merkez uzayı vardır. M üzerinde p(t) herhangi bir dayanak eğrisi olsun.

Denklemi

p(t) = η(t) + u(t)V3(t)

ise

ṗ(t) = η̇ + u̇V3 + uV̇3

= V1 + u̇V3 − uk2V2
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dir. ¿
ṗ(t) ,

d

dt
[u(t)V3(t)]

À
= 0

şartını sağlayan u vektörleri merkez uzayının yer vektörleridir.

hV1 + u̇V3 − uk2V2 , u̇V3 − uk2V2i = 0

ise u̇2 = 0 veu2k22 = 0 dır. u̇ = 0 ise u sabittir. Buradan u = 0 ise merkez uzayı

(striksiyon eğrisi), η(I) dayanak eğrisinin kendisidir. k2 = 0 ise striksiyon eğrisi

burulmasız bir eğridir. Uzay eğrisi değildir, düzlemseldir.

Tanım 6.1.6 (L3 3−boyutlu Lorentz uzayında time-like dayanak eğrili
B−scroll’un normali): M yüzeyi

ϕ(t, u) = η(t) + uV3(t)

ile parametrize edilmek üzere

ϕt = η̇ + u V̇3(t)

ϕt = V1 − uk2V2 ⇒ ϕt =
V1 − uk2V2
kϕtk

olur. V1 time-like ise

kϕtk = (hV1 − uk2V2 , V1 − uk2V2i)
1
2

=
¡−1 + u2k22¢ 12

olup buradan

ϕt =
V1 − uk2V2
(−1 + u2k22)

1
2

ve ϕu =
ϕu
kϕuk

= ϕu = V3

dir.

hϕt ,ϕui = 0

olduğundan {ϕt,ϕu} ortonormal teğet vektör alanlarıdır ve bunlar χ(M) yi gerer.
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Yani χ(M) = Sp {ϕt,ϕu} dur.

N =
ϕt ∧ ϕu
kϕt ∧ ϕuk

dir.

N = det


−V1 V2 V3

1

(−1+u2k22)
1
2

−uk2
(−1+u2k22)

1
2

0

0 0 1

 ; kϕt ∧ ϕuk = 1

=
uk2V1

(−1 + u2k22)
1
2

− V2

(−1 + u2k22)
1
2

olduğundan

N =
uk2V1 − V2
(−1 + u2k22)

1
2

bulunur.

Tanım 6.1.7 (L3 de time-like dayanak eğrili B−scroll’un S şekil operatörü
ve kaŗsılık gelen S̄ matrisi):

S(ϕt) = λ1ϕt + λ2ϕu ⇒ λ1 = hS(ϕt) ,ϕti
⇒ λ2 = hS(ϕt) ,ϕui

S(ϕu) = µ1ϕt + µ2ϕu ⇒ µ1 = hS(ϕu) ,ϕti
⇒ µ2 = hS(ϕu) ,ϕui

Şimdi

S(ϕt) = DϕtN = D ϕt
kϕtk
N =

1

kϕtk
DϕtN =

1

kϕtk
S(ϕt) =

1

kϕtk
∂N

∂t

eşitliğinden S(ϕt) yi hesaplayalım. u
2k22 − 1 > 0 ise

¯̄
u2k22(t)− 1

¯̄0
t
=
¡
u2k22(t)− 1

¢0
t
= 2u2k2(t)k̇2(t)
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ve ¯̄
u2k22 − 1

¯̄ 1
2 =

¡
u2k22 − 1

¢ 1
2

olduğundan ³¯̄
u2k22 − 1

¯̄ 1
2

´0
=
2u2k2(t)k̇2(t)

2 (u2k22 − 1)
1
2

=
u2k2(t)k̇2(t)

(u2k22 − 1)
1
2

dır. u2k22 − 1 < 0 ise

¯̄
u2k22(t)− 1

¯̄0
t
=
¡−u2k22(t) + 1¢0t = −2u2k2(t)k̇2(t)

ve ¯̄
u2k22 − 1

¯̄ 1
2 =

¡−u2k22 + 1¢ 12
olduğundan ³¯̄

u2k22 − 1
¯̄ 1
2

´0
=
−2u2k2(t)k̇2(t)
2 (−u2k22 + 1)

1
2

=
u2k2(t)k̇2(t)

(−u2k22 + 1)
1
2

dır. u2k22 − 1 > 0 olması durumundaki türev değerlerini yerlerine yazarsak

∂N

∂t
=

−
³
−uk̇2V1 − uk2V̇1 + V̇2

´
(u2k22 − 1)

1
2 − (uk2V1 − V2) u2k2k̇2

(u2k22−1)
1
2

u2k22 − 1

=
−
³
−uk̇2V1 − uk1k2V2 + k1V1 + k2V3

´
(u2k22 − 1)−

³
u3k̇2k

2
2V1 − u2k2k̇2V2

´
(u2k22 − 1)

3
2

=
−
h³
k1 − uk̇2

´
(u2k22 − 1) + u3k22k̇2

i
V1

(u2k22 − 1)
3
2

−
h
(−u2k22 + 1)uk1k2 − u2k2k̇2

i
V2 + (u

2k32 − k2)V3
(u2k22 − 1)

3
2

=
−
³
−k1 + uk̇2 + u2k1k22

´
V1 −

³
−u2k2k̇2 + uk1k2 − u3k1k32

´
V2 − (u2k32 − k2)V3

(u2k22 − 1)
3
2

ve

S(ϕt) =
1

kϕtk
∂N

∂t
=

1

(u2k22 − 1)
1
2

∂N

∂t
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olduğundan

S(ϕt) =

³
k1 − uk̇2 − u2k1k22

´
V1 +

³
u2k2k̇2 − uk1k2 + u3k1k32

´
V2 + (k2 − u2k32)V3

(u2k22 − 1)2

bulunur. İlk olarak λ1ve λ2 değerlerini hesaplayalım.

λ1 = hS(ϕt),ϕti =
*
S(ϕt) ,

V1 − uk2V2
(u2k22 − 1)

1
2

+

=
−
³
k1 − uk̇2 − u2k1k22

´
+
³
u2k2k̇2 − uk1k2 + u3k1k32

´
(−uk2)

(u2k22 − 1)
5
2

=
−k1 + uk̇2 + 2u2k1k22 − u3k22k̇2 − u4k1k42

(u2k22 − 1)
5
2

olduğundan

λ1 =
k1 − uk̇2 − u2k1k22
(u2k22 − 1)

3
2

olarak elde edilir.

λ2 = hS(ϕt) ,ϕui
=

k2 − u2k32
(u2k22 − 1)2

= −k2 (u
2k22 − 1)

(u2k22 − 1)2

olup buradan

λ2 =
−k2

u2k22 − 1

bulunur. S(ϕu) = S(ϕu) =
∂N

∂u
idi. O halde

∂N

∂u
= −

−k2V1
p
u2k22 − 1 + (uk2V1 − V2)

³p
u2k22 + 1

´0
u2k22 − 1

= −−k2 (u
2k22 − 1)V1 + (uk2V1 − V2)uk22

(u2k22 − 1)
3
2

= −(k2 − u
2k32 + u

2k32)V1 − uk22V2
(u2k22 − 1)

3
2
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olup

S(ϕu) =
−k2V1 + uk22V2
(u2k22 − 1)

3
2

elde edilir. Buradan

µ1 = hS(ϕu) ,ϕti
=

k2 − u2k32
(u2k22 − 1)2

ve

µ2 = hS(ϕu) ,ϕui = 0

olacaktır. Ayrıca

µ1 =
−k2

(u2k22 − 1)
= λ2

olduğundan L3 uzayında da S şekil operatörünün S̄ matrisi simetriktir. O halde,

S̄ =

 λ1 λ2

µ1 µ2

 =
 λ1 λ2

λ2 0


olduğundan

S̄ =

 k1−uk̇2−u2k1k22
(u2k22−1)

3
2

−k2
u2k22−1

−k2
u2k22−1 0


elde edilir.

Tanım 6.1.8 (Gauss Eğriliği): L3 3−boyutlu Lorentz uzayında K Gauss eğriliği;

yüzeyin space-like birim normali N olmak üzere,

ε1 = hN,Ni = −1

için

K = ε det S̄ = det S̄

=
k22

(u2k22 − 1)2
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dır.

Tanım6.1.9 (Ortalama Eğrilik): L3 3−boyutlu Lorentz uzayında time-like dayanak
eğrili space-like doğrultman uzaylı B−scroll’un H ortalama eğriliği,

H = iz S̄

= λ1 =
k1 − uk̇2 − u2k1k22
(u2k22 − 1)

3
2

dir.

Tanım6.1.10 (I. Temel Form): L3 3−boyutlu Lorentz uzayında time-like dayanak
eğrili space-like doğrultman uzaylı B−scroll’un I. temel formu I ile gösterilmek üzere,

I = hdϕ , dϕi ve dϕ = ϕt dt+ ϕu du

olduğundan

I = hϕt ,ϕti dtdt+ 2 hϕt ,ϕui dtdu+ hϕu ,ϕui dudu

olur. Burada

hϕt ,ϕti = hV1 − uk2V2 , V1 − uk2V2i = −1 + u2k22
hϕt ,ϕui = hV1 − uk2V2 , V3i = 0
hϕu ,ϕti = hV3 , V1 − uk2V2i = 0
hϕu ,ϕui = hV3 , V3i = 1 ; V3 space-like

olup dolayısıyla

I =
¡
u2k22 − 1

¢
dtdt+ dudu

elde edilir ve bu kuadratik forma kaŗsılık gelen matris

Ī =

 u2k22 − 1 0

0 1


olup
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det Ī = u2k22 − 1

dir.

Tanım6.1.11 (II. Temel Form): L3 3−boyutlu Lorentz uzayında time-like dayanak
eğrili space-like doğrultman uzaylı B−scroll’un II. temel formu II ile gösterilmek
üzere,

II = hS(dϕ) , dϕi ve dϕ = ϕt dt+ ϕu du

olduğundan

II = hS(ϕt) dt+ S(ϕu) du , ϕt dt+ ϕu dui
= hS(ϕt) ,ϕti dtdt+ hS(ϕt) ,ϕui dtdu

+ hS(ϕu) ,ϕti dudt+ hS(ϕu) ,ϕui dudu

bulunur. hS(ϕt) ,ϕti = λ1 idi. O halde¿
S(ϕt)

kϕtk
,
S(ϕt)

kϕtk
À
=

1

u2k22 − 1
hS(ϕt),ϕti = λ1

olacağından

hS(ϕt),ϕti = λ1
¡
u2k22 − 1

¢
olur.

µ2 = hS(ϕu) ,ϕui = 0 = hS(ϕu) ,ϕui

dur.

hS(ϕt) ,ϕui = hS(ϕu) ,ϕti = λ2 = µ1

idi. Dolayısıyla

¿
S(ϕt)

kϕtk
,
S(ϕu)

1

À
=

1

kϕtk
hS(ϕt) ,ϕui = λ2 = µ1

eşitliğinden

hS(ϕt) ,ϕui = hS(ϕu) ,ϕti = λ2
¡
u2k22 − 1

¢ 1
2
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olacaktır. Buradan

II = λ1
¡
u2k22 − 1

¢ 1
2 dtdt+ 2λ2

¡
u2k22 − 1

¢ 1
2 dtdu+ 0 dudu

eşitliğinde λ1 ve λ2 değerlerini yerlerine yazarsak

II =
k1 − uk̇2 − u2k1k22
(u2k22 − 1)

1
2

dtdt+
−2k2

(u2k22 − 1)
1
2

dtdu

olur ve bu II. temel forma kaŗsılık gelen matris

II =


k1−uk̇2−u2k1k22
(u2k22−1)

1
2

−k2
(u2k22−1)

1
2

−k2
(u2k22−1)

1
2

0


şeklinde ifade edilir ve

det II =
−k22

u2k22 − 1
dir.

Tanım 6.1.12 (Asimptotik Çizgiler): L3 3−boyutlu Lorentz uzayında time-like
dayanak eğrili space-like doğrultman uzaylı B−scroll’un asimptotik çizgileri,

II = hS(dϕ) , dϕi = 0

şeklinde diferensiyel denkleme sahip olan eğrilerdir.

II =
k1 − uk̇2 − u2k1k22
(u2k22 − 1)

1
2

dtdt+
−2k2

(u2k22 − 1)
1
2

dtdu = 0

ya da Ã
k1 − uk̇2 − u2k1k22
(u2k22 − 1)

1
2

dt+
−2k2

(u2k22 − 1)
1
2

du

!
dt = 0

şeklindedir.

i) dt = 0⇒ t = C1 sabitlerine kaŗsılık gelen anadoğruları asimptotik çizgilerdir.
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ii) Diğer asimptotik çizgiler,

k1 − uk̇2 − u2k1k22
(u2k22 − 1)

1
2

dt+
−2k2

(u2k22 − 1)
1
2

du = 0

diferensiyel denklemine sahiptirler.

Tanım 6.1.13 (L3 3−boyutlu Lorentz uzayında time-like dayanak eğrili

space-like doğrultman uzaylı B−scroll’un eğrilik çizgileri): M yüzeyi üze-

rindeki bir eğrinin teğet vektör alanı T olsun. T ∈ χ(M) = Sp {ϕt,ϕu} dur. T
vektör alanı, şekil operatörünün S̄ matrisinin karakteristik vektörü ise yani S̄T = λT

diferensiyel denklemi eğrilik çizgilerinin diferensiyel denklemi ise, hesaplandığında

dϕ = ϕt dt+ ϕu du

= (V1 − uk2V2) dt+ V3du

ve

T =
V1 − uk2V2
(u2k22 − 1)

1
2

dt+ V3 du

olsun. Bu durumda

T =
dt

(u2k22 − 1)
1
2

ϕt + duϕu

olup matris gösterimi

T =

 dt

(u2k22−1)
1
2

du


şeklindedir. Bu değerleri S̄T = λT eşitliğinde yerlerine yazarsak

 λ1 λ2

λ2 0


 dt

(u2k22−1)
1
2

du

 =
 λ dt

(u2k22−1)
1
2

λ du


olacaktır.

λ1

(u2k22 − 1)
1
2

dt+ λ2 du =
λ dt

(u2k22 − 1)
1
2

λ2

(u2k22 − 1)
1
2

dt+ 0 = λ du


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olup buradan
λ1 − λ

(u2k22 − 1)
1
2

dt+ λ2 du = 0

λ2

(u2k22 − 1)
1
2

dt− λ du = 0


denklem sistemi elde edilir. Birinci denklemi λ ile ikinci denklemi de λ2 ile çarparak

elde edilen eşitlikleri taraf tarafa toplarsak

λ(λ1 − λ)
dt

(u2k22 − 1)
1
2

+ λ22
dt

(u2k22 − 1)
1
2

= 0£
λ(λ1 − λ) + λ22

¤ dt

(u2k22 − 1)
1
2

= 0


bulunur.

i) dt = 0⇒ t = C1 sabitlerine kaŗsılık gelen anadoğrular eğrilik çizgileridir.

ii) −λ2 + λ1λ + λ22 = 0, λ nın 2.dereceden bir denklemidir. ∆λ = λ21 + 4λ
2
2 daima

pozitif olduğundan iki farklı reel λ değeri bulunur.

λ(λ1 − λ) + λ22 = 0⇒ λ2 − λ1λ − λ22 = 0

ın

λ =
−λ1 ∓

p
λ21 + 4λ

2
2

2λ1

çözümlerinde λ1 ve λ2 değerleri yerlerine yazılırsa diğer eğrilik çizgilerine ait dife-

rensiyel denklem elde edilmi̧s olur.

6.2 L3 3−Boyutlu Lorentz Uzayında Space-like Dayanak Eğrili B−Scroll’lar

Tanım 6.2.1 (L3 3−boyutlu Lorentz uzayında space-like dayanak eğrili

B−scroll’lar ve merkez uzayı): η (I) space-like eğrisinin yay parametresi t olmak
üzere, Frenet 3−ayaklısı {V1, V2, V3} olsun. V3 time-like binormal vektörü tarafından
üretilen regle yüzeye B−scroll denir. η(I) dayanak eğrisi ve Sp {V3} doğrultman
uzayı olmak üzere, bu B−scroll’un denklemi

ϕ(t, u) = η(t) + uV3(t)

105



şeklindedir.

Teorem 6.2.1 L3 3−boyutlu Lorentz uzayında dayanak eğrisi space-like ise V1 ve
V2 space-like vektör, V3 time-like vektör olduğundan

ε0 = hV1, V1i = 1 , ε2 = hV2, V2i = 1 , ε3 = hV3, V3i = −1

olup buradan Frenet formülleri

V̇1 = k1V2

V̇2 = −k1V1 + k2V3
V̇3 = k2V2

şeklindedir (Ekmekçi and İlarslan 1998). Bu denklemlerin matris gösterimi


V̇1

V̇2

V̇3

 =

0 k1 0

−k1 0 k2

0 k2 0



V1

V2

V3


şeklindedir.

ϕt = V1 + uk2V2

ϕu = V3

olup ϕt ve ϕu yüzeyin η(t) noktasındaki teğet uzayının sıralı baz vektörleridir.

Tanım 6.2.2 L3 3−boyutlu Lorentz uzayında space-like dayanak eğrili time-like
doğrultman uzaylı B−scroll olan M nin asimptotik demeti A(t) = Sp {V2, V3} ve
teğetsel demeti T (t) = Sp {V1, V2, V3} dir. A(t) ile T (t) nin boyutları farklı olduğun-
dan sırt uzayı yoktur. Merkez uzayı vardır. M üzerinde p(t) herhangi bir dayanak

eğrisi olsun. Denklemi

p(t) = η(t) + u(t)V3(t)
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ise

ṗ(t) = η̇ + u̇(t)V3(t) + u(t)V̇3(t)

= V1 + u̇(t)V3(t) + u(t)k2V2(t)

dir. ¿
ṗ(t) ,

d

dt
[u(t)V3(t)]

À
= 0

şartını sağlayan u vektörleri merkez uzayının yer vektörleridir. Yani,

hV1 + u̇V3 + uk2V2 , u̇V3 + uk2V2i = 0 ⇒ −u̇2 + (uk2)2 = 0
⇒ u̇ = ∓uk2
⇒ R

u̇
u
= ∓ R k2

⇒ u = c1e
∓ R k2

parametre değerlerine kaŗsılık gelen p (t) vektörleri merkez uzayını veren yer vektör-

leridir.

Tanım 6.2.3 (L3 3−boyutlu Lorentz uzayında space-like dayanak eğrili

B−scroll’un normali): M yüzeyi

ϕ(t, u) = η(t) + uV3(t)

ile parametrize edilmek üzere, Teorem 6.2.1 den

ϕt = η̇(t) + u V̇3(t)⇒ ϕt = V1 + uk2V2

olup

ϕt =
V1 + uk2V2

(u2k22 + 1)
1
2

dir.

ϕu =
ϕu
kϕuk

= ϕu = V3 ⇒ hϕt ,ϕui = 0

olduğundan {ϕt,ϕu} ortonormal vektör alanlarıdır ve bunlar χ(M) yi gerer. Yani
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χ(M) = Sp {ϕt,ϕu} dur. Bu durumda B−scroll’un normali

N =
ϕt ∧ ϕu
kϕt ∧ ϕuk

= − det


V1 V2 −V3
1

(1+u2k22)
1
2

uk2

(1+u2k22)
1
2

0

0 0 1

 ; kϕt ∧ ϕuk = 1

=
−uk2V1 + V2
(1 + u2k22)

1
2

olarak bulunur (Turgut 1995).

Tanım 6.2.4 L3 de space-like dayanak eğrili time-like B−scroll’un S şekil opera-
törünü ve kaŗsılık gelen S̄ matrisini yüzeyin normalinden yararlanarak bulalım.

S(ϕt) = λ1ϕt + λ2ϕu ⇒ λ1 = hS(ϕt) ,ϕti
⇒ λ2 = hS(ϕt) ,ϕui

S(ϕu) = µ1ϕt + µ2ϕu ⇒ µ1 = hS(ϕu) ,ϕti
⇒ µ2 = hS(ϕu) ,ϕui

dir. Şimdi

S(ϕt) = DϕtN = D ϕt
kϕtk
N =

1

kϕtk
DϕtN =

1

kϕtk
S(ϕt) =

1

kϕtk
∂N

∂t

eşitliğinden S(ϕt) yi hesaplayalım.

∂N

∂t
= −

³
uk̇2V1 + uk2V̇1 − V̇2

´
(u2k22 + 1)

1
2 − (uk2V1 − V2) u2k2k̇2

(u2k22+1)
1
2

u2k22 + 1

= −
³
uk̇2V1 + uk1k2V2 + k1V1 − k2V3

´
(u2k22 + 1)−

³
u3k̇2k

2
2V1 − u2k2k̇2V2

´
(u2k22 + 1)

3
2

= −
³
k1 + uk̇2 + u

2k1k
2
2

´
V1 +

³
uk1k2 + u

2k2k̇2 + u
3k1k

3
2

´
V2 + (−k2 − u2k32)V3

(u2k22 + 1)
3
2

ve
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S(ϕt) =
1

kϕtk
∂N

∂t
=

1

(u2k22 + 1)
1
2

∂N

∂t

olduğundan

S(ϕt) = −
³
k1 + uk̇2 + u

2k1k
2
2

´
V1 +

³
uk1k2 + u

2k2k̇2 + u
3k1k

3
2

´
V2 + (−k2 − u2k32)V3

(u2k22 + 1)
2

bulunur. İlk olarak λ1ve λ2 değerlerini hesaplayalım.

λ1 = hS(ϕt),ϕti =
*
S(ϕt) ,

V1 + uk2V2

(u2k22 + 1)
1
2

+

= −
³
k1 + uk̇2 + u

2k1k
2
2

´
+
³
u2k2k̇2 + uk1k2 + u

3k1k
3
2

´
uk2

(u2k22 + 1)
5
2

=
−k1 − uk̇2 − u2k1k22

(u2k22 + 1)
3
2

olarak elde edilir.

λ2 = hS(ϕt) ,ϕui
=

k2 + u
2k32

(u2k22 + 1)
2 hV3, V3i

=
k2 (u

2k22 + 1)

(u2k22 + 1)
2 hV3, V3i

olup V3 time-like vektör olduğundan hV3, V3i = −1 değeri yukarıda yerine yazılırsa

λ2 =
−k2

u2k22 + 1

bulunur. S(ϕu) = S(ϕu) =
∂N

∂u
idi. O halde

∂N

∂u
= −

k2V1
p
u2k22 + 1− (uk2V1 − V2) uk22√

u2k22+1

u2k22 + 1

= −k2 (u
2k22 + 1)V1 − (uk2V1 − V2)uk22

(u2k22 + 1)
3
2
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= −(k2 + u
2k32 − u2k32)V1 + uk22V2
(u2k22 + 1)

3
2

olup

S(ϕu) =
−k2V1 − uk22V2
(u2k22 + 1)

3
2

elde edilir. Buradan

µ1 = hS(ϕu) ,ϕti
=
−k2 − u2k32
(u2k22 + 1)

2

ve

µ2 = hS(ϕu) ,ϕui = 0

olacaktır. Ayrıca

µ1 =
−k2 (u2k22 + 1)
(u2k22 + 1)

2 =
−k2

u2k22 + 1
= λ2

olduğundan L3 uzayında S şekil operatörünün S̄ matrisi simetriktir. O halde,

S̄ =

 λ1 λ2

µ1 µ2

 =
 λ1 λ2

λ2 0


olduğundan

S̄ =

 −k1+uk̇2+u
2k1k22

(u2k22+1)
3
2

−k2
u2k22+1

−k2
u2k22+1

0


elde edilir.

Tanım 6.2.5 (Gauss Eğriliği): L3 3−boyutlu Lorentz uzayında space-like dayanak
eğrili B−scroll’un K Gauss eğriliği; yüzeyin space-like birim normali N olmak üzere,

ε = hN,Ni = 1

için
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K = ε det S̄ = det S̄

=
−k22

(u2k22 + 1)
2

dir.

Tanım 6.2.6 (Ortalama Eğrilik): L3 3−boyutlu Lorentz uzayında space-like
dayanak eğrili B−scroll’un H ortalama eğriliği,

H = iz S̄

= λ1 =
−k1 − uk̇2 − u2k1k22

(u2k22 + 1)
3
2

dir.

Tanım 6.2.7 (I. Temel Form): L3 3−boyutlu Lorentz uzayında space-like dayanak
eğrili B−scroll’un I. temel formu I ile gösterilmek üzere,

I = hdϕ , dϕi ve dϕ = ϕt dt+ ϕu du

olduğundan

I = hϕt ,ϕti dtdt+ 2 hϕt ,ϕui dtdu+ hϕu ,ϕui dudu

olur. Burada

hϕt ,ϕti = 1 + u2k22

hϕt ,ϕui = 0

hϕu ,ϕti = 0

hϕu ,ϕui = hV3 , V3i = −1 ; V3 time-like vektör

olup dolayısıyla

I =
¡
u2k22 + 1

¢
dtdt− dudu

elde edilir ve bu kuadratik forma kaŗsılık gelen matris
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Ī =

 u2k22 + 1 0

0 −1


olup

det Ī = − ¡u2k22 + 1¢
dir.

Tanım6.2.8 (II. Temel Form): L3 3−boyutlu Lorentz uzayında space-like dayanak
eğrili B−scroll’un II. temel formu II ile gösterilmek üzere,

II = hS(dϕ) , dϕi ve dϕ = ϕt dt+ ϕu du

olduğundan

II = hS(ϕt) dt+ S(ϕu) du , ϕt dt+ ϕu dui
= hS(ϕt) ,ϕti dtdt+ hS(ϕt) ,ϕui dtdu

+ hS(ϕu) ,ϕti dudt+ hS(ϕu) ,ϕui dudu

bulunur. hS(ϕt) ,ϕti = λ1 idi. O halde

hS(ϕt) ,ϕti =
¿
S(ϕt)

kϕtk
,

ϕt
kϕtk

À
=

1

u2k22 + 1
hS(ϕt),ϕti = λ1

olacağından

hS(ϕt),ϕti = λ1
¡
u2k22 + 1

¢
olur.

µ2 = hS(ϕu) ,ϕui = 0 = hS(ϕu) ,ϕui

dur.

hS(ϕt) ,ϕui = hS(ϕu) ,ϕti = λ2 = µ1

idi. Dolayısıyla

¿
S(ϕt)

kϕtk
,
ϕu
1

À
=

1

kϕtk
hS(ϕt) ,ϕui = λ2 = µ1
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eşitliğinden

hS(ϕt) ,ϕui = hS(ϕu) ,ϕti = λ2
¡
u2k22 + 1

¢ 1
2

olacaktır. Buradan

II = λ1
¡
u2k22 + 1

¢ 1
2 dtdt+ 2λ2

¡
u2k22 + 1

¢ 1
2 dtdu+ 0 dudu

eşitliğinde λ1 ve λ2 değerlerini yerlerine yazarsak

II = −k1 + uk̇2 + u
2k1k

2
2

(u2k22 + 1)
1
2

dtdt− 2k2

(u2k22 + 1)
1
2

dtdu

olur ve bu II. temel forma kaŗsılık gelen matris

II =

 −
k1+uk̇2+u2k1k22

(u2k22+1)
1
2

k2

(u2k22+1)
1
2

k2

(u2k22+1)
1
2

0


şeklinde ifade edilir ve

det II =
−k22

u2k22 + 1

dir.

Tanım 6.2.9 (Asimptotik Çizgiler): L3 3−boyutlu Lorentz uzayında space-like
dayanak eğrili B−scroll’un asimptotik çizgileri,

II = hS(dϕ) , dϕi = 0

şeklinde diferensiyel denkleme sahip olan eğrilerdir. İki farklı asimptotik çizgi bu-

lunur.

II = −k1 + uk̇2 + u
2k1k

2
2

(u2k22 + 1)
1
2

dtdt− 2k2

(u2k22 + 1)
1
2

dtdu = 0

ya da

−
Ã
k1 + uk̇2 + u

2k1k
2
2

(u2k22 + 1)
1
2

dt+
2k2

(u2k22 + 1)
1
2

du

!
dt = 0

şeklindedir.
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i) dt = 0⇒ t = C1 sabitlerine kaŗsılık gelen anadoğruları asimptotik çizgilerdir.

ii) Diğer asimptotik çizgileri

k1 + uk̇2 + u
2k1k

2
2

(u2k22 + 1)
1
2

dt+
2k2

(u2k22 + 1)
1
2

du = 0

diferensiyel denklemine sahiptir.

Tanım 6.2.10 (L3 3−boyutlu Lorentz uzayında space-like dayanak eğrili
B−scroll’un eğrilik çizgileri): M yüzeyi üzerindeki bir eğrinin teğet vektör alanı

T olsun. O halde T ∈ χ(M) = Sp {ϕt,ϕu} dur. T vektör alanı, şekil operatörünün
S̄ matrisinin karakteristik vektörü ise yani S̄T = λT diferensiyel denklemi eğrilik

çizgilerinin diferensiyel denklemi olup hesaplandığında

dϕ = ϕ̄t dt+ ϕ̄u du

= (V1 + uk2V2) dt+ V3du

ve

T =
V1 + uk2V2

(u2k22 + 1)
1
2

dt+ V3 du

olsun. Bu durumda

T =
dt

(u2k22 + 1)
1
2

ϕt + duϕu

olup matris gösterimi

T =

 dt

(u2k22+1)
1
2

du


şeklindedir. Bu değerleri S̄T = λT eşitliğinde yerlerine yazarsak

 λ1 λ2

λ2 0


 dt

(u2k22+1)
1
2

du

 =
 λ dt

(u2k22+1)
1
2

λ du


olacaktır.
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λ1

(u2k22 + 1)
1
2

dt+ λ2 du =
λ dt

(u2k22 + 1)
1
2

λ2

(u2k22 + 1)
1
2

dt+ 0 = λ du


olup buradan

λ1 − λ

(u2k22 + 1)
1
2

dt+ λ2 du = 0

λ2

(u2k22 + 1)
1
2

dt− λ du = 0


denklem sistemi elde edilir. Birinci denklemi λ ile ikinci denklemi de λ2 ile çarparak

elde edilen eşitlikleri taraf tarafa toplarsak

λ(λ1 − λ)
dt

(u2k22 + 1)
1
2

+ λ22
dt

(u2k22 + 1)
1
2

= 0£
λ(λ1 − λ) + λ22

¤ dt

(u2k22 + 1)
1
2

= 0


bulunur.

i) dt = 0⇒ t = C1 sabitlerine kaŗsılık gelen anadoğrular eğrilik çizgileridir.

ii) −λ2 + λ1λ + λ22 = 0, λ nın 2.dereceden bir denklemidir. ∆λ = λ21 + 4λ
2
2 daima

pozitif olduğundan iki farklı reel λ değeri bulunur.

λ(λ1 − λ) + λ22 = 0⇒ λ2 − λ1λ − λ22 = 0

ın

λ =
−λ1 ∓

p
λ21 + 4λ

2
2

2λ1

çözümlerinde λ1 ve λ2 değerleri yerlerine yazılırsa diğer eğrilik çizgilerine ait dife-

rensiyel denklem elde edilir.

6.3 Ln n−Boyutlu Lorentz Uzayında p.Mertebeden Genelleştirilmi̧s B−Scroll’lar

Tanım 6.3.1 (Ln n−boyutlu Lorentz uzayında time-like dayanak eğrili p.
mertebeden B−scroll’lar ve merkez uzayı): Ln de Frenet r−ayaklısı {V1, V2, ..., Vr}
olan bir time-like eğri η(I) olsun. η nın yay parametresi t olmak üzere, p.mertebeden
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oskülatör düzlemi

Sp {V1, V2, ..., Vp} ; p < r

şeklindedir. Bu durumda, p. mertebeden B−scroll’un denklemi

ϕ(t, up+1, up+2, ..., ur) = η(t) +
rX

j=p+1

ujVj(t)

dir. η(I) bu yüzeyin time-like dayanak eğrisidir.

{Vp+1, Vp+2, ..., Vr}

tarafından gerilen (r − p)−boyutlu alt vektör uzayı, doğrultman uzayıdır ve Er−p
ile gösterilir. B−scroll’un boyutu (r − p) + 1 dir. η̇(t) = V1 time-like vektör olmak
üzere, η(t) noktasındaki tanjant uzayın baz vektörleri

ϕt = η̇(t) +
rX

j=p+1

ujV̇j(t) = V1 +
rX

j=p+1

ujV̇j(t)

ϕup+1 = Vp+1

ϕup+2 = Vp+2
...

ϕur = Vr

şeklindedir.

116



Şekil 6.1 Ln de p. mertebeden B − scroll

Aşağıdaki teoremde, Teorem 2.2.3 de verilen Frenet formüllerinin q = 1 özel hali ele

alınmı̧stır.

Teorem 6.3.1 Ln n−boyutlu Lorentz uzayında

εi−1 = hVi , Vii ve i ≥ r için ki 6= 0

olmak üzere

V̇1 = k1V2
...

V̇j = −εj−2εj−1kj−1Vj−1 + kjVj+1
...

V̇r = −εr−2εr−1kr−1Vr−1

dir. q indeksi 1 olduğundan εi−1 = hVi , Vii , 1 < i < r, değerlerinden sadece biri −1
değerini alacaktır.

Burada η(I) eğrisi time-like dır yani V1 time-like vektör olduğundan sadece ε0 = −1
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dir. V2, V3, ..., Vr space-like olduğundan ε1 = ε2 = ε3 = ... = εr−1 = +1 dir.

V1 nin time-like olması durumunda kaŗsılık gelen Frenet formüllerinin matris göste-

rimi, 

V̇1

V̇2

V̇3

V̇4
...

V̇r−2

V̇r−1

V̇r



=



0 k2 0 0 · · · 0

k1 0 k2 0
. . .

...

0 −k2 0 k3
. . .

0 0 −k3 0
. . .

...
. . . . . . . . . . . .

0 kr−2 0

−kr−2 0 kr−1

0 · · · 0 −kr−1 0





V1

V2

V3

V4
...

Vr−2

Vr−1

Vr


şeklindedir (Ekmekçi and İlarslan 1998).

Benzer şekilde V2 time-like vektör ise matris gösterimi,

V̇1

V̇2

V̇3

V̇4
...

V̇r−2

V̇r−1

V̇r



=



0 k2 0 0 · · · 0

k1 0 k2 0
. . .

...

0 k2 0 k3
. . .

0 0 −k3 0
. . .

...
. . . . . . . . . . . .

0 kr−2 0

−kr−2 0 kr−1

0 · · · 0 −kr−1 0





V1

V2

V3

V4
...

Vr−2

Vr−1

Vr


şeklindedir. Her bir Vi vektörünün time-like olması durumu için ayrı ayrı benzer

matrisler elde edilir.

Ln Lorentz uzayında eğrinin time-like olması durumunda yani η̇(t) = V1 için

hV1 , V1i = −1 durumunda p.mertebeden time-like dayanak eğriliB−scroll’un merkez
uzayının varlığını ve denklemini inceleyelim.
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Tanım 6.3.2 Ln de p. mertebeden time-like dayanak eğrili B−scroll’un asimptotik
demeti

A(t) = Sp
n
Vp+1, Vp+2, ..., Vr, V̇p+1, V̇p+2, ..., V̇r

o
ile tanımlanır.

V̇p+1 = −kpVp + kp+1Vp+2
V̇p+2 = −kp+1Vp+1 + kp+2Vp+3

...

olduğundan sadece V̇p+1 vektörü Vp+1, Vp+2, ..., Vr vektörlerinden lineer bağımsızdır.

V̇p+2, ..., V̇r vektörleri Vp+1, Vp+2, ..., Vr vektörleri ile lineer bağımlıdırlar. Bu vektör-

lerin hepsi space-like vektörlerdir. O halde A(t) nin ortonormal bazı

{Vp, Vp+1, Vp+2, ..., Vr}

olup boy A(t) = r − p + 1 dir. V1 time-like vektörü A(t) nin elemanı olmadığından
A(t) space-like bir uzaydır.

Tanım 6.3.3 Ln de p. mertebeden time-like dayanak eğrili B−scroll’un teğetsel
demeti,

T (t) = Sp
n
Vp+1, Vp+2, ..., Vr, V̇p+1, V̇p+2, ..., V̇r, η̇

o
ile tanımlanır. η̇ = V1 olduğundan T (t) nin ortonormal bazı

{V1, Vp, Vp+1, Vp+2, ..., Vr}

olup boy T (t) = r − p + 2 dir. V1 time-like vektörü T (t) nin elemanı olduğundan
T (t) time-like bir uzaydır.

Tanım 6.3.4 boy A(t) 6= boy T (t) olduğundan sırt uzay yoktur, merkez uzay vardır.
Bumerkez uzayın boyutu (r − p) dir. Vp+i , 1 < i, vektörleri space-like olduğundan bu
uzay, En Öklid uzayındaki merkez uzayı ile aynı şekilde bulunur. Yani merkez uzayın
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yer vektörleri aşağıdaki matris gösteriminde olan denklem sisteminin çözümleridir.

u̇p+1

u̇p+2

u̇p+3
...

u̇r−2

u̇r−1

u̇r


=



0 kp+1 0 · · · 0

−kp+1 0 kp+2
. . .

...

0 −kp+2 0
. . .

...
. . . . . . . . .

0 kr−2 0

−kr−2 0 kr−1

0 · · · 0 −kr−1 0





up+1

up+2

up+3
...

ur−2

ur−1

ur


Ln Lorentz uzayında time-like olan vektörün V2, V3, ..., Vp olması durumunda da yine

aynı merkez uzayı bulunacaktır.

Tanım 6.3.5 (Ln n−boyutlu Lorentz uzayında space-like dayanak eğrili p.
mertebeden B−scroll’lar ve merkez uzayı): Ln de Frenet r−ayaklısı {V1, V2, ..., Vr}
olan space-like eğri η(I) olsun. η nın yay parametresi t olmak üzere, time-like doğrult-

man uzayı

Er−p = Sp {Vp+1, Vp+2, ..., Vr}

ve dayanak eğrisi η(I) olan B−scroll’un time-like olan tek bir baz vektörü vardır.
İlk olarak, Vp+1 time-like baz vektörü olsun. Bu durumda εp = hVp+1 , Vp+1i = −1 ve
diğerleri εp+1 = hVp+2 , Vp+2i , ..., εr−1 = hVr , Vri = 1 dir. Asimptotik demet, teğetsel
demet tanımlarından ve Frenet formüllerinden

V̇p = −εp−2εp−1kp−1Vp−1 + kpVp+1
V̇p+1 = −εp−1εpkpVp + kp+1Vp+2

= kpVp + kp+1Vp+2

V̇p+2 = −εpεp+1kp+1Vp+1 + kp+2Vp+3
= kp+1Vp+1 + kp+2Vp+3

V̇p+3 = −εp+1εp+2kp+2Vp+2 + kp+3Vp+4
= −kp+2Vp+2 + kp+3Vp+4

...
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elde edilir. Görüldüğü gibi Vp+1 in time-like olması durumunda sadece V̇p+1 ve V̇p+2

türevlerinin birinci terimleri i̧saret deği̧stirir. Diğer türev vektörleri aynı kalır.

p(t) herhangi bir dayanak uzayı (eğriler ailesi) olsun. Denklemi

p(t) = η(t) +
rX

j=p+1

uj(t)Vj(t)

ise

ṗ(t) = η̇ +
rX

j=p+1

u̇jVj +
rX

j=p+1

ujV̇j

= V1 +
rX

j=p+1

u̇jVj +
r−1X
j=p+1

uj (−εj−2εj−1kj−1Vj−1 + kjVj+1)− εr−2εr−1urkr−1Vr−1

= V1 +
rX

j=p+1

u̇jVj − εj−2εj−1
r−1X
j=p+1

ujkj−1Vj−1 +
r−1X
j=p+1

ujkjVj+1 − εr−2εr−1urkr−1Vr−1

= V1 + u̇p+1Vp+1 + u̇p+2Vp+2 + u̇p+3Vp+3 + ...+ u̇r−2Vr−2 + u̇r−1Vr−1 + u̇rVr

+up+1kpVp + up+2kp+1Vp+1 − up+3kp+2Vp+2 − up+4kp+3Vp+3 − ...
−ur−2kr−3Vr−3 − ur−1kr−2Vr−2 + up+1kp+1Vp+2 + up+2kp+2Vp+3 + ...
+ur−3kr−3Vr−2 + ur−2kr−2Vr−1 + ur−1kr−1Vr − urkr−1Vr−1

= V1 + up+1kpVp + (u̇p+1 + up+2kp+1)Vp+1 + (u̇p+2 + up+1kp+1 − up+3kp+2)Vp+2
+(u̇p+3 + up+2kp+2 − up+4kp+3)Vp+3 + ...+ (u̇r−2 + ur−3kr−3 − ur−1kr−2)Vr−2
+(u̇r−1 + ur−2kr−2 − urkr−1)Vr−1 + (u̇r + ur−1kr−1)Vr

dir. Bir açılamaz yüzey üzerindeki iki ardı̧sık anadoğrunun bir ortak dikmesi varsa

esas anadoğru üzerindeki ortak dikmenin ayağı merkez noktası olarak adlandırılır.

Bu merkez noktalarının geometrik yerine B−scroll’un merkez uzayı denir. Denklemi,
ortogonallik koşulu ile, *

ṗ(t) ,
d

dt

"
rX

i=p+1

ui(t)Vi(t)

#+
= 0

ile ifade edilir. Buradan
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(up+1kp)
2 − (u̇p+1 + up+2kp+1)2 + (u̇p+2 + up+1kp+1 − up+3kp+2)2

+(u̇p+3 + up+2kp+2 − up+4kp+3)2 + ...+ (u̇r−2 + ur−3kr−3 − ur−1kr−2)2

+(u̇r−1 + ur−2kr−2 − urkr−1)2 + (u̇r + ur−1kr−1)2 = 0
bulunur. up+1kp = 0 için kp 6= 0 fakat up+1 = 0 dır. up+1 6= 0 ise kp = 0 dır.

up+1 = 0 ⇒ u̇p+1 = 0 ⇒ up+2 = 0 ⇒ u̇p+2 = 0 ⇒ up+3 = 0 ⇒ ... ise η (I)

dayanak eğrisi merkez uzayı (striksiyon eğrisi) olacaktır. Ancak diferensiyel denklem

sisteminin çözümü için bir özel hal seçmeliyiz. Negatif i̧saretli olan ikinci terimin

sıfır olduğu bir özel çözüm seçelim. Yani

u̇p+1 + up+2kp+1 = 0

olsun. Bu durumda daha önceki paragraflara paralel olarak Lyapunov matrisine

ulaşırız.

u̇p+1 = −kp+1up+2
u̇p+2 = kp+2up+3 − kp+1up+1
u̇p+3 = kp+3up+4 − kp+2up+2

...

u̇r−2 = kr−2ur−1 − kr−3ur−3
u̇r−1 = kr−1ur − kr−2ur−2
u̇r = −kr−1ur−1

olacaktır. Bu denklem sistemi matris formunda yazılırsa

u̇p+1

u̇p+2

u̇p+3
...

u̇r−1

u̇r


=



0 −kp+1 0 · · · 0

−kp+1 0 kp+2
. . .

...

0 −kp+2 0
. . .

...
. . . . . . . . . 0

0 kr−1

0 · · · −kr−1 0





up+1

up+2

up+3
...

ur−1

ur


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elde edilir.

U̇ = A(t)U

homogen diferensiyel denklem sisteminin çözümleri ile merkez uzayı bulunur. Bu

özel çözümün dı̧sındaki çözümleri de araştırmak gerekir.

Tanım 6.3.6 Ln n−boyutlu Lorentz uzayında space-like dayanak eğrili B−scroll’u

ϕt = η̇(t) +
rX

j=p+1

ujV̇j(t)

ile parametrize edelim. Time-like doğrultman uzayı

Er−p = Sp {Vp+1, Vp+2, ..., Vr}

olsun. Er−p time-like doğrultman uzayında Vp+2 time-like vektör olsun. Bu durumda

sadece εp+1 = hVp+2 , Vp+2i = −1 ve diğerleri

εp = hVp+1 , Vp+1i = 1, εp+2 = hVp+3 , Vp+3i = 1, ..., εr−1 = hVr , Vri = 1

dir. Asimptotik demet, teğetsel demet tanımlarından ve Frenet formüllerinden

V̇p+1 = −εp−1εpkpVp + kp+1Vp+2
= −kpVp + kp+1Vp+2

V̇p+2 = −εpεp+1kp+1Vp+1 + kp+2Vp+3
= kp+1Vp+1 + kp+2Vp+3

V̇p+3 = −εp+1εp+2kp+2Vp+2 + kp+3Vp+4
= kp+2Vp+2 + kp+3Vp+4

V̇p+4 = −εp+2εp+3kp+3Vp+3 + kp+4Vp+5
= −kp+3Vp+3 + kp+4Vp+5

...

dir. Yani Vp+2 nin time-like vektör olması durumunda sadece V̇p+2 ve V̇p+3 türev
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vektörlerinin birinci terimleri i̧saret deği̧stirir. Diğer türev vektörleri aynı kalır.

ṗ(t) = V1 − up+1kpVp + (u̇p+1 + up+2kp+1)Vp+1 + (u̇p+2 + up+1kp+1 + up+3kp+2)Vp+2
+(u̇p+3 + up+2kp+2 − up+4kp+3)Vp+3 + ...+ (u̇r−2 + ur−3kr−3 − ur−1kr−2)Vr−2
+(u̇r−1 + ur−2kr−2 − urkr−1)Vr−1 + (u̇r + ur−1kr−1)Vr

olmak üzere merkez uzayının denklemi*
ṗ(t) ,

d

dt

"
rX

i=p+1

ui(t)Vi(t)

#+
= 0

ile ifade edilir.

− (up+1kp)2 + (u̇p+1 + up+2kp+1)2 − (u̇p+2 + up+1kp+1 + up+3kp+2)2

+(u̇p+3 + up+2kp+2 − up+4kp+3)2 + ...+ (u̇r−2 + ur−3kr−3 − ur−1kr−2)2

+(u̇r−1 + ur−2kr−2 − urkr−1)2 + (u̇r + ur−1kr−1)2 = 0

up+1kp = 0 için kp 6= 0 fakat up+1 = 0 dır. u̇p+1 = 0 ⇒ up+2 = 0 ⇒ u̇p+2 = 0 ⇒
up+3 = 0 ⇒ ... ise η (I) dayanak eğrisi merkez uzayı (striksiyon eğrisi) olacaktır.

Burada

u̇p+2 + up+1kp+1 + up+3kp+2 = 0

kabulü ile bir özel çözüm üzerinde duracağız.

u̇p+1 = −kp+1up+2
u̇p+2 = −kp+1up+1 − kp+2up+3
u̇p+3 = kp+3up+4 − kp+2up+2

...

u̇r−2 = kr−2ur−1 − kr−3ur−3
u̇r−1 = kr−1ur − kr−2ur−2
u̇r = −kr−1ur−1

olacaktır. Bu denklem sistemi matris formunda yazılırsa
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

u̇p+1

u̇p+2

u̇p+3
...

u̇r−2

u̇r−1

u̇r


=



0 −kp+1 0 0 · · · 0

−kp+1 0 −kp+2 0
. . .

...

0 −kp+2 0 kp+3
. . .

...
. . . −kp+3 . . . . . .

. . . kr−2 0

−kr−2 0 kr−1

0 · · · 0 −kr−1 0





up+1

up+2

up+3
...

ur−2

ur−1

ur


şeklini alır. Son olarak Vr vektörünün time-like olması halini ele alalım. Bu durumda

sadece εr−1 = hVr , Vri = −1 ve diğerleri

εp = hVp+1 , Vp+1i = 1, εp+1 = hVp+2 , Vp+2i = 1, ..., εr−2 = hVr−1 , Vr−1i = 1

dir. Asimptotik demet, teğetsel demet tanımlarından ve Frenet formüllerinden

V̇r−1 = −εr−3εr−2kr−2Vr−2 + kr−1Vr
= −kr−2Vr−2 + kr−1Vr

V̇r = −εr−2εr−1kr−1Vr−1
= kr−1Vr−1

dir. O halde sadece V̇r türev vektörünün i̧sareti deği̧sir.

ṗ(t) = V1 − up+1kpVp + (u̇p+1 − up+2kp+1)Vp+1 + (u̇p+2 + up+1kp+1 − up+3kp+2)Vp+2
+(u̇p+3 + up+2kp+2 − up+4kp+3)Vp+3 + ...+ (u̇r−2 + ur−3kr−3 − ur−1kr−2)Vr−2
+(u̇r−1 + ur−2kr−2 + urkr−1)Vr−1 + (u̇r + ur−1kr−1)Vr

olmak üzere merkez uzayının denklemi*
ṗ(t) ,

d

dt

"
rX

i=p+1

ui(t)Vi(t)

#+
= 0

ile ifade edilir. Bu durumda
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(up+1kp)
2 + (u̇p+1 − up+2kp+1)2 + (u̇p+2 + up+1kp+1 − up+3kp+2)2

+(u̇p+3 + up+2kp+2 − up+4kp+3)2 + ...+ (u̇r−2 + ur−3kr−3 − ur−1kr−2)2

+(u̇r−1 + ur−2kr−2 + urkr−1)
2 − (u̇r + ur−1kr−1)2 = 0

olacaktır. up+1kp = 0 için kp 6= 0 fakat up+1 = 0 dır. u̇p+1 = 0 ⇒ up+2 = 0 ⇒
u̇p+2 = 0⇒ up+3 = 0⇒ ... ise η (I) dayanak eğrisi merkez uzayı (striksiyon eğrisi)

olacaktır. Burada

(u̇r + ur−1kr−1) = 0

kabulü ile bir özel çözüm üzerinde duracağız.

u̇p+1 = kp+1up+2

u̇p+2 = −kp+1up+1 + kp+2up+3
u̇p+3 = −kp+2up+2 + kp+3up+4

...

u̇r−2 = −kr−3ur−3 + kr−2ur−1
u̇r−1 = −kr−1ur − kr−2ur−2
u̇r = −kr−1ur−1

Bu nedenle yukarıdaki denklem sistemi

u̇p+1

u̇p+2

u̇p+3
...

u̇r−2

u̇r−1

u̇r


=



0 kp+1 0 0 · · · 0

−kp+1 0 kp+2 0
. . .

...

0 −kp+2 0 kp+3
. . .

...
. . . −kp+3 . . . . . .

. . . kr−2 0

−kr−2 0 −kr−1
0 · · · 0 −kr−1 0





up+1

up+2

up+3
...

ur−2

ur−1

ur


matris formunu alır. Bu da

U̇ = AU

Lyapunov denklemidir.
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Yüksek Lisans : Ankara Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı (1993)
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131


	kapak.pdf
	onay.pdf
	i-iii-seyda_kilicoglu_tez.pdf
	iv-v-seyda_kilicoglu_tez.pdf.pdf
	vi-vii-seyda_kilicoglu_tez.pdf
	1-131-seyda_kilicoglu_tez.pdf.pdf

