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Danisman: Dog. Dr. Ogiin DOGRU

Bu ¢alismada Szasz operatdrlerinin tiim IR™ da agirlikli yaklagim 6zellikleri incelenmistir.
Bu tez bes boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, lineer pozitif operatorler dizisinin tanimi verilmis ve temel 6zellikleri elde
edilmistir. Ayrica Korovkin teoremi ve Baskakov teoremi ispatlariyla birlikte verilmistir.

Ikinci béliimde, Szasz operatdrlerinin sonlu aralikta diizgiin yakinsaklig1 Korovkin teoremi
yardimiyla gosterilmistir.

Ucgiincii  boliimde, sinirsiz bolgelerde klasik Korovkin teoremlerinin  kullanilamayacagi
gosterilmis ve bu durumda yakinsaklik teoreminin nasil olmasi gerektigi arastirilmistir. Bu
teoremi verebilmek i¢in A.Haciyev tarafindan ispatlanan bazi Onermeler ve ispatlar
verilmistir.

Dordiincii boliimde, iigiincli boliimde elde edilen sonuglar kullanilarak Szasz operatérlerinin
IR " da yaklasim ozellikleri incelenmistir.

Son olarak besinci boliimde, agirlikli uzaylardaki siireklilik modiilii tanimlanmis ve 6zellikleri
incelenmistir. Ayrica siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar yardimiyla
Szasz operatorlerinin yaklagim hizi elde edilmistir.

2005, 35 sayfa
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In this study weighted approximation properties of Szasz operators in all IR" were
investigated.

This thesis consists of five chapters.
In the first chapter, definition of sequence of linear positive operators is given and its
fundamental properties are obtained. Also, Korovkin theorem and Baskakov theorem are

given with their proofs.

In the second part, the uniform convergence of Szasz operators is obtained in finite interval
with the help of Korovkin theorem.

In the third part, it is shown that the classical Korovkin theorems can not be used in infinite

regions and how convergence theorem should be in this case is investigated. Some
propositions and proofs of A. Haciyev are given in order to give this theorem.

In the fourth part, approximation properties of Szasz operators in IR " is investigated by using
the results obtained in the third chapter.

Finally, in the fifth part, modulus of continuity in weighted spaces is introduced and its
properties are investigated. In addition, rate of approximation of Szasz operators are obtained
with the help of modulus of continuity and Lipschitz class functions.
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SIMGELER DiZIiNi

Tim reel eksende tanimli ve |f(x)|SMf p(x) kosulunu saglayan

fonksiyonlarin uzay1

Bir [a,b] araligi tizerinde tanimli ve siirekli tiim reel degerli
fonksiyonlarin uzayi

B, (IR) uzayindaki siirekli fonksiyonlarin uzayi

f(x)

C, [O, ) dan olan ve }1(1_21 m =K, <o kosulunu saglayan
fonksiyonlarin uzay1
n € IN olmak iizere bir fonksiyon dizisi

{fn} fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi
IN = {1,2,3,...} dogal sayilar kiimesi

Lipschitz sinifi fonksiyonlar

n € IN olmak iizere bir operator dizisi

Szasz operatdrleri

f fonksiyonunun siireklilik modiilii

C[a,b] uzayinda || : || Clap] = MAX | : | ile taniml olan norm
’ a<x<b

C p(IR) ve B p(IR) uzaylarinda || . || = supﬂ ile taniml1 olan norm
P xeR p(X)

v
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GIRIS

1953 yilinda Korovkin tarafindan ispatlanan teorem, lineer pozitif operatorler
teorisinin gelismesine 6nemli Olclide katkl saglamistir. Bu teorem yardimiyla sonlu araliktaki
lineer pozitif operatorlerin yaklasim 6zellikleri incelenebilmistir. Oysa Szasz operatorleri gibi
birgok operatér sinirsiz araliklarda tanimlandigindan bunlarin ancak agirlikli uzaylarda
yaklastirilmas1  saglanabilmektedir. Bu c¢alismada da Szasz operatorlerinin  agirlikli

uzaylardaki yaklasimi ve yaklasim hizi elde edilmeye calisilacaktir.



1. TEMEL KAVRAMLAR
Bu bolimde oncelikle lineer pozitif operatorler tanitilacak ve sahip oldugu temel
ozellikler incelenecektir. Ayrica daha sonraki boliimlerde kullanilacak bazi tanimlar verilecek,

bazi teoremler de ifade ve ispat edilecektir.

1.2. Lineer Pozitif Operator

Fonksiyonu fonksiyona doniistiiren bagintilara operator denir.

Lineer Operator:

X ve Y fonksiyon uzaylari olmak tizere;

L:X—>Y seklindeki L operatoriinii goz oniline alalim.
Eger herf,f, eX ve a;,a, IR igin

L(alf1 +a,f, ): a, L(f1 )+ a, L(fz) kosulu saglaniyor ise L operatoriine lineer operator denir.

Pozitif Operator:

Eger bir Loperatorii pozitif degerli fonksiyonu yine pozitif degerli bir fonksiyona
doniistiiriiyor ise yani f >0 iken L(f )2 0 oluyorsa L operatoriine pozitif operator denir.

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarin1 saglayan operatorlere lineer pozitif operatorler

denir.

1.2.1. Lineer Pozitif Operatorlerin Ozellikleri

Lemma 1.2.1. Lineer pozitif operatdrler monoton artandir. Yani f <g—= L(f) <L(g) esitsizligi

saglanir.

Ispat: Kabul edelim ki f <g olsun. Bu durumda g—f >0 olacagindan ve L operatoriiniin
pozitifliginden

L(g-£)>0 (1.2.1)
yazabiliriz. Diger yandan L operatorii lineer oldugundan

L(g~f)=L(g)-L(f)

olup bunun (1.2.1) de kullanilmasiyla L(f )S L(g) esitsizligi saglanir.



Lemma 1.2.2. . L lineer pozitif bir operator ise o taktirde

|L(f j < LQf |) esitsizligi saglanir.

Ispat: Herhangi bir f fonksiyonu igin

—|f|<f<[f] (1.2.2)

dir. L, lineer pozitif bir operator oldugundan Lemma (1.2.1) den dolay1r monoton artandir.

O halde (1.2.2) den

L(-|f|)<L(f)<L(f]) (1.2.3)
yazilabilir. L lineer oldugundan

L(-[f]) = ~L{)

dir. Bu esitligin (1.2.3) de kullamlmastyla

L{ieLn)els)

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
Simdi daha sonraki boliimlerde kullanilacak temel tanimlar1 verelim.

Tamm 1.2.1. n € IN olmak iizere f,(x)’e bir fonksiyon dizisi denir ve (£, ) ile gosterilir.
Tamm 1.2.2. n€IN olmak iizere Ln(f;x), L, operatoriiniin f’e uygulandigini ve sonucun
x ’e bagh oldugunu gosterir. L, (f;x)’e bir operator dizisi denir ve (L, ) ile gosterilir.

Tammm 1.2.3. Kapali bir [a,b] aralig1 ilizerinde tanimli ve siirekli tiim reel degerli

fonksiyonlardan olusan kiimeye C/a,b] fonksiyon uzay: denir. Bu uzaydaki norm:
= maks

”f clab]  a<x<h
C[a,b], lineer normlu bir uzaydir.

f(x)| seklinde tanimlanir. Bu norm ile birlikte

Tamm 1.2.4. Tiim reel eksende tanimli ve |f(x)|£pr(x) kosulunu saglayan fonksiyonlarin
uzayina B, (IR) fonksiyon uzayr denir. Yani

B, (IR)=1{f :[ f(x)| < M,p(x)}

dir. Burada M,,f fonksiyonuna bagli sabit bir sayidir.

B p(IR) uzayindaki stirekli fonksiyonlarin uzaymada C p(IR) fonksiyon uzay: denir. Yani
C,(IR)={f: feB, (IR)vef siirekli|
dir. CP(IR), B p(IR) uzaylarina agirlikli uzaylar denir.

Agiktir ki, C, (IR)c B . (IR) dir ve bu uzaylardaki norm:



o)

||f ||p= ilellg E seklinde tanimlanir.

Burada p(x) monoton artan, siirekli, p(x)zl ve lim p(x):oo sartin1 saglayan bir

[ x| >0
fonksiyondur ve bu fonksiyona agirlik fonksiyonu denir. Yukarida tanimlanan norm ile
birlikte B p(IR) ve C p(IR) lineer normlu uzaylardir.

Tanmm 1.2.5. Bir (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna C p(IR) normunda diizgiin

f-f 0

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul lim cam

ya da daha agik olarak;

R G (5 PR
im sup ——— = 0 esitliginin saglanmasidir.
=% xeIR p(X)

Diizgiin yakinsama f, (x) 3 f(x) seklinde gosterilir.

Tamim 1.2.6. L lineer operatorii X uzayindan Y uzayina doniisiim yapiyorsa,

L operatoriiniin normu;

[y = sop LD

Iel=t

, seklinde tammlanir.

1.3. P.P. Korovkin Teoremi (1953)

f e C[a, b] ve tiim reel eksende

[f0]< M,

olsun. Eger L_(f;x) lineer pozitif operatér dizisi her x [a,b] iin:

i. L, (;x) 31

ii. L, (t:x) I x

i, L,(%x) 3%

kosullarini sagliyorsa bu durumda [a,b] araliginda L (f ;x) = f(x) dir.

(13.1)

Ispat: Kabul edelim ki f eC[a,b] olsun. f fonksiyonu siirekli oldugundan her pozitif ¢

sayisina  karsihik dyle bir dbulabiliriz ki, [t—x|<Soldugunda [f(t)-f(x)<e olur.
|t — x|>3 oldugunda ise (1.3.1) den ve iiggen esitsizliginden dolayr:

I£(t)- £(x)<If(t) +[f(x)<2M, (1.3.2)
yazabiliriz. Diger taraftan

t-x

|t - X|>8 ise —— >1 olacagindan;



( ;2")2 51 (13.3)

saglanir.

(1.3.2) ve (1.3.3) den:

[£(t)- f(x)<2M, < 2M, (t=x)°

82

yazabiliriz. O halde;
|t —x|<8 igin [f(t)-f(x)|<e

2
lt—x|>8 icin [f(t)- f(x}<2M, (t;—j‘)

elde ettik. Dolayistyla her te IR ve her x € [a,b] icin:

I£(t)—£(x <2+ 2M, (t—x) (13.4)

82
dir. Simdi (1), (ii) ve (iii) kosullarin1 saglayan (Ln) operator dizisinin,

lim

n—o

Ln (f) - f”C[a,b] =0

esitligini sagladigini gosterelim. Lineerlikten:

L, (f(elx)=f(o) = L, (F(e) x) = £(x)+ L, (F(x ) x) - L, (F(x ) x)

L, (F(th %)L, (F(x ) x)+ L, (F(x ) x) - £(x)
L, ((£(t) = £(x)k %)+ £(xNL, (1:x) -1}

dir. Burada tliggen esitsizliginin kullanilmasiyla

L, (£ )~ £ J<IL, (1) = £ )| +[p L, (1)~ 1

yazilabilir. L lineer pozitif bir operatér oldugundan Lemma 1.2.2°den
L, (F(t)x) - ()<L, (£(6) = () %)+ [F(x) L, (1%) -1

esitsizligi saglanir. (1.3.1) den

L, (F(t)x) - F(x )<L, (£(t) - £(x); x)+ M,

yazilabilir. Lemma 1.2.1°den dolayl(Ln)monoton artan olup, burada (1.3.4)ln

Ln(l;x)—1|

kullanilmasiyla;

Ln(f(t);x)—f(x]SLn(a+ e _X)Z;Xj+ ML, (15%)~1 (13.5)



bulunur. Diger taraftan L_’in lineerliginden

Ln(s+ 2 (t_X)Z;XJ _ Ln(a;x)+Ln(2g/2[f (t_X)Z;Xj

=L (1;x)+ 22/2[f Ln(t2 —2xt+x2;x)
2Mf 2 2 2 2 2
:sLn(l;x)+ 52 [Ln(t ;X)—X —-X"+2x —2XLn(t;X)+X Ln(l;x)]
:sLn(l;x)+ 22/2[f [Ln(tz;x)—x2 +2x° —2an(t;x)+ szn(l;x)—xz]
2Mf 2 2 2
=eL, (1:x)+ 5 [, (€2:x)-x?)+ 2x(x - L, (t:x))+ x> (L, (1:x)~1)]

yazabiliriz. Bu son ifadenin (1.3.5)’de kullanilmasiyla;

Ln(f(t);x)—f(x]ésLn(l;x)Jr 22/2[f [(Ln(tz;x)— x* )+ 2x(x —L, (t;x))+ xz(Ln(l;x)—l)]
(1.3.6)

+M,|L, (1;x)-1]

elde edilir. Burada (i), (i), (iii) kosullarinin kullanilmasiyla
L, (f(t)yx)-f(x)<e

bulunur. O halde;

L, (f(thx)-f(x)=0

dir. Bu da ispat1 tamamlar.

lim maks

n—owo a<x<b

1.4. Baskakov Teoremi (Baskakov, 1961)

feCla,b] ve tiim reel eksende |f(x)|£Mf(1+X2) olsun. L, (f;x) lineer pozitif operator
dizisi olmak iizere her x € [a,b] ve n — 00 i¢in

i L, (x) 1

ii. L (x) Ix

i L (%) 3%

kosullarinin saglanmasi igin gerek ve yeter sart [a,b] araliginda n — o iken

Ln(f;x) =3 f(x) olmasidir.

Ispat:
1,x,x’ fonksiyonlar1 C[a,b] de olup
(<) <M, (1+x3) (1.4.1)



kosulunu sagladiklarindan dolay1 Ln(f;x) =f (X) olmasi durumunda (i), (ii) ve (iii) kosullar

saglanir. O halde (i-iii) nin saglanmas1 halinde

L, (f; X) =f (X) oldugunu gostermek ispati tamamlar.

fe C[a,b] olsun. f fonksiyonu siirekli oldugundan

Ve>0 i¢in 33 vardir dyle ki |t — X|< 0 oldugunda

£(t)-f(x)<e (1.4.2)
saglanir.

Eger |t—x|28 ise %21 olup

(t-x)°

82

>1 esitsizligi gegerlidir.

(1.4.1) den ve iiggen esitsizliginden dolay1
|f(t)—’f(x]§Mf(l+t2 +1+x7)

:Mf(2+(t—x+x)2 +X2)
:Mf(Z—k(t—x)2 +2X(t—x)+x2 +x2)

SMf(2+(t—x)2 +2x|t—x|+2x2)

52 5 5
=M, (t—x)’c(x) (1.4.3)
Aciktir ki x €fa,b] icin c(x) simirhdir. V& >0 igin (1.4.2) ve (1.4.3) ten
[£(t)-£(x) <& + M e(x)(t —x)’ (1.4.4)
yazabiliriz.

L operatoriiniin (1.4.4) esitsizligine uygulanmasiyla



L, (f(tyx)- f(x]SLn Qf(t)— f(x]; x)

<L, (e:x)+ M, e(x)L, ((t - x):x)
:Ln(s;x)+ Mfc(x)[Ln(tz;x)— 2an(t;x)+ szn(l;x)— 2x% + 2x2]
:Ln(s;x)Jr Mfc(x)[(Ln(tz;x)— xz)— 2x(Ln(t;x)— x)+ xz(Ln(l;x)— 1)]

O halde
L, (f(t)x)-f(x)<e(L, (1;x)-1)+e+ Mfc(x)[(Ln(tz;x)— x* )— 2x(L, (tx)—x)+x*(L, (1;x) - 1)]

(i-ii1) den dolay1 son esitsizligin sag tarafi n — oo i¢in € olup bu da ispat1 tamamlar.



2. SZASZ OPERATORLERININ YAKLASIM OZELLIKLERI
Bu boliimde Szasz operatorleri tanitilarak Korovkin Teoremi yardimiyla yaklagim

Ozellikleri incelenecektir.

2.1. Szasz Operatorlerinin Sonlu Aralikta Diizgiin Yakinsakhgi
Szasz operatorleri 1950 yilinda Otto Szasz tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmistir

(Szasz, 1950).

Tamm 2.1.1. (Szasz Operatorleri).

S (f'x):e’“"if k) o) (2.1.1)
Y Z \n) K
seklinde tanimlanan lineer pozitif operatorlere Szasz operatorleri denir.

Bu operatorlerin [O,A] araligindaki yakinsakligini B6liim 1 de verilen P.P. Korovkin

Teoremi yardimiyla gosterelim.

TEOREM 2.1.1. (2.1.1) ile verilen Szasz operatorleri A €IR* olmak iizere [O,A] kapali
araliginda siirekli ve tim pozitif yar1 eksende de smirli olan f fonksiyonuna bu aralikta
diizgiin yakmsar. Yani f e C[0,A] ise

S, (£:x) 3 f(x), xef0,A]

dir.

Ispat: Korovkin Teoremini kullanabilmek igin

oncelikle S, (f; X) ’in lineer ve pozitif bir operatdr oldugunu gosterelim.

Lineerlik:

VabelRve f,ge C[O,A] i¢in,

sn(af<t>+bg(t>;x>:e—nxi(af(gjmg@ (o)

k=0

O



el gl

=ae™ if(

k=0

= a8, (f(ty x)+bS, (g(t)hx)
oldugundan (S, ) lineer bir operatordiir.
Pozitiflik:

k=0,1,2,... ,nelIN

veE

k
xel0,A] igin e™ (n%')zo

oldugundan >0 ise S, (f;x)>0

dir. Yani (Sn) pozitif operatordiir.

Eger

i. S, (;x) 31

ii. S, (tx) Zx

i S, (%5x)3 %7

oldugunu gosterirsek Korovkin Teoreminden dolayr S, (f;x)=3 f(x)oldugunu ispatlamis

oluruz. Simdi bunlar1 gosterelim.

. —nx - (nx)k —nx _ nx
i Sn(l;x):e 21-—=e e
o K
Yani
S, (1;x)=1 (2.1.2)
dir.

10



e kntx
B kzz:‘n k!
0 1,lk—lxkflx
=e ™ ,k—>k+1
; (k-1) ( )
n*x*
=xe ™
o k!
— Xefnxenx
=X"-
Yani
S, (x)=x
dir.

S (k-1)
en (k=1 1\n*'x*'x
- H

(2.1.3)



x>+ 2.
n
Yani
S, (t7:x)=x>+2 (2.1.4)
n

olup, S, (tz;x) = x’, (n - oo) elde ederiz. Dolayisiyla (i), (ii) ve (iii) sartlar1 saglandigindan
Korovkin Teoremi geregince V f € C[0,A] icin [0,A] araliginda
S, (£:x) 3 f(x), (n > o)

oldugu gosterilmis oldu.

12



3. SINIRSIZ BOLGELERDE KOROVKIN TiPLIi TEOREMLER
Oncelikle belirtelim ki sinirs1z bolgelerde tanimlanmis uzaylar i¢in Baskakov teoremi

gecerli degildir. Bunu asagidaki 6rnegi vererek gosterelim.

f(x)+i|f(x+1)—2f(x)+f(x—1)  0<x<n

L,(f:x)=
f(x) , N <X
seklinde tanimli lineer pozitif operatorler dizisi Baskakov teoreminin kosullarini sagladigi

halde f (x) =x’cosnx fonksiyonuna tiim IR de diizgiin olarak yakinsamaz (Hacisalihoglu,

Haciyev, 1995).

Ispat: Oncelikle L_(t';x) 3 x', i=0,1,2 kosullariin saglandigin gdsterelim.

i Ln(l;x):1+i|1—2-1+1|:1
2n
ii. Ln(t;X)=X+L|X+1—2X+X—1|:X
2n
ii) L (tz'x)zx2 +i‘(x+l)2 -2x’ +(x—1)2‘
S 2n

=x’ +2L‘x2 +2x +1-2x% +x° —2x+1‘=x2 +l
n n

olup n—oo i¢in Ln(tz;x)j x* dir.
X€E (— oo,oo) olmak tizere f *(x)z x*cosnx fonksiyonunu goz dniine alalim.
£

Aciktir ki <M, (1 + xz) esitsizligi  saglanir.  Gergekten |cos T[X| <1oldugundan

£l<x> <M, (1+x?) dir.

Boylece Baskakov teoreminin kosullari saglanir.

L (f*;x)— f*(x):zi‘(x +1)* cos(mx + ) — 2x cosmx + (x —1)’ cos(mx — nX (3.1.1)
n

n
olur.
cos(mx + )= cosTX coST —sin7x sinm = — cos mx
cos (mx — )= cosmx cosT + sin M sinm =— cos X

Bu esitliklerin (3.1.1) de kullanilmasiyla ;
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Ln(f*;x)— f*(x):i —(1+x)* cosmx — 2x* cosmx — (x —1)’ cosnx‘

=— cozsnx‘(x + 1)2 +2x° +(x —1)2‘
n

COSTX
=— [4x* +2]
2n

COS X
== (2x* +1)

elde edilir. O halde
‘Ln(f*;x)— f*(x)‘ :M(sz + 1)
olur.

Her iki tarafin 0 < x < niizerinden supremumu alinirsa

sup Ln(f*;x)—f“"(xX:l sup |cosmx |-(2x” +1)
0<x<n N 0<x<n
2n° +1
~ n
n® +1

elde edilir. lim =00 oldugundan Ln(f *;X)j f*(x) saglanmaz. Bu da gosteriyor ki

n—oo n

sinirsiz bolgelerde Baskakov teoremi gegerli degildir.
O halde sinirsiz bolgelerde yakinsaklik teoreminin nasil olmasi gerektigini arastiralim.
Bu teoremi verebilmek i¢in A. Haciyev tarafindan ispatlanan bazi dnermeleri ifade ve ispat

edelim (Bkz. [Hacisalihoglu ve Haciyev]).

ONERME 1: C| (IR) de tamml lineer pozitif bir operatdrin C (IR) den B, (IR)ye

doniislim yapmasi i¢in gerek ve yeter sart ||L(p11| <M, olacak sekilde bir M;>0 sabitinin

P2

bulunmasidir. Burada p,(x) vep,(x) fonksiyonlart 1 den biiyiikk, monoton artan

fonksiyonlardir.
Ispat
= L:C, —B, bir doniisiim olsun. O halde;

vfeC, i¢in L(f;x)eB,_dir.

Ayrica |p1(x)| <Mp, (x) saglandigindan p,(t)eC, dir.
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:L(pl (t)a X)E sz
:>|L(p1(t);x)| SN[lpz(x)

Lip,(t);x
INEGICEI
p,(x)
Her iki tarafin x € IR {izerinden supremumu alinirsa, sag taraf x ten bagimsiz oldugundan

[L(p, (03 )
sup—=

xelR P, (X)
olur ki bu da ispatin ilk kismini tamamlar.

<M,

< Simdi kabul edelim ki[L(p, )| <M, olsun.

L:C, — Bp, oldugunu gosterirsek ispat tamamlanur.

vfe Cp, igin|[f || <Mr =M vardr.

L lineer pozitif operatérii monoton oldugundan

X )= L[ 1 -pl(t);Xj

p, (V)

<], Ll ®:x)

|L(f;x)| < LQf

yazabiliriz. Dolayisiyla
|L(f;x1 <M L(p,(t);x)
elde edilir. Bu son esitsizligin p, (x) e boliinmesiyle
[L(£:x) < v P (0:%)
Py (X) P, (%)
elde edilir.

Her iki tarafin x € IR {izerinden supremumu alinirsa

LEGLY DV S GEY
xelR pZ(X) xelR pZ(X)

bulunur. O halde
||L(f )||pz <M ||L(p1)||pz olup, hipotezden

||L(f)||p2 <M-M,
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yazabiliriz. M-M, =M, dersek

()

<
o, <M,
saglanir. Yani

L(f;x)eB,, dir.

ONERME 2: L:C N (IR)—> B o (IR) lineer pozitif bir operatdr olsun. Bu durumda,

[t . =ILG)],, dir

Ispat: L:C o (IR)—> B o, (IR) lineer pozitif operatérii igin

L, -, = sup L)

I, =1 P2

_ | L(f; X )|
sup  sup
lflo,=1 xelR  P,(X)

L( |f| 'pl(t);xj
p, (V)
= sup sup
lelpi=t xeIR p, (%)
|L(p1(t);x)|
<s f S _—
oL T e
= sup M yazilabilir. O halde
xelR pZ(X)
[Le, s, <L), (3.1.2)
esitsizligi saglanir. Ayrica
e, s, = gop JLEN,, 2 s [Lip)),
= ”L(P 1) o)
oldugundan

Ll -, 2L (3.13)

P2

elde edilmis olup (3.1.2) ve (3.1.3) ten ||L|| c n T ||L(p1 )|pz dir. Bu da ispati tamamlar.
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ONERME 3: Kabul edelim ki C o, UR)den B (IR)ye doniigiim yapan (Ln ) lineer pozitif
operatorler dizisi i¢in asagidaki sartlar gecerli olsun.

a) VxelRi¢inp,(x) < Mp, (x)olacak sekilde birM sayis1 mevcut olsun.

b) },ii?o”Ln(Pl )— p1||p2 =0 saglansin.

O taktirde (L, )diizgiin stnirlidir. Yani

Ln

« 5 SKolacak sekilde bir pozitif K sabiti

vardir.

Ispat: rlli_)rpw”Ln(pl)—p1||pz =0 ise

Ve>0iginIN= N(s) vardir 6yle ki Vn >N i¢in

Ln(pl )_p1||p2 <é
olur.

Diger yandan p,(x) <Mp, (x) oldugundan ||p1||p <M dir.

Dolayisiyla Vn eIN igin, Onerme 2 den dolay1

= Ln(pl)

Cm -B,, |

n P2

L.()-pi+p.],

<L, (p)=pi, +leil,

<e+M
yazilabilir.
K =maks i”L1 ¢, B, ° L, ¢, o, LN*IHCN e, ot +M} secilirse
Ln Cl’l *)BF’Z SK

elde edilmis olur ki bu da ispat1 tamamlar.

ONERME 4: A_:C ., — B, lineer pozitif operatérler dizisi diizgiin sinirli ve

im 21 g
2P, (X)
olsun.

_ |An (f; x)|
¢,(s)= sup sup
Iel, =1 Ixl<s p(x)

olmak {izere Vs igin lim ¢, (s) = 0 ise o taktirde
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im (A, L, =0

dir.

. o () . C e . .

Ispat: lim —( =0 oldugundan V ¢ > 0 i¢in dyle bir sy vardir ki
X—>00 p2 X

P, (x)
pyX

x| > sp oldugunda <e¢ olur.

Ayrica pi(X) ve pa(x) stirekli ve pz(x) 1 den biiyiik oldugundan P, (X) de siireklidir. Siirekli
P (X

P, (X)

P, X

her fonksiyon sonlu aralikta sinirli olacagindan [x| < sg igin <C olacak sekilde bir C

sabiti vardir. O halde

|An Cp1 2By, N HSHU.I_) ”An(f) P2
A, (£:%)
= sup su
Ifl, =t xelR p, (%)
_ A, (£x) A, (£x)
= sup sup —+ sup —
e, =t Uxlso  P2(X) xzso P2 (X)
< sup {Sup |An(f;x)| . p,(x) + sup {sup |An(f;x)| . p,(x)
Ifl,, =1 Uxl>so p(x)  py(%) £, =t Uxlsso p(x)  py(%)
< ||An c, B, £+C.p, (so)
yazilabilir.

A, :C, — B dizgin simrl oldugundan

<K-e+C-,(s,)

n

A

CPI A)BPZ

=0 elde edilir.

P2

bulunur. Ayrica hipotezden lim ¢, (s,) =0 dir ve dolayisiyla lim ||Arl ¢ B

TEOREM 3.1.1. Kabul edelim ki L, :C_ (IR) - B, (IR) lineer pozitif operatorler dizisi,

C,, (IR)—> B o (IR) diizgiin smurli ve lim P 0 olsun.
X—>00 p2 (X)
Eger her s i¢in |x | < s olmak tizere
lim |L, (f;x) - f(x)| =0 (3.1.4)
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oluyorsa VfeC, (IR) icin

lim L, ()~ f] =0 dur.

Ispat: Onerme 4te A, =L, —E alalim. Burada E, C o, (IR) deki birim operatordiir. Bu

durumda
B (L, —E)f:x)|
¢, (s)= sup {supm———"—=
el =t { [xl<s p,(x)
~ { |<Ln(f;x>-f<x)|}
= sup qsup
I¢l,, =1 | Ixl<s p,(x)

tir. Her bir x igin pl(x)zl oldugundan

0, (s) < sup {sup|Ln (f;x)— f(x)|}

I, =t Uxl=s
yazabiliriz. Burada (3.1.4) {in kullanilmasiyla lim ¢, (s) = 0 elde edilir.

O halde Onerme 4 iin sonucu olarak,

lim

n—o

L -E =0 (3.1.5)

||Cm -B,,

yazilabilir. Diger taraftan

L, (£)=f],, =[L., (7)),

=[(t., ~EXF)

P2

(L, —E)U)il-plj

<[f],, -I(C. ~EXe ),

oldugundan Onerme 2 den dolay: (L, —E)(p,)

f”Pl

olup (3.1.5) ten dolayr lim|L,(f)~f] =0 elde edilir.

P2

L, -E|

yazabiliriz. O halde

P2 Cpl A)Bp

L,(B-f] <

L, —E|

Cp =Bp,

Simdi bu teorem yardimiyla (2.1.1) ile tanimli Szasz operatorlerinin IR " da

yakinsakligin1 gosterelim (Bkz. [Dogrul).
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4. SZASZ OPERATORLERININ SINIRSIZ BOLGELERDE DUZGUN
YAKINSAKLIGI

Bu kisimda 3. boliimde elde edilen sonuglar kullanilarak IR *da Szasz operatorlerinin

yaklasim 6zellikleri incelenecektir.

TEOREM 4.1.1. p,(x) 21, x € [0, oo) stirekli ve monoton artan bir fonksiyon olmak tizere;

1+x?

lim =0 (4.1.1)
X—>00 pZ(X)

sartin1 saglasin. Bu durumda VfeC, , (IR") igin lim ||Sn (f )— f ||pz =0 dir.

Ispat: Ispat i¢in Szasz operatérlerinin Teorem 3.1.1%in kosullarii sagladigim gosterelim.
Bunun icin 6ncelikle Sn(f ;x) in C, (IR")den B o, (IR") ye doniisim yapan lineer pozitif

operator dizisi oldugunu gostermeliyiz.

Sn(1+t2;x1
S —sup
() S ——
olup (2.1.4) ten
1+x>+2
n

S.(p), = i A

2
= sup {”X X -i} 4.12)
er [p(X)  py(x) 1
2
yazilabilir. Diger yandan 1+ x° ve p, (x) fonksiyonlar siirekli ve p,(x)>1 oldugundan 1+(X)
Py X
de siireklidir. Siirekli her fonksiyon sonlu aralikta sinirli olacagindan 0 < x < Nigin
2
1+(X) <M olacak sekilde bir M sabiti vardir. Ayrica (4.1.1) den ve limit tanimindan N < x
Py (X
2
icin < ¢ saglanir. Dolayisiyla her durumda
p,(x)
2
IHX" Ma+e (4.1.3)
p,(X)
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1+x?
P, (xX)  pyr(%)

yazilabilir. Ayrica 0 < <M +¢ ve dolayisiyla

e <M+¢ (4.1.4)

dir. (4.1.3) ve (4.1.4) iin (4.1.2) de kullanilmasiyla

S, (P )P, <2(M+e)
bulunur. 2(M + &)= M, dersek

Sn(pl)

<M,

P2
esitsizligi elde edilir. Boylece Onerme 1 den dolay1 S, : C o, AR") =B (IR") dir.

Simdi de S, :C, (IR")—>B, (IR") diizgiin smirl oldufunu gosterelim. Bunun igin
S

« 5 <K olacak sekilde K sabitinin varligini gostermeliyiz. Onerme 2 den dolay:

P1 P1

n

- Sn (pl )”PI

Sn(l+t2;x)‘
=sup ————

2
xelR* 1 +X

S

n Cp —>Bpl

X
1+x7+ =
n

sup ————
2
xelR™" 1 + X

= sup {1+

xelR*

-l} (4.1.5)

1+x* n

yazilabilir. Diger yandan x <1+ x° oldugundan " x <1 ve lSl dir. Bu esitsizliklerin
+ X n

(4.1.5) te kullanilmastyla S

n

C, B <2 elde edilir. Boylece K =2 dir ve diizgiin siirlilik

P1

saglanir.
O  halde |x| <s  i¢in  feC , [O,s]c C[O,s] olup Korovkin = Teoreminden

lim max

n—oo 0<x<s

S, (£:x)-f(x)=0

dir. Diger yandan max

0<x<s

S, (£x)—fx)]2[S, (f;x)— f(x)}> 0 oldugu gdz Sniinde bulundurulursa

S, (f;x)-f (x] =0 elde edilir. Boylece Teorem 3.1.1 den lim

n—oo

=0 sonucuna

lim
n—»o P2

S, (f)-f

ulasilir.
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5.SZASZ OPERATORLERININ YAKLASIM HIZI

Biliyoruz ki, L (f;x) keyfi bir lineer pozitif operatorler dizisi olmak tizere

Yaklagsma hizi ise o, =0, (n— o) olmak iizere,

L. H-f || — 0, (n - oo) olmas1 L (fix)in f(x)e diizglin olarak yaklastigim1 gosterir.

L, (fx)- f(x)| <ca, olacak sekilde

a, lerin belirlenmesi ile hesaplanir. o ler L, operatorii ve f fonksiyonuna bagli olarak
degisirler. Yaklasma hizi problemi olarak adlandirilan bu hesaplama sonlu aralikta genel

olarak (o(f;ﬁ) seklinde gosterilen “Siireklilik Modiilii” yardimiyla yapilir. Bu nedenle 6nce

C[a,b] uzayinda siireklilik modiiliinii tanimlayalim.

5.1. C[a,b] Uzayindaki Siireklilik Modiilii
feC[a,b] olsun. V 6>0 igin

o(f;3)= sup |f(t)—f(x]

x,te a,b]

ile tanimlanan o(f;3) ifadesine f fonksiyonunun “Siireklilik Modiilii” denir.
5.1.1. C[a,b] Uzayindaki Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri

i. o(f;8)=0

ii. 3, <8, ise o(f;3,)< oo(f;3,)

iii. Vv meIN icin o(f;md)< mo(f;5)

iv. VAeIR" icin o(f;A8)< (A +1)o(f;d)

v. lim o(f;8)=0

vi. [£(t)—~ f(x)<o(f:[t — x|)
vii. |£(t)- f(x)ﬁ[@ + ljm(f;é‘))

Tanim 5.1.1.

CP[O,OO) dan olan ve lim ) =K, <oo kosulunu gercekleyen fonksiyonlarin uzayi
X—®© p(X)

C,x, [0,%) ile gbsterelim.
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5.2. Agirhikh Uzaylardaki Siireklilik Modiilii
|f(x + h)— f(x)| e bakalim. f(x), f(x + h)e C, [0,00) oldugundan |f(x)| <M;p(x) ve

)
p(x) =1+ x" sec¢imi ile X <M; (5.2.1)
dir.
Benzer sekilde;
|f(x +h)

|f(x +h)| <Mp(x +h)= ~ <M, dir. (5.2.2)

1+(x+h)
Ucgen esitsizliginden;
|f(x +h)—f(x)| <|£(x +h)| +]f(x)]

= —IE(())(;};))L : [1 +(x+ h)2]+ Jf;f);)l (1+x?)
yazabiliriz. Burada (5.2.1) ve (5.2.2) nin kullanilmasiyla,
[£(x +h)— )] < M, [(1+ (x +h ) )+ (14 x2)] (5.2.3)
elde edilir.

Her a,beIR i¢in (aer)2 < 4(a2 +b2) olup a=x, b=h i¢in
(x+h)* <4(x> +h?) dir. O halde

(1 (x +0) )+ (14 x2)< 1+ (x> + 02 )+ 14+ X
<1+4(x7 +h?)+1+x7 +3+h’
=5+5(x> +h?)
= 5(1+x>+h?)
<5(1+x>+h’ +x’h?)
= 5(1+x)1+h?)

= (1+(x+h) )+ (1 x2) <501+ x2 Y1+ h2)

elde edilir.
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Bu esitsizligin (5.2.3) te kullanilmasiyla,
|£(x +h)—fx)[<M,..5(1+ x> J1 +h?)
bulunur. Dolayistyla;

If(x +h)—f(x)| < C,(1+x>f1+h?)
oldugundan V f e C, [0,0) igin

O(£5) = sup |f(x +2h)— f(x2)|
x>0 (1+x7)(1+h")

|h|<8

ifadesi mevcuttur.

Tamm 5.1.2. (Siireklilik Modiilii)

feC x, [0,00) olmak iizere
f(x +h) —fi

(t5) =sup LD

x>0 (1+x7)(1+h")

|n|<s

seklinde tanimli Q(f;0) fonksiyonuna f fonksiyonunun

C,x, [O,oo) uzayinda “Siireklilik Modiilii” denir. (Bkz. [Gadjieva ve Dogru]).

5.2.1. Agirhkh Uzaylardaki Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri
i Q(f;8)=0

ii. 6, <9, 1se Q(f;8,) <Q(f;6,)

iii. V meN igin Q(f;md) < 4m(1+ &%) Q(f;8)

iv. Vhe IR icin Q(:A8) < 4(h +1)(1+ 82) Q(£:8)

v. VfeC,, [0,%), limQ(£;8) = 0

vi. [ () — )] < (1+ x7)(1+ (£ = %)) Qff;

t—x|)

vii. |f() ~ ()] < {@u](mz)(n(t_x)z Ji+3*)(t:s)

Ispat:
Ispat (i) |f(x +h)-f(x)|> 0
(1+x*)>0,(1+h*)> 0 oldugundan siireklilik modiilii tanim1 geregince Q(f;8)>0 dir.

Ispat (ii) 8, <3, i¢in [h| <3, bolgesi,

h| <9, bolgesinden daha biiytiktiir. Bolge biiyiidiikce

alian supremum biiyiiyeceginden Q(f;0,) < Q(f;9,) dir.
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|f(x +h) — f(x)|

ﬁo (1+x>)(1+h?)

Ispat (iii) Q(f;8) = ifadesinde x+h =t dersek

|f(t) — ()|
tx>o (1 x)(1+ (e-x))

[t—x

Q(f;0)= su elde edilir.

O halde Q(fmd)= sup |£(t) ~ 1) 2
xx0  (1+x7)(1+(t=x)7)

‘t—x‘SmS

|t — x|£m6 = —mo<t — x< md

t = x + mh segilirse |h|£ d olup

|f(x + mh) — f(x)|
©(f;m3) =sup (1+x2)(1+(mh)®) (5.2.4)

[h[<s

yazilabilir.

Diger yandan,

|f(x + mh) - f(x)|= f(x +kh) — f(x + (k = 1)h)]

si|f(x+kh) —f(x + (k —)h|

& | f(x +Kkh) - f(x + (k = Dh|
“Z(1+h)(1+(x +(k—1h)?)

(1+h*)(1+(x+ (k—1)h)*)

esitsizligi saglamir. Her iki tarafin (1+x7)-(1+ (mh)*) ifadesine boliinmesiyle,

|f(x + mh) — f(x)| z|f(x+1<h) f(x + (k= 1)h)| (1+h*)(1+ (x +(k=Dh)*)
(1+x*)(1+(mh)*) & (1+h*)(1+(x+(k-Dh)?) (1+x%)(1+ (mh)?)

elde edilir.

Her iki tarafin |h| < 9 lizerinden supremumu alinirsa sol taraf (5.2.4) ten Q(f; m6) ya esit olup

1+ (x+(k—1)h)?)
Q(f;md)< Q(f;8)(1+8 );(HX D () (5.2.5)

elde edilir. Diger yandan,
1+ (x+(k—-Dh)’ <1+4(x* +((k—=1)h)*)

<1+4(x> +((k =1h)*) +3
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= 4(1+x* +((k—1)h)?)

dir. k —1< m oldugundan

1+(x +(k—=1)h)* <4(1+x*+(mh)*)
<4(1+x* + (mh)? + x*(mh)*)
=4(1+x?)(1+(mh)?)

yazilabilir.

Yani,

1+ (x+(kk -Dh)* -
(1+x>)(1+ (mh)*)

tur.

Bu esitsizligin (5.2.5) te kullanilmasiyla Q(f; mS)S 4m(1+8*)Q(f;d) bulunur.

Ispat (iv) AeIR" sayisinin tam kismini HX” ile gosterirsek

[M]< A<[M]+1 esitsizliklerinin gegerli oldugu agiktir. Bu esitsizliklerden ve (ii) 6zelliginden
Q(£:8) < Q(£: (1] + 1)6) yazlabitir,

HX|]+ 1 € IN oldugundan bu esitsizligin sag tarafina (ii1) 6zelligi uygulanarak,

Q(£:28) < Q(E (1] + 1))

<4(]+ 1)1+ J(r5)
bulunur.
Ayrica her AeIR" i¢in UK|]+ 1<A +1 oldugu g6z 6nilinde bulundurulursa,
Q(f;A8) <4+ 1)(1+8%)Q(f:9)
elde edilir.

ispat(v) feC,, [0,%0) oldugundan f, [0,%0) da siirekli ve

lim@: K, <. (5.2.6)
X—>0 p(X)

(5.2.6) dan V &>0 icin dyle bir x, bulunur ki tiim x>x, noktalar1 ve her reel h i¢in
@ —-K ‘ < E ,
p(x) 2

€
<= 5.2.7
5 (52.7)

fix+h)
p(x+h) '

saglanir. O halde
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|f(x + h) — f(x)|

Q(f;6)=su
( ) XZ(:)[) p(X + h)
|h|<8
|f(x +h) — f(x) — p(x + h)K; +p(x + h)K |
=sup
x>0 p(x+h)
|h|<8
g |f(x +h) — p(x + h)K | |f(x) — p(x + h)K |
<sup +su
x>0 p(x+h) x>0 p(x+h)
[h|<s |h|<8
_ g D fx)  px)
x>0 |p(Xx +h) i p(x) p(x+h) !
|h|<3 |h|<d
p monoton artan oldugundan p(x) <1 olup
p(x+h)
Q(f;0) <sup fx+h) ¢| 4+ sup ) _ c
\)f\oa p(x +h) \XhTOB p(x)

yazilabilir. Burada (5.2.7) nin kullanilmasiyla
QS <+ Lo
2 2

elde edilir. Yani, Q(f;0)<e¢ dir.
O halde, 6 — 0 iken Q(f;6) —> 0 dir.

Ispat (vi) Q(f;8) ifadesinde & = |t — x| segilirse,

t— X|)= sup |f(t) _ f(x)| > |f(t) - f(X)|

Q(f’ 2 2N 2 2
veo (1+x)(1+(t-%7)  (1+x°)(1+(t-x)?)

yazilabilir. Buradan

(1) — f(x)| - Q(f,
A+x)(1+({t-x)?)

=)

oldugu goriiliir. Boylece

If(t) — F0 < (1+ x*)(1+ (t - %)) Q(F;

=)

esitsizligi elde edilir.
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Ispat (vii) (vi) 6zelliginden,
|£(t) - fx)| < (14 x*)(1+ (t— x)z)Q(f;% : 5] (5.2.8)

yazilabilir.

t-x

Ayrica eIR" olup (iv) 6zelliginden dolay1

Bu esitsizligin (5.2.8) de kullanilmasiyla

t-x

mﬂ—ﬂwh4f—g—+QG+xﬁﬁ+0—xfﬁ+8ﬁﬂma)

bulunur.

5.3. Szasz Operatorlerinin Siireklilik Modiilii ile Yaklasma Hizi
Bu kisimda (2.1.1) de verilen Szasz operatorlerinin yaklagma hizin1 Tanim (5.1.2) de

tanimlanan Siireklilik Modiilii yardimiyla hesaplayacagiz.

TEOREM 5.3.1. Eger feC,, [0,%0) ise

Sn(f)—f||p2 s40Q[f;%J (5.3.1)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat:

e o k) (nx)"
S.(f:x)=e kz:;f(nj

k!

oldugundan

(o)

S,(I;x)=e™
o k!

dir. Dolayisiyla lineerlikten

28



O L M X

)5

(nx)*

k!

>0 oldugunu ve ii¢gen esitsizligini kullanirsak;

o)

elde edilir. Siireklilik modiiliiniin (vii) 6zelliginde t= Kk secilerek,
n

o
n

yazilabilir. (5.3.2) de bu esitsizlik kullanilirsa,

bulunur. e™ >0,

(nx)*
S (5.3.2)

©
Se_n"z

k=0

k

——X

In 1., (1+x2)[1+(£—szj(lJrSz)Q(f;S)

<4
n

<afl+x)(+82)E8)> 140

k=

(=]
1
+
7 N\
=N
|
b

NS
| |
=
~ |
T IN—
—
(¢]

k=0 k=0

0 k 0 2 k

+l E—X (nx) e ™ +l E—x (E—Xj (nx) e (5.3.3)
dioin k! dioin n k!

elde edilir

[59) k 0 2 k
AZZE— (nx) e™ ve B= E—X(E_Xj () e ™

oln k! =In n k!
diyelim

. K b K P!
A= E . (nx) ox (nx) o

k=01 k! k!
seklinde yazilabilir.

Cauchy-Schwarz esitsizliginin uygulanmasiyla,
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olup (2.1.2) den

bulunur. Diger yandan

Z(E_ij%em :i{k_z_zxgﬂz}(n;)k -

o0
k=0 \ 11 k=0

=S, (tz;x)— 2x8, (t;x)+x7S, (1;x)

tir. Bu esitlikte daha once hesaplanan (2.1.2), (2.1.3), (2.1.4) {in kullanilmasuyla,

= (k 2(nx)k w2 X , . X
z ——X | ——e =X"+——-2xX+Xx".I=— (5.3.4)
=\n k! n n

bulunur. Béylece AS£ (5.3.5)
Jn

dir.

Benzer sekilde,

i)

yazilabilir.

B=

0
k=0

Cauchy-Schwarz esitsizliginden

bulunur.

Ayrica gosterilebilir ki
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=k * (nx)* o 3XT X
Z(__Xj (k') < = 2 +_3

k=0 \ 11

esitsizligi gecerlidir.

Dolayisiyla
b
B<£(3X Xj (5.3.6)
N
elde edilir.
(5.3.4), (5.3.5) ve (5.3.6) nin (5.3.3) te kullanilmasiyla
]
1Vx (3 x )
S, (£:x)— f(x)|<4(l + x> 1+ 8% )(f:5){ 1+ = +
B e e
bulunur. Buradan her iki tarafi (1 +x? )2 ifadesine bolersek
S, (f;x)-f 2
3] LSRN SR WU N LSNP BB L 2 .
(1+x2) 1+x° 14+4x° n J +/n O 4/n 1+x°( n n
b
:4(1+52)Q(f;5) 12+ x 1 lii 111 Vx (3X2+§j
1+x2 1+x> n & Jnl+x? 8 +n n 1+x2 n
1 x | & L1 v,
<41+ 8 )Q(f; 8 + —— —— 3x* +x)? 53.7
B B e T R DAY

elde ederiz. Diger taraftan

<1
+x?

1<1+x* oldugundan

o<1

x<1+x* oldugundan

1+x

Jx <x<1+x? oldugundam1 XZSI
+X

esitsizlikleri saglanir. Ayrica

\/;(3X2 + X)yz

1+x? =2

esitsizligi gecerlidir. Gergekten,
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(5.3.9)

(5.3.10)

(5.3.11)



\/;(3X2+X)%:\/X-i3X2+Xi:\/3X3+X2: 3x° N x?
L+x’ L+ x? \/m (1+x2)2 (1+x2)2

X X X oo X e
(+xf 1ex 1ix (l4x’f v

2
X

——5 <1 oldugundan

x2<1+x2<(1+x2)2:>( 2)
1+x

\/;(3)(2 + x)%

1+ x?

\/;(3X2 + x)%

1+x?

<3 1+1=2 dir.

< 2 bulunur.

(5.3.7) de her iki tarafin x >0 lizerinden supremumunun alinmasi ve (5.3.8), (5.3.9), (5.3.10)
ve (5.3.11) in kullanilmasiyla

S, (£)-f] . 34(1+82)Q(f;5){1+1+1-i-1+

8 /n %%2}

elde edilir. Burada 8= secimiyle

-

n

S.(F)—1] . < 4(1 +1jﬁ[f;%J{l +1+1+2}

< 40. Q(f;%]

esitsizligi bulunur. Boylece (5.3.1) elde edilmis olur.

5.4. Szasz Operatorlerinin Lipschitz Simifindaki Fonksiyonlar ile Yaklasim Hiz1
Bu kisimda Lipschitz smifindaki fonksiyonlar i¢in Szasz operatorlerinin  f (x)

fonksiyonlarina yaklagma hizin1 hesaplayacagiz. Bu nedenle 6nce Lipschitz sinifindaki

fonksiyonlarin tanimini verelim.

Tanmm 5.4.1. (Lipschitz Simifindaki Fonksiyonlar):

0 <a <1 olmak tizere
|f (t)— f (X)SM|‘[ - x|a kosulunu saglayan fonksiyonlara Lipschitz sinifindandir denir. M ye de

Lipschitz sabiti denir ve f € Lip,, ((x) ile gosterilir.
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TEOREM 5.4.1.
Eger f eLip,(a), 0<a<l1ise

)1l o[(ﬁﬂ

gl

k
dir. e™ >0 ve @ > 0 oldugu ve iicgen esitsizligi kullanilarak
) (nx)'
k!

f e Lip,, (a |f ) £M|t - x|a

S, (f:x)-f(x) <e i

elde edilir. Diger yandan

. k .
dir. t =— secimiyle
n

o

yazabiliriz. Bu esitsizlik (5.4.1) de kullanilirsa

=k [ (nx)"
Sn(f;x)—f(ijMZ——x ~——e
k=011 k!

elde edilir. Ayrica %4‘ 2;2(1 =1 oldugundan
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bulunur. p = 2 ve q = icin 1 + 1 =1 olur. Holder esitsizliginden

2—a P q
2 k k e
© 2 0 2
Sn (f’X)_f(XXSM|:Z E_X (HX) enxj| |:Z (nX) enx:|
k=0 (1 k! o k!

k
——X
n

s

> (nx) e_nx}z.(sn(l;x))zg“

k!

=M
k=0

bulunur. (2.1.2) den

= M(Sn (tz;x)— 2x8S, (t;x)+ XZSH(I;X))Z
olur. (2.1.2), (2.1.3) ve (2.1.4) ten
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o

Sn(f;x)—f(x) < M[x2 +2oox? +x2j2

of;

elde edilir. Bu son esitsizlikte her iki tarafin 1+ x” ifadesine boliinmesiyle

ole

1+ x I1+x
(5.4.3)
M x?
T« ) 2
02 I+x
bulunur. Diger yandan
0<x<l=>x2<l
l<x=x2<x>
o 2
oldugundan x2 <1+x” dir. Bdylece ~<1 (5.4.4)

1+x

yazilabilir.
(5.4.3) te her iki tarafin x € IR" fizerinden supremumunun alinmasi ve (5.4.4) {in

kullanilmasiyla

N
S, (f)_ f"c,,[O,DO) =M- [_jz

n

elde edilir. Yani

o

1 )2
Cp[O,oo) =0 [Hj

bulunur ve ispat tamamlanir.

S, (f)-f
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SONUC

S, (f:x)= e“"Zf(Ej@

= \n) k!
Seklinde tanimli Szasz operatorlerinin [0, A] araligindaki yakinsakligi Korovkin teoremi ile,

IR" daki yakinsakligi ise Teorem 4.1.1. ile gosterildi. Szasz operatorlerinin agirliklt

f(x+h)-f
uzaylarda Q(f;S) =Sup| (X +2 ) (il
0 (1+x°)1+h")

|h|<

formuna sahip siireklilik modiilii ile yaklagim hizi,

feC,x, [0,00) olmak iizere [S, (f)-f

1
, £40Q| f;— | seklinde elde edildi.
’ ( Vn ]

Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar ile yaklagim hizi ise, f e LipM(a) ve O<a<l

olmak tizere ||Sn (f)-f || Clow)™ O (lj " | olarak hesaplandi.
o> n
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