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OZET
Yiksek Lisans Tezi

BAZI SINIR DEGER PROBLEMLERI
VE UYGULAMALARI

Sezer ACIKGOZ

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi
Matematik Anabilim Dali

Danisman : Yrd. Doc. Dr. Nuri OZALP

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, bir boyutlu (ince) ¢ubukta, fiziksel ilkeleri kullanarak, termal enerjinin
transferini tanimlayan 1s1 akist denklemi formiile edilmistir. Buna karsilik gelen

baslangi¢ kosulu ve sinir kosullart tanimlanmastir.

Ikinci béliimde 1s1 denkleminin zamana baglh olamayan sicaklik dagilimi yani kararli

durum ¢o6ziimleri elde edilmistir.

Uciincii béliimde, ii¢ boyutlu uzayda, 1s1 iletim denklemi tiiretilmistir. Bu denklemin

baslangic ve sinir kosullar1 tanimlanmis ve kararli-durum ¢oziimleri bulunmustur.

Dordiincii boliimde baslangic ve smir kosullart belirlenmis bir boyutlu (ince) bir

cubukta (0<x<L) 1s1 iletimi denklemi problemlerinin, degiskenlerine ayrilmasi

yontemi kullanilarak, matematiksel ¢ozlimleri aranmaistir.

2007, 55 sayfa

Anahtar Kelimeler: Sinir deger problemleri, 1s1 denklemi, degiskenlerin ayrilmasi



ABSTRACT

Master Thesis

SOME BOUNDARY VALUE PROBLEMS
AND APPLICATIONS

Sezer ACIKGOZ
Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Nuri OZALP

This thesis consists of four chapters.
In the first chapter, the heat flow equation which defines the transfer of thermal energy
in a one dimensional thin rod is derived with the initial and boundary conditions by

means of physical laws.

In the second chapter, the time independent solutions of the heat equation, that is the

equilibrium temperature distribution is derived.

The third chapter is devoted to the generation of heat flux equation in the three

dimensions. The steady state solutions of this equation is also studied.

Finaly in the fourth chapter, the solutions of heat equation in a thin rod is investigated

by the method of separation of variables.

2007, S5 pages

Key Words: Boundary value problem, heat equation, separation of variables
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1. BAZI SINIR DEGER PROBLEMLERI VE UYGULAMALARI

1.1 Giris

Bilim ve miihendisligin ¢esitli alanlarinda karsimiza ¢ikan ve i¢inde kismi diferensiyel
denklemler barindiran temel problemlerin ¢oziimlerini tartismak istiyoruz. Kismi
tiirevli denklem (KTD), kismi tiirevler igeren bir matematiksel denklemdir, 6rnegin,

a—u+3a—u=O. (1.1)
ot Oox

(Dennemeyer 1968). Hangi u(x,f) fonksiyonlarmin (1.1) denklemini sagladigini

belirleyerek calismamiza baslayabilirdik. Yine de, fiziksel bir problemi arastirarak
baslamay1 sec¢tik. Bunu, iki nedenle yapiyoruz. Birincisi, yontemlerin fiziksel
problemleri analiz ettigini anladiginizda, kullandigimiz matematiksel denklemler belki
de sizin icin daha 6nemli olacaktir. Ikincisi, fiziksel diisiincelerin, aslinda birgok

matematiksel gelismeyi harekete gecirecegini gorecegiz.

Miihendislikteki ve fiziksel bilimlerdeki farkli birgok inceleme alani, kismi diferensiyel
denklem c¢alismalarinin egemenligi altindadir. Hepsini kapsayan bir liste ¢ikarilamaz.
Yine de, su drnekler, kismi tiirevli denklem c¢alismalarina biiylik bagimlilig1 bulunan
alanlar hakkinda size bir fikir verebilir: akustik, acrodinamik, elastisite, elektrodinamik,
akigskanlar dinamigi, jeofizik (sismik dalga yayilmasi), 1s1 transferi, meteoroloji,
okyanusbilim, optik, petrol miihendisligi, plazma fizigi (iyonize sivi ve gazlar),

kuantum mekanigi (Altomare 1995, Ainseba and Anita 2005).

Problemleri ii¢ asamada analiz eden belli bir uygulamali matematik yolunu izleyecegiz:
1. Formiilasyon
2. Cozliim

3. Yorumlama

Termal enerjinin transferini (aktarimini) tanimlayan 1s1 akisi denklemlerini formiile

ederek baslayalim. Is1 enerjisi, molekiiler maddenin tahrik edilmesinden kaynaklanir.



Termal enerjinin hareket etmesi igin iki temel siire¢ vardir: iletim ve yaymim. fletim,
komsu molekiillerin ¢arpismast sonucunda bir molekiiliin titresim kinetik enerjisini en
yakinindaki molekiile aktarmasi sonucunda olusur. Boylece molekiiller bulunduklar
yerleri fark edilebilir sekilde degistirmeseler bile, termal enerji bu sekilde iletim yoluyla
yayilir. Bunun yani sira, eger titresen bir molekiil bir bolgeden diger bir bolgeye hareket
ederse, termal enerjisini de kendisiyle birlikte gotiirir. Termal enerjinin bu tiirdeki
hareketine de yaymmim denir. Calismamiza bagil olarak basit problemlerle baslamak
amaciyla, 1s1 akisini, yalnizca, 1s1 enerjisi iletiminin, yaymimindan ¢ok daha belirgin
oldugu durumlarda ele alacagiz. Bu nedenle (hiz1 yeterince kiigiik olan akiskanlarda
(stv1 ve gazlarda) da 1s1 transferi Oncelikle iletim yoluyla gergeklesmesine ragmen),

oncelikli olarak katilardaki 1s1 akigini géz oniine alacagiz (Haberman 1987).

1.2 Bir Boyutlu (ince) Cubuktaki Isi fletimi

Termal Enerji Yogunlugu. Sekil 1.1°de gosterildigi gibi, sabit 4 dik kesit alanina
sahip ve x-yonilinde (x=0dan x =L ye) uzatilmis bir ¢gubugu diisiinerek baglayalim.
Birim hacim bagina diisen termal enerji miktarini gegici olarak bir bilinmeyen degisken

olarak kabul edelim ve adina termal enerji yogunlugu diyelim:

e(x,t) =termal enerji yogunlugu.

Bir kesit boyunca tiim termal niceliklerin sabit oldugunu kabul ediyoruz; yani, ¢ubuk
bir-boyutludur. Bunu yapabilmenin en kolay yolu, ¢ubugun dis yilizeyini miikemmel
sekilde yalitmaktir. Boylece, dis ylizeyden higbir termal enerji gecemez. x ve t’ye
bagimlilik, ¢ubugun diizglin olarak isitilmadigi duruma karsilik gelir; termal enerji

yogunlugu, bir dik kesitten digerine degismektedir.

4
¢l x, r}g ! !c(x +ax, t) ) - ¥
X
x =L

X x+Ax

Sekil 1.1 Ince bir dilimi igine ve disina 1s1 enerjisi akan bir-boyutlu (ince) ¢ubuk



Is1 Enerjisi. Sekil 1.1°de gosterilen ¢ubuk i¢cinde x ve x+ Ax arasinda kalan ince bir
dilimi diistinelim. Eger termal enerji yogunlugu hacim boyunca sabitse, o zaman, termal
enerji yogunlugu ile hacmin c¢arpimi dilimin toplam enerjisini verir. Genelde, enerji
yogunlugu sabit degildir. Buna karsin, eger Ax yeterince kiiclikse, e(x,?) 'nin hacim

boyunca sabit oldugu kabul edilebilir, dyle ki, dilimin hacmi AAx oldugundan

181 enerjisi = e(x,t) AAx .

Is1 enerjisinin korunumu. x ile x+ Ax arasindaki 1s1 enerjisi, yalnizca kenarlardan (x
ve x+ Ax) gecen 1s1 enerjisine ve igerde (pozitif ya da negatif 1s1 enerjisi kaynaklariyla)
tiretilen 1s1 enerjisine gore zaman iginde degisir. Dis yiizeyin yalitilmis oldugunu kabul
ettigimiz icin, dig yiizeyden gecgisten kaynaklanan hicbir 1s1 enerjisi degisikligi olmaz.

Temel 1s1 akis siireci, su sozciiklerle tanimlanabilir:

181 enetjisinin birim zamanda
birim zamanda i¢erde
zamana gore =  smurlardan gegen 1s1  +
o o tiretilen 1s1 enerjisi.
degisim hizi enerjisi

Buna, 1s1 enerjisinin korunumu denir. Kii¢iik dilim i¢in, 1s1 enerjisi degisim hizi

%[e(x, t) AAx]

olur. Burada, 0/ 0t kismi tiirevi kullanilmistir ¢linkii x sabit tutulmaktadir.

Is1 akasi. Ince gubukta termal enerji saga ya da sola dogru akar. Is1 akisi

1s1 akist (birim zamanda birim

O(x,t) = yiizey alamindan saga dogru

akan termal enerji miktar1)

olarak tanimlansin.

Eger ®(x,7)<0 ise, 1s1 enerjisi sola dogru akiyor anlamina gelir. Is1 akis1 birim alan

basina akis oldugundan ve yilizey alamyla carpilmasit gerektiginden, dilimin

sinirlarindan birim zamanda gegen 1s1 enerjisi ®(x,1)A—-D(x+Ax,t)A olur. Sekil



1.1°de gosterildigi gibi eger ®(x,7)>0 ve d(x+Ax,7)>0 ise, x’ten birim zamanda
gecen 151 enerjisi, dilimin 1s1 enerjisinde bir artisa katkida bulunur; x+ Ax ’teki 1s1 akist

ise 1s1 enerjisini azaltir.

Is1 Kaynaklari. Ayn1 zamanda, belki kimyasal tepkimeler ya da elektriksel 1sitma

var oldugunu diislinerek, i¢sel 1s1 enerjisi kaynaklarina izin verelim:

O(x,t) = birim hacim basina, birim zamanda iiretilen 1s1 enerjisi,

olsun. Ince bir dilim igin, Q(x,?) yaklasik olarak sabittir, ve bdylece ince dilim

igerisinde birim zamanda iiretilen toplam termal enerji yaklasik olarak Q(x,7) AAx olur.

Is1 enerjisinin korunumu (ince dilim).  Is1 enerjisinin degisim hizi, sinirlardan

gecen termal enerji ve igsel kaynaklar nedeniyle olusur:

%[e(x, 1) AAx |~ D(x, 1) A= D(x + Ax, 1) A+ O(x, 1) AAx. (1.2)

Denklem (1.2) tam dogru degildir ciinkii kiiciik kesitli dilim i¢in bir¢ok niceligin
yaklasik olarak sabit oldugu kabul edilmistir. Iddia ediyoruz ki, Ax >0 icin, (1.2)
denklemi gittikce kesin dogru sonuca yaklasir. Dikkatli (ve matematiksel olarak daha
titiz) bir tiiretme yapmadan once, Ax — 0 limit siirecinin temel mantigin1 aciklamaya
calisalim. Ax — 0 limitinde, (1.2) denklemi ilging¢ bir bilgi vermez, yani 0=0 olur.

Fakat denklemi dnce Ax ’e boler ve Ax — 0 iken limit alirsak,

+0(x,1) (1.3)

elde ederiz. Burada, sabit dik kesit alan1 degeri sadelestirilmigtir. Bu sonucun tam

oldugunu (kiiciik hatalarin bile olmadigini) iddia ediyoruz ve bu nedenle (1.2)’deki =~



imini (1.3)’deki = ile degistiriyoruz. Bu Ax — 0 iken limit alma siirecinde, ¢ sabit
tutulmaktadir. Sonug olarak, kismi tiirev tanimindan,

de__ o0

Py o +0 (1.4)

elde edilir.

Is1 enerjisinin korunumu (tam dogru). Is1 enerjisi korunumunu diger bir sekilde
tiiretmenin yarari, bizi kii¢iik dilimlerle sinirlandirilmak zorunda birakmamasidir. Limit
alma (Ax — 0) siirecinin hesabindaki yaklasikliktan kaginmis oluruz. Bir-boyutlu
cubugun herhangi bir sonlu kismini (x=a dan x=5 ye) diisiinelim ( Sekil 1.2). Bu

bolgede 1s1 enerjisinin korunumunu arastiracagiz. Toplam 1s1 enerjisi sonsuz kiiciik
b
dilimlerin katkilarinin toplamidir, yani J. e(x,t)dx dir. Ayni sekilde, yine sadece yan

kenarlardan gegen 1s1 enerjisi ve bolge iginde liretilen 1s1 enerjisi nedeniyle degisim

gosterir ve boylece (4 sabitini sadelestirdikten sonra)

[ ede =@ (a.1)-®(b.t)+ [ O (1.5)

elde edilir.

Sekil 1.2 Bir ¢ubugun sonlu bir kismindan igeri ve disar1 akan 1s1 enerjisi

Teknik olarak, .[ ’ edx yalnmzca t'ye bagli oldugundan ve x’e bagl olmadigindan,

(1.5)’de d/dt adi tiirevi goriiliir. Buna karsin, eger a ve b sabitse (ve e siirekli ise),

d 0
E’U edx = I:a—jdx

olur. Bu dogrudur ¢iinkii integral i¢inde simdi x sabit tutularak adi tiirev alinmaktadir,

ve bu nedenle kismi tiirevle degistirilmelidir. Simdi,



qa(a,f)-q>(b,t):-j:%fdx

olduguna dikkat edersek (ki eger @ stirekli tiiretilebilirse bu dogrudur), bu durumda

(1.5)’deki her terim birer adi integrale doniisiir. Sonucta,

j"(@ﬁﬂ—gjdx:o
a\ Ot Ox

olur. Rastgele a ve b degerleri i¢in, bu integral sifir olmalidir; rastgele limitler i¢in egri
altindaki alan sifir olmalidir. Bu ise ancak, integrantin yani integral i¢indeki ifadenin

sifir olmasiyla miimkiindiir. ( Kaba bir ispat i¢in; herhangi a ve b igin f(x) in siirekli
b
ve I f(x)dx=0 oldugunu varsayalim. Tim x degerleri i¢cin f(x)=0 oldugunu

kanitlamak istiyoruz. Bunu, f(x)#0 olacak sekilde bir x, noktasinin var oldugunu

kabul ederek ve bu durumda bir geliski olusacagini gostererek kanitlayabiliriz. Eger

f(x,)#0 ve f(x) siirekli ise, o zaman, x, komsulugunda dyle bir bolge bulunur ki bu

bolge icinde f(x) tek bir isarete sahiptir. @ ve b yi bu bolgenin i¢inden secgersek bu

b
durumda I f(x)dx#0 olur, ¢iinkii f(x) isareti bir uctan digerine kadar aynidir. Bu

b
ise, J f(x)dx =0 olmasu ile gelisir. O halde, f(x,)# 0 olamaz.). Boylece,

d__o (1.6
ot Oox

elde edilir. Denklem (1.5) (ile ifade edilen), integral korunum kanunu, (1.6)’daki
diferensiyel formundan daha temel bir niteliktedir. Denklem (1.6), fiziksel degiskenlerin
stirekli oldugu alisilageldik durumlarda gegerlidir.

O0®/0ox teriminin Oniindeki eksi isaretini daha ileri bir sekilde agiklamak igin,
siralamaya dikkat etmek gerekir. Ornegin, a <x<b icin 0®/ox >0 ise, ® 151 akis1,
x’in artan bir fonksiyonudur. Is1, (5 >a kabulii altinda), x=a da oldugundan daha

fazla Olclide x=»b de saga dogru akmaktadir. Boylece (Q kaynaklarinin etkilerini



gozardi ederek), x =a ve x =b arasinda 1s1 enerjisi azalmalidir ki bu da (1.6)’daki eksi

isaretiyle sonuglanir.

Sicaklik ve ozgiil 1s1. Malzemeleri genellikle, termal yogunluklariyla degil de

u(x,t) = sicaklik

sicakhiklariyla ifade ederiz. Sicaklik ve termal enerji kavramlarmi ayirdetmek, her
zaman i¢in 6nemsiz gibi goriinse de Oyle degildir. Ancak 1700°1i yillarin ortalarinda
kullanilmaya baglanan dogru deney diizeneklerinin varligi, iki farkli malzemenin
sicakligint belli bir degerden daha biiyiik bir degere yiikseltmek i¢in farkli miktarlarda
termal enerji gerekebilecegini fizik¢ilerin anlamasini saglamisti. Bu durum, 6zgiil 1sinin

(ya da 1s1 s1gas1) tanimlanmasi gerekliligini ortaya koymustur:

0zgiil 1s1 (belli bir maddenin sicakligini bir birim
¢ = arttirabilmek icin saglanmasi gereken termal
enerji).

Genelde, deneylere (ve yaptigimiz tanima) gore, bir malzemenin 6zgil 1s1s1 ¢, u
sicakligina baghdir. Ornegin, bir maddenin birim kiitlesinin sicakligin1 0°C’den 1°C’ye
¢ikarmak i¢in gereken termal enerji, ayn1 maddeyi 85°C’den 86°C’ye ¢ikarmak igin
gereken termal enerjiden farkli olabilir. Ozgiil 1smin sicakliga bagh oldugu 1s1 akist
problemleri matematiksel olarak olduk¢a karmasiktir. Sinirlanmis  sicaklik
araliklarinda, 6zgil 1s1 ¢cogunlukla yaklagik olarak sicakliktan bagimsizdir. Bununla
birlikte, deneyler, farkli malzemelerin 1sinmasi i¢in farkli miktarda termal enerji
gerektigini  gdstermektedir. Bir-boyutlu c¢ubugumuzun bilesiminin bir konumdan
digerine degisebilecegi durumlardaki dogru denklemi formiile etmek istedigimiz igin,
0zgil 151 x’e bagl olacaktir, yani c=c(x) olacaktir. Bir¢ok problemde ¢ubuk sadece bir
malzemeden yapilmis olarak karsimiza cikar; bu durumda, ¢ 6zgiil 1si1sinin sabit

olmasina izin verecegiz.



Termal enerji. ince bir dilimdeki termal enerji e(x,t)4Ax dir. Bununla birlikte, termal
enerji, 0° referans sicakligindan u(x,7) gergek sicakligina yiikselmek igin gereken enerji

olarak da tanimlanir. Ozgiil 1s1 sicakliktan bagimsiz oldugundan, birim kiitle basina 1s1

enerjisi yalnizca c(x)u(x,t) olur. Bu durumda, p(x) Kkiitle yogunlugunu tanitmamiz

gerekir:

p(x)= kiitle yogunlugu (birim hacim bagina kiitle)

olup, ¢ubugun bilesiminin muhtemelen diizglin olmayan malzemeden olustugunu
diisiinerek, kiitle yogunlugunun x e bagli olmasina izin veriyoruz. Ince dilimin toplam

kiitlesi pAAx olur. Bu nedenle, herhangi bir ince dilimdeki toplam termal enerji

c(x)u(x,t)- pAAx olur. Boylece
e(x,t)AAx = c(x)u(x,t)- pAAx

yazilabilir. Bu yolla, termal enerji ile sicaklik arasindaki temel iliskiyi agiklamis olduk:

e(x,t) =c(x)p(x)u(x,t). (1.7)

Diger bir deyisle, birim hacim bagina termal enerji; birim kiitle ve birim derece basina
termal enerji “carp1” sicaklik “carp1” kiitle yogunluguna (birim hacim bagina diisen
kiitleye) esittir. (1.7) kullanilarak termal enerji yogunlugundan kurtulduktan sonra, (1.4)

ya da (1.6) termal enerji korunumu su hale dontisiir:

1%} oD
PR == +0. (18)

Fourier kanunu. Genellikle, (1.8) denklemi iki bilinmeyenli bir denklemdir:
u(x,t) sicakligt ve ®(x,t) 1s1 akist (birim zamanda birim ylizey alanindan akis). Is1
enerjisi nasil ve neden akar? Diger bir deyisle, 1s1 enerjisi akisinin sicaklik tizerindeki
etkisi konusunda bir ifadeye ihtiyacimiz bulunmaktadir. Oncelikle, 1s1 akis1 konusunda

hepimizin bildigi birkag nitel 6zelligi 6zetleyelim:



1. Eger bir bolgede sicaklik sabitse, hi¢bir 1s1 enerjisi akis1 olmaz.

2. Eger sicaklik farkliliklar1 varsa, 1s1 enerjisi, sicak bolgeden soguk bolgeye dogru
akar.

3. Sicaklik farkliliklar1 yiikseldik¢e (ayn1 malzeme igin), 1s1 enerjisinin akis1 da
biiyiir.

4. Is1 enerji akisi, ayni sicaklik farklari olsa bile, farkli malzemeler i¢in farklidir.

Fourier (1768-1830) bu dort maddeyi tanimladi ve su formiille 6zetledi (bir¢ok deney

de dahil olmak {izere),

@Z_Koﬁ_u. (1.9)

Bu denklem Fourier’in 1s1 iletim kanunu olarak bilinir. Buradaki ou/ox sicakligin
tirevi olup; (sabit ¢ i¢in x’in bir fonksiyonu olarak) sicakligin egimidir ve (birim
uzunluk basina) sicaklik farklarini temsil eder. (1.9) denklemi, 1s1 akisinin sicaklik
farkina (birim uzunluk bagina) orantili oldugunu ifade eder. Eger x arttik¢a u da
artiyorsa (yani, saga dogru gittikge sicaklik artiyor, ou/0x>0), o zaman (6zellik 2)

biliriz ki, 1s1 enerjisi sola dogru akar. Bu durum, (1.9)’daki eksi isaretini agiklar.

K, ile gosterilen orantililik katsayis1 malzemenin 1s1 iletebilme yetenegini dlcer ve
termal iletkenlik olarak adlandirilir. Deneyler gostermektedir ki, farkli malzemeler
1sty1 farkli bicimde iletirler; K, degeri malzemeye baghdir. K, biiyiidiikce, ayni
sicaklik farki icin, 1s1 enerjisinin akisi da artar. K, degeri kiigiik olan bir malzeme, zayif
bir 1s1 ileticisidir (ve ev yalitimi i¢in idealdir). Farkli malzemelerden olusan bir ¢ubuk
icin K,, x’in bir fonksiyonudur. Dahasi, deneylerin gosterdigine gore, birgok
malzemenin 1s1 iletim yetenegi sicakliga gore de degisir: K, = K (x,u) dur. Yine de,
aynen 6zgiil 1s1da (c) oldugu gibi, sicakliga olan bu bagimlilik belli baz1 problemler i¢in
onemli degildir. Bu nedenle, bundan sonra, termal iletkenligin ( K,) yalmzca x’e bagl
oldugunu yani K, =K (x) kabul edecegiz. Fakat, genellikle, K, in sabit oldugu

diizglin ¢ubuklari inceleyecegiz.



Is1 denklemi. Eger (1.9) Fourier kanunu, (1.8) 1s1 enerjisi korunumu denklemine

konulursa, bir kismi diferensiyel denklem ortaya ¢ikar:

C =
ot Ox

pa—”—i(KO%}Q (1.10)
ox

Genellikle Q 1s1 enerjisi kaynaklarinin verilmis (belli) ve tek bilinmeyenin u(x,?)
sicakligr oldugunu diisiiniiriiz. ¢, p, K, termal katsayilariin hepsi malzemeye baglidir

ve bu nedenle x’in fonksiyonu olabilirler. Diizgiin (uniform) ¢ubuk durumunda ise, ki

bu durumda c,p,K, sabittir, (1.10) kismi diferensiyel denklemi asagidaki sekle

dontstir:

8_u B o0u

=K,—+0.
Py Kiga e

Ayrica eger kaynak da yoksa (Q =0), o zaman her iki tarafi da cp ile bolersek, kismi

diferensiyel denklem

ou _kﬁzu

—=k— 1.1
ot ox’ ( )

haline gelir. Buradaki termal yayilma (%),

olarak verilir ve termal iletkenligin 6zgiil 1s1 ve kiitle yogunluguna bdliimii olarak ifade
edilir. (1.11) denklemine sik sik 1s1 denklemi adi verilir. Kaynaklarin yokluguna ve
sabit termal oOzelliklere karsilik gelir. Eger baslangigta termal enerji tek bir yere
toplanmis durumdaysa, (1.11) denklemi, 1s1 enerjisinin nasil yayildigin1 tanimlar, bu
fiziksel siirece yaymim (difiizyon) denir. Sicakligin yanisira diger fiziksel nicelikler de,
yine (1.11) kismi diferensiyel denklemini saglayarak, yaklasik ayni sekilde piiriizsiizce

kaybolurlar. Bu nedenle, (1.11) denklemine ayni1 zamanda yaymnim denklemi de denir.
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Ornegin, kimyasallarin (6rnegin parfiim ve kirleticilerin) yogunlasma u(x,¢) ’si belli

bir-boyutlu durumlarda (1.10) yayimim denklemini saglar.

Baslangic Kosulu. Is1 enerjisinin akisini tanimlayan (1.10) ve (1.11) kismi tiirevli
denklemlerinde zamana gore birer tane tiirev ifadesi bulunmaktadir. Adi bir diferensiyel
denklemin tek bir tiirevinin bulundugundaki baslangi¢ deger problemi, tek baslangi¢
kosullu diferensiyel denklemi ¢cozmekten ibarettir. Bir pargacigin x konumunu agiklayan
Newton’un hareket kanunu, ikinci mertebeden bir adi diferensiyel denklem verir:
md’>x/dt* = kuvvetler . Bu ikinci basamak tiirevler igerir. Baslangi¢ deger problemi, iki
baslangi¢ kosullu (x baslangic konumu ve dx/dt baslangi¢ hizi) diferensiyel denklemi
cozmekten ibarettir. Bu bilgileri (kuvvet bilgileri de dahil) kullanarak ve diferensiyel
denklemi baslangi¢ kosullar1 igin ¢ozerek, bir parcacigin x yoOniindeki sonraki
hareketlerini tahmin edebiliriz. Kendi kismi tiirevli denklemimiz i¢in de ayni siireci
izlemek, yani gelecekteki sicakligini tahmin etmek istiyoruz. Is1 denkleminde tek zaman
tirevi bulundugundan, elimizde tek bir baslangi¢c kosulu (BK) (genellikle #=0
zamaninda verilir), yani baglangi¢ sicakligi olmalidir. Baglangi¢ sicaklig sabit olmayip,

x’e bagli olabilir. Bu nedenle, elimizde su baslangi¢ sicaklik dagilimi1 olmalidir:

u(x,0)= f(x).

Sonraki sicakligi tahmin etmek i¢in bu yeterli bir bilgi midir? Baslangic sicakligi
dagiliminmi ve sicakligin (1.10) veya (1.11) kismi tiirevli denklemlerine gore degistigini
biliyoruz. Buna karsilik, x=0ve x =L smirlarinda neler oldugunu bilmemiz gerekir.
Bu bilgi olmadan, gelecegi tahmin edemeyiz. Genellikle, her bir ucta bir kosul olmak
tizere, (1.10) veya (1.11) denklemlerindeki ikinci uzaysal tiirevlere karsilik gelen iki

kosula gerek vardir.

1.3 Sinir Kosullar

(1.10) ya da (1.11) 1s1 denklemini ¢6zerken, cubugun her bir ucu igin bir simir kosulu
gereklidir. Uygun kosul, her bir ucu etkisi altinda bulunduran fiziksel mekanizmaya

baglidir. Cogunlukla, sinirdaki kosul, cubugun hem i¢indeki hem disindaki malzemelere
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baghdir. Dis ortamin bilindigini ve ¢ubugun fazla etkisi altinda olmadigin1 kabul

edecegiz.

Onceden bilinen sicakhk. Belli durumlarda, cubugun ucundaki (6rnegin x =0 daki)
sicakligina, dnceden verilen bir

u(0,1) =1, (1) (1.12)

sicakligr ile yaklasilabilir. Burada, u,(¢#), ¢ubugun temas halinde oldugu akiskan

ortamin sicakligidir.

Yahtilmis smnir. Diger durumlarda, sicaklik yerine smirda 1s1 akisini vermek

miimkiindiir, yani

1.13
—KO(O>Z—Z(0, ) = (1) (1.19)

verilebilir. Burada, ®(¢)bilinmektedir. Bu, birinci tiirev (0u/0x) igin x =0 noktasinda
bir kosul belirtmekle esdegerdir. x=0 da egim verilir. (1.13) denkleminin integrali
alnamaz, ¢iinkii sadece tek bir x noktasindaki egim degeri bilinmektedir. Onceden
verilen 1s1 akist siir kosulu icin en basit 6rnek, bir ucun miikemmel sekilde yalitilmis
(bazen “miikemmel” ifadesini gozardi ederiz) oldugu durumdur. Bu durumda, sinirda
herhangi bir 1s1 akis1 yoktur. Eger x =0 ucu yalitilmis ise,

ou . (1.14)
—, (0.0=0.

Newton’un sogutma kanunu. Bir-boyutlu bir cubugun, sinirda, hareket halindeki bir
akiskan (6rnegin hava) ile temas ettigini diisiinelim. Bu durumda, ne dnceden bilinen
sicaklik ne de dnceden bilinen 1s1 akist uygun olmayabilir. Ornegin, ¢ok sicak bir
cubugun, daha soguk olan hareketli hava ile temas ettigini hayal edelim. Is1, cubugu
terkederek havayi 1sitacaktir. Sonra da, hava, 1s1y1 uzaklara tasiyacaktir. Bu 1s1 transferi
stirecine tasinim denir. Yine de, cubuga yakin bolgelerde hava daha sicak olacaktir.

Fakat, bu karmasik bir problemdir; gercekte hava sicakligi cubuga olan mesafeye gore
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(ortam ve gubuk sicakliklari arasindaki degerlerde) degisecektir. lyi bir yaklasik ¢oziim
icin, deneyler gostermektedir ki, ¢ubugu terkeden 1s1 akisi, ¢ubuk ile verilen dis
sicakligin farkiyla orantilidir. Bu smir kosuluna Newton’un sogutma kanunu adi

verilir. Eger x =0 noktasinda bu gecerli ise,

—KO(O)Z—u(O, )= —H [u(0.0)~u, (1)] (1.15)
X

yazilabilir. Buradaki H orantililik sabitine 1s1 transferi katsayis1 (ya da tasimim
katsayis1) denir. Bu sinir kosulu, u ve Ou/0Ox’in lineer bir birlesimini igerir. ( (1.15)
kosulunun gecerli oldugu farkli bir durum i¢in Berg and Mc Gregor 1966). Orantililigin
isaretine dikkat etmeliyiz. Eger cubuk ortamdan daha sicak ise [yani u(0,7) > u,(¢)], o
zaman genelde 1s1 akist x=0 da ¢ubugun disina dogrudur. Yani, 1s1 sola dogru
akmaktadir; ve bu durumda 1s1 akisi negatiftir. (1.15)’deki eksi isaretini bu nedenle
ekledik (/>0 i¢in). u(0,¢) <u,(¢)oldugunu kabul etseydik yine ayni sonuca ulasirdik.
(1.15)’deki isaretleri anlamanin diger bir yolu, yine, u(0,¢)>u,(¢)oldugunu kabul
etmektir. x =0 noktasinin sag tarafinda sicaklik daha yliksektir ve saga dogru gittikce
sicakligin daha da artmasinmi bekleriz. Bu nedenle, x=0 da ou/0x pozitif olmalidir.

(1.15) denklemi, bu ifadelerle uyum icindedir. Aym sekilde, x=L deki sag ug

noktasinda Newton’un sogutma kanununun su sekilde oldugunu gosterebiliriz:

—KO(L)Z—Z(L,t) = H[u(L,t)—u, (t)] (1.16)

burada, u,(f), x =L noktasindaki dis sicakliktir. Sol smir kosulu (1.15) ile sag smir

kosulu (1.16) arasindaki 6nemli isaret degisikligini hemen fark edebiliriz.

Newton’un sogutma kanunundaki H katsayis1 deneysel olarak belirlenir. Hem ¢ubugun
ozelliklerine hem de akiskan ozelliklerine (akiskan hizi dahil) baglidir. Eger H katsayisi
kiiclikse, o zaman sinirdan c¢ok az 1s1 enerjisi gegiyor demektir. H — 0 limitinde,
Newton’un sogutma kanunu, yalitilmig sinir kosuluna yakinsar. H #0 i¢in yazilan
Newton sogutma kanununun, miikemmel sekilde yalitilmamis bir sinir1 temsil ettigini

diislinebiliriz. Eger H — oo ise, siir kosulu, u(0,7) =u,(¢) 6nceden bilinen baslangic

13



kosuluna yakinsar. Bu, (1.15) denklemini 6rnegin H ile bolerek en kolay sekilde

goriilebilir:

K0 du

o ax(O,t)=—[M(0,t)—ug(t)]

olup, boylece, H — oo limiti, hi¢ yalitilmamis duruma karsilik gelir.

Ozet. Ug farkli gesitte sinir kosulu tanimladik. Ornegin, x =0 noktasinda:

u(0,t) =u,(t) onceden bilinen sicaklik
-K, (O)Z—u (0,6) =D(¢) onceden bilinen 1s1 akis1
X
-K, (0)8_u (0,0) = —H [u(0,) —u, ()] Newton’un sogutma kanunu

ox
Newton’un sogutma kanunu i¢in gerekli olan isaret degisimine (—H yerine H ) dikkat
edersek, ayni kosullar x=L noktasinda da saglanabilir. Her bir sinirda bir sinir kosulu
bulunur. Her iki sinirin da ayni tiir smir kosulunu saglamasi gerekmez. Ornegin, x =0
ucunda
u(0,) =100—-25cos¢

salinim yapan sicaklik degeri verilirken, x =L ucunda
ou
—(L,t)=0
o (L,1)

yalitim kosulu verilebilir (Chan and Yuen 20019.
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2. DENGE SICAKLIGI DAGILIMI

2.1 Onceden Bilinen Sicakhk

Simdi, tipik bir basit 1s1 akis1 problemini formiile edelim. Termal katsayilar sabitse ve

termal enerji kaynaklar1 yoksa, bir-boyutlu 0 < x < L c¢ubugundaki u(x,?) sicakligi,

u_ 2 @)
Ot ox?

denklemini saglar. Bu kismi tiirevli denklemin ¢6ziimii,

u(x,0) = f(x) (2.2)
baslangi¢ kosulunu ve her bir ug i¢in bir sinir kosulunu saglamalidir. Ornegin, uglardaki

sicakligin

u(0,1) =T,(2)

(2.3)
u(L,t) =T,(?)

olarak verildigi bir durumda, her bir u¢ farkli ortamlarla temas halinde olabilir. Bir

amacimiz da, (2.1)-(2.3) ile belirlenen problemin ¢éziimiinii bulmaktir.

Denge sicakhigr dagilhimi. Kismi tiirevli denklemler i¢in bdyle bir baslangic ve sinir
deger problemi ¢6zmeye kalkismadan Once, adi diferensiyel denklemler i¢in konuyla
fiziksel olarak ilgili bir soruyu tartisalim. x=0 ve x=L noktalarindaki siir kosullarinin

kararh (yani zamandan bagimsiz) oldugunu varsayalim,
u(0,6)=1, ve u(L,t)=T,.

Buradaki 7; ve T, bilinen sabitlerdir. Bir denge ya da kararh-durum c¢o6ziimiini

zamana bagli olmayan bir sicaklik dagilimi1 olarak tanimlariz, yani wu(x,?)=u(x).
0/0t u(x)=0 oldugundan kismi tiirevli denklem k(0°u/0x*)=0 olur; fakat kismi

tiirevlere gerek yoktur, ve boylece
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d’u B

220 (2.4)
olur. Sinir kosullar1 ise

u(0)="T, (2.52)

u(L)=T, (2.5b)

olarak verilir. Kararli-durum hesaplamalarinda, baslangi¢c kosullar1 genellikle ihmal
edilir. (2.4) denklemi aslinda asir1 basit bir ikinci-mertebe diferensiyel denklemdir. Iki

kez integrali alinarak genel ¢oziimii bulunur. (2.4)’lin integrali alinirsa, du/dx=C,

bulunur. Ikinci kez integrali alinirsa

u(x)=Cx+C, (2.6)

elde edilir. (2.6), bir dogrunun genel denklemidir. Bdylece, (2.5) sinir kosullarindan
bulunabilir ki, denge sicakligi dagilimi, x=0’da T; ve x=L’de T, degerlerini alan bir
dogrudur (Sekil-2.1). Geometrik agidan, bu problem i¢in tek bir denge ¢oziimii vardir.

Cebirsel olarak,
uix)

T

x=0 x=1L

Sekil 2.1 Denge sicakligi dagilimi.

u(0)=17, ve u(L)=T, smir kosullarin1 uygulayarak bu C; ve C, rastgele sabitlerini

belirleyebiliriz:

u(0)=T7, ‘den T, =C, (2.7)

u(L)=T, ‘den T, =C,L+C,
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bulunur. (2.7) ¢oziilirse, C,=7, ve C,=(T,-T;)/L elde edilir. Boylece, bu sabit

sinir kosullarina sahip kararli-durum 1s1 denklemi i¢in tek denge ¢6ziimii,

L-T,

u(x)=T+ X (2.8)

seklinde bulunur.

Dengeye yaklasma. (2.5) kararli sinir kosularina sahip (2.1) ve (2.2) zamana-baglh
problem igin, u(x,t) sicaklik dagiliminin zaman i¢inde degismesini bekleriz; wu(x,t)
baslangigtaki f(x) dagilimina esit kalmayacaktir. Cok cok uzun siire beklersek, iki
ucun etkisinin baskin duruma gelecegini diislinebiliriz. Baslangi¢ kosullar1 genellikle
unutulur. En sonunda, siir kosullar1 zamandan bagimsiz oldugundan, sicakligin fiziksel

olarak denge sicaklig1 dagilimina yaklagsmasi beklenir:

L-T
L

limu(x,t)=u(x)=T + X. (2.9)

Yine de, eger kararli bir hale yaklagilmissa, denge problemi dogrudan dogruya

coziilerek daha kolay bir sekilde elde edilebilir.
2.2 Yahtilmus Simirlar

Kararli-durum hesaplamalarinin ikinci bir 6rnegi olarak, yine kaynak icermeyen ve sabit
termal Ozellikli bir-boyutlu bir ¢ubuk diisiinelim, fakat bu kez x=0 ve x=L’deki siirlar

yalitilmis olsun. Zamana-bagli problemin formiilasyonu

KTD: O _ 0 (2.10a)
ot ox’

(2.10b)
BK:  u(x,0)= f(x)

SK:  —(0,£)=0 (2.10c)

(2.10d)
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seklindedir.Denge problemi, 0/0t =0 yapilarak tiiretilir. Su an i¢in baslangi¢ kosulunu

gozard1 edersek, denge sicakligi dagilimi sunlar1 saglar:

ADD: du_ (2.112)
dx’
o (2.11b)
dx
SK: J
d—“(L)zo. (2.11c)
X
Yine, d’u/dx* =0 nin genel ¢dziimii herhangi bir dogrudur,
u=Cx+C,. (2.12)

Sinir kosulari, her iki ugtaki egimin sifir olmasin1 gerektirir. Geometrik agidan, yatay
(sifir egim) olan herhangi bir dogru (2.11)’1 saglar (Sekil 2.2°de gosterildigi gibi).
Coziim, herhangi bir sabit sicaklik degeridir. Cebirsel acidan, (2.12)’den,
du/dx = C,’dir ve her iki siir kosulu da C, =0 olmasim gerektirir. Boylece, herhangi
bir C, sabiti igin,

u(x)=C, (2.13)
bulunur. Birinci 6rnegin (her iki ucta sabitlenmis sicakliklar bulunan) aksine, burada tek
bir denge sicakligi yoktur. Yalitilmig siir kosullari i¢in, herhangi bir sabit sicaklik bir

denge sicaklig1 dagilimidir.

uix)

x=0 x=L

Sekil 2.2 Cesitli sabit denge sicakligr dagilimlari (yalitilmis uglar i¢in).

Bu nedenle, zamana-bagl baslangic degeri problemi i¢in,

limu(x,t)=C,
t—o©
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olmasini bekleriz; eger yeterince beklersek, uglar1 yalitilmis bir ¢ubuk sabit bir sicakliga
yaklasir. Bu, fiziksel agidan oldukga akla yatkindir. Yine de, ¢6ziimiin herhangi bir sabit
degere yaklagmasi anlamsizdir; yaklasilanin hangi sabit deger oldugunu bilmeliyiz. Bu
durumda, tek ¢Oziim bulunamamasi, baslangic kosulunun tamamen go6zardi
edilmesinden kaynaklanmistir. Genelde, denge ¢6ziimii bagslangic kosulunu
saglamayacaktir. Yine de, sabit dengenin 6zel ¢6zlimii, (2.10), zamana-bagli problemi
icin baslangi¢c kosulu kullanarak belirlenir. Her iki u¢ da yalitilmis oldugundan, toplam

termal enerji sabittir. Tiim c¢ubugun termal enerjisinin toplam korunumundan [bkz.

(1.5)],

d L ou ou
— | cpoudx=-K,—(0,t)+ K,—(L,¢ (2.14)
i .[0 P 0 8)6( ) 0 ax( )
elde edilir. Her iki u¢ da yalitilmis oldugundan,
jOL cpudx = sabit (2.15)

olur. (2.15)’in gerektirdigi seylerden birisi, baslangi¢c termal enerjisinin son (lim, )

termal enerjiye esit olmasidir. u(x,0)= f(x) oldugundan, baslangi¢ termal enerjisi

cp IOL f(x)dx’tir. Denge termal enerjisi ise, denge sicaklik dagilimi u(x,t) =C, sabiti
oldugundan, cp IOL C,dx = cpC,L olur. C; sabiti, bu iki ifadeyi sabit toplam termal enerji

icin esitlenerek belirlenir, cpJ.OL f(x)dx=cpC,L. C; icin ¢oziliirse, istenilen tek

kararli-hal ¢6ziimiiniin

u(x)=C, =% j: F(x)dx, (2.16)

yani baslangi¢ sicaklik dagilimmin ortalamasi olmasi gerekir. Baslangic kosulu

tamamen unutulmus degildir. Daha sonra, (2.10)’u saglayan bir u(x,¢) bulacagiz ve

limu(x,t) degerinin (2.16) ile verilecegini gdsterecegiz.
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3. ISI DENKLEMININ iKI VE UC BOYUTTA TURETILMESI

3.1 Giris

Kesim-1.2’de gosterdigimiz gibi, bir-boyutlu bir c¢ubuktaki 1s1 iletimi i¢in u(x,t)
sicakligi,
ou O ou
cp—=—| K,— |+
- Gx( 0 axj 0
denklemini saglar. Kaynaklarin bulunmadigi (Q =0) ve termal 6zelliklerin sabit oldugu

durumlarda, kismi tiirevli denklem

au_, o
ot ox*

sekline doniislir, burada k=K, /cp dur. Bu kismi tiirevli denklemleri iceren

problemleri ¢ozmeden Once, iki ya da {i¢ boyutlu uzaydaki 1s1 akisi problemlerine ait
kismi tiirevli denklemleri formiile edecegiz. Onemli farkliliklar ortaya ¢ikacak olmasina
ragmen, tliretme islemlerinin, bir-boyutlu problemlerde yapilanla benzer olacagini
gorecegiz. Yeni ve daha karmasik denklemler tiiretmeyi (daha basit olanlar1 ¢6zmeden
once) Onerecegiz ve boylece, KTD ¢oziim tekniklerini tartisirken, iizerinde

calisabilecegimiz bir¢ok 6rnek verecegiz.

Is1 enerjisi. Herhangi bir R alt-bolgesini diislinerek tiiretme islemlerimize basliyoruz
(bkz. Sekil 3.1). Bir-boyutlu durumda oldugu gibi, 1s1 enerjisinin korunumu su ifadelerle

verilir:

181 enerjisinin birim zamanda birim zamanda
zamana gore = sinirlardan gecen1s1  +  igeride iiretilen 1s1
degisim hiz1 enerjisi enerjisi.
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Sekil 3.1 Ug-boyutlu R altbdlgesi.

Burada, Kesim-1.2’de kullanilan bir-boyutlu integrale karsilik, herhangi bir R altbolgesi

icindeki 1s1 enerjisi

181 enerjisi = Hj cpoudV
R

olarak verilir.

Is1 akis1 vektorii ve normal vektorler. Is1 enerjisinin akisi i¢in bir ifadeye ihtiyacimiz

vardir. Bir-boyutlu bir problemde ¢ 1s1 akis1 saga dogru olarak tanimlanir (¢ < 0 ise

sola dogru akis vardir). Ug-boyutlu bir problemde ise 1s1 (yalnizca saga ya da sola degil)

herhangi bir yonde akiyordur ve bu nedenle 1s1 akist ¢ vektorii ile verilir. ¢

bliytlikligl, birim zamanda birim yiizey alanindan gecen 1s1 enerjisi miktaridir. Yine de,
151 enerjisinin korunumu diisiiniiliirse, 6nemli olan yalnizca birim zamanda sirlardan
gecen 1sidir. Sekil 3.2°deki 4 noktasinda oldugu gibi, eger akis sinira paralel ise, o
zaman o noktada sinir1 gegen 1s1 enerjisi yoktur. Gergekte, katki yapan sadece 1s1
akisinin normal bilesenidir (Sekil 3.2’deki B noktasiyla belirtildigi gibi). Herhangi bir
noktada iki adet normal vektér bulunur: igeri dogru bir normal ve disari dogru bir n
normali. Uzlagi olarak, yalnizca n disari-yénelmis birim normal vektor kullanacagiz

(" isareti birim vektor oldugunu gostermektedir).

Sekil 3.2 Is1 akis1 vektoriiniin disari-yonelmis normal bileseni.

Is1 enerjisinin korunumu. Her bir noktada, birim zamanda birim yiizey alan1 bagina R
bolgesinden disar: akan 1s1 enerjisi miktari, 1s1 akisi vektoriiniin normal bilesenidir.

Sekil-3.2’deki B noktasinda, 1s1 akigt vektorliniin - dig-yonlii normal bileseni
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|¢| cosH:¢-n/|n| =¢-n olur. Eger ¢ 1s1 akist igeri dogru yonelmis olursa, ¢-n<0
olur ve 1s1 enerjisinin disar1 dogru akisi negatiftir. Birim zamanda R digina akan toplam

181 enerjisini hesaplamak i¢in, ¢-n terimini dS diferensiyel yiizey alani ile ¢arpmali ve
R bolgesini kapsayan tiim yiizey tizerinde “toplamaliyiz”. Bu, (Bazen ¢-n ifadesi
yerine, ¢’ nin dig-yonlii normal bileseni anlaminda ¢ ifadesi kullanilir.) ﬂqﬁ-ﬁdb‘

kapal1 yiizey integrali ile gosterilir. Bu integral, R bolgesini (birim zamanda) terk eden
1s1 enerjisi miktaridir ve (eger pozitifse) R igindeki toplam 1s1 enerjisinin azalmasini

gerektirir. Birim hacim bagina iiretilen 1s1 enerjisi hizi Q ise, birim zamanda {iretilen

toplam 1s1 enerjisi HdeV olur. Sonugta, lic-boyutlu rastgele bir R bdlgesi igin 1s1
R

enerjisi korunumu denklemi,

j_twcpmyz_ﬂ¢-fﬂ5+wcgw (3.1)

seklinde olur.

Divergens teoremi. Bir boyut i¢in integral korunum kanunundan bir kismi tiirev iliski

tiiretmemizin bir yolu,

da)-gcb) = “Las
a 0ox

olduguna dikkat etmekti. Yani, bir-boyutlu problem i¢in, sinirlardan gegen akis, tim
bolge lizerinde alinan bir integral olarak ifade edilebilir. Divergens teoreminin de {i¢

degiskenli fonksiyonlar i¢in benzer bir silire¢ oldugunu iddia ediyoruz. Divergens
teoremi, (A, A, ve A bilesenlerine sahip; yani, A = Axi+ij+Azﬁ) bir A vektorii

ile ilgilenir ve A’nin divergensi,

VDAEQAX +£Ay +3A

(3.2)
ox oy 0z

z

22



seklinde verilir. Bir vektoriin divergensi skalerdir. Divergens teoremi sunu ifade eder:
Siirekli ve tiirevi alinabilen herhangi bir A vektoriiniin divergensinin hacim
iizerindeki integrali, A’nmin dis-yonlii normal bileseninin kapal yiizey iizerindeki

integraline esittir, yani
j j j VIAdV = gj AThdS (3.3)
R

seklindedir. Bu ayn1 zamanda Gauss teoremi olarak da bilinir. Baz1 yiizey integrallerini
hacim integralleriyle (ya da tersi) iliskilendirmek i¢in kullanilabilir. Bir-boyutlu temel

teorem tiim {i¢ boyut i¢in de tekrarlanarak bu tiiretme yapilabilir.

Divergens teoreminin 1s1 akisina uygulanmasi.  Ozellikle, birim zamanda sinirdan
gecen 1s1 enerjisine karsilik gelen (3.1) 1s1 enerjisi korunumunda ortaya c¢ikan kapali
yiizey integrali, (3.3) divergens teoremine gore bir hacim integrali olarak yazilabilir. Bu

durumda, (3.1) denklemi

j_tjﬂ cpudV = _Iﬂ Vi +IIJJ Qv (3.4)

haline doniisiir. E§er zaman tiirevi bir kismi tiireve doniistiiriiliirse, (3.4)’teki zaman
tiirevi integralin i¢ine kaydirilabilir (¢linkii R uzayda sabittir). Boylece, (3.4)’teki tlim
integraller ayn1 hacim {izerinde alinan hacim integrallerine doniisiir ve tek bir integral

altinda toplanabilirler:

IIf| o St-vip-a i <o 39

Biitiin R bolgeleri i¢in bu integral sifir oldugundan, integralin i¢indeki ifade de sifir

olmalidir (bir-boyutlu integrallerde oldugu gibi):

ou

cp py +VIP-0Q=0
ya da esdeger sekilde,
ou
cpgz—VEw+Q (3.6)
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denklemi elde edilir. (3.6) denklemi bir-boyutlu durum igin (1.4) denklemine indirgenir.

Fourier’in 1s1 iletim kanunu. Fourier kanununa gore yapilan deneylerden alinan
sonuglara gore, bir-boyutlu problemlerde, 1s1 akisi, sicakligin tiireviyle orantilidir,

¢ =—K,0u/0x. Eksi isareti, termal enerjinin sicaktan sogufa dogru akmasindan
dolayidir. u/éx, birim uzunluk basina sicakliktaki degisimdir. Ug boyutta da aym

diisiinceler gecerlidir. ¢ 1s1 akis1 vektoriiniin Vu= G_u; +8_u3 + ou k| sicaklik
ox oy oz

gradyentine orantili oldugunu, yani

S— K.V (3.7)

oldugunu biliyoruz. Bu ifade Fourier’in 1s1 iletim kanunu olarak bilinir. Buradaki K

termal iletkenliktir. Bu nedenle, ou/0Ox, ii¢ boyut i¢in Vu ’ya doniisiir.

Is1 denklemi. (3.7) 1s1 akis1 vektorii (3.6) 1s1 enerjisinin korunumu denklemine

konulursa, sicaklik igin,

cpz—L;=V[(KOVu)+Q (3.8)

seklinde bir kismi tiirevli denklem elde edilir. Is1 enerjisi kaynagi bulunmayan (Q =0)

ve termal katsayilarin sabit oldugu durumlarda, (3.8) denklemi,

ou
E;—kVHVW (3.9)

haline doniisiir. Buradaki k = K,/cp yine termal yayilmadir. Tanimlara gore, #’nun

gradyentinin divergensi,
v =2, 2%, 2 &)
ox\ox) oy\oy) 0z\ oz

(3.10)
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ou o'u ou _,
~t+t—S+t—5=Vu
ox~ oy Oz

seklindedir. V’u ifadesi, #’nun Laplasyeni olarak tanimlanir. Bdylece,

M _ v (3.11)
ot

denklemi elde edilir. (3.11) denklemi ii¢ boyutlu uzayda 1s1 ya da yaymim denklemi

olarak bilinir. V’u notasyonu sik stk V (del) operatdriiniin roliinii vurgulamak igin

kullanilir:

Vu , u iizerinde islem goren V ’dir; V[ Aise, del’in A ile vektorel nokta ¢arpimidir.

Dahas1, V’u del operatdriiniin kendisiyle nokta carpimudar:

vw:ﬁ(i},i 9 +ﬁ(ﬁj
ox\ox) oy\ody) 0z\oz

ve u iizerinde islem goriir, bu nedenle del kare (V*) notasyonu ile belirtilmistir (Bender
and Orsag 1978).

3.2 Baslangic Simir Degeri Problemi

(3.8) ve (3.11)’e ek olarak, sicaklik belirli bir baglangi¢c dagilimini saglar:
u(x,y,2,0)= f(x,,2).

Sicaklik, ayni zamanda, ilgilenilen bolgeyi sarmalayan yiizeyin iizerindeki her bir
noktada bir simir kosulunu da saglar. Siir kosulu cesitli tiplerde olabilir (bir-boyutlu
problemde oldugu gibi). Sicaklik, sinir iizerinde heryerde,

u(x,y,z,t) =T(x,y,z,1)

seklinde verilebilir. Burada, 7, sinirin her bir noktasinda #'nin bir fonksiyonudur.

Sinirdan gegen akisin Onceden bilinmesi de miimkiindiir. Cogunlukla, sinir (ya da
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siirin bir pargasi) yalitilmig olabilir. Bu sinirin, o kismindan 1s1 akisi olmaz. Is1 akisi
vektorii —K,Vu oldugundan, disar1 akan 1s1, 1s1 akis1 vektoriintin dig-yonlii birim normal
bileseni olacaktir: —K Vulh. Buradaki n, simir yiizeyinin birim dis-yonlii normalidir.
Boylece, yalitilmis bir yiizeyde,

Vulnn =0

olur. Vuln ifadesi, u’'nun dis normal yoniindeki yonsel tiirevidir. Ayn1 zamanda,
normal tiirevi olarak da adlandirilir. (Bazen ou/on yazimi kullanilir. Buna karsilik,
Ou/on’yi hesaplamak ig¢in, Vu ve n vektorlerinin nokta ¢arpimi (Vuli ) hesaplanir;

bu nedenle, biz ou/0on yazimi kullanmayacagiz.)

Newton’un sogutma kanunu siklikla sinirdaki daha gerceke¢i bir kosuldur. Birim
zamanda birim yiizey alanindan disar1 akan 1s1 enerjisinin, yiizeydeki u sicakligi ile
yizey disindaki wu, sicaklifi arasindaki farkla orantili oldugunu ifade eder. Eger

Newton’un sogutma kanununun gegerli oldugunu diisiiniirsek, o zaman sinirda,

—KOVu[ﬁ=H(u—ub) (312)

olur. Genellikle orantililik sabiti / >0’dir ve u >u, oldugundan, 1s1 enerjisinin disari
akacagl ve —K Vulh ifadesinin sifirdan biiyiik ¢ikacagi beklenir. (3.12) denklemi, bir-
boyutlu problemler i¢in yazilan Newton’un sogutma kanununun iki bi¢imini dogrular.

Ozellikle, x=0 noktasinda, n =i ve (3.12)’nin sol tarafi K,0u/ox olur; x=L’de ise,

A=i ve (3.12)’nin sol tarafi —K ou/0x olur [bkz. (1.15) ve (1.16)].

Kararh durum. Eger sinir kosullar1 ve varolan termal enerji kaynaklar1 zamandan

bagimsizsa,

0=VI(K,Vu)+0

1s1 denklemi i¢in verilmis olan, kararli sinir kosulunu saglayan kararli-durum ¢oziimleri

bulunmas1 miimkiindiir. Birden fazla uzaysal boyut isin i¢inde oldugu zaman, u(x,y,z)

denge sicakligi dagilimi bir kismi diferensiyel denklemi saglar. Sabit termal 6zellikler

olmas1 durumunda, denge sicakligi dagilimi,
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Vi = — 0 (3.13)
KO

denklemini saglar ve bu denklem Poisson denklemi olarak bilinir.

Ek olarak eger kaynak da yoksa (Q =0),

V-0 (3.14)

yani, sicaklik dagiliminin Laplasyeni sifirdir. (3.14) denklemi ayni zamanda Laplace
denklemi olarak bilinir. Kaynaklarin bulunmadig1 durumda yercekimsel ve elektrostatik
potansiyeller de (3.14)’1i sagladigindan, (3.14) denklemi potansiyel denklemi olarak da

bilinir.
3.3 iki-boyutlu Problemler

Sicakligin sadece x, y ve f'ye bagli oldugu bir geometriye sahipsek, iic-boyutlu
problemler iizerindeki nceki tiim diisiincelerimiz yine gegerlidir. Ornegin, iki boyutlu
(x ve y) i¢in ve kaynaksiz dengeli 1s1 akisina (ve sabit termal Ozelliklere) denk gelen

Laplace denklemi,

*u  Ou
- 4 =
ox> oy’
seklindedir, ciinkii 0°u/0z> =0’dir. iki-boyutlu sonuglar, iki boyuttaki temel ilkeleri

Viu= 0

kullanarak dogrudan (iig-boyutlu problemlerin limitini almaksizin) tiiretilebilir. Yine de,
sonuglar1 kolayca gorebiliriz. Bir hacim integrali (J..[ '[R --dV ) her gorlindiigiinde, tiim
iki-boyutlu diizlem bolgesi iizerinde alinan bir yiizey integrali ( j jR--dS) ile
degistirilmelidir. Benzer, lic-boyutlu problemler igin smir katkisi olan kapali yiizey
integrali [ﬂ- --dS , iki-boyutlu diizlem yiizeyinin sinir1 iizerinde alinan kapali ¢izgi
integrali m--dr ile degistirilmelidir. Bu sonuclara ulagsmak zor degildir, ¢linkii iic

boyuttaki divergens teoremi

j j j VIAdY = [ﬂ AhdS (3.13)
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iki boyut i¢in de gegerlidir ve
j j VIAdS :[]jAEﬁdr (3.16)
R
seklinde elde edilir. Bazen (3.16) denklemi Green teoremi olarak adlandirilir; fakat biz,
iki-boyutlu divergens teoremi olarak adlandirmayi tercih ediyoruz. Bdylece bizim
bilmemiz gereken yalnizca (3.15) denklemidir; iki-boyutlu bi¢imine doniistiirmek icin

valnizca integral isaretlerinin sayist degistirilir.

Kutupsal ve silindirik koordinatlar. Laplasyen, yani

’u d*u Ou

2, _
ViR Ty e (3.17)

1s1 denklemi (3.11) i¢in, 1s1 denkleminin kararli-durum bi¢imi (3.14) i¢in ve bilim ve
miithendislikteki diger baslica problemler i¢in 6nemlidir. Yukarida yazildig1 sekliyle
(3.17) denklemi, en c¢ok, arastirilan bolgenin geometrisinin dikdortgen ya da
dikdortgensel kutu oldugu durumlarda ise yarar. Diger koordinat sistemleri de siklikla
kullanilir. Uygulamalarda, Laplasyeni uygun koordinat sisteminde ifade edebilen

formiillere ihtiya¢ duyulabilir. Radyal uzakligin » ve ag¢inin 4 oldugu dairesel silindirik

koordinat
x=rcos6
y=rsiné (3.18)
z=z

icin Laplasyen ,

Vu

(3.19)

r +
ror\ or r* 00> 0z*

18( auj 1 °u ou
= —_—— RN +_ -

elde edilir. Hatalar1 en aza indirmek i¢in, Laplasyendeki her terimin, iki uzaysal boyuta
boliinmiis olan u’nun boyutuna sahip olduguna dikkat edilmelidir. (Aynen (3.17)
kartezyen koordinatlarinda oldugu gibi). 8 radyan cinsinden 6lgiildiigii ve bu nedenle
boyutsuz oldugu i¢in, 6°u /06" terimininin 7 ile béliinecegini hatirlamamiza yardimei

olur. Kutupsal koordinatlarda (kutupsal koordinat deyince z’nin sabit, genellikle z=0,
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oldugu iki-boyutlu koordinati kastediyoruz), z’den bagimsiz oldugumuz i¢in, Laplasyen
ile 0’u/0z>=0 olan (3.19) denklemi ayn1 hale gelir. Degisken degistirmek igin

uygulanan kismi tiirev zincir kuralin1 kullanarak denklem (3.19) bulunabilir.

Bazi fiziksel durumlarda, sicakligin, € kutup agisindan bagimsiz oldugu bilinmektedir:

2
Vu =13(r8—”j+8—‘2‘ (3.20)
ror\ or 0z

Bu durumda sicakligin dairesel ya da eksenel olarak simetrik oldugu sdylenir (Berg

and Mc Gregor 1966).
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4. DEGISKENLERIN AYRILMASI YONTEMI

4.1 Giris

Boliim 1°de, fiziksel ilkeleri kullanarak, 1s1 denklemi ve buna karsilik gelen baglangic
ve simir kosullar i¢in bir anlayis gelistirdik. Simdi kismi tiirevli denklemler igeren
birkag¢ tipik problemin matematiksel ¢Oziimiinli aramak i¢in haziriz. Degiskenlerin
ayrilmas1 adi verilen bir teknik kullanacagiz. Problem ¢6zme teknikleri iizerine
yogunlasacagiz, fakat ayni zamanda teknigi nasil yanlis kullanmayacagimizi da

anlamaliyiz.

Gorelice basit fakat tipik bir 1s1 iletim denklemi problemi, tiim termal katsayilarin sabit

oldugu bir-boyutlu gubuktur (0 < x < L ). Boylece, ¢ozlilmesi gereken KTD:

g t t>0
ou_yOu Oxt) > (4.1)
ot Ox cp O<x<lL,
su baslangi¢ kosuluna:
u(x,0)= f(x), O<x<L (4.2)
ve iki adet siir kosuluna sahiptir. Ornegin, gubugun her iki ucu da énceden bilinen
sicakliklara sahipse, o zaman
0,))=T(t
u(0,1) =T,(t) 50 (4.3)

u(L,t) =T,(t)

olur. Degiskenlerin ayrilmasi yontemi, kismi tiirevli denklemlerin ve sinir kosullarinin
lineer ve homogen oldugu durumlarda kullanilir; bu kavramlari simdi agiklayacagiz

(Tairal988).

4.2 Lineerlik

Adi diferensiyel denklemlerde oldugu gibi, lineerlik kavrami bizim i¢in ¢ok onemli
olacaktir. Bir L lineer operatorii, tanimindan dolayi, herhangi iki u; ve u, fonksiyonu

icin su denklemi saglar:
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L(cu, +cyu,) =c,L(u,)+c,L(u,) (4.4)

Buradaki c; ve c; rastgele sabitlerdir. 0/0t ve 0*/0x” tipik lineer operatdr 6rnekleridir,

clinkii (4.4)’1 saglar:

é(cu +cu,)=c %+c oy
8t 171 2772 1 8t 2 82‘
0’ o’u, o’u,

—(cu, +cu,)=¢c,—-+c,—=.
2(11 Uy 1 A2 2 2
Oox Oox Oox

Lineer operatdrlerin herhangi bir lineer birlesimi de bir lineer operatordiir. Boylece, 1s1

operatorii

0 o

ot ox’
ayni zamanda bir lineer operatdr olur. u i¢in yazilacak bir lineer denklem,
L(u)=f (4.5)

bi¢imindedir. Buradaki L bir lineer operatordiir ve f bilinmektedir. Kismi tiirevii lineer

denklem O6rnekleri:

ou  ou (4.6a)
Ak 28y fnt
PG
ou 0u 4.6b
=k ranut f(x) (4.6b)
du du_
ox> oy’ (4.6¢)
ou Ou
—=—+4 ’f . 46d
o o T (4.6d)

Kismi tiirevli Lineer olmayan denklem 6rnekleri:

ou ou

or g Tamiu (4.6¢)
ou ou Ou

E'Hla:g' (4.6f)
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u ve uou/ox terimleri lineer degildir; (4.4)’ii saglamazlar. Eger f =0 ise, (4.5) suna
dontigiir: L(u)=0, ve lineer homogen denklem adini alir. Lineer homogen kismi

tiirevli denklemlerine 6rnek olarak, 1s1 denklemi

ou_ Ou_, (4.7)
ot ox’
ve (4.6c) ile (4.6d) denklemleri verilebilir. (4.4)’den, (c;=c,=0 alinarak) L(0)=0
bulunur. Bu nedenle, #=0, her zaman i¢in lineer homogen denklemin bir ¢oziimiidiir.
Ornegin, u=0, (4.7) 1s1 denklemini saglar. #=0’a, bir lineer homogen denklemin agsikar
¢Ozlimii denir. Bir denklemin homogen olup olmadigini anlamanin en kolay yolu, u
fonksiyonunu sifira denklemektir. Eger u =0 bir lineer denklemi sagliyorsa, o zaman

f =0 olmalidir ve bu nedenle lineer denklem homogen olur. Aksi taktirde, denklemin

homogen olmadigi sdylenir (6rnegin (4.6a) ve (4.6b)).

Lineer operatorlerin (4.4) temel 6zelligi, asagida belirtildigi sekilde, lineer denklemlerin

¢Oziimlerinin birbirine eklenmesine izin verir:

Ust Uste Ekleme(superpozisyon) Tlkesi
Eger u; ve u, bir lineer homogen denklemi sagliyorsa, o zaman bunlarin herhangi bir
lineer birlesimi (c;u;+c,u;) de ayni lineer homogen denklemi saglar.

Bunun kanitlanmasi, lineer operatdriin tanimima baghdir. u; ve wu,’nin, bir lineer
homogen denklemine ait iki ¢6ziim oldugunu diisiinelim. Boylece, L(u;)=0 ve L(u;)=0
olur. Simdi, L(c,;u;+cu3)’yi hesaplayalim. Lineer operator tanimindan,

L(cu, +cyu,)=cL(u)+c,L(u,)

seklindedir. u; ve u, homogen ¢oziimler oldugundan, L(cu, +c,u,) =0 olur. Bu,
c,u, +c,u, ’in L(u)=0 denklemini sagladig1 anlamina gelir (eger u; ve u, ayni lineer
homogen denklemi sagliyorsa).

Lineerlik ve homogenlik kavramlari, degiskenlerin belirli noktalarda hesaplandig

durumlar olan sinir kosullari i¢in de uygulanir. Lineer sinir kosullari i¢in 6rnekler:

u(0,1) = f(9) (4.8a)
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ou
g(L,t) =g(?) (4.8b)

a_u(o =0 (4.8¢c)
ox

ou
Ky S (L) = Hu( L)) = g 0], (4.8d)
Lineer olmayan (nonlinear) sinir kosulu 6rnegi:
ou )

Sadece (4.8c) denklemi (lineer kosullara ait) u =0 ile saglanir ve bu nedenle

homogendir. # =0’ bir sinir kosulunu saglamasi i¢in, sinir kosulunun u(0,7)=0

olmasina gerek yoktur.
4.3 Sonlu U¢ Noktalarinda Sifir Sicaklik Olan Is1 Denklemi

(4.1) kismi tiirevli denklemi lineerdir; fakat, sadece kaynak bulunmamasi durumunda

(O(x,t) =0) homogendir. (4.3) sinir kosullar1 da lineerdir; ve sadece 7,(2)=0 ve T»(¢)=0

icin homogendir. Bu nedenle, 6ncelikle agsagidakileri inceleyelim:

ou o*u O<x<L
KTD:| 3 *ae  |1>0 (4.9)
u(0,1)=0 (4.10a)
SK: u(L,t)=0 (4.10b)
BK: I/l(x,()):f()(). (411)

Problem, lineer homogen sinir kosullarina sahip bir lineer homogen kismi tlirevli
denklemden olusur. (4.9)-(4.11) probleminin degiskenlerin ayrilmasi yontemiyle
coziilebilecegini gostermek istememiz yaninda, bu tiir problemi incelememizin iki
nedeni var. Birincisi, bu problem, kaynak barindirmayan ve her iki ucu da 0° sicaklik

ortamina batirilmig bir-boyutlu bir ¢ubuga (0 < x < L) karsilik gelen fiziksel bir
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problemle ilgilidir. Bu gorelice basit fiziksel durum i¢in, baslangigtaki termal enerjinin
(baslangi¢ kosulu ile belirlenen) nasil degistigini tahmin etmekle ¢ok ilgileniyoruz.
Ikincisi, (4.1)-(4.3) homogen olmayan denklemlerin ¢dziilebilmesi i¢in (4.9)-(4.11)

homogen denklemlerin nasil ¢oziilecegini bilmemiz gerekmektedir.

4.4 Degiskenlerin Ayrilmasi

Degiskenlerin ayrilmasi yonteminde, ¢Oziimleri su carpim bi¢iminde bulmaya

calisiriz:

u(x,1) = D(x)G(1)] (4.12)

Burada, ®(x) sadece x’in ve G(t) sadece #'nin fonksiyonudur. (4.12) denklemi, (4.9)

lineer homogen kismi tiirevli denklemini ve (4.10) sinir kosullarini saglamalidir. Fakat,
simdilik, baslangi¢ kosulunu gozardi edelim. (4.12) c¢arpim c¢oziimii, baslangic
kosullarim1  saglamaz. Daha sonra, baglangi¢ kosullarinin nasil saglanacagini

aciklayacagiz.

En bastan acik olalim: (4.12) bi¢imini neden sectigimize dair herhangi bir neden
vermeyecegiz. (Daniel Bernoulli bu teknigi 1700’lerde icat etti. Goriilecegi gibi, ise

yartyor.) Varsayilan (4.12) carpim bigimini (4.9) kismi tiirevli denkleminde yazalim:

gy 4G
ot dt
o’u  d*®
—= G(t
ox*  dx’ ®

ve sonugta (4.9) 1s1 denklemi sunu verir:

dG  d*®
d(x)— =k G(1). 4.13
(x) 7 e (t) (4.13)

(4.13)’tin her iki tarafin1 da ®(x)G(¢) ile bolerek “degiskenleri ayirabilecegimize”
dikkat edelim:

1dG_ 1 d0
G dt D d’
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Simdi, “degiskenleri ayrilmistir”, sdyle ki, sol taraf sadece #’nin ve sag taraf sadece x’in
fonksiyonudur. Bu sekilde devam edebiliriz, fakat ayn1 zamanda k& sabiti ile bolersek

daha uygun olur:

1 1 d’®
1dG_1d9 4.14)
kG dt @ dx
—_— —_——
Sadece Sadece x’in
£'nin fonksiyonu
fonksiyonu

Bu sonug, (4.13) denklemi dogrudan A®(x)G(¢) ile bolerek de elde edilebilir. Zamana

bagl bir fonksiyon uzaya bagli bir fonksiyona nasil esit olabilir? Eger x ve ¢ rastgele
bagimsiz degiskenler ise, (4.14)’da belirtildigi gibi, x #’nin (ya da ¢ x’in) bir fonksiyonu
olamaz. Onemli olan fikir, (4.14)’iin her iki tarafinin da aym1 sabite esit olmasi

gerektigini one slirmektir:

1 dG 1 d*®
- (4.15)
kG dit @ dx

Buradaki A, ayirma sabiti ad1 verilen rastgele bir sabittir. ((4.15)’deki sabiti daha da

aciklamak i¢in sunlar1 soyleyelim. Diyelim ki, (4.15) denkleminin sol tarafi #'nin bir

fonksiyonu olsun: (1/ kG) dG/dt =w(t). Eger x’e gore tirev alirsak, sifir elde ederiz:
0=d/ dx(l/ O d2®/dx2). Ayrical/® d’®/dx* ifadesi yalmzca x’in bir fonksiyonu

oldugundan, 1/® d°®/dx” ifadesinin bir sabit olmas1 gerekir ki tiirevi sifira esit olsun.

Boylece (4.15)” e varilir.) Sadece daha uygun olmasi i¢in ekledigimiz gizemli eksi

isaretinin anlamini biraz sonra agiklayacagiz.

(4.15) denklemi iki tane adi diferensiyel denklem verir, birisi G(?) i¢in digeri ®(x)i¢in:

d’® 4.16
dx’ =0 1o
i—?:—ﬁkG. (4.17)
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A bir sabittir ve hem (4.16)’da hem de (4.17)’de goriiliir. u(x,t) = D(x)G(¢) ¢arpim
¢dziimii ayn1 zamanda iki sinir kosulunu da saglamalidir. Ornegin, u(0,¢)=0 ifadesi,
®(0)G(1)=0 olmasin1 gerektirir. ki olasilik vardir. Ya G(t)=0 (=, sifira denk
anlamma gelir, tiim ¢ degerleri i¢in) ya da ®(0)=0 olmalhdir. Eger G(¢)=0 ise,
(4.12)’den, Onceden bilinen ¢arpim ¢6ziim sifira denktir: u(x,7)=0. Bu pek ilging bir
durum degildir. (u(x,z)=0 sonucu asikar c¢oziimdiir, c¢lnkii wu(x,/)=0 ifadesi
otomatik olarak tiim homogen KTD’leri ve SK’leri saglar). Bunun yerine, asikar

olmayan ¢oziimleri aramaliy1z. Asikar olmayan ¢oziimler igin,

d(0)=0 (4.18)
olmalidir. Diger sinir kosulunu (u(L,t)=0) uygularsak, benzer bir sekilde

elde ederiz. Carpim c¢oOziimler, (4.16) ve (4.17) adi diferensiyel denklemlerini

saglamalarinin yanisira, (4.18) ve (4.19) sinir kosullarini da saglamalidir.
4.5 Zamana-Bagh Denklem

Carpim yOnteminin avantaji, nasil ¢oziilecegini bilmedigimiz bir kismi diferensiyel
denklemi iki tane adi diferensiyel denkleme doniistiirmesidir. Sinir kosullari, x’e-baglh
adi diferensiyel denklem (ADD) {izerine iki tane kosul uygular. Zamana-bagli denklem,

sundan bagka bir kosula sahip degildir:

4G _ _e. (4-20)
dr

Iki homogen smir kosuluna sahip x’e-bagli ADD’nin nasil ¢dziilecegini tartismadan
once, (4.20)’yi ¢ozelim. (4.20) denklemi, sabit katsayili birinci dereceden bir lineer
homogen diferensiyel denklemdir. Genel ¢oziimiinii elde etmek oldukg¢a kolaydir.
Hemen hemen tiim sabit-katsayili (lineer ve homogen) ADD’ler, G =¢" bi¢imindeki
iistel ¢ozlimler aranarak ¢oziilebilir. Simdiki durum i¢in yerine koyarsak, karakteristik

polinom r =—Ak olur. Boylece, (4.20)’nin genel ¢ozliimii:

(4.21)
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G(t)=ce ™

olur. Lineer homogen denklemler igin, eger e * bir ¢oziim ise, (herhangi bir rastgele ¢

“*nin de bir ¢dziim olacagimi hatirlamis olduk. Zamana-bagl

carpan sabiti i¢in) ce
cozlim basit bir isteldir. Simdilik rastgele alinan A ’nin ayirma sabiti oldugunu
animsayalim. Yine de, A ’nin yalnizca bazi belli degerleri alabilecegini daha sonra
gorecegiz. Eger A4>0 ise, ¢ arttik¢a ¢oziim listel olarak azalir (¢iinkii £>0). Eger A <0
ise, ¢Oziim {istel olarak artar ve eger A =0 ise, ¢ozlim zaman i¢inde sabit kalir. Bu bir 1s1
iletim problemi oldugundan ve u(x,?) sicakligt G(t)’ye orantili oldugundan, ¢ézlimiin
zaman iginde Ustel olarak biiylimesini beklemeyiz. Bu nedenle, 4 >0 olmasini bekleriz;
bu ifadeyi kanitlamadik ama ilerde kanitlayacagiz. Yapmamamiz gerekmesine ragmen,
herhangi bir parametreyi gordiigiimiizde otomatik olarak bu parametrenin pozitif
oldugunu kabul ederiz. Boylece, 4>0 olmasim1 beklememiz olduk¢a uygun olur.

Aslinda, iste bu ylizden, degiskenleri ayirdigimiz zaman -4 ifadesini kullandik

[bkz.(4.15)]. Eger (A yerine) u yazsaydik, o zaman, onceki diisiincelerimiz bize
1 <0 olmas1 gerektigini gosterecekti. Ozetle, (4.15)’de degiskenleri ayirirken, zamana-

bagli problemi aklimizda ¢dzeriz ve ayrilma sabitinin yalnizca <0 oldugu durumda
G(t)’nin tstel olarak biiylimeyecegini goriiriiz. O zaman da, uygun olmasi i¢in —A4
Oneririz, ¢linkii boylece A >0 olmasint bekleriz. Simdi de, izin verilebilecek tiim
ayrilma sabitlerinin gergekte nasil belirlenecegini gorecegiz. Yukaridaki fiziksel
tartigmalarda ortaya koydugumuz gibi, A>0 oldugunu matematiksel olarak

dogrulayacagz.

4.6 Smr Deger Problemi

Kabul edilen carpim ¢oziimiin x’e-bagli parcasi olan ®(x), iki tane homogen sinir

kosuluna sahip ikinci-dereceden bir ADD’yi saglar:

42D (x)

PR (4.22)
D(0) =0
®(L)=0.
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(4.22) denklemi, adi diferensiyel denklemler i¢in bir simir deger problemi olarak
adlandirilir. Adi diferensiyel denklemlerde sadece baslangic deger problemleri ¢oziiliir.
Bu adi diferensiyel denklemler icin genellikle ilk derstir. Ornegin (bir parcacik igin
yazilan Newton’un hareket denklemini diisiiniin), her ikisi de ayni anda verilen iki tane
baslangic¢ kosulu [ y(0) ve dy/dt(0) ] altindaki ikinci-dereceden diferensiyel denklemler
(md’y/dt* =F) ¢bzeriz. Baslangi¢ degeri problemleri olduk¢a giizeldir; ¢iinkii
genellikle tek ¢oziimleri vardir. Yine de, (4.22) oldukca farklidir. Iki kosulu da ayni
yerde (0rn., x=0) degil, farkl1 yerlerde (x=0 ve x=L) verilen bir sinir degeri problemidir.
Bu tiir problemler i¢in ¢6ziimiin var oldugunu ya da tek oldugunu garantileyen basit bir
teori bulunmamaktadir. Ozellikle, A ayrilma sabiti ne olursa olsun (A <0 bile olsa),
®(x) =0 ¢oziimii ADD’yi ve her iki homogen sinir kosulunu saglamaktadir; buna, sinir
degeri probleminin asikar ¢oziimii denir. wu(x,#)=0’a karsihik gelir, c¢linki
u(x,t) = O(x)G(¢) ’dir. Eger (4.22)’nin ¢ézliimii tek olsaydi, o zaman yalnizca ®(x)=0
¢Ozlimii olurdu; ve carpim (degiskenlerin ayrilmasi) yontemi yoluyla lineer homogen
bir KTD i¢in asikar olmayan ¢oziimler elde edemezdik. Sansimiza, (4.22) i¢in diger
¢oziimler bulunmaktadir. Yine de, tim A degerleri i¢in (4.22)’nin asikar olmayan
coziimleri yoktur. Bunun yerine, (4.22) sinir degeri probleminin 6zdegerleri olarak
adlandirilan bazi1 6zel A degerleri bulundugunu ve bu degerler icin asikar olmayan
®(x) ¢oziimleri bulunacagimi gosterecegiz. Yalnizca belli A degerleri i¢in elde edilen
asikar-olmayan bir ®(x) ¢oOziimiine, A 0Ozdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyon

denir.

A’nin 6zdegerlerini belirlemeye g¢alisalim. Diger bir deyisle, hangi A degerleri i¢in
(4.22)’nin asikar olmayan ¢oziimleri bulunmaktadir. (4.22)’yi dogrudan ¢dzeriz. Ikinci-
dereceden denklem lineer ve homogendir ve sabit katsayilidir; iistel @ =e™ bigiminde
iki tane bagimsiz ¢oziim genellikle elde edilir. Bu iistel fonksiyonu diferensiyel
denklemde yerine koyarsak, r°=-1 karakteristik denklemini elde ederiz. Bu
denklemin iki farkli kokiine karsilik gelen ¢oziimler, 4 degerine bagl olarak oldukca

farkli 6zelliklere sahiptir. Dort durum vardir:
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1. A1>0, bu durumda iki kok de tamamen sanal sayidir ve birbirinin karmasik
eslenigidir, » = +iN A .

2. A=0, bu durumda iki kok birlesir ve birbirine esitlenir, » =0,0.

3. A<0, budurumda iki kok de gercel sayidir ve birbirine esit degildir, » =+v/-1 ,

biri pozitif digeri negatiftir. (Bu durumda —A *nin pozitif olduguna ve bu nedenle iyi
tanimlanmis olduguna dikkat edin.)

4. A’min kendisi karmasiktir.

En son durumu gozardi edecegiz, ¢iinkii (4.22) denkleminin asikar olmayan bir
¢ozlimiinlin var olmasi icin A’nin reel say1r olmasi gerekir. Fiziksel diisiinceyi
kullanarak, zamana-bagl ¢oziimden, 4 >0 olmasini bekleriz; belki o zaman 3. durumu
incelemeye gerek kalmayacaktir. Yine de, bu durumun gdzardi edilmesi konusunda

matematiksel bir mantik gdsterecegiz.

Ozdegerler ve ozfonksiyonlar (1 >0). ilk 6nce A>0 durumunu diisiinelim. Sinir

degeri problemi sudur:

d’®(x) D (4.23)
dx’*

®(0)=0 (4.24a)

®(L)=0. (4.24b)

+iAx

Eger A>0 ise, Ustel ¢oziimlerin sanal isleri vardir, e . Bu durumda, ¢6ziimler

salinim yapar. Eger gercel bagimsiz ¢oziimler istiyorsak, genellikle cos~/Ax ve

sinvAx segenekleri segilir (cosv/Ax ve sin+/Ax’in her biri, ¢ 2in lineer

birlesimidir). Boylece, (4.23)’in genel ¢oziimii

® =c, cos Jax+ ¢, sin Jax , (4.25)

yani, iki bagimsiz ¢oziimiin lineer birlesimi olur. (Herhangi iki bagimsiz ¢oziimden
lineer birlesim olusturulabilir.) Genellikle en uygun olanlar cosv/Ax ve sinvAx tir,

N

fakat ™" ya da eV de kullanilabilir. Bazi orneklerde, farkli bagimsiz ¢oziimler

se¢ilmistir.
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Simdi de sinir kosullarint uygulayalim. ®(0) =0 olmasi,

0=c¢

olmasini gerektirir. x=0’da ¢oziimiin sifir olmas1 gerektiginden kosiniis terimi yok
olur. Boylece, ®(x)=c, sinv/Ax olur. Sadece x=L’deki sinir kosulu saglanmamastir.

®(L)=0 olmasi,

0=c,sin JaL

olmasin1 gerektirir. Ya ¢, =0 ya da sin\/AL =0 olmalidir. Eger c,=0 ise, ¢,=0
oldugundan ®(x)=0 olur. Bu asikar ¢6ziimdiir, ama biz asikar olmayan ¢oziimlere

sahip A degerleri artyoruz. A 6zdegerleri sunu saglamalidir:

sin \/ZL =0. (4.26)

JaL , siniis fonksiyonunun sifir oldugu bir deger olmalidir. sinz fonksiyonunun bir
cizimi (bkz.Sekil-4.1) ya da siniis fonksiyonu hakkindaki bilgimiz bize JAL=nr

oldugunu gdsterir. JaL , 7’nin katidir; n, pozitif bir tamsayidir ¢iinkii JA>0°dir
(n=0 uygun olmaz ¢iinkii bu tiiretme sirasinda A >0 kabul ettik). A 6zdegerleri

sunlardir:

2
z:(ﬂJ . on=1,2,3, .. (4.27)
L

sinZ

N\

Sekil 4.1 sinz fonksiyonunun sifirlari.

A= (nﬂ/ L)2 0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon sudur:
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d(x)=c,sin Jax = c, sin%; (4.28)

buradaki ¢, herhangi bir carpan sabittir. ¢, i¢in genellikle uygun bir deger seceriz,
ornegin c,=1. Buna karsin, KTD ve SK’ler lineer ve homogen oldugundan, herhangi

belirli bir 6zfonksiyonun rastgele bir sabitle ¢arpilabilecegini hatirlamaliyiz.

Ozdeger (L =0). Simdi, (4.24) sinir kosullar1 altindaki (4.23) denklemi i¢in, 2 =0"1n
bir 6zdeger olup olmadigin belirleyecegiz. A =0 06zel bir durumdur. Eger 4 =0 ise,

(4.23) denklemi,

DO=c +c,x

olmasini gerektirir; bu karakteristik polinomun ¢ift-sifir koklerine (=0, 0) karsilik gelir.
{4 =0 icin genel ¢oziimiin ® = ¢, cos Jax+ ¢, sin Jax oldugunu séylememeliyiz. Eger
boyle soylersek, A =0 igin genel ¢oziimiin rastgele bir sabit oldugunu goriiriz. 4 =0
iken herhangi bir sabitin (4.23) denklemini ¢6zebilmesine ragmen, (4.23) hala ikinci-

dereceden bir diferensiyel denklemdir; genel ¢6ziimii iki bagimsiz ¢6zlimiin lineer bir
birlesimi olmalidir. ikinci bagimsiz ¢dziim olarak sin~/Ax /N4 secilebilir, boylece
A —0 iken x ¢dziimii ile uyusur. Yine de, bu ¢ok yogun is ¢ikarir. =0 durumunu
ayr1 bir durum olarak diisiinmek daha iyidir.} A =0’ bir 6zdeger olup olmadiginm
belirlemek i¢in, homogen smnir kosullar1 uygulanmalidir. @®(0)=0 olmasi 0=,
olmasin1 gerektirir ve boylece @ =c,x olur. Buna ek olarak, ®(L) =0 olmast 0 =c,L
olmasin1 gerektirir. Cubugun boyu (L) pozitif oldugundan (#0),c, =0 olmalidir ve
boylece ®(x)=0 olur. Bu asikar ¢oziimdiir, bdylece bu problem [(4.23) ve (4.24)] i¢in

A=0"m bir d6zdeger olmadigini sdyleriz. Yine de A =0, diger problemler icin bir

0zdeger olabilir ve karsilagilan her bir problem i¢in tek tek incelenmelidir.

Ozdegerler () <0). Negatif 6zdeger var midir? Eger 1 <0 ise,

ro_ o (4.29)
dx’
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denkleminin ¢6ziimii zor degildir, ama dikkatli olmak zorunda kalabiliriz. Karakteristik
polinomun kokleri » = £+/—A4 ’dir; boylece, ¢oziimler e’ ve eV olur. V-1 yazimi
yerine esdeger olanini kullanabiliriz. (eger A <0 ise), yani |/1| . Yine de, \/m £~ ,

¢linkii A <0. A<0 olmasi durumunda,

A==s
olmasina izin verebiliriz. O zaman s> 0 olur, ve (4.29) diferensiyel denklemi suna

doniistir:

2
62423 . (4.30)
X

RS

s >0 oldugundan iki bagimsiz ¢6ziim e™¥** v tir. Genel ¢6ziim,

D =cel +c,e (4.31)

olur. Sik sik, bunun yerine, hiperbolik fonksiyonlar kullaniriz. Hatirlatmak amaciyla,
hiperbolik fonksiyonlarin tanimlari, stellerin basit lineer birlesimleri olarak asagida
verilmistir:

e +e . e —e
ve sinhz =

coshz =

Bu fonksiyonlar Sekil 4.2°de ¢izilmistir. sinh0=0 ve cosh0=1"dir (trigonometrik
fonksiyonlara benzer sonuglar). Ayrica d/dzcoshz=sinhz ve d/dzsinhz=coshz’
dir; trigonometrik fonksiyonlarla olduk¢a benzer, fakat tiirev formiillerindeki eksi
isaretinin rahatsiz edici goriintiisii olmadigindan hatirlamasi1 daha kolay. Ustel
fonksiyonlar yerine hiperbolik fonksiyonlar kullanilirsa, (4.30) denkleminin genel

¢Ozlimii su sekilde yazilabilir:

® =c, cosh Jsx+ ¢, sinh Jsx (4.32)

Bu denklem, (4.31)’e esdeger bir bicimdedir. Herhangi bir negatif 6zdeger olup
olmadigini belirlemek i¢in (A4 <0, fakat s>0 g¢iinkii 4 =—s), tekrar sinir kosullarini

uygulariz. (4.31) ya da (4.32) bi¢imlerinden herhangi biri kullanilabilir; her iki yolla da
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ayni sonug elde edilir. (2.32)’ten, ®(0) =0 olmas1 0 =c; olmasin1 gerektirir ve boylece
® =c, sinh Jsx olur. Diger smir kosulu olan ®(L)=0, c, sinh+/sL=0 olmasimni

gerektirir. JsL>0 oldugundan ve pozitif bir bagimsiz degisken i¢in sinhz higbir
zaman sifir olmayacagindan (Sekil 4.2), ¢, =0 elde edilir. Boylece, ® =0 olur. 4<0

icin (4.30) denklemine ait ve homogen smir kosullarini ¢ozen tek ¢Oziim agikar
¢Oziimdir. Bu nedenle, negatif 6zdeger bulunmamaktadir. Bu Ornek ic¢in, negatif
0zdegerlerin bulunmasi, zaman iginde iistel bir biiylimeye karsilik gelir. Fiziksel acidan
bu tiir ¢oziimler beklemiyorduk ve burada matematiksel olarak agik bir yolla, bu
problem i¢in negatif 6zdeger bulunmadigin1 dogruladik. Diger bazi problemlerde

negatif 6zdegerler bulunabilir.

cosh z\/
sinh z

Sekil 4.2 Hiperbolik fonksiyonlar.

Ozfonksiyonlar — o6zet. Degigkenlerin ayrilmasindan kaynaklanan sinir degeri

problemi i¢in elde ettigimiz sonuglar1 6zetleyelim:

d*®(x)
dx*

®0)=0

d(L)=0.

A0

Bu sinir degeri problemi bir¢ok defalar karsimiza c¢ikacaktir. A4 6zdegerlerinin

tiimiiniin pozitif oldugunu (sifir ya da negatif degil) bilmemiz yararli olacaktir,

buradaki n herhangi bir tamsayidir: n =1, 2, 3, ... ve karsilik gelen 6zfonksiyonlar:
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d(x)=c,sin Jax= c, sinﬂLx

seklindedir. Eger birinci (ya da en kiiglik) 6zdeger i¢cin A4, sonraki i¢in A,, ve daha
sonrakiler i¢in benzer yazim tarzini kullanirsak, goriiriiz ki: 4, = (nr/L)Y,n=12,..
Karsilik gelen 6zfonksiyonlar bazen @, (x) ile gosterilirler; bunlarin ilk birkagi Sekil-

4.3’te cizilmistir. x=0 ve x=L noktalarinda tiim 6zfonksiyonlar (tabii ki) sifirdir. Dikkat

ederseniz, 0 < x <L i¢in, @, (x) =sinzx/L nin sifir1 yoktur ve @, (x)=sin2zx/L 'nin
bir tane sifir1 vardir. Gergekte, 0 <x <L i¢in, ® (x)=sinnzrx/L ’nin n-I tane sifiri

vardir. Bu tiim 6zfonksiyonlarin genel bir 6zelligidir.

Sekil 4.3 sinnzx/L 6zfonksiyonlar1 ve bunlarin sifirlar.

Yay-kiitle benzerligi. d°®/dx’ = —Ad 'min ¢dziimlerini elde ettik. Simdi bunlarimn bir
yay-kiitle sistemine benzerligini sunalim. Hooke kanunu etkisindeki bir yay-kiitle
sistemi, md’y/dt> = —ky denklemini saglar; buradaki k>0 yay sabitidir. Bdylece, eger
A>0 ise, (4.23) ADD’i, geri-getirici kuvvete sahip bir yay-kiitle sistemi olarak
diistintilebilir. Boylece, eger A >0 ise, ¢ozliimiin salinim yapmasi gerekir. (4.24)
SK’lerinin A >0 i¢in saglanmasi sasirtict degildir; x=0’da sifir olan bir ADD ¢6ziimii,
x=L’de yine sifir olabilir, ¢iinkii geri-getirici bir kuvvet vardir ve ADD’nin ¢6ziimii
salmim yapar. Belli 4 >0 degerleri i¢in bunun olusabilecegini gdstermistir. Yine de,
eger <0 ise, o zaman kuvvet geri-getirici degildir. x=0’da sifir olan agikar-olmayan
bir ¢oziimiin x=L’de de sifir olmasi olasilig1 digiiktiir. Sezgilerimize her zaman

tamamen giivenmemeliyiz; bOylece bu gercekleri matematiksel olarak dogrulamis

olduk.

4.7  Carpmm Céziimler ve Ust Uste Ekleme (Superposition) Tlkesi
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Ozetle, sadece A >0’a karsihik gelen u(0,£)=0 ve u(L,t)=0 belirli homogen sinir
kosullarin1 saglayan Ou/0t = ko*u/0x* 1s1 denkleminin carpim ¢dziimlerini elde ettik.
Bu ¢dziimlerde, yani u(x,t) =®(x)G(¢) ’de, G(t)=ce™ ve @(x)=c,sin JAx dir;
burada, A ayrilma sabitinin alabilecegi degerler sinir kosullarindan (®(0)=0 ve

®(L)=0) belitlenmistir: A= (nx/L)*. Burada n, pozitif bir tamsayidir. Bdylece, 1s1

denkleminin ¢arpim ¢oziimleri,

., (4.33)

. nIxX :
u(x,t)zBsmTe K/ Ly n=12,.

buradaki B rastgele bir sabittir (B=cc;). Her n icin farkli bir ¢6ziim elde edilir. Dikkat
ederseniz, ¢ arttikca, 6zel c¢oziimler iistel olarak azalir. Ozellikle, bu c¢oziimler icin

limu(x,t)=0  olur. Ayrica, wu(x,t) 0Ozel bir baslangig kosulu olan
u(x,0)=Bsinnzx/L’yi saglar.
Baslangic degeri problemleri. (4.33) ile verilen basit ¢arpim seklindeki ¢oziimleri,

eger baslangic kosulu dogru denk gelirse, bir baslangic degeri problemini ¢dzmek i¢in

kullanabiliriz. Ornegin, asagidaki baslangi¢ degeri problemini ¢dzmek istiyoruz:

2

KTD: M _9u
ot Ox?

u(0,£) =0

SK: u(L,t)=0

BK:  u(x,0)=4sin 3?

—k(nz/L)*t
b

Carpim (seklindeki) ¢Oziimiimiiz olan u(x,t)=Bsinnzx/L e
u(x,0)=Bsinnzx/L baslangi¢c kosulunu saglar. Boylece, n=3 ve B=4 segerek,
baslangi¢ kosulunu saglamis olacagiz.

Bu nedenle, bu 6rnek i¢in ¢oziimiimiiz:

. 3nx _ 2
u(x,t)=4s1nTe kGriLy
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olur. Bu fiziksel problemin (ve ele aldigimiz bir¢ok problemin) tek bir ¢oziimii oldugu

kanitlanabilir. Bu nedenle, ¢6zlimii bulmak i¢in hangi yolu izleyecegimiz farketmez.

Ust iiste ekleme (Superpozisyon) ilkesi. Carpim ¢oziimler olduk¢a 6zelmis gibi
gorinmektedir, ¢linkii sadece eger baslangic kosulu uygun bi¢imde ise dogrudan
kullanilabilirler. Yine de, diger bircok durumda (aslinda, her durumda) da bu
cozlimlerin kullanigh oldugunu gostermek istiyoruz. Aynt KTD ve SK’leri diigiinelim,
ama baslangi¢ kosulumuz
u(x,0)= 4sin37z—x+7sin8ﬂ
L L
olsun. Bu problemin ¢6ziimii, carpim yontemiyle elde edilen iki basit ¢dziimiin birbirine

eklenmesiyle bulunabilir:

e—k(3;r/L)2z —k(87/L)*t

u(x,t)=4sin3ﬂ +7sin8ﬂ—xe
L L

Baslangi¢ kosulunu (t=0 yerlestirelim) ve siir kosullarim1 (x=0 ve x=L yerlestirelim)
sagladigini hemen gorebiliriz. Biraz daha ugrasirsak, kismi tiirevli denklemin de

saglandigini goriiriiz. Bu, iist liste ekleme ilkesinin bir 6rnegidir.

Ust iiste ekleme (ek). Eger bir lineer homogen problemin ¢oziimleri u,,u,,us,...,u,,
ise, st iiste ekleme ilkesi kullanilarak, bu ¢06zlimlerin herhangi bir
U, +cu, +cuy +.. ey U, = z:; c,u, lineer birlesiminin de bir ¢6ziim olacag:
gosterilebilir; buradaki c, ’ler rastgele sabitlerdir. Degiskenlerin ayrilmasi yonteminden
Ogrendigimize gore (tim pozitif n degerleri i¢in) 1s1 denkleminin (sifir sinir kosullarini

—k(nz/L)*t

¢Ozen) bir ¢ozliimii sinnzx/L e oldugundan, bu ¢6ziimlerin herhangi bir lineer

birlesimi de bu lineer homogen 1s1 denklemini ¢dzer. Bu nedenle,

M
u(x,t)= ZBn sin%e_k(””/“ ! (4.34)
n=1
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denklemi de, tiim sonlu M degerleri icin, sifir sinir kosullarina sahip 1s1 denklemini
cozer. Is1 denklemi icin yeni ¢ozlimler iirettik; fakat, B “genlik”inin her bir ¢oziim i¢in
farkl1 (B,) olacagini aklimizda tutmaliyiz. (4.34) denklemi gosteriyor ki, eger
baslangicta

u(x,0)=f(x)=f3n sin? (4.35)

ise, yani baslangic kosulu olarak uygun siniis fonksiyonlarinin sonlu bir toplami
verilirse, 1s1 denklemini ¢dzebiliriz. f(x)’in uygun siniis fonksiyonlarinin sonlu bir lineer
toplam1 olmadig1 genel durumda ne yapmaliy1z? Fourier serileri teorisi sunlari ifade
eder:
1.  Herhangi bir f(x) fonksiyonu (bazi mantikli kisitlamalara sahiptir),
sinnzx/L’nin sonlu bir lineer birlesimi seklinde yaklasik olarak temsil
edilebilir.
2. Kiiciik M degerleri i¢in yaklasiklik ¢ok iyi olmayabilir; fakat M arttikca,
gitgide daha iyi yaklagsiklik saglanir.
3. Dahasi, M — oo limitini diisiiniirsek, 6zfonksiyonlarin birlesimlerini kullanan
(4.35) denklemi f{x) i¢in en iyi yaklasiklig1 vermekle kalmaz, (yine bir anlamda)
sonugta elde edilen sonsuz seri f(x)’e yakinsar ( f(x) lizerinde bazi kisitlamalar

vardir).

Boylece iddia ediyoruz ki “herhangi bir” f(x) baslangi¢c kosulu, bir tiir Fourier serisi

olarak bilinen, sinnzx/L fonksiyonlarinin sonsuz bir lineer birlesimi olarak yazilabilir:

f(x)=iBn sin”—’L”. (4.36)

Daha da onemlisi, buna karsilik gelen sonsuz serinin, 1s1 iletim probleminin ¢éziimii

oldugunu iddia edebiliriz:

u(x,t)=>B, sin%e‘k(”’”“z’. (4.37)
n=1

(4.36) ve (4.37) gibi sonsuz serileri ¢oziimlemek kolay degildir. Bu serilerin

yakinsakligini ve kisaca elimizdeki problem igin bir sonsuz seri ¢Oziimiiniin
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gecerliligini tartismak gerekir. Simdi sonsuz seri ¢Oziimlerinin nasil yapildigin

inceleyelim.

4.8 Siniislerin Dikligi (Ortogonalligi)

Simdiye dek ¢ok onemli bir uygulama hususu gozardi edilmistir. B, katsayilarinin
(4.36) denklemini sagladigr (4.37) denklemi bizim ¢oziimiimiizdir, fakat B,

katsayilarini nasil belirleyebiliriz?

X

fx)= ZB sin ”L (4.38)

Esitligini yazmanin miimkiin oldugunu ve bir-boyutlu ¢ubuk (0 < x < L) boyunca dogru
olacagini kabul edelim. Standart matematiksel islemlerin sonsuz seriler igin
uygulanabilecegini de kabul edelim. (4.38) denklemi sonsuz sayida degisken igeren bir
denklemi gostermektedir, fakat her bir x degerinde gegerli olmalidir. Eger (4.38)
denklemine bin tane farkli x degeri koyarsak, ortaya ¢ikan bin denklem de dogru
olmalidir, fakat hala sonsuz sayida bilinmeyen bulunmaktadir. B, degerlerini belirlemek
icin bu verimli bir yol degildir. Bunun yerine, asir1 derecede Onemli bir teknik
kullanacagiz; bu teknik, sinnzx/L Ozfonksiyonlarinin asagidaki integral 6zelligini

saglamasina dayanmaktadir (bir integral tablosunda gorebiliriz):

J-L nEx o MmAx 0 m#n (4.39)
sin ——sin X =
L L L/2 m=n (4.39b)

Buradaki m ve n pozitif tamsayilardir. (4.39) kosullarimi kullanarak B, degerlerini

belirlemek amaciyla, (4.38)’in her iki tarafin1 da sinmzx/ L ile ¢arpalim:

f(x) sin 22X — ZB sm—sin mzrx (4.40)

Daha sonra, (4.40)’1 x=0"dan x=L’ye integre edelim:

max ;. (4.41)
L

If(x)sm Yy = IZB sstm
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Sonlu seriler i¢in, terimlerin toplaminin integrali, integrallerin toplamina esittir. Bu
durumun, bu sonsuz seri i¢in de gegerli oldugunu kabul edelim. Simdi de sonsuz
toplam1 degerlendirelim. (4.39) integral 6zelligine gore, n# m oldugunda toplamdaki
her terim sifir olur. # {izerinde toplam alirken, sonugta n m’ye esitlenir. Sadece n'nin bu
tek degeri (n=m) sonsuz toplama katkida bulunur. (4.41)’in sag tarafindaki tek terim,
n’nin yerine m yazildig1 zaman elde edilir:

, MITX

dx .
L

mrx L.
dx =B, _[ sin
0

j; f(x)sin ™

Sag taraftaki integral L/2’ye esit oldugundan, B,,’leri ¢ekebiliriz:

5 IOL f(x)sin(mzx/L) dx

m

_ 2t i X 4.42
jL — ‘Zjo f(x)sin == dx. (4.42)
, sin (mzzx/L) dx

Bu sonug ve elde edilis yontemi ¢ok onemlidir. F(x) baslangi¢c kosulu olarak verilmis
oldugu icin, (4.42) integrali bilinendir. integral genellikle hesaplanamaz; bu durumda
B,, m=1,2,3,... i¢in agik ifadeler bulmak amaciyla (bilgisayarda) sayisal integral

¢Ozilimleri yapilabilir.

(4.39b) formiilii ( IOL sin® nzx/ Ldx = L/2) birgok farkli durumda oldukca kullanighdir.

Uygulanabilirliginin bir nedeni, dogada birgok periyodik olay (sin@?) oldugudur ve

genellikle enerji ya da gii¢ bunun karesiyle orantilidir (sin” @t ). Bu nedenle, ortalama
2rlw

enerji de periyoda (27 /@) boliinen IO sin’ wtdt ile orantilidir. Siniis ya da kosiniis

karenin tam periyodu iizerindeki ortalamasinin % oldugunu ezberlemek ise yarar.

Boylece, siniis ya da kosiniis karenin herhangi bir sayidaki tam periyodlari iizerinde
L
alinan integral, aralik uzunlugunun yarisina esittir. Bu yolla IO sin® nzx/Ldx=L/2

olur, ¢linkii 0’dan L’ye olan aralik sinznzx/L ’nin ya tam ya da yarim periyodudur.
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Diklik. J.OL A(x)B(x)dx =0 oldugu her durumda, 4(x) ve B(x)’in 0<x <L araliginda
dik (ortogonal) oldugunu soyleriz. Bu “dik” ifadesini dik vektorlerden 6diing aliyoruz,
clinkti IOL A(x)B(x)dx =0 ifadesi sifir nokta ¢arpimina benzer. Her bir {iyesinin her bir

diger iiyeye dik oldugu fonksiyon kiimesine dik fonksiyonlar kiimesi ad: verilir. Ornek

olarak,

)

2

20 =0 ®(0)=0 ve ®(L)=0

siir degeri probleminin 6zfonksiyonlar: olan sinnzx/L fonksiyonlarinin olusturdugu
kiimedir. (4.39a) nedeniyle karsilikli dikdirler. Bu nedenle, (4.39) denklemini bir diklik

kosulu olarak adlandiriyoruz.

4.9 Bir Ornegin Formiilasyonu, Coziimii ve Yorumu

Bir ornek olarak, baslangi¢ sicakliginin sabit ve 100°C oldugu durumdaki ¢6ziimii
inceleyelim. Bu durum, laboratuarda kurulmasi kolay olan bir fiziksel probleme karsilik
gelmektedir. Bir-boyutlu bir ¢ubuk alin ve bir kiivet dolusu kaynayan suyun (100°C)
icine atin. Uzun siire iginde tutun. Bir siire sonra ¢ubuk boydan boya 100°C olacaktir
(olmasimi bekleriz). Simdi yanal yiizeyleri yalitin (daha Once yapilmamigsa) ve
birdenbire (r=0 aninda) iki ucunu da iyice karigtirllmis 0°C’lik buzlu suyun igine

daldirin. Problem matematiksel ifadeyle sudur:

2
ktp: M0 >0, 0<x<L
o  ox (4.43a)
SK- u(O,t)zO ~0
u(L,t)=0 (4.43b)
BK: u(x,0)=100 0<x<L.
(4.43c)
(4.37) ve (4.42)’ye gore ¢Oziim ise sudur:
u(e)= Y B,sin= = e 0T, (4.49)
n=1
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B, = % f: J(x)sin %dx (4.45)

ve f(x)=100. B, katsayisinin, (4.44) denkleminin su baslangi¢ kosulunu saglamasiyla
elde edildigini hatirlayalim:

f(x)= iBn sin%. (4.46)

B, katsayilarini (4.45) denkleminden hesaplariz:

2 L . NITX 200 L nrx \|L
B, :—j 100sin—= dx = —| ———cos——
L-0 L nr L
0 n cift
200 ¢if (4.47)
=——(1—cosnz)=1| 400
niw — n tek
nw

ciinkii cosnz =(=1)" dir ve ¢ift n icin 1’e, tek n i¢in —1’e esit olur. Ozellikle, sicakligin
her yerde 100 derece oldugu fakat (4.46) serisinin x=0 ve x=L i¢in 0’a esit oldugu (sinir

kosullar1 nedeniyle) ilging bir durumu agiklamaliy1z.

Baslangic degeri problemi icin yaklasiklik hesaplari.  Sifir sinir kosullart (x=0 ve
x=L) ve 100 baslangi¢c sicaklik dagilimi icin (4.43) baslangi¢ degeri probleminin
¢Ozlimiini elde ettik. Coziim (4.44) ile ve B, (4.47) ile verilir. Sonsuz bir seri i¢eren
¢oziim oldukca karisiktir. Coziim hakkinda ne diyebiliriz? Ik 6nce dikkat edersek,

limu(x,t)=0. Sicaklik dagilimi bir kararli-duruma yaklasir: u(x,7) =0. Her iki u¢ da

0° oldugundan bu durum fiziksel olarak sasirtic1 degildir; baslangigta cubugun iginde
bulunan tim 1s1 enerjisinin uglardan digsar1 akmasini bekleriz. u(0)=0 ve u(L)=0
kosullarma sahip d’u/dx’ =0 denge denkleminin tek ¢dziimii vardir (#=0) ve

zamana-bagli problemde ¢ ‘nin sonsuza yaklastig1 limitle uyum gdosterir.
Yanitlayabilecegimiz onemli bir soru, ¢oziimiin kararli-duruma yaklasma tarzidir. Eger ¢

biiyiikse, yaklagik sicaklik dagilimi nedir ve 0° kararli-halinden nasil bir farklilik
gosterir? Dikkat edersek, (4.44)’deki her terim farkli bir hizda soniimlenmektedir.
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Uzayda daha ¢ok salinim yaptik¢a, séniimlenme hiz1 da artar. Eger ¢, kt(z/L)* ‘yi

biiylik yapacak bir degere sahipse, sonraki her terim bir 6ncekinden ¢ok daha kiiciik
olur. Bu durumda, sonsuz seri i¢in, sadece ilk terimi kullanarak yaklasik bir deger

bulabiliriz:

u(x,t) z@sinﬂe_k(’”“zt. (4.48)
r

t biiyiidiikce, yaklasiklik iyilesir. kt(z/L)* :% oldugu durum i¢in bu kot bir tahmin
degildir ¢iinkii

e—k(37z/L)2t

. 2
LA L L
o kI

seklindedir.Boylece, eger kt(z/L)’ 2% ise, bu basit yaklasikligi kullanabiliriz.

Simdilik, sicakligin uzaysal bagimlilig1 sadece sinzx/L ’deki basit yiikselis ve
diisiislerdir (bkz. Sekil-4.4). Orta noktada (x=L/2) olusan en biiyiik genlik, zaman i¢inde

ustel olarak soniimlenir.

Sekil 4.4 Sicaklik dagiliminin séniimlenmesi.

Yo’den kiigiik kt(7/L)* degerleri igin, uzaysal bagimlilik, tek bir siniis fonksiyonu ile

tahmin edilemez; seride daha c¢ok terim bulunmasi gereklidir. Sonlu sayida terim
kullanilarak ¢6ziim kolaylikla hesaplanabilir. Bazi durumlarda daha fazla terim

kullanmak gerekebilir ve u(x,¢) ’yi hesaplamak i¢in daha iyi yollar bulunabilir (Kincaid
and Cheney 1966).

410 Ozet

Su drnegimiz i¢in kullandigimiz sekilde, degiskenlerin ayrilmasi metodunu dzetleyelim:
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7.
8.

ou _kazu

KTD: —=k—
Ot ox*
u(0,£)=0

SK: ( )
u(L,t)=0

BK: u(x,0)= f(x).

Elinizde lineer homogen SK’lere sahip lineer homogen bir KTD oldugundan
emin olun.

Sifir olmayan BK’leri gegici olarak gézardi edin.

Degiskenleri ayirin  (¢arpim ¢6ziim kabuliiniin  gerektirdigi diferensiyel
denklemleri belirleyin) ve bir ayrilma sabiti tanitin.

Ayrilma sabitlerini, sinir degeri probleminin 6zdegerleri seklinde belirleyin.
Diger diferensiyel denklemleri ¢6ziin. Bu yontemle elde edilebilecek tiim ¢carpim
¢cozlimleri kaydedin.

Ust iiste ekleme ilkesini uygulaym (tiim ¢arpim ¢dziimlerin lineer bir birlesimini
olusturun).

Baslangi¢ kosulunu dogrulamay1 deneyin.

Ozfonksiyonlarin dikligi kullanarak katsayilar1 belirleyin.

Bu adimlar ezberlenmemeli, anlasiimalidir. Sunlara dikkat etmek 6nemlidir:

1.

Ust iiste ekleme ilkesi, KTD’nin ¢dziimlerine uygulanir (gesitli farkli adi
diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerini birbirlerine eklememeliyiz).

Ust iiste ekleme ilkesini uygulamadan 6nce, u(x,0) = f(x) baslangi¢c kosulunu
uygulamamaliy1z.
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