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ÖZET 
 

Yüksek Lisans Tezi 
 

BAZI SINIR DEĞER PROBLEMLERİ  
VE UYGULAMALARI 

 

Sezer AÇIKGÖZ 

 

Ankara Üniversitesi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 
Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman : Yrd. Doç. Dr. Nuri ÖZALP 

 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. 

 

Birinci bölümde, bir boyutlu (ince) çubukta, fiziksel ilkeleri kullanarak, termal enerjinin 

transferini tanımlayan ısı akışı denklemi formüle edilmiştir. Buna karşılık  gelen 

başlangıç koşulu ve sınır koşulları tanımlanmıştır.  

 

İkinci bölümde ısı denkleminin zamana bağlı olamayan sıcaklık dağılımı yani kararlı 

durum çözümleri elde edilmiştir.  

 

Üçüncü bölümde, üç boyutlu uzayda, ısı iletim denklemi türetilmiştir. Bu denklemin 

başlangıç ve sınır koşulları tanımlanmış ve kararlı-durum çözümleri bulunmuştur.  

 

Dördüncü bölümde başlangıç ve sınır koşulları belirlenmiş bir boyutlu (ince) bir 

çubukta (0 )x L≤ ≤  ısı iletimi denklemi problemlerinin, değişkenlerine ayrılması 

yöntemi kullanılarak, matematiksel çözümleri aranmıştır. 

 

2007, 55 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Sınır değer problemleri, ısı denklemi, değişkenlerin ayrılması
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ABSTRACT 

 

Master Thesis 

 

SOME BOUNDARY VALUE PROBLEMS 

AND APPLICATIONS 

 

Sezer AÇIKGÖZ 

 

Ankara University  

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

 Department of Mathematics 

 

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Nuri ÖZALP 

 

This thesis consists of four chapters. 

 

In the first chapter, the heat flow equation which defines the transfer of thermal energy 

in a one dimensional thin rod is derived with the initial and boundary conditions by 

means of physical laws. 

 

In the second chapter, the time independent solutions of the heat equation, that is the 

equilibrium temperature distribution is derived.  

 

The third chapter is devoted to the generation of heat flux equation in the three 

dimensions. The steady state solutions of this equation is also studied. 

 

Finaly in the fourth chapter, the solutions of heat equation in a thin rod is investigated 

by the method of separation of variables.  

 

2007,    55  pages 

Key Words: Boundary value problem, heat equation, separation of variables 
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1. BAZI SINIR DEĞER PROBLEMLERİ VE UYGULAMALARI 

 

1.1 Giriş 

 
Bilim ve mühendisliğin çeşitli alanlarında karşımıza çıkan ve içinde kısmi diferensiyel 

denklemler barındıran temel problemlerin çözümlerini tartışmak istiyoruz. Kısmi 

türevli denklem (KTD), kısmi türevler içeren bir matematiksel denklemdir, örneğin, 

             
3 0.

u u

t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
     (1.1) 

  
(Dennemeyer 1968). Hangi ( , )u x t  fonksiyonlarının (1.1) denklemini sağladığını 

belirleyerek çalışmamıza başlayabilirdik. Yine de, fiziksel bir problemi araştırarak 

başlamayı seçtik. Bunu, iki nedenle yapıyoruz. Birincisi, yöntemlerin fiziksel 

problemleri analiz ettiğini anladığınızda, kullandığımız matematiksel denklemler belki 

de sizin için daha önemli olacaktır. İkincisi, fiziksel düşüncelerin, aslında birçok 

matematiksel gelişmeyi harekete geçireceğini göreceğiz.  

 

Mühendislikteki ve fiziksel bilimlerdeki farklı birçok inceleme alanı, kısmi diferensiyel 

denklem çalışmalarının egemenliği altındadır. Hepsini kapsayan bir liste çıkarılamaz. 

Yine de, şu örnekler, kısmi türevli denklem çalışmalarına büyük bağımlılığı bulunan 

alanlar hakkında size bir fikir verebilir: akustik, aerodinamik, elastisite, elektrodinamik, 

akışkanlar dinamiği, jeofizik (sismik dalga yayılması), ısı transferi, meteoroloji, 

okyanusbilim, optik, petrol mühendisliği, plazma fiziği (iyonize sıvı ve gazlar), 

kuantum mekaniği (Altomare 1995, Ainseba and Anita 2005). 

 

Problemleri üç aşamada analiz eden belli bir uygulamalı matematik yolunu izleyeceğiz: 

1. Formülasyon 

2. Çözüm 

3. Yorumlama  

 

Termal enerjinin transferini (aktarımını) tanımlayan ısı akışı denklemlerini formüle 

ederek başlayalım. Isı enerjisi, moleküler maddenin tahrik edilmesinden kaynaklanır. 
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Termal enerjinin hareket etmesi için iki temel süreç vardır: iletim ve yayınım. İletim, 

komşu moleküllerin çarpışması sonucunda bir molekülün titreşim kinetik enerjisini en 

yakınındaki moleküle aktarması sonucunda oluşur. Böylece moleküller bulundukları 

yerleri fark edilebilir şekilde değiştirmeseler bile, termal enerji bu şekilde iletim yoluyla 

yayılır. Bunun yanı sıra, eğer titreşen bir molekül bir bölgeden diğer bir bölgeye hareket 

ederse, termal enerjisini de kendisiyle birlikte götürür. Termal enerjinin bu türdeki 

hareketine de yayınım denir. Çalışmamıza bağıl olarak basit problemlerle başlamak 

amacıyla, ısı akışını, yalnızca, ısı enerjisi iletiminin, yayınımından çok daha belirgin 

olduğu durumlarda ele alacağız. Bu nedenle (hızı yeterince küçük olan akışkanlarda 

(sıvı ve gazlarda) da ısı transferi öncelikle iletim yoluyla gerçekleşmesine rağmen), 

öncelikli olarak katılardaki ısı akışını göz önüne alacağız (Haberman 1987). 

 

1.2 Bir Boyutlu (ince) Çubuktaki Isı İletimi  

 

Termal Enerji Yoğunluğu.  Şekil 1.1’de gösterildiği gibi, sabit A  dik kesit alanına 

sahip ve x-yönünde ( 0x = dan x L=  ye) uzatılmış  bir çubuğu düşünerek başlayalım. 

Birim hacim başına düşen termal enerji miktarını geçici olarak bir bilinmeyen değişken 

olarak kabul edelim ve adına termal enerji yoğunluğu diyelim: 

 

 

 

Bir kesit boyunca tüm termal niceliklerin sabit olduğunu kabul ediyoruz; yani, çubuk 

bir-boyutludur. Bunu yapabilmenin en kolay yolu, çubuğun dış yüzeyini mükemmel 

şekilde yalıtmaktır. Böylece, dış yüzeyden hiçbir termal enerji geçemez. x ve t’ye 

bağımlılık, çubuğun düzgün olarak ısıtılmadığı duruma karşılık gelir; termal enerji 

yoğunluğu, bir dik kesitten diğerine değişmektedir. 

  

Şekil 1.1  İnce bir dilimi içine ve dışına ısı enerjisi akan bir-boyutlu (ince) çubuk 

 

( , )e x t ≡ termal enerji yoğunluğu. 
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Isı Enerjisi. Şekil 1.1’de gösterilen çubuk içinde x ve x x+ ∆  arasında kalan ince bir 

dilimi düşünelim. Eğer termal enerji yoğunluğu hacim boyunca sabitse, o zaman, termal 

enerji yoğunluğu ile hacmin çarpımı dilimin toplam enerjisini verir. Genelde, enerji 

yoğunluğu sabit değildir. Buna karşın, eğer ∆x yeterince küçükse, ( , )e x t ’nin hacim 

boyunca sabit olduğu kabul edilebilir, öyle ki, dilimin hacmi A∆x  olduğundan 

 

ısı enerjisi = ( , )e x t A x∆ . 

 
Isı enerjisinin korunumu. x ile x x+ ∆  arasındaki ısı enerjisi, yalnızca kenarlardan (x 

ve x x+ ∆ ) geçen ısı enerjisine ve içerde (pozitif ya da negatif ısı enerjisi kaynaklarıyla) 

üretilen  ısı enerjisine göre zaman içinde değişir. Dış yüzeyin yalıtılmış olduğunu kabul 

ettiğimiz için, dış yüzeyden geçişten kaynaklanan hiçbir ısı enerjisi değişikliği olmaz. 

Temel ısı akış süreci, şu sözcüklerle tanımlanabilir: 

 

ısı enerjisinin 

zamana göre 

değişim hızı 

= 

birim zamanda 

sınırlardan geçen ısı 

enerjisi 

+ 
birim zamanda içerde 

üretilen ısı enerjisi. 

 

Buna, ısı enerjisinin korunumu denir. Küçük dilim için, ısı enerjisi değişim hızı  

( ),e x t A x
t

∂
∆  ∂

 

olur. Burada, / t∂ ∂ kısmi türevi kullanılmıştır çünkü x sabit tutulmaktadır.  

 

Isı akışı. İnce çubukta termal enerji sağa ya da sola doğru akar. Isı akışı 

( , )x tΦ  = 

ısı akışı (birim zamanda birim 

yüzey alanından sağa doğru 

akan termal enerji miktarı) 

olarak tanımlansın. 

 

Eğer ( , ) 0x tΦ <  ise, ısı enerjisi sola doğru akıyor anlamına gelir. Isı akışı birim alan 

başına akış olduğundan ve yüzey alanıyla çarpılması gerektiğinden, dilimin 

sınırlarından birim zamanda geçen ısı enerjisi ( , ) ( , )x t A x x t AΦ −Φ +∆   olur. Şekil 
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1.1’de gösterildiği gibi eğer ( , ) 0x tΦ >  ve ( , ) 0x x tΦ +∆ >  ise, x’ten birim zamanda 

geçen ısı enerjisi, dilimin ısı enerjisinde bir artışa katkıda bulunur; x x+ ∆ ’teki ısı akışı 

ise ısı enerjisini azaltır. 

 

Isı Kaynakları.  Aynı zamanda, belki kimyasal tepkimeler ya da elektriksel ısıtma 

var olduğunu düşünerek, içsel ısı enerjisi kaynaklarına izin verelim: 

 

( , )Q x t  = birim hacim başına, birim zamanda üretilen ısı enerjisi, 

 

olsun. İnce bir dilim için, ( , )Q x t  yaklaşık olarak sabittir, ve böylece ince dilim 

içerisinde birim zamanda üretilen toplam termal enerji yaklaşık olarak ( , )Q x t A x∆  olur. 

  

Isı enerjisinin korunumu (ince dilim).  Isı enerjisinin değişim hızı, sınırlardan 

geçen termal enerji ve içsel kaynaklar nedeniyle oluşur: 

 

( ), ( , ) ( , ) ( , ) .e x t A x x t A x x t A Q x t A x
t

∂
∆ ≈ Φ −Φ +∆ + ∆  ∂   

(1.2) 

 

 
Denklem (1.2) tam doğru değildir çünkü küçük kesitli dilim için birçok niceliğin 

yaklaşık olarak sabit olduğu kabul edilmiştir. İddia ediyoruz ki, 0x∆ →   için, (1.2) 

denklemi gittikçe kesin doğru sonuca yaklaşır.  Dikkatli (ve matematiksel olarak daha 

titiz) bir türetme yapmadan önce, 0x∆ →  limit sürecinin temel mantığını açıklamaya 

çalışalım. 0x∆ →  limitinde, (1.2) denklemi ilginç bir bilgi vermez, yani 0 0=  olur. 

Fakat denklemi önce x∆ ’e böler ve 0x∆ →  iken limit alırsak,  

 

( ) ( ) ( )
0

, ,
lim ,
x

x t x x te
Q x t

t x∆ →

Φ −Φ + ∆∂
= +

∂ ∆    
(1.3) 

 

 

elde ederiz. Burada, sabit dik kesit alanı değeri sadeleştirilmiştir. Bu sonucun tam 

olduğunu (küçük hataların bile olmadığını) iddia ediyoruz ve bu nedenle (1.2)’deki ≈  
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imini (1.3)’deki =  ile değiştiriyoruz. Bu 0x∆ →  iken limit alma sürecinde, t   sabit 

tutulmaktadır. Sonuç olarak, kısmi türev tanımından, 

e
Q

t x

∂ ∂Φ
= − +

∂ ∂
    (1.4) 

elde edilir. 

 

Isı enerjisinin korunumu (tam doğru). Isı enerjisi korunumunu diğer bir şekilde 

türetmenin yararı, bizi küçük dilimlerle sınırlandırılmak zorunda bırakmamasıdır. Limit 

alma ( 0x∆ → ) sürecinin hesabındaki yaklaşıklıktan kaçınmış oluruz. Bir-boyutlu 

çubuğun herhangi bir sonlu  kısmını ( x a=  dan x b=  ye) düşünelim ( Şekil 1.2). Bu 

bölgede ısı enerjisinin korunumunu araştıracağız. Toplam ısı enerjisi sonsuz küçük 

dilimlerin katkılarının toplamıdır, yani ( ),
b

a
e x t dx∫  dir. Aynı şekilde, yine sadece yan 

kenarlardan geçen ısı enerjisi ve bölge içinde üretilen ısı enerjisi nedeniyle değişim 

gösterir ve böylece (A sabitini sadeleştirdikten sonra) 

 

( ) ( ), ,
b b

a a

d
edx a t b t Qdx

dt
= Φ −Φ +∫ ∫  

elde edilir. 

 

 

Şekil 1.2   Bir çubuğun sonlu bir kısmından içeri ve dışarı akan ısı enerjisi 

 

Teknik olarak, 
b

a
edx∫  yalnızca t’ye bağlı olduğundan ve x’e bağlı olmadığından, 

(1.5)’de d/dt adi türevi görülür. Buna karşın, eğer a ve b sabitse (ve e sürekli ise), 

 

b b

a a

d e
edx dx

dt t

∂
=

∂∫ ∫  

 

olur. Bu doğrudur çünkü integral içinde şimdi x sabit tutularak adi türev alınmaktadır, 

ve bu nedenle kısmi türevle değiştirilmelidir. Şimdi,  

(1.5) 
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( ) ( ), ,
b

a
a t b t dx

x

∂Φ
Φ −Φ = −

∂∫  

olduğuna dikkat edersek (ki eğer Φ sürekli türetilebilirse bu doğrudur), bu durumda 

(1.5)’deki her terim birer adi integrale dönüşür. Sonuçta, 

 

0
b

a

e
Q dx

t x

∂ ∂Φ + − = ∂ ∂ ∫  

 
olur. Rastgele a ve b değerleri için, bu integral sıfır olmalıdır; rastgele limitler için eğri 

altındaki alan sıfır olmalıdır. Bu ise ancak, integrantın yani integral içindeki ifadenin 

sıfır olmasıyla mümkündür. ( Kaba bir ispat için; herhangi a ve b için  ( )f x  in sürekli 

ve ( ) 0
b

a

f x dx =∫  olduğunu varsayalım. Tüm x değerleri için ( ) 0f x =  olduğunu 

kanıtlamak istiyoruz. Bunu, ( ) 0f x ≠  olacak şekilde bir 0x  noktasının var olduğunu 

kabul ederek ve bu durumda bir çelişki oluşacağını göstererek kanıtlayabiliriz. Eğer 

0( ) 0f x ≠  ve ( )f x  sürekli ise, o zaman, 0x  komşuluğunda öyle bir bölge bulunur ki bu 

bölge içinde ( )f x  tek bir işarete sahiptir. a  ve b yi bu bölgenin içinden seçersek bu 

durumda ( ) 0
b

a

f x dx ≠∫  olur, çünkü ( )f x  işareti bir uçtan diğerine kadar aynıdır. Bu 

ise, ( ) 0
b

a

f x dx =∫  olması ile çelişir. O halde, 0( ) 0f x ≠  olamaz.). Böylece, 

 
e

Q
t x

∂ ∂Φ
= − +

∂ ∂
 

 
elde edilir. Denklem (1.5) (ile ifade edilen), integral korunum kanunu, (1.6)’daki 

diferensiyel formundan daha temel bir niteliktedir. Denklem (1.6), fiziksel değişkenlerin 

sürekli olduğu alışılageldik durumlarda geçerlidir. 

  

/ x∂Φ ∂  teriminin önündeki eksi işaretini daha ileri bir şekilde açıklamak için, 

sıralamaya dikkat etmek gerekir. Örneğin, a x b≤ ≤  için / 0x∂Φ ∂ >  ise, Φ  ısı akışı, 

x’in artan bir fonksiyonudur. Isı, (b a>  kabulü altında), x a=  da olduğundan daha 

fazla ölçüde x b=  de sağa doğru akmaktadır. Böylece (Q kaynaklarının etkilerini 

(1.6) 
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gözardı ederek), x a=  ve x b=  arasında ısı enerjisi azalmalıdır ki bu da (1.6)’daki eksi 

işaretiyle sonuçlanır. 

 

Sıcaklık ve özgül ısı. Malzemeleri genellikle, termal yoğunluklarıyla değil de 

 

( , )u x t sıcaklık=  

 

sıcaklıklarıyla ifade ederiz. Sıcaklık ve termal enerji kavramlarını ayırdetmek, her 

zaman için önemsiz gibi görünse de öyle değildir. Ancak 1700’lü yılların ortalarında 

kullanılmaya başlanan doğru deney düzeneklerinin varlığı, iki farklı malzemenin 

sıcaklığını belli bir değerden daha büyük bir değere yükseltmek için farklı miktarlarda 

termal enerji gerekebileceğini fizikçilerin anlamasını sağlamıştı. Bu durum, özgül ısının 

(ya da ısı sığası) tanımlanması gerekliliğini ortaya koymuştur: 

 

c = 
özgül ısı (belli bir maddenin sıcaklığını bir birim 
arttırabilmek için sağlanması gereken termal 
enerji). 

 

Genelde, deneylere (ve yaptığımız tanıma) göre, bir malzemenin özgül ısısı c, u 

sıcaklığına bağlıdır. Örneğin, bir maddenin birim kütlesinin sıcaklığını 0oC’den 1oC’ye 

çıkarmak için gereken termal enerji, aynı maddeyi 85oC’den 86oC’ye çıkarmak için 

gereken termal enerjiden farklı olabilir. Özgül ısının sıcaklığa bağlı olduğu ısı akışı 

problemleri matematiksel olarak oldukça karmaşıktır.  Sınırlanmış sıcaklık 

aralıklarında, özgül ısı çoğunlukla yaklaşık olarak sıcaklıktan bağımsızdır. Bununla 

birlikte, deneyler, farklı malzemelerin ısınması için farklı miktarda termal enerji 

gerektiğini göstermektedir. Bir-boyutlu çubuğumuzun bileşiminin bir konumdan 

diğerine değişebileceği durumlardaki doğru denklemi formüle etmek istediğimiz için, 

özgül ısı x’e bağlı olacaktır, yani c=c(x) olacaktır. Birçok problemde çubuk sadece bir 

malzemeden yapılmış olarak karşımıza çıkar; bu durumda, c özgül ısısının sabit 

olmasına izin vereceğiz.  
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Termal enerji. İnce bir dilimdeki termal enerji ( , )e x t A x∆   dir. Bununla birlikte, termal 

enerji, 0o referans sıcaklığından ( , )u x t  gerçek sıcaklığına yükselmek için gereken enerji 

olarak da tanımlanır. Özgül ısı sıcaklıktan bağımsız olduğundan, birim kütle başına ısı 

enerjisi yalnızca ( ) ( , )c x u x t  olur. Bu durumda, ( )xρ  kütle yoğunluğunu tanıtmamız 

gerekir: 

 

( )xρ = kütle yoğunluğu (birim hacim başına kütle) 

 

olup, çubuğun bileşiminin muhtemelen düzgün olmayan malzemeden oluştuğunu 

düşünerek, kütle yoğunluğunun x e bağlı olmasına izin veriyoruz. İnce dilimin toplam 

kütlesi A xρ ∆  olur. Bu nedenle, herhangi bir ince dilimdeki toplam termal enerji 

( ) ( , )c x u x t A xρ⋅ ∆  olur. Böylece 

 
( , ) ( ) ( , )e x t A x c x u x t A xρ∆ = ⋅ ∆  

 

yazılabilir. Bu yolla, termal enerji ile sıcaklık arasındaki temel ilişkiyi açıklamış olduk: 

 

( , ) ( ) ( ) ( , ).e x t c x x u x tρ=  

 

Diğer bir deyişle, birim hacim başına termal enerji; birim kütle ve birim derece başına 

termal enerji “çarpı” sıcaklık “çarpı” kütle yoğunluğuna (birim hacim başına düşen  

kütleye) eşittir. (1.7) kullanılarak termal enerji yoğunluğundan kurtulduktan sonra, (1.4) 

ya da (1.6) termal enerji korunumu şu hale dönüşür: 

 

( ) ( ) .
u

c x x Q
t x

ρ
∂ ∂Φ

= − +
∂ ∂

 

 

Fourier kanunu. Genellikle, (1.8) denklemi iki bilinmeyenli bir denklemdir: 

( , )u x t  sıcaklığı ve ( , )x tΦ  ısı akışı (birim zamanda birim yüzey alanından akış). Isı 

enerjisi nasıl ve neden akar? Diğer bir deyişle, ısı enerjisi akışının sıcaklık üzerindeki 

etkisi konusunda bir ifadeye ihtiyacımız bulunmaktadır. Öncelikle, ısı akışı konusunda 

hepimizin bildiği birkaç nitel özelliği özetleyelim: 

(1.7) 

(1.8) 



 9

 

1. Eğer bir bölgede sıcaklık sabitse, hiçbir ısı enerjisi akışı olmaz. 

2. Eğer sıcaklık farklılıkları varsa, ısı enerjisi, sıcak bölgeden soğuk bölgeye doğru 

akar. 

3. Sıcaklık farklılıkları yükseldikçe (aynı malzeme için), ısı enerjisinin akışı da 

büyür. 

4. Isı enerji akışı, aynı sıcaklık farkları olsa bile, farklı malzemeler için farklıdır. 

 

Fourier (1768-1830) bu dört maddeyi tanımladı ve şu formülle özetledi (birçok deney 

de dahil olmak üzere), 

 

0 .
u

K
x

∂
Φ = −

∂
 

 
Bu denklem Fourier’in ısı iletim kanunu olarak bilinir. Buradaki /u x∂ ∂  sıcaklığın 

türevi olup; (sabit t için x’in bir fonksiyonu olarak) sıcaklığın eğimidir ve (birim 

uzunluk başına)  sıcaklık farklarını temsil eder. (1.9) denklemi, ısı akışının sıcaklık 

farkına (birim uzunluk başına) orantılı olduğunu ifade eder. Eğer x arttıkça u da 

artıyorsa (yani, sağa doğru gittikçe sıcaklık artıyor, / 0u x∂ ∂ > ), o zaman (özellik 2) 

biliriz ki, ısı enerjisi sola doğru akar. Bu durum, (1.9)’daki eksi işaretini açıklar.  

 

0K  ile gösterilen orantılılık katsayısı malzemenin ısı iletebilme yeteneğini ölçer ve 

termal iletkenlik olarak adlandırılır. Deneyler göstermektedir ki, farklı malzemeler 

ısıyı farklı biçimde iletirler; 0K  değeri malzemeye bağlıdır. 0K  büyüdükçe, aynı 

sıcaklık farkı için, ısı enerjisinin akışı da artar. 0K  değeri küçük olan bir malzeme, zayıf 

bir ısı ileticisidir (ve ev yalıtımı için idealdir). Farklı malzemelerden oluşan bir çubuk 

için 0K , x’in bir fonksiyonudur. Dahası, deneylerin gösterdiğine göre, birçok 

malzemenin ısı iletim yeteneği sıcaklığa göre de değişir: 0 0 ( , )K K x u=  dur. Yine de, 

aynen özgül ısıda (c) olduğu gibi, sıcaklığa olan bu bağımlılık belli bazı problemler için 

önemli değildir. Bu nedenle, bundan sonra, termal iletkenliğin ( 0K ) yalnızca x’e bağlı 

olduğunu yani  0 0 ( )K K x=  kabul edeceğiz. Fakat, genellikle, 0K ’ın sabit olduğu 

düzgün çubukları inceleyeceğiz. 

(1.9) 
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Isı denklemi. Eğer (1.9) Fourier kanunu, (1.8) ısı enerjisi korunumu denklemine  

konulursa, bir kısmi diferensiyel denklem ortaya çıkar: 

0

u u
c K Q

t x x
ρ
∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂         

(1.10) 

 
Genellikle Q ısı enerjisi kaynaklarının verilmiş (belli) ve tek bilinmeyenin ( , )u x t  

sıcaklığı olduğunu düşünürüz. 0, ,c Kρ  termal katsayılarının hepsi malzemeye bağlıdır 

ve bu nedenle x’in fonksiyonu olabilirler. Düzgün (uniform) çubuk durumunda ise, ki 

bu durumda 0, ,c Kρ  sabittir, (1.10) kısmi diferensiyel denklemi aşağıdaki şekle 

dönüşür: 

 

2

0 2

u u
c K Q

t x
ρ
∂ ∂

= +
∂ ∂

. 

 

Ayrıca eğer kaynak da yoksa ( 0Q = ), o zaman her iki tarafı da cρ  ile bölersek, kısmi 

diferensiyel denklem 

 

2

2

u u
k

t x

∂ ∂
=

∂ ∂         

    

haline gelir. Buradaki termal yayılma (k), 

 

0K
k

cρ
=  

 

olarak verilir ve termal iletkenliğin özgül ısı ve kütle yoğunluğuna bölümü olarak ifade 

edilir. (1.11) denklemine sık sık ısı denklemi adı verilir. Kaynakların yokluğuna ve 

sabit termal özelliklere karşılık gelir. Eğer başlangıçta termal enerji tek bir yere 

toplanmış durumdaysa, (1.11) denklemi, ısı enerjisinin nasıl yayıldığını tanımlar, bu 

fiziksel sürece yayınım (difüzyon) denir. Sıcaklığın yanısıra diğer fiziksel nicelikler de, 

yine (1.11) kısmi diferensiyel denklemini sağlayarak, yaklaşık aynı şekilde pürüzsüzce 

kaybolurlar. Bu nedenle, (1.11) denklemine aynı zamanda yayınım denklemi de denir. 

(1.11) 
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Örneğin, kimyasalların (örneğin parfüm ve kirleticilerin) yoğunlaşma ( , )u x t ’si belli 

bir-boyutlu durumlarda (1.10) yayınım denklemini sağlar. 

 

Başlangıç Koşulu. Isı enerjisinin akışını tanımlayan (1.10) ve (1.11) kısmi türevli 

denklemlerinde zamana göre birer tane türev ifadesi bulunmaktadır. Adi bir diferensiyel 

denklemin tek bir türevinin bulunduğundaki başlangıç değer problemi, tek başlangıç 

koşullu diferensiyel denklemi çözmekten ibarettir. Bir parçacığın x konumunu açıklayan 

Newton’un hareket kanunu, ikinci mertebeden bir adi diferensiyel denklem verir: 

2 2/md x dt kuvvetler= . Bu ikinci basamak türevler içerir. Başlangıç değer problemi, iki 

başlangıç koşullu (x başlangıç konumu ve /dx dt  başlangıç hızı) diferensiyel denklemi 

çözmekten ibarettir. Bu bilgileri (kuvvet bilgileri de dahil) kullanarak ve diferensiyel 

denklemi başlangıç koşulları için çözerek, bir parçacığın x yönündeki sonraki 

hareketlerini tahmin edebiliriz. Kendi kısmi türevli denklemimiz için de aynı süreci 

izlemek, yani gelecekteki sıcaklığını tahmin etmek istiyoruz. Isı denkleminde tek zaman 

türevi bulunduğundan, elimizde tek bir başlangıç koşulu (BK) (genellikle 0t =  

zamanında verilir), yani başlangıç sıcaklığı olmalıdır. Başlangıç sıcaklığı sabit olmayıp, 

x’e bağlı olabilir. Bu nedenle, elimizde şu başlangıç sıcaklık dağılımı olmalıdır: 

 

( ,0) ( )u x f x= . 

 

Sonraki sıcaklığı tahmin etmek için bu yeterli bir bilgi midir? Başlangıç sıcaklığı 

dağılımını ve sıcaklığın (1.10) veya (1.11) kısmi türevli denklemlerine göre değiştiğini 

biliyoruz. Buna karşılık, 0 ve x x L= =  sınırlarında neler olduğunu bilmemiz gerekir. 

Bu bilgi olmadan, geleceği tahmin edemeyiz. Genellikle, her bir uçta bir koşul olmak 

üzere, (1.10) veya (1.11) denklemlerindeki ikinci uzaysal türevlere karşılık gelen iki  

koşula gerek vardır.  

1.3 Sınır Koşulları 

 
 (1.10) ya da (1.11) ısı denklemini çözerken, çubuğun her bir ucu için bir sınır koşulu  

gereklidir. Uygun koşul, her bir ucu etkisi altında bulunduran fiziksel mekanizmaya 

bağlıdır. Çoğunlukla, sınırdaki koşul, çubuğun hem içindeki hem dışındaki malzemelere 
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bağlıdır. Dış ortamın bilindiğini ve çubuğun fazla etkisi altında olmadığını kabul 

edeceğiz. 

 

Önceden bilinen sıcaklık. Belli durumlarda, çubuğun ucundaki (örneğin 0x =  daki) 

sıcaklığına, önceden verilen bir 

(0, ) ( )Bu t u t=  

 

sıcaklığı ile yaklaşılabilir. Burada, ( )Bu t , çubuğun temas halinde olduğu akışkan 

ortamın sıcaklığıdır. 

 

Yalıtılmış sınır.   Diğer durumlarda, sıcaklık yerine sınırda ısı akışını vermek 

mümkündür, yani 

 

0 (0) (0, ) ( )
u

K t t
x

∂
− = Φ

∂
 

 

verilebilir. Burada, ( )tΦ bilinmektedir. Bu, birinci türev ( /u x∂ ∂ ) için 0x =  noktasında 

bir koşul belirtmekle eşdeğerdir. 0x =  da eğim verilir. (1.13) denkleminin integrali 

alınamaz, çünkü sadece tek bir x noktasındaki eğim değeri bilinmektedir. Önceden 

verilen ısı akışı sınır koşulu için en basit örnek, bir ucun mükemmel şekilde yalıtılmış 

(bazen “mükemmel” ifadesini gözardı ederiz) olduğu durumdur. Bu durumda, sınırda 

herhangi bir ısı akışı yoktur. Eğer 0x =  ucu yalıtılmış ise, 

 

(0, ) 0
u

t
x

∂
=

∂
. 

 
Newton’un soğutma kanunu.   Bir-boyutlu bir çubuğun, sınırda, hareket halindeki bir 

akışkan (örneğin hava) ile temas ettiğini düşünelim. Bu durumda, ne önceden bilinen 

sıcaklık ne de önceden bilinen ısı akışı uygun olmayabilir. Örneğin, çok sıcak bir 

çubuğun, daha soğuk olan hareketli hava ile temas ettiğini hayal edelim. Isı, çubuğu 

terkederek havayı ısıtacaktır. Sonra da, hava, ısıyı uzaklara taşıyacaktır. Bu ısı transferi 

sürecine taşınım denir. Yine de, çubuğa yakın bölgelerde hava daha sıcak olacaktır. 

Fakat, bu karmaşık bir problemdir; gerçekte hava sıcaklığı çubuğa olan mesafeye göre 

(1.12) 

(1.13) 

(1.14) 
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(ortam ve çubuk sıcaklıkları arasındaki değerlerde) değişecektir. İyi bir yaklaşık çözüm 

için, deneyler göstermektedir ki, çubuğu terkeden ısı akışı, çubuk ile verilen dış 

sıcaklığın farkıyla orantılıdır. Bu sınır koşuluna Newton’un soğutma kanunu adı 

verilir. Eğer 0x =  noktasında bu geçerli ise, 

 

[ ]0 (0) (0, ) (0, ) ( )B

u
K t H u t u t

x

∂
− = − −

∂
 

 
yazılabilir. Buradaki H orantılılık sabitine ısı transferi katsayısı (ya da taşınım 

katsayısı) denir. Bu sınır koşulu, u  ve /u x∂ ∂ ’in lineer bir birleşimini  içerir. ( (1.15) 

koşulunun geçerli olduğu farklı bir durum için  Berg and Mc Gregor 1966). Orantılılığın 

işaretine dikkat etmeliyiz. Eğer çubuk ortamdan daha sıcak ise [yani (0, ) ( )Bu t u t> ], o 

zaman genelde ısı akışı 0x =  da çubuğun dışına doğrudur. Yani, ısı sola doğru 

akmaktadır; ve bu durumda ısı akışı negatiftir. (1.15)’deki eksi işaretini bu nedenle 

ekledik (H>0 için). (0, ) ( )Bu t u t< olduğunu kabul etseydik yine aynı sonuca ulaşırdık. 

(1.15)’deki işaretleri anlamanın diğer bir yolu, yine, (0, ) ( )Bu t u t> olduğunu kabul 

etmektir. 0x =  noktasının sağ tarafında sıcaklık daha yüksektir ve sağa doğru gittikçe 

sıcaklığın daha da artmasını bekleriz. Bu nedenle, 0x =  da /u x∂ ∂  pozitif olmalıdır. 

(1.15) denklemi, bu ifadelerle uyum içindedir. Aynı şekilde,  x L=  deki sağ uç 

noktasında Newton’un soğutma kanununun şu şekilde olduğunu gösterebiliriz: 

[ ]0 ( ) ( , ) ( , ) ( )B

u
K L L t H u L t u t

x

∂
− = −

∂
 

 
burada, ( )Bu t , x L=  noktasındaki dış sıcaklıktır. Sol sınır koşulu (1.15) ile sağ sınır 

koşulu (1.16) arasındaki önemli işaret değişikliğini hemen fark edebiliriz. 

 
Newton’un soğutma kanunundaki H  katsayısı deneysel olarak belirlenir. Hem çubuğun 

özelliklerine hem de akışkan özelliklerine (akışkan hızı dahil) bağlıdır. Eğer H  katsayısı 

küçükse, o zaman sınırdan çok az ısı enerjisi geçiyor demektir. 0H →  limitinde, 

Newton’un soğutma kanunu, yalıtılmış sınır koşuluna yakınsar. 0H ≠  için yazılan 

Newton soğutma kanununun, mükemmel şekilde yalıtılmamış bir sınırı temsil ettiğini 

düşünebiliriz. Eğer H →∞  ise, sınır koşulu, (0, ) ( )Bu t u t=  önceden bilinen başlangıç 

(1.15) 

(1.16) 
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koşuluna yakınsar. Bu, (1.15) denklemini örneğin H ile bölerek en kolay şekilde 

görülebilir: 

 

[ ]0 (0) (0, ) (0, ) ( )B

K u
t u t u t

H x

∂
− = − −

∂
 

 

olup, böylece, H →∞  limiti, hiç yalıtılmamış duruma karşılık gelir. 

 

Özet.    Üç farklı çeşitte sınır koşulu tanımladık. Örneğin, 0x =  noktasında: 

 

   (0, ) ( )Bu t u t=    önceden bilinen sıcaklık 

   0 (0) (0, ) ( )
u

K t t
x

∂
− = Φ

∂
 önceden bilinen ısı akışı 

[ ]0 (0) (0, ) (0, ) ( )B

u
K t H u t u t

x

∂
− = − −

∂
 Newton’un soğutma kanunu 

Newton’un soğutma kanunu için gerekli olan işaret değişimine ( H−  yerine H ) dikkat 

edersek, aynı koşullar x=L noktasında da sağlanabilir. Her bir sınırda bir sınır koşulu 

bulunur. Her iki sınırın da aynı tür sınır koşulunu sağlaması gerekmez. Örneğin, 0x =  

ucunda  

(0, ) 100 25cosu t t= −  

salınım yapan sıcaklık değeri verilirken,  x L=   ucunda 

( , ) 0
u

L t
x

∂
=

∂
 

yalıtım koşulu verilebilir (Chan and Yuen 20019. 
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2. DENGE SICAKLIĞI DAĞILIMI 

 

2.1  Önceden Bilinen Sıcaklık 

 

Şimdi, tipik bir basit ısı akışı problemini formüle edelim. Termal katsayılar sabitse ve 

termal enerji kaynakları yoksa, bir-boyutlu 0 x L≤ ≤  çubuğundaki ( , )u x t sıcaklığı,  

2

2

u u
k

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

denklemini sağlar. Bu kısmi türevli denklemin çözümü,  

 

( ,0) ( )u x f x=  

başlangıç koşulunu ve her bir uç için bir sınır koşulunu sağlamalıdır. Örneğin, uçlardaki 

sıcaklığın 

 

1

2

(0, ) ( )

( , ) ( )

u t T t

u L t T t

=

=
 

 

olarak verildiği bir durumda, her bir uç farklı ortamlarla temas halinde olabilir. Bir 

amacımız da, (2.1)-(2.3) ile belirlenen problemin çözümünü bulmaktır. 

 

Denge sıcaklığı dağılımı.  Kısmi türevli denklemler için böyle bir başlangıç ve sınır 

değer problemi çözmeye kalkışmadan önce, adi diferensiyel denklemler için konuyla 

fiziksel olarak ilgili bir soruyu tartışalım.  x=0 ve x=L noktalarındaki sınır koşullarının 

kararlı (yani zamandan bağımsız) olduğunu varsayalım, 

 

1(0, )u t T=   ve  2( , )u L t T= . 

 

Buradaki T1 ve T2 bilinen sabitlerdir. Bir denge ya da kararlı-durum çözümünü 

zamana bağlı olmayan bir sıcaklık dağılımı olarak tanımlarız, yani ( , ) ( )u x t u x= .  

/ t∂ ∂ ( ) 0u x =  olduğundan kısmi türevli denklem 2 2( / ) 0k u x∂ ∂ =  olur; fakat kısmi 

türevlere gerek yoktur, ve böylece 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 
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2

2
0

d u

dx
=  

olur. Sınır koşulları ise 

1(0)u T=  

2( )u L T=  

 

olarak verilir. Kararlı-durum hesaplamalarında, başlangıç koşulları genellikle ihmal 

edilir. (2.4) denklemi aslında aşırı basit bir ikinci-mertebe diferensiyel denklemdir. İki 

kez integrali alınarak genel çözümü bulunur.  (2.4)’ün integrali alınırsa, 1/du dx C=  

bulunur. İkinci kez integrali alınırsa  

 

1 2( )u x C x C= +  

 

elde edilir. (2.6), bir doğrunun genel denklemidir. Böylece, (2.5) sınır koşullarından 

bulunabilir ki, denge sıcaklığı dağılımı, x=0’da T1 ve x=L’de T2 değerlerini alan bir 

doğrudur (Şekil-2.1). Geometrik açıdan, bu problem için tek bir denge çözümü vardır. 

Cebirsel olarak,  

 

  
 

Şekil 2.1   Denge sıcaklığı dağılımı. 
 
 
 

1(0)u T=   ve 2( )u L T=  sınır koşullarını uygulayarak bu C1 ve C2 rastgele sabitlerini 

belirleyebiliriz: 

 

1(0)u T=  ‘den  1 2T C=   

2( )u L T=  ‘den 2 1 2T C L C= +   

 

(2.4) 

(2.5a) 

(2.5b) 

(2.6) 

(2.7) 
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bulunur. (2.7) çözülürse,  2 1C T=    ve  1 2 1( ) /C T T L= −   elde edilir. Böylece, bu sabit 

sınır koşullarına sahip kararlı-durum ısı denklemi için tek denge çözümü,  

2 1
1( )

T T
u x T x

L

−
= +  

şeklinde bulunur. 

 

Dengeye yaklaşma.   (2.5) kararlı sınır koşularına sahip (2.1) ve (2.2) zamana-bağlı 

problem için, ( , )u x t  sıcaklık dağılımının zaman içinde değişmesini bekleriz; ( , )u x t  

başlangıçtaki ( )f x  dağılımına eşit kalmayacaktır. Çok çok uzun süre beklersek, iki 

ucun etkisinin baskın duruma geleceğini düşünebiliriz. Başlangıç koşulları genellikle 

unutulur. En sonunda, sınır koşulları zamandan bağımsız olduğundan, sıcaklığın fiziksel 

olarak denge sıcaklığı dağılımına yaklaşması beklenir: 

 

2 1
1lim ( , ) ( )

t

T T
u x t u x T x

L→∞

−
= = + . 

 
Yine de, eğer kararlı bir hale yaklaşılmışsa, denge problemi doğrudan doğruya 

çözülerek daha kolay bir şekilde elde edilebilir. 

 

2.2 Yalıtılmış Sınırlar 

 

Kararlı-durum hesaplamalarının ikinci bir örneği olarak, yine kaynak içermeyen ve sabit 

termal özellikli bir-boyutlu bir çubuk düşünelim, fakat bu kez x=0 ve x=L’deki sınırları 

yalıtılmış olsun. Zamana-bağlı problemin formülasyonu   

KTD: 
2

2

u u
k

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

 

BK: ( ,0) ( )u x f x=  

 

SK: (0, ) 0
u

t
x

∂
=

∂
 

     ( , ) 0
u

L t
x

∂
=

∂
. 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10a) 

(2.10b) 

(2.10c) 

(2.10d) 
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şeklindedir.Denge problemi, / 0t∂ ∂ =  yapılarak türetilir. Şu an için başlangıç koşulunu 

gözardı edersek, denge sıcaklığı dağılımı şunları sağlar: 

 

ADD: 
2

2
0

d u

dx
=  

  

SK: 

(0) 0
du

dx
=  

  ( ) 0
du

L
dx

=  . 

 

Yine, 2 2/ 0d u dx = ’nin genel çözümü herhangi bir doğrudur, 

 

1 2u C x C= + . 

 

Sınır koşuları, her iki uçtaki eğimin sıfır olmasını gerektirir. Geometrik açıdan, yatay 

(sıfır eğim) olan herhangi bir doğru (2.11)’i sağlar (Şekil 2.2’de gösterildiği gibi). 

Çözüm, herhangi bir sabit sıcaklık değeridir. Cebirsel açıdan, (2.12)’den, 

1/du dx C= ’dir ve her iki sınır koşulu da 1 0C =  olmasını gerektirir. Böylece, herhangi 

bir C2 sabiti için, 

2( )u x C=  

bulunur. Birinci örneğin (her iki uçta sabitlenmiş sıcaklıklar bulunan) aksine, burada tek 

bir denge sıcaklığı yoktur. Yalıtılmış sınır koşulları için, herhangi bir sabit sıcaklık bir 

denge sıcaklığı dağılımıdır.  

  

Şekil 2.2   Çeşitli sabit denge sıcaklığı dağılımları (yalıtılmış uçlar için). 

 

Bu nedenle, zamana-bağlı başlangıç değeri problemi için, 

2lim ( , )
t

u x t C
→∞

=  

(2.11a) 

(2.11b) 

(2.11c) 

(2.12) 

(2.13) 
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olmasını bekleriz; eğer yeterince beklersek, uçları yalıtılmış bir çubuk sabit bir sıcaklığa 

yaklaşır. Bu, fiziksel açıdan oldukça akla yatkındır. Yine de, çözümün herhangi bir sabit 

değere yaklaşması anlamsızdır; yaklaşılanın hangi sabit değer olduğunu bilmeliyiz. Bu 

durumda, tek çözüm bulunamaması, başlangıç koşulunun tamamen gözardı 

edilmesinden kaynaklanmıştır. Genelde, denge çözümü başlangıç koşulunu 

sağlamayacaktır. Yine de, sabit dengenin özel çözümü, (2.10), zamana-bağlı problemi 

için başlangıç koşulu kullanarak belirlenir. Her iki uç da yalıtılmış olduğundan, toplam 

termal enerji sabittir. Tüm çubuğun termal enerjisinin toplam korunumundan [bkz. 

(1.5)] ,  

0 00
(0, ) ( , )

Ld u u
c udx K t K L t

dt x x
ρ

∂ ∂
= − +

∂ ∂∫  

 

elde edilir. Her iki uç da yalıtılmış olduğundan, 

 

0

L

c udx sabitρ =∫  

 

olur. (2.15)’in gerektirdiği şeylerden birisi, başlangıç termal enerjisinin son ( limt→∞ ) 

termal enerjiye eşit olmasıdır. ( ,0) ( )u x f x=  olduğundan, başlangıç termal enerjisi 

0
( )

L

c f x dxρ∫ ’tir. Denge termal enerjisi ise, denge sıcaklık dağılımı 2( , )u x t C=  sabiti 

olduğundan, 2 20

L

c C dx c C Lρ ρ=∫  olur. C2 sabiti, bu iki ifadeyi sabit toplam termal enerji 

için eşitlenerek belirlenir, 20
( )

L

c f x dx c C Lρ ρ=∫ .  C2 için çözülürse, istenilen tek 

kararlı-hal çözümünün 
 

2 0

1
( ) ( ) ,

L

u x C f x dx
L

= = ∫  

 

yani başlangıç sıcaklık dağılımının ortalaması olması gerekir. Başlangıç koşulu 

tamamen unutulmuş değildir. Daha sonra, (2.10)’u sağlayan bir ( , )u x t  bulacağız ve 

lim ( , )
t

u x t
→∞

 değerinin (2.16) ile verileceğini göstereceğiz.  

 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 



 20

3. ISI DENKLEMİNİN İKİ VE ÜÇ BOYUTTA TÜRETİLMESİ 

 

3.1 Giriş  

 

Kesim-1.2’de gösterdiğimiz gibi, bir-boyutlu bir çubuktaki ısı iletimi için ( , )u x t  

sıcaklığı,  

0

u u
c K Q

t x x
ρ
∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ 

 

 
denklemini sağlar. Kaynakların bulunmadığı ( 0Q = ) ve termal özelliklerin sabit olduğu 

durumlarda, kısmi türevli denklem 

 
2

2

u u
k

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

 
şekline dönüşür, burada 0 /k K cρ=  dur. Bu kısmi türevli denklemleri içeren 

problemleri çözmeden önce, iki ya da üç boyutlu uzaydaki ısı akışı problemlerine ait 

kısmi türevli denklemleri formüle edeceğiz. Önemli farklılıklar ortaya çıkacak olmasına 

rağmen, türetme işlemlerinin, bir-boyutlu problemlerde yapılanla benzer olacağını 

göreceğiz. Yeni ve daha karmaşık denklemler türetmeyi (daha basit olanları çözmeden 

önce) önereceğiz ve böylece, KTD çözüm tekniklerini tartışırken, üzerinde 

çalışabileceğimiz birçok örnek vereceğiz. 

 
Isı enerjisi. Herhangi bir R alt-bölgesini düşünerek türetme işlemlerimize başlıyoruz 

(bkz. Şekil 3.1). Bir-boyutlu durumda olduğu gibi, ısı enerjisinin korunumu şu ifadelerle 

verilir: 

 
ısı enerjisinin 
zamana göre 
değişim hızı 

= 
birim zamanda 

sınırlardan geçen ısı 
enerjisi 

+ 
birim zamanda 
içeride üretilen ısı 

enerjisi. 
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Şekil 3.1  Üç-boyutlu R altbölgesi. 

 
Burada, Kesim-1.2’de kullanılan bir-boyutlu integrale karşılık, herhangi bir R altbölgesi 

içindeki ısı enerjisi  

 

ısı enerjisi 
R

c udVρ= ∫∫∫ , 

olarak verilir. 

 
Isı akışı vektörü ve normal vektörler.   Isı enerjisinin akışı için bir ifadeye ihtiyacımız 

vardır. Bir-boyutlu bir problemde φ  ısı akışı sağa doğru olarak tanımlanır (φ < 0  ise 

sola doğru akış vardır). Üç-boyutlu bir problemde ise ısı (yalnızca sağa ya da sola değil) 

herhangi bir yönde akıyordur ve bu nedenle ısı akışı φφφφ  vektörü ile verilir. φφφφ  

büyüklüğü, birim zamanda birim yüzey alanından geçen ısı enerjisi miktarıdır. Yine de, 

ısı enerjisinin korunumu düşünülürse, önemli olan yalnızca birim zamanda sınırlardan 

geçen ısıdır. Şekil 3.2’deki A noktasında olduğu gibi, eğer akış sınıra paralel ise, o 

zaman o noktada sınırı geçen ısı enerjisi yoktur. Gerçekte, katkı yapan sadece ısı 

akışının normal bileşenidir (Şekil 3.2’deki B noktasıyla belirtildiği gibi). Herhangi bir 

noktada iki adet normal vektör bulunur: içeri doğru bir normal ve dışarı doğru bir n 

normali. Uzlaşı olarak, yalnızca n̂  dışarı-yönelmiş birim normal vektör kullanacağız 

(^ işareti birim vektör olduğunu göstermektedir). 

 

  
Şekil 3.2  Isı akışı vektörünün dışarı-yönelmiş normal bileşeni. 

 

Isı enerjisinin korunumu.   Her bir noktada, birim zamanda birim yüzey alanı başına R 

bölgesinden dışarı akan ısı enerjisi miktarı, ısı akışı vektörünün normal bileşenidir. 

Şekil-3.2’deki B noktasında, ısı akışı vektörünün dış-yönlü normal bileşeni 
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ˆcos /θ = ⋅ = ⋅n n nφ φ φφ φ φφ φ φφ φ φ  olur. Eğer φφφφ  ısı akışı içeri doğru yönelmiş olursa, ˆ 0⋅ <nφφφφ  

olur ve ısı enerjisinin dışarı doğru akışı negatiftir. Birim zamanda R dışına akan toplam 

ısı enerjisini hesaplamak için, ˆ⋅nφφφφ  terimini dS diferensiyel yüzey alanı ile çarpmalı ve 

R bölgesini kapsayan tüm yüzey üzerinde “toplamalıyız”. Bu, (Bazen ˆ⋅nφφφφ  ifadesi 

yerine, φφφφ ’nin dış-yönlü normal bileşeni anlamında nφφφφ ifadesi kullanılır.) ˆ⋅∫∫ n� φφφφ dS 

kapalı yüzey integrali ile gösterilir. Bu integral, R bölgesini (birim zamanda) terk eden 

ısı enerjisi miktarıdır ve (eğer pozitifse) R içindeki toplam ısı enerjisinin azalmasını 

gerektirir. Birim hacim başına üretilen ısı enerjisi hızı Q  ise, birim zamanda üretilen 

toplam ısı enerjisi ∫∫∫
R

dVQ  olur. Sonuçta, üç-boyutlu rastgele bir R bölgesi için ısı 

enerjisi korunumu denklemi,   

 

ˆρ = − ⋅ +∫∫∫ ∫∫ ∫∫∫� φφφφ
R R

d
dV dS dV

dt
c u Qn  

 
şeklinde olur. 

 
Divergens teoremi.   Bir boyut için integral korunum kanunundan bir kısmi türev ilişki 

türetmemizin bir yolu, 

 
b

a
a b dx

x

φ
φ( ) − φ( ) = −

∂
∂∫  

 
olduğuna dikkat etmekti. Yani, bir-boyutlu problem için, sınırlardan geçen akış, tüm 

bölge üzerinde alınan bir integral olarak ifade edilebilir. Divergens teoreminin de üç 

değişkenli fonksiyonlar için benzer bir süreç olduğunu iddia ediyoruz. Divergens 

teoremi, ( xΑ , yΑ , ve zΑ  bileşenlerine sahip; yani, ˆ ˆ ˆ
x y zA A= Α + +Α i j k ) bir A vektörü 

ile ilgilenir ve A’nın divergensi,  

 

x y zA A
x y z
Α

∂ ∂ ∂
∇ ≡ + +

∂ ∂ ∂
Α�  

 

(3.1) 

 

(3.2) 
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şeklinde verilir. Bir vektörün divergensi skalerdir. Divergens teoremi şunu ifade eder: 

Sürekli ve türevi alınabilen herhangi bir A vektörünün divergensinin hacim 

üzerindeki integrali, A’nın dış-yönlü normal bileşeninin kapalı yüzey üzerindeki 

integraline eşittir, yani 

 

ˆ
R

dV dS=∇∫∫∫ ∫∫Α Α n� ��  

 
şeklindedir. Bu aynı zamanda Gauss teoremi olarak da bilinir. Bazı yüzey integrallerini 

hacim integralleriyle (ya da tersi) ilişkilendirmek için kullanılabilir. Bir-boyutlu temel 

teorem tüm üç boyut için de tekrarlanarak bu türetme yapılabilir. 

 
Divergens teoreminin ısı akışına uygulanması.   Özellikle, birim zamanda sınırdan 

geçen ısı enerjisine karşılık gelen (3.1) ısı enerjisi korunumunda ortaya çıkan kapalı 

yüzey integrali, (3.3) divergens teoremine göre bir hacim integrali olarak yazılabilir. Bu 

durumda, (3.1) denklemi 

 

ρ φ= − ∇ +∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫�
R R R

d
dV dV dV

dt
c u Q

 

haline dönüşür. Eğer zaman türevi bir kısmi türeve dönüştürülürse, (3.4)’teki zaman 

türevi integralin içine kaydırılabilir (çünkü R uzayda sabittir). Böylece, (3.4)’teki tüm 

integraller aynı hacim üzerinde alınan hacim integrallerine dönüşür ve tek bir integral 

altında toplanabilirler: 

 

0.ρ
∂ +∇ = ∂ ∫∫∫ �

R

u
dV

t
c Qφ −φ −φ −φ −  

 
Bütün R bölgeleri için bu integral sıfır olduğundan, integralin içindeki ifade de sıfır 

olmalıdır (bir-boyutlu integrallerde olduğu gibi):  

 

0ρ
∂

+∇ =
∂

�φ −φ −φ −φ −
u

t
c Q  

ya da eşdeğer şekilde, 
 

ρ
∂

= −∇
∂

�φ +φ +φ +φ +
u

t
c Q  

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 
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denklemi elde edilir. (3.6) denklemi bir-boyutlu durum için (1.4) denklemine indirgenir. 

 
Fourier’in ısı iletim kanunu.   Fourier kanununa göre yapılan deneylerden alınan 

sonuçlara göre, bir-boyutlu problemlerde,  ısı akışı, sıcaklığın türeviyle orantılıdır, 

/u x0φ = −Κ ∂ ∂ . Eksi işareti, termal enerjinin sıcaktan soğuğa doğru akmasından 

dolayıdır. /u x∂ ∂ , birim uzunluk başına sıcaklıktaki değişimdir. Üç boyutta da aynı 

düşünceler geçerlidir. φφφφ  ısı akışı vektörünün  ˆ ˆ ˆu u u
u

x y z

 ∂ ∂ ∂
∇ ≡ + + ∂ ∂ ∂ 

i j k  sıcaklık 

gradyentine orantılı olduğunu, yani 

 

0= -Κ u∇φφφφ  

 
olduğunu biliyoruz. Bu ifade Fourier’in ısı iletim kanunu olarak bilinir. Buradaki K0 

termal iletkenliktir. Bu nedenle, /u x∂ ∂ , üç boyut için u∇ ’ya dönüşür. 

 
Isı denklemi.   (3.7) ısı akışı vektörü (3.6) ısı enerjisinin korunumu denklemine 

konulursa, sıcaklık için, 

 

0(Κ u)ρ
∂

= ∇ ∇
∂

�
u

t
c Q++++  

 
şeklinde bir kısmi türevli denklem elde edilir. Isı enerjisi kaynağı bulunmayan ( 0=Q ) 

ve termal katsayıların sabit olduğu durumlarda, (3.8) denklemi, 

 

( u)
∂

= ∇ ∇
∂

�
u

k
t

 

haline dönüşür. Buradaki 0 /Κ ρ=k c  yine termal yayılmadır. Tanımlara göre, u’nun 

gradyentinin divergensi,  

 

 

( )
u u u

u =
x x y y z z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ∇ ∇ + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
�  

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 
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2 2 2
2

2 2 2

u u u
u

x y z

∂ ∂ ∂
= + + ≡∇
∂ ∂ ∂

 

şeklindedir. 2u∇  ifadesi, u’nun Laplasyeni olarak tanımlanır. Böylece,  

 

2u
k u

t

∂
= ∇

∂
 

 
denklemi elde edilir. (3.11) denklemi üç boyutlu uzayda ısı ya da yayınım denklemi 

olarak bilinir. 2u∇  notasyonu sık sık ∇  (del)  operatörünün rolünü vurgulamak için 

kullanılır: 

 

ˆ ˆ ˆ
x y z

∂ ∂ ∂
∇ ≡ + +

∂ ∂ ∂
i j k . 

 
u∇ , u üzerinde işlem gören ∇ ’dir; ∇ A� ise, del’in A ile vektörel nokta çarpımıdır. 

Dahası, 2u∇  del operatörünün kendisiyle nokta çarpımıdır: 

 

=
x x y y z z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ∇ ∇ + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
�  

 

ve u üzerinde işlem görür, bu nedenle del kare ( 2∇ ) notasyonu ile belirtilmiştir (Bender 
and Orsag 1978). 
 
 

3.2   Başlangıç Sınır Değeri Problemi 

 

(3.8) ve (3.11)’e ek olarak, sıcaklık belirli bir başlangıç dağılımını sağlar: 

( , , ,0) ( , , )u x y z f x y z= . 

 
Sıcaklık, aynı zamanda, ilgilenilen bölgeyi sarmalayan yüzeyin üzerindeki her bir 

noktada bir sınır koşulunu da sağlar. Sınır koşulu çeşitli tiplerde olabilir (bir-boyutlu 

problemde olduğu gibi). Sıcaklık, sınır üzerinde heryerde, 

 
( , , , ) ( , , , )u x y z t T x y z t=  

 
şeklinde verilebilir. Burada, T, sınırın her bir noktasında t’nin bir fonksiyonudur. 

Sınırdan geçen akışın önceden bilinmesi de mümkündür. Çoğunlukla, sınır (ya da 

(3.11) 
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sınırın bir parçası) yalıtılmış olabilir. Bu sınırın, o kısmından ısı akışı olmaz. Isı akışı 

vektörü 0K u− ∇  olduğundan, dışarı akan ısı, ısı akışı vektörünün dış-yönlü birim normal 

bileşeni olacaktır: 0
ˆK u− ∇ n� . Buradaki n̂ , sınır yüzeyinin birim dış-yönlü normalidir. 

Böylece, yalıtılmış bir yüzeyde, 

ˆ 0u∇ =n�  
 
olur. ˆu∇ n�  ifadesi, u’nun dış normal yönündeki yönsel türevidir. Aynı zamanda, 

normal türevi olarak da adlandırılır. (Bazen /u n∂ ∂  yazımı kullanılır. Buna karşılık, 

/u n∂ ∂ ’yi hesaplamak için, u∇  ve n̂  vektörlerinin nokta çarpımı ( ˆu∇ n� ) hesaplanır; 

bu nedenle, biz /u n∂ ∂  yazımı kullanmayacağız.)  

 

Newton’un soğutma kanunu sıklıkla sınırdaki daha gerçekçi bir koşuldur. Birim 

zamanda birim yüzey alanından dışarı akan ısı enerjisinin, yüzeydeki u sıcaklığı ile 

yüzey dışındaki ub sıcaklığı arasındaki farkla orantılı olduğunu ifade eder. Eğer 

Newton’un soğutma kanununun geçerli olduğunu düşünürsek, o zaman sınırda, 

 

( )0
ˆ

bK u H u -u− ∇ n =�  

 
olur. Genellikle orantılılık sabiti 0H > ’dır ve bu u>  olduğundan, ısı enerjisinin dışarı 

akacağı ve 0
ˆK u− ∇ n�  ifadesinin sıfırdan büyük çıkacağı beklenir. (3.12) denklemi, bir-

boyutlu problemler için yazılan Newton’un soğutma kanununun iki biçimini doğrular. 

Özellikle, x=0 noktasında, ˆn̂ = -i  ve (3.12)’nin sol tarafı 0 /K u x∂ ∂  olur; x=L’de ise, 

ˆn̂ = i  ve (3.12)’nin sol tarafı 0 /K u x− ∂ ∂  olur [bkz. (1.15) ve (1.16)]. 

 
Kararlı durum.   Eğer sınır koşulları ve varolan termal enerji kaynakları zamandan 

bağımsızsa,  

 

00 ( )K u Q= ∇ ∇ +�  

 
ısı denklemi için verilmiş olan, kararlı sınır koşulunu sağlayan kararlı-durum çözümleri 

bulunması mümkündür. Birden fazla uzaysal boyut işin içinde olduğu zaman, ( , , )u x y z  

denge sıcaklığı dağılımı bir kısmi diferensiyel denklemi sağlar. Sabit termal özellikler 

olması durumunda, denge sıcaklığı dağılımı, 

(3.12) 
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2

0

Q
u

K
∇ = −  

 
denklemini sağlar ve bu denklem Poisson denklemi olarak bilinir. 
 
Ek olarak eğer kaynak da yoksa ( 0Q = ),  

 
2 0u∇ = ; 

 
yani, sıcaklık dağılımının Laplasyeni sıfırdır. (3.14) denklemi aynı zamanda Laplace 

denklemi olarak bilinir. Kaynakların bulunmadığı durumda yerçekimsel ve elektrostatik 

potansiyeller de (3.14)’ü sağladığından, (3.14) denklemi potansiyel denklemi olarak da 

bilinir.  

 
3.3  İki-boyutlu Problemler 

 

Sıcaklığın sadece x, y ve t’ye bağlı olduğu bir geometriye sahipsek, üç-boyutlu 

problemler üzerindeki önceki tüm düşüncelerimiz yine geçerlidir. Örneğin, iki boyutlu 

(x ve y) için ve kaynaksız dengeli ısı akışına (ve sabit termal özelliklere) denk gelen 

Laplace denklemi,  

 
2 2

2

2 2
0

u u
u

x y

∂ ∂
∇ = + =

∂ ∂
 

şeklindedir, çünkü 2 2/ 0u z∂ ∂ = ’dır. İki-boyutlu sonuçlar, iki boyuttaki temel ilkeleri 

kullanarak doğrudan (üç-boyutlu problemlerin limitini almaksızın) türetilebilir. Yine de, 

sonuçları kolayca görebiliriz. Bir hacim integrali ( ⋅⋅ ⋅∫∫∫R dV ) her göründüğünde, tüm 

iki-boyutlu düzlem bölgesi  üzerinde alınan bir yüzey integrali ( ⋅ ⋅ ⋅∫∫R dS ) ile 

değiştirilmelidir. Benzer, üç-boyutlu problemler için sınır katkısı olan kapalı yüzey 

integrali ⋅ ⋅ ⋅∫∫� dS , iki-boyutlu düzlem yüzeyinin sınırı üzerinde alınan kapalı çizgi 

integrali τ⋅ ⋅ ⋅∫� d  ile değiştirilmelidir. Bu sonuçlara ulaşmak zor değildir, çünkü üç 

boyuttaki divergens teoremi  

ˆ
R

dV dS=∇∫∫∫ ∫∫Α Α n� ��  

 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 
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iki boyut için de geçerlidir ve  

ˆ
R

dS d= τ∇∫∫ ∫Α Α n� ��  

şeklinde elde edilir. Bazen (3.16) denklemi Green teoremi olarak adlandırılır; fakat biz, 

iki-boyutlu divergens teoremi olarak adlandırmayı tercih ediyoruz. Böylece bizim 

bilmemiz gereken yalnızca (3.15) denklemidir; iki-boyutlu biçimine dönüştürmek için 

yalnızca integral işaretlerinin sayısı değiştirilir. 

 
 
 
Kutupsal ve silindirik koordinatlar.   Laplasyen, yani 
 

2 2 2
2

2 2 2

u u u
u

x y z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
, 

 
ısı denklemi (3.11) için, ısı denkleminin kararlı-durum biçimi (3.14) için ve bilim ve 

mühendislikteki diğer başlıca problemler için önemlidir. Yukarıda yazıldığı şekliyle 

(3.17) denklemi, en çok, araştırılan bölgenin geometrisinin dikdörtgen ya da 

dikdörtgensel kutu olduğu durumlarda işe yarar. Diğer koordinat sistemleri de sıklıkla 

kullanılır. Uygulamalarda, Laplasyeni uygun koordinat sisteminde ifade edebilen 

formüllere ihtiyaç duyulabilir. Radyal uzaklığın r ve açının θ olduğu dairesel silindirik 

koordinat 

 
cos

sin

x r

y r

z z

θ
θ

=

=

=

 

 
için Laplasyen , 

 

2 2
2

2 2 2

1 1u u u
u r

r r r r zθ
∂ ∂ ∂ ∂ ∇ = + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

 

elde edilir. Hataları en aza indirmek için,  Laplasyendeki her terimin, iki uzaysal boyuta 

bölünmüş olan u’nun boyutuna sahip olduğuna dikkat edilmelidir. (Aynen (3.17) 

kartezyen koordinatlarında olduğu gibi). θ radyan cinsinden ölçüldüğü ve bu nedenle 

boyutsuz olduğu için, 2 2/u θ∂ ∂  terimininin 2r  ile bölüneceğini hatırlamamıza yardımcı 

olur. Kutupsal koordinatlarda (kutupsal koordinat deyince z’nin sabit, genellikle z=0, 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 
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olduğu iki-boyutlu koordinatı kastediyoruz), z’den bağımsız olduğumuz için, Laplasyen 

ile 2 2/ 0u z∂ ∂ =  olan (3.19) denklemi aynı hale gelir. Değişken değiştirmek için 

uygulanan kısmi türev zincir kuralını kullanarak denklem (3.19) bulunabilir.  

 
Bazı fiziksel durumlarda, sıcaklığın, θ  kutup açısından bağımsız olduğu bilinmektedir:  

 
2

2

2

1 u u
u r

r r r z

∂ ∂ ∂ ∇ = + ∂ ∂ ∂ 
 

 
Bu durumda sıcaklığın dairesel ya da eksenel olarak simetrik olduğu söylenir (Berg 

and Mc Gregor 1966). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3.20) 
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4.  DEĞİŞKENLERİN AYRILMASI YÖNTEMİ 

4.1    Giriş 

 
Bölüm 1’de, fiziksel ilkeleri kullanarak, ısı denklemi ve buna karşılık gelen başlangıç 

ve sınır koşulları için bir anlayış geliştirdik. Şimdi kısmi türevli denklemler içeren 

birkaç tipik problemin matematiksel çözümünü aramak için hazırız. Değişkenlerin 

ayrılması adı verilen bir teknik kullanacağız. Problem çözme teknikleri üzerine 

yoğunlaşacağız, fakat aynı zamanda tekniği nasıl yanlış kullanmayacağımızı da 

anlamalıyız. 

 
Görelice basit fakat tipik bir ısı iletim denklemi problemi, tüm termal katsayıların sabit 

olduğu bir-boyutlu çubuktur (0 x L≤ ≤ ). Böylece, çözülmesi gereken KTD: 

 

( )2

2

,Q x tu u
k

t x cρ
∂ ∂

= +
∂ ∂

,  
0

0 ,

t

x L

>

< <
 

 
şu başlangıç koşuluna: 
 

( ,0) ( )u x f x= , 0 x L< <  

 
ve iki adet sınır koşuluna sahiptir. Örneğin, çubuğun her iki ucu da önceden bilinen 

sıcaklıklara sahipse, o zaman 

 

1

2

(0, ) ( )

( , ) ( )

u t T t

u L t T t

=

=
  0t >  

 
olur. Değişkenlerin ayrılması yöntemi, kısmi türevli denklemlerin ve sınır koşullarının 

lineer ve homogen olduğu durumlarda kullanılır; bu kavramları şimdi açıklayacağız 

(Taira1988). 

4.2   Lineerlik 

 

Adi diferensiyel denklemlerde olduğu gibi, lineerlik kavramı bizim için çok önemli 

olacaktır. Bir L lineer operatörü, tanımından dolayı, herhangi iki u1 ve u2 fonksiyonu 

için şu denklemi şağlar:  

 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 
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1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( )L c u c u c L u c L u+ = +  

 

Buradaki c1 ve c2 rastgele sabitlerdir. / t∂ ∂  ve 2 2/ x∂ ∂  tipik lineer operatör örnekleridir, 

çünkü (4.4)’ü sağlar: 

 

1 2
1 1 2 2 1 2( )

u u
c u c u c c

t t t

∂ ∂∂
+ = +

∂ ∂ ∂
 

2 22
1 2

1 1 2 2 1 22 2 2
( )

u u
c u c u c c

x x x

∂ ∂∂
+ = +

∂ ∂ ∂
. 

 
Lineer operatörlerin herhangi bir lineer birleşimi de bir lineer operatördür. Böylece, ısı 

operatörü 

 
2

2
k

t x

∂ ∂
−

∂ ∂
 

 
aynı zamanda bir lineer operatör olur.  u için yazılacak bir lineer denklem, 
 

( )L u f=  

 
biçimindedir. Buradaki L bir lineer operatördür ve f bilinmektedir. Kısmi türevli lineer 

denklem örnekleri: 

 
2

2
( , )

u u
k f x t

t x

∂ ∂
= +

∂ ∂  
2

2
( , ) ( , )

u u
k x t u f x t

t x
α

∂ ∂
= + +

∂ ∂  
2 2

2 2
0

u u

x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂  
 

3

3
( , )

u u
x t u

t x
α

∂ ∂
= +

∂ ∂
. 

 
Kısmi türevli Lineer olmayan  denklem örnekleri: 
 

2
4

2
( , )

u u
k x t u

t x
α

∂ ∂
= +

∂ ∂
 

3

3

u u u
u

t x x

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
. 

 

(4.4) 

(4.6a) 

(4.5) 

(4.6b) 

(4.6c) 

(4.6d) 

(4.6e) 

(4.6f) 



 32

4u  ve /u u x∂ ∂  terimleri lineer değildir; (4.4)’ü sağlamazlar. Eğer 0f =  ise, (4.5) şuna 

dönüşür: ( ) 0L u = , ve lineer homogen denklem adını alır. Lineer homogen kısmi 

türevli denklemlerine örnek olarak, ısı denklemi 

 
2

2
0

u u
k

t x

∂ ∂
− =

∂ ∂  
 

ve (4.6c) ile (4.6d) denklemleri verilebilir. (4.4)’den, (c1=c2=0 alınarak) L(0)=0 

bulunur. Bu nedenle, u=0, her zaman için lineer homogen denklemin bir çözümüdür. 

Örneğin, u=0, (4.7) ısı denklemini sağlar. u=0’a, bir lineer homogen denklemin aşikar 

çözümü denir. Bir denklemin homogen olup olmadığını anlamanın en kolay yolu, u 

fonksiyonunu sıfıra denklemektir. Eğer 0u ≡  bir lineer denklemi sağlıyorsa, o zaman 

0f =  olmalıdır ve bu nedenle lineer denklem homogen olur. Aksi taktirde, denklemin 

homogen olmadığı söylenir (örneğin  (4.6a) ve (4.6b)). 

 
Lineer operatörlerin (4.4) temel özelliği, aşağıda belirtildiği şekilde, lineer denklemlerin 

çözümlerinin birbirine eklenmesine izin verir: 

 
Üst Üste Ekleme(superpozisyon) İlkesi 
Eğer u1 ve u2 bir lineer homogen denklemi sağlıyorsa, o zaman bunların herhangi bir  
lineer birleşimi (c1u1+c2u2) de aynı lineer homogen denklemi sağlar. 
 
Bunun kanıtlanması, lineer operatörün tanımına bağlıdır. u1 ve u2’nin, bir lineer 

homogen denklemine ait iki çözüm olduğunu düşünelim. Böylece, L(u1)=0  ve  L(u2)=0  

olur. Şimdi, L(c1u1+c2u2)’yi hesaplayalım. Lineer operatör tanımından, 

 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( )L c u c u c L u c L u+ = +  

 
şeklindedir. u1 ve u2 homogen çözümler olduğundan, 1 1 2 2( ) 0L c u c u+ =  olur. Bu, 

1 1 2 2c u c u+ ’in L(u)=0 denklemini sağladığı anlamına gelir (eğer u1 ve u2 aynı lineer 

homogen denklemi sağlıyorsa).  
 
Lineerlik ve homogenlik kavramları, değişkenlerin belirli noktalarda hesaplandığı 

durumlar olan sınır koşulları için de uygulanır. Lineer sınır koşulları için örnekler: 

 
(0, ) ( )u t f t=                                  

 

(4.7) 

(4.8a) 
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( , ) ( )
u

L t g t
x

∂
=

∂  
 

(0, ) 0
u

t
x

∂
=

∂  
 

0 ( , ) [ ( , ) ( )]
u

K L t h u L t g t
x

∂
− = −

∂
. 

 
Lineer olmayan (nonlinear) sınır koşulu örneği: 
 

2( , ) ( , )
u

L t u L t
x

∂
=

∂
. 

 
Sadece (4.8c) denklemi (lineer koşullara ait) 0u ≡  ile sağlanır ve bu nedenle 

homogendir. 0u ≡ ’ın bir sınır koşulunu sağlaması için, sınır koşulunun (0, ) 0u t =  

olmasına gerek yoktur. 

 

4.3  Sonlu Uç Noktalarında Sıfır Sıcaklık Olan Isı Denklemi  

 

(4.1) kısmi türevli denklemi lineerdir; fakat, sadece kaynak bulunmaması durumunda 

( ( , ) 0Q x t = ) homogendir. (4.3) sınır koşulları da lineerdir; ve sadece T1(t)=0 ve T2(t)=0  

için homogendir. Bu nedenle, öncelikle aşağıdakileri inceleyelim: 

 

KTD: 

2

2

u u
k

t x

∂ ∂
=

∂ ∂  
 

0

0

x L

t

< <

>
 

SK: 

(0, ) 0

( , ) 0

u t

u L t

=

=  
 

 

BK: 
( ,0) ( )u x f x= . 

 

 

 
 

Problem, lineer homogen sınır koşullarına sahip bir lineer homogen kısmi türevli 

denklemden oluşur. (4.9)-(4.11) probleminin değişkenlerin ayrılması yöntemiyle 

çözülebileceğini göstermek istememiz yanında, bu tür problemi incelememizin iki 

nedeni var. Birincisi, bu problem, kaynak barındırmayan ve her iki ucu da 0o sıcaklık 

ortamına batırılmış bir-boyutlu bir çubuğa (0 < x < L) karşılık gelen fiziksel bir 

(4.8b) 

(4.8c) 

(4.8d) 

(4.8e) 

(4.9) 

(4.10b) 

(4.10a) 

(4.11) 
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problemle ilgilidir. Bu görelice basit fiziksel durum için, başlangıçtaki termal enerjinin 

(başlangıç koşulu ile belirlenen) nasıl değiştiğini tahmin etmekle çok ilgileniyoruz. 

İkincisi, (4.1)-(4.3) homogen olmayan denklemlerin çözülebilmesi için (4.9)-(4.11) 

homogen denklemlerin nasıl çözüleceğini bilmemiz gerekmektedir. 

 

4.4 Değişkenlerin Ayrılması 

 

Değişkenlerin ayrılması yönteminde, çözümleri şu çarpım biçiminde bulmaya 

çalışırız: 

 
( , ) ( ) ( )u x t x G t= Φ   

 
Burada, ( )xΦ  sadece x’in ve G(t) sadece t’nin fonksiyonudur. (4.12) denklemi, (4.9) 

lineer homogen kısmi türevli denklemini ve (4.10) sınır koşullarını sağlamalıdır. Fakat, 

şimdilik, başlangıç koşulunu gözardı edelim. (4.12) çarpım çözümü, başlangıç 

koşullarını sağlamaz. Daha sonra, başlangıç koşullarının nasıl sağlanacağını 

açıklayacağız. 

 
En baştan açık olalım: (4.12) biçimini neden seçtiğimize dair herhangi bir neden 

vermeyeceğiz. (Daniel Bernoulli bu tekniği 1700’lerde icat etti. Görüleceği gibi, işe 

yarıyor.)  Varsayılan (4.12) çarpım biçimini (4.9) kısmi türevli denkleminde yazalım: 

 

( )
u dG

x
t dt

∂
= Φ

∂
 

2 2

2 2
( )

u d
G t

x dx

∂ Φ
=

∂
 

 
ve sonuçta (4.9) ısı denklemi şunu verir: 
 

2

2
( ) ( )

dG d
x k G t

dt dx

Φ
Φ = .                        (4.13) 

 
(4.13)’ün her iki tarafını da ( ) ( )x G tΦ  ile bölerek “değişkenleri ayırabileceğimize” 

dikkat edelim:  

 
2

2

1 1dG d
k

G dt dx

Φ
=

Φ
. 

(4.12) 
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Şimdi, “değişkenleri ayrılmıştır”, şöyle ki, sol taraf sadece t’nin ve sağ taraf sadece x’in 

fonksiyonudur. Bu şekilde devam edebiliriz, fakat aynı zamanda k sabiti ile bölersek 

daha uygun  olur: 

 
2

2

1 1dG d

kG dt dx

Φ
=
Φ123 14243

.                                               (4.14) 

 
 
 
 
Bu sonuç, (4.13) denklemi doğrudan ( ) ( )k x G tΦ  ile bölerek de elde edilebilir. Zamana 

bağlı bir fonksiyon uzaya bağlı bir fonksiyona nasıl eşit olabilir? Eğer x ve t  rastgele 

bağımsız değişkenler ise, (4.14)’da belirtildiği gibi, x t’nin (ya da t x’in) bir fonksiyonu 

olamaz. Önemli olan fikir, (4.14)’ün her iki tarafının da aynı sabite eşit olması 

gerektiğini öne sürmektir: 

 
2

2

1 1
.

dG d

kG dt dx
λ

Φ
= = −
Φ

 

 
Buradaki λ , ayırma sabiti adı verilen rastgele bir sabittir. ((4.15)’deki sabiti daha da 

açıklamak için şunları söyleyelim. Diyelim ki, (4.15) denkleminin sol tarafı t’nin bir 

fonksiyonu olsun: ( )1/ / ( )kG dG dt w t= . Eğer x’e göre türev alırsak, sıfır elde ederiz: 

( )2 20 / 1/ /d dx d dx= Φ Φ . Ayrıca 2 21/ /d dxΦ Φ  ifadesi yalnızca x’in bir fonksiyonu 

olduğundan, 2 21/ /d dxΦ Φ  ifadesinin bir sabit olması gerekir ki türevi sıfıra eşit olsun. 

Böylece (4.15)’ e varılır.)  Sadece daha uygun olması için eklediğimiz gizemli eksi 

işaretinin anlamını biraz sonra açıklayacağız. 

 
(4.15) denklemi iki tane adi diferensiyel denklem verir, birisi G(t) için diğeri ( )xΦ için: 

 
2

2

d

dx
λ

Φ
= − Φ  

dG
kG

dt
λ= − . 

 

Sadece 
t’nin 

fonksiyonu 

Sadece x’in 
fonksiyonu 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 
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λ  bir sabittir ve hem (4.16)’da hem de (4.17)’de görülür. ( , ) ( ) ( )u x t x G t= Φ  çarpım 

çözümü aynı zamanda iki sınır koşulunu da sağlamalıdır. Örneğin, (0, ) 0u t =  ifadesi, 

(0) ( ) 0G tΦ =  olmasını gerektirir. İki olasılık vardır. Ya ( ) 0G t ≡  (≡ , sıfıra denk 

anlamına gelir, tüm t değerleri için) ya da (0) 0Φ =  olmalıdır. Eğer ( ) 0G t ≡  ise, 

(4.12)’den, önceden bilinen çarpım çözüm sıfıra denktir: ( , ) 0u x t ≡ . Bu pek ilginç bir 

durum değildir. ( ( , ) 0u x t ≡  sonucu aşikar çözümdür, çünkü ( , ) 0u x t ≡  ifadesi 

otomatik olarak tüm homogen KTD’leri ve SK’leri sağlar). Bunun yerine, aşikar 

olmayan çözümleri aramalıyız. Aşikar olmayan çözümler için,  

 
(0) 0Φ =  

 
olmalıdır. Diğer sınır koşulunu (u(L,t)=0) uygularsak, benzer bir şekilde 
 

( ) 0LΦ =  

 
elde ederiz. Çarpım çözümler, (4.16) ve (4.17) adi diferensiyel denklemlerini 

sağlamalarının yanısıra, (4.18) ve (4.19) sınır koşullarını da sağlamalıdır. 

 

4.5 Zamana-Bağlı Denklem 

 

Çarpım yönteminin avantajı, nasıl çözüleceğini bilmediğimiz bir kısmi diferensiyel 

denklemi iki tane adi diferensiyel denkleme dönüştürmesidir. Sınır koşulları, x’e-bağlı 

adi diferensiyel denklem (ADD) üzerine iki tane koşul uygular. Zamana-bağlı denklem, 

şundan başka bir koşula sahip değildir: 

 
dG

kG
dt

λ= − . 

 
İki homogen sınır koşuluna sahip x’e-bağlı ADD’nin nasıl çözüleceğini tartışmadan 

önce, (4.20)’yi çözelim. (4.20) denklemi, sabit katsayılı birinci dereceden bir lineer 

homogen diferensiyel denklemdir. Genel çözümünü elde etmek oldukça kolaydır. 

Hemen hemen tüm sabit-katsayılı (lineer ve homogen) ADD’ler, rtG e=  biçimindeki 

üstel çözümler aranarak çözülebilir. Şimdiki durum için yerine koyarsak, karakteristik 

polinom r kλ= −
 
olur. Böylece, (4.20)’nin genel çözümü: 

 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

(4.21) 
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( ) ktG t ce λ−=  

 

olur. Lineer homogen denklemler için, eğer kte λ−  bir çözüm ise, (herhangi bir rastgele c 

çarpan sabiti için) ktce λ− ’nin de bir çözüm olacağını hatırlamış olduk. Zamana-bağlı 

çözüm basit bir üsteldir. Şimdilik rastgele alınan λ ’nın ayırma sabiti olduğunu 

anımsayalım. Yine de, λ ’nın yalnızca bazı belli değerleri alabileceğini daha sonra 

göreceğiz. Eğer λ >0 ise, t arttıkça çözüm üstel olarak azalır (çünkü k>0). Eğer λ <0 

ise, çözüm üstel olarak artar ve eğer λ =0 ise, çözüm zaman içinde sabit kalır. Bu bir ısı 

iletim problemi olduğundan ve u(x,t) sıcaklığı G(t)’ye orantılı olduğundan, çözümün 

zaman içinde üstel olarak büyümesini beklemeyiz. Bu nedenle, 0λ ≥  olmasını bekleriz; 

bu ifadeyi kanıtlamadık ama ilerde kanıtlayacağız. Yapmamamız gerekmesine rağmen, 

herhangi bir parametreyi gördüğümüzde otomatik olarak bu parametrenin pozitif 

olduğunu kabul ederiz. Böylece, 0λ ≥  olmasını beklememiz oldukça uygun olur. 

Aslında, işte bu yüzden, değişkenleri ayırdığımız zaman  -λ  ifadesini kullandık 

[bkz.(4.15)]. Eğer (λ  yerine) µ   yazsaydık, o zaman, önceki düşüncelerimiz bize 

0µ ≤  olması gerektiğini gösterecekti. Özetle, (4.15)’de değişkenleri ayırırken, zamana-

bağlı problemi aklımızda çözeriz ve ayrılma sabitinin yalnızca 0≤  olduğu durumda 

G(t)’nin üstel olarak büyümeyeceğini görürüz. O zaman da, uygun olması için λ−  

öneririz, çünkü böylece 0λ ≥  olmasını bekleriz. Şimdi de, izin verilebilecek tüm 

ayrılma sabitlerinin gerçekte nasıl belirleneceğini göreceğiz. Yukarıdaki fiziksel 

tartışmalarda ortaya koyduğumuz gibi, 0λ ≥  olduğunu matematiksel olarak 

doğrulayacağız.  

     

4.6   Sınır Değer Problemi 

 

Kabul edilen çarpım çözümün x’e-bağlı parçası olan ( )xΦ , iki tane homogen sınır 

koşuluna sahip ikinci-dereceden bir ADD’yi sağlar: 

 
2

2

( )

(0) 0

( ) 0.

d x

dx

L

λ
Φ

= − Φ

Φ =

Φ =
 

 

(4.22) 
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(4.22) denklemi, adi diferensiyel denklemler için bir sınır değer problemi olarak 

adlandırılır. Adi diferensiyel denklemlerde sadece başlangıç değer problemleri çözülür. 

Bu  adi diferensiyel denklemler için genellikle ilk derstir. Örneğin (bir parçacık için 

yazılan Newton’un hareket denklemini düşünün), her ikisi de aynı anda verilen iki tane 

başlangıç koşulu [ (0)y  ve / (0)dy dt ] altındaki ikinci-dereceden diferensiyel denklemler 

( 2 2/md y dt F= ) çözeriz. Başlangıç değeri problemleri oldukça güzeldir; çünkü  

genellikle  tek çözümleri vardır. Yine de, (4.22) oldukça farklıdır. İki koşulu da aynı 

yerde (örn., x=0) değil, farklı yerlerde (x=0 ve x=L) verilen bir sınır değeri problemidir. 

Bu tür problemler için çözümün var olduğunu ya da tek olduğunu garantileyen basit bir 

teori bulunmamaktadır. Özellikle, λ  ayrılma sabiti ne olursa olsun ( 0λ <  bile olsa), 

( ) 0xΦ ≡  çözümü ADD’yi ve her iki homogen sınır koşulunu sağlamaktadır; buna, sınır 

değeri probleminin aşikar çözümü denir. ( , ) 0u x t ≡ ’a karşılık gelir, çünkü 

( , ) ( ) ( )u x t x G t= Φ ’dir. Eğer (4.22)’nin çözümü tek olsaydı, o zaman yalnızca ( ) 0xΦ ≡  

çözümü olurdu; ve çarpım (değişkenlerin ayrılması) yöntemi yoluyla lineer homogen 

bir KTD için aşikar olmayan çözümler elde edemezdik. Şansımıza, (4.22) için diğer 

çözümler bulunmaktadır. Yine de, tümλ  değerleri için (4.22)’nin aşikar olmayan 

çözümleri yoktur. Bunun yerine, (4.22) sınır değeri probleminin özdeğerleri olarak 

adlandırılan bazı özel λ  değerleri bulunduğunu ve bu değerler için aşikar olmayan 

( )xΦ  çözümleri bulunacağını göstereceğiz. Yalnızca belli λ  değerleri için elde edilen 

aşikar-olmayan bir ( )xΦ  çözümüne, λ   özdeğerine karşılık gelen bir özfonksiyon 

denir.  

 

λ ’nın özdeğerlerini belirlemeye çalışalım. Diğer bir deyişle, hangi λ  değerleri için 

(4.22)’nin aşikar olmayan çözümleri bulunmaktadır. (4.22)’yi doğrudan çözeriz. İkinci-

dereceden denklem lineer ve homogendir ve sabit katsayılıdır; üstel rxeΦ =  biçiminde 

iki tane bağımsız çözüm genellikle elde edilir. Bu üstel fonksiyonu diferensiyel 

denklemde yerine koyarsak, 2r λ= −  karakteristik denklemini elde ederiz. Bu 

denklemin iki farklı köküne karşılık gelen çözümler, λ  değerine bağlı olarak oldukça 

farklı özelliklere sahiptir. Dört durum vardır: 
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 1.  λ >0,   bu durumda iki kök de tamamen sanal sayıdır ve birbirinin karmaşık       

eşleniğidir, r i λ= ± . 

 2.  λ =0,   bu durumda iki kök birleşir ve birbirine eşitlenir, 0,0r = . 

 3.  λ <0,   bu durumda iki kök de gerçel sayıdır ve birbirine eşit değildir, r λ= ± − ,     

    biri pozitif diğeri negatiftir. (Bu durumda λ− ’nın pozitif olduğuna ve bu nedenle iyi  
    tanımlanmış olduğuna dikkat edin.) 

  4.  λ ’nın kendisi karmaşıktır.  

 
En son durumu gözardı edeceğiz, çünkü (4.22) denkleminin aşikar olmayan bir 

çözümünün var olması için λ ’nın reel sayı olması gerekir. Fiziksel düşünceyi 

kullanarak, zamana-bağlı çözümden, 0λ ≥  olmasını bekleriz; belki o zaman 3. durumu 

incelemeye gerek kalmayacaktır. Yine de, bu durumun gözardı edilmesi konusunda 

matematiksel bir mantık göstereceğiz. 

 
Özdeğerler ve özfonksiyonlar (λ > 0 ).  İlk önce λ >0 durumunu düşünelim. Sınır 

değeri problemi şudur: 

 
2

2

( )

(0) 0

( ) 0.

d x

dx

L

λ
Φ

= − Φ

Φ =

Φ =

 

 

Eğer λ >0 ise, üstel çözümlerin sanal üsleri vardır, i xe λ± . Bu durumda, çözümler 

salınım yapar. Eğer gerçel bağımsız çözümler istiyorsak, genellikle cos xλ  ve 

sin xλ  seçenekleri seçilir ( cos xλ  ve sin xλ ’in her biri, i xe λ± ’in lineer 

birleşimidir). Böylece, (4.23)’in genel çözümü 

 

1 2cos sinc x c xλ λΦ = + , 

 
yani, iki bağımsız çözümün lineer birleşimi olur. (Herhangi iki bağımsız çözümden 

lineer birleşim oluşturulabilir.)  Genellikle en uygun olanlar cos xλ  ve sin xλ ’tir, 

fakat i xe λ  ya da i xe λ−  de kullanılabilir. Bazı örneklerde, farklı bağımsız çözümler 

seçilmiştir.  

 

(4.23) 

(4.24a) 

(4.24b) 

(4.25) 
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Şimdi de sınır koşullarını uygulayalım. (0) 0Φ =  olması, 

 
 
 

10 c=  

 
olmasını gerektirir. 0x = ’da çözümün sıfır olması gerektiğinden kosinüs terimi yok 

olur. Böylece, 2( ) sinx c xλΦ =  olur. Sadece x=L’deki sınır koşulu sağlanmamıştır. 

( ) 0LΦ =  olması, 

 

20 sinc Lλ=  

 

olmasını gerektirir. Ya 2 0c =  ya da sin 0Lλ =  olmalıdır. Eğer 2 0c =  ise, 1 0c =  

olduğundan ( ) 0xΦ ≡  olur. Bu aşikar çözümdür, ama biz aşikar olmayan çözümlere 

sahip λ  değerleri arıyoruz. λ  özdeğerleri şunu sağlamalıdır: 

 

sin 0Lλ = . 
 

Lλ , sinüs fonksiyonunun sıfır olduğu bir değer olmalıdır. sin z  fonksiyonunun bir 

çizimi (bkz.Şekil-4.1) ya da sinüs fonksiyonu hakkındaki bilgimiz bize L nλ π=  

olduğunu gösterir. Lλ , π ’nin katıdır; n, pozitif bir tamsayıdır çünkü 0λ > ’dır 

( 0n =  uygun olmaz çünkü bu türetme sırasında 0λ >  kabul ettik). λλλλ  özdeğerleri 

şunlardır: 

 
2

n

L

π
λ  =  

 
,  n=1, 2, 3, ... 

 

 
 

 Şekil 4.1   sin z  fonksiyonunun sıfırları. 
 
 

( )2/n Lλ π=  özdeğerine karşılık gelen özfonksiyon şudur: 

(4.26) 

(4.27) 
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2 2( ) sin sin
n x

x c x c
L

π
λΦ = = ; 

 
buradaki c2 herhangi bir çarpan sabittir. c2 için genellikle uygun bir değer seçeriz, 

örneğin c2=1.  Buna karşın, KTD ve SK’ler lineer ve homogen olduğundan, herhangi 

belirli bir özfonksiyonun rastgele bir sabitle çarpılabileceğini hatırlamalıyız. 

 
Özdeğer ( λ = 0 ).  Şimdi, (4.24) sınır koşulları altındaki (4.23) denklemi için, 0λ = ’ın 

bir özdeğer olup olmadığını belirleyeceğiz. 0λ =  özel bir durumdur. Eğer 0λ =  ise, 

(4.23) denklemi, 

 

1 2c c xΦ = +  

 
olmasını gerektirir; bu karakteristik polinomun çift-sıfır köklerine (r=0, 0) karşılık gelir. 

{ 0λ =  için genel çözümün 1 2cos sinc x c xλ λΦ = +  olduğunu söylememeliyiz. Eğer 

böyle söylersek, 0λ =  için genel çözümün rastgele bir sabit olduğunu görürüz. 0λ =  

iken herhangi bir sabitin (4.23) denklemini çözebilmesine rağmen, (4.23) hala ikinci-

dereceden bir diferensiyel denklemdir; genel çözümü iki bağımsız çözümün lineer bir 

birleşimi olmalıdır. İkinci bağımsız çözüm olarak sin /xλ λ  seçilebilir, böylece 

0λ →  iken x çözümü ile uyuşur. Yine de, bu çok yoğun iş çıkarır. 0λ =  durumunu 

ayrı bir durum olarak düşünmek daha iyidir.}  0λ = ’ın bir özdeğer olup olmadığını 

belirlemek için, homogen sınır koşulları uygulanmalıdır.  (0) 0Φ =  olması 10 c=  

olmasını gerektirir ve böylece 2c xΦ =  olur. Buna ek olarak, ( ) 0LΦ =  olması 20 c L=  

olmasını gerektirir. Çubuğun boyu (L) pozitif olduğundan ( 0≠ ), 2 0c =  olmalıdır ve 

böylece ( ) 0xΦ ≡  olur. Bu aşikar çözümdür, böylece bu problem [(4.23) ve (4.24)] için 

0λ = ’ın bir özdeğer olmadığını söyleriz. Yine de 0λ = , diğer problemler için bir 

özdeğer olabilir ve karşılaşılan her bir problem için tek tek incelenmelidir. 

 

Özdeğerler ( λ < 0 ).  Negatif özdeğer var mıdır? Eğer 0λ <  ise,  
 

2

2

d

dx
λ

Φ
= − Φ  

 

(4.28) 

(4.29) 
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denkleminin çözümü zor değildir, ama dikkatli olmak zorunda kalabiliriz. Karakteristik 

polinomun kökleri r λ= ± − ’dır; böylece, çözümler xe λ−  ve xe λ− −  olur. λ−  yazımı 

yerine eşdeğer olanını kullanabiliriz. (eğer 0λ <  ise), yani λ . Yine de, λ λ≠ , 

çünkü 0λ < .  0λ <  olması durumunda,  

 
sλ = −  

 
olmasına izin verebiliriz. O zaman 0s >  olur, ve (4.29) diferensiyel denklemi şuna 

dönüşür: 

 
2

2

d
s

dx

Φ
= Φ . 

 

0s >  olduğundan  iki bağımsız çözüm sx
e
+  ve sx

e
− ’tir. Genel çözüm, 

 

1 2
sx sxc e c e−Φ = +  

 
olur. Sık sık, bunun yerine, hiperbolik fonksiyonlar kullanırız. Hatırlatmak amacıyla, 

hiperbolik fonksiyonların tanımları, üstellerin basit lineer birleşimleri olarak aşağıda 

verilmiştir: 

 

cosh
2

z ze e
z

−+
≡    ve sinh

2

z ze e
z

−−
≡ . 

 
Bu fonksiyonlar Şekil 4.2’de çizilmiştir. sinh 0 0=   ve  cosh 0 1= ’dir (trigonometrik 

fonksiyonlara benzer sonuçlar). Ayrıca / cosh sinhd dz z z=  ve / sinh coshd dz z z= ’ 

dir; trigonometrik fonksiyonlarla oldukça benzer, fakat türev formüllerindeki eksi 

işaretinin rahatsız edici görüntüsü olmadığından hatırlaması daha kolay. Üstel 

fonksiyonlar yerine hiperbolik fonksiyonlar kullanılırsa, (4.30) denkleminin genel 

çözümü şu şekilde yazılabilir: 

 

3 4cosh sinhc sx c sxΦ = +  

 
Bu denklem, (4.31)’e eşdeğer bir biçimdedir. Herhangi bir negatif özdeğer olup 

olmadığını belirlemek için ( 0λ < ,  fakat 0s >  çünkü sλ = − ), tekrar sınır koşullarını 

uygularız. (4.31) ya da (4.32) biçimlerinden herhangi biri kullanılabilir; her iki yolla da 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 
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aynı sonuç elde edilir. (2.32)’ten, (0) 0Φ =  olması 30 c=  olmasını gerektirir ve böylece 

4 sinhc sxΦ =  olur. Diğer sınır koşulu olan ( ) 0LΦ = , 4 sinh 0c sL =  olmasını 

gerektirir. 0sL >  olduğundan ve pozitif bir bağımsız değişken  için sinh z  hiçbir 

zaman sıfır olmayacağından (Şekil 4.2), 4 0c =  elde edilir. Böylece, 0Φ ≡  olur. 0λ <  

için (4.30) denklemine ait ve homogen sınır koşullarını çözen tek çözüm aşikar 

çözümdür. Bu nedenle, negatif özdeğer bulunmamaktadır. Bu örnek için, negatif 

özdeğerlerin bulunması, zaman içinde üstel bir büyümeye karşılık gelir. Fiziksel açıdan 

bu tür çözümler beklemiyorduk ve burada matematiksel olarak açık bir yolla, bu 

problem için negatif özdeğer bulunmadığını doğruladık. Diğer bazı problemlerde 

negatif özdeğerler bulunabilir.  

 
 

  
 Şekil 4.2   Hiperbolik fonksiyonlar. 

 
 
 
Özfonksiyonlar – özet.   Değişkenlerin ayrılmasından kaynaklanan sınır değeri 

problemi için elde ettiğimiz sonuçları özetleyelim:  

 
2

2

( )

(0) 0

( ) 0.

d x

dx

L

λ
Φ

= − Φ

Φ =

Φ =  
 
Bu sınır değeri  problemi birçok defalar karşımıza çıkacaktır. λ  özdeğerlerinin 

tümünün pozitif olduğunu (sıfır ya da negatif değil) bilmemiz yararlı olacaktır, 

 
2

n

L

π
λ  =  

 
 

 
buradaki n  herhangi bir tamsayıdır: n = 1, 2, 3, … ve karşılık gelen özfonksiyonlar: 
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2 2( ) sin sin
n x

x c x c
L

π
λΦ = =  

 
şeklindedir. Eğer birinci (ya da en küçük) özdeğer için 1λ  sonraki için 2λ , ve daha 

sonrakiler için benzer yazım tarzını kullanırsak, görürüz ki: 2( / ) , 1,2,...n n L nλ π= =  

Karşılık gelen özfonksiyonlar bazen ( )n xΦ  ile gösterilirler; bunların ilk birkaçı Şekil-

4.3’te çizilmiştir. x=0 ve x=L noktalarında tüm özfonksiyonlar (tabii ki) sıfırdır. Dikkat 

ederseniz, 0 x L< <  için, 1( ) sin /x x LπΦ = ’nin sıfırı yoktur ve 2 ( ) sin 2 /x x LπΦ = ’nin 

bir tane sıfırı vardır. Gerçekte, 0 x L< <  için, ( ) sin /n x n x LπΦ = ’nin n-1 tane sıfırı 

vardır. Bu tüm özfonksiyonların genel bir özelliğidir.  

 

 
 Şekil 4.3  sin /n x Lπ  özfonksiyonları ve bunların sıfırları. 

 

Yay-kütle benzerliği.   2 2/d dx λΦ = − Φ ’nın çözümlerini elde ettik. Şimdi bunların bir 

yay-kütle sistemine benzerliğini sunalım. Hooke kanunu etkisindeki bir yay-kütle 

sistemi, 2 2/md y dt ky= −  denklemini sağlar; buradaki k>0  yay sabitidir. Böylece, eğer 

0λ >

 

ise, (4.23) ADD’i, geri-getirici kuvvete sahip bir yay-kütle sistemi olarak 

düşünülebilir. Böylece, eğer 0λ >

 

ise, çözümün salınım yapması gerekir. (4.24) 

SK’lerinin 0λ >  için sağlanması şaşırtıcı değildir; x=0’da sıfır olan bir ADD çözümü, 

x=L’de yine sıfır olabilir, çünkü geri-getirici bir kuvvet vardır ve ADD’nin çözümü 

salınım yapar. Belli 0λ >

 

değerleri için bunun oluşabileceğini göstermiştir. Yine de, 

eğer 0λ <

 

ise, o zaman kuvvet geri-getirici değildir. x=0’da sıfır olan aşikar-olmayan 

bir çözümün x=L’de de sıfır olması olasılığı düşüktür. Sezgilerimize her zaman 

tamamen güvenmemeliyiz; böylece bu gerçekleri matematiksel olarak doğrulamış 

olduk. 

 
4.7 Çarpım Çözümler ve Üst Üste Ekleme (Superposition) İlkesi 
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Özetle, sadece 0λ > ’a karşılık gelen (0, ) 0u t =  ve ( , ) 0u L t =  belirli homogen sınır 

koşullarını sağlayan 2 2/ /u t k u x∂ ∂ = ∂ ∂  ısı denkleminin çarpım çözümlerini elde ettik. 

Bu çözümlerde, yani ( , ) ( ) ( )u x t x G t= Φ ’de, ( ) ktG t ce λ−=   ve  2( ) sinx c xλΦ = ’dir; 

burada, λ

 

ayrılma sabitinin alabileceği değerler sınır koşullarından ( (0) 0Φ =  ve 

( ) 0LΦ = ) belirlenmiştir: 2( / )n Lλ π= . Burada n, pozitif bir tamsayıdır. Böylece, ısı 

denkleminin çarpım çözümleri, 

 
2( / )( , ) sin ,k n L tn x

u x t B e
L

ππ −=   1, 2,...,n =  

 
buradaki B rastgele bir sabittir (B=cc2). Her n için farklı bir çözüm elde edilir. Dikkat 

ederseniz, t arttıkça, özel çözümler üstel olarak azalır. Özellikle, bu çözümler için 

lim ( , ) 0
t

u x t
→∞

=  olur. Ayrıca, ( , )u x t  özel bir başlangıç koşulu olan 

( ,0) sin /u x B n x Lπ= ’yi sağlar. 

 
Başlangıç değeri problemleri.    (4.33) ile verilen basit çarpım şeklindeki çözümleri, 

eğer başlangıç koşulu doğru denk gelirse, bir başlangıç değeri problemini çözmek için 

kullanabiliriz. Örneğin, aşağıdaki başlangıç değeri problemini çözmek istiyoruz: 

 

KTD: 
2

2

u u
k

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

SK: 
(0, ) 0

( , ) 0

u t

u L t

=

=
 

BK: 
3

( ,0) 4sin
x

u x
L

π
=  

 

Çarpım (şeklindeki) çözümümüz olan 
2( / )( , ) sin / k n L tu x t B n x L e ππ −= , 

( ,0) sin /u x B n x Lπ=  başlangıç koşulunu sağlar. Böylece, n=3  ve B=4  seçerek, 

başlangıç koşulunu sağlamış olacağız.  

 

Bu nedenle, bu örnek için çözümümüz: 
 

2(3 / )3
( , ) 4sin k L tx

u x t e
L

ππ −=  

(4.33) 
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olur. Bu fiziksel problemin (ve ele aldığımız birçok problemin) tek bir çözümü olduğu 

kanıtlanabilir. Bu nedenle, çözümü bulmak için hangi yolu izleyeceğimiz farketmez. 

 
Üst üste ekleme (Superpozisyon) ilkesi. Çarpım çözümler oldukça özelmiş gibi 

görünmektedir, çünkü sadece eğer başlangıç koşulu uygun biçimde ise doğrudan 

kullanılabilirler. Yine de, diğer birçok durumda (aslında, her durumda) da bu 

çözümlerin kullanışlı olduğunu göstermek istiyoruz. Aynı KTD ve SK’leri düşünelim, 

ama başlangıç koşulumuz 

 
3 8

( ,0) 4sin 7sin
x x

u x
L L

π π
= +  

 
olsun. Bu problemin çözümü, çarpım yöntemiyle elde edilen iki basit çözümün birbirine 

eklenmesiyle bulunabilir: 

 
2 2(3 / ) (8 / )3 8

( , ) 4sin 7sink L t k L tx x
u x t e e

L L

π ππ π− −= + . 

 
Başlangıç koşulunu (t=0 yerleştirelim) ve sınır koşullarını (x=0 ve x=L yerleştirelim) 

sağladığını hemen görebiliriz. Biraz daha uğraşırsak, kısmi türevli denklemin de 

sağlandığını görürüz. Bu, üst üste ekleme  ilkesinin bir örneğidir. 

 

Üst üste ekleme (ek).  Eğer bir lineer homogen problemin çözümleri 1 2 3, , ,..., Mu u u u  

ise, üst üste ekleme ilkesi kullanılarak, bu çözümlerin herhangi bir 

1 1 2 2 3 3 1
...

M

M M n nn
c u c u c u c u c u

=
+ + + + =∑  lineer birleşiminin de bir çözüm olacağı 

gösterilebilir; buradaki nc ’ler rastgele sabitlerdir. Değişkenlerin ayrılması yönteminden 

öğrendiğimize göre (tüm pozitif n değerleri için) ısı denkleminin (sıfır sınır koşullarını 

çözen) bir çözümü 
2( / )sin / k n L tn x L e ππ −  olduğundan, bu çözümlerin herhangi bir lineer 

birleşimi de bu lineer homogen ısı denklemini çözer. Bu nedenle,  

 
2( / )

1

( , ) sin
M

k n L t

n

n

n x
u x t B e

L

ππ −

=

=∑  

 

(4.34) 
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denklemi de, tüm sonlu M değerleri için, sıfır sınır koşullarına sahip ısı denklemini 

çözer. Isı denklemi için yeni çözümler ürettik; fakat, B “genlik”inin her bir çözüm için 

farklı (Bn) olacağını aklımızda tutmalıyız. (4.34) denklemi gösteriyor ki, eğer 

başlangıçta  

 

1

( ,0) ( ) sin
M

n

n

n x
u x f x B

L

π

=

= =∑  

 
ise, yani başlangıç koşulu olarak uygun sinüs fonksiyonlarının sonlu bir toplamı 

verilirse, ısı denklemini çözebiliriz. f(x)’in uygun sinüs fonksiyonlarının sonlu bir lineer 

toplamı olmadığı genel durumda ne yapmalıyız? Fourier serileri teorisi  şunları ifade 

eder: 

1.  Herhangi bir f(x) fonksiyonu (bazı mantıklı kısıtlamalara sahiptir),  

sin /n x Lπ ’nin sonlu bir lineer birleşimi şeklinde yaklaşık olarak temsil 

edilebilir. 

2. Küçük M değerleri için yaklaşıklık çok iyi olmayabilir; fakat M arttıkça, 

gitgide daha iyi yaklaşıklık sağlanır. 

3.  Dahası, M →∞  limitini düşünürsek, özfonksiyonların birleşimlerini kullanan 

(4.35) denklemi f(x) için en iyi yaklaşıklığı vermekle kalmaz, (yine bir anlamda) 

sonuçta elde edilen sonsuz seri f(x)’e yakınsar ( f(x) üzerinde bazı kısıtlamalar 

vardır). 

 
Böylece iddia ediyoruz ki “herhangi bir” f(x) başlangıç koşulu, bir tür Fourier serisi  

olarak bilinen, sin /n x Lπ  fonksiyonlarının sonsuz bir lineer birleşimi olarak yazılabilir: 

 

1

( ) sinn

n

n x
f x B

L

π∞

=

=∑ . 

 
Daha da önemlisi, buna karşılık gelen sonsuz serinin, ısı iletim probleminin çözümü 

olduğunu iddia edebiliriz: 

 
2( / )

1

( , ) sin .k n L t

n

n

n x
u x t B e

L

ππ∞
−

=

=∑  

 
(4.36) ve (4.37) gibi sonsuz serileri çözümlemek kolay değildir. Bu serilerin 

yakınsaklığını ve kısaca elimizdeki problem için bir sonsuz seri çözümünün 

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 
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geçerliliğini tartışmak gerekir. Şimdi sonsuz seri çözümlerinin nasıl yapıldığını 

inceleyelim. 

 

4.8  Sinüslerin Dikliği (Ortogonalliği) 

 
Şimdiye dek çok önemli bir uygulama hususu gözardı edilmiştir. Bn katsayılarının 

(4.36) denklemini sağladığı (4.37) denklemi bizim çözümümüzdür, fakat Bn  

katsayılarını nasıl belirleyebiliriz?  

 

1

( ) sinn

n

n x
f x B

L

π∞

=

=∑  

 
Eşitliğini yazmanın mümkün olduğunu ve bir-boyutlu çubuk (0 x L≤ ≤ ) boyunca doğru 

olacağını kabul edelim. Standart matematiksel işlemlerin sonsuz seriler için 

uygulanabileceğini de kabul edelim. (4.38) denklemi sonsuz sayıda değişken içeren bir 

denklemi göstermektedir, fakat her bir x değerinde geçerli olmalıdır. Eğer (4.38) 

denklemine bin tane farklı x değeri koyarsak, ortaya çıkan bin denklem de doğru 

olmalıdır, fakat hala sonsuz sayıda bilinmeyen bulunmaktadır. Bn değerlerini belirlemek 

için bu verimli bir yol değildir. Bunun yerine, aşırı derecede önemli bir teknik 

kullanacağız; bu teknik, sin /n x Lπ  özfonksiyonlarının aşağıdaki integral özelliğini 

sağlamasına dayanmaktadır (bir integral tablosunda görebiliriz): 

 

0

0
sin sin

/ 2

L n x m x
dx

LL L

π π 
= 


∫
      

m n

m n

≠

=
 

 
Buradaki m ve n pozitif tamsayılardır. (4.39) koşullarını kullanarak Bn değerlerini 

belirlemek amacıyla, (4.38)’in her iki tarafını da sin /m x Lπ  ile çarpalım:  

 

1

( )sin sin sinn

n

m x n x m x
f x B

L L L

π π π∞

=

=∑ . 

 
Daha sonra, (4.40)’ı x=0’dan x=L’ye integre edelim: 
 

0 0
1

( )sin sin sin
L L

n

n

m x n x m x
f x dx B dx

L L L

π π π∞

=

= ∑∫ ∫ . 

 

(4.38) 

(4.39a) 

(4.39b) 

(4.40) 

(4.41) 
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Sonlu seriler için, terimlerin toplamının integrali, integrallerin toplamına eşittir. Bu 

durumun, bu sonsuz seri için de geçerli olduğunu kabul edelim. Şimdi de sonsuz 

toplamı değerlendirelim. (4.39) integral özelliğine göre, n m≠  olduğunda toplamdaki 

her terim sıfır olur. n üzerinde toplam alırken, sonuçta n m’ye eşitlenir. Sadece n'nin bu 

tek değeri (n=m) sonsuz toplama katkıda bulunur. (4.41)’in sağ tarafındaki tek terim, 

n’nin yerine m yazıldığı zaman elde edilir: 

 

2

0 0
( ) sin sin

L L

m

m x m x
f x dx B dx

L L

π π
=∫ ∫ . 

 
Sağ taraftaki integral L/2’ye eşit olduğundan, Bm’leri çekebiliriz: 
 

 

 

 

( )

( )
0

02

0

( ) sin / 2
( ) sin .

sin /

L

L

m L

f x m x L dx m x
B f x dx

L L
m x L dx

π π

π
= =∫

∫
∫

 

 
Bu sonuç ve elde ediliş yöntemi çok önemlidir. F(x) başlangıç koşulu olarak verilmiş 

olduğu için, (4.42) integrali bilinendir. İntegral genellikle hesaplanamaz; bu durumda 

Bm, m=1,2,3,... için açık ifadeler bulmak amacıyla (bilgisayarda) sayısal integral 

çözümleri yapılabilir.  

 

(4.39b) formülü ( 2

0
sin / / 2

L

n x Ldx Lπ =∫ ) birçok farklı durumda  oldukça kullanışlıdır. 

Uygulanabilirliğinin bir nedeni, doğada birçok periyodik olay ( sin tω ) olduğudur ve 

genellikle enerji ya da güç bunun karesiyle orantılıdır ( 2sin tω ). Bu nedenle, ortalama 

enerji de periyoda ( 2 /π ω ) bölünen 
2 /

2

0
sin tdt

π ω
ω∫  ile orantılıdır. Sinüs ya da kosinüs 

karenin tam periyodu üzerindeki ortalamasının 
1

2
 olduğunu ezberlemek işe yarar. 

Böylece, sinüs ya da kosinüs karenin herhangi bir sayıdaki tam periyodları üzerinde 

alınan integral, aralık uzunluğunun yarısına eşittir. Bu yolla 2

0
sin / / 2

L

n x Ldx Lπ =∫  

olur, çünkü 0’dan L’ye olan aralık sin /n x Lπ ’nin ya tam ya da yarım periyodudur.  

 

(4.42) 
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Diklik.  
0
( ) ( ) 0

L

A x B x dx =∫  olduğu her durumda, A(x) ve B(x)’in 0 x L≤ ≤  aralığında 

dik (ortogonal) olduğunu söyleriz. Bu “dik” ifadesini dik vektörlerden ödünç alıyoruz, 

çünkü 
0
( ) ( ) 0

L

A x B x dx =∫  ifadesi sıfır nokta çarpımına benzer. Her bir üyesinin her bir 

diğer üyeye dik olduğu fonksiyon kümesine dik fonksiyonlar kümesi adı verilir. Örnek 

olarak,  

 
2

2
0

d

dx
λ

Φ
+ Φ =   ( )0 0Φ =    ve  ( ) 0LΦ =  

 
sınır değeri probleminin özfonksiyonları olan sin /n x Lπ  fonksiyonlarının oluşturduğu 

kümedir. (4.39a) nedeniyle karşılıklı dikdirler. Bu nedenle, (4.39) denklemini bir diklik 

koşulu olarak adlandırıyoruz. 

4.9  Bir Örneğin Formülasyonu, Çözümü ve Yorumu 

 
Bir örnek olarak, başlangıç sıcaklığının sabit ve 100oC olduğu durumdaki çözümü 

inceleyelim. Bu durum, laboratuarda kurulması kolay olan bir fiziksel probleme karşılık 

gelmektedir. Bir-boyutlu bir çubuk alın ve bir küvet dolusu kaynayan suyun (100oC) 

içine atın. Uzun süre içinde tutun. Bir süre sonra çubuk boydan boya 100oC olacaktır 

(olmasını bekleriz). Şimdi yanal yüzeyleri yalıtın (daha önce yapılmamışsa) ve 

birdenbire (t=0 anında) iki ucunu da iyice karıştırılmış 0oC’lik buzlu suyun içine 

daldırın. Problem matematiksel ifadeyle şudur: 

 

KTD: 
2

2

u u
k

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

 

t>0,   0<x<L 

SK: 
( )0, 0

( , ) 0

u t

u L t

=

=
 

 

t>0 

BK: ( ,0) 100u x =  0<x<L. 

  
(4.37) ve (4.42)’ye göre çözüm ise şudur: 
 

2( / )

1

( , ) sin ,k n L t

n

n

n x
u x t B e

L

ππ∞
−

=

=∑  

  

(4.43a) 

(4.43b) 

(4.43c) 

(4.44) 
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0

2
( )sin

L

n

n x
B f x dx

L L

π
= ∫  

 
ve f(x)=100.  Bn katsayısının, (4.44) denkleminin şu başlangıç koşulunu sağlamasıyla 

elde edildiğini hatırlayalım: 

 

1

( ) sinn

n

n x
f x B

L

π∞

=

=∑ . 

 
Bn katsayılarını (4.45) denkleminden hesaplarız: 
 

( )

0

2 200
100sin cos

0

0
200

1 cos 400

L

n

Ln x L n x
B dx

L L L n L

n çift

n
n n tek

n

π π
π

π
π

π

 = = − 
 




= − = 


∫

 

 
 
 

çünkü cos ( 1)nnπ = −
 
’dir ve çift n için 1’e, tek n için –1’e eşit olur. Özellikle, sıcaklığın 

her yerde 100 derece olduğu fakat (4.46) serisinin x=0 ve x=L için 0’a eşit olduğu (sınır 

koşulları nedeniyle) ilginç bir durumu açıklamalıyız. 

 

Başlangıç değeri problemi için yaklaşıklık hesapları.   Sıfır sınır koşulları (x=0 ve 

x=L) ve 100 başlangıç sıcaklık dağılımı için (4.43) başlangıç değeri probleminin 

çözümünü elde ettik. Çözüm (4.44) ile ve Bn   (4.47) ile verilir. Sonsuz bir seri içeren 

çözüm oldukça karışıktır. Çözüm hakkında ne diyebiliriz? İlk önce dikkat edersek, 

lim ( , ) 0
t

u x t
→∞

= .  Sıcaklık dağılımı bir kararlı-duruma yaklaşır: ( , ) 0u x t = . Her iki uç da 

0o olduğundan bu durum fiziksel olarak şaşırtıcı değildir; başlangıçta çubuğun içinde 

bulunan tüm ısı enerjisinin uçlardan dışarı akmasını bekleriz. u(0)=0 ve u(L)=0 

koşullarına sahip 2 2/ 0d u dx =  denge denkleminin tek çözümü vardır ( 0u ≡ ) ve 

zamana-bağlı problemde t ‘nin sonsuza yaklaştığı limitle uyum gösterir. 

 

Yanıtlayabileceğimiz önemli bir soru, çözümün kararlı-duruma yaklaşma tarzıdır. Eğer t 

büyükse, yaklaşık sıcaklık dağılımı nedir ve 0o kararlı-halinden nasıl bir farklılık 

gösterir? Dikkat edersek, (4.44)’deki her terim farklı bir hızda sönümlenmektedir. 

(4.45) 

(4.46) 

(4.47) 
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Uzayda daha çok salınım yaptıkça, sönümlenme hızı da artar. Eğer t,
 

2( / )kt Lπ  ‘yi 

büyük yapacak bir değere sahipse, sonraki her terim bir öncekinden çok daha küçük 

olur. Bu durumda, sonsuz seri için, sadece ilk terimi kullanarak yaklaşık bir değer 

bulabiliriz: 

 
2( / )400

( , ) sin k L tx
u x t e

L

ππ
π

−≈ . 

 

t büyüdükçe, yaklaşıklık iyileşir.  2 1
( / )

2
kt Lπ =  olduğu durum için  bu kötü bir tahmin 

değildir çünkü 
 

2

2

2

(3 / )
8( / ) 4

( / )
0.018....

k L t
L kt

k L t

e
e e

e

π
π

π

−
− −

−
= = =  

 

şeklindedir.Böylece, eğer 2 1
( / )

2
kt Lπ ≥  ise, bu basit yaklaşıklığı kullanabiliriz. 

Şimdilik, sıcaklığın uzaysal bağımlılığı sadece sin /x Lπ ’deki basit yükseliş ve 

düşüşlerdir (bkz. Şekil-4.4). Orta noktada (x=L/2) oluşan en büyük genlik, zaman içinde 

üstel olarak sönümlenir.  

   
 

Şekil 4.4  Sıcaklık dağılımının sönümlenmesi. 
 

½’den küçük 2( / )kt Lπ  değerleri için, uzaysal bağımlılık, tek bir sinüs fonksiyonu ile 

tahmin edilemez; seride daha çok terim bulunması gereklidir. Sonlu sayıda terim 

kullanılarak çözüm kolaylıkla hesaplanabilir. Bazı durumlarda daha fazla terim 

kullanmak gerekebilir ve ( , )u x t ’yi hesaplamak için daha iyi yollar bulunabilir (Kincaid 

and Cheney 1966).    

 

4.10 Özet 

 

Şu örneğimiz için kullandığımız şekilde, değişkenlerin ayrılması metodunu özetleyelim: 

(4.48) 
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KTD: 
2

2

u u
k

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

SK: 
( )0, 0

( , ) 0

u t

u L t

=

=
 

BK: ( ,0) ( ).u x f x=  

 
1. Elinizde lineer homogen SK’lere sahip lineer homogen bir KTD olduğundan 

emin olun. 

2. Sıfır olmayan BK’leri geçici olarak gözardı edin. 

3. Değişkenleri ayırın (çarpım çözüm kabulünün gerektirdiği diferensiyel 

denklemleri belirleyin) ve bir ayrılma sabiti tanıtın. 

4. Ayrılma sabitlerini, sınır değeri probleminin özdeğerleri şeklinde belirleyin. 

5. Diğer diferensiyel denklemleri çözün. Bu yöntemle elde edilebilecek tüm çarpım 

çözümleri kaydedin. 

6. Üst üste ekleme ilkesini uygulayın (tüm çarpım çözümlerin lineer bir birleşimini 

oluşturun). 

7. Başlangıç koşulunu doğrulamayı deneyin. 

8. Özfonksiyonların dikliği kullanarak katsayıları belirleyin. 
 
Bu adımlar ezberlenmemeli, anlaşılmalıdır. Şunlara dikkat etmek önemlidir: 
 

1. Üst üste ekleme ilkesi, KTD’nin çözümlerine uygulanır (çeşitli farklı adi 

diferensiyel denklemlerin çözümlerini birbirlerine eklememeliyiz). 

2. Üst üste ekleme ilkesini uygulamadan önce, ( ,0) ( )u x f x=  başlangıç koşulunu 

uygulamamalıyız. 
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