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1. GİRİŞ

İki yüzyıl önce Simplektik Geometri ismi yoktu. Eğer büyük bir sözlüğe bakılırsa

simplektik kelimesi için muhtemelen balığın başındaki bir kemik ismi olduğu görülür.

Simplektik kelimesi ilk olarakWeyl tarafından Yunanca “kompleks” anlamında simp-

lektik grubu belirtmek için kullanılmı̧stır. Klasik mekanik için bir dil sağlayan simp-

lektik geometri, son zamanlarda büyük geli̧smeler sayesinde bağımsız ve zengin bir

teori olmuştur.

Matematikte ve Teorik Fizikte önemli rol oynayan Hamilton ve Kähler manifold-

larının temeli Simplektik Geometri’de yer almaktadır.

Bu doktora tezinde, Kähler manifoldlarının temelini teşkil eden simplektik vektör

uzayı ile ilgili temel bilgiler verilerek, kuaterniyon Kähler manifoldları ve bölünmüş

kuaterniyon Kähler manifoldlarında eğrilikler incelenmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Simplektik Vektör Uzayı

Tanım2.1.1. R reel sayılar cismi üzaerinde bir vektör uzayı V olsun. Ω : V×V → R

bilineer dönüşümü her u, v ∈ V için Ω(u, v) = −Ω(u, v) ise Ω ya anti-simetrik bilineer

dönüşüm (veya alterne bilineer dönüşüm) denir (Hacısalihoğlu 1997).

Teorem 2.1.1. V reel vektör uzayı üzerinde anti-simetrik bilineer bir dönüşüm Ω

olsun. Bu durumda aşağıdaki şartları sağlayan V nin bir u1, ..., uk, e1, ..., en, f1, ..., fn

bazı vardır:

Ω(ui, v) = 0; ∀v ∈ V

Ω(ei, ej) = Ω(fi, fj) = 0; 1 ≤ i, j ≤ n

Ω(ei, fj) = δij

(Cannas da Silva 2000).

İspat. Bu ispatı tümevarımla Gram-Schmidt yönteminin bir anti simetrik versiyonu

olarak yapacağız. Bunun için önce bir

U = {u ∈ V : Ω(u, v) = 0; ∀v ∈ V }

cümlesini alalım. Bu durumda U ⊂ V bir altuzaydır. U nun bir bazını u1, u2, ..., uk
olarak seçelim. U ⊕W = V olsun ve keyfi bir e1(6= 0) ∈ W alalım. Bu durumda

Ω(e1, f1) 6= 0 olacak şekilde bir f1 ∈W vardır. Aksi taktirde, W ⊂ U olurdu. Kabul

edelim ki Ω(e1, f1) = 1 olsun ve W1 = Sp{e1, f1} diyelim. Bu durumda

WΩ
1 = {w ∈W : Ω(w, v) = 0 ∀v ∈W1}

cümlesini seçelim. İddia ediyoruz ki W1 ∩WΩ
1 = {0} dır. Gerçekten, herhangi bir

α ∈ W1 ∩ WΩ
1 alalım. Buna göre α = ae1 + bf1 (a, b ∈ R) şeklinde yazılabilir.

Aynı zamanda α ∈ WΩ
1 olduğundan WΩ

1 nın tanımından Ω(α, e1) = Ω(α, f1) = 0
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olmalıdır. Buradan

Ω(α, e1) = 0 ⇒ Ω(ae1 + bf1, e1) = 0

⇒ aΩ(e1, e1) + b(Ωf1, e1) = 0

⇒ b = 0

bulunur. Benzer şekilde

Ω(α, f1) = 0 ⇒ Ω(ae1 + bf1, f1) = 0

⇒ aΩ(e1, f1) + b(Ωf1, f1) = 0

⇒ a = 0

olur. O halde α = ae1+bf1 olmasından dolayı α = 0 elde edilir. Bu daW1∩WΩ
1 = {0}

olduğunun ispatını tamamlar.

Ayrıca W1 ⊕WΩ
1 = W dır. Gerçekten, herhangi bir v ∈ W alalım ve Ω(v, e1) = c,

Ω(v, f1) = d olsun. Bu durumda

v = (−cf1 + de1) + (v + cf1 − de1)

biçiminde yazabiliriz. Burada birinci bileşenin W1 de ve ikinci bileşenin de WΩ
1 da

olduğunu göstermek için Ω(−cf1 + de1, v + cf1 − de1) = 0 olduğunu görmeliyiz.

Gerçekten Ω anti-simetrik bilineer dönüşüm olduğundan

Ω(−cf1 + de1, v + cf1 − de1) = −cΩ(f1, v)− c2Ω(f1, f1) + cdΩ(f1, e1)

+dΩ(e1, v) + dcΩ(e1, f1)− d2Ω(e1, e1)

hipotezini gözönüne alırsak Ω(−cf1 + de1, v + cf1 − de1) = 0 elde edilir. Şimdi

e2(6= 0) ∈ WΩ
1 alalım. O zaman Ω(e2, f2) 6= 0 olacak şekilde bir f2 ∈ WΩ

1 vardır.

Kabul edelim ki Ω(e2, f2) = 1 olsun ve W2 = Sp{e2, f2} diyelim. Böyle devam

edersek sonuçta

V = U ⊕W1 ⊕W2 ⊕ ...⊕Wn

elde ederiz. Wi altuzaylarının baz vektörleri Ω(ei, fi) = 1 olacak şekildeki ei, fi
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vektörlerinden oluşur.

Sonuç 2.1.1.

1) Teorem 2.1.1 deki baz tek değildir. Böyle bir baza kanonik baz adı verilir.

2) rankΩ = 2n, boyV = m = 2n+ k dır.

3) Ω anti-simetrik bilineer dönüşümünü matris notasyonunda

Ω(u, v) = ut.


0 0 0

0 0 In

0 −In 0


(2n+k)×(2n+k)

.v

şeklinde yazabiliriz (Cannas da Silva 2000), burada In, n.mertebeden birimmatristir.

Tanım 2.1.2. R üzerinde m−boyutlu bir vektör uzayı V ve Ω : V × V → R

anti-simetrik bilineer dönüşüm olsun. V nin duali V ∗ olmak üzere

∧
Ω: V → V ∗

v →
∧
Ω (v) : V → R

u → (
∧
Ω (v))(u) = Ω(v, u)

şeklinde tanımlı
∧
Ω dönüşümünün çekirdeği U dur. Gerçekten Ω bilineer bir dönüşüm

olduğundan ∀u, v ∈ V için (
∧
Ω (v))(u) = Ω(v, u) eşitliğinden

∧
Ω bir lineer dönüşüm

olur. Şimdi
∧
Ω nın çekirdeğinin U olduğunu gösterelim. Çek

∧
Ω= {u ∈ V :

∧
Ω (u) = 0}

olduğunu biliyoruz. Her v ∈ V için

(
∧
Ω (u))(v) = 0(v)⇒ Ω(u, v) = 0

olur. U cümlesinin tanımından Çek
∧
Ω= U elde ederiz.

Eğer
∧
Ω bijektif yani U = {0} ise, Ω ya V üzerinde bir simplektik yapı (simplektik

form) ve (V,Ω) ikilisine de simplektik vektör uzayı adı verilir (Cannas da Silva

2000).

Sonuç 2.1.2. (V,Ω) simplektik vektör uzayında,
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1) boyU = k = 0 olduğundan boyV = 2n çift bir sayıdır.

2) Teorem 2.1.2 den bir (V,Ω) simplektik uzayının aşağıdaki özellikleri sağlayan bir

e1, e2, ..., en, en+1, ..., e2n bazı vardır:

Ω(ei, ej) = Ω(en+i, en+j) = 0 ve Ω(ei, en+j) = δij, 1 ≤ i, j ≤ n.

Böyle bir baza (V,Ω) nın “kanonik simplektik bazı” adı verilir. Bu baza kaŗsılık

gelen Ω simplektik formunun matrisi

J =

 0 In

−In 0


şeklindedir.

3) Ω, bilineer, anti-simetrik ve non-dejenere özeliğine sahiptir (Cannas da Silva 2000).

Örnek 2.1.1. 2n−boyutlu V reel vektör uzayının kanonik simplektik bazı {e1, e2, ..., en,

en+1, ..., e2n} ve V nin duali olan V ∗ uzayının da bu baza dual bazı {e∗1, e∗2, ..., e∗n,

e∗n+1, ..., e
∗
2n} olsun. Bu durumda

Ω : V × V → R, Ω =
nX
i=1

e∗i ∧ e∗n+i

şeklinde tanımlı dönüşüm V üzerinde bir simplektik formdur.

Gerçekten, öncelikle Ω dönüşümünün bilineer ve alterne olduğu açıktır. Şimdi non-

dejenere olduğunu gösterelim.

v ∈ V olmak üzere

v =
nX
i=1

xiei +
nX
i=1

yien+i

biçiminde yazabiliriz. Acaba her w ∈ V için Ω(v, w) = 0 ⇒ v = 0 olur mu? Bunu

görmek için

w = e1 ⇒ Ω(v, e1) = 0⇒ y1 = 0

w = e2 ⇒ Ω(v, e2) = 0⇒ y2 = 0
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...

w = en ⇒ Ω(v, en) = 0⇒ yn = 0

w = en+1 ⇒ Ω(v, en+1) = 0⇒ x1 = 0

...

w = e2n ⇒ Ω(v, e2n) = 0⇒ xn = 0

olacağından v = 0 elde edilir.

Örnek 2.1.2. V = R2 alırsak, Ω : R2 × R2 → R simplektik formu, ∀v, v0 ∈ R2 için

v = xe1 + ye2 ve v0 = x0e1 + y0e2 olmak üzere

Ω(v, v0) = xy0 − x0y =

¯̄̄̄
¯̄ x y

x0 y0

¯̄̄̄
¯̄

olur. O halde |Ω(v, v0)| sayısı, aşağıdaki şekildeki gibi v ve v0 vektörleri üzerine

kurulan paralelkenarın alanını verir.

Şekil 2.1. Paralelkenarın alanı

Tanım 2.1.3. (V,Ω) simplektik uzay olsun. Her v, w ∈ V için Ω(v, w) = 0 ise v

ile w ya Ω-ortogonal, anti-ortogonal veya kısaca ortogonaldir denir ve v ⊥ w

biçimde gösterilir (Berndt 2000).

Eğer (K,+, ·) bir cisim olmak üzere V = K2n alınırsa (K2n,Ω) ikilisine standart

simplektik uzay denir.

Örnek 2.1.3. k ∈ N için K cismi üzerinde (2n + k) boyutlu bir U vektör uzayı
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vardır öyle ki
∧
Ω: U × U → K

dönüşümü anti-simetrik, bilineer ve rank
∧
Ω= 2n olsun.

∧
Ω nın sıfırlayanı (annihi-

latörü)

U0 = {u ∈ U :
∧
Ω (u,w) = 0; ∀w ∈ U}

ve rank U0 = k dır.
∧
Ω nın U /U0 üzerine kısıtlaması ile Ω simplektik formunu elde

ederiz. Böylece (V,Ω) simplektik uzayına, (U,
∧
Ω) uzayının indirgenmi̧si denir.

2.2. Simplektik Dönüşüm ve Simplektik Grup

Tanım 2.2.1. (V1,Ω1) ve (V2,Ω2) iki simplektik uzay ve

φ : V1 → V2

bir lineer dönüşüm olsun.

Her v, w ∈ V1 için Ω2(φ(v),φ(w)) = Ω1(v, w) ⇔ φ bir simplektik dönüşümdür. Bu

durumda φ bire-bir dir. Gerçekten, her v ∈ V1 için φ(v) = 0 ise v = 0 olduğunu

gösterelim.

Ω2(φ(v),φ(v)) = Ω1(v, v) ⇒ 0 = Ω1(v, v)

⇒ v = 0 (non-dejenere olduğu için)

dır. Eğer V = V1 = V2 alırsak, o zaman φ : V → V bir lineer izomorfizm olur ki,

buna simplektomorfizm denir.

Sp(V ) = {φ |φ : V → V, otomorfizm}

simplektomorfizmlerin cümlesi bir grup ve hatta bir Lie grubudur (Berndt 2000).

Eğer özel olarak V = K2n ve Ω simplektik kanonik formu alırsak, standart simp-

lektik grubu elde ederiz ki, bu grup Spn(K), Sp(n,K), Sp2n(K) veya Sp(2n,K)

biçimlerinde gösterilir ve Sp(2n,K) ⊂ GL(2n,K) dır.
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Eğer M ∈ Spn(K) ise M matrisi Ω simplektik formu altında invaryant kalır; yani

her v, v0 ∈ K2n için Ω(Mv,Mv0) = Ω(v, v0) dır. Buradan

(Mv)tJ(Mv0) = vtJv0 ⇒ vtM tJMv0 = vtJv0

⇒M tJM = J

olur. Ayrıca

J =M tJM ⇒ det J = det(M tJM); detJ = 1

⇒ 1 = detM t detM

⇒ detM = ∓1

elde ederiz.

Önerme 2.2.1. Eğer M,N ∈ Spn(K) ise M−1,M t,MN ∈ Spn(K) ve üstelik

J ∈ Spn(K) dır (Berndt 2000).

İspat. Bu önermenin ispatı deği̧sik bir yolla yapılmı̧stır. M ∈ Spn(K) olsun.

M−1 ∈ Spn(K) olduğunu gösterelim:

M tJM = J ⇒ (M t)−1[M tJM ]M−1 = (M t)−1JM−1

⇒ J = (M t)−1JM−1

⇒ J = (M−1)tJM−1; (M−1)t = (M t)−1

⇒M−1 ∈ Spn(K)

dır. Şimdi de M t ∈ Spn(K) olduğunu gösterelim. M−1 ∈ Spn(K) olduğundan

J = (M−1)tJM−1

yazabiliriz. Buradan
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J = (M−1)tJM−1 ⇒ J−1 = [(M t)−1JM−1]−1 ; J−1 = −J

⇒ J =MJM t ; M = (M t)t

⇒ J = (M t)tJM t

⇒M t ∈ Spn(K)

olur. Şimdi de MN ∈ Spn(K) olduğunu gösterelim.

M ∈ Spn(K)⇒ J =M tJM

N ∈ Spn(K)⇒ J = N tJN

dir. Biz J = (MN)tJMN olduğunu göstermeliyiz. Bunun için,

(MN)tJMN = N tM tJMN

= N t(M tJM)N

= N tJN

= J

bulunur. J ∈ Spn(K) olduğunu gösterelim:

Bunun için önce J t ve J2 = J.J matrislerini hesaplayalım. J =

 0 In

−In 0


olduğunu biliyoruz. Buradan

J =

 0 −In
In 0

 = −
 0 In

−In 0

 = −J
ve

J2 = J.J =

 0 In

−In 0

 0 In

−In 0

 =
 −In 0

0 −In

 = −I2n
bulunur.

J t.JJ = (−J)(−I2n) = J ⇒ J ∈ Spn(K)

9



elde edilir

Önerme 2.2.2. A,B,C,D ∈ Kn olmak üzere M =

 A B

C D

 ∈ Spn(K) olması
için gerek ve yeter koşul AtC = CtA, BtD = DtB ve AtD − CtB = In olmasıdır

(Berndt 2000 ve Vaisman 1997).

İspat. M ∈ Spn(K) olduğundan M tJM = J dir. Ayrıca

M =

 A B

C D

⇒M t =

 At Ct

Bt Dt


olacağından

M tJM = J ⇔

 At Ct

Bt Dt

 0 In

−In 0

 A B

C D

 =
 0 In

−In 0


⇔ −CtA+AtC = 0, − CtB +AtD = In, −DtB +BtD = 0

⇔ AtC = CtA, BtD = DtB ve AtD − CtB = In

elde ederiz.

O halde simplektik matrislerin cümlesini

Spn(K) =

M =

 A B

C D

 ∈ K2n
2n : A

tC = CtA, BtD = DtB ve AtD − CtB = In


biçiminde de ifade edebiliriz.

Önerme 2.2.3. J, UV ve TS matrislerinin herbiri Spn(K) matris grubunu üretirler

(Gillemin ve Sternberg 1984).

İspat. Bu önermenin ispatı deği̧sik bir yolla yapılmı̧stır. Spn(K) bir grup olduğun-

dan kapalılık özeliği vardır. Yani herhangi iki simplektik matrisin çarpımı yine bir

simplektik matristir.
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A) İlk olarak TS =

 I S

0 I

 , St = S matrisinin Spn(K) grubunu ürettiğini göstere-
lim.

Bunun için M =

 A B

C D

 ∈ Spn(K) alalım. UV 0 =
 V 0 0

0 V 0 ∗

 , V 0 ∗ = [(V 0 )t]−1
olmak üzere

UV .M.UV 0 =

 V 0

0 V ∗

 A B

C D

 V 0 0

0 V 0 ∗


=

 V AV 0 V BV ∗

V ∗CV 0 V ∗DV 0 ∗


olur. Böylece Amatrisini V AV 0 matrisine dönüştürmüş olduk. Bu dönüşümde tanım

ve değer uzaylarındaki bazlar deği̧stirilmektedir. Eğer V ve V 0 matrislerini uygun

olarak seçersek elemanları yalnızca 0 ve 1 olan diagonal formda V AV 0 =

 I1 0

0 0


biçiminde bir matris elde edebiliriz. Ayrıca bu kabul genelliği bozmaz. C matrisini

C =

 c11 c12

c21 c22

 biçiminde aynı boyutlu blok matrisler cinsinden yazarsak M bir

simplektik matris olduğundan AtC − CtA = 0 olacaktır. Buradan

C =

 c11 0

c21 c22

 , ct11 = c11
olur. Ayrıca burada |c22| 6= 0 olmak zorundadır. Aksi takdirde

M =

 A B

C D

 =


I1 0

0 0
B

c11 0

c12 0
D


olacağından detM = 0 olur ki bu mümkün değildir.

Şimdi de M =

 A B

C D

 matrisini soldan TλI =
 I λI

0 I

 , λ ∈ R matrisi ile
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çarpalım. Bu durumda I λI

0 I

 A B

C D

 =
 A+ λC B + λD

C D

⇒ A0 = A+ λC

olur. Böylece A matrisi A0 matrisine dönüşür.

A0 = A+ λC =

 I1 + λc11 0

λc21 λc22


olduğundan uygun bir λ seçimiyle |A0| 6= 0 olduğu kolayca görülebilir. O halde

uygun dönüşümler yardımıyla A dan A0 nü elde edebiliriz. |A0| 6= 0 olduğundan genel

durumda |A| 6= 0 almak genelliği bozmaz. Hatta genel durumda A = I alınabilir.

Buradan

M =

 A B

C D

 =
 I B

C D


olur ve AtC − CtA = 0 olduğundan Ct = C bulunur. Elde edilen bu matris bir

simplektik matris olduğundan AtD − CtB = I eşitliğini sağlayacaktır. A = I ve

C = 0 için D = I olur. Ayrıca BtD − DtB = 0 eşitliğinden Bt = B elde edilir.

Sonuç olarak

 A B

C D

 matrisi
 I B

0 I

 , Bt = B formuna getirilmi̧s olur. Eğer

B yerine S matrisini alırsak

 I S

0 I

 , St = S elde ederiz ki bu ulaşmak istediğimiz
matristir.

B) Şimdi de UV =

 V 0

0 V ∗

 , V ∗ = (V t)−1 matrisinin Spn(K) yı ürettiğini göstere-
lim.  I S

0 I

 , St = S ⇒
 I S−1

0 I

 ,
 I 0

−S I

 ∈ Spn(K)
dır. Buradan I S−1

0 I

 I 0

−S I

 I S−1

0 I

 =
 0 S−1

−S 0

 ve

 0 −I
I 0

 ∈ Spn(K)
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olduğundan 0 I

−I 0

 0 S−1

−S 0

 = −

 S 0

0 S−1

 , St = S
= −

 S 0

0 (St)−1

 = −
 S 0

0 S∗



olur. O halde S = V alırsak

 V 0

0 V ∗

 , V ∗ = (V t)−1 matrisini elde ederiz.
C) Benzer şekilde J =

 0 I

−I 0

matrisinin de Spn(K) yı ürettiği kolayca gösterilebilir.
Tüm bunların bir sonucu olarak J−1 = J t = −J olduğundan Spn(K) nın elemanları

ortogonal ve antisimetriktir.

Önerme 2.2.4. M ∈ Spn(K) ve M nin karakteristik değeri λ olsun. Bu durumda
1

λ
da M nin bir karakteristik değeridir (Berndt 2000 ve Vaisman 1987).

İspat. Bu ispatı deği̧sik bir yolla yapabiliriz. λ,M nin karakteristik değeri olduğun-

dan det(M − λI2n) = 0 dır.

(M − λI2n)
t =M t − λI2n ⇒ det[(M − λI2n)

t] = det(M − λI2n)

⇒ det(M t − λI2n) = 0

⇒ det[J−1(M t − λI2n)J ] = 0

⇒ det[J−1(M tJ)− λI2n] = 0

elde edilir. M tJM = J olduğunu biliyoruz. Buradan M tJ = JM−1 dir. O halde

det[J−1(M tJ)− λI2n] = 0 ⇒ det(M−1 − λI2n) = 0

⇒ det(M−1 − λM−1M) = 0

⇒ det[M−1(I2n − λM)] = 0

⇒ detM−1.det(I2n − λM) = 0
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ve detM−1 = ∓1 olduğundan

det(I2n − λM) = 0 ⇒ det[(−λ)(M − 1
λ
I2n)] = 0

⇒ (−λ)2n det(M − 1
λ
I2n) = 0

⇒ det(M − 1
λ
I2n) = 0

olur. Böylece
1

λ
da M nin bir diğer karakteristik değeridir.

Benzer şekilde −λ nın da M nin bir başka krakteristik değeri olduğu kolayca gös-

terilebilir.

Önerme 2.2.5. M ∈ Spn(K) matrisinin λ karakteristik değeri kompleks ise λ, 1/λ,

1/λ sayıları da M nin karakteristik değerleridir (Berndt 2000 ve Vaisman 1987).

2.3. Simplektik Altuzaylar

(V,Ω) simplektik uzay, W ⊂ V altuzay ve boyV = 2n, boyW = k olsun. Ayrıca

Ω|M :W ×W → K dönüşümünün rankı 2l olsun.

W⊥ = {v ∈ V : Ω(v, w) = 0; ∀w ∈W}

cümlesine W nın anti-ortogonal, Ω−ortogonal veya kısaca ortogonal uzayı

denir (Berndt 2000 ve Vaisman 1987).

boyW = k olduğundan boyW⊥ = 2n − k dır.Gerçekten bu durum, Ω kanonik sim-

plektik formu alınarak kolayca görülebilir. Buradan

boyV = boyW + boyW⊥

elde edilir.

Şimdi simplektik vektör uzayına ait olan W nın radikalinden bahsedeceğiz. Bunun
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için biraz hazırlık yapalım.

i : V × ΛqV ∗ → Λq−1V ∗

(v,Ω) → i(v,Ω) = i(v)Ω

olup her v1, v2, ..., vq−1 ∈ V için (i(v)Ω)(v1, v2, ..., vq−1) = Ω(v, v1, ..., vq−1) olduğunu

biliyoruz. Eğer q = 2 alırsak her w ∈ V için (i(v)Ω)(w) = Ω(v, w) olur. Böylece W

nın radikali

radW = {w ∈W : i(w)Ω|W = 0}

= {w ∈W : Ω|W (w,w0) = 0; ∀w0 ∈W}

biçiminde tanımlanır (Berndt 2000 ve Vaisman 1987) rankΩ|W = 2l olarak aldığımızda

boy(radW ) = k − 2l olur. Benzer şekilde

radW⊥ = {w0 ∈W⊥ : Ω|W⊥(w0, w00) = 0; ∀w00 ∈W⊥}

dir.

Şimdi radW = radW⊥ olduğunu gösterelim.

w ∈ radW ⇔ ∀w0 ∈ W için Ω|W (w,w0) = 0 dır. W⊥ in tanımından w ∈ W⊥ olmak

zorundadır. Dolayısıyla ∀w00 ∈ W⊥ için w ∈ W⊥ olduğundan Ω|W⊥(w,w00) = 0

dır. Buradan da w ∈ radW⊥ elde edilir. Yine radW = W ∩W⊥ olduğu kolayca

görülebilir. Bu durum
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Şekil 2.2. W uzayının radikali

şeklinde gösterilebilir. O halde

boy(W +W⊥) = boyW + boyW⊥ − boy(radW )

= k + 2n− k − (k − 2l)

= 2n+ 2l − k

olduğundan V 6=W +W⊥ ve V 6=W ⊕W⊥ dir.

Ω− ortogonal uzayları için aşağıdaki özeliklerin sağlandığı kolayca görülebilir.

Önerme 2.3.1. (V,Ω) bir simplektik uzay ve W,W 0 herhangi iki altuzay olsun. Bu

durumda aşağıdaki özelikler vardır:

(i) W 0 ⊂W ⇒W⊥ ⊂ (W 0)⊥

(ii) (W⊥)⊥ =W

(iii) (W +W 0)⊥ =W⊥ ∩ (W 0)⊥

(iv) (W ∩W 0)⊥ =W⊥ + (W 0)⊥ (Berndt 2000).

W altuzayı tarafından elde edilen ilk uzay W⊥, ikinci uzay radW idi. W tarafından

elde edilen üçüncü uzay ise WU =W +W⊥ biçiminde tanımlanır.

dimWU = dim(W +W⊥)
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= 2n+ 2l − k

olduğunu biliyoruz.

W dan daha fazla uzaylar elde edebiliriz. Özel olarak

W red =W/radW

bölüm uzayı W dan elde edilen bir simplektik uzaydır. Bu uzayın elemanlarını daha

yakından tanıyalım.

i(w)Ω|W :W
lineer−→ K

olmak üzere

radW = {w ∈W : i(w)Ω|W = 0} ⊂W

= {w ∈W : Ω|W (w,w0) = 0; ∀w0 ∈W} ⊂W

= Çek [i(w)Ω|W ] ⊂W

olur.

radW bir alt vektör uzayıdır. Gerçekten öncelikle radW 6= ∅ dir. Çünkü her w0 ∈W

için Ω|W (0, w0) = 0 olduğundan 0 ∈ radW dır.

(1) ∀w1, w2 ∈ radW ⇒ w1 + w2 ∈ radW olur mu?

∀w0 ∈W için Ω|W (w1, w0) = 0 ve Ω|W (w2, w0) = 0 olup Ω bilineer olduğundan

Ω|W (w1 + w2, w0) = 0⇒ w1 + w2 ∈ radW.

(2) ∀w ∈ radW ve ∀c ∈ K için cw ∈ radW olur mu?

w ∈ radW ⇒ ∀w0 ∈W için Ω|W (w,w0) = 0

⇒ cΩ|W (w,w0) = 0; Ω bilineer olduğundan

⇒ Ω|W (cw,w0) = 0

⇒ cw ∈ radW.
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O halde radW bir alt vektör uzayıdır.

∀w1, w2 ∈W için

∀w0 ∈W için Ω|W (w1, w0) = Ω|W (w2, w0) ⇔ w2 − w1 ∈ radW

⇔ w1 ≡ w2[mod(radW )]

ile verilsin. Bu bağıntı bir denklik bağıntısıdır veW daki elemanları denklik sınıflarına

ayırır. W daki tüm denklik sınıflarının cümlesini W red =W/radW ile gösteriyoruz.

boyW red = boy(W/radW )

= boyW − boy(radW )

= k − (k − 2l)

= 2l

olur. Herhangi bir U ⊂ V altuzayı için W = radW ⊕ U ise (U,Ω|U) bir simplektik

uzaydır ve W red uzayına izomorftur. Aynı zamanda U, radW uzayına Ω− ortogonal

olduğundan W = radW ⊕ U ifadesi W = radW⊥U biçiminde de yazılabilir.

W dan elde edilen bir başka uzay

(W⊥)red =W⊥/radW⊥

dır. Buradaki (W⊥)red bölüm uzayı da bir simplektik uzaydır.

boy(W⊥)red = boy(W⊥/radW⊥)

= boyW⊥ − boy(radW⊥)

= 2n− k − (k − 2l)

= 2(n− k + l)

olur. Herhangi bir U 0 ⊂ V altuzayı için W⊥ = radW⊥ ⊕ U 0 ise (U 0,Ω|U 0) bir sim-

plektik uzaydır ve (W⊥)red uzayına izomorftur. Aynı zamanda u0 ∈ U 0 olmak üzere

∀w ∈ radW⊥ için radW⊥ in tanımından Ω(u0, w) = 0 olduğundan U 0 uzayı radW⊥
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uzayına Ω− ortogonaldir. O halde W⊥ = radW⊥ ⊕ U 0 ifadesi W⊥ = radW⊥⊥U 0

biçiminde de yazılabilir. Bu elde edilen uzayları şekildeki gibi gösterebiliriz.

Şekil 2.3. Simplektik altuzaylar

Bir (V,Ω) simplektik uzayının en önemli simplektik altuzayları aşağıda verilmi̧stir.

Tanım 2.3.1.

1) Bir Q ⊂ V altuzayı için Ω|Q = 0 ise Q ya V nin bir izotropik altuzayı denir.

2) BirW ⊂ V altuzayı için Ω|W non-degenere iseW ya V nin bir simplektik altuzayı

denir.

3) Bir W ⊂ V altuzayı için Ω|W⊥ = 0 ise W ya V nin bir koizotropik altuzayı denir.

4) Bir L ⊂ V altuzayı için Ω|L = 0 ve Ω|L⊥ = 0 ise L ye V nin bir Lagrange altuzayı

denir (Berndt 2000 ve Vaisman 2000).

Önce Lagrange altuzaylarını tartı̧sacağız. Üstelik altuzayların boyut ve rankının

yalnızca iki simplektik invaryant olduğunu göstereceğiz.

2-boyutlu simplektik uzay P olsun. Yani, P = Sp{e, e∗}, Ω(e, e) = Ω(e∗, e∗) = 0

ve Ω(e, e∗) = 1 alalım. Bu durumda P ye bir hiperbolik düzlem, (e, e∗) ikilisine

ise bir hiperbolik çift denir. Böylece hiperbolik düzlemlerin ortogonal toplamına bir

hiperbolik uzay denir (Berndt 2000).

H2r = P1⊥P2⊥...⊥Pr
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bir hiperbolik uzaydır. Şimdi iddia ediyoruz ki, simplektik bir uzay her zaman hiper-

bolik düzlemlerin bir ortogonal toplamı şeklinde yazılabilir. Yani, simplektik uzay

bir hiperbolik düzlemdir.

Gerçekten, (V,Ω) bir simplektik uzay, boyV = 2n ve Ω kanonik simplektik form

olsun. V nin simplektik bazını {e1, e2, ..., en, en+1, ..., e2n} alalım. Eğer

P1 = Sp{e1, en+1}

P2 = Sp{e2, en+2}

........

Pn = Sp{en, e2n}

şeklinde tanımlarsak Ω kanonik simplektik form olduğundan Pi (1 ≤ i ≤ n) ler

hiperbolik düzlem ve (ei, en+i) ikilileri de hiperbolik çift olur. Ayrıca Pi⊥Pj (i 6= j)

dir. O halde

V = P1⊥P2⊥...⊥Pn

biçiminde yazılabilir.

Aşağıdaki teorem, simplektik dönüşüm kavramının, simplektik formun U ya kısıtlan-

masıyla uyumlu olan U altuzaylarının bir dönüşümüne geni̧sletilebileceğini göster-

mektedir.

Teorem 2.3.1. (V,Ω) bir simplektik uzay ve U = radU⊥W olacak şekilde U ve W

iki altuzay olsun. radU nun bir bazını {e1, e2, ..., er} alalım. Bu durumda V de öyle

e∗1, e∗2, ..., e∗r elemanları vardır ki, Pi = Sp{ei, e∗i} hiperbolik düzlemleri için Pi⊥Pj
(i 6= j) ve Pi⊥W, 1 ≤ i ≤ r dır. Buradan

(i) U = P1⊥P2⊥...⊥Pr⊥W ⊂ V ve U ⊂ U olacak biçimde simplektiktir.

(ii) V 0 bir simplektik uzay olmak üzere φ : U → V 0 simplektik dönüşümü bir φ :

U → V 0 simpletik dönüşümüne geni̧sletilebilir.

İspat.

(i) İspatı r üzerinde tümevarım uygulayarak yapacağız.
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Öncelikle r = 1 için doğru mudur? Bu durumda U = P1⊥W olur. Bu ise açık olarak

bir simplektik uzaydır.

Şimdi r − 1 için doğru olsun. Yani, U0 ⊂ V altuzayı için U0 = radU0⊥W olacak

biçimde radU0 ın bazını {e1, e2, ..., er−1} alalım. Bu durumda

U = P1⊥P2⊥...⊥Pr−1⊥W

simplektik uzaydır. Bir er ∈ U⊥0 vardır öyle ki er /∈ radU0 = radU⊥0 dir. Öyle bir

a ∈ U⊥0 vardır ki Ω(er, a) 6= 0 olur. Ayrıca er ve a tarafından gerilen düzlem U⊥0

içindedir. a yerine (er, e∗r) bir hiperbolik çift olacak biçimde e∗r alınabilir.

Pr = Sp{er, e∗r} diyelim. Pr ⊂ U⊥0 olur Buradan Pr⊥W dır. Ayrıca tümevarım

hipotezi uyarınca U0 dan elde edilen hiperboik düzlemler birbirlerine ve W ya dik-

tirler. Pr⊥U0 olduğundan

U = P1⊥P2⊥...⊥Pr⊥W

elde edilir ki, bu ispatı tamamlar.

(ii) φ simplektik dönüşümü,

φ : U → V 0

ei → φ(ei) = e
0
i

ve φ(w) = w0 olacak biçimde verilsin. (i) uyarınca, U = radU⊥W olmak üzere radU

nun bazının {e1, e2, ..., er} olduğunu biliyoruz. Bu durumda V de öyle e∗1, e∗2, ..., e∗r
elemanları bulunabilir ki Pi = Sp{ei, e∗i} hiperbolik düzlemleri için

U = P1⊥P2⊥...⊥Pr⊥W

olduğunu biliyoruz. φ, 1:1 bir lineer dönüşüm olduğundan φ(U) = U 0 olmak üzere

radU 0 = Sp{e01, e02, ..., e0r} olur. Buradan U 0 = radU 0⊥W 0 olacak biçimde (i) den

P 0i = Sp{e0i, e0∗i} olmak üzere e0∗i ∈ V 0 elemanları vardır, öyle ki P 0i⊥P 0j (i 6= j) ve

P 0i⊥W 0 (1 ≤ i ≤ r) dir. O halde φ(e∗i) = e0∗i kuralı φ nin istenilen geni̧sletmesidir.
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Sonuç 2.3.1. V ve V 0 izomorf simplektik uzaylar, U ⊂ V bir altuzay ve φ : U → V 0

bir simplektik dönüşüm olsun. Bu durumda φ dönüşümü bir φ : V → V 0 izomor-

fizmine geni̧sletilebilir.

İspat. Teorem 4.1 den φ, bir U → V 0 simplektik dönüşümüne geni̧sletilebilir.

Eğer özel olarak V = U⊥U⊥ alırsak, U bir simplektik uzay olduğundan hiperbolik

düzlemlerin ortogonal toplamı şeklinde yazılabilir. Buradan V = P1⊥P2⊥...⊥Pr⊥U⊥

elde edilir ki Teorem 4.1 den φ : V → V 0 dönüşümü de bir simplektik dönüşüm olur.

Simplektik altuzayların yanısıra Lagrange altuzayları da çok önemlidir. Şimdi bu

konuyla ilgili bir özet verelim.

(V,Ω) bir simplektik uzay, W ⊂ V bir altuzay ve boyV = 2n, boyW = k olsun. Bu

durumda

W izotropiktir ⇔ Ω|W = 0

dır. Burada
Ω|W : W ×W −→ K

(w,w0) −→ Ω|W (w,w0) = 0

ve radW = {w ∈ W : Ω|W (w,w0) = 0, ∀w0 ∈ W} olduğundan Ω|W = 0

⇒W = radW dır. Ayrıca radW =W ∩W⊥ olduğundan

radW =W ∩W⊥ ⇒W ⊂W⊥

⇒ boyW ≤ boyW⊥

⇒ k ≤ 2n− k

⇒ k ≤ n

olur. Diğer yandan
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W koizotropiktir ⇔ Ω|W⊥ = 0

⇒W⊥ = radW = radW⊥

⇒W⊥ =W ∩W⊥

⇒W⊥ ⊂W

⇒ boyW⊥ ≤ boyW

⇒ 2n− k ≤ k

⇒ n ≤ k

ve
W Lagrangedir ⇔ Ω|W = 0 ve Ω|W⊥ = 0

⇒W ⊂W⊥ ve W⊥ ⊂W

⇒W =W⊥

⇒ 2n− k = k

⇒ n = k

olur. Sonuç olarak bir L Lagrange altuzayı maksimal izotropik altuzay olarak tanım-

lanabilir.

Önerme 2.3.2. (V,Ω) bir simplektik uzay ve W, V nin koizotropik altuzayı, yani

Ω|W⊥ = 0 olsun. L, V de bir Lagrange altuzayı olmak üzere L ∩W nın görüntüsü

W red indirgenmi̧s uzayı üzerine izdüşüm altında bir Lagrange altuzayıdır.

İspat. W bir koizotropik altuzay olduğundan W⊥ ⊂ W dır. Yani, W red uzayı

mevcuttur. Herhangi bir T ⊂ V altuzayı için W red uzayında T ∩W nın φ : V → V

simplektik dönüşümü altındaki görüntüsünü T∩W (modW⊥) ile tanımlayalım. W red

uzayında

[T ∩W (modW⊥)]⊥ = T⊥ ∩W (modW⊥)

olur. Eğer T yerine L Lagrange uzayını alırsak L⊥ = L olduğundan

[L ∩W (modW⊥)]⊥ = L⊥ ∩W (modW⊥)

= L ∩W (modW⊥)

elde ederiz. Bu bize L ∩W altuzayının W red altuzayı üzerindeki görüntüsünün de
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bir Lagrange altuzayı olduğunu gösterir.

Şekil 2.4. Koizotropik ve simplektik altuzaylar

Teorem 2.3.2. (V,Ω) bir simplektik uzay olsun. Bir W ⊂ V altuzayı için

W σ = radW ⊕Q olacak biçimde öyle bir Q ⊂ V izotropik altuzayı vardır ki (bu alt-

uzay tek değildir) Q, V nin bir simplektik altuzayıdır ve V =W σ ⊕W red⊕ (W⊥)red

gerçeklenir.

İspat.

Şekil 2.5. İzotropik ve simplektik altuzaylar

Açık olarak radW ⊂ [W red ⊕ (W⊥)red]⊥ dir. Bir Q0 ⊂ V altuzayı için radW ⊕Q0 =
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[W red⊕(W⊥)red]⊥ yazabiliriz. Buradaki Q0 altuzayıWU =W+W⊥ uzayına ilavedir.

boy(radW ) = k − 2l, boyW red = 2l

ve

boy(W⊥)red = (2n− k)− (k − 2l)

= 2n− 2k + 2l

olduğunu biliyoruz. Buradan

boy[W red ⊕ (W⊥)red] = boyW red + boy(W⊥)red

= 2l + 2n− 2k + 2l

= 2n− 2k + 4l

ve

boy[W red ⊕ (W⊥)red]⊥ = 2n− boy[W red ⊕ (W⊥)red]

= 2n− (2n− 2k + 4l)

= 2k − 4l

olur. O halde

radW ⊕Q0 = [W red ⊕ (W⊥)red]⊥ ⇒ boy[radW ⊕Q0] = boy{W red ⊕ (W⊥)red]⊥}

⇒ k − 2l + boyQ0 = 2k − 4l

⇒ boyQ0 = k − 2l

bulunur. Böylece boyQ0 = boy(radW ) elde ederiz.

Ωb : V −→ V ∗

v −→ (Ωb(v))(v0) = Ω(v, v0)
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izomorfizmi altında

radW ≈ (V \WU)∗ ≈ Q0 ∗

yazabiliriz. O halde {a1, a2, ..., ak−2l} cümlesi radW nin bir bazı ise {Ωb(a1),Ωb(a2),

...,Ωb(ak−2l)} cümlesi de Q0 ∗ ın bir bazı olur. Şimdi {q01, q02, ..., q0k−2l} cümlesi Q0 nün

dual bazı olsun. Yani

(Ωb(at))(q
0
s) = Ω(at, q

0
s) = δts ; (s, t = 1, 2, ..., k − 2l)

dir. Şimdi qt = q0t + λstas dönüşümünü düşünelim. Bu durumda

Ω(qt, qs) = Ω(q0t + λkt ak, q
0
s + λpsap)

= Ω(q0t, q
0
s) + λpsΩ(q

0
t, ap) + λktΩ(ak, q

0
s) + λktλ

p
sΩ(ak, ap)

= Ω(q0t, q
0
s) + λts + λst

olur. Burada λts sabit sayılarını Ω(qt, qs) = 0 olacak biçimde alabiliriz. Böylece

Q = Sp{q1, q2, ..., qk−2l}

altuzayı izotropik altuzay olur. Sonuç olarak eğer L ⊂ V bir Lagrange altuzayı ise

V = L⊕ L⊥ yazabiliriz.

Tanım 2.3.2. V bir simplektik uzay olsun. V nin bir

{e1, ..., ek−2l, ek−2l+1, ..., ek−l, ek−l+1, ..., ek, ek+1, ..., en,

e∗1, ..., e∗(k−2l), e∗(k−2l+1), ..., e∗(k−l), e∗(k−l+1), ..., e∗k, e∗(k+1), ..., e∗n}

bazına W ⊂ V altuzayına uyumludur denir. Eğer

(i) radW = Sp{e1, ..., ek−2l}, Q = Sp{e∗1, ..., e∗(k−2l)} (Q, izotropik altuzay)

(ii) W red = Sp{ek−2l+1, ..., ek−l, e∗(k−2l+1), ..., e∗(k−l)} ve

(W⊥)red = Sp{ek−l+1, ..., en, e∗(k−l+1), ..., e∗n} oluyor ise, böyle bir bazın varlığı açıktır

(Berndt 2000).

Sonuç 2.3.2. W1 ve W2, (V,Ω) simplektik uzayının aynı k boyutlu ve 2l ranklı alt-
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uzayları olsun. Bu durumda σ(W1) =W2 olacak biçimde bir σ : V → V otomorfizmi

vardır.

İspat. W1 ve W2 altuzaylarıyla uyumlu V de iki baz alalım. σ otomorfizmini

W1 ve W2 nin birinin bazından diğerinin bazına gidecek biçimde tanımlarsak ispat

tamamlanır.

Sonuç 2.3.2 göstermektedir ki, boyut ve rank, bir simplektik altuzayın iki bağımsız

simplektik invaryantlarıdır.

Tanım 2.3.3. L(V ) = {L ⊂ V : L⊥ = L} Lagrange altuzaylarının cümlesidir.

Sonuç 2.3.2 den ∀L1, L2 ∈ L(V ) için φ(L1) = L2 olacak biçimde bir φ ∈ Sp(V )

olduğundan Sp(V ), L(V ) cümlesi üzerinde geçi̧smelidir. Bu ise L(V ) nin homogen

uzay yapısına sahip olduğunu gösterir (Berndt 2000 ve Vaisman 1987).

L ∈ L(V ) nin izotropi grubu GL ile gösterilir. Yani,

GL = {φ ∈ Sp(V ) : φ(L) = L, L ∈ L(V )}

dir. {(ei, e∗i) : 1 ≤ i ≤ n} cümlesi V simplektik uzayının L altuzayı ile uyumlu bir

bazı olsun. Bu durumda L = Sp{e1, e2, ..., en} dir.

V ∼= K2n, Sp(V ) ∼= Spn(K) ve L ∼= L0 = Sp{e01, e02, ..., e0n}

alınırsa
φ : V −→ V

ei −→ φ(ei) = ej

simplektik dönüşümüne kaŗsılık gelen matris

 A B

0 D

 şeklinde olur. Daha önce
simplektik matrislerin özeliğinden AtC−CtA = 0, BtD−DtB = 0 ve AtD−CtB = I
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olduğunu biliyoruz. O halde

GL0 =


 A B

0 A∗

 : BtA∗ − (A∗)tB = 0, A∗ = (At)−1


bulunur. Buradan L(V ) Lagrange altuzaylarının cümlesi ile Spn(K) daki GL0 mat-

rislerinin cümlesi arasında 1 : 1 ve örten

GL0 ←→ L(V )

M ←→ L0 =M(L0)

şeklinde bir dönüşüm vardır.

Benzer şekilde bir simplektik uzayın ilginç altuzaylarının başka bir ailesini de tanım-

layabiliriz.

Verilen bir L ⊂ V Lagrange altuzayı için L ye geçi̧sli olan tüm L0 Lagrange altuzay-

larının cümlesi

T (L) = {L0 ∈ L(V ) : V = L⊕ L0, φ(L) = L ve φ(L0) = L0}

olsun. φ(L) = L olduğundan φ ye kaŗsılık gelen matrisin

 A B

0 A∗

 olduğunu

biliyoruz. Ayrıca L = Sp{ei}, L0 = Sp{e∗i}, 1 ≤ i ≤ n ve V = L⊕ L0 olmak üzere

φ(L0) = L0 ⇒

 A B

0 A∗

 0
e0∗

 =
 0
e0∗


⇒ B = 0

dır. O halde L ve L0 ile belirtilen GL,L0 ⊂ GL ⊂ Sp(V ) izotropi grubu doğal olarak

GLn(K) = GL(2n,K) ya izomorfik olan

 A 0

0 A∗

 , A∗ = (At)−1 matrislerinin

grubu ile özdeş yapılabilir.
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2.4. Reel Simplektik Uzayların Kompleks Yapıları

Tanım 2.4.1. V bir reel vektör uzayı olsun. Bir J : V → V lineer endomorfizmi için

J2 = −I ise, J ye V üzerinde bir kompleks yapı denir. Burada I : V → V özdeşlik

dönüşümüdr.

Tanım 2.4.2. V, üzerinde bir J kompleks yapı tanımlı olan reel bir vektör uzayı

olsun. Bu durumda J : V → V, J2 = −I dır.

Eğer özel olarak her x ∈ V için

J(x) =
√
−1x = ix

olarak tanımlarsak o zaman herhangi bir λ = a+ ib ∈ C için

· : C× V → V

(λ, x) → λ · x = (a+ ib) · x

= ax+ ib

= ax+ bJ(x)

yazabiliriz. Böylece V reel vektör uzayını bir kompleks vektör uzayı olarak görebiliriz.

Dolayısıyla V reel vektör uzayı çift boyutlu bir vektör uzayı olmak zorundadır (bir

kompleks vektör uzayı, reel sayılar cismi üzerinde çift boyutludur).

V reel vektör uzayının komplekleştirilmesini VC ile gösterelim. Dolayısıyla

VC = {x+ iy : x, y ∈ V }

şeklindedir. Bu cümle, toplama ve skalarla çarpma i̧slemleriyle birlikte C üzerinde

bir vektör uzayı olur.

Her x ∈ V için x+ i0 ∈ VC olduğundan V ⊂ VC dir.
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V üzerinde tanımlı J kompleks yapısını VC uzayına şöyle geni̧sletebiliriz:

JC : VC → VC

x+ iy → JC(x+ iy) = J(x) + iJ(y)

dönüşümü kompleks bir lineer endomorfizm olup J2C = −I olduğundan VC üzerinde

bir kompleks yapıdır.

Şimdi de V nin bazını VC nın bazına geni̧sletelim. boyV = 2n olsun. Bu durumda

α1,α2, ...,αn ∈ V olacak biçimde V nin {α1,α2, ...,αn, J(α1), J(α2), ..., J(αn)} şek-

linde bir bazı vardır. zk =
1

2
(αk − iJ(αk)) diyelim. O halde zk =

1

2
(αk − iJ(αk)) ,

1 ≤ k ≤ n olur. Dolayısıyla {z1, z2, ..., zn, z1, z2, ..., zn}, VC uzayının bir bazıdır.

JC(zk) = izk ve JC(zk) = −i zk olduğundan i ve −i sayıları JC lineer endomorfizminin

eigen değerleridir. Buradan

V +C = {z ∈ VC : JC(z) = iz} ve V −C = {z ∈ VC : JC(z) = −iz}

cümlelerini tanımlayabiliriz. O halde VC = V +C ⊕ V −C elde ederiz. Herhangi bir z ∈ VC
sayısı

z =
1

2
(z − iJC(z)) +

1

2
(z + iJC(z))

şeklinde yazılabilir. Burada

1

2
(z − iJC(z)) ∈ V +C ve

1

2
(z + iJC(z)) ∈ V −C

olur. Eğer z =
1

2
(x− iJ(x)) yazarsak

V +C = {x− iJ(x) : x ∈ V } ve V −C = {x+ iJ(x) : x ∈ V }

oldukları kolayca görülebilir.

Benzer düşünceler V nin V ∗ dual uzayı için de geçerlidir (Berndt 2000).
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Örnek 2.4.1. Özel olarak V = R2 alalım ve R2 yi kompleksleştirelim. R2 nin

standart bazı {e1, e2} olmak üzere

J : R2 → R2

e1 → J(e1) = e2

e2 → J(e2) = −e1

şeklinde bir lineer otomorfizm tanımlayalım.

J2(e1) = J(J(e1)) = J(e2) = −e1 ⇒ J2 = −I

J2(e2) = J(J(e2)) = J(−e1) = −e2 ⇒ J2 = −I

olduğundan J, R2 üzerinde bir kompleks yapıdır.

Böylece (R2, J) ikilisi bir kompleks vektör uzayı olarak görülebilir. Bu durumda R2

nin bazı {e1, J(e1)} veya {e2, J(e2)} olarak alınabilir.

R2 nin kompleksleştirilmesini R2C ile gösterelim. Bu nedenle

R2C = {x+ iy : x, y ∈ R2}

olur. R2 üzerindeki J kompleks yapısını R2C üzerine geni̧sletelim.

JC : R2C → R2C
x+ iy → JC(x+ iy) = J(x) + iJ(y)

şeklinde tanımlı dönüşüm, bir kompleks endomorfizm olup J2C = −I olduğundan R2C
üzerinde bir kompleks yapıdır.

R2 nin bir bazının {e1, J(e1)} olduğunu biliyoruz. Şimdi bu bazı R2C nin bazına

geni̧sletelim. Bunun için önce z1 =
1

2
(e1 − iJ(e1)) diyelim. O halde z1 =

1

2
(e1 + iJ(e1))

olur. Buradan ½
z1 =

1

2
(e1 − ie2), z1 =

1

2
(e1 + ie2)

¾
R2C nin bir bazıdır. JC(z1) = iz1 ve JC(z1) = −i z1 olduğundan i ve −i, JC lineer
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endomorfizminin eigen değerleridir. Bu eigen değerlere kaŗsılık gelen eigen uzayları

tanımlayalım:

(R2C)+ = {z ∈ R2C : JC(z) = iz} = {z − iJC(z) : z ∈ R2C},

(R2C)− = {z ∈ R2C : JC(z) = −iz} = {z + iJC(z) : z ∈ R2C}

olur. Eğer z =
1

2
(e1 − iJ(e1)) yazarsak, bu durumda

(R2C)+ = Sp{e1 − iJ(e1) : e1 ∈ R2} = {x− iJ(x) : x ∈ R2},

(R2C)− = Sp{e1 + iJ(e1) : e1 ∈ R2} = {x+ iJ(x) : x ∈ R2}

elde ederiz. Buradan (R2C)+ = (R2C)− olup her z ∈ R2C için

z =
1

2
(z − iJC(z)) +

1

2
(z + iJC(z))

yazabiliriz. O halde sonuç olarak

R2C = (R2C)+ ⊕ (R2C)−

elde edilir.

Tanım 2.4.3. (V,Ω) bir reel simplektik vektör uzayı ve J, V üzerinde bir kompleks

yapı olsun. Eğer her u, v ∈ V için

Ω(J(u), J(v)) = Ω(u, v)

ise, bu durumda J ile Ω uyumludur denir (Berndt 2000 ve Vaisman 1987).

Şimdi J ile Ω uyumulu bir yapı olsun. Her u, v ∈ V için

g(u, v) = Ω(u, J(v))

32



olarak tanımlayalım. Bu durumda g, simetrik, bilineer ve non-dejeneredir. Gerçekten

g(u, v) = Ω(u, Jv)

= utJ(Jv)

= utJ2v

= −utv

olup

J =

 0 In

−In 0

⇔ J2 = −I

dır. Dolayısıyla g(u, v) = − < u, v > olduğundan g, simetrik ve bilineerdir. Ayrıca

Ω non-dejenere olduğundan g de non-dejeneredir ve şu özeliklere sahiptir:

(i) g(J(u), v) = Ω(J(u), J(v)) = Ω(u, v),

(ii) g(J(u), J(v)) = Ω(J(u), J(J(v))) = Ω(J(u),−v) = Ω(v, J(u)) = g(v, u).

Tanım 2.4.4. (V,Ω) bir simplektik vektör uzayı olsun. Bu durumda

g : V × V → R

(u, v) → g(u, v) = Ω(u, J(v))

simetrik, bilineer ve non-dejenere dönüşümüne Ω ile uyumlu Pseudo Hermityen

metrik denir.

Eğer her u ∈ V için g(u, u) ≥ 0 ise, g ye Hermityen metrik ve bu durumda J ye

pozitif uyumlu kompleks yapı denir (Berndt 2000 ve Vaisman 1987).

Teorem 2.4.1. Her (V,Ω) reel simplektik vektör uzayında pozitif uyumlu kompleks

bir J yapısı ve g Hermityen yapısı vardır.

İspat. boyV = 2n ve V nin simplektik bazı {e1, ..., en, e∗1, ..., e∗n} olmak üzere

Ω(ei, ej) = Ω(e∗i, e∗j) = 0, 1 ≤ i, j ≤ n
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ve

Ω(ei, e∗j) = δij

gerçeklensin. Şimdi

J : V → V

ei → J(ei) = e∗i

e∗i → J(e∗i) = −ei

şeklinde bir J lineer endomorfizmi tanımlayalım. Burada J2 = −I dır, yani bir

kompleks yapıdır. Ayrıca her u, v ∈ V için

g(u, v) = Ω(u, J(v))

diyelim. Yukarıda tanımlanan J ile g, simetrik, bilineer ve pozitif tanımlıdır. Gerçek-

ten, g nin bilineerliği kolayca görülebilir. Burada simetrik ve pozitif tanımlılığını

gösterelim.

Simetri özellĭgi: Her u, v ∈ V için

u =
nX
j=1

ajej +
nX
j=1

bje∗j ve v =
nX
k=1

ckek +
nX
k=1

dke∗k

şeklinde yazabiliriz. Buradan

J(u) =
nX
j=1

ajJ(ej) +
nX
j=1

bjJ(e∗j)

=
nX
j=1

aje∗j −
nX
j=1

bjej

ve

J(v) =
nX
k=1

ckJ(ek) +
nX
k=1

dkJ(e∗k)

=
nX
k=1

cke∗k −
nX
k=1

dkek
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olur. Dolayısıyla

g(u, v) = Ω(u, J(u))

= Ω

Ã
nX
j=1

ajej +
nX
j=1

bje∗j,
nX
k=1

cke∗k −
nX
k=1

dkek

!

= Ω

Ã
nX
j=1

ajej,
nX
k=1

cke∗k

!
− Ω

Ã
nX
j=1

bje∗j,
nX
k=1

dkek

!

=
nX

j,k=1

ajckΩ(ej, e∗k)−
nX

j,k=1

bjdkΩ(ek, e∗j)

=
nX

j,k=1

ajckδjk +
nX

j,k=1

bjdkδkj

=
nX
j=1

(ajcj + bjdj) (2.4.1)

elde edilir. Şimdi de g(v, u) nun değerini hesaplayaım.

g(v, u) = Ω(v, J(u))

= Ω

Ã
nX
k=1

ckek +
nX
k=1

dke∗k,
nX
j=1

aje∗j −
nX
j=1

bjej

!

= Ω

Ã
nX
k=1

ckek,
nX
j=1

aje∗j

!
− Ω

Ã
nX
k=1

dke∗k,
nX
j=1

bjej

!

=
nX

j,k=1

ckajΩ(ek, e∗j)−
nX

j,k=1

dkbjΩ(e∗k, ej)

=
nX

j,k=1

ckajδjk +
nX

j,k=1

dkbjδjk

=
nX
j=1

(ajcj + bjdj) (2.4.2)

bulunur. (2.4.1) ve (2.4.2) den g(u, v) = g(v, u) olur. O halde g simetriktir.

Pozitif Tanımlılık:

g(u, u) = Ω(u, J(u))

= Ω

Ã
nX
j=1

ajej +
nX
j=1

bje∗j,
nX
k=1

ake∗k −
nX
k=1

bkek

!

35



= Ω

Ã
nX
j=1

ajej,
nX
k=1

ake∗k

!
− Ω

Ã
nX
j=1

bje∗j,
nX
k=1

bkek

!

=
nX

j,k=1

ajakΩ(ej, e∗k)−
nX

j,k=1

bjbkΩ(e∗j, ek)

=
nX

j,k=1

ajakδjk +
nX

j,k=1

bjbkδjk

=
nX
j=1

(a2j + b
2
j)

≥ 0

olacağından g pozitif tanımlıdır.

Örnek 2.4.2. V = R2 için Örnek 2.4.1 de tanımlanan J kompleks yapısını ele

alalım. Üstelik
g : R2 ×R2 → R

(u, v) → g(u, v) = Ω(u, J(v))

dönüşümünü tanımlayalım. Bu durumda g, simetrik, bilineer ve pozitif tanımlı olur.

Yani g, R2 üzerinde bir Öklid metriğidir.

Tanım 2.4.5. (V,Ω) bir simplektik vektör uzayı olsun. J, V üzerinde bir pozitif

uyumlu kompleks yapı ise, (V,Ω, J) üçlüsüne bir Kähler vektör uzay denir. Bu

durumda g ye de Kähler metriği denir (Berndt 2000).

Örnek 2.4.3. R2 nin Ω kanonik simplektik formu ile birlikte bir simplektik vektör

uzayı olduğunu biliyoruz. Örnek 2.4.1 de tanımlanan pozitif J kompleks yapısıyla

birlikte (R2,Ω, J) üçlüsü bir Kähler vektör uzayı olur.

Şimdi V üzerinde her u, v ∈ V için

g(u, v) = Ω(u, J(v))

şeklinde tanımlı g metriğini VC üzerinde bir gC metriğine geni̧sletelim. Bunun için

önce

gC : VC × VC → C
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dnüşümünü, her u, v ∈ V için

gC(iu, v) = ig(u, v) ve gC(u, iv) = −ig(u, v)

şeklinde tanımlayalım. Böylece gC, VC üzerinde bir Hermityen metri olur (gerçekten,

gC Hermityen metrik olma özeliklerini sağlar).

gC nin V +C ye kısıtlanması:

gC(v − iJ(v), w − iJ(w)) = gC(v, w)− gC(v, iJ(w))− gC(iJ(v), w) + gC(iJ(v), iJ(w))

= gC(v, w) + igC(v, J(w))− igC(J(v), w) + gC(J(v), J(w))

= g(v, w) + igC(J(w), v)− igC(J(v), w) + g(v, w)

= 2g(v, w)− 2iΩ(v, w)

= 2 (g(v, w)− iΩ(v, w))

bulunur. Her u,w ∈ V için

h(u,w) = g(v, w)− iΩ(v, w)

yazarsak VC üzerinde Hermityen metriğini elde ederiz. burada g(v, w) reel kısım ve

Ω(v, w) ise imajiner kısımdır. Gerçekten, her u,w ∈ V için v = (x1, ..., xn, y1, ..., yn)

ve w = (x01, ..., x
0
n, y

0
1, ..., y

0
n) şeklinde olup

v = (x1 + iy1, ..., xn + iyn) ∈ V +C ve w = (x01 + iy
0
1, ..., x

0
n + iy

0
n) ∈ V +C

olur. Yukarıdaki h Hermityen metriğinde bunları yerine yazarsak

h(v, w) = v w

eşitliğinin sağlandığını görürüz.
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Önerme 2.4.1.
V → V +C

x → 1
2
(x− iJ(x))

dönüşümü (V, J, h) ve (VC, gC) uzaylarının bir izomorfizmini verir.

Gerçekten bu sonuç,

gC(x− iJ(x)), y − iJ(y)) = 2{g(x, y)− iΩ(x, y)}

eşitliğinden kolayca elde edilir. Genel olarak yukarıdaki izomorfizm, V nin eleman-

larının reel ve kompleks formunu verir.

{ei}, 1 ≤ i ≤ n, (V, J, h) nın bir kompleks ortomormal bazı olsun. Bu durumda

h(ei, ej) = δij olur.

h(u,w) = g(u,w)− iΩ(v, w)

eşitliğinden

δij = h(ei, ej)

= g(ei, ej)− iΩ(ei, ej)

= g(ei, ej)

bulunur. g(ei, ej) = g(J(ei), J(ej)) olduğundan

g(ei, ej) = g(J(ei), J(ej)) = δij

elde edilir. Ayrıca

g(ei, J(ej)) = g(J(ej), ei) = Ω(ej, ei) = 0

olacağından {ei, J(ei) = ei∗} (1 ≤ i ≤ n) cümlesi V üzerinde hem simplektik hem de

g−ortonomal bazdır.

Tersine, eğer {ei, J(ei)}, hem g−ortonormal hem de simplektik ise, {ei} bir
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h− ortonormal bazdır.

(V, J, h) ile (V +C , gC) arasındaki lineer izomorfizm ve (V, J, h) nın {ei} konpleks orto-

normal bazına kaŗsılık VC de εi =
1

2
(ei − iJ(ei)) ile verilen bir kompleks baz vardır.

Tanım 2.4.6. Hem g−ortonormal ve hem de simplektik olan {ei, J(ei)} bazına

(V,Ω, J) nin bir reel birim bazı denir. Kaŗsılık gelen
½
εi =

1

2
(ei − iJ(ei))

¾
bazına

ise (V +C , gC) nin kompleks birim bazı adı verilir (Berndt 2000).

(V,Ω, J) uzayı hem gmetriğini hem deΩ simplektik formunu koruyan lineer dönüşüm-

lerden oluşan otomorfizmlerin özel grubuna sahiptir. Bu otomorfizmler aynı zamanda

birim bazı, birim baza götürmeleriyle de karakterize edilirler. Böyle dönüşümlere

üniter dönüşümler denir. Üniter dönüşümler bir grup oluştururlar. Bu gruba üniter

grup denir ve U(V, J) ile gösterilir. Benzer şekilde üniter grup, (V, J) nin h metriğini

koruyan kompleks lineer dönüşümlerin grubu veya VC nin gC metriğini koruyan lineer

dönüşümlerin grubudur.

Şimdi {zi}, 1 ≤ i ≤ n, kompleks koordinatlarıyla Cn uzayı ile (V, J, h) ve (VC, gC) yi

izomorf yapmamıza imkan veren bir birim baz seçelim.

g(ei, ej) = g(J(ei), J(ej)) = δij ve g(ei, J(ej)) = 0

olduğundan h,
nP
i=1

zi zi kanonik Hermityen metrik olur. Bu durumda U(V, J), U(n)

üniter matrislerin grubu ile özdeş olur. Diğer taraftan, (V, g) Öklidyen vektör uzayı

için g yi koruyan lineer otomorfizmlerin O(V, g) otogonal grubuna sahibiz. g− orto-

normal baz sayesinde O(V, g) ile O(2n) ortogonal matris grubunu özdeşleyebiliriz.

Teorem 2.4.2. (V,Ω) bir reel simplektik uzay ve J pozitif uyumlu kompleks yapı

olsun. Bu durumda

U(V, J) = Sp(V ) ∩O(V, g)

dir.

Eğer özel olarak {x1, ..., xn, x1∗, ..., xn∗} koordinatlarıyla V = R2n alırsak, Ω kanonik

simplektik formu için g =
nP
i=1

((xi)
2 + (xi∗)2) ve kompleks yapı zk = xk + ixk∗ komp-
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leks koordinatlarıyla tanımlanır. Bu durumda

U(n) = Sp(n,R) ∩O(2n)

olur.

2.5. Simplektik Manifoldlar

Simplektik geometri, simplektik cebirin genelleştirilmesinden doğmaktadır. Mani-

foldlar üzerinde simplektik geometriden simplektik manifoldların geometrisini değil;

tam olarak manifoldlar üzerinde farklı geometrik yapıların çalı̧smasını anlıyoruz. Bu-

rada simplektik vektör bundle temel rol oynamaktadır.

Tanım 2.5.1. M diferensiyellenebilir p− boyutlu reel bir manifold olsun. Bir

Ω ∈ Ω2(M) için aşağıdaki özelikler sağlanıyorsa Ω ya M üzerinde bir simplektik

form, (M,Ω) ikilisine de bir simplektik manifold denir:

(i) dΩ = 0 (Ω formu kapalıdır)

(ii) Her m ∈M noktasındaki TM(m) tanjant uzayı üzerinde x ∈ TM(m) olmak üzere

her y ∈ TM(m) için Ωm(x, y) = 0 ⇒ x = 0 dır (non-dejenere özelliği) (Berndt 2000

ve Vaisman 1987).

Bu durumda her bir m ∈M için TM(m) bir simplektik uzay olur. Böylece boyM = p

için p = 2n, yani çift olmak zorundadır.

Şunu da hemen belirtelim ki, her çift boyutlu manifoldbir simplektik yapıya sahip

değildir.

Örnek 2.5.1. M = R2n alalım. R2n deki {x1, x2, ..., y1, y2, ..., yn} koordinat fonksi-

yonları verilsin. Bu durumda

Ω0 =
nX
i=1

dxi ∧ dyi

40



2− formu, simplektik 2− formdur. Böylece

½
∂

∂x1
|p,

∂

∂x2
|p, ...,

∂

∂xn
|p,

∂

∂y1
|p,

∂

∂y2
|p, ...,

∂

∂yn
|p
¾

cümlesi TM(p) nin bir simplektik bazıdır.

Örnek 2.5.2. M = S2 alalım. Burada S2 yi R3 deki birim vektörlerin cümlesi

olarak almakayız. S2 ye p noktasında teğet olan vektörler p ye dik olan vektörlerle

özdeşleştirilebilirler. Böylece S2 üzerindeki standart simplektik form

Ωp(u, v) =< p, u× v > ; u, v ∈ TS2(p) ∼= {p}⊥ için

biçimindedir.

S2 iki boyutlu bir manifold olduğundan dΩ = 0, yani Ω formu kapalıdır. Ayrıca Ω

non-dejeneredir. Çünkü u ∈ TS2(p) olmak üzere her v ∈ TS2(p) için

Ωp(u, v) = 0 ⇒< p, u× v >= 0, ∀v ∈ TS2(p)

⇒ u× v

⇒ u = 0

olur.

Tanım 2.5.2. (M,Ω) ve (M 0,Ω0) iki simplektik manifold olsun. F : M → M 0

diferensiyellenebilir dönüşümü için F ∗Ω0 = Ω ise, F ye bir simplektik dönüşüm denir.

Burada F ∗, F nin ek dönüşümüdür (Vaisman 1987, Berndt 2000).

Şimdi bu tanımı biraz daha açalım.

F : M → M 0, F (m) = m0 için m ve m0 noktalarındaki tanjant uzaylar, sırasıyla,

TM(m) ve TM 0(m0) olmak üzere

F∗m : TM(m) −→ TM 0(m0)

xm −→ F∗m(xm) = x0m0

ym −→ F∗m(ym) = y0m0
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olsun. Bu durumda
F ∗ : Ω2(M 0) −→ Ω2(M)

Ω0 −→ F ∗Ω0 = Ω

olur. Ayrıca

Ωm : TM(m)× TM(m) −→ R

(xm, ym) −→ Ωm(xm, ym)

ve
Ω0m0 : TM 0(m0)× TM 0(m0) −→ R

(x0m0 , y0m0) −→ Ωm0(x0m0 , y0m0)

olduğundan

F ∗Ω0 = Ω ⇒ (F ∗)m(Ω0m0) = Ωm

⇒ [(F ∗)m(Ω0m0)](xm, ym) = Ωm(xm, ym)

⇒ Ω0m0(F∗m(xm), F∗m(ym)) = Ωm(xm, ym)

elde edilir.

Eğer F bir simplektik diffeomorfizm ise F−1 de bir simplektik dönüşümdür ve bu

durumda F ye bir simplektomorfizm denir.

M den M ye giden tüm simplektomorfizmlerin grubu Sp(M) ile gösterilir. Buna

göre

Sp(M) = {F | F :M →M difeomorfizm, F ∗Ω = Ω}

olur.

2.6. Kähler Manifoldları

Tanım 2.6.1. M bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Her x ∈M için

Jx : TM(x)→ TM(x), J
2 = −I

lineer endomorfizmine M üzerinde bir hemen hemen kompleks yapı denir (Yano

ve Kon 1984).
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Tanım 2.6.2. Üzerinde hemen hemen kompleks yapı bulunan bir reel diferensiyel-

lenebilir manifolda hemen hemen kompleks manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Her hemen hemen kompleks manifold çift boyutludur (Yano ve Kon 1984).

Önerme 2.6.1. Her kompleks M manifoldu üzerinde bir hemen hemen kompleks

yapı vardır (Yano ve Kon 1984).

İspat. p ∈M noktasının bir U komşuluğunda bir kompleks lokal koordinat sistemi

(z1, z2, ..., zn) olsun. zj = xj + iyj, 1 ≤ j ≤ n diyelim. Bu durumda

TM(p) = Sp

½
∂

∂zj
|p
¾
ve

∂

∂zj
=

∂

∂xj
+ i

∂

∂yj
, 1 ≤ j ≤ n

gerçeklenir. Jp : TM(p)→ TM(p) dönüşümünü

Jp

µ
∂

∂xj
|p
¶
=

∂

∂yj
|p ve Jp

µ
∂

∂yj
|p
¶
= − ∂

∂xj
|p

şeklinde tanımlarsak, J2 = −I elde ederiz ki bu bize M üzerinde hemen hemen

kompleks yapıyı verir.

Tanım 2.6.3. (M,Ω) bir simplektik manifold olsun. Eğer J, M üzerinde pozitif

uyumlu bir kompleks yapı ise (M,Ω, J) üçlüsüne hemen hemen Kähler mani-

foldu denir. Bu durumda g Hermityen metriğine Kähler metriği denir (Cannas

da Silva 2000). Eğer M, üzerinde Kähler metriği tanımlı bir kompleks manifold ise

M ye Kähler manifoldu adı verilir.

2.7. Reel Kuaterniyonlar ve Bölünmüş Kuaterniyonlar

Tanım 2.7.1. Bir reel kuaterniyon q = a0 + a1−→e1 + a2−→e2 + a3−→e3 ; a0, a1, a2, a3 ∈ R

biçiminde ifade edilir. Burada

(i) (−→e1 )2 = (−→e2 )2 = (−→e3 )2 = −1

(ii) −→e1 ∧−→e2 = −−→e2 ∧−→e1 = −→e3 , −→e2 ∧−→e3 = −−−→e3 ∧−→e2 = −→e1 , −→e3 ∧−→e1 = −−→e1 ∧−→e3 = −→e2
dir.

Bir reel kuaterniyonu, skalar kısmı Sq = a0 ve vektörel kısmı
−→
Vq = a1

−→e1 +a2−→e2 +
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a3
−→e3 olmak üzere iki kısma ayırabiliriz. Böylece q reel kuaterniyonu q = Sq +

−→
Vq

şeklinde yazılabilir.

Tüm rel kuaterniyonların cümlesini Q ile gösterelim. q1 = Sq1 +
−→
Vq1 , q2 = Sq2 +

−→
Vq2

olmak üzere

⊕ : Q×Q → Q

(q1, q2) → q1 ⊕ q2 = Sq1 + Sq2 +
−→
Vq1 +

−→
Vq2

= Sq1+q2 +
−−−→
Vq1+q2

¯ : R×Q → Q

(λ, q) → λ¯ q = λ¯
³
Sq +

−→
Vq
´

= λSq + λ
−→
Vq

şeklinde tanımlanan toplama ve skalarla çarpma i̧slemleriyle birlikte Q reel kuaterni-

yonlar cümlesi reel sayılar cismi üzerinde 4−boyutlu bir vektör uzayıdır (Hacısalih-

oğlu 1983).

Tanım 2.7.2. H 0 = {q = a01+a1−→e1 +a2−→e2 +a3−→e3 : a0, a1, a2, a3 ∈ R} cümlesini ele

alalım. Burada {1,−→e1 ,−→e2 ,−→e3 } birimlerinin çarpımı aşağıdaki tabloda verilmi̧stir:

· 1 −→e1 −→e2 −→e3
1 1 −→e1 −→e2 −→e3
−→e1 −→e1 −1 −→e3 −−→e2
−→e2 −→e2 −−→e3 1 −−→e1
−→e3 −→e3 −→e2 −→e1 1

H 0 nün her bir elemanına bir bölünmüş kuaterniyon adı verilir (Inoguchi 1998).

Burada a0, a1, a2, a3 reel sayılarına q bölünmüş kuaterniyonunun bileşeni denir. Bun-

dan sonraki bölümlerde bir bölünmüş kuaterniyon için q = a0 + a1
−→e1 + a2−→e2 +

a3
−→e3 gösterimi kullanılacaktır. −→e1 ,−→e2 ,−→e3 birimleri 3−boyutlu reel vektör uza-

yının bir dik koordinat sisteminin baz vektörleri olarak alınabilir. Dolayısıyla bir

q = a0 + a1
−→e1 + a2−→e2 + a3−→e3 bölünmüş kuaterniyonu Sq ile gösterilen skalar kısım
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ve
−→
Vq ile gösterilen vektörel kısım olmak üzere iki kısma ayrılır ve

q = Sq +
−→
Vq

biçiminde yazılır, burada

Sq = a0,
−→
Vq = a1

−→e1 + a2−→e2 + a3−→e3

dır.

q = a0+a1
−→e1+a2−→e2+a3−→e3 ve p = b0+b1−→e1+b2−→e2+b3−→e3 bölünmüş kuaterniyonlarının

toplamı

q + p = (Sq + Sp) + (
−→
Vq +

−→
Vp)

= (a0 + b0) + (a1 + b1)
−→e1 + (a2 + b2)−→e2 + (a3 + b3)−→e3

olarak tanımlanır.

λ ∈ R ve q = a0 + a1−→e1 + a2−→e2 + a3−→e3 olmak üzere λ q dır i̧slemi

λ q = (λa0) + (λa1)
−→e1 + (λa2)−→e2 + (λa3)−→e3

şeklinde tanımlanır.

Bu iki i̧slem ile birlikte H 0 cümlesi reel sayılar cismi üzerinde 4−boyutlu bir vektör

uzayıdır.

Ayrıca q = a0 + a1
−→e1 + a2−→e2 + a3−→e3 ve p = b0 + b1

−→e1 + b2−→e2 + b3−→e3 bölünmüş

kuaterniyonlarının çarpımı:

× : H 0 ×H 0 → H 0

(q, p) → q × p = qp
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biçiminde bir i̧slem olup

qp = (a0b0 − a1b1 + a2b2 + a3b3) + (a1b0 + a0b1 − a2b3 + a3b2)−→e1

+(a0b2 + a2b0 − a1b3 + a3b1)−→e2 + (a0b3 + a3b0 − a2b1 + a1b2)−→e3

veya

qp = SqSp + g
³−→
Vq ,
−→
Vp

´
+ Sq
−→
Vp + Sp

−→
Vq +

−→
Vq ∧

−→
Vp

olarak tanımlanır. Burada

g : ImH 0 × ImH 0 → R³−→
Vq ,
−→
Vp
´

→ g
³−→
Vq ,
−→
Vp
´
= −a1b1 + a2b2 + a3b3

ve

∧ : ImH 0 × ImH 0 → ImH 0

³−→
Vq ,
−→
Vp
´

→ −→
Vq ∧

−→
Vp =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
−−→e1 −→e2 −→e3
a1 a2 a3

b1 b2 b3

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

= −

¯̄̄̄
¯̄ a2 a3

b2 b3

¯̄̄̄
¯̄−→e1 −

¯̄̄̄
¯̄ a1 a3

b1 b3

¯̄̄̄
¯̄−→e2

+

¯̄̄̄
¯̄ a1 a2

b1 b2

¯̄̄̄
¯̄−→e3

= (a3b2 − a2b3)−→e1 + (a3b1 − a1b3)−→e2
+(a1b2 − a2b1)−→e3

dır. ImH 0 = {a1−→e1 + a2−→e2 + a3−→e3 : a1, a2, a3 ∈ R} dir. Bu çarpma i̧slemiyle birlikte

H 0 ye bölünmüş kuaterniyon cebiri denir.
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3. KUATERNİYON KÄHLER MANİFOLDLARI

3.1. Hemen Hemen Kuaterniyon Manifoldlar

Hemen hemen kuaterniyonmanifoldlara değinmeden önce bir giri̧s yapılması bakımın-

dan Q reel kuaterniyonlar halkası olmak üzere

Qn = {(q1, q2, ..., qn) | qi ∈ Q, 1 ≤ i ≤ n ve R4n = {(x1, x2, ..., x4n) |xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ 4n}

cümleleri arasında aşağıdaki gibi bire-bir bir eşleme kuracağız.

R4n → Qn

(x1, x2, ..., x4n) → (x1, ..., xn) + (xn+1, ..., x2n)
−→e1 + (x2n+1, ..., x3n)−→e2

+(x3n+1, ..., x4n)
−→e3

= (x1 + xn+1
−→e1 + x2n+1−→e2 + x3n+1−→e3 , ..., xn + x2n−→e1

+x3n
−→e2 + x4n−→e3 )

= (q1, q2, ..., qα, ..., qn).

Burada α = (1, 2, ..., n) olmak üzere

(x1, ..., xn) + (xn+1, ..., x2n)
−→e1 + (x2n+1, ..., x3n)−→e2 + (x3n+1, ..., x4n)−→e3

resmini

qα = xα + xn+α
−→e1 + x2n+α−→e2 + x3n+α−→e3

biçiminde göstereceğiz. Bu eşleme ile R4n ve Qn uzaylarından herhangibirine ait olan

bir vektör, diğer uzayda da bir vektör olarak görülebilir. Aslında böyle bir eşleme
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yardımıyla şu lineer dönüşümleri tanımlamı̧s oluyoruz:

F0 : R4n → R4n

x → F0(x) =
−→e1 x,

G0 : R4n → R4n

x → G0(x) =
−→e2 x,

H0 : R4n → R4n

x → H0(x) =
−→e3 x.


(3.1.1)

Burada x ∈ R4n yerine Qn deki kaŗsılığı olan qα alınarak −→e1 ,−→e2 ,−→e3 ler cinsinden

eşlemede verildiği gibi ifade edilecektir. Ayrıca F0, G0 ve H0 lineer dönüşümleri

aşağıdaki özelikleri sağlarlar:

F 20 = G20 = H
2
0 = −I (burada I, özdeşlik dönüşümüdür)

F0G0 = −G0F0 = H0, G0H0 = −H0G0 = F0, H0F0 = −F0H0 = G0

(Doğanaksoy 1983).

Tanım 3.1.1. {F0, G0,H0} lineer dönüşümlerinin cümlesine R4n de standart kua-

terniyon yapı denir (Doğanaksoy 1983).

Tanım 3.1.2. (R4n,+) in bir Abel grubu olduğunu biliyoruz. Skalarla çarpma i̧slemi

şöyle verilsin: q = a+ b−→e1 + c−→e2 + d−→e3 ∈ Q ve x ∈ R4n, x = (x1, x2, ..., x4n) olmak

üzere

· : Q×R4n → R4n

(q, x) → q · x = (a+ b−→e1 + c−→e2 + d−→e3 ) · x

= ax+ b−→e1x+ c−→e2 x+ d−→e3 x

ve (3.1.1) den

= ax+ bF0(x) + cG0(x) + dH0(x)

olur. Tanımlanan bu i̧slemle birlikte R4n, Q kuaterniyonlar halkası üzerinde bir

modül olur. Biz bu yapıya R4n nin kuaterniyonik vektör uzayı yapısı diyeceğiz.

Sonuç olarak R4n, n−boyutlu bir kuaterniyonik vektör uzayıdır (Doğanaksoy 1983).
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Önerme 3.1.1. R4n, {F0, G0,H0} standart kuaterniyon yapısı ile bir kuaterniyonik

vektör uzayı olsun. {q1, q2, ..., qn}, R4n nin bir kuaterniyonik bazı ise qi (1 ≤ i ≤ n)

lere R4n reel vektör uzayında kaŗsılık gelen vektörler xi (1 ≤ i ≤ n) ler olmak

üzere {x1, ..., xn, F0(x1), ..., F0(xn), G0(x1), ..., G0(xn), H0(x1), ...,H0(xn)} cümlesi de

R4n nin bir reel bazıdır.

İspat. Herhangi bir y ∈ R4n elemanı {q1, q2, ..., qn} kuaterniyonik bazı cinsinden tek

türlü yazılabilir.

y =
nX

α=1

pαqα; pα = aα + bα
−→e1 + cα−→e2 + dα−→e3

olur. buradan

y =
nX

α=1

(aα + bα
−→e1 + cα−→e2 + dα−→e3 )xα

=
nX

α=1

(aαxα + bαF0(xα) + cαG0(xα) + dαH0(xα))

bulunur. aα, bα, cα, dα ∈ R olacak biçimde y ∈ R4n tek türlü yazılabileceğinden

{x1, ..., xn, F0(x1), ..., F0(xn), G0(x1), ..., G0(xn),H0(x1), ..., H0(xn)} cümlesi reel vek-

tör uzayı olarak R4n uzayını gerer, ayrıca boyR4n = 4n olduğundan bu cümle aynı

zamanda lineer bağımsızdır. O halde R4n nin bir bazı olur.

Örnek 3.1.1. {q1 = (1, 0, ..., 0), q2 = (0, 1, ..., 0), ..., qn = (0, 0, ..., 1)} cümlesi R4n

kuaterniyonik vektör uzayının standart kuaterniyonik bazıdır.

qi (1 ≤ i ≤ n) lere R4n reel vektör uzayında kaŗsılık gelen vektörler xi ler olmak

üzere

x1 = (1, 0, ..., 0, 0, ..., 0), x2 = (0, 1, ..., 0, 0, ..., 0), ..., xn = (0, 0, ..., 1, 0, ..., 0)

olur. Buna göre R4n nin reel bazının

{x1, ..., xn, F0(x1), ..., F0(xn), G0(x1), ..., G0(xn), H0(x1), ...,H0(xn)}

olduğunu gösterelim.
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x1, x2, ..., xn ∈ R4n vektörlerine Qn de kaŗsılık gelen vektörler

x1 ↔ (1, 0, ..., 0) + (0, 0, ..., 0)−→e1 + (0, 0, ..., 0)−→e2 + (0, 0, ..., 0)−→e3

x2 ↔ (0, 1, ..., 0) + (0, 0, ..., 0)−→e1 + (0, 0, ..., 0)−→e2 + (0, 0, ..., 0)−→e3

...

xn ↔ (0, 0, ..., 1) + (0, 0, ..., 0)−→e1 + (0, 0, ..., 0)−→e2 + (0, 0, ..., 0)−→e3

şeklindedir. Buradan

F0(x1) = −→e1 x1 + (0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0)

F0(x2) = −→e1 x2 + (0, 0, ..., 0, 0, 1, ..., 0, 0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0)

...

F0(xn) = −→e1 xn + (0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 1, 0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0)

G0(x1) = −→e2 x1 + (0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0)

G0(x2) = −→e2 x2 + (0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0, 0, 1, ..., 0, 0, 0, ..., 0)

...

G0(xn) = −→e2 xn + (0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 1, 0, 0, ..., 0)

H0(x1) = −→e3 x1 + (0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)

H0(x2) = −→e3 x2 + (0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0, 0, 1, ..., 0)

...

H0(xn) = −→e3 xn + (0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 1)

elde edilir. Böylece {x1, ..., xn, F0(x1), ..., F0(xn), G0(x1), ..., G0(xn), H0(x1), ...,H0(xn)}

cümlesinin lineer bağımsız ve germe aksiyomlarını sağladığı kolayca görülebileceğin-

den R4n reel vektör uzayının bazı olur.

Tanım 3.1.3. M diferensiyellenebilir reel bir manifold olsun. M nin her noktasında

aşağıdaki şartları sağlayan (1, 1)−tipli F,G,H tensörlerinden oluşan 3−boyutlu V

bundle’ına M üzerinde bir hemen hemen kuaterniyon yapı denir. p ∈ M nok-

tasındaki tanjant uzay TM(p) olmak üzere
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V =

([
p

{Fp, Gp,Hp} | p ∈M
)

Şekil 3.1. Hemen hemen kuaterniyon yapı

Fp : TM(p) → TM(p)

x → Fp(x) = ix,

Gp : TM(p) → TM(p)

x → Gp(x) = jx,

Hp : TM(p) → TM(p)

x → Hp(x) = kx.

dir. Burada F 2 = G2 = H2 = −I, FG = −GF = H, GH = −HG = F ve

HF = −FH = G özelikleri sağlanır (Doğanaksoy 1983; Yano ve Kon 1984).

Tanım 3.1.4. {F,G,H} bazına V bundle’ının kanonik bazı denir (Doğanaksoy

1983).

Tanım 3.1.5. Üzerinde hemen hemen kuaterniyon yapı bulunduran diferensiyel-

lenebilirM manifolduna bir hemen hemen kuaterniyonmanifold denir ve (M,V )

ile gösterilir (Doğanaksoy 1983).

Önerme 3.1.2. M, 4n−boyutlu diferensiyellenebilir reel bir manifold olsun. Bu

durumda (M,V ) hemen hemen kuaterniyon manifoldu n−boyutludur.

İspat. (M,V ) bir hemen hemen kuaterniyon manifold olsun. M üzerindeki hemen
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hemen kuaterniyon V yapısı her x ∈M noktasındaki Tm(x) uzayında aşağıdaki gibi

bir kuaterniyonik vektör uzayı yapısı tanımlar.

V bundle’ının TM(x) deki lokal bazı {F,G,H} olsun. Bu durumda 4n−boyutlu

TM(x) uzayını aşağıdaki gibi kuaterniyonik vektör uzayına çevirebiliriz.

Öncelikle (TM(x),+) bir Abel grubudur ve ayrıca q = a + bi + cj + dk ∈ Q olmak

üzere
· : Q× TM(x) → TM(x)

(q, x) → q · x = (a+ bi+ cj + dk) · x

= ax+ bF (x) + cG(x) + dH(x)

ile verilen skalarla çarpma i̧slemiyle TM(x) bir kuaterniyonik vektör uzayı olur.

Lemma 3.1.1. Diferensiyellenebilir reelM manifoldunun boyutu 4m (m ≥ 1) olmak

üzere (M,V ) bir hemen hemen kuaterniyon manifold olsun. M nin bir U koordinat

komşuluğunda V nin kanonik lokal bazı {F,G,H} ise x ∈ U için TM(x) in bir kuater-

niyonik {x1, x2, ..., xm} bazı olmak üzere qi lere TM(x) reel vektör uzayında kaŗsılık ge-

len vektörler xi ler olsun. Bu durumda {x1, ..., xm, F (x1), ..., F (xm), G(x1), ..., G(xm),

H(x1), ..., H(xm)} cümlesi, TM(x) in bir reel bazıdır.

İspat. TM(x) uzayınım−boyutlu bir kuaterniyonik vektör uzayı yapısına dönüştüre-

biliriz. {x1, x2, ..., xm}, TM(x) in bir kuaterniyonik bazı olduğundan her y ∈ TM(x)

için {x1, x2, ..., xm} bazı cinsinden tek türlü yazabiliriz. O halde

y =
nX

α=1

qαxα; qα = aa + bαi+ cαj + dαk, aa, bα, cα, dα ∈ R

=
nX

α=1

(aa + bαi+ cαj + dαk)xα

=
nX

α=1

(aaxα + bαF0(xα) + cαG0(xα) + dαH0(xα))

olur. Bu yazılı̧s aa, bα, cα, dα ∈ R olacak biçimde tek türlü olduğundan {x1, ..., xm, F (x1),

..., F (xm), G(x1), ..., G(xm),H(x1), ...,H(xm)} cümlesi reel vektör uzayı olarak TM(x)

uzayını gerer. boyM = 4m olduğundan bu cümle TM(x) in bir reel bazıdır.
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M manifoldu reel olarak 4n−boyutlu olduğundan her x ∈ M için TM(x) tanjant

uzayı da 4n−boyutludur. Bu durumda R4n nin kuaterniyonik boyutu n olduğundan

TM(x) in de kuaterniyonik boyutu n dir. Dolayısıyla M manifoldu kuaterniyonik

olarak n boyutlu olur.

Tanım 3.1.6. (M,V ) bir hemen hemen kuaterniyon manifold ve M nin bir U

koordinat komşuluğunda V nin bir kanonik lokal bazı {F,G,H} olsun. Eğer her bir

U koordinat komşuluğundaki bir koordinat sistemine göre

F =


0 −I 0 0

I 0 0 0

0 0 0 −I

0 0 I 0

 , G =

0 0 −I 0

0 0 0 I

I 0 0 0

0 −I 0 0

 , H =


0 0 0 −I

0 0 −I 0

0 I 0 0

I 0 0 0


(burada I, m×m−tipinde birim matris ve F,G,H ise 4m×4m−tipinde matrislerdir)

şeklinde bileşenlere sahip {F,G,H} varsa, bu durumda V hemen hemen kuaterniyon

yapısına integrallenebilirdir denir (Doğanaksoy 1983; Yano ve Kon 1984).

Önerme 3.1.3. Herhangi bir hemen hemen kuaterniyon (M,V ) manifoldunda bir

g Riemann metriği vardır öyleki, V nin bir φ cross-section’ı için

g(φ(X), Y ) + g(x,φ(Y )) = 0; ∀X,Y ∈ χ(M)

sağlanır.

İspat. g0, M üzerinde bir Riemann metriği olsun. M üzerindeki bir g tensör alanını

aşağıdaki gibi tanımlayalım.

Her X,Y ∈ χ(M) için

g(X,Y ) = g0(X,Y ) + g0(F (X), F (Y )) + g0(G(X), G(Y )) + g0(H(X), H(Y ))

olsun. Burada {F,G,H}, M nin bir U koordinat komşuluğunda V nin bir kanonik

lokal bazıdır. g0 bir Riemann metriği olduğundan g nin de bir Riemann metriği
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olduğu kolayca gösterilebilir.

Şimdi V nin bir φ cross-section’ı için g(φ(X), Y ) + g(X,φ(Y )) = 0 sağlandığını

göstermeliyiz.

φ, V nin bir cross-section’ı olduğundan her X,Y ∈ χ(M) için

φ(X) = a1F (X) + a2G(X) + a3H(X) ve φ(Y ) = b1F (Y ) + b2G(Y ) + b3H(Y )

tek türlü yazılabilir. g bir Riemann metriği olduğundan

g(φ(X), Y ) + g(X,φ(Y ) = g(a1F (X) + a2G(X) + a3H(X), Y )

+g(X, b1F (Y ) + b2G(Y ) + b3H(Y )

= a1g(F (X), Y ) + a2g(G(X), Y ) + a3g(H(X), Y )

+b1g(X,F (Y )) + b2g(X,G(Y ))

+b3g(H(Y ),X) (3.1.2)

olur. Ayrıca

g(F (X), Y ) + g(X,F (Y )) = g0(F (X), Y ) + g0(F 2(X), F (Y )) + g0(GF (X), G(Y ))

+g0(HF (X), H(Y )) + g0(X,F (Y )) + g0(F (X), F 2(Y ))

+g0(G(X), GF (Y )) + g0(H(X), HF (Y ))

= g0(F (X), Y ) + g0(−X,F (Y )) + g0(−H(X), G(Y ))

+g0(G(X),H(Y )) + g0(X,F (Y )) + g0(F (X),−Y )

+g0(G(X),−H(Y )) + g0(H(X), G(Y ))

= g0(F (X), Y )− g0(X,F (Y ))− g0(H(X), G(Y ))

+g0(G(X),H(Y )) + g0(X,F (Y ))− g0(F (X), Y )

−g0(G(X), H(Y )) + g0(H(X), G(Y ))

= 0
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ve benzer şekilde

g(G(X), Y ) + g(X,G(Y )) = 0

ve

g(H(X), Y ) + g(X,H(Y )) = 0

olduğundan (3.1.2) eşitliği uyarınca

g((a− b1)F (X), Y ) + g((a2 − b2)G(X), Y ) + g((a3 − b3)H(X), Y ) = 0

yazabiliriz. φ(X) = a1F (X)+a2G(X)+a3H(X) yazılı̧sı tek türlü olduğundan sonuç

olarak

g(φ(X), Y ) + g(X,φ(Y ) = 0

elde edilir.

Tanım 3.1.7. (M,V ) bir hemen hemen kuaterniyon manifold ve g ise Önerme 3.1.3

deki gibi tanımlı bir Riemann metriği olsun. Bu durumda (V, g) ikilisine bir hemen

hemen kuaterniyon metrik yapı ve (M,V, g) üçlüsüne de bir hemen hemen

kuaterniyon metrik manifold denir (Doğanaksoy 1983; Yano ve Kon 1984).

3.2. Kuaterniyon Kähler Manifoldları

Tanım 3.2.1. Eğer V nin her φ cross-section’ı (lokal veya global) için DXφ de V

nin bir cross-section’ı ise (M,V, g) (veya kısaca M) ye bir kuaterniyon Kähler

manifoldu denir ve (V, g) ikilisine de bir kuaterniyon Kähler yapı adı verilir

(Doğanaksoy 1983; Yano ve Kon 1984).

BuradaX, χ(M) nin keyfi bir elemanı veD, (M,V, g) nin Riemann konneksiyonudur.

Önerme 3.2.1. (M,V ) bir hemen hemen kuaterniyon manifold ve {F,G,H} ile

{F 0, G0, H 0}, sırasıyla, M nin U ve U 0 koordinat komşuluklarının kesi̧siminde V nin

birer kanonik lokal bazları olsun. Bu durumda U ∩ U 0 de tanımlı Sij (i, j = 1, 2, 3)

fonksiyonları için

F 0 = S11F + S12G+ S13H,
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G0 = S21F + S22G+ S23H,

H 0 = S31F + S32G+ S33H

olur. Burada Sij katsayıları 3−boyutlu SO(3) ortogonal grubunun bir SU,U 0 = [Sij]

elemanı şeklindedir.

İspat. {F,G,H} ve {F 0, G0, H 0}, V nin kanonik lokal bazları olduğundan birini

diğeri cinsinden yazabiliriz. Böylece

F 0 = S11F + S12G+ S13H,

G0 = S21F + S22G+ S23H,

H 0 = S31F + S32G+ S33H

olur. Tanım 3.2.1 den (F 0)2 = (G0)2 = (H 0)2 = −I ve F 0G0 = −G0F 0 = H 0,

G0H 0 = −H 0G0 = F 0, H 0F 0 = −F 0H 0 = G0 olduğunu biliyoruz. O halde

−I = F 0F 0 ⇒ −I = −(S211 + S212 + S213)I

−I = G0G0 ⇒ −I = −(S221 + S222 + S223)I

−I = F 0F 0 ⇒ −I = −(S231 + S232 + S233)I

olduğundan S211 + S
2
12 + S

2
13 = S

2
21 + S

2
22 + S

2
23 = S

2
31 + S

2
32 + S

2
33 = 1 dir. Ayrıca

G0H 0 = F 0 ⇒ −(S11S31 + S22S32 + S23S33)I + (S22S33 − S23S22)F

+(S23S31 − S21S33)G+ (S21S32 − S22S31)H

= S11F + S12G+ S13H

olup buradan

S21S31 + S22S32 + S23S33 = 0, S22S33 − S23S22 = S11
S23S31 − S21S33 = S12, S21S32 − S22S31 = S13

olur. Benzer şekilde H 0F 0 = G0 ve F 0G0 = H 0 den benzer ifadeler elde edilir. Sonuç

olarak [Sij] ∈ SO(3) olduğu görülür.
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Teorem 3.2.1. Bir (M,V, g) hemen hemen kuaterniyon metrik manifoldu için aşağı-

dakiler denktir:

(i) (M,V, g) bir kuaterniyon Kähler manifoldudur.

(ii) EğerM nin bir U koordinat komşuluğunda V nin bir kanonik lokal bazı {F,G,H}

ise, bu durumda her X ∈ χ(M) için

DXF = r(X)G− q(X)H,

DXG = −r(X)F + p(X)H,

DXH = q(X)F − p(X)G

olur. Burada p, q ve r, U da tanımlı belirli lokal 1−formlardır.

İspat. (i) ⇒ (ii). (M,V, g) bir kuaterniyon Kähler manifoldu olsun. D, (M,V, g)

nin bir Riemann konneksiyonu olduğundanM nin bir U koordinat komşuluğunda V

nin bir {F,G,H} kanonik lokal bazı için DXφ, V nin bir cross-section’ı olduğundan

DXF = a11F + a12G+ a13H,

DXG = a21F + a22G+ a23H,

DXH = a31F + a32G+ a33H

(3.2.1)

yazabiliriz. Burada aij (i, j = 1, 2, 3) ler U da tanımlı lokal 1−formlardır.

G.H = F ⇒ DXF = DX(G.H)

= (DXG).H +G.(DXH)

ve

a11F + a12G+ a13H = (a21F + a22G+ a23H)H

+G(a31F + a32G+ a33H)

= −(a22 + a32) + (a33 − a23)F − a21G− a31H
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olduğundan

a23 = −a32, a11 = a22 + a33, a12 = −a21 ve a13 = −a31

olur. Böylece (3.2.1) sistemi

DXF = (a22 + a33)F + a12G− a31H,

DXG = −a12F + a22G+ a23H,

DXH = −a13F + a32G+ a33H

şekline gelir.

G = H.F ⇒ DXG = DX(H.F )

= (DXH).F +G.(DXF )

eşitliğinden

a22 = a22 + a33 ⇒ a33 = 0 ve a23 = −a32

olur. Böylece

DXF = a22F + a12G− a31H,

DXG = −a12F + a22G+ a23H,

DXH = a31F − a23G

gerçeklenir. Son olarak,

H = FG⇒ DXH = DX(FG)

= (DXF ).G+ F.(DXG)

olduğundan a22 = 0 elde edilir. p(X) = a23, q(X) = a13 ve r(X) = a12 yazarsak, (ii)

deki sistemi buluruz.

(ii)⇒ (i).Kabul edelim ki (ii) sağlansın ve φ = aF+bG+cH, V bundle’nın bir cross-

section’ı olsun. Burada a, b ve c, U üzerinde lokal olarak tanımlı fonksiyonlardır. Bu

durumda

DXφ = DX(aF + bG+ cH)

= aDXF +X(a)F + bDXG+X(b)G+ cDXH +X(c)H
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= X(a)F +X(b)G+X(c)H + aDXF + bDXG+ cDXH

= X(a)F +X(b)G+X(c)H + a(r(X)G− q(X)H)

+b(−r(X)F + p(X)H) + c(q(X)F − p(X)G)

= (X(a)− br(X) + cq(X))F + (X(b) + ar(X)− cp(X))G

+(X(c)− aq(X) + bp(X)H

yazabiliriz. Böylece DXφ; F,G, ve H nın lineer birleşimi olarak yazılmı̧s olur. Yani

DXφ, V nin bir cross-section’ıdır. Bu ise (M,V, g) nin bir kuaterniyon Kähler mani-

foldu olduğunu gösterir.

Tanım 3.2.2. (M,V, g) hemen hemen kuaterniyon metrik manifoldunun bir U

koordinat komşuluğunda V bundle’ının bir kanonik lokal bazı {F,G,H} olsun. F,G

ve H nın herbiri g ye göre hemen hemen Hermityendir. Yani Φ,Ψ, θ lokal 2−formları

için

Φ(X,Y ) = g(F (X), Y ), Ψ(X,Y ) = g(G(X), Y ) ve θ(X,Y ) = g(H(X), Y )

şeklinde tanımlanır. Ayrıca U da W 4−formunu

W = Φ ∧ Φ+Ψ ∧Ψ+ θ ∧ θ

ile; (2, 2)−tipli ∧ tensör alanını da

∧ = F ⊗ F +G⊗G+H ⊗H

ile tanımlarız (Doğanaksoy 1983; Yano ve Kon 1984).

Önerme 3.2.2. W 4−formu ve (2, 2)−tipli ∧ tensör alanıM üzerinde global olarak

tanımlanır.

İspat. {F,G,H} ve {F 0, G0,H 0}, sırasıyla, U ve U 0 koordinat komşuluklarının ke-
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si̧siminde V nin kanonik lokal bazları olsun. Önermenin ispatı için U ∩ U 0 de

Φ0 ∧ Φ0 +Ψ0 ∧Ψ0 + θ0 ∧ θ0 = Φ ∧ Φ+Ψ ∧Ψ+ θ ∧ θ

ve

F 0 ⊗ F 0 +G0 ⊗G0 +H 0 ⊗H 0 = F ⊗ F +G⊗G+H ⊗H

eşitliklerinin doğruluğunu göstermeliyiz. İlkini görmek için U ∩ U 0 de Φ0,Ψ0, θ0 yü

Φ,Ψ, θ cinsinden hesaplayacağız.

Φ0(X,Y ) = g(F (X), Y ),Ψ0(X,Y ) = g(G(X), Y ), θ0(X,Y ) = g(H(X), Y ) ve {F,G,H}

ile {F 0, G0, H 0} arasında aşağıdaki gibi bir ili̧ski olduğunu biliyoruz:

F 0 = S11F + S12G+ S13H,

G0 = S21F + S22G+ S23H,

H 0 = S31F + S32G+ S33H.

Burada (Sij) ∈ SO(3), 1 ≤ i, j ≤ 3. Buradan

Φ0(X,Y ) = g(F 0(X), Y )

= g(S11F (X) + S12G(X) + S13H(X), Y )

= S11g(F (X), Y ) + S12g(G(X), Y ) + S13g(H(X), Y )

= S11Φ(X,Y ) + S12Ψ(X,Y ) + S13θ(X,Y )

dir. O halde

Φ0 = S11Φ+ S12Ψ+ S13θ

bulunur. Benzer şekilde Ψ0 ve θ0 nü de, sırasıyla,

Ψ0 = S21Φ+ S22Ψ+ S23θ ve θ0 = S31Φ+ S32Ψ+ S33θ

şeklinde yazabiliriz. O halde
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Φ0 ∧ Φ0 +Ψ0 ∧Ψ0 + θ0 ∧ θ0 = (S11Φ+ S12Ψ+ S13θ) ∧ (S11Φ+ S12Ψ+ S13θ)

+(S21Φ+ S22Ψ+ S23θ) ∧ (S21Φ+ S22Ψ+ S23θ)

+(S31Φ+ S32Ψ+ S33θ) ∧ (S31Φ+ S32Ψ+ S33θ)

= (S211 + S
2
21 + S

2
31)Φ ∧ Φ+ (S212 + S222 + S232)Ψ ∧Ψ

+(S213 + S
2
23 + S

2
33)θ ∧ θ + 2(S11S12 + S21S22

+S31S32)θ ∧Ψ+ 2(S11S13 + S21S23 + S31S33)Φ ∧ θ

+2(S12S13 + S22S23 + S32S33)Ψ ∧ θ

olur. (Sij) ∈ SO(3) olmasından dolayı

Φ0 ∧ Φ0 +Ψ0 ∧Ψ0 + θ0 ∧ θ0 = Φ ∧ Φ+Ψ ∧Ψ+ θ ∧ θ

elde ederiz.

Şimdi de ikinci eşitliğin doğruluğunu gösterelim. Bunun için

F 0 ⊗ F 0 +G0 ⊗G0 +H 0 ⊗H 0 = (S11F + S12G+ S13H)⊗ (S11F + S12G+ S13H)

+(S21F + S22G+ S23H)⊗ (S21F + S22G+ S23H)

+(S31F + S32G+ S33H)⊗ (S31F + S32G+ S33H)

= (S211 + S
2
21 + S

2
31)F ⊗ F + (S212 + S222 + S232)G⊗G

+(S213 + S
2
23 + S

2
33)H ⊗H

+(S11S12 + S21S22 + S31S32)(F ⊗G+G⊗ F )

+(S11S13 + S21S23 + S31S33)(F ⊗H +H ⊗ F )

+(S12S13 + S22S23 + S32S33)(G⊗H +H ⊗G)

bulunur ve (Sij) ∈ SO(3) olduğundan

F 0 ⊗ F 0 +G0 ⊗G0 +H 0 ⊗H 0 = F ⊗ F +G⊗G+H ⊗H
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gerçeklenir.

Teorem 3.2.2. Bir hemen hemen kuaterniyon metrik manifoldunun kuaterniyon

Kähler manifoldu olması için gerek ve yeter koşul her X ∈ χ(M) için

DXW = 0 ve DX∧ = 0

olmasıdır.

İspat. (M,V, g) bir kuaterniyon Kähler manifold ve {F,G,H} bir U koordinat

komşuluğunda V bundle’ının kanonik lokal bazı olsun. O zaman

DXF = r(X)G− q(X)H

DXG = −r(X)F − p(X)H

DXH = q(X)F − p(X)G

sağlanır. Önce her X ∈ χ(M) için DXΦ yi hesaplayalım. Her A,B ∈ χ(M) için

(DXΦ)(A,B) = DX{Φ(A,B)}− Φ(DXA,B)− Φ(A,DXB)

= DX{g(FA,B)}− g(F (DXA), B)− g(FA,DXB)

= g(DX(FA), B) + g(FA,DXB)− g(F (DXA), B)

−g(FA,DXB)

= g((DXF )A+ FDXA,B) + g(FA,DXB)− g(F (DXA), B)

−g(FA,DXB)

= g((DXF )A,B)

= g(r(X)G− q(X)H)A,B)

r(X)g(GA,B)− q(X)g(HA,B)

= r(X)Ψ(A,B)− q(X)θ(A,B)

olduğundan

DXΦ = r(X)Ψ− q(X)θ
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elde edilir. Benzer şekilde

DXΨ = −r(X)Φ+ p(X)θ ve DXθ = q(X)Φ− p(X)Ψ

olduğu görülebilir. Burada p, q ve r, lokal 1−formlardır.

Şimdi her X ∈ χ(M) için DXW ifadesini hesaplayalım.

DXW = DX(Φ ∧ Φ+Ψ ∧Ψ+ θ ∧ θ)

= DX(Φ ∧ Φ) +DX(Ψ ∧Ψ) +DX(θ ∧ θ)

= (DXΦ) ∧ Φ+ Φ ∧ (DXΦ) + (DXΨ) ∧Ψ+Ψ ∧ (DXΨ)

+(DXθ) ∧ θ + θ ∧ (DXθ)

= (r(X)Ψ− q(X)θ) ∧ Φ+ Φ ∧ (r(X)Ψ− q(X)θ)

+(−r(X)Φ+ p(X)θ) ∧Ψ+Ψ ∧ (−r(X)Φ+ p(X)θ)

+(q(X)Φ− p(X)Ψ) ∧ θ + θ ∧ (q(X)Φ− p(X)Ψ)

= r(X)(Ψ ∧ Φ)− q(X)(θ ∧ Φ) + r(X)(Φ ∧Ψ)− q(X)(Φ ∧ θ)

−r(X)(Φ ∧Ψ) + p(X)(θ ∧Ψ)− r(X)(Ψ ∧ Φ) + p(X)(Ψ ∧ θ)

+q(X)(Φ ∧ θ)− p(X)(Ψ ∧ θ) + q(X)(θ ∧ Φ)− p(X)(θ ∧Ψ)

= 0

bulunur.

Şimdi de DX∧ = 0 eşitliğini ispatlayalım.

DX∧ = DX(F ⊗ F +G⊗G+H ⊗H)

= DX(F ⊗ F ) +DX(G⊗G) +DX(H ⊗H)

= DXF ⊗ F + F ⊗DXF +DXG⊗G+G⊗DXG

+DXH ⊗H +H ⊗DXH

= (r(X)G− q(X)H)⊗ F + F ⊗ (r(X)G− q(X)H)

+(−r(X)F + p(X)H)⊗G+G⊗ (−r(X)F + p(X)H)

+(q(X)F − p(X)G)⊗H +H ⊗ (q(X)F − p(X)G)
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= r(X)(G⊗ F )− q(X)(H ⊗ F ) + r(X)(F ⊗G)− q(X)(F ⊗H)

−r(X)(F ⊗G) + p(X)(H ⊗G)− r(X)(G⊗ F ) + p(X)(G⊗H)

+q(X)(F ⊗H)− p(X)(G⊗H) + q(X)(H ⊗ F )− p(X)(H ⊗G)

= 0

olur. O halde DX∧ = 0 elde edilir.

Teoremin tersten ispatını yapmak için DXW = 0 ve DX∧ = 0 (∀X ∈ χ(M))

olduğunu kabul ederek (M,V, g) hemen hemen kuaterniyon metrik manifoldunun

bir kuaterniyon Kähler manifoldu olduğunu gösterelim.

Öncelikle DX∧ = 0 olduğunu kabul edelim. boyM = n olsun. Bu durumda M

üzerinde tanımlı olan (1, 1) tipli tensörlerin uzayının boyutu n2 dir. {F,G,H},

V nin bir bazı olduğundan dolayı (1, 1) tipli tensörlerin uzayının sıralı bir bazı

{F,G,H,B1, B2, ..., Bk} olacak biçimde B1, B2, ..., Bk (k = n2 − 3) elemanlarını

seçebiliriz. DX , (1, 1) tipli tesör cebrinin endomorfizmlerini koruduğundan dolayı

(Doğanaksoy 1983) aij, bij ∈ R için

DXF = a11F + a12G+ a13H + b11B1 + b12B2 + ...+ b1kBk

DXG = a21F + a22G+ a23H + b21B1 + b22B2 + ...+ b2kBk

DXH = a31F + a32G+ a33H + b31B1 + b32B2 + ...+ b3kBk

yazabiliriz. Ayrıca

F 2 = −I ⇒ DXF
2 = DX(−I)

⇒ (DXF )F + F (DXF ) = 0

olur. Benzer şekilde (DXG)G+G(DXG) = 0 ve (DXH)H +H(DXH) = 0 buluna-

bilir. Yine

H = FG⇒ DXH = DX(FG)

= (DXF )G+ F (DXG)
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F = GH ⇒ DXF = DX(GH)

= (DXG)H +G(DXH)

G = HF ⇒ DXG = DX(HF )

= (DXH)F +H(DXF )

elde edilir. Hipotezden DX∧ = 0 olduğundan

DX∧ = (DXF )⊗ F + F ⊗ (DXF ) + (DXG)⊗G+G⊗ (DXG)

+(DXH)⊗H +H ⊗ (DXH)

= a11F ⊗ F + a12G⊗ F + a13H ⊗ F +
kX
i=1

b1iBi ⊗ F

+a11F ⊗ F + a12F ⊗G+ a13F ⊗H +
kX
i=1

b1iF ⊗Bi

+a21F ⊗G+ a22G⊗G+ a23H ⊗G+
kX
i=1

b2iBi ⊗G

+a21G⊗ F + a22G⊗G+ a23G⊗H +
kX
i=1

b2iG⊗Bi

+a31F ⊗H + a32G⊗H + a33H ⊗H +
kX
i=1

b3iBi ⊗H

+a31H ⊗ F + a32H ⊗G+ a33H ⊗H +
kX
i=1

b3iH ⊗Bi

= 0

yazabiliriz. Buradan

a11 = a22 = a33 = 0, bij = 0 (1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ n2 − 3)

a12 = −a21, a13 = −a31 ve a23 = −a32

elde edilir ki bu (M,V, g) nin bir kuaterniyon Kähler manifoldu olduğunu gösterir.

Şimdi de DXW = 0 olduğunu kabul edelim. Buradan

DXW = DX(Φ ∧ Φ+Ψ ∧Ψ+ θ ∧ θ)
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= DX(Φ ∧ Φ) +DX(Ψ ∧Ψ) +DX(θ ∧ θ)

= 0

olur. Bu ifade açılır ve yukarıdaki eşitlikler yerlerine yazılırsaM nin bir kuaterniyon

Kähler manifoldu olduğu kolayca görülebilir.

Lemma 3.2.1. (M,V, g) bir hemen hemen metrik manifold olsun. Bir U koordinat

komşuluğunda bir koordinat sistemi {xh}, 1 ≤ h ≤ 4m olmak üzere V bundle’ının bir

bazı {F,G,H} olsun. (U, xh) koordinat komşuluğunda F,G,H ve g nin bileşenlerini,

sırasıyla, F hi , G
h
i ,H

h
i ve gih ile gösterelim ve Fih =

4mP
t=1

F ti gth, F
ih =

4mP
t=1

gitF ht olsun.

Burada (gij) = (gij)−1 dir. Bu durumda

4mP
i=1

Fα
i G

i
β = −

4mP
i=1

Gα
i F

i
β = H

α
β ,

4mP
i=1

Gα
i H

i
β = −

4mP
i=1

Hα
i G

i
β = F

α
β ,

4mP
i=1

Hα
i F

i
β = −

4mP
i=1

Fα
i H

i
β = G

α
β


(3.2.2)

4mX
t=1

F tt =
4mX
t=1

Gtt =
4mX
t=1

Gtt = 0 (3.2.3)

4mX
t=1

F β
t F

t
α =

4mX
t=1

Gβ
tG

t
α =

4mX
t=1

Hβ
t H

t
α = −δβα (3.2.4)

Fαβ = −Fβα, Gαβ = −Gβα, Hαβ = −Hβα (3.2.5)

Fαβ = −F βα, Gαβ = −Gβα, Hαβ = −Hβα (3.2.6)

gαβ =
mX

i,j=1

gijF
i
αF

j
β =

mX
i,j=1

gijG
i
αG

j
β =

mX
i,j=1

gijH
i
αH

j
β (3.2.7)

eşitlikleri gerçeklenir ve Fih, Gih, Hih, sırasıyla, Φ,Ψ, θ lokal 2−formlarının bileşen-

leridir.

İspat. İspat boyunca 4m (m ≥ 1) boyutlu hemen hemen kuaterniyon M mani-

foldunun bir U koordinat komşuluğunda φ : U → R4m, φ(x1, x2, ..., x4m) olmak üzere

V bundle’ının bir kanonik lokal bazı {F,G,H} alınmaktadır.
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U komşuluğunda χ(M) nin bir bazı
½

∂

∂x1
,

∂

∂x2
, ...,

∂

∂x4m

¾
dir.

∂

∂xi
= ∂i diyelim.

Bu durumda
F : χ(M) → χ(M)

∂i → F (∂i) =
4mP
j=1

F ji ∂j

veya Fi = F ji ∂j olur. Benzer şekilde G ve H içinde benzer ifadeler yazılabilir.

FG = H olduğunu biliyoruz. Buradan

(FG)(∂i) = H(∂i) ⇒ F (G(∂i)) = H(∂i)

⇒ F (Gji∂j) = H(∂i)

⇒ GjiF (∂j) = H(∂i)

⇒ GjiF
k
j ∂k = H

k
i ∂k

⇒ GjiF
k
j = H

k
i

veya

Hk
i =

4mX
j=1

GjiF
k
j

olur. Böylece (3.2.2) nin ilk denklemi elde edilir. Benzer şekilde (3.2.2) nin diğer

denklemleri de bulunabilir.

(3.2.2) denklemlerinde α = β alınarak (3.2.3) denklemi bulunabilir. Gerçekten,

Fα
β =

4mX
i=1

Gα
i H

i
β = −

4mX
i=1

Hα
i G

i
β

ifadesinde α = β alınırsa, bu durumda

Fα
α =

4mP
i=1

Gα
i H

i
α = −

4mP
i=1

Hα
i G

i
α ⇒

4mP
α=1

Fα
α =

4mP
α=1

µ
4mP
i=1

Gα
i H

i
α

¶
=

4mP
i=1

µ
4mP
α=1

Hi
αG

α
i

¶
=

4mP
α=1

µ
4mP
i=1

Hα
i G

i
α

¶
=

4mP
α=1

(−Fα
α )

olduğundan
4mP
α=1

Fα
α = 0 elde edilir. Benzer şekilde (3.2.3) ün diğer eşitlikleri de
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bulunabilir.

(3.2.4) deki eşitlikleri bulabilmek için F 2 = G2 = H2 = −I özdeşliğini kullanacağız.

Bu durumda
F 2 = −I ⇒ F 2(∂i) = −I2(∂i)

⇒ F (F (∂i)) = −δki ∂k
⇒ F (F ji ∂j) = −δki ∂k
⇒ F ji F (∂j) = −δki ∂k
⇒ F ji F

k
j ∂k = −δki ∂k

⇒ F ji F
k
j = −δki

elde edilir. Benzer düşünceler (3.2.4) deki diğer eşitliklere de uygulanabilir.

(3.2.5) deki eşitliklerin doğrulunu göstermek için

g(F (X), Y ) + g(X,F (Y )) = 0, g(G(X), Y ) + g(X,G(Y )) = 0,

g(H(X), Y ) + g(X,H(Y )) = 0

denklemlerini kullanmalıyız. Böylece

g(F (∂i), ∂j) + g(∂i, F (∂j) = 0 ⇒ g(F ki ∂k, ∂j) + g(∂i, F
k
j ∂k) = 0

⇒ F ki g(∂k, ∂j) + F
k
j g(∂i, ∂k) = 0

⇒ F ki gkj + F
k
j gik = 0

⇒ Fij + Fji = 0

⇒ Fij = −Fji

bulunur. (3.2.5) deki diğer eşitlikler de ispatlanabilir. Ayrıca (3.2.6) daki eşitlikler

de (3.2.5) den kolayca elde edilir.

Son olarak, (3.2.7) eşitliklerini bulabilmek için

g(X,Y ) = g(F (X), F (Y )), g(X,Y ) = g(G(X), G(Y )),

g(X,Y ) = g(H(X),H(Y ))
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eşitliklerini kullanacağız. Bunun için

g(∂i, ∂j) = g(F (∂i), F (∂j))

= g(F ki ak, F
h
j ah)

= F ki F
h
j g(ak, ah)

= F ki F
h
j gkh

olduğundan

gij =
4mX
k,h=1

gkhF
k
i F

h
j

elde edilir. Benzer şekilde (3.2.7) nin diğer eşitlikleri de kolayca görülebilir.

Lemma 3.2.2. M = (M,V, g) bir kuaterniyon Kähler manifoldu, V nin kanonik

lokal bazı {F,G,H} ve M nin Riemann Curvature tensörü R olsun. Bu durumda

her X,Y ∈ χ(M) için

(R(X,Y )F ) = C(X,Y )G−B(X,Y )H = R(X,Y )F − FR(X,Y )

= [R(X,Y ), G]

(R(X,Y )G) = −C(X,Y )F −A(X,Y )H = [R(X,Y ), G]

(R(X,Y )H) = B(X,Y )F −A(X,Y )G = [R(X,Y ),H]

olur. Burada A = dp+ q ∧ r, B = dq + r ∧ p, C = dr + p ∧ q dur.

İspat. İlk olarak, birinci eşitliği ispatlayalım. Her Z ∈ χ(M) için

(R(X,Y )F )(Z) = (DXDY F −DYDXF −D[X,Y ]F )(Z)

olup Teorem 3.2.1 in (ii) şıkkındaki eşitlikleri kullanarak

(R(X,Y )F )(Z) = {DX(r(Y )G− q(Y )H)−DY (r(X)G− q(X)H)

−r([X,Y ])G+ q([X,Y ])H }(Z)

= {DX(r(Y )G)−DX(q(Y )H)−DY (r(X)G) +DY (q(X)H)
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−r([X,Y ])G+ q([X,Y ])H }(Z)

= {X(r(Y ))G+ r(Y )DXG−X(q(Y ))H − q(Y )DXH

−Y (r(X)G− r(X)DYG+ Y (q(X))H + q(X)DYH

−r([X,Y ])G+ q([X,Y ])H }(Z)

= {X(r(Y ))G+ r(Y ) (−r(X)F + p(X)H)−X(q(Y ))H

−q(Y ) (q(X)F − p(X)G)− Y (r(X))G

−r(X) (−r(Y )F + p(Y )H) + Y (q(X))H + q(X) (q(Y )F − p(Y )G)

−r([X,Y ])G+ q([X,Y ])H }(Z)

= {X(r(Y ))G− r(Y )r(X)F + r(Y )p(X)H −X(q(Y ))H

−q(Y )q(X)F + q(Y )p(X)G− Y (r(X))G+ r(X)r(Y )F

−r(X)p(Y )H + Y (q(X))H + q(X)q(Y )F − q(X)p(Y )G

−r([X,Y ])G+ q([X,Y ])H }(Z)

= (X(r(Y ))− Y (r(X))− r([X,Y ]) + p(X)q(Y )− q(X)p(Y )) (GZ)

− (X(q(Y ))− Y (q(X))− q([X,Y ]) + r(X)p(Y )− r(Y )p(X)) (HZ)

bulunur. Burada

dr(X,Y ) = X(r(Y ))− Y (r(X))− r([X,Y ]),

dq(X,Y ) = X(q(Y ))− Y (q(X))− q([X,Y ])

olduğundan

(R(X,Y )F )(Z) = (dr(X,Y ) + (p ∧ q)(X,Y ))G(Z)

− (dq(X,Y ) + r ∧ p)(X,Y ))H(Z)

= C(X,Y )G(Z)−B(X,Y )H(Z)

olur. Buradan

(R(X,Y )F ) = C(X,Y )G−B(X,Y )H
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elde edilir. Şimdi de

(R(X,Y )F ) = R(X,Y )F − FR(X,Y ) = [R(X,Y ), F ]

eşitliğini gösterelim. Her Z ∈ χ(M) için

R(X,Y )(FZ) = DXDY (FZ)−DYDX(FZ)−D[X,Y ](FZ)

= DX ((DY F )Z + F (DYZ))−DY ((DXF )Z + F (DXZ))

−D[X,Y ]F − FD[X,Y ]Z

= DX((DY F )Z) +DX(F (DYZ))−DY ((DXF )Z)

−DY (F (DXZ))− (D[X,Y ]F )Z − FD[X,Y ]Z

= DX(DY F )Z + (DY F )(DXZ) + (DXF )(DYZ) + FDXDYZ

−DY (DXF )Z − (DXF )(DYZ)− (DY F )(DXZ)− FDYDXZ

−(D[X,Y ]F )Z − FD[X,Y ]Z

= DX(DY F )Z −DY (DXF )Z − (D[X,Y ]F )Z

+F
¡
DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z

¢
= (R(X,Y )F )Z + F (R(X,Y )Z)

olur ve buradan

(R(X,Y )F )Z = R(X,Y )(FZ)− F (R(X,Y )Z)

olup dolayısıyla

(R(X,Y )F ) = R(X,Y )F − FR(X,Y )

= [R(X,Y ), F ]

elde edilir. Benzer şekilde diğer iki denklem de bulunabilir.

Lemma 3.2.3. M = (M,V, g) bir kuaterniyon Kähler manifold, V nin kanonik

lokal bazı {F,G,H} veM nin Riemann curvature tensörü R olsun. Bu durumda her
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X,Y,Z ∈ χ(M) için

g(R(X,Y )FZ, FW )− g(R(X,Y )Z,W ) = C(X,Y )g(Z,HW ) +B(X,Y )g(Z,GW )

g(R(X,Y )GZ,GW )− g(R(X,Y )Z,W ) = A(X,Y )g(Z, FW ) + C(X,Y )g(Z,HW )

g(R(X,Y )HZ,HW )− g(R(X,Y )Z,W ) = B(X,Y )g(Z,GW ) +A(X,Y )g(Z, FW )

olur.

İspat. Lemma 3.2.2 den

R(X,Y )(FZ) = (R(X,Y )F )(Z) + F (R(X,Y )(Z))

olduğunu biliyoruz. Buradan

g(R(X,Y )FZ,FW )− g(R(X,Y )Z,W ) = g(R(X,Y )F )(Z) + F (R(X,Y )Z,FW )

−g(R(X,Y )Z,W )

= g (R(X,Y )F )(Z), FW )

+g (F (R(X,Y )Z), FW )

−g(R(X,Y )Z,W )

olur. R(X,Y )F = C(X,Y )G−B(X,Y )H eşitliğini yerine yazarsak

g(R(X,Y )FZ,FW )− g(R(X,Y )Z,W ) = g (C(X,Y )GZ −B(X,Y )HZ,FW )

+g (F (R(X,Y )Z), FW )− g (R(X,Y )Z,W )

bulunur. Ayrıca g(FX,FY ) = g(X,Y ) den g (F (R(X,Y )Z), FW ) = g (R(X,Y )Z,W )

olacağından

g(R(X,Y )FZ,FW )− g(R(X,Y )Z,W ) = C(X,Y )g(GZ,FW )−B(X,Y )g(HZ,FW )

= −C(X,Y )g(Z,GFW ) +B(X,Y )g(Z,HFW )

= C(X,Y )g(Z,HW ) +B(X,Y )g(Z,GW )
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elde edilir. Diğer iki eşitlik benzer yöntemle gösterilebilir.

Lemma 3.2.4. M = (M,V, g), 4m−boyutlu bir kuaterniyon Kähler manifold, V

nin bir kanonik lokal bazı {F,G,H} ve M nin Riemann curvature tensörü R olsun.

{ei}, 1 ≤ i ≤ m, M nin bir ortonormal bazı olmak üzere her X,Y ∈ χ(M) için

A(X,Y ) =
1

2m

4mX
i=1

g(R(X,Y )ei, Fei),

B(X,Y ) =
1

2m

4mX
i=1

g(R(X,Y )ei, Gei),

C(X,Y ) =
1

2m

4mX
i=1

g(R(X,Y )ei, Hei)

dir.

İspat. Lemma 3.2.3 ün ikinci denkleminde Z = ei, W = ei alırsak

g(R(X,Y )Gei, Gei)− g(R(X,Y )ei, ei) = A(X,Y )g(ei, Fei) + C(X,Y )g(ei, Hei)

olur. Fei = F (ei) =
4mP
k=1

F ki ek, Gei =
4mP
k=1

Gki ek, Hei =
4mP
k=1

Hk
i ek değerlerini yerlerine

yazarsak

g

Ã
R(X,Y )

4mX
k=1

Gki ek,
4mX
s=1

Gsies

!
− g(R(X,Y )ei, ei) = A(X,Y )g

Ã
ei,

4mX
k=1

F ki ek

!

+C(X,Y )g

Ã
ei,

4mX
k=1

Hk
i ek

!

olup buradan

4mX
k,s=1

GkiG
s
ig(R(X,Y )ek, es)− g(R(X,Y )ei, ei) =

4mX
k=1

F ki gikA(X,Y )

+
4mX
k=1

Hk
i gikC(X,Y )
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bulunur. Bu eşitliğin her iki tarafını F ih =
4mP
t=1

gitF ht ile çarpalım. Bu durumda

4mX
k,s,t=1

GkiG
s
ig
itF ht g(R(X,Y )ek, es)−

4mX
t=1

gitF ht g(R(X,Y )ei, ei)

=
4mX
k,t=1

F ki gikg
itF ht A(X,Y ) +

4mX
k,t=1

Hk
i gikg

itF ht C(X,Y )

olur. Fg−1 = −g−1F olduğundan

−
4mX

k,s,t=1

GkiG
s
iF

h
t g

itg(R(X,Y )ek, es)−
4mX
t=1

gitF ht g(R(X,Y )ei, ei)

=
4mX
k,t=1

F ki F
h
t gikg

itA(X,Y ) +
4mX
k,t=1

Hk
i gikg

itF ht C(X,Y )

ve (3.2.2) den

4mX
k,s=1

GkiH
s
t g(R(X,Y )ek, es)−

4mX
t=1

gitF ht g(R(X,Y )ei, ei)

=
4mX
k,t=1

(−δkt )gikgitA(X,Y ) +
4mX
k,t=1

δktG
k
t gikg

itC(X,Y )

olur. Buradan

4mX
k=1

F kh g
itg(R(X,Y )ek, ei)−

4mX
t=1

gitF ht g(R(X,Y )ei, ei)

= −
4mX
k=1

A(X,Y ) +
4mX
k=1

GkkC(X,Y )

ve de

4mX
i=1

F ihg
iig(R(X,Y )ei, ei) +

4mX
i=1

F hi g
iig(R(X,Y )ei, ei) = 4mA(X,Y )

bulunur. Bu son eşitlikten

A(X,Y ) =
1

2m

4mX
i=1

g (R(X,Y )ei, Fei)
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elde edilir. Benzer şekilde diğer eşitliklerde ispatlanabilir.

Lemma 3.2.5. (M,V, g), 4m−boyutlu bir kuaterniyon Kähler manifoldu,

Rhkji Riemann curvature tensörünün bileşenleri veKkjih =
4mP
t=1

Rtkjigth Riemann Cristof-

fel curvature tensörünün bileşenleri olsun. Bu durumda

(i)
4mP
t=1

RhkjtF
t
i −

4mP
s=1

RskjiF
h
s = CkjG

h
i −BkjHh

i

4mP
t=1

RhkjtG
t
i −

4mP
s=1

RskjiG
h
s = −CkjF hi +AkjHh

i

4mP
t=1

RhkjtH
t
i −

4mP
s=1

RskjiH
h
s = BkjF

h
i −AkjHh

i


(3.2.8)

olur. Burada

A =
1

2

4mX
i,j=1

Aijdxi ∧ dxj, B =
1

2

4mX
i,j=1

Bijdxi ∧ dxj, C =
1

2

4mX
i,j=1

Bijdxi ∧ dxj

dir.

(ii)

−
4mP
t,s=1

(Kh
kjtsF

t
i F

s
h) +Kkjih = CkjHih +BkjGih

−
4mP
t,s=1

(Kh
kjtsG

t
iG

s
h) +Kkjih = AkjFih + CkjHih

−
4mP
t,s=1

(Kh
kjtsG

t
iG

s
h) +Kkjih = BkjGih +AkjFih.


(3.2.9)

(iii)

Akj =
1
2m

4mP
i,h

KkjihF
ih = − 1

m

4mP
i,h

KkihjF
ih

Bkj =
1
2m

4mP
i,h

KkjihG
ih = − 1

m

4mP
i,h

KkihjG
ih

Akj =
1
2m

4mP
i,h

KkjihH
ih = − 1

m

4mP
i,h

KkihjH
ih.


(3.2.10)

İspat. (i) (M,V, g) bir kuaterniyon Kähler manifoldu olduğundan Teorem 3.2.1 in

(ii) şıkkını kullanabiliriz. Buna göre
¡
[D∂k , D∂j ]F

¢
(∂i) ifadesini hesaplayalım.

¡
[D∂k ,D∂j ]F

¢
(∂i) =

¡
D∂k(D∂jF ),D∂j(D∂kF )

¢
(∂i)

= D∂k

¡
(D∂jF )∂i

¢
− (D∂jF )(D∂k∂i)−D∂j ((D∂kF )∂i)
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+(D∂kF )(D∂j∂i)

= D∂k

¡
D∂j(F∂i)− F (D∂j∂i)

¢
−D∂j (D∂k(F∂i)− F (D∂k∂i))

−(D∂jF )(D∂k∂i) + (D∂kF )(D∂j∂i)

= D∂k

¡
D∂j(F∂i)

¢
−D∂k

¡
F (D∂j∂i)

¢
−D∂j (D∂k(F∂i))

+D∂j (F (D∂k∂i))− (D∂jF )(D∂k∂i) + (D∂kF )(D∂j∂i)

= D∂k

¡
D∂j(F∂i)

¢
−D∂j (D∂k(F∂i))−D∂k

¡
F (D∂j∂i)

¢
+D∂j (F (D∂k∂i))− (D∂jF )(D∂k∂i) + (D∂kF )(D∂j∂i)

= [D∂k ,D∂j ](F∂i)− (D∂kF )(D∂j∂i)− FD∂k(D∂j∂i)

+(D∂jF )(D∂k∂i) + FD∂j(D∂k∂i)− (D∂jF )(D∂k∂i)

+(D∂kF )(D∂j∂i)

= [D∂k ,D∂j ](F∂i)− F
¡
[D∂k ,D∂j ](∂i)

¢
= R(∂k, ∂j)F (∂i)− F (R(∂k, ∂j)∂i)

olduğundan ¡
[D∂k ,D∂j ]F

¢
(∂i) =

4mX
h,t=1

(RhkjtF
t
i −RtkjiF ht )∂h (3.2.11)

elde edilir. Dğer taraftan

¡
[D∂k ,D∂j ]F

¢
∂i =

¡
D∂k(D∂jF ), D∂j(D∂kF )

¢
∂i

=
¡
D∂k(rjG− qjH)−D∂j(rkG− qkH)

¢
∂i

= (
∂rj
∂xk

G+ rjD∂kG−
∂qj
∂xk

H − qjD∂kH −
∂rk
∂xj

G

−rkD∂JG+
∂qk
∂xj

H + qkD∂JH )∂i

= (
∂rj
∂xk

G+ rj(−rkF + pkH)−
∂qj
∂xk

H − qj(qkF − pkG)

−∂rk
∂xj

G− rk(−rjF + pjH) +
∂qk
∂xj

H + qk(qjF − p)G)∂i

= (
∂rj
∂xk

G− rjrkF + rjpkH −
∂qj
∂xk

H − qjqkF + qjpkG

−∂rk
∂xj

G+ rkrjF − rkpjH +
∂qk
∂xj

H + qkqjF − qkpjG)∂i

= ((
∂rj
∂xk
− ∂rk

∂xj
+ pkqj − pjqk)G− (

∂qj
∂xk
− ∂qk

∂xj
+ pjrk − pkr)jH )∂i
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ve böylece ¡
[D∂k , D∂j ]F

¢
∂i =

4mX
h=1

(CkjG
h
i −BkjHh

i )∂h

bulunur. Bu son eşitlikle (3.2.11) denklemi birlikte gözönüne alındığında (3.2.8) in

ilk denklemi elde edilir. Benzer şekilde (3.2.8) in diğer denklemleri de bulunabilir.

(ii) (3.2.9) un ilk denklemini bulabilmek için (3.2.8) in ilk denkleminin her iki tarafını

Fhu =
4mP
α=1

Fα
h gαu ile çarpalım. Bu durumda

4mX
h=1

Ã
4mX
t=1

RhkjtF
t
i −

4mX
s=1

RskjiF
h
s

!Ã
4mX
α=1

Fα
h gαu

!
=

4mX
t,h=1

¡
CkjG

h
i −BkjHh

i

¢
F thgtu

olup buradan

4mX
h,t,α=1

RhkjtF
t
i F

α
h gαu −

4mX
s,α,h=1

RskjiF
h
s F

α
h gαu =

4mX
t,h=1

¡
CkjG

h
i −BkjHh

i

¢
F thgtu

olduğundan (3.2.2) ve (3.2.4) uyarınca

4mX
t,α=1

KkjtαF
t
i F

α
u +Kkjiu = CkjHiu +BkjGiu

elde edilir. Benzer şekilde (3.2.9) un diğer denklemleri de ispatlanabilir.

(iii) (3.2.10) un ilk denklemini bulabilmek için (3.2.9) un ikinci denkleminin her iki

tarafını Fih =
4mP
t=1

gitF ht ile çarpalım. Böylece

4mX
i,h=1

ÃÃ
−

4mX
t,s=1

KkjtsG
t
iG

s
h

!
+Kkjih

!Ã
4mX
u=1

giuF hu

!

=
4mX

i,h,s=1

Ã
AkjFih

4mX
s=1

gisF hs + CkjGih

4mX
s=1

gisF hs

!

bulunur. Buradan i̧sleme devam edilirse

2
4mX
i,h=1

KkjihF
ih = 4mAkj ⇒ Akj =

1

2m

4mX
i,h=1

KkjihF
ih
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olur. Dğer taraftan

4mX
t,s=1

KktshF
ts =

1

2

4mX
t,s=1

(Kktsh −Kksth)F
ts

=
1

2

4mX
t,s=1

(Kktsh +Kskth)F
ts

= −1
2

4mX
t,s=1

KktshF
ts

= −mAkh

olacağından

Akh = −
1

m

4mX
t,s=1

KktshF
ts

elde edilir. Benzer düşünce ile (3.2.10) un diğer iki denklemi de gösterilebilir.

Lemma 3.2.6. (M,V, g) bir kuaterniyon Kähler manifoldu, V nin kanonik lokal

bazı {F,G,H} ve M nin Ricci tensörü S olsun. Bu durumda X,Y ∈ χ(M) için

S(X,Y ) = −mA(X,FY )−B(X,GY )− C(X,HY )

S(X,Y ) = −A(X,FY )−mB(X,GY )− C(X,HY )

S(X,Y ) = −A(X,FY )−B(X,GY )−mC(X,HY )

 (3.2.12)

olur. Eğer m = 1 ise,

S(X,Y ) = −A(X,FY )−B(X,GY )− C(X,HY ) (3.2.13)

ve m > 1 ise,

S(X,Y ) = −(m+ 2)A(X,FY ) = −(m+ 2)B(X,GY ) = −(m+ 2)C(X,HY )

(3.2.14)

gerçeklenir.
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İspat. Ricci tensörünün tanımından

S(X,Y ) =
4mX
i=1

g(R(ei, X)Y, ei) (3.2.15)

olduğunu biliyoruz. Lemma 3.2.3 ün ilk denkleminde X → ei, Y → X, Z → Y ve

W → ei yazılırsa,

g(R(ei,X)FY, Fei)− g(R(ei,X)Y, ei) = C(ei,X)g(Y,Hei) +B(ei,X)g(Y,Gei)

olup buradan

g(R(ei, x)Y, ei) = g(R(ei, X)FY, Fei)− C(ei,X)g(Y,Hei)−B(ei,X)g(Y,Gei)

bulunur. Bunu (3.2.15) denkleminde yerine yarasak,

S(X,Y ) =
4mX
i=1

g(R(ei,X)FY, Fei)−
4mX
i=1

B(ei,X)g(Y,Gei)−
4mX
i=1

C(ei, X)g(Y,Hei)

=
4mX
i=1

g(R(X, ei)Fei, FY )−
4mX
i=1

B(ei,X)g(Y,Gei)−
4mX
i=1

C(ei,X)g(Y,Hei)

olur. Ayrıca

4mX
i=1

g(R(X, ei)Fei, Y ) =
1

2

4mX
i=1

[g(R(X, ei)Fei, Y )− g(R(X,Fei)ei, Y )]

=
1

2

4mX
i=1

[g(R(X, ei)Fei, Y ) + g(R(Fei, X)ei, Y )]

=
1

2

4mX
i=1

g(R(Fei, ei)X,Y )

= −1
2

4mX
i=1

g(R(X,Y )ei, Fei)

olacağından Lemma 3.2.4 uyarınca

4mX
i=1

g(R(X, ei)Fei, Y ) = −mA(X,Y )
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olur. Bu son eşitlite Y → FY alınırsa, sonuç olarak (3.2.12) nin ilk denklemi bulunur.

Benzer şekilde (3.2.12) nin diğer iki denklemi de kolayca görülebilir. Eğer m = 1

alınır ve bu üç denklem taraf tarafa toplanırsa, bu durumda (3.2.13) elde edilir.

Şimdi lemmanın son eşitliklerini gösterelim. Lemmada verilen (3.2.12) nin birinci ve

ikinci denklemi ile birinci ve üçüncü denklemini taraf tarafa çıkarırsak

0 = (1−m)A(X,FY )− (1−m)C(X,HY )

ve

0 = (1−m)A(X,FY )− (1−m)B(X,GY )

olur ve m > 1 olduğundan

A(X,FY ) = B(X,GY ) = C(X,HY )

bulunur. O halde buradan da (3.2.14) eşitliği elde edilir.

Lemma 3.2.7. M = (M,V, g) bir kuaterniyon Kähler manifoldu, V nin kanonik

lokal bazı {F,G,H} ve M nin Riemann curvature tensörü R, Ricci tensörü S olmak

üzere m > 1 ve her X,Y,Z ∈ χ(M) için

g(R(X,Y )FZ,FW )− g(R(X,Y )Z,W ) =
1

m+ 2
[g(Z,HW )S(X,HY )

+g(Z,GW )S(X,GY )]

g(R(X,Y )GZ,GW )− g(R(X,Y )Z,W ) =
1

m+ 2
[g(Z,FW )S(X,FY )

+g(Z,HW )S(X,HY )]

g(R(X,Y )HZ,HW )− g(R(X,Y )Z,W ) =
1

m+ 2
[g(Z,GW )S(X,GY )

+g(Z,FW )S(X,FY )]

gerçeklenir.
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İspat. Lemma 3.2.3 ün ilk denkleminden

g(R(X,Y )FZ,FW )− g(R(X,Y )Z,W ) = C(X,Y )g(Z,HW )

+B(X,Y )g(Z,HW )
(3.2.16)

yazabiliriz. (3.2.14) ten

S(X,Y ) = −(m+ 2)C(X,HY )⇒ C(X,Y ) =
1

m+ 2
S(X,HY )

ve benzer şekilde

B(X,Y ) =
1

m+ 2
S(X,GY )

olur. Bunları (3.2.16) denkleminde yerlerine yazarsak,

g(R(X,Y )FZ, FW )− g(R(X,Y )Z,W ) =
1

m+ 2
[g(Z,HW )S(X,HY )

+g(Z,HW )S(X,GY )]

elde edilir. Benzer şekilde diğer denklemler de bulunabilir.

Lemma 3.2.8. M = (M,V, g) bir kuaterniyon Kähler manifoldu, V nin kanonik

lokal bazı {F,G,H} ve M nin Ricci tensörü S olmak üzere X,Y ∈ χ(M) için

S(FX,FY ) = S(X,Y ), S(GX,GY ) = S(X,Y ), S(HX,HY ) = S(X,Y ) (3.2.17)

S(FX, Y ) + S(X,FY ) = 0, S(GX, Y ) + S(X,GY ) = 0,

S(HX,Y ) + S(X,HY ) = 0,
(3.2.18)

olur.

İspat. (3.2.14) ten

S(FX,FY ) = −(m+ 2)A(FX,F 2Y )

= −(m+ 2)A(FX,−Y )

= (m+ 2)A(FX, Y ) (3.2.19)
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olup A anti-simetrik olduğundan

A(FX, Y ) = −A(Y, FX)

yazabiliriz. Buradan

A(FX, Y ) = A(−Y, FX)

= A(F 2Y, FX)

= A(FY,X)

bulunur. Bunu (3.2.19) denkleminde yerine yazarsak

S(FX,FY ) = (m+ 2)A(FY,X)

= −(m+ 2)A(X,FY )

= S(X,Y )

elde edilir. Benzer şekilde (3.2.17) nin diğer eşitlikleri de gösterilebilir.

Şimdi (3.2.18) deki eşitlikleri gösterelim. Bunun için S(FX,FY ) = S(X,Y ) eşitliğinde

X → FY yazarsak

S(F 2X,FY ) = S(FX, Y ) ⇒ S(−X,FY ) = S(FX, Y )

⇒−S(X,FY ) = S(FX, Y )

⇒ S(FX, Y ) + S(X,FY ) = 0

bulunur. Yine benzer i̧slemler yapılarak (3.2.18) deki diğer ifadeler de kolayca

görülebilir.

Lemma 3.2.9. M = (M,V, g) bir kuaterniyon Kähler manifoldu, V nin kanonik

lokal bazı {F,G,H} ve M nin Ricci tensörü S ve Riemann konneksiyonu D olmak

üzere X,Y, Z ∈ χ(M) için

(DXS)(Y, FZ) + (DXS)(Z,FY ) = 0
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ve m > 1 için

(DXS)(Y,Z) + (DXS)(FZ,FY ) = 0

dır.

İspat. Öncelikle

(DXS)(Y, FZ) + (DXS)(Z, FY ) = DX (S(Y, FZ))− S(DXY, FZ)− S(Y,DX(FZ))

+DX (s(Z,FY ))− S(DXZ,FY )− S(Z,DX(FY ))

olduğundan (3.2.18) uyarınca

(DXS)(Y, FZ) + (DXS)(Z, FY ) = DX (S(Y, FZ))− S(DXY, FZ)

−S (Y, (DXF )Z + F (DXZ))−DX (S(Y, FZ))

−S(DXZ,FY )− S (Z, (DXF )Y + FDXY )

olup Teorem 3.2.1’i de dikkate alacak olursak

(DXS)(Y, FZ) + (DXS)(Z, FY ) = S(DXY, FZ)− S (Y, (r(X)− q(X)H)Z)

−S(Y, F (DXZ))− S(DXZ,FY )

−S (Z, (r(X)G− q(X)H)Y )− S(Z,F (DXY ))

= S(DXY, FZ)− r(X)S(Y,GZ) + q(X)S(Y,HZ)

−S(Y, F (DXZ))− S(DXZ,FY )− r(X)S(Z,HY )

−S(Z,F (DXY ))

= 0

elde edilir. Lemmadaki diğer eşitlik te benzer yolla gösterilebilir.

Lemma 3.2.10. Lemma 3.2.5 in notasyon ve kabulleri altında (U, xh) da {xh}

koordinat sistemine göre Ricci tensörünün bileşenleri Rij ve boyM = 4m, m ≥ 1

olsun. Bu durumda
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(i) Eğer m > 1 ise,

− 1

m+ 2
Rkh =

4mX
s=1

AksF
sh =

4mX
s=1

BksG
sh =

4mX
s=1

CksH
sh (3.2.20)

ve eğer m = 1 ise

Rkh = −
4mX
s=1

(AksF
s
h +BksF

s
h + CksF

s
h) (3.2.21)

olur.

(ii) Eğer m > 1 ise,

Akh =
1

m+ 2

4mP
s=1

RksF
s
h

Bkh =
1

m+ 2

4mP
s=1

RksG
s
h

Akh =
1

m+ 2

4mP
s=1

RksH
s
h


(3.2.22)

dir.

(iii)

Rkj =
4mX
t,s=1

RtsF
t
kF

s
j =

4mX
t,s=1

RtsG
t
kG

s
j =

4mX
t,s=1

RtsH
t
kH

t
s (3.2.23)

gerçeklenir.

İspat. (3.2.9) un ilk denkleminin her iki tarafını gji ile çarparsak

4mX
i,j=1

Ã
−

4mX
t,s=1

KkjtsF
jtF sh +Rkh

!
=

4mX
i,j=1

(CkjHihg
ji +BkjGihg

ji)

=
4mX
i,j=1

(CkjH
m
i gmhg

ji +BkjG
m
i gmhg

ji)

bulunur. (3.2.10) dan

m
4mX
s=1

AksF
s
h +Rkh = −

4mX
j=1

(CkjH
j
hBkjG

j
h)
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olacağından

Rkh =
4mX
s=1

(−mAksF sh −BksGsh − CksHs
h)

elde edilir. Yine benzer hesaplamalarla

Rkh =
4mX
s=1

(−AksF sh −mBksGsh − CksHs
h)

ve

Rkh =
4mX
s=1

(−AksF sh −BksGsh −mCksHs
h)

eşitlikleri de elde edilebilir. Bu son üç denklemde m = 1 alınırsa (3.2.21) bu-

lunur. Ayrıca bu son üç denklemde birinci ile ikinci ve birinci ile üçüncü taraf

tarafa çıkarılırsa

0 =
4mX
s=1

[(−m+ 1)AksF sh − (1−m)BksGsh]

ve

0 =
4mX
s=1

[(−m+ 1)AksF sh − (1−m)CksHs
h]

bulunur. Eğer m > 1 ise

4mX
s=1

AksF
sh =

4mX
s=1

BksG
sh =

4mX
s=1

CksH
sh

olup dolayısıyla (3.2.20) elde edilir.

(ii) Eğer m > 1 ise

Akh =
4mX
s=1

Aksδ
s
h = −

4mX
s=1

AksF
s
t F

t
h =

1

m+ 2

4mX
t=1

RktF
t
h

olur. Benzer şekilde (3.2.22) nin eşitlikleri de elde edilebilir.

Lemma 3.2.11. Lemma 3.2.10 un notasyon ve kabulleri altında aşağıdakiler gerçek-

lenir:
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(i)

dA+ q ∧ C − r ∧B = 0

dB + r ∧A− p ∧ C = 0

dC + p ∧B − q ∧A = 0.

 (3.2.24)

(ii) Eğer boyM > 4 ise,

D∂kRji =
4mX
t,s=1

(D∂kRts)F
t
jF

s
i . (3.2.25)

İspat. (i) Lemma 3.2.2 den A = dp + q ∧ r, B = dq + r ∧ p ve C = dr + p ∧ q

olduğunu biliyoruz. Buradan

dA = d(dp) + d(q ∧ r)

= d2p+ dq ∧ r + q ∧ dr

= dq ∧ r + q ∧ dr

ve dq = B − r ∧ p ve dr = C − p ∧ q bulunur. O halde

dA = dq ∧ r + q ∧ dr ⇒ dA− dq ∧ r − q ∧ dr = 0

⇒ dA− (B − r ∧ p) ∧ r − q ∧ (C − p ∧ q) = 0

⇒ dA−B ∧ r − q ∧ C = 0

olur. Benzer şekilde (3.2.24) ün ikinci ve üçüncü denklemleri de bulunabilir.

(ii) (3.2.23) ten

D∂kRji = D∂k

Ã
4mX
t,s=1

RtsF
t
jF

s
i

!
=

4mX
t,s=1

D∂k(RtsF
t
jF

s
i )

=
4mX
t,s=1

£
(D∂kRts)F

t
jF

s
i +Rts

¡
(D∂kF

t
j )F

s
i + F

t
j (D∂kF

s
i )
¢¤

=
4mX
t,s=1

(D∂kRts)F
t
jF

s
i
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elde edilir. Bu ise (3.2.25) i verir.

Teorem 3.2.3. Boyutu 8 veya daha büyük olan herhangi bir kuaterniyon Kähler

manifoldunun Ricci tensörü paraleldir.

İspat. Eğer boyM = 4m ise, bu durumda m > 1 için

4mX
s=1

(D∂kRjs)F
s
i =

4mX
s=1

[D∂k(RjsF
s
i )−Rjs(D∂kF

s
i )]

olur. Teorem 3.2.1 den

4mX
s=1

(D∂kRjs)F
s
i =

4mX
s=1

[D∂k(RjsF
s
i )−Rjs(rkGsi − qkHs

i )]

olup (3.2.22) uyarınca

4mX
s=1

(D∂kRjs)F
s
i = D∂k((m+ 2)Aji)−

4mX
s=1

Rjs(rkG
s
i − qkHs

i )

elde edilir. Burada k → i, j → k ve i→ j alırsak

4mX
s=1

(D∂kRks)F
s
j = D∂i((m+ 2)Akj)−

4mX
s=1

Rks(riG
s
j − qkiHs

j )

olur ve (3.2.20) den

4mX
s=1

£
(D∂kRis)F

s
i + (D∂jRis)F

s
k + (D∂jRks)F

s
j

¤
= (m+ 2)

µ
∂Aji
∂xk

+
∂Aik
∂xj

+
∂Akj
∂xi

¶
−(m+ 2)(rkBji − qkCji + rjBik

−qjCik + riBkj − qiCkj)

bulunur. Eğer (3.2.24) ün ilk denklemi gözönüne alınırsa

4mX
s=1

£
(D∂kRjs)F

s
i + (D∂jRis)F

s
k + (D∂jRks)F

s
j

¤
= 0
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dır. Bu son denklemin her iki tarafı F ih ile çarpılırsa

4mX
s=1

(D∂kRjs)F
s
i F

i
h +

4mX
s=1

£
(D∂jRis)F

s
kF

i
h + (D∂jRks)F

s
j F

i
h

¤
= 0

olacaktır. Şimdi (3.2.25) den

−D∂kRjh +
4mP
i,s=1

(D∂jRis)F
s
kF

i
h +

4mP
i,s=1

(D∂iRks)F
s
j F

i
h = 0

⇒ −D∂kRjh +D∂jRkh +
4mP
i,s=1

(D∂iRks)F
s
j F

i
h = 0

⇒ D∂jRkh −D∂kRjh = −
4mP
i,s=1

(D∂iRks)F
s
j F

i
h

bulunur. Burada i→ t, j → h ve h→ j alırsak

D∂jRkh −D∂kRjh = −
4mX
s,t=1

(D∂tRks)F
s
hF

t
j

olur. Ayrıca (3.2.25) e benzer şekilde

D∂tRks =
4mX
a,b=1

(D∂tRba)G
b
kG

t
s

olduğu gösterilebilir. Böylece

D∂jRkh −D∂kRjh = −
4mX

a,b,s,t=1

(D∂tRba)G
b
kG

a
sF

t
hF

s
j

= −
4mX

a,b,s,t=1

(D∂tRba)G
c
bH

b
kF

a
j

= −
4mX

a,b,c=1

(D∂cRba)H
c
hF

b
kG

a
j
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veya

4mX
a,b,c=1

(D∂cRba)F
c
kG

b
jH

a
i =

4mX
a,b,c=1

(D∂cRba)G
c
kHF

a
i (3.2.26)

=
4mX

a,b,c=1

(D∂cRba)H
c
kF

b
jG

a
i

olur. (3.2.26) denkleminin her iki tarafını Hk
rF

j
qG

i
p ile çarparsak

4mX
a,b,c,
i,j,k=1

(D∂cRba)F
c
kG

b
jH

a
i H

k
rF

j
qG

i
p =

4mX
a,b,c,
i,j,k=1

(D∂cRba)G
c
kH

b
jF

a
i H

k
rF

j
qG

i
p

olup buradan i̧sleme devam edilirse

−
4mX

a,b,c=1

(D∂cRba)G
c
rH

b
qF

a
p =

4mX
a,b,c=1

(D∂cRba)F
c
rG

b
qH

a
p (3.2.27)

olur. (3.2.26) ve (3.2.27) denklemlerinin kaŗsılaştırılmasıyla

4mX
a,b,c=1

(D∂cRba)F
c
kG

b
jH

a
i = 0

olduğu görülür ki buradan

D∂cRba = 0

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.

Teorem 3.2.4. M = (M,V, g) kuaterniyon Kähler manifoldu sıfırdan farklı sabit

Riemann eğriliğine sahipse, bu durumda M dört boyutludur.

İspat. c sabit eğrilikli bir uzay için

Rhijk = c(δ
h
kgij − δhj gik) ve Kkjil = c(gklgij − gjlgki) (3.2.28)

olğunu biliyoruz (bkz. Doğanaksoy 1983). (3.2.28) deki ikinci denklemin her iki
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tarafını F itF
l
s ile çarparsak

4mX
i,l=1

KkjilF
i
tF

l
s = c

4mX
i,l=1

(gklgijF
i
tF

l
s − gjlgkiF itF ls)

olur ve Lemma 3.2.1 den

4mX
i,l=1

KkjilF
i
tF

l
s = c(FksFjt − FjsFkt (3.2.29)

bulunur. Şimdi (3.2.28) deki ikinci denklemi (3.2.10) da yerine yazarsak

Akj =
1

2m

4mX
i,l=1

KkjilF
il =

c

2m

4mX
i,l=1

(gklgji − gjlgki)F il

=
c

2m

4mX
i,l,t=1

(gklgjig
itF lt − gjlgkigitF lt )

=
c

2m

4mX
t,l=1

(gklδ
t
jF

l
t − gjlδtkF lt )

=
c

2m
(Fjk − Fkj)

= − c
m
Fkj

bulunur. Burada boyM = 4m dir. Benzer hesaplamalarla

Bkj = −
c

m
Gkj ve Ckj = −

c

m
Hkj (3.2.30)

elde edilir. Şimdi de (3.2.28) deki ikinci denklemi, (3.2.29) u ve (3.2.30) u (3.2.9) da

yerine yazacak olursak

−c(FkhFji − FjhFki) + c(gkhgji − gjhgki) = −
c

m
(HkjHih +GkjGih)

olur. Bu denklemin her iki tarafını gji ile çarparsak

90



−c
4mX

i,j,s,t=1

(F skgshF
t
j gjig

ji − F sj gshF tkgtigji) + c
4mX
i,j=1

(gkhgjig
ji − gjhgkigji)

= − c
m

4mX
i,j,s,t=1

(Hs
kH

t
igsjgthg

ij +GskG
t
igsjgthg

ji)

olup buradan

−c
P4m

s,t=1(F
s
kF

t
t gsh − F st F tkgsh) + c(4mgkh − gkh) = − c

m
(Hs

kH
t
sgth +G

s
kG

t
sgth)

⇒−cgkh + 4cmgkh − cgkh =
2c

m
gkh

⇒ c

m
(m− 1)(2m+ 1)gkh = 0

bulunur. Eğer c 6= 0 ise, m = 1 elde ederiz. Yani boyM = 4m = 4 boyutlu olur.
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4. BÖLÜNMÜŞ KUATERNİYON KÄHLER MANİFOLDLARI

4.1. Hemen Hemen Bölünmüş Kuaterniyon Manifoldlar

Hemen Hemen bölünmüş kuaterniyon manifoldlara değinmeden önce bir giri̧s olarak

H 0 bölünmüş kuaterniyonlar halkası olmak üzere

(H 0)n = {(q1, q2, ..., qn) | qi ∈ H 0, 1 ≤ i ≤ n}

ve

E4n2 = {X = (x1, x2, ..., x4n) |xi ∈ R, < X,X >= −x21−x22+x23+...+x24n, 1 ≤ i ≤ 4n}

cümleleri arasında aşağıdaki gibi bire-bir bir eşleme kuracağız.

E4n2 → (H 0)n

(x1, x2, ..., x4n) → (x1, ..., xn) + (xn+1, ..., x2n)
−→e1 + (x2n+1, ..., x3n)−→e2

+(x3n+1, ..., x4n)
−→e3

Burada α = (1, 2, ..., n) olmak üzere

(x1, ..., xn) + (xn+1, ..., x2n)
−→e1 + (x2n+1, ..., x3n)−→e2 + (x3n+1, ..., x4n)−→e3

resmini

qα = xα + xn+α
−→e1 + x2n+α−→e2 + x3n+α−→e3

biçiminde göstereceğiz. Bu eşleme ileE4n2 ve (H 0)n uzaylarından herhangi bir tanesin-

deki bir vektör, diğer uzayda da bir vektör olarak görülebilir. Bu eşleme ile E4n2 de
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aşağıdaki şekilde F0, G0,H0 lineer dönüşümlerini şu şekilde tanımlarız:

F0 : E
4n
2 → E4n2

x → F0(x) =
−→e1 x,

G0 : E
4n
2 → E4n2

x → G0(x) =
−→e2 x,

H0 : E
4n
2 → E4n2

x → H0(x) =
−→e3 x.


(4.1.1)

Burada x ∈ E4n2 yerine (H 0)n deki kaŗsılığı olan qα alınarak −→e1 ,−→e2 ,−→e3 ler cindinden

eşlemede verildiği gibi ifade edilecektir. Buna göre, F0, G0,H0 lineer dönüşümleri

aşağıdaki özellikleri sağlarlar:

F0(qα) = −→e1 qα

= −→e1 (xα + xn+α−→e1 + x2n+α−→e2 + x3n+α−→e3 )

= −xn+α + xα−→e1 − x3n+α−→e2 + x2n+α−→e3

ve

F 20 (qα) = F0(F0(qα))

= F0(−xn+α + xα−→e1 − x3n+α−→e2 + x2n+α−→e3 )

= −xα − xn+α−→e1 − x2n+α−→e2 − x3n+α−→e3

= −qα

olduğundan

F 20 = −I

olur. Ayrıca

G0(qα) = −→e2 qα

= −→e2 (xα + xn+α−→e1 + x2n+α−→e2 + x3n+α−→e3 )

= x2n+α − x3n+α−→e1 − xα−→e2 − xn+α−→e3
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ve

G20(qα) = xα + xn+α
−→e1 + x2n+α−→e2 + x3n+α−→e3

= qα

olduğundan

G20 = I

olur. Şimdi de

H0(qα) = −→e3 qα

= −→e3 (xα + xn+α−→e1 + x2n+α−→e2 + x3n+α−→e3 )

= x3n+α + x2n+α
−→e1 + xn+α−→e2 + xα−→e3

ve buradan

H2
0(qα) = xα + xn+α

−→e1 + x2n+α−→e2 + x3n+α−→e3 = qα

olduğundan

H2
0 = I

elde edilir. Ayrıca

(F0G0)(qα) = F0(G0(qα))

= F0(x2n+α − x3n+α−→e1 − xα−→e2 − xn+α−→e3 )

= x3n+α + x2n+α
−→e1 + xn+α−→e2 + xα−→e3

= H0(qα)

eşitliğinden

F0G0 = H0

ve

(G0F0)(qα) = G0(F0(qα))

= G0(−xn+α + xα−→e1 − x3n+α−→e2 + x2n+α−→e3 )
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= −x3n+α − x2n+α−→e1 − xn+α−→e2 − xα−→e3

= −H0(qα)

eşitliğinden ise

G0F0 = −H0

elde edilir. Benzer şekilde

−G0H0 = H0G0 = F0 ve H0F0 = −F0H0 = G0

olduğunu görmek kolaydır. Bulunan bu eşitlikleri topluca yazacak olursak

F 20 = −I, G20 = H2
0 = I, F0G0 = −G0F0 = H0,

−G0H0 = H0G0 = F0, H0F0 = −F0H0 = G0

olur.

Tanım 4.1.1. {F0, G0, H0} lineer dönüşümlerin cümlesine, E4n2 uzayında standart

kuaterniyon yapı denir.

Tanım 4.1.2. (E4n2 ,+) nin bir Abel grubu olduğunu biliyoruz. Skalarla çarpma

i̧slemi şöyle verilsin: q = a+ b−→e1 + c−→e2 + d−→e3 ∈ H 0 olmak üzere

· : H 0 ×E4n2 → E4n2

(q, x) → q · x = (a+ b−→e1 + c−→e2 + d−→e3 ) · x

= ax+ b−→e1 x+ c−→e2 x+ d−→e3 x

ve (4.1.1) den

= ax+ bF0(x) + cG0(x) + dH0(x)

olur. Tanımlanan bu i̧slemlerle birlikte E4n2 , H
0 kuaterniyonlar halkası üzerinde bir

modül olur. Biz bu yapıyaE4n2 nin bölünmüş kuaterniyonik vektör uzayı yapısı

diyeceğiz.

Sonuç olarak E4n2 , n−boyutlu bir kuaterniyonik vektör uzayıdır (Doğanaksoy 1983).

Önerme 4.1.1. E4n2 , {F0, G0, H0} standart kuaterniyon yapısı ile bir bölünmüş
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kuaterniyonik vektör uzayı olsun. {q1, q2, ..., qn}, E4n2 nin bir kuaterniyonik bazı

ise qi (1 ≤ i ≤ n) lere R4n de kaŗsılık gelen vektörler xi (1 ≤ i ≤ n) ler olmak

üzere {x1, ..., xn, F0(x1), ..., F0(xn), G0(x1), ..., G0(xn),H0(x1), ...,H0(xn)} de E4n2 nin

bir reel bazı olur.

İspat. Herhangi y ∈ E4n2 elemanı {x1, x2, ..., xn} bölünmüş kuaterniyonik bazı

cinsinden tek türlü yazılabilir. Buradan qα = aα + bα−→e1 + cα−→e2 + dα−→e3 olmak üzere

y =
nX

α=1

pαqα

=
4mX
α=1

(aα + bα
−→e1 + cα−→e2 + dα−→e3 )xα

=
4mX
α=1

(aαxα + bαF0(xα) + cαG0(xα) + dαH0(xα))

olur. aα, bα, cα, dα ∈ R olacak biçimde y ∈ E4n2 tek türlü yazılabileceğinden {x1, ..., xn,

F0(x1), ..., F0(xn), G0(x1), ..., G0(xn),H0(x1), ..., H0(xn)} cümlesi reel vektör uzayı ola-

rak E4n2 nin bir bazıdır.

Tanım 4.1.3. Mn
2 bir Lorentz manifoldu veM

n
2 üzerinde aşağıdaki şartları sağlayan

(1, 1)−tipli tensörlerden oluşan 3−boyutlu bundle V olsun. Mn
2 nin herhangi bir U

koordinat komşuluğunda V nin aşağıdaki şartları sağlayan bir {F,G,H} lokal bazı

vardır öyle ki,

F 2 = −I, G2 = H2 = I, FG = −GF = H,

−GH = HG = F, HF = −FH = G

dir. Burada I, Mn
2 deki (1, 1)−tipli özdeşlik dönüşümüdür.

Tanım4.1.1. {F,G,H} bazına U komşuluğunda V bundle’ının kanonik lokal bazı

denir. Bu durumda V, Mn
2 üzerinde bir hemen hemen bölünmüş kuaterniyon

yapı olur.

Tanım 4.1.5. Üzerinde hemen hemen bölünmüş kuaterniyon yapı bulunduran difer-

ensiyellenebilir Mn
2 Lorentz manifolduna bir hemen hemen bölünmüş kuater-
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niyon manifold denir ve (Mn
2 , V ) ile gösterilir.

Önerme 4.1.2. M, 4n−boyutlu diferensiyellenebilir reel bir Lorentz manifoldu ol-

sun. Bu durumda (M,V ) hemen hemen bölünmüş kuaterniyonmanifoldu n−boyutlu-

dur.

İspat. (M,V ) bir hemen hemen bölünmüş kuaterniyon manifold olsun. M üz-

erindeki hemen hemen bölünmüş kuaterniyon V yapısı, her bir x ∈M noktasındaki

TM(x) uzayında aşağıdaki gibi bir kuaterniyonik vektör uzayı yapısı tanımlar.

V bundle’ının TM(x) deki lokal bazı {F,G,H} olsun. Bu durumda 4n−boyutlu

TM(x) uzayını şu şekilde bir bölünmüş kuaterniyonik vektör uzayına çevirebiliriz:

Öncelikle (TM(x),+) bir Abel grubudur. Skalarla çarpma i̧slemi ise

· : H 0 × TM(x) → TM(x) ; q = a+ b
−→e1 + c−→e2 + d−→e3

(q, x) → q · x = (a+ b−→e1 + c−→e2 + d−→e3 ) · x

= ax+ bF (x) + cG(x) + dH(x)

şeklinde tanımlanmak üzere TM(x) bu skalarla çarpma i̧slemiyle birlikte bir bölünmüş

kuaterniyonik vektör uzayı olur.

TM(x) in reel boyutu 4n olduğundan bölünmüş kuaterniyonik boyutu da n olmak

zorundadır.

Lemma 4.1.1. Diferensiyellenebilir reel bir Lorentz M manifoldunun boyutu 4m

(m ≥ 1) olmak üzere (M,V ) bir hemen hemen bölünmüş kuaterniyon manifold ol-

sun. M nin bir U koordinat komşuluğunda V nin kanonik lokal bazı {F,G,H}

ise x ∈ U için TM(x) in bir bölünmüş kuaterniyonik bazı {q1, q2, ..., qm} olmak

üzere qi lere TM(x) reel vektör uzayında kaŗsılık gelen vektörler xi ler olmak üzere

{x1, ..., xm, F (x1), ..., F (xm), G(x1), ..., G(xm),H(x1), ...,H(xm)} cümlesi TM(x) in bir

reel bazıdır.

İspat. TM(x) uzayını m−boyutlu bir bölünmüş kuaterniyonik vektör uzayı yapısına

dönüştürebiliriz. {q1, q2, ..., qm}, TM(x) in bir bölünmüş kuaterniyonik bazı olduğun-

97



dan herhangi bir y ∈ TM(x) elemanını {q1, q2, ..., qm} bazı cinsinden tek türlü yaz-

abiliriz. O halde qα = aα + bα−→e1 + cα−→e2 + dα−→e3 olmak üzere

y =
4mX
α=1

pαqα

=
4mX
α=1

(aα + bα
−→e1 + cα−→e2 + dα−→e3 )xα

=
4mX
α=1

(aαxα + bαF (xα) + cαG(xα) + dαH(xα))

olur. Bu yazılı̧s aα, bα, cα, dα ∈ R olacak biçimde tek türlü olduğundan {x1, ..., xn, F0(x1),

..., F0(xn), G0(x1), ..., G0(xn),H0(x1), ..., H0(xn)} cümlesi reel vektör uzayı olarak TM(x)

uzayını gerer. boyM = 4m olduğundan bu cümle TM(x) in bir reel bazıdır.

Tanım 4.1.6. (M4n
2 , V ) bir hemen hemen bölünmüş kuaterniyon manifold ve M

4n
2

nin bir U koordinat komşuluğunda V nin bir kanonik lokal bazı {F,G,H} olsun.

Eğer her bir U koordinat komşulundaki bir koordinat sistemine göre

F =


0 −I 0 0

I 0 0 0

0 0 0 −I

0 0 I 0


4n×4n

, G =


0 0 −I 0

0 0 0 I

I 0 0 0

0 −I 0 0


4n×4n

, H =


0 0 0 −I

0 0 −I 0

0 I 0 0

I 0 0 0


4n×4n

şeklinde bileşenlere sahip {F,G,H} varsa, V bundle’ına integrallenebilirdir denir.

Burada I, n× n−tipinde birim matristir.

Önerme 4.1.3. Herhangi bir (M,V ) hemen hemen bölünmüş kuaterniyon mani-

foldunda bir g metrik tensörü vardır öyle ki, V nin bir φ cross-section’ı için

g(φ(X), Y ) + g(X,φ(Y )) = 0; ∀X,Y ∈ χ(M)

dır.

İspat. g0, M üzerinde bir metrik tensör olsun. M yarı-Riemann manifoldu üzerinde

bir g tensör alanını aşağıdaki gibi tanımlayalım:
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Her X,Y ∈ χ(M) için

g(X,Y ) = g0(X,Y ) + g0(F (X), F (Y )) + g0(G(X), G(Y )) (4.1.1)

+g0(H(X),H(Y ))

olsun. Burada {F,G,H}, M nin bir U koordinat komşuluğunda V nin bir kanonik

lokal bazıdır. g0 bir metrik tensör olduğundan g nin de bir metrik tensör olduğu

kolayca gösterilebilir.

Şimdi V nin herhangi bir φ cross-section’ı için

g(φ(X), Y ) + g(X,φ(Y )) = 0

eşitliğinin sağlandığını gösterelim. V nin bir φ cross-section’ı {F,G,H} nın lineer

birleşimi olarak tek türlü yazılabileceğinden

φ(X) = a1F (X) + a2G(X) + a3H(X) ve

φ(Y ) = b1F (Y ) + b2G(Y ) + b3H(Y ); ai, bi ∈ R, 1 ≤ i ≤ 3

olur. g nin (4.1.1) deki tanımını kullanarak

g(F (X), Y ) + g(X,F (Y )) = 0,

g(G(X), Y ) + g(X,G(Y )) = 0,

g(H(X), Y ) + g(X,H(Y )) = 0

eşitlikleri kolayca görülebilir. Buradan

g(φ(X), Y ) + g(X,φ(Y )) = g(a1F (X) + a2G(X) + a3H(X), Y )

+g(X, b1F (Y ) + b2G(Y ) + b3H(Y ))

= a1g(F (X), Y ) + a3g(G(X), Y ) + a3g(H(X), Y )

+b1(X,F (Y )) + b2(X,G(Y )) + b3(X,H(Y ))

= (a1 − b1)g(F (X), Y ) + (a2 − b2)g(G(X), Y )
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+(a3 − b3)g(H(X), Y )

= g((a1 − b1)F (X), Y ) + g((a2 − b2)G(X), Y )

+g((a3 − b3)H(X), Y )

olur. φ(X) = a1F (X) + a2G(X) + a3H(X) yazılı̧sı tek türlü olduğundan

g(φ(X), Y ) + g(X,φ(Y )) = 0

elde edilir.

Tanım 4.1.7. (M,V ) bir hemen hemen bölünmüş kuaterniyon manifold olsun ve

g ise Önerme 4.1.3 deki gibi tanımlı bir metrik tensör olsun. Bu durumda (V, g)

ikilisine bir hemen hemen bölünmüş kuaterniyon metrik yapı ve (M,V, g)

üçlüsüne de bir hemen hemen bölünmüş kuaterniyon metrik manifold denir.

4.2. Bölünmüş Kuaterniyon Kähler Manifoldları

Tanım 4.2.1. Eğer V nin her φ cross-section’ı (lokal veya global) için DXφ de V

nin bir cross-section’ı ise (M,V, g) (veya kısaca M) ye bir bölünmüş kuaterniyon

Kähler manifold ve (V, g) ikilisine de bir bölünmüş kuaterniyon Kähler yapı

denir.

Burada X, χ(M) nin keyfi bir elemanı ve D, (M,V, g) nin Levi-Civita konneksi-

yonudur.

Teorem 4.2.1. Bir (M,V, g) hemen hemen bölünmüş kuaterniyon metrik manifoldu

için aşağıdakiler denktir:

(i) (M,V, g) bir bölünmüş kuaterniyon Kähler manifolddur.

(ii) EğerM nin bir U koordinat komşuluğunda V nin b,r kanonik lokal bazı {F,G,H}

ise her X ∈ χ(M) için

DXF = r(X)G+ q(X)H

DXG = r(X)F + p(X)H

DXH = q(X)F − p(X)G
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olur. Burada p, q ve r, U tanımlı belirli lokal 1−formlardır.

İspat. (i) ⇒ (ii). (M,V, g) bir bölünmüş kuaterniyon Kähler manifoldu olsun. Bu

durumda V nin her φ cross-section’ı için DXφ de V nin bir cross-section’ıdır. O

halde her X ∈ χ(M) için

DXF = a11F + a12G+ a13H

DXG = a21F + a22G+ a23H

DXH = a31F + a32G+ a33H

 (4.2.1)

yazabiliriz. Burada aij (1 ≤ i, j ≤ 3) ler U da tanımlı lokal 1−formlardır.

F = −GH ⇒ DXF = DX(−GH)

⇒ DXF = − ((DXG)H +G(DXH))

⇒ a11F + a12G+ a13H = (−a13 − a23) + (a22 + a33)F + a21G+ a31H

olacaktır. Buradan a13 = −a23, a11 = a22 + a33, a12 = a21 ve a13 = a31 olur. Böylece

(4.2.1) sistemi

DXF = (a22 + a33)F + a12G+ a31H

DXG = a12F + a22G+ a23H

DXH = a13F + a32G+ a33H

şeklinde yazılabilir. Ayrıca

G = HF ⇒ DXG = DX(HF )

⇒ DXG = (DXH)F +H(DXF )

⇒ a12F + a22G+ a23H = (a31 − a13) + a12F + (a22 + 2a33)G− a32H

olduğundan a31 = a13, a12 = a21, a33 = 0 ve a23 = −a32 elde edilir. Buna göre (4.2.1)

sistemi

DXF = a22F + a12G+ a31H

DXG = a12F + a22G+ a23H
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DXH = a31F − a23G

şekline dönüşür. Son olarak

H = FG ⇒ DXH = DX(FG)

⇒ DXH = (DXF )G+ F (DXG)

⇒ a31F − a23G = a22 + a31F − a23G+ a22H

olup burada a22 = 0 bulunur. Dolayısıyla (4.2.1) sistemi

DXF = a12G+ a31H

DXG = a12F + a23H

DXH = a31F − a23G

olur. Bu son sistemde p(X) = a23, q(X) = a13 = a31 ve r(X) = a12 dersek

DXF = r(X)G+ q(X)H

DXG = r(X)F + p(X)H

DXH = q(X)F − p(X)G

elde edilir.

(ii) ⇒ (i). Kabul edelim ki (ii) sağlansın ve φ, V nin bir cross-section’ı olsun. Bu

durumda DXφ nin de V nin bir cross-section’ı olduğunu göstermeliyiz.

φ, V nin cross-section’ı olduğundan her a, b, c ∈ R için φ = aF +bG+cH yazabiliriz.

Her X ∈ χ(M) için

DXφ = DX(aF + bG+ cH)

= X(a)F + aDXF +X(b)G+ bDXG+X(c)H + cDXH

= X(a)F + a(r(X)G+ q(X)H) +X(b)G+ b(r(X)F + p(X)H)

+X(c)H + c(q(X)F − p(X)G)

= (X(a) + br(X) + cq(X))F + (ar(X) +X(b)− cp(X))G
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+(aq(X) + bp(X) +X(c))

bulunur. Böylece DXφ, F,G,H nın lineer birleşimi olarak yazılmı̧s olur. O halde

DXφ, V nin bir cross-section’ıdır.

Tanım 4.2.2 (M,V, g) hemen hemen bölünmüş kuaterniyon metrik manifoldunun

bir U koordinat komşuluğunda V bundle’ının kanonik lokal bazı {F,G,H} olsun.

Φ,Ψ, θ lokal 2−formlarını

Φ(X,Y ) = g(FX, Y ), Ψ(X,Y ) = g(GX,Y ) ve θ(X,Y ) = g(HX,Y )

şeklinde tanımlayalım. Buna göre U da W 4−formu

W = Φ ∧ Φ+Ψ ∧Ψ+ θ ∧ θ

şeklinde ve (2, 2)−tipli ∧ tensör alanını ise

∧ = F ⊗ F +G⊗G+H ⊗H

ile tanımlarız.

Teorem 4.2.2. Bir hemen hemen bölünmüş kuaterniyon metrik manifoldunun

bölünmüş kuaterniyon Kähler manifoldu olması için gerek ve yeter koşul her

X ∈ χ(M) için

DXW = 0 ve DX∧ = 0

olmasıdır.

İspat. (M,V, g) bir bölünmüş kuaterniyon Kähler manifold ve {F,G,H} bir U

koordinat komşuluğunda V bundle’ının bir kanonik lokal bazı olsun. Bu durumda

DXF = r(X)G+ q(X)H

DXG = r(X)F + p(X)H

DXH = q(X)F − p(X)G

103



olur. İlk önce her X ∈ χ(M) için DXΦ yi hesaplayalım. Her A,B ∈ χ(M) için

(DXΦ)(A,B) = DX{Φ(A,B)}− Φ(DXA,B)− Φ(A,DXB)

= DX{g(FA,B)}− g(F (DXA), B)− g(FA,DXB)

= g (r(X)G+ q(X)H)A,B)

= r(X)g(GA,B) + q(X)g(HA,B)

= r(X)Ψ(A,B) + q(X)θ(A,B)

olduğundan

DXΦ = r(X)Ψ− q(X)θ

elde edilir. Benzer şekilde

DXΨ = r(X)Φ+ q(X)θ ve DXθ = q(X)Φ− p(X)Ψ

olduğu görülebilir. Burada p, q ve r, lokal 1−formlardır.

Şimdi DXW ifadesini hesaplayalım.

DXW = DX(Φ ∧ Φ+Ψ ∧Ψ+ θ ∧ θ)

= DX(Φ ∧ Φ) +DX(Ψ ∧Ψ) +DX(θ ∧ θ)

= (DXΦ) ∧ Φ+ Φ ∧ (DXΦ) + (DXΨ) ∧Ψ+Ψ ∧ (DXΨ)

+(DXθ) ∧ θ + θ ∧ (DXθ)

= (r(X)Ψ+ q(X)θ) ∧ Φ+ Φ ∧ (r(X)Ψ+ q(X)θ)

+(r(X)Φ+ p(X)θ) ∧Ψ+Ψ ∧ (r(X)Φ+ p(X)θ)

+(q(X)Φ− p(X)Ψ) ∧ θ + θ ∧ (q(X)Φ− p(X)Ψ)

= r(X)(Ψ ∧ Φ) + q(X)(θ ∧ Φ) + r(X)(Φ ∧Ψ) + q(X)(Φ ∧ θ)

+r(X)(Φ ∧Ψ) + p(X)(θ ∧Ψ) + r(X)(Ψ ∧ Φ) + p(X)(Ψ ∧ θ)

+q(X)(Φ ∧ θ)− p(X)(Ψ ∧ θ) + q(X)(θ ∧ Φ)− p(X)(θ ∧Ψ)

= 0
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elde edilir. Yine benzer şekilde

DX∧ = DX(F ⊗ F +G⊗G+H ⊗H)

= DX(F ⊗ F ) +DX(G⊗G) +DX(H ⊗H)

= DXF ⊗ F + F ⊗DXF +DXG⊗G+G⊗DXG

+DXH ⊗H +H ⊗DXH

olur. Buradan gerekli eşitlikler yerlerine yazılırsa

DX∧ = 0

bulunur. Teoremin tersten ispatını yapmak için DXW = 0 ve DX∧ = 0 (∀X ∈

χ(M)) olduğunu kabul edip (M,V, g) hemen hemen bölünmüş kuaterniyon metrik

manifoldunun bir bölünmüş kuaterniyon Kähler manifoldu olduğunu gösterelim.

İlk önce DX∧ = 0 olduğunu kabul edelim. boyM = n olsun. Bu durumda M

üzerinde tanımlı olan (1, 1) tipli tensörlerin uzayının boyutu n2 dir. {F,G,H},

V nin bir bazı olduğundan dolayı (1, 1) tipli tensörlerin uzayının sıralı bir bazı

{F,G,H,B1, B2, ..., Bk} olacak biçimde B1, B2, ..., Bk (k = n2 − 3) elemanlarını

seçebiliriz. DX , (1, 1) tipli tensör cebrinin endomorfizmlerini koruduğundan dolayı

aij, bij ∈ R için

DXF = a11F + a12G+ a13H + b11B1 + b12B2 + ...+ b1kBk

DXG = a21F + a22G+ a23H + b21B1 + b22B2 + ...+ b2kBk

DXH = a31F + a32G+ a33H + b31B1 + b32B2 + ...+ b3kBk

yazabiliriz. Ayrıca

F 2 = −I ⇒ DXF
2 = DX(−I)

⇒ (DXF )F + F (DXF ) = 0

olur. Benzer şekilde (DXG)G+G(DXG) = 0 ve (DXH)H +H(DXH) = 0 buluna-
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bilir. Yine

H = FG⇒ DXH = DX(FG)

= (DXF )G+ F (DXG)

G = HF ⇒ DXG = DX(HF )

= (DXH)F +H(DXF )

F = −GH ⇒ DXF = DX(−GH)

= −[(DXG)H +G(DXH)

elde edilir. Hipotezden DX∧ = 0 olduğundan

DX∧ = (DXF )⊗ F + F ⊗ (DXF ) + (DXG)⊗G+G⊗ (DXG)

+(DXH)⊗H +H ⊗ (DXH)

= 0

yazabiliriz. Eğer yukarıdaki eşitlikler burada yerlerine yazılırsa

a31 = a13, a12 = a21, a33 = a22 = 0, a23 = −a32 ve

bij = 0 (1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ n2 − 3)

elde edilir ki bu (M,V, g) nin bir bölünmüş kuaterniyon Kähler manifoldu olduğunu

gösterir.

Şimdi de DXW = 0 olduğunu kabul edelim. Buradan

DXW = DX(Φ ∧ Φ+Ψ ∧Ψ+ θ ∧ θ)

= DX(Φ ∧ Φ) +DX(Ψ ∧Ψ) +DX(θ ∧ θ)

= 0

olur. Bu ifadede yukarıda elde edilen eşitlikler yerlerine yazılırsa (M,V, g) nin bir

bölünmüş kuaterniyon Kähler manifoldu olduğu görülür.

Lemma 4.2.1. (M,V, g) bir bölünmüş kuaterniyon Kähler manifoldu olsun. Bir
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U koordinat komşuluğundaki bir koordinat sistemi {xh}, 1 ≤ h ≤ 4m, olmak üzere

V bundle’ının bir bazı {F,G,H} olsun. (U, xh) koordinat komşuluğunda F,G,H

ve g nin bileşenlerini, sırasıyla, F hi , G
h
i ,H

h
i ve gih ile gösterelim ve Fih =

4mP
t=1

F ti gth,

F ih =
4mP
t=1

gitF ht olsun. Burada (g
ij) = (gij)

−1 dir. Bu durumda

4mP
i=1

Fα
i G

i
β = −

4mP
i=1

Gα
i F

i
β = H

α
β ,

4mP
i=1

Gα
i H

i
β = −

4mP
i=1

Hα
i G

i
β = F

α
β ,

4mP
i=1

Hα
i F

i
β = −

4mP
i=1

Fα
i H

i
β = G

α
β


(4.2.2)

4mX
t=1

F tt =
4mX
t=1

Gtt =
4mX
t=1

Gtt = 0 (4.2.3)

4mX
t=1

F β
t F

t
α =

4mX
t=1

Gβ
tG

t
α =

4mX
t=1

Hβ
t H

t
α = −δβα (4.2.4)

Fαβ = −Fβα, Gαβ = −Gβα, Hαβ = −Hβα (4.2.5)

Fαβ = −F βα, Gαβ = −Gβα, Hαβ = −Hβα (4.2.6)

gαβ =
mX

i,j=1

gijF
i
αF

j
β =

mX
i,j=1

gijG
i
αG

j
β =

mX
i,j=1

gijH
i
αH

j
β (4.2.7)

eşitlikleri gerçeklenir ve Fih, Gih, Hih, sırasıyla, Φ,Ψ, θ lokal 2−formlarının bileşen-

leridir.

İspat. U komşuluğunda χ(M) nin bir bazı {∂1, ∂2, ..., ∂4m} olsun. Bu durumda

F (∂i) =
4mP
j=1

F ji ∂j olup Fi = F ji ∂j bulunur. Benzer şekilde G ve H için de benzer

ifadeler yazılabilir. FG = H olduğunu biliyoruz. Buradan

(FG)(∂i) = H(∂i) ⇒ F (G(∂i)) = H(∂i)

⇒ F (Gji∂j) = H(∂i)

⇒ GjiF
k
j ∂k = H

k
i ∂k

⇒ GjiF
k
j = H

k
i
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veya

Hk
i =

4mX
j=1

GjiF
k
j

olur. Benzer şekilde (4.2.2) nin diğer denklemleri de bulunabilir. (4.2.2) denklem-

lerinde α = β alınarak (4.2.3) denklemleri kolayca bulunabilir. (4.2.4) deki eşitlikleri

elde edebilmek için F 2 = −I, G2 = H2 = I eşitliklerini kullanacağız. Bu durumda

F 2 = −I ⇒ F 2(∂i) = −I2(∂i)

⇒ F ji F
k
j = −δki

elde edilir. Benzer düşünceler (4.2.4) deki diğer eşitliklere de uygulanabilir. (4.2.5)

deki eşitlikleri elde etmek için

g(F (X), Y ) + g(X,F (Y )) = 0, g(G(X), Y ) + g(X,G(Y )) = 0,

g(H(X), Y ) + g(X,H(Y )) = 0

eşitliklerini kullanmalıyız. Böylece

g(F (∂i), ∂j) + g(∂i, F (∂j) = 0 ⇒ g(F ki ∂k, ∂j) + g(∂i, F
k
j ∂k) = 0

⇒ Fij + Fji = 0

⇒ Fij = −Fji

bulunur. (4.2.5) deki diğer eşitlikler de ispatlanabilir. Ayrıca (4.2.6) daki eşitlikler

de (4.2.5) den kolayca elde edilir.

Son olarak (4.2.7) deki eşitlikleri bulabilmek için

g(X,Y ) = g(F (X), F (Y )), g(X,Y ) = g(G(X), G(Y )),

g(X,Y ) = g(H(X),H(Y ))

eşitliklerini kullanacağız. Buradan

g(∂i, ∂j) = g(F (∂i), F (∂j))

= F ki F
h
j g(ak, ah)

= F ki F
h
j gkh
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olduğundan

gij =
4mX
k,h=1

gkhF
k
i F

h
j

elde edilir. Benzer şekilde (4.2.7) nin diğer eşitlikleri de kolayca görülebilir.

Lemma 4.2.2. M = (M,V, g) bir bölünmüş kuaterniyon Kähler manifoldu, V nin

kanonik lokal bazı {F,G,H} ve M nin Riemann curvature tensörü R olsun. Bu

durumda her X,Y ∈ χ(M) için

(R(X,Y )F ) = C(X,Y )G+B(X,Y )H = R(X,Y )F − FR(X,Y )

= [R(X,Y ), F ]

(R(X,Y )G) = C(X,Y )F +A(X,Y )H = [R(X,Y ), G]

(R(X,Y )H) = B(X,Y )F −A(X,Y )G = [R(X,Y ),H]

olur. Burada A = dp+ q ∧ r, B = dq − r ∧ p, C = dr − p ∧ q dur.

İspat. İlk olarak, birinci denklemi ispatlayalım. Her Z ∈ χ(M) için

(R(X,Y )F )(Z) = (DXDY F −DYDXF −D[X,Y ]F )(Z)

olup Teorem 4.2.1 in (ii) şıkkındaki eşitlikleri kullanarak

(R(X,Y )F )(Z) = {DX(r(Y )G+ q(Y )H)−DY (r(X)G+ q(X)H)

−r([X,Y ])G− q([X,Y ])H }(Z)

= {DX(r(Y )G) +DX(q(Y )H)−DY (r(X)G)−DY (q(X)H)

−r([X,Y ])G− q([X,Y ])H }(Z)

= {X(r(Y ))G+ r(Y )DXG+X(q(Y ))H + q(Y )DXH

−Y (r(X))G− r(X)DYG− Y (q(X))H − q(X)DYH

−r([X,Y ])G− q([X,Y ])H }(Z)

= {X(r(Y ))G+ r(Y ) (r(X)F + p(X)H) +X(q(Y ))H

+q(Y ) (q(X)F − p(X)G)− Y (r(X))G
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−r(X) (r(Y )F + p(Y )H)− Y (q(X))H − q(X) (q(Y )F − p(Y )G)

−r([X,Y ])G− q([X,Y ])H }(Z)

= (X(r(Y ))− Y (r(X))− r([X,Y ])− (p(X)q(Y )− q(X)p(Y ))) (GZ)

+ (X(q(Y ))− Y (q(X))− (r(X)p(Y )− r(Y )p(X))) (HZ)

bulunur. Burada

dr(X,Y ) = X(r(Y ))− Y (r(X))− r([X,Y ]),

dq(X,Y ) = X(q(Y ))− Y (q(X))− q([X,Y ])

olduğundan

(R(X,Y )F )(Z) = (dr(X,Y )− (p ∧ q)(X,Y ))GZ

+(dq(X,Y )− (r ∧ p)(X,Y ))HZ

= C(X,Y )GZ +B(X,Y )HZ

ve buradan

R(X,Y )F = C(X,Y )G+B(X,Y )H

elde edilir. Şimdi de

(R(X,Y )F ) = R(X,Y )F − FR(X,Y ) = [R(X,Y ), F ]

eşitliğini gösterelim. Her Z ∈ χ(M) için

R(X,Y )(FZ) = DXDY (FZ)−DYDX(FZ)−D[X,Y ](FZ)

= DX((DY F )Z + F (DYZ))−DY ((DXF )Z + F (DXZ))

−(D[X,Y ]F )Z − FD[X,Y ]Z

= DX(DY F )Z + (DY F )(DXZ) + (DXF )(DYZ) + FDXDYZ

−DY (DXF )Z − (DXF )(DYZ)− (DY F )(DXZ)− FDYDXZ

−(D[X,Y ]F )Z − FD[X,Y ]Z
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= DX(DY F )Z −DY (DXF )Z − (D[X,Y ]F )Z

+F
¡
DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z

¢
= (R(X,Y )F )Z + F (R(X,Y )Z)

olur ve buradan

(R(X,Y )F )Z = R(X,Y )(FZ)− F (R(X,Y )Z)

olup dolayısıyla

(R(X,Y )F ) = R(X,Y )F − FR(X,Y )

= [R(X,Y ), F ]

elde edilir. Benzer şekilde diğer iki denklem de bulunabilir.

Lemma 4.2.3. M = (M,V, g) bir bölünmüş kuaterniyon Kähler manifold, V nin

kanonik lokal bazı {F,G,H} ve M nin yarı-Riemann curvature tensörü R olsun. Bu

durumda her X,Y, Z ∈ χ(M) için

g(R(X,Y )FZ, FW )− g(R(X,Y )Z,W ) = C(X,Y )g(Z,HW )−B(X,Y )g(Z,GW )

g(R(X,Y )GZ,GW )− g(R(X,Y )Z,W ) = −C(X,Y )g(Z,HW )−A(X,Y )g(Z, FW )

g(R(X,Y )HZ,HW )− g(R(X,Y )Z,W ) = B(X,Y )g(Z,GW )−A(X,Y )g(Z,FW )

olur.

İspat. Lemma 4.2.2 den

R(X,Y )(FZ) = (R(X,Y )F )(Z) + F (R(X,Y )(Z))

olduğunu biliyoruz. Buradan

g(R(X,Y )FZ,FW )− g(R(X,Y )Z,W ) = g((R(X,Y )F )Z + F (R(X,Y )Z,FW )

−g(R(X,Y )Z,W )
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= g ((R(X,Y )F )Z,FW )

−g (F (R(X,Y )Z), FW )

−g(R(X,Y )Z,W )

= g ((R(X,Y )F )Z,FW )

olur. Ayrıca Lemma 4.2.2 den

R(X,Y )F = C(X,Y )G+B(X,Y )H

eşitliğini yerine yazarsak

g(R(X,Y )FZ,FW )− g(R(X,Y )Z,W ) = g ((C(X,Y )G+B(X,Y )H)Z,FW )

= C(X,Y )g(GZ,FW ) +B(X,Y )g(HZ,FW )

= C(X,Y )g(Z,HW )−B(X,Y )g(Z,GW )

elde edilir. Diğer eşitlikler de gösterilebilir.

Lemma 4.2.4. M = (M,V, g), 4m−boyutlu bir bölünmüş kuaterniyon Kähler

manifold, V nin bir kanonik lokal bazı {F,G,H} ve M yarı-Riemann manifoldunun

Riemann curvature tensörü R olsun. {ei}, 1 ≤ i ≤ m, M nin bir ortonormal bazı

olmak üzere her X,Y ∈ χ(M) için

A(X,Y ) =
1

2m

4mX
i=1

εig(R(X,Y )ei, Fei),

B(X,Y ) =
1

2m

4mX
i=1

εig(R(X,Y )ei, Gei),

C(X,Y ) =
1

2m

4mX
i=1

εig(R(X,Y )ei,Hei)

dir.

İspat. Lemma 4.2.3 ün ikinci denkleminde Z = ei, W = ei alırsak

g(R(X,Y )Gei, Gei)− g(R(X,Y )ei, ei) = −C(X,Y )g(ei,Hei)−A(X,Y )g(ei, Fei)
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olur. Fei =
4mP
k=1

F ki ek, Gei =
4mP
k=1

Gki ek ve Hei =
4mP
k=1

Hk
i ek değerlerini yerlerine

yazarsak

g

Ã
R(X,Y )

4mX
k=1

Gki ek,
4mX
k=1

Gki es

!
− g(R(X,Y )ei, ei) = −C(X,Y )g

Ã
ei,

4mX
k=1

Hk
i ek

!

−A(X,Y )g
Ã
ei,

4mX
k=1

F ki ek

!

olup buradan

4mX
k=1

GkiG
k
i g(R(X,Y )ek, ek)− g(R(X,Y )ei, ei) = −

4mX
k=1

εiH
k
i δikC(X,Y )

−
4mX
k=1

εiF
k
i δikA(X,Y )

bulunur. Bu eşitliğin her iki tarafını F ih =
4mP
t=1

gitF ht ile çarpalım. Bu durumda

4mX
k,t=1

GkiG
k
i g
itF ht g(R(X,Y )ek, ek)−

4mX
t=1

gitF ht g(R(X,Y )ei, ei)

= −
4mX
k,t=1

εiH
k
i δikg

itF ht C(X,Y )−
4mX
k,t=1

εiF
k
i δikg

itF ht A(X,Y )

olur. Buradan

−
4mX
k,t=1

GkiG
k
iF

h
t g

itg(R(X,Y )ek, ek)−
4mX
t=1

gitF ht g(R(X,Y )ei, ei)

= −
4mX
i=1

GhiC(X,Y )−
4mX
i=1

δhiA(X,Y )

⇒ −
4mX
k=1

GkiH
h
i g

ikg(R(X,Y )ek, ek)−
4mX
t=1

gitF ht g(R(X,Y )ei, ei) = −4mA(X,Y )

⇒
4mX
i=1

F hi g
iig(R(X,Y )ei, ei)−

4mX
i=1

giiF hi g(R(X,Y )ei, ei) = −4mA(X,Y )

⇒ −2
4mX
i=1

εig(R(X,Y )ei, Fei) = −4mA(X,Y )
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⇒ A(X,Y ) =
1

2m

4mX
i=1

εig (R(X,Y )ei, Fei)

elde edilir. Benzer şekilde diğer denklemler de bulunabilir.

Lemma 4.2.5. (M,V, g) bir bölünmüş kuaterniyon Kähler manifoldu, V nin kanonik

lokal bazı {F,G,H} ve M yarı-Riemann manifoldunun Ricci tensörü S olsun. Bu

durumda her X,Y ∈ χ(M) için

S(X,Y ) = −2mA(X,FY ) +B(X,GY )− C(X,HY )

S(X,Y ) = A(X,FY )− 2mB(X,GY ) + C(X,HY )

S(X,Y ) = A(X,FY )−B(X,GY )− 2mC(X,HY )

olur. Eğer m = 1 ise

S(X,Y ) = −2
3
(B(X,GY ) + C(X,HY ))

gerçeklenir.

İspat. Ricci tensörünün tanımından

S(X,Y ) =
4mX
i=1

εig(R(X,Y )ei, ei)

olduğunu biliyoruz (bkz. O’Neill). Lemma 4.2.3 ün ilk denkleminde Z = ei ve

W = ei yazılırsa,

g(R(X,Y )Fei, Fei)− g(R(X,Y )ei, ei) = C(X,Y )g(ei, Hei)−B(X,Y )g(ei, Gei)

olup buradan

g(R(X,Y )ei, ei) = g(R(X,Y )Fei, Fei)− C(X,Y )g(ei,Hei) +B(X,Y )g(ei, Gei)
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bulunur. Dolayısıyla,

S(X,Y ) =
4mX
i=1

εig(R(X,Y )ei, ei)

=
4mX
i=1

εig(R(X,Y )Fei, Fei)−
4mX
i=1

εiC(X,Y )g(ei,Hei)

+
4mX
i=1

εiB(X,Y )g(ei, Gei)

olur. Ayrıca Lemma 4.2.4 ten

A(X,FY ) =
1

2m

4mX
i=1

εig(R(X,FY )ei, Fei)

= − 1

2m

4mX
i=1

εig(R(X,Y )Fei, Fei)

ve dolayısıyla

−2mA(X,FY ) =
4mX
i=1

εig(R(X,Y )Fei, Fei)

olduğundan

S(X,Y ) = −2mA(X,Y ) +B(X,GY )− C(X,HY )

elde edilir.

Eğer m = 1 alınırsa bu üç denklemi taraf tarafa toplayarak

S(X,Y ) = −2
3
(B(X,GY ) + C(X,HY ))

elde edilir.

Lemma 4.2.6. Lemma 4.2.2 nin notasyon ve kabulleri altında

dA+ r ∧B − q ∧ C = 0

dB + p ∧ C − r ∧A = 0

dC + p ∧B − q ∧A = 0.

gerçeklenir.
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İspat. Lemma 4.2.2 den A = dp+ q ∧ r, B = dq− r ∧ p ve C = dr− p∧ q olduğunu

biliyoruz. Buradan

dA = d2p+ dq ∧ r + q ∧ dr

= dq ∧ r + q ∧ dr

ve ayrıca dq = B + r ∧ p ve dr = C + p ∧ q olduğundan

dA = (B − r ∧ p) ∧ r + q ∧ (C + p ∧ q) = 0

= B ∧ r + q ∧ C

veya

dA+ r ∧B − q ∧ C = 0

bulunur. Benzer şekilde diğer eşitlikler de gösterilebilir.
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