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Bu tez bes bolimden olugmaktadir. Tezde; genellegtirilmis agirhiklh Morrey uzaylarinda
maksimal ve singiiler operatorler i¢in A, ve F}, agirhikl esitsizlikler; maksimal ve singiiler
komiitatorler icin ise yalnizca Zp agirlikl egitsizlikler karakterize edilmisgtir. Birinci boliim
girig kismina ayrilmigtir. Bu boliimde, Hardy-Littlewood maksimal operatorii ve Calderén-
Zygmund singiiler operator tanmitilmigtir. A, ve F}, Feffermann-Pong agirliklarina yer veri-
lirken; komiitatér tanimina da deginilmistir. Ayrica, ilk kez Guliyev tarafindan tanitilmig
olan genellestirilmis agirlikli Morrey uzay tanimi ve bu uzayin bazi 6zelliklerine yer ve—
rilmistir. Ikinci boliimde tanim, teorem ve lemmalara yer verilmistir. Uciincii boliim, dort
kisimdan olugmaktadir. Bu boltimiin birinci kisminda, genellestirilmis agirlikh Morrey
uzaylarmmda A, ve F), agirhik simflar1 kullanilarak maksimal operatérlerin smirhligy is-
patlanmigtir. Bu boltmiin ikinci kisminda, genellegtirilmis agirhkl Morrey uzaylarinda
A, ve F, agirhk smuflarn kullamlarak Calderén-Zygmund singiiler operatorlerin siir-
lihg: ispatlanmigtir. Bu boltmiin {igiincii kisminda, genellestirilmis agirhkl Morrey uzay-
larinda A, agirhk simflart kullamlarak maksimal komiitatorler igin iki agirhkh esitsizlik-
ler elde edilirken; doérdiincii kisminda ise genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda Ep
agirlik siniflar1 kullanmilarak singiiler komiitatorler igin iki agirlikli esitsizlikler verilmistir.
Dordiincii boliimde, genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda bazi uygulamalara yer
verilmistir. Son boliimde ise elde edilen sonuclarin analizi yapilmigtir.
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the boundedness of maximal operators in generalized weighted Morrey spaces by using the
class of weights A, and F}, is proved. In the second part of this chapter, the boundedness
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1. GIRIiS

Klasik Morrey uzayi, 1938 yilinda Morrey tarafindan ikinci dereceden eliptik kismi
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davraniglariyla ilgilenilirken ortaya cik-
mugtir.  Guliyev (1994), Mizuhara (1991) ve Nakai (1994) tarafindan MP#(R")
genellegtirilmiy Morrey uzaylar1 tanmimlanmigtir (Ayrica bkz. Guliyev, 1999, 2009;
Sawano, 2019). 2009 yilinda Komori ve Shirai tarafindan L?"(R™) agirhikli Morrey
uzaylari tanimlanmis ve Hardy-Littlewood maksimal operatorii, Calderén-Zygmund
operatorii gibi klasik bazi operatorlerin bu uzaylardaki simirhiliklar: aragtirilmigtir.
2012 yilinda, Guliyev tarafindan ilk kez genellestirilmis Morrey ve agirlikli Mor-
rey uzaylarin geniglemesi olarak diisiiniilebilecek, MP¥(R") genellegtirilmis agir-
likli Morrey uzaylarin tanmimi ve ozellikleri verilmistir. Ayrica, Guliyev tarafindan
hem alt-lineer operatorlerin hem de onlarin Calderén-Zygmund ve Riesz potan-
siyeli tarafindan {iretilen yiiksek dereceli komiitatorlerinin simirhihklari, MP#(R™)
genellegtirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda aragtirilmigtir (Guliyev vd., 2014; Kara-

man vd., 2014).

Olciilebilir, pozitif ve A kiimesi tizerinde hemen her yerde sonlu olan fonksiyona, A

kiimesi iizerinde bir agirlik fonksiyonu denir ve w ile gosterilir.

1 < p< oo, ¢ R*"x(0,00) itizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon ve w, R"
iizerinde negatif olmayan olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Supremum R" de tiim

B(z,7) yuvarlar iizerinden alinmak iizere,

1
[Fllpze = sup

HfHL w(B(x,r
wernps0 000, Pl ey e EE)

sonlu normuna sahip olan tiim f € LY (R") fonksiyonlarmm olusturdugu uzay,
MP#(R™) genellegtirilmis agirliklh Morrey uzay: olarak tamimlanmaktadir. (Guliyev,

2012).

Burada L, (B(z,)),

15 = I frn iy = ( / \f(y)|pw(y)dy)

1

(z,7)



seklindeki olgiilebilir f fonksiyonlarinin agirhkh L,-uzayin temsil etmektedir.

Ayrica f € WL (R") olmak iizere,

1

f P (@rn)y =  SUP f wlb{T,T
” ||WMw (R™) SeR >0 90(33:7")||WHLP(B(95,7~))H HWLp, (B(z,m))

sonlu normuna sahip olan tiim fonksiyonlarin olugturdugu uzay W M2?(R") zayif

genellegtirilmis agirlikh Morrey uzay: temsil etmektedir, burada WL, ,(B(x,r))

1
P
1wy ooy = o W Epery = supt ( / If(y)|pw(y>dy>
yeB(z,r):|f(y)|>t

t>0

bicimindeki 6l¢iilebilir f fonksiyonlarinin zayif agirhkl L,-uzayim temsil etmektedir.

1
[fllpmze = sup
zeR",r>0 QO(ZL', T) ||W||Lp(B(a:,7’

ifadesi i¢in w(r) = xp(, () secilirse, bu durumda ME?(R") = MP#(R") genellesti-

S 12w (B

rilmis Morrey uzay1 elde edilir. Ote yandan; o(z,7) = re secilirse, bu durumda

MPP(R™) = L, \(R™) klasik Morrey uzay: elde edilir (Morrey, 1938).

f, R™ iizerinde lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. |B(z, )|, B(x,r) yuvarinin

Lebesgue olciisii olmak iizere, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf(z) = sup| Bz, r)| " / iy

r>0

bi¢iminde tanimlanir.

Maksimal operator caligmalari, harmonik analizin en 6nemli konularindan bir tane-
sidir.

Calderén-Zygmund tipli singiiler operator,

Tf(x) = . K(z,y)f(y)dy

seklinde tanimlanir, burada K (x,y) standart singiiler ¢ekirdektir, yani K fonksiyonu

{(z,y) € R" x R : x # y} tizerinde siirekli ve

her z # y icin |K(z,y)| < Clz —y| ™",
2



ly — 2|7

eger |x —y| > 2|y — 2| ise|(x,y)—K(x,z)|§Cﬁ, o >0,
I_yn (e

5 . <o lr=n

eger |z —y| > 2|z — 1) ise |K(Iay)_K(nuy)|—CWa o >0,

ozelliklerini saglayan bir fonksiyondur.

T. f(z) ahsilmig kesme fonksiyonu,

T.f(z) = / K(2,9)f (y)dy
{yeR:|x—y|>e}

olmak {izere,

T f(x) = sup |T f (x)|

e>0

bir maksimal singiiler operatordiir.

Verilen bir b 6lgiilebilir fonksiyonu i¢in maksimal komiitator, her x € R™ icin

M) = sup |Bla,r) /B ) o)l

zeR”, r>0

bigiminde tanimlanmaktadir (Guliyev vd., 2011).

Verilen bir b 6lciilebilir fonksiyonu i¢in M Hardy-Littlewood maksimal komiitator,
her x € R" i¢in

[Mb]f(x) = M(bf)(x) — b(x)M f ()

bi¢iminde tamimlanmaktadir (Agcayaz vd., 2015).

1§p<oo,%+ﬁzlolmakﬁzere

SIS
bS]

1 / ) 1 / i
sup _ ws(y)dy —_— wy' (y)dy < 00
AP\ B ) AW By oW
B(z,r) B(z,r)

ise (wi,ws) agirhk fonksiyonlart A,(R™) simfina aittir.

F,(R") Feffermann-Pong Agirliklar:, 1995 yilinda Pérez tarafindan tanimlanmigtir.

1l <p<oo vel<t< oo olmak iizere, Feffermann-Pong Agirliklar

1
7

o+

P

3

1 ) 1 / "
su S — wh(y)d —_ w? d < 00
JJER",I:>O |B($, T)‘ / 2(3/) Y |B<JI, 7‘)| 1 (y) Yy

B(z,r) B(z,r)



sartini saglayan (wq,ws) agirhik fonksiyonlarimimn smifidir.

Siirec icerisinde bir¢ok matematikci tarafindan farkli fonksiyon uzaylarinda bir dizi
aragtirmalar yapilmigtir: Farklh agirliklar kullanilarak Morrey uzaylarinda agirlikli
norm esitsizlikleri elde edilmeye cahsimistir (Ornegin bkz. Samko, 2009; Haroske
ve Skrzypczak, 2017; Nakamura vd., 2018). Morrey uzaylarinda Hardy-Littlewood
maksimal fonksiyonu igin iki agirlkhh norm esitsizlikleri elde edilmigtir (Tanaka,
2015). Ayrica, maksimal ve singiiler operatorler igin global Morrey tipli uzaylarda

iki agirlikli norm esitsizlikleri de elde edilmistir (G. Bozyigit, 2023).

Bu tezde, genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda maksimal ve singiiler ope-
ratorler i¢in agirliklar; sirasiyla gp ve [, simflarindan secgilmek {tizere, iki agirhikh
norm egitsizlikleri verilecektir. Diger bir deyisle, 1 < p < 00 igin (wy,wsy) € ZP(R")
ve (w1, ws) € F,(R™) oldugunda, M maksimal ve T singiiler operatorlerin My (R™)
uzaymdan ML ?(R™) uzayma smirh olduklar gosterilecektir (Aykol vd., 2023).
Ayni zamanda, genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda maksimal ve singiiler
komiitatorler i¢in de iki agirlikli Zp esitsizliklerinin karakterizasyonunun verilmesi
amaglanmigtir. Benzer gekilde, 1 < p < oo, (w1,ws) € ZP(R”) oldugunda, M,
maksimal ve [b, T singiiler komiitatorlerin M7 (R") uzaymdan M52 (R™) uza-
yma sinirh olduklar: gosterilecektir (Aykol vd., 2022). Bu ¢aligma boyunca, temel

olarak s6z konusu iki makale baz alinmigtir.

Tez boyunca C', parametreden bagimsiz pozitif bir sabit olacaktir. Ayrica, R {ize-
rindeki tiim pozitif Lebesgue 6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi 9 (R™); tiim negatif
olmayan ol¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesi 9t*(R™); tiim negatif olmayan 6lgiilebilir

artan fonksiyonlarm kiimesi 91 (R*; 1) ile gosterilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1 X, K cismi {izerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger bir
X —=R z — [lz]

doniisimii Vo ,y € X ve Va € K igin

(N1) [l2] > 0 ve o] =0 ¢ 2 = 6,

(N2) [Jaz]| = |al |||,

(N3) (| +yll < [l=]l + [yl

ozelliklerini sagliyorsa, bu doniigiime X {izerinde norm adi verilir. (X ||.||) ikilisine
bir normlu vektor uzayi denir. (X, ||.||) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir (Kreyszig,

1989).

Tanim 2.2 Bir 7' lineer operatorii agsagidaki 6zellikleri gercekleyen bir operatordiir:
(i) T nin D(T') tanim kiimesi bir vektor uzayi, R(T") deger kiimesi ayni cisim iizerinde
bir vektor uzayidir.

(13) Vz,y € D(T) ve « skaleri igin,

Tx+y) = Te+Ty
T(ax) = olx

gerceklenir (Kreyszig, 1989).

Tanim 2.3 X ve Y normlu uzaylar ve D(T) C X olmak iizere, T : D(T) — Y
lineer operatér olsun. Eger her Vo € D(T) igin, ||Txz| < Alz|| olacak sekilde

A > 0 reel sayisi varsa, T operatorii sinirhidir denir. Bir 7' operatériiniin normu

[T
lll

T = 81;18 ile tanimlanir (Kreyszig, 1989).

weD(T)
Tanim 2.4 X ve Y normlu uzaylar, D(T) C X olmak iizere T : D(T) — Y bir
operator ve zg € D(T') olsun. Eger verilen her ¢ > 0 sayisina kargilik, ||z — zo|| < ¢
kosulunu gergekleyen her x € D(T) igin, |Tx — T,,|| < ¢ olacak sekilde bir 6 > 0

say1s1 varsa, T' ye xo noktasinda siireklidir denir (Kreyszig, 1989).
)



Tanim 2.5 X ve Y normlu uzaylar ve D(T) C X olmak iizere, T : D(T) — Y
lineer operator olsun. Bu durumda 7" nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T’

nin siirh olmasidir (Kreyszig, 1989).

Tanim 2.6 (Cebir ve o- Cebir) X bir kiime olsun. Eger X in alt kiimelerinin
bir ¥ smifi i¢in asagidaki 6zellikler saglaniyorsa Y sinifina, X iizerinde bir cebirdir
denir:

(i) X € %,

(17) Her F € Y igin E=X — E € ¥,

(1i1) k=1,2,...,nicin E} € X ise |J Ej € X.
k=1

Burada (iii) sart1 yerine, "Her n € N i¢in E,, € ¥ ise U E, € ¥ 7 sart1 konulursa

¥ cebirine bir o-cebir adi verilir (Royden ve Fltzpatrlck 2010)

Tamim 2.7 Bir £ simifin1 kapsayan o-cebirlerinin en kiigiigiine x nin iirettigi o-cebiri
denir. R™ deki biitiin acik (a,b) araliklarimin iirettigi o-cebirine Borel cebiri denir

ve B(R") ile gosterilir. B(R™) nin her bir elemanina Borel kiimesi denir.

Tanim 2.8 X bir kiime ve 3, X iizerinde bir o-cebiri olsun. Bu durumda (X, X)
ikilisine bir ol¢iilebilir uzay, 3 daki her bir kiimeye de Y-6l¢iilebilir kiime veya kisaca

olgiilebilir kiime ad1 verilir (Royden ve Fitzpatrick, 2010).

Tanim 2.9 (Olgiilebilir Fonksiyon) (X,¥) bir slciilebilir uzay ve f : X — R bir

fonksiyon olsun. Eger Va € R i¢in,
fa,+oo])={z € X: f(x) >a} €X

oluyorsa f ye olciilebilir fonksiyon denir. X {izerindeki olciilebilir fonksiyonlarin

ailesi M(X, X) ile gosterilir (Royden ve Fitzpatrick, 2010).

Tanim 2.10 (X, X)) bir lgiilebilir uzay olsun. ¥ iizerinde tanimh genigletilmis reel

degerli bir p fonksiyonu

() u(0) = 0,

(i7) Her A € ¥ i¢in pu(A) >0,

(77i) ¥ daki her ayrik (A,) dizisi i¢in p U A,) Z (A

6



ozelliklerini sagliyorsa, bu fonksiyona 6l¢ii denir. Eger her A € ¥ igin pu(A) < oo
ise, 1 ye sonlu 6lgii adi verilir (Royden ve Fitzpatrick, 2010).

Tanim 2.11 (Olgii Uzay1) Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir ¥ o-cebiri ve
Y. iizerinde tanimh bir p 6lgiisiinden olusan (X, X, p) iicliisiine bir 6lgii uzay1 ad

verilir (Royden ve Fitzpatrick, 2010).

Tanim 2.12 (Dis Olgii) X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P(X)
iizerinde tanimli, genigletilmis reel degerli bir u* fonksiyonu

() p(0) =0,

(i7) Her E € P(X) igin p*(F) > 0,

(iif) A C B C X icin i*(4) < p*(B),

(iv) Her bir n € N i¢in A,, € P(X) ise u*(ij A,) < i w(Ay)

sartlarim sagliyorsa p* fonksiyonuna, X u;grlinde bir gllg olciidiir denir

(Royden ve Fitzpatrick, 2010).
Tanim 2.13 (/), R nin sinirh ve acik alt araliklarinin bir dizisi,
TA:{[k:ACUIk}

olsun. P(R) iizerinde

1nf{2l[k (Ir) GTA}

bi¢iminde tanimlanan m* bir dig 6l¢iidiir. Bu dis 6l¢iiye, Lebesgue dis 6lgiisii denir.
Lebesgue dig olgiisii, R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.

n—boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dis 6lciisiinii tanimlamak igin
I={z:0;<x;<Vb;, i=1,2,....,n}

n—boyutlu kapali araliklarini goéz oniine alalim. Bu araliklarin hacimleri

n

v(l) = [](bi — a;)

i=1
bicimindedir. Keyfi bir £ C R" kiimesinin Lebesgue dis 6l¢iisii

m*(F) = inf {Z v(ly): EC U Iy, Ij bir arahk}

k=1 k=1

7



ile tanimlanir. VA C R” i¢in eger
m*(A)=m*(ANE)+m" (AN (R" — E)) (Caratheodary Olgiimii)

ise F kiimesine, Lebesgue 6l¢iilebilirdir denir. R"™ iizerindeki Lebesgue dig 6l¢iisii,

her bir araliga onun hacmini denk getirir (Royden ve Fitzpatrick, 2010).

Tanim 2.14 (R, m*), m* dis 6lgiisiine gore olgiilebilen R nin alt kiimelerinin simfi
olmak iizere; m* Lebesgue dis lgiisiiniin (R, m*) simfina ve B(R) simiflarina olan

kisitlanmasina Lebesgue ol¢iisii denir, m ile gosterilir.

Tamim 2.15 (X, 3, ) bir 6lgii uzay: olsun. Eger bir énerme 6lgiisii sifir olan bir
kiime diginda dogru ise, o 6nerme hemen her yerde (h.h.y.) dogrudur denir (Royden

ve Fitzpatrick, 2010).

Tanim 2.16 (X, X, 1) bir 6l¢ii uzay: olsun. 0 < p < oo olmak {izere

LX) = § f e M2 [ 17 d < oc

kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir. L, uzaymnda

bir f fonksiyonunun normu

B =

, 1< p<oo

([ 157 du

esssup |f(z)| , p=o0
rzeX

||f||Lp(X) =

ile tamimlanir (Grafakos, 2014).

Tanim 2.17 E C R” olgiilebilir bir kiime olmak tizere, E nin Lebesgue 6lgiisii

|E|:/dx

E

bi¢iminde tamimlanir (Grafakos, 2014).

Tamm 2.18 K, R" Oklid uzayinda herhangi bir kompakt kiime ve f Lebesgue

olciilebilir bir fonksiyon olmak iizere, 1 < p < oo i¢in

[1rau<oc
K
8



ise f fonksiyonuna R" iizerinde p-inci kuvvetten lokal integrallenebilirdir denir ve

[ € Lle(R") ile gosterilir.
Teorem 2.1 Eger 1 < p < oo ise L,(R") C LY*(R") saglanir.

Tanim 2.19 A C E™ olsun.

1 ,zeA
0,x¢A

XA =
ile tanimlanan x4 fonksiyonu, A nin karakteristik fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tanim 2.20 (Holder Esitsizligi) p > 1 ve %—i—é = 1 olmak tizere f € L,, g € L,

olsun. Bu durumda fg € L; olmak iizere

1£glle, <Ifllz, llgll,

esitsizligi saglanir (Sadosky, 1979).

Tamm 2.21 (Minkowski Esitsizligi) p > 1 i¢in eger f, g € L, ise f +¢g € L,
olmak iizere

If+gllp, <l + gl

esitsizligi saglanir (Sadosky, 1979).

Tanim 2.22 (Fubini) x> 0,0 > 0 olmak iizere (X, u) ve (Y, v) 6l¢ii uzaylari ve
pRuv, X XY iizerinde tamiml garpim 6lgiisii olsun. Bu durumda, F'(z,y) fonksiyonu

it @ v-integrallenebilir ise

//F(x,y)du@v = / /F(x,y)du dv
_ / / Flz,y)dv | du

saglanir. Burada, X =Y = R ise ;1 = v Lebesgue olciistidiir. Bu durumda R? de
p® v = dridrs dir (Sadosky, 1979).

Tamm 2.23 Olciilebilir, pozitif ve A kiimesi iizerinde hemen her yerde sonlu olan

fonksiyona, A kiimesi iizerinde bir agirlik fonksiyonu denir ve w ile gosterilir.
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Tanim 2.24 (Morrey Uzaylar1) 0 < A <n, 1 <p<oo, f € LJZDOC(R”) ve supre-

mum R" de tiim B(x,r) yuvarlar iizerinden alinmak iizere,

_A
[flle, s = 1 flle, @y = sup 7P| fllz,Barn) < oo
zeR™,r>0

normuna sahip olan tiim fonksiyonlarin olusturdugu uzay L, ,(R™) Morrey uzay:

olarak tanimlanmaktadir (Morrey, 1938).

Tanim 2.25 (Genellestirilmis Morrey Uzaylar1) 1 < p < oo, f € LZ’C(R”),
@; R™ x (0, 00) iizerinde pozitif dlgiilebilir bir fonksiyon ve supremum R™ de tiim

B(z,r) yuvarlar tizerinden alinmak iizere,

n

-
= = Ssup ——— ey < 0O
I f oz, = 1 f 151,07 meRﬂi{) ST Iz, (B

normuna sahip olan tiim fonksiyonlarin olugturdugu uzay M?#(R"™) genellegtirilmis

bS]

Morrey uzayi olarak tamimlanmaktadir (Guliyev vd., 1994).

Tanim 2.26 (Genellestirilmis Agirlikli Morrey Uzaylar1) 1 < p < oo, ¢;
R™ x (0, 00) iizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon ve w, R" iizerinde negatif ol-
mayan Olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Supremum R" de tiim B(z,r) yuvarlar

tizerinden alinmak tizere,

1
[ fllpze = sup Nl (B < 00

z€R” r>0 (20(1"7 T) ||w ||Lp(B(x77"))
normuna sahip olan tiim f € Lﬁfg(R”) fonksiyonlarimin olugturdugu uzay ME#(R™)

genellegtirilmig agirhkhh Morrey uzay1 olarak tammmlanmaktadir (Guliyev, 2009).

Tanim 2.27 (Agirlikli Morrey Uzaylar1)) 1 < p < 00, 0 < kK < 1 ve w; R" X

(0, 00) tizerinde negatif olmayan 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

[fllzz~ = sup w(B(@, 7)) || fllL,.B@m) < o0

z€R™,r>0

normuna sahip olan tiim f fonksiyonlarimn uzay1 L?%(R"™) agirhkh Morrey uzay1

olarak tanimlanmaktadir (Komori ve Shirai, 2009).

Tanim 2.28 f, R" iizerinde lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. |B(z,7)|,
B(z,r) yuvarimin Lebesgue 6lgiisii olmak iizere, Hardy-Littlewood maksimal fonk-
siyonu
M@ = swp B0 [ |l
r>0 B(J,T)
10



seklinde tanimlanir (Grafakos, 2014).

Tanmim 2.29 Calderén-Zygmund tipli singiiler operator,

Tf(x)= | K(x,y)f(y)dy

R”

seklinde tammlamir, burada K(z,y) standart singiiler ¢ekirdektir, yani K fonk-

siyonu {(z,y) € R" x R" : x # y} iizerinde siirekli ve

her z # y i¢in [K (2, y)| < Clz —y[™",

cter o 31 > 2ly ~ #| e [l0.9) = K(w.2) < O o>,
m_yn g

s . |z —n|”

eger [x —y| > 2|x —nf ise [K(z,y) — K(n,y)| SC—‘ re> 0 >0
x_yn g

ozelliklerini saglayan bir fonksiyondur.

Tanim 2.30 (Muckenhoupt Agirliklar:) 1 < p < oo, % + z% = 1 olmak {izere

1
P P
1

1 /
sup —/wpydy —/w‘pydy < 00
S0\ Bl ) LYV B v
B(z,r) B(z,r)

ise w agirlik fonksiyonu A,(R") smifina aittir. Her z € R” ve 7 > 0 i¢in,

1
|B(z,7)| ™ / w(y)dy < Cess sup ——
Ble) yEB(z,r) W(’y)

olacak sekilde pozitif bir C' sabiti mevcut ise w, A;(R") simifina aittir (Muckenhoupt,

1972).

Tanim 2.31 1 <p < oo, % + ﬁ = 1 olmak {izere

1

p/

hSAL

1 / ) 1 / L
sup _ ws(y)dy —_— wy' (y)dy < 00
S\ B [ POV A Baa ) T
B(z,r) B(z,r)

ise (w1, ws) agirlik fonksiyonlarr, ZP(R”) simifina aittir (Muckenhoupt, 1972).
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Tanim 2.32 (Feffermann-Pong Agirhklar)) 1 <p < oo ve 1l <t < oo olmak

lizere

1
p't

=

1 § 1 / .
su S wh(y)d —_— w? d < 00
:cE]R",I:>O |B($, T’)‘ / 2(3/) Y |B<$, 7,>| 1 (y) Yy

B(zx,r) B(z,r)

ise (wq,wsq) agirhk fonksiyonlar, F},(R"™) sifina aittir (Pérez, 1995).

Teorem 2.2 1 < p < 00, 0 < 4§ < 1 ve (wy,ws) € A,(R") olsun. Bu durumda, M
maksimal operatérii L, s (R") uzaymdan L, (R") uzayma smirhdir (Neugebauer,

1983).

Teorem 2.3 1 <p<o00,0 < <1ve (w,ws) € ZP(R”) olsun. Bu durumda, T

singiler operatorii L, s (R") uzaymdan L, s (R") uzayma simurhdir (Fujii, 1991).

Sonug 2.1 1 < p < oo ve w € Ay(R") olsun. Bu durumda, 7" singiiler operatorii

ve M maksimal operatorii L, (R") uzaymnda simirhdir (Neugebauer, 1983).

Tanim 2.33 Keskin (sharp) maksimal fonksiyonu M?*

fBen (@) = Bz, 7)™ / fy)dy
B(z,r)

olmak {izere,

M f(z) = sup | B(z, )| /B W)= Fotanldy

r>0

bigiminde tanimlanmaktadir (Hao, 2020).
Tanim 2.34 (Bounded Mean Oscillation) BMO(R™) uzay,

Ifllsmo = sup  |Bla, )| / )= oy < o0
B(xz,r

zER™, >0
veya

Iflssro = inf  sup |B(:L',r)|1/( )!f(y) = Cldy < o0
B(xz,r

z€R™, r>0
olacak gekilde tiim lokal integrallenebilen f fonksiyonlarinin uzayidir.
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Tanmim 2.35 Verilen bir b 6lciilebilir fonksiyonu ve x € R™ ic¢in, maksimal komii-

tator

My(f)(@) = sup |Bla,r) /B ) o)l

zeR”, r>0

bigiminde tanmimlanmaktadir (Guliyev vd., 2011).

Tanmim 2.36 Verilen bir b olgiilebilir fonksiyonu ve her x € R" i¢in, M Hardy-

Littlewood maksimal komiitator

[Mb]f(x) = M(bf)(x) — b(x)M f ()

bigiminde tanimlanmaktadir (Agcayaz vd., 2015).

Esasmda M, ve [M, b] birbirlerinden farkl operatorlerdir. Ornegin, M, nin pozitif ve
altlineer bir operatoér olmasina kargilik [V, b] ne pozitif ne de altlineerdir. Maksimal
operatorler ve komiitatorleri birgok farkli Morrey tipli uzayda ele alinmistir (Ornegin
bkz. Di Fazio ve Ragusa, 1991; Aykol vd., 2016; Agcayaz vd., 2018; Aykol vd.,
2020).

Tanim 2.37 1 < p < oo olmak iizere, BMO, ,(R") uzay1

I(FC) = fBan)X B |y 0@

| fllBpmo,., = sup
TER™, >0 ||w||Lp(B(I7T))
veya
T L 1(FO) = Foem)xnen | o <
= Ssu T/ N )= x,r x,r w(R)||W 1 (B(z,r &Y
BMOp, = SWD TR B XBen 1L @IVl (3

olacak sekilde tiim lokal integrallenebilen f fonksiyonlarinin uzayidir.

Teorem 2.4 1 < p < oo ve w Lebesgue 6l¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Eger w €

Ap(R™) ise bu durumda || - ||gamo,., Ve || - [|Bmo normlar: denktir (Ho, 2016).

Ilerleyen béliimlerde, teoremler ispatlanirken siradaki lemmaya ihtiyac duyulacaktir.
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Lemma 2.1 b € BMO(R") olsun. Bu durumda C; b, x, r ve t parametlerinden

bagimsiz olmak tizere, 0 < 2r < t i¢in
t
b5 = bp@n| < CllbllsaoIn .

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti mevcuttur (Janson, 1978).

Sobolev uzaylar: ve tiirevleri i¢in standart gosterim kullanilacaktir yani eger
n
a = (ag,q,...,a,) € Z7 biciminde bir ¢oklu-indeks ise, bu durumda |a| = > «;,
j=1

D = 0g1 -+ - Ogn ve

Tn

WEQ) ={ve L,(Q): D € L,(Q), ¥ |a| <k}

p

olmak iizere, genellestirilmis agirlikli Sobolev-Morrey uzaylar:
Wy (Qw) = {ve ME#(Q) : D*v € MB?(Q), V |af < k}
biciminde ifade edilmektedir.

I', Laplace operatoriin standart temel ¢oziimii olsun; w,,, R™ de birim kiirenin alani

olmak {izere,

%logm_l =2

[(z) =

m’&:P_n ,TL>3

seklinde gosterilir.
Verilen f € C§°(R") igin R” de —A¢ = f denkleminin ¢tziimiiniin

o(z) = / Dz — 1) f(y)dy

seklinde verilen ¢ potansiyeli oldugu ¢ok bilinen bir sonuctur ve 1 < p < oo igin

[¢llwzmny < C|l fllL,m@m (2.1)

esitsizligi saglanir. Esasinda bu kabul, singiiler integrallerin Calderén-Zygmund

teorisinin bir sonucudur (Stein, 1993).

Diger yandan, Q diizgiin simirh bolgelerde Dirichlet probleminin (2.2)

—A¢p=f Q igerisinde
p=0 , 01 iizerinde
14
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¢oziimiine yonelik, (2.1) dekine benzer kabuller olduk¢a yaygindir (Agmon vd.,
1959).

Loo,w(RJr)v

19 Low wo(my) = ess supv(t)g(t)
>0

normuna sahip agirlikli L., uzay: olsun.

A= {so €M (R 1) : lim o(t) = 0}

biciminde gosterilir.

u, R, tizerinde siirekli ve negatif olmayan bir fonksiyon olmak iizere, S, supremal

operatorii, t € (0, 00) i¢in

(Sug)(t) = l[ugllLoc0)

bi¢iminde tanimlanir.

Teorem 2.5 v; ve v, fonksiyonlari, her ¢ > 0 igin 0 < |[v1||z (0 < 00 olacak
sekilde negatif olmayan olciilebilir fonksiyonlar olsun. u, R iizerinde negatif olmayan
siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda S, operatorii, A konigi tizerinde L ,, (R, )

uzayindan L ,, (Ry) uzayma sinirh olmasi icin gerek ve yeter kosul

0.5 (Il ) <o

[

(Burenkov vd., 2010).

Tanmim 2.38 w bir agirlik olmak tizere , 0 < ¢ < oo icin agirhikli Hardy ve agirlikh

eslenik Hardy operatorleri sirasiyla,

Hog(t) = / g(syw(s)ds, Hig(t) = / " g(s)w(s)ds

bi¢iminde tamimlanir (Guliyev, 2013).
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Teorem 2.6 vy, vy ve w fonksiyonlar1 (0, 00) iizerinde agirliklar olsun ve vy (t) ori-
jinin komgulugunun diginda sinirh olsun. Bazi C' > 0 ve (0, 00) iizerinde tiim negatif
olmayan ve azalmayan ¢ fonksiyonlar1 icin

ess sup va(t)H g(t) < Cess sup v (t)g(t) (2.3)
>0 t>0

saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
* w(s)ds
B; := ess sup UQ(t)/ L < 00.
t

>0 ess sup vy (T)
s<T<00

Ustelik C' = By, (2.3) igin en iyi sabittir (Guliyev, 2013).

Teorem 2.7 vy, vy ve w fonksiyonlar1 (0, co) iizerinde agirliklar olsun ve vy (t) ori-
jinin komgulugunun diginda sinirh olsun. Bazi1 C' > 0 ve (0, 00) iizerinde tiim negatif
olmayan ve azalmayan ¢ fonksiyonlar: i¢in
ess sup vy (t) Hy,g(t) < Cess sup vy (t)g(t) (2.4)
>0 >0
saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
t
d
By := ess sup vg(t)/ _wls)ds < 00.
0

>0 ess sup vy (7)
0<r<s

Ustelik C' = By (2.4) icin en iyi sabittir (Guliyev, 2013a, 2013b).
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3. MP?(RY) GENELLESTIRILMiS AGIRLIKLI MORREY UZAY-
LARINDA MAKSIMAL, SINGULER OPERATORLER VE KOMUTATOR-
LERI iCiN iKi AGIRLIKLI ESIiTSiZLIKLER

3.1 Genellesgtirilmis Agirlikli Morrey Uzaylarinda Maksimal Operator-
ler igin ﬁp ve [, Agirlikl Esitsizlikler

Bu boliimde genellestirilmis agirliklh Morrey uzaylarinda maksimal operatorler igin
iki agirhikh esitsizlikler ispat edilecektir. Maksimal operatorler igin sirasiyla, ilk ola-
rak gp agirlikl egitsizlikler ardindan F), agirhikl esitsizlikler elde edilecektir. Siradaki
iki agirlikli lokal kabuller gecerlidir.

Teorem 3.1 1 < p < 00,0 <9 <1 ve (wy,ws) € EP(R”) olsun. Bu durumda C

sabiti; f, z ve ¢ den bagimsiz olmak {izere, her f € L, (R™) igin

IMFlle, g < Cllwsllr, e sup [|f1lz, g (Bar) 1212 e (3.1)

esitsizligi gerceklenir (Aykol vd., 2022).

Ispat. f fonksiyonunu, ¢ > 0 icin
f=h+fy fily)= f(y)XB(z,%) (v), fy) = f(y)XCB(m,Qt)(y) (3.2)

bi¢iminde ayiralim. Buradan

Mf(@) = sup|Bla,r)" / iy

r>0

IN

sup Bz, )| [ 1)y

r>0

~1
suple | [ v+ [ )i

sup Bz, )| { / L IRy / . |fz(y)ldy]

IN

IN

oldugundan,

IMfllz, 3By < IMfille, @@y + 1M fllz, )
17



elde edilir. Maksimal operatoriin agirhklh Lebesgue uzaylarindaki sinirlilign kul-

lanilarak; C' sabiti, f fonksiyonuna bagl olmamak koguluyla

1M fllz, 5By < IMAlle, @) < Clhlr, @ = Clflle, soe@2  (3:3)

w

gerceklenir. (3.3) esitsizliginin sag tarafi [|wi||r, () X ||wg||Zpl(B( ) ifadesi ile

x,t
carpildiktan sonra r > t olmak iizere supremum alindiginda
IMAlle ey < Closl,eemnlwsls senlfllz, s bean
pws P p,ws
< Ol swp 1z, mem el se, (34
r>t Py P

elde edilir.
z € B(z,t) igin,

Mfyz) = sup|Ble,r)| ™" / iy

r>0

r>2t

< Csup|Bla,2r) " / FW)ldy
¢B(z,2t)NB(z,r)

< C’sup|B(x,r)|_1/( )|f(y)|dy
B(x,r

r>t

bulunur. Elde edilen son esitsizlikteki integrand w{ x (w{)~! ifadesi ile garpilarak,

Mfo(2) < Csup |Bla,r)| / ey

r>t

elde edilir ve Holder esitsizligi yardimiyla,

p' (R™)

Mfo(z) < nglt) |B(, 7”)|_1Hf|\Lp7wtls(B(w,r)) IXBEnwi’|l,

< C -n -0
< Cswpr i, ey |9l .,

bulunur. (w,ws) € ZP(R”) oldugundan,
511—1
Mfs(z2) < CS;L;E) 11z, s By ||w2HLP(B(I’T»

esitsizligi elde edilir. Buradan, elde edilen son esitsizligin her iki tarafimin L, s (B(x,t))

normu alinarak,

6 S1—
1M Plle, gse < Clletly, .., Sup 1F 1z, smem sl ) (3.5)

bulunur. Dolayisiyla, (3.4) ve (3.5) den (3.1) elde edilir. m
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Siradaki teorem, (wi,wsy) € EP(R”) icin maksimal operatoriin genellestirilmis agir-

likli Morrey uzaylarinda simirhliginin varhigini gosteren ana teoremdir.

Teorem 3.2 1 <p <o00,0<6 <1, (wy,ws) € EP(R”) olsun. @, (z,7) ve py(x,r)

fonksiyonlari, C' sabiti; x ve t den bagimsiz olmak iizere

gisinf o1(z, S)H%“LP(B@ s))

sup < Cpy(x,r) (3.6)

t>r W31l £, (B(a.)) B

kogulunu saglasmn. Bu durumda M maksimal operatorii M”77 (R"™) uzaymdan M?72 (R™)
1 2

uzayina siurhdir (Aykol vd., 2022).

Ispat. f € MEPH(R™) olsun. (3.6) esitsizligi yardimiyla, Tamm 2.38, Teorem 2.6,
Teorem 3.1 den ve

1 1

5 , U =
o1(@, )| Wil LB py(, 1)

secilmek tizere maksimal operatoriin, genellestirilmis agirlikli Morrey uzayr norm

g = ||f||L ? B(z,t)) = ||wg||25(3<x,t)), v =

,w

tamm kullanilarak

1
Mfllyrez@ny = sup Mfllz 8@
“ ”ng (R™) 2€R™.£50 g02(x t)ng”Lp(B(z,t))H || ol (B(z,t))
||wz||L B(z,t)) 11
< C sup o sup | £z 5B llw i
veRm 150 ©o (2, t)||wg||Lp Blog)) >0 11l pd (B |l ZHLP(B( 1))

1 5)—1
= C swp sl fle, el L men

z€R t>0 P2 (T ©
1
< C sup ||f||L s(B(=,t))
veRn 150 91 (1, )le\l Ly(B(x,t)) Pl

= CHfHwa‘(lfl(R")

elde edilir. Sonug olarak, M maksimal operator icin sinirhiligin varhigini gosteren

HMfHMS;Q;"2(Rn) < O\|f||M5;1;”(R”)

esitsizligi elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. m

Boylelikle, maksimal operatorler igin ﬁp agirlikli esitsizlikler elde edilmistir. Iler-

leyen kisimlarda £}, agirhikh esitsizlikler elde edilmeye cahisilacaktir.

1972 yilinda, B. Muckenhoupt A, agirhklarim karakterize etmis ve w € A, kosu-

lunun, A maksimal operatériin L, (R") de smirh olmas: igin yeterli oldugunu
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gostermistir. Bu durum, maksimal operatoriin simrlilik probleminin (wq,ws) ¢ifti
i¢in de verilmesini miimkiin kilmigtir. Ancak, 1985 yilinda Garcia-Cuerva ve Rubio
de Francia (w,ws) € EP(R”) gerek kogulunun; A/ maksimal operatoriin L, (R™)

uzayindan L, ,,(R") uzayma sinirh olmas icin yeterli olmadigini gostermislerdir.

E. Sawyer (1982), M maksimal operatériin kendisini de igeren dogru gerek ve yeter
kosulun varligin1 gostermis olup; bu kapsamdaki ilk sonug, 1987 yilinda C. Neuge-

bauer tarafindan elde edilmistir.

l<p<oo vel<t< ooigin,

1
p’t

LA

1 ., 1 / "
su S — wh(y)d —_— wi? d <oo (3.7
:cER",I:>O |B(JI, 7’)‘ / 2(3/) Yy |B(SL’, 7,)| 1 <y> Y ( )

B(x,r) B(z,r)

ise bu durumda M maksimal operatorii L, ., (R™) uzayindan L, ., (R™) uzaymna simir-

lidir (Pérez, 1995).

Teorem 3.3 1 < p < o0 ve (wy,wz) € F,(R") olsun bu durumda M maksimal
operatorii Ly, (R") uzaymndan L, ,,(R") uzayma siirhidir. Ustelik, eger 1 < p < oo
ve w € F,(R™) ise bu durumda M maksimal operatorii L, (R") uzaymda sirhdir

(Pérez, 1995).

Siradaki iki agirlikli lokal kabuller gegerlidir.

Teorem 3.4 1 < p < oo ve (w1, ws) € F,(R") olsun. Bu durumda C' sabiti; f, x ve

s den bagimsiz olmak iizere, her f € L, (R") i¢in

1M fll2p ey By < Cllwallny B,y 5P [ 1,0y e 10202 50 (3.8)

r>s

esitsizligi gerceklenir (Aykol vd., 2023).

Ispat. f fonksiyonunu, s> 0 icin

f=h+fy L) =FWXBe2®), [20) = fFU)Xepuas(y)  (3.9)
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bi¢iminde ayiralm. Buradan

IMfllLpoyB@s) < (1M fillLyw,Bs) + 1M follLy0, (Bs)

elde edilir. Teorem 3.3 kullanilarak C' sabiti, f fonksiyonuna bagl olmamak kogu-

luyla

I M fill e, Bas)) < M fillLyw, @y < ClfillL,., @) = ClfllLy e, Baes) (3.10)

gergeklenir. (3.10) esitsizliginin sag tarafi ||wal|z,(B(,s) X ngHZpl(B(x 5 iadesi ile

carpildiktan sonra r > s olmak iizere supremum alindiginda

IMfillLy ey Bes) < Cllwzllz, e w2l s |l Be2s)
< Cllwzllz, .o sup 112y B w2l L pry (311)
esitsizligi elde edilir.

z € B(z, s) i¢in,

r>0

Mfyz) = sup|Ble,r)| / Ly

IN

C' sup | B(z, 27")\1/ | f(y)|dy
¢B(z,2s)NB(z,r)

r>2s

IN

Csup|B(x,T)|_1/( )|f(y)|dy
B(x,r

r>s

bulunur. Elde edilen son esitsizlikteki integrand w;, x wy* ifadesi ile carpilarak,

Mfy(z) < Csup Bz, r)] / @iy

r>s

elde edilir ve Holder esitsizligi yardimiyla ve (wy,ws) € F,(R™) oldugundan,

Mfy(z) < Csup|B(@, )| fllLyw, e |Xaener |,
r>s p' (R™)
_ 1
S Csupr anHLp’wl (@) HW1 HLP "(B(z,r))
Jr // 1
S Cigls)r " ¢ ||f||LPw1 B(z,r)) le HL ‘t(B(xr))
S Csupr + /tl ||f|| pwl il? T))T; ||w2||Lp CC T‘))
<

1
ngp 1 W 2y (B lw2]l B2y
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bulunur. Buradan, elde edilen son esitsizligin her iki tarafinin L, ,, (B(z, s)) normu

alinarak,

IM follny ey B@.s) < Cllwally, 0, sup 1|2y B @2l L B (3.12)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla, (3.11) ve (3.12) den (3.8) elde edilir. =

Siradaki teorem, (w1, ws) € F,(R™) icin maksimal operatoriin genellestirilmis agir-

likli Morrey uzaylarindaki sinirhiliginin varhigini gosteren ana teoremdir.

Teorem 3.5 1 < p < 00, (wy,ws) € F,(R") olsun. ¢, (z,7) ve py(z,r) fonksiyon-

lar1, C' sabiti; x ve s den bagimsiz olmak iizere

inf
EisTi%o o (x, T)||w1||Lp(B(w))

sup S 0@2(23,7’) (313)
s>r HWQHLP(B(m,s))

kosulunu saglasin. Bu durumda M maksimal operatorii M%7 (R™) uzayindan M2 (R™)

uzayma smirhdir (Aykol vd., 2023).

Ispat. f € M%7 (R™) olsun. (3.13) esitsizliginden, Tanim 2.38, Teorem 2.6, Teorem
3.4 den ve

1 1

, Uy =
©1(7, 8)||lwil| L, (B,s) ©q(, )

g = ||fHLp’w1(B(w,s))7 W= ||w2||Z;(B(x,s))’ U1 =

secilmek tizere,

1
||Mf||M£;’2(Rn) = sup

||Mf||L B(x,s
2ER™, >0 @2(1’, S)ng”Lp(B(x,s)) p,wg( (z,))

|wall L, (B(,s)

S ¢ Sup sup f Lp.w; (B(z,s)) ||W ot .5
z€R™,r>0 902('T75)HW2HLP(B(I75)) s>r H ” pr (B( ))H ZHLT’(B( 5))

1
= C sup sup f w z,8)) ||W o ,s
z€R™ r>0 902(3773) s>r H ||LP7 1(B( ’ ))” 2||LP(B( ’ ))
1
< C sup ||f||Lp,w1(B(x7s))

vern >0 P1(2, 8)|wi |, (B@.s))
= Cllfllazer @y

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. m
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3.2  Genellesgtirilmis Agirhikli Morrey Uzaylarinda Singiiler Operator—
ler igin Ep ve F,, Agirhikh Esitsizlikler

Bu bolumde genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda singiiler operatorler igin iki
agirlikh esitsizlikler ispat edilecektir. Singiiler operatorler igin sirasiyla, ilk olarak

/Tp agirhikh esitsizlikler ardindan F,, agirhikh esitsizlikler verilecektir.

Calderon-Zygmund komiitatorleri, ikinci dereceden eliptik kismi diferensiyel denk-
lemlerin ¢oziimlerinin kararliligl konusunda yapilan calismalarda ¢nemli rol oyna-

maktadir.
Lemma 3.1 1 < s < oo vebe BMO(R") olsun, bu durumda her € R" i¢in

6. T11() < M(I[b, TV 1(2)) < Clbllmao ((MITSI)* (@) + (MIf1)* ()

esitsizligi saglanacak gekilde bir C' > 0 mevcuttur (Di Fazio ve Ragusa, 1991).

2004 yilinda Lerner,

[ i@l < ¢ [ gyl

R

esitsizliginin gerceklendigini gostermistir.

Siradaki iki agirlikl lokal kabuller gegerlidir.

Teorem 3.6 1 < p < oo ve (wy,ws) € EP(R") olsun, bu durumda C' sabiti; f, x ve

¢ den bagimsiz olmak tizere, her f € L, (R™) igin

< [[fllz, ;B ds

771, gy <l [ (3.14)

¢ NS, (Bas) S

esitsizligi gerceklenir (Aykol vd., 2022).

Ispat. f fonksiyonunu, t > 0 icin

f=h+tfy [ =fWXeeaW): [00)=fY)XpeanY)
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bi¢iminde ayiralm. Buradan

Tf(r) = K(z,y)|f(y)|dy

RTL

(e |[ o [ o]
[k [ e [ il

IN

IN

oldugundan,

ITflle, sy < NThHlle, sman + 1T, s men
i w2 W

elde edilir. Singiiler operatoriin agirlikh Lebesgue uzaylarindaki sinirlilig kullanilarak;

C sabiti, f fonksiyonuna bagh olmamak kosuluyla

ITAlL, @y < INTAL, @y < ClAllL @y =ClflL, sBean  (3.15)
2 2 1 1

gerceklenir. (3.15) esitsizliginden ve standart singiiler gekirdegin ¢ok bilinen iig

ozelliginden bir tanesi kullanilarak,

Thiz)| < /B @Iy

IA

o[ oyl Iy
B(z,2t)

— . > —n—ld d
sl [ LT (/ s )
- —n-1 fy)|d ) d
‘ /Qt ’ </{y€R”:2t<xy<s} | <y>| Y ’

> —n—1 s =0
C/t s </{y€Rn:2t<xy<S} | f(y)| wi(y)wr (y)dy) ds

c / s N, s [l (s
t

< 0/ S_”_lHfHLp,w{(B(x,s))ngHZj(B(x,s))dS
t

IA

IN

elde edilir, buradan elde edilen son ifadenin her iki tarafi i¢in norm alinirsa,

—n— > Sn—
||Tf1||Lp7w§(B(x7t)) < c|ls 1/t ||f||Lp,w{(B(x,8))||W2||L3(3(x,5))d5

2
L g Bt

< o[ s Bl e 1] d
< t L, .5 (B |V2llL,(B(x,s) L BED)
oo || fllL. sB@s) gs
< O, (B / — (3.16)
M BE) [ sl Basy S
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bulunur.
|Tf2ll. ;(B(as)) DOrmu igin, z € B(x,t) olmak tizere
p,wgy

T fa(2)| < c/ ()]

< B(z,2t) ly — 2"

dy

ve

1 3
lz — 2| <t, |z—y|Z2tj§|z—ylélx—y|§§lz—yl

egitsizliklerini ele alalim. Verilen esitsizlikler yardimiyla,

Thiz)| < C / 2 — ™" ()| dy

cB(x,2t)
yazilir. § > 0 segilirse,
TR =0 [ o=y )] [ 5 sy
¢B(x,2t)

lz—yl
elde edilir, buradan Fubini Teoremi kullanilarak

o0

/ & — 4|7 | £ ()] dy / s 1ds
¢B(z,2t) |z—y]

)
< c/ s / F(y)] dyds
' {yeRn 2t <|a—y|<s}

elde edilir. Elde edilen esitsizlik, w} x wf‘s agirliklari ile carpildiktan sonra Holder

Tfa(2)] =

esitsizligi uygulanarak,
The)| < o[ | £ )] g dyds
¢ {yeRm:2t<|z—y|<s}
< [T i sl o 11, s
bulunur. (wy,ws) € A,(R™) oldugundan,

ThH()I < C / S w2 X | 1, e 1F 112, 5 (B S

. /oo 1£llz, s B ds
t

18]I, (BG.s)) S

(3.17)

bulunur ve elde edilen (3.17) esitsizliginin her iki tarafi i¢in L, (B(z,t)) normu

aliarak,

oo [[fll. s(B@s) ds

1 Tfalle ey < C|[XBa n/ —
p’wg( (=) H B( ﬂf)HLp,wg(R) ] HUJgHLP(B(x,s))

oo | fllz. sB@s) ds
< C’Hw‘SHL Bzt / o — (3.18)
M BEO) [ s, sy S
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esitsizligi elde edilir. (3.16) ve (3.18) den (3.14) elde edilir. Boylece ispat tamam-

lanir. m
Siradaki teorem, (wq,ws) € ZP(R") i¢in singiiler operatoriin genellegtirilmig agirlikh

Morrey uzaylarindaki sinirhiliginin varligini gosteren ana teoremdir.

Teorem 3.7 1 < p < 00,0 <3< 1ve (wy,ws) € Ay(R") olsun, ¢, (,7) ve @y(z,r)

fonksiyonlari, C' sabiti;  ve t den bagimsiz olmak tizere

oo ess inf ¢, (2, 8)||wd || £, (B(.s)) dt
/ fessoe 5 - — < Coy(z, 1) (3.19)
: w3 |2, (B(a.1)) t
kogulunu saglasm. Bu durumda 7" operatorii M”77 (R") uzaymdan MP¥*(R") uza-
1 2

yina smirhdir (Aykol vd., 2022).

Ispat. f € MPFHR™) olsun. (3.19) esitsizliginden, Tanim 2.38, Teorem 2.6, Teorem
3.6 dan ve

1 o)11—1
s(B(zt), W= ;HW2HLP(B(QU¢))a U1 =

“1

1 1
, U =
o1 (@, )Wl L, (B Pq(,1)

secilmek iizere, singiiler operatoriin genellestirilmis agirlikli Morrey uzay: norm tanimin-

9=,

dan yararlanilarak,

1
ITfllarg2eny = sup 1Tz, 5 B0
wy ’

z€ER™ >0 P2 (.%, t) ||wg HLP(B(m,t))

IN

C <3l 2, (B0 /°° HfHL”"“ls(B(x’t)) dt

sup
verr 50 Po(2, 1) |l | 2, (Bz.)

1 o [Ifllz, sB@n) gt
= (C sup / - -
vern,t>0 P2(T,1) J,

18l L, By t

w8l L, (B ¢

< C up =
< S
zER™,t>0 951(']:7 t) ||(“'(1S HLP(B(wvt)

= CHf“MZ;l;’l(Rn)

) 1Fllz, s (B

elde edilir. Sonug olarak, 7" singiiler operatoriin sinirhiligi gésteren

||Tf||M£é‘/’2(]Rn) S C||f||M£:{1(R")

esitsizligi elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. m

Boylelikle, singiiler operatorler icin pr agirlikl esitsizlikler elde edilmistir. Simdi de

F,, agirlikh esitsizlikler elde edilmeye calisilacaktir.
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Teorem 3.8 1 < p < o0 ve (wy,ws) € F,(R") olsun, bu durumda 7" singiiler

operatorii Ly, (R") uzaymdan L, (R™) uzaymna simrhdir.

ispat. Teorem 3.3 ve

[ 1T @@z <€ [ 2 f@)Mg(w)ds

Rﬂ/
esitsizligi kullamlarak, 7" operatoriintin L, (R™) uzayinda sinirh oldugu elde edilir.

T™ operatoriiniin sinirliligl, Teorem 3.3 ve Teorem 3.8 den
T" f(x) < c[M(Tf)(z) + Mf(x)]
esitsizligi kullanilarak elde edilir. m
Sonug 3.1 1 < p < o0 ve w € F,(R") olsun, bu durumda 7" integral operatorii

L, ., (R™) uzaymda siirhdir.

Siradaki iki agirlikh lokal kabuller gegerlidir.

Teorem 3.9 1 < p < oo ve (w1, wsz) € F,(R") olsun. Bu durumda C' sabiti; = ve r

den bagimsiz olmak tizere, her f € L, ,, (R") icin

NSl 2w (Bas)) ds
| T fll2pey B < CllwllL, B / - —

_ 3.20
r |lwellL,(B@s) S (3:20)

gergeklenir (Aykol vd., 2023).
Ispat. f fonksiyonunu, ¢ > 0 icin
f=h+fe HW)=FfWXsan(®), f2(0) = F¥)Xepan ()
seklinde ayiralim. Buradan,
| T fllywy By S NT fill Ly, By + 1T f2ll 1w, (Ber))

elde edilir. Singiiler operatoriin agirlikh Lebesgue uzaylarindaki sinirliligi kullanilarak;

C' sabiti, f fonksiyonuna bagli olmamak kosuluyla

1T fill 2y By < NT fillpw, @) < Cllfillyw, @) = CllfllLye, B2y — (3:21)
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gergeklenir. (3.21) den yararlamlarak, || f|| Ly, (B(z,2r) DOTMUNuUn, r ye gore azal-

mayan olmasindan dolay1

> ||f||Lp,w B(z,s) ds
T Al ot < Cllsaloeny [ 5= CERE (322)

v lwellr,(B@s) S
bulunur.

1T f2llz, o, (B(zr)) DOTMU igin, 2 € B(z,7) olmak {izere

Tfo(2)| < C / £ (y)]

¢B(x,2r) |y - Z|n

dy

ve

1 3
|z — 2| <, Iz—y\227“:>§|z—y|§\x—y\é§\z—yl

esitsizliklerini ele alalim. Verilen esitsizlikler yardimiyla,

T < C [B( ol )y

elde edilir. 6 > 0 secilirse, her z € B(z,r) i¢in

—n+0 * 56—
TR < 5[ eyl [ s

°B(z,r) |z—yl
<cf s £ ()] dyds

r {yeRm:2r<|z—y|<s}

1|, —1

< C/T s |y XB(I,S)HLP‘(RH) 1 fl 2y, (Bz.s))ds
<

C/r S_n+pl7_1 HWIIHLPW(B(JJ,S)) ||f||Lp,w1(B(I75))d8

bulunur. Boylece,

n 71’

-n > —n+—75
[ el se [T
cB(z,r) r

yazilir ve elde edilen (3.23) esitsizliginin her iki tarafi i¢in L, ., (B(x,r)) normu

’wl_lHLp‘t(B(a:,s)) 1112y, (Bl ds

(3.23)

aliarak,

—n+-—77—1
pt

Tl gy < € atenll o [ 3

e ||fHL w (B(z,s)) ds
< C||W2HLP(B(3:,T))/ L ) -

r H(")QHLp(B(vaS)) §

le_l HLp,t(B(x,s)) ||fHLva1 (B(Ivs))ds

(3.24)

bulunur. (3.22) ve (3.24) den (3.20) elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Siradaki teorem, (wy,ws) € F,(R™) i¢in singiiler operatoriin, genellestirilmis agirhikl

Morrey uzaylarindaki simirhiliginin varhigini gosteren ana teoremdir.

Teorem 3.10 1 < p < 00, (w1, ws2) € F,(R™) olsun. ¢, (z,7) ve @y(x,r) fonksiyon-

lar1, C' sabiti; x € R™ ve r den bagimsiz olmak iizere

oo ess inf o, (2, 8)||wi| L, (B@s) 4
/ T<8<00 _7— < CQOQ(ZL’, 7”) (325)
: T

|w2ll L, (B

kosulunu saglasin. Bu durumda 7' operatorii ME ! (R™) uzayindan M52 (R™) uza-

yina siirhdir (Aykol vd., 2023).
Ispat. f € M%7 (R™) olsun. (3.25) esitsizliginden, Tanim 2.38, Teorem 2.6, Teorem
3.9 dan ve

=[£Il = 1|| ||71 - 1 :
g L B(z,r)), W = —||W2 z.r)) UL y U2 =
‘f( (@) r Lp(B(r)) S01($7T)||W1||Lp(3(x,r)) pal,7)

p,w

secilmek tizere singiiler operatoriin genellestirilmis agirlikli Morrey uzay1 norm tanimin-

dan yararlanilarak,

1
Tf P,%2 (o = sup Tf Ly wo (B(z,r
|| HM“,2 (R™) e 902(x7r)||w2||Lp(B(x,r)) || || p,wo (B(@,))
< C sup ||w2||LP(B(l‘aT)) /Oo ||f||Lp’W1(B(:c,T)) @
T zernss0 0o ) lw2llnBEry Js o w2l ey T
= (C sup L /Oo HfHL”’Wl(B(x’T))ﬁ
xER™ r>0 @2(1‘,7") r ||w2||Lp(B(IJ’)) r
1
< C sup )Ilf 1Ly (B(zr)

z€R™ >0 901(‘7;7 T>||w1||Lp(B(a:7r)
= Cliflazer @

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

3.3 Genellestirilmis Agirlikli Morrey Uzaylarinda Maksimal Komiitator-
ler i¢in A, Agirlikh Esitsizlikler

Bu boliimde genellestirilmis agirhikli Morrey uzaylarinda maksimal komiitatorler icin

Zp agirlikl egitsizlikler elde edilecektir. Siradaki iki agirlikli lokal kabuller gecerlidir.
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Tanmim 3.1 Her x € R" ve verilen bir b 6lgiilebilir fonksiyonu i¢in maksimal komii-

tator

My(f)() = sup |Blar) / ) bl

zeR™ r>0

bi¢iminde tamimlanmaktadir (Guliyev vd., 2011).

Tanim 3.2 Her x € R" ve verilen bir b olgiilebilir fonksiyonu icin, M Hardy-

Littlewood maksimal komiitatorii

(M, b]f () = M(bf)(x) — b(z) M f(x)

bigiminde tanimlanmaktadir (Agcayaz vd., 2015).

Lemma 3.2 b negatif olmayan herhangi bir lokal integrallenebilen fonksiyon olsun.

Bu durumda her x € R" ve f € LP¢(R") igin,
|[Mb]f ()| < My(f)()
esitsizligi gerceklenir (Agcayazi vd., 2015).

Teorem 3.11 X, R" iizerinde taniml 6lciilebilir fonksiyonlarin Banach uzayi, M;
X tizerinde smurh ve b € BMO(R™) olsun. Bu durumda M), operatorii, X iizerinde

sinirhdir ve C' sabiti f den bagimsiz olmak iizere,
1My fllx < Cllbllsaoll flx
gerceklenir (Agcayaz1 vd., 2015).
Sonug 3.2 b € BMO(R") olsun. Her z € R" ve f € LI*°(R") igin,
Myf(x) < C|bllsro M f(x)
olacak sekilde bir C' > 0 mevcuttur (Agcayaz vd., 2015).

Sonug 3.3 1 < p < o0, b € BMOR") ve w € A,(R") olsun, bu durumda M,

operatorii L, ,(R™) uzaymda smirhdir.

Teorem 3.12 1 <p<o0,0<d<1,be BMOR") ve (wy,ws) € ZP(R"), wy €
Ap(R") olsun, bu durumda M, operatorii L, s(R") uzaymdan L, s(R") uzayma

simrhdir.
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Ispat. f € L,.:(R"), b€ BMO(R") olsun. M,f(x) < C||bllpaoM?f(x) esitsizligi

gerceklenir. Esitsizligin her iki tarafi i¢in norm alindiktan sonra,
||beHLp’wg(R") < CHbHBMO HM2f||Lp’wg(R")

elde edilir. Sonug 3.3 den ve (wy,ws) € ZP(R") oldugunda M maksimal operatoriin

agirlikli Lebesgue uzaylarindaki simirliligindan yararlanilarak

1Mol g ) < Cifblao M S, @)

esitsizligi elde edilir. Ayrica w; € A,(R™) oldugundan,

IMofl o) < Gefbllao |1z, ()

gerceklenir. Boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 3.13 1 < p < 00, 0 < 0 < 1, b € BMO(R") ve (wy,wz) € EP(R”),
wi,wy € Ay(R") olsun, bu durumda C' sabiti; f, x ve t den bagimsiz olmak iizere,

her f € L, s(R") i¢in

(WA RREETERS
1

1M1z, Ly oy < Clbllaolw iy sup (1410 %) T (3.26)
P >t ||w2||Lp (B(x,r)

gergeklenir (Aykol vd., 2022).

Ispat. f fonksiyonunu, t > 0 icin

f=h+fo HW)=FfWXa W) f2(4) = FW)Xen@an ()

seklinde ayiralim buradan,

| My f| 2 s (B) < || My fillr pt (B@t) T | My fol|r pud (B@)

elde edilir. Teorem 3.12 den C' sabiti, f den bagimsiz olmak iizere

IMofillz, 5By < IMofillr

u.) w

;&) < Clbllsaoll fillr, s@ = Clbllsmoll fliz, s 520
(3.27)

(3.27) esitsizliginin sag tarafi |w3||1, (B X |lwdl L (B(x) Hadesi ile carpilarak

1Mo fillz, 5 < Clibll srollwsll,sem sl sl flle
31
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elde edilir. || f]] L, s (B(x2t) normu t ye gore azalmayan oldugundan, r > ¢ olmak
Py

iizere supremum alinirsa

1Fllz, s

1Mofillz, s By ) < Clbllsurollws L,z Ba) SUD <1+1n > red” (3.28)
HWQHLP B(z,r))

gerceklenir.

z € B(z,t) icin,

Myfal2) = sup|B(zr)|™ / ) b L)y

r>0

< sup|Bla,20) " / b(z) — b(y)| | £(v)] dy
r>2t ¢B(z,2t)NB(z,r)
< sup|B(z, )| / 1b(z) — b(»)] £ ()] dy
B(z,r)

r>t

= 8sup |B([E,T’)|_l /B( ) |b(2) - bB(:c,r) - (b(y) - bB(:c,r))| |f(y)| dy

r>t

< sup|B(z, )" / ) b5l

r>t

r>t

= L+

4 sup | Bl )| /B 1B = bt | )

bulunur. Oncelikle,

I = sup|B(z,r)|" / ) b5l

r>t

integrali i¢in yukaridaki esitlikteki integrand w$ x (w)~! ifadesi ile carpilarak
L= s 1B [ () b ) 11
r> B(x,r

elde edilir.

Teorem 2.4 ve Holder esitsizligi yardimiyla,

I < Csup B, ) M1, ooy ID0) — bagen |l (3.20)
>t Wi pwy “(B(z,r))

elde edilir.

Buradan,

||b() — bB(cc,T‘) ||Lp\ 7w1—5(B(z,7‘))

lloso = _sup 5
z€R™, >0 le HL ‘(B(x,r))
P
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oldugu bilindiginden; (3.26) da istenilen ||b||grro ifadesini elde edebilmek amaciyla,
(3.29) esitsizliginin sag tarafi ||w‘f||gj (Ber) % ||w‘f||gj (B(a.r) 1le qarpilir ve sonrasinda

r >0 ve x € R" olmak tizere supremum alinirsa

wl S (B(a.r)

150) ~ boen s,
%(B(Iﬂ“)) Sup

g ||0fi||21‘ (B(z,r)
zeR", r>0 ||w1 ||Lp\ (B(z,r)) ’

p,w

L < CSL;IJIB(:M)F1 11l
r>t
< CHbHBMOSupr_n”f”Lpwé(B(x:T))||w(;||zl‘(B(x,r))
r>t 1 P

elde edilir.

Simdi /5 integralini hesaplayalim:

r>t

I, = suplB(sm)\‘l/B( )|b<z)—b3<m,r>||f<y>!dy

= Ssup |B(1’, 7”)|71 /( ) |b(2) - bB(x,t) - (bB(:L",r) - bB(:):,t))‘ ’f(y)| dy
B(x,r

r>t

IN

sup |B(x,r)|_1 /B( ) |b(z) — bB(x,t)} |f(y)|dy

r>t

wammﬁ/(Jmm—@wmmM@
B(x,r

r>t

bulunur.

Yukaridaki son egitsizlikte elde edilen supremum igeren ifadeleri ayri ayri ele alalim.

11k ifade icin

1b(=) = basy| = wa—B@w*Luf@@'

= pere s [ 06 -0 -0

|
= |b(z) + B(z,t)! U

ww—uw@—waéwgﬂ

B(z,t)
= P+ BEa [ 06) by~ B 1B 0]C)
< B(a,t)! b(z) — b(y)| d
< B LWJ<) ()| dy
sup B(z,t)! b(z) —b(y)| d
< sp B0 [ ) )l dy
= MyXp@y(?)



oldugundan,

IN

IN

IA

elde edilir.

r>t

mmB@mﬂ*L;)M@%—%mMV@H@

r>t

sup | B(z, r)| ™ MyX p(a)(2) | ()| iy dy

r>t B(z,r)

CMyX gz (2) /B( )SUI;|B($ )| Ifllz,, L5 (B@r) ”leL Bl Y
CMyX pary(2) sup - "I fllx ({(B(%T))leHzp‘(B(ac,r))

p,w

Ikinci ifade i¢in ise Lemma 2.1 kullanilarak

sup [B(x,r)| ™" /B( | 08(.1) = bBm| [f(v)] dy < CSgItJ | B(a, )|~ |[bll aso

:
< [ qrwldy
B(z,r)

< ngp |B(z,7)| " |10l 5amo
r>t

T _
xm;/ F)|wiwr’dy
B(z,r)

< Clb||Bmo sup r ”ln—
r>t

X \I£llz, sBam il (3gn ()

bulunur. Sonug olarak, elde edilen (*) ve (**) ifadeleri birlestirilerek /5 igin,

. 5i—
I, < CMbXB(z‘,t)(Z) Slg”” ”f”Lpw,;(B(x,r))||w1||L;(B(x,r))
r> w1

—n r d—1
+C”bHBMOi‘;I;7” lnZHfHLp,w%(B(x,r))HWIHLP‘(B(Q:,T))

bulunur. Boylelikle,

My fa(2)

IN

L+ 1y

IN

Clolasso supr ="l g sz llflz ey

+CMbXB(w,t)(Z) sup TﬁanHLWIs(B(r,r))HW{HZ; (B(z,r))

r>t
-n r 611—1
+C||bl| Baro ngl;”’ In ;HfHLp,w(ls(B(x,r)) ||W1||Lp‘ (B(z,r))
34
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gerceklendigi gosterilmigtir. Teorem 3.12 yardimiyla,

PRAEEN, oo < M+l
p,wgy
< W4l e T2 e
p,UJ2 p,w2
< ||ClIbllprosupr" (| f]] [
= BMO SUp L, s B@)I¥llL (B(zr)
r=t o ! L o(B(t)
p,wWo
|15 1, g 41
r>t 1 i L, g (Bt)
T ~
 |tllasiosup T, ool ey
r>t 1 P L, w5 (B(@:)
< |tlaosup =+ DI, oo A1
r>t 1 P L s(B(zt)
p.wy
+ HCMIJXB(x,t) sup 7 " fllr s B2z} (s
r>t 1 P prwg(B(m,t)
“f”L w{ (z,r)
< ClbllsuollwsllL, s mt))SUP(1+1n

||W2HLp B(z,r))
r Iz, L3 (B

+C' || MpX (s Sup 1+1n
H B( 7t)HLp’wg(B(l- t) 7’>t( ||w2||LP .1‘7’))

r Wz, 5B
1

,w

< Clbllsmollwsllz, (B Sup(l +1ﬂ (3.31)
|| 2”L (B(z,r))
elde edilir. (3.28) ve (3.31) den (3.26) elde edilir. m
Teorem 3.14 1 < p < 00, 0 < 0 < 1, b € BMO(R") ve (wy,ws) € EP(R”),
wi,wy € A (R™) olsun. ¢ (x,r) ve p,(z,r) fonksiyonlari, C' sabiti; = ve t den
bagimsiz olmak tizere
£ 88 inf oy (@, 9)|willL, (5.

sup (1 +1In —) < Cpy(zx,r) (3.32)

> w3l 2, (Bt
kosulunu saglasin. Bu durumda M, maksimal komiitatorii ./\/li 71(R™) uzaymdan

1
MP P2 (R™) uzayma smirhdir (Aykol vd., 2022).
W2
Ispat. f ¢ MPSHR™), b € BMO(R") olsun. (3.32) esitsizligi yardimiyla, Tanim
1
2.38, Teorem 2.6, Teorem 3.13 den ve
t 1 1
9= 11t geotears = (14102 ) ey o1 = -
puf (BE@D) r) 2 e(B@0) 12, Ol (B a2, 1)
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secilmek tizere

1
Myf|lyre2mny =  sup Mvfllz 5B,
H ||ng (R™) 2€RF50 902(37 t)ngHLp(B(x,t))H || png( (z,1))
1
< Clbllpyo  sup 51 2, (Bt

2eRn,1>0 Po (T, 1) ng ||Lp(B(w7t))

J|1—1
<sup (14102) 11, gco0 515 ey

t
sup (l—i-ln;) I flz

= Clbllpyo sup

z€R™,i>0 (,02(1‘,25) t>r pw
1
< C|bllpmo  sup s
H H 2ER™. 150 901(37 t)Hw({HLp(B( ) H ” “’({ B(z,t))

- CHbHBMO”f”M”;;”l(Rn)
“1

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. m

3.4 Genellestirilmis Agirlikli Morrey Uzaylarinda Singiiler Komiitator-
ler igin ﬁp Agirlikli Esitsizlikler

Bu boliimde genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda singiiler komiitatorler igin

pr agirlikl egitsizlikler elde edilecektir. Siradaki iki agirlikli lokal kabuller gecerlidir.

Teorem 3.15 1 < p < 00, 0 < § < 1, b € BMO(R") ve (wy,ws) € Ay(R),
w1 € Ap(R") olsun. Bu durumda [b, T] operatorii L, s (R") uzaymdan L, s (R")
uzayma simirhdir (Coifman, Rochberg ve Weiss, 1976).

Ispat. f € L, R"), b € BMO(R") ve (wi,ws) € pr(R”), wy € A,(R™) olsun.

Lemma 3.1 kullanilarak,

1B Tl yry < 1M T

Lo )
< Clellsuo |[(MITFI*)* + (MI£I)*
Lp,wg(R")
< Clbllmuo | | (MITs1)? + |11
Lp 8 E™) Lp L9 B™)
L 2 2
elde edilir, Teorem 2.3 ve Sonug 2.1 den yararlanilarak
6.7V fll, oy < Clbllano |[(ZAF]| s
LA) p7w1 R’IL) Lp w({(R'VL)

< Clpllsmo H’f”
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bulunur. =

Teorem 3.16 1 < p < 00, 0 < 0 < 1, b € BMO(R") ve (wy,ws) € EP(R”),
wi,wy € A,(R™) olsun. Bu durumda C' sabiti; f, x ve ¢ den bagimsiz olmak iizere,

her f € L, s(R") i¢in

0 1Al s @) ar
[0, T]f”Lp’wg(B(a:,t)) < C||b||BMo||wg||L,,(B(x,t))/ (1 +In - ) L —
t

HWQHLp B(z,r)) T

(3.33)
gergeklenir (Aykol vd., 2022).

Ispat. f fonksiyonunu, ¢ > 0 icin

f=h+fo, HY)=FfWXa W) f2() = FW)Xen@an ()

seklinde ayiralim buradan,

116, T1f 2, s oy < M0 TIAL, @y + 1116, T] L2z, e

gergeklenir. [b, T'| operatoriiniin Lebesgue uzaylarimdaki simirhligini karakterize eden

Teorem 3.15 kullanilarak, C' sabiti; f den bagimsiz olmak iizere

1o T1fllz, g By < 0. T1Aill, s @) < Clibllsacoll fille, @) = Clibllsaoll fllz, s B2
(3.34)

gergeklenir. || f]| L, s(B(a2t)) DOrmunun ¢ ye gore azalmayan olmasi gerceginden,

s(
w1

£, g ds

16TV, ycates < Clblmvrolldliycaeny [ (1+1%)
“2 t ||W2||Lp B(z,s)) S
(3.35)
esitsizligi elde edilir.

[0, T]f2||Lp 5 (B(z,t)) Dormu icin, z € B(x,t) olmak tizere
yWo

prseie [ e -l

ifadesini ve

1 3
lz — 2| <t, \z—y!22t:>§!z—y!§|fc—y|§§|z—yl

esitsizliklerini goz oniine alalim.
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Verilen egitsizlikler yardimiyla,

. T)fa(2)] < C / 1 — g [b(2) — b)] | £ (9)] dy

¢B(z,2t)
yazilir.

[b, T'] f> igin Oncelikle

n < s _
Lo = B by < Clblawio [ (L) ol o
¢B(z,t t

ds
<z, 5B (3.36)

esitsizligini ispatlayalim. z € B(z,t) olmak iizere, [b, T fo i¢in

[ e bl < [ el
cB(x,t) cB(z,t)
X |b(z) = b = (b(y) = bsen)| 1f ()| dy

< / [z —y| 7" [b(y) — baey| | f(y)| dy
cB(z,t)

4 / =y [b(=) — b | 1£()| dy
¢B(x,t)
— T+,

elde edilir. 6 > 0 segilmek {iizere J; ve Jo integrallerini ayr1 ayr1 hesaplayalim.

Jp integrali icin;

5o / 2 — 417 [by) — bagen]| 1F@)| dy
¢B(x,t)

< 5/ ( )Ix—yl_”“}b(y) — bpa)| \f(y)ldy/é’“ds
¢B(x,t

Fubini Teoremi kullanilarak,

Lo< C / -l / 1b(y) — b | 1/ ()] dyds
¢ {yeRm:2t<|z—y|<s}

- c / / 15(y) = o) — (bien) — be)| 1£(9)] dyds
t {yeRm:2t<|z—y|<s}

< C / / 16(y) — b | 1/ ()] dyds
' {yeRn:21< [z —y|<s)
—|—C’/ s‘"‘l/ }bB(a;,t) - bB(a:,s)‘ | f(y)| dyds
¢ {yeRm:2t<|z—y|<s}
< cof sf 60) = b |7 0)] s
t {yeRm:2t<|z—y|<s}

e / / (bbes) — bis| wi® |£(y)| widyds
t {yeRm:2t<|z—y|<s}
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bulunur.

Elde edilen her iki integral ifadeleri i¢in de Holder egitsizligi kullanilarak

J < C / s [b(y) = bpes |, By I lz, s Besyds
t ph,wl_

+C/t s BBy — D@ || _, (B(z,9)) wa5||L o Wz, sBesyds
)¢

W
1
pwy

elde edilir.

Daha sonra elde edilen esitsizlikteki ilk integral ifadesi icin Teorem 2.4, ikinci integral

ifadesi i¢in ise Lemma 2.1 kullanilarak

p' Wq

J < C/ S_n_l Hb() - bB(:z:,s)HL 5 (B(x,3)) ”f”Lp’w(lS(B(I:S))dS
t

oo [ 5 il s

(B(wﬁs))

elde edilir.

Ik integral ifadesinde, ||b|| paro normunu elde edebilmek amaciyla Tanim 2.34 kul-

lanilarak gerekli diizenlemeler yapildiginda

s C/t sTHIBC) = BB, s (Bl HW?”L B le_(S”L oy Mz, o8
p' P

p'w

Olbllmaro / M0 0], gy M g
t
< Cllbllsxo / P T P
t L 1
+Clloo [ 57 11n_||w15H e 1l s
bulunur.
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Jo integrali i¢in, C' sabiti; x ve ¢ den bagimsiz olmak iizere,
B = (6 = baeo| [l al ) dy
cB(x,t)
= P -0 [ s [ e sl
B(z,t) cB(z,t)
~ b+ 1B [ 0=t - He)
B(x,t

o 5 ds
<[l o Myt

_ ‘b@ + Bz, ) [ /B (zt)(b(z)—b(’y))dy—b(z) /B . dy”
o R o P

= ‘b(Z)HB(SU,t)\_ /B( t)(b(Z)—b(y))dy—!B(:Uat)\_lb(Z)IB(x,t)ldy‘

& ds
5 —
o Rt X R .
< Bao [ we vl [ s el I e s
B B(xt) t p B e s
_ - ds
< sup Bt [ b =bldy [ 5], ey 11, e s
>0 B(a,t) t 1 §

ds

w({ (z,9)) s

< OMaanf®) [ 5 [, ey 161

bulunur. Dolayisiyla (3.36) esitsizliginde her iki tarafin L, (B(z,t)) normu al-

narak,
<
||[b, T]fg”[,png(B(a:,t)) >~ O||XB(x,t)HLp’wg(B(x,t)) ||b||BMO
x/oo s " (1+1n f) lwr?llz,, Bl Il (B(rsD@
t t v s
< Clbllsmollwdl L, B

x/oo (1+1n ) HfHL e 000 ds (3.37)

|!w2|\Lp(B(x )
bulunur. Buradan, (3.35) ve (3.37) den (3.33) elde edilir ve boylece ispat tamam-

lanir. =

Teorem 3.17 1 < p < 00, 0 < § < 1, b € BMO(R") ve (wy,ws) € Ay(R),

wi,wa € Ay(R™) olsun. ¢ (x,r) ve @y(z,r) fonksiyonlary, C' sabiti; = ve ¢ den
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bagimsiz olmak tizere

oo o\ ess inf oy (2, 8) |9 l|z, (B@s) gt
/ (1 +1n ;) t<s<oo 7 < Cg02<£lf,7’> (338)
t

||, (B

kosulunu saglasimn. Bu durumda, [b, T] komiitatorii M”77 (R™) uzaymdan M”72 (R™)
wl w2
uzayma smirhdir (Aykol vd., 2022).

Ispat. f ./\/li 71(R™) olsun. (3.38) esitsizligi yardimiyla, Tanmim 2.38, Teorem 2.6,
1

Teorem 3.16 dan ve

10 (1emg) e ; 1
g= L B(z,t)), W = n—| —jw z)) V1= , U2 =
o (BD) r) 2L BE) o1(@, 1)z, (B (1)
secilmek {izere,
16,71 . 1, 77]
, P92 (on = sup 5 L B(x,
ng (R™) 2€R" 150 Po (T, t)||wg||L,,(B(a:,t)) ”’“’g( ()
1 * t
< Cb|lBmo sup Wal|Ly(B(z / <1+1n_>
L e ) e P LR r

||f||L L4(B@D) ds
szHLp ey b

1 o0 Ifllz, sB@s g
= C|bllpmo sup —)/ ( +1n - )—1—

z€R™ t>0 302(.1’t ||W2||Lp(Ba:t)) t
1
< C|bllsmo  sup

ceRn>0 P1(2, t)lean x,t))
= Clpllsmollflr, 5@

Wy

116, 77|

pt (B(@0)

esitsizligi elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. m

41




4. BAZI UYGULAMALAR

Bu boliimde, Q smirh bolgelerinde (2.2) Dirichlet problemi ele alinacaktir. 92 nin,
C? smifina ait oldugu kabul edilecektir.

Dirichlet probleminin ¢oziimii; her sabit y € Q i¢in, h(z,y)

ANzh(z,y) =0 , x€
h(z,y)=-T(@-y) , €0

olmak {izere

G(z,y) =T(z —y) + h(z,y)

bi¢iminde de yazilabilen

wmzéamwﬂww (4.1)

seklindeki G(x,y) Green fonksiyonudur.

Eger P(y, Q) Poisson gekirdegi ise dS; 0f) tizerindeki yiizey 6lgiisiinii temsil etmek

tizere h(x,y),

B y) = —— / L p(y,Q)ds(Q

(n = 2)wn Joq [v = Q"
biciminde ifade edilir.
Green fonksiyonu,

C'log |z — y| ,n=2

G(x,y) <
Clz —y>" ,n >3

ve

| Dy, G(2,y)| < Cla —y['"

esitsizliklerini saglamaktadir (Widman, 1967). Dolayisiyla,

mmm—émﬁ@wmwy
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elde edilir. (4.1) yardimiyla, ¢ fonksiyonunun ikinci tiirevlerini elde edebilmek igin

siradaki lemma kullanilacaktir. d(x), siira olan uzakligi temsil etmek iizere

d(xz) = inf |z — Q|

QeoN

biciminde tanimlanir.
Lemma 4.1 Verilen o € Z'} icin, (eger n=2 ise |a|>0)
| DRz, y)| < Cd(a)> "~

olacak sekilde n ve o ya bagh bir C' sabiti mevcuttur.

Verilen lemmadan her z € € icin, x noktasiin komsulugunda D, h(z,y) nin
diizgiin sinirh oldugu elde edilir, boylelikle

Do, [ W) i@y = [ Dovles) 1)y
gergeklenir. Ustelik, | D, I'(z)| < Clz|'™™ oldugundan

D, | =)o)y = | Do T 1))y

gerceklenir.

D,,.;I" integrallenebilen bir fonksiyon olmadigindan, ikinci tiirev ile integrasyonun
sirasi degistirilemez. ¢ sinirh bir fonksiyon ve
Kf(x) = lim Dy, U(x — y) f(y)dy
=70 Jla—y|>e

olmak iizere

D, / D, T(x — y)f(y)dy = K f(z) + c(2)f(2)

gerceklenir.
Burada ve daha sonraki tiim gosterimlerde: f, R" iizerinde tanimli orijinal f fonksiyo-

nunun sifir ile genislemesi olarak kabul edilecektir.

K operatorii, Calderén-Zygmund singiiler operatérdiir. Esasinda, D, I' € C*(R™ \

{0}) ve (1 — n). dereceden homojen bir fonksiyon oldugundan;
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buradan D, I'(x — y) nin, (—n).dereceden homojen ve birim kiire tizerinde sifir
ortalamaya sahip bir fonksiyon oldugu sonucuna varilir (Agmon, 1965). Dolayisiyla
1 <p<ooigin K, L,(R") uzaymda simrh bir operatérdiir (Calderén ve Zygmund,
1952).

Ayrica 1 < p < o0 igin,

K f(x) = sup

e>0

/ | DIinF(:p - y)f(y)dy
T—y|>€e

maksimal operatorii L,(R™) uzayinda smirhdir.

Teorem 4.1 Q C R” siurh bir C? bélgesi, 1 < p < 00, 0 < § <1, b€ BMO(R"),

(w1, ws) € EP(R") ve wy,wy € A,(R™) olsun. ¢, (z,7) ve ¢y(x,r) fonksiyonlar: (3.6)

kosulunu saglasm. f € M7 (Q) ve ¢ fonksiyonu (2.2) probleminin ¢oziimii olsun,
1

bu durumda

[ollwz ., @ws) < Clflveer @) (4.2)
“1

p,¥2

olacak gekilde yalmizca n ve €2 ya baglh bir C' sabiti mevcuttur (Aykol vd., 2022).

Ispat. Green fonksiyonu icin asagida bulunan esitsizlige ihtiyac duyulacaktir. Bu
esitsizlik, A. Dall’Acqua ve G. Sweers (2004) tarafindan ispatlanmigtir ancak bu-
radaki bolge, C? den daha diizgiin bir bolge olarak ele alinmstir. €, bir sinirh C?
bolgesi olsun ve G(z,y), 2 tizerindeki (2.2) probleminin Green fonksiyonu olsun.
Her (z,y) € Q x Q igin,

d(x)

|£E . y|n+1

|Dyo, Gz —y)| < C

olacak gekilde n ve €2 ya bagh bir C' sabiti mevcuttur. Bu sonug, agagidaki ifadelerden
ileri gelmektedir (Duran vd., 2009).
Her z € ) igin,
|6(2)] + |Dap(2)] < CM f(2), (4.3)
| Daay 0()| < CK f(x) + Mf(x) + | f(2)] (4.4)
olacak gekilde n ve €2 ya bagh olmak iizere bir C' sabiti mevcuttur.

Teorem 3.2 ve Teorem 3.6 dan M ve K operatorleri MPEH(Q) uzaymdan M2 (Q)
1 2

uzayna simurhdir. Sonug olarak, (4.3) ve (4.4) den (4.2) elde edilir. m
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Teorem 4.2 Q C R™ siirh bir C? bélgesi, 1 < p < 00,0 < § < 1, b € BMO(R"),
(w1, ws) € A(R™) ve wy,wy € Ay(R™) olsun. ¢, (z,7) ve py(z, 1) fonksiyonlar: (3.19)
kosulunu saglasin. f € ./\/li 71(Q) ve ¢ fonksiyonu (2.2) probleminin ¢oziimii olsun,

bu durumda

[&llwz . @ws) < Clflvmer @
“1

P,P2

olacak gekilde yalmizca n ve 2 ya bagh bir C' sabiti mevcuttur (Aykol vd., 2022).

Sonug 4.1 © C R" siurh bir C? bolgesi, 1 < p < o0, (w1,w2) € F,(R™) olsun.
©1(z,7) ve @y(z, ) fonksiyonlar (3.13) ve (3.25) kosullarini saglasin. f € ML (Q)

ve ¢ fonksiyonu (2.2) probleminin ¢oziimii olsun, bu durumda

HngVV2 (Q,w2) S C”f”,/\/lﬁ’f’l(ﬂ)

p,p2

olacak gekilde yalmizca n ve € ya bagh bir C' sabiti mevcuttur (Aykol vd., 2023).
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5. TARTISMA VE SONU(C

1 < p< oo, p; R" x (0,00) iizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon ve w, R"
tizerinde negatif olmayan olgiilebilir bir fonksiyon, supremum R"™ de tiim B(zx,r)
yuvarlari tizerinden alinmak {izere,

1

Hf” P = sup HfHL w(B(x,r
M z€R™,r>0 90(%7”)HWHL,,(B@,T)) pus(Blam))

sonlu normuna sahip olan tiim f € LY (R") fonksiyonlarm olugturdugu uzay, M2*(R")
genellestirilmis agirlikli Morrey uzayi olarak tanimlanmaktadir. Bu tezde, genellestiril-
mis agirhikli Morrey uzaylarinda temel olarak maksimal, singiiler operatorler ve bu

operatorlerin komiitatorleri incelenmis olup asagidaki giktilar elde edilmistir:

B 1<p<oo,0<d<l, (wy,wy)€ EP(R") olsun. ¢, (x,r) ve @y(x,r) fonksiyon-
lar1, C' sabiti; x ve t den bagimsiz olmak iizere

) P
?issirolf ©1(x, s)|lw] ||Lp(B(x,s))

sup < Oy, )

>r (] [peEreny
kogulunu sagliyorsa bu durumda M maksimal operatérii M?™ (R™) uzaymdan M”72 (R™)
1 2

uzayina siirhdir.

B 1<p<oo, (w,ws) € F,(R") olsun. ¢, (z,7) ve ,(x,r) fonksiyonlar:, C' sabiti;
x ve s den bagimsiz olmak iizere

ess inf oy (2, 7)|wr |z, (B

sup < Cpy(,r)
s>r ||w2||Lp(B(CU75))

kosulunu sagliyorsa bu durumda M maksimal operatorii MY (R™) uzayindan Mgy 2 (R™)

uzayina siirhdir.

B 1 <p<oo0<d<1ve (w,wy) € EP(R") olsun, ¢, (z,7) ve wy(z, )

fonksiyonlari, C' sabiti; z ve ¢t den bagimsiz olmak iizere

o ess inf ¢, (&, 8) Wil LB gy
i o
. w3 |2, (1)) t
kogulunu saghyorsa bu durumda 7" operatorit M? (R") uzaymdan M”72(R") uza-
1 2
yina siirhdir.
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B 1 <p<oo, (w,ws) € F,(R") olsun. ¢,(z,7) ve ,(x,r) fonksiyonlar:, C' sabiti;

x € R™ ve r den bagimsiz olmak {izere

oo 88 Inf oy (a, s)l|wille, (s g7
/ &< Cpyla,r)
, lwall, B T

kosulunu saghyorsa bu durumda 7" operatorii M%7 (R™) uzayimmdan ME7? (R™) uza-

yina simirhidir.

B 1<p<oo,0<68<1,beBMOR" ve (wy,ws) € Ay(R"), wi,wsy € Ay (R?)

olsun. ¢, (x,r) ve @y(x,r) fonksiyonlari, C' sabiti; x ve ¢ den bagimsiz olmak iizere

<s<oo

sup < Cpy(a,7)

t>r

<1 1 t) etfssinf%(l“,S)||w‘f||Lp(B(w:s))
+1In -

WSl L, (B

kosulunu sagliyorsa bu durumda M, maksimal komiitatorii M1 (R") uzaymdan
w1

MP22(R™) uzaymna smirhdir.
W

B 1<p<oo,0<6<1,beBMOR" ve (wy,ws) € Ay(R"), wi,wy € Ay (R

olsun. ¢, (x,r) ve @y(x,r) fonksiyonlar: C' sabiti; x ve t den bagimsiz olmak iizere

: 4
o +\ ¢ 1{.15901<33>3)HW1||L (B(z,5)) (t
/ (1 +1In —) feoteo - — < Cpy(w,7)
: r w3l (B .0 t

kosulunu saghyorsa bu durumda, [b, T] singiiler komiitatorii MZ 71 (R") uzaymdan
1

MPF2(R™) uzayma smrhdur.
w2

Bu ¢aligmanin son béliimiinde, bazi uygulamalara yer verilmistir. Tez ¢aligmasinda,
maksimal ve singiiler operatorlerin iki agirlikh egitsizlikleri hem ﬁp hem de F), agirlik
simiflar1 kullanilarak ispat edilmistir ve her iki operatore ait sonuclar derlenmistir.

Maksimal ve singiiler komiitatorler icin ise f~1p agirlik simiflart kullanilmigtir.

Bu tezin; igerdigi giincel bilgiler ve detayli agiklamalar dolayisiyla, benzer alanlarda
calisma yapacak olan yiiksek lisans ve doktora dgrencileri i¢in yararh ve yonlendirici

bir kaynak olacag: diisiiniilmektedir.
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