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SİMGELER DİZİNİ

Rn n-boyutlu Öklid uzayı
B(x, r) x merkezli r yarıçaplıyuvar
cB(x, r) x merkezli r yarıçaplıyuvarın tümleyeni
ω Ağırlık fonksiyonu
ϕ Genelleştirme fonksiyonu
m Lebesgue ölçüsü
m∗ Lebesgue dı̧s ölçüsü
χ Karakteristik fonksiyon
Lp(Rn) Lebesgue uzayı
Llocp (Rn) p. mertebeden lokal integrallenebilen fonksiyonların uzayı
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Lp,λ(Rn) Morrey uzayı
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Mp,ϕ(Rn) Genelleştirilmi̧s Morrey uzayı
Mp,ϕ

ω (Rn) Genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayı
WMp,ϕ

ω (Rn) Zayıf genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayı
C∞0 (Rn) Kompakt desteğe sahip sürekli fonksiyonlar sınıfı
Ap(Rn) Muckenhoupt ağırlık sınıfı
Fp(Rn) Fefferman-Pong ağırlık sınıfı
M Maksimal operatör
M ] Sharp maksimal fonksiyon
T Singüler integral operatör
Tεf Alı̧sılmı̧s kesme fonksiyon
Mb Maksimal komütatör
[M, b] Hardy-Littlewood maksimal komütatörü
[b, T ] Singüler komütatör
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

GENELLEŞTİRİLMİŞ AĞIRLIKLI MORREY UZAYLARINDA MAKSİMAL,
SİNGÜLER OPERATÖRLER VE KOMÜTATÖRLERİ İÇİN İKİ AĞIRLIKLI

EŞİTSİZLİKLER

Ayşe ÖZKÖK

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Prof. Dr. Canay AYKOL KOCAKUŞAKLI

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Tezde; genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında
maksimal ve singüler operatörler için Ãp ve Fp ağırlıklıeşitsizlikler; maksimal ve singüler

komütatörler için ise yalnızca Ãp ağırlıklıeşitsizlikler karakterize edilmi̧stir. Birinci bölüm
giri̧s kısmına ayrılmı̧stır. Bu bölümde, Hardy-Littlewood maksimal operatörü ve Calderón-
Zygmund singüler operatör tanıtılmı̧stır. Ãp ve Fp Feffermann-Pong ağırlıklarına yer veri—
lirken; komütatör tanımına da değinilmi̧stir. Ayrıca, ilk kez Guliyev tarafından tanıtılmı̧s
olan genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzay tanımıve bu uzayın bazıözelliklerine yer ve—
rilmi̧stir. İkinci bölümde tanım, teorem ve lemmalara yer verilmi̧stir. Üçüncü bölüm, dört
kısımdan oluşmaktadır. Bu bölümün birinci kısmında, genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey
uzaylarında Ãp ve Fp ağırlık sınıfları kullanılarak maksimal operatörlerin sınırlılı̆gı is-
patlanmı̧stır. Bu bölümün ikinci kısmında, genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında
Ãp ve Fp ağırlık sınıfları kullanılarak Calderón-Zygmund singüler operatörlerin sınır-
lılı̆gıispatlanmı̧stır. Bu bölümün üçüncü kısmında, genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzay-
larında Ãp ağırlık sınıflarıkullanılarak maksimal komütatörler için iki ağırlıklıeşitsizlik-

ler elde edilirken; dördüncü kısmında ise genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında Ãp
ağırlık sınıflarıkullanılarak singüler komütatörler için iki ağırlıklıeşitsizlikler verilmi̧stir.
Dördüncü bölümde, genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında bazı uygulamalara yer
verilmi̧stir. Son bölümde ise elde edilen sonuçların analizi yapılmı̧stır.
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Anahtar Kelimeler: Maksimal operatör, Calderón-Zygmund singüler operatörleri,
komütatör, Feffermann-Pong ağırlıkları, Ãp ağırlıkları, ağırlıklıLebesgue uzayı, Morrey
uzayı, genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayı, ağırlıklıeşitsizlikler, BMO uzayı
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ABSTRACT

Master Thesis

TWO-WEIGHTED INEQUALITIES FOR MAXIMAL, SINGULAR OPERATORS
AND THEIR COMMUTATORS IN GENERALIZED WEIGHTED MORREY SPACES

Ayşe ÖZKÖK

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Canay AYKOL KOCAKUŞAKLI

This thesis consists of five chapters. In this thesis, Ãp and Fp weighted inequalities for max-

imal and singular operators in generalized weighted Morrey spaces and only Ãp weighted
inequalities for maximal and singular commutators are characterized. The first chapter
is devoted to the introduction. In this chapter, Hardy-Littlewood maximal operator and
Calderón-Zygmund singular operator are introduced. While Ãp and Fp Feffermann-Pong
weights are introduced, the definition of commutators are also mentioned. In addition,
the definition and some properties of generalized weighted Morrey spaces which was first
introduced by Guliyev, are also included. In the second chapter; definitions, theorems and
lemmas are given. The third chapter consists of four parts. In the first part of this chapter,
the boundedness of maximal operators in generalized weighted Morrey spaces by using the
class of weights Ãp and Fp is proved. In the second part of this chapter, the boundedness
of Calderón-Zygmund singular operators in generalized weighted Morrey spaces by using
the class of weights Ãp and Fp is proved. In the third part of this chapter, while two-
weighted inequalities in generalized weighted Morrey spaces for maximal commutators by
using the class of weights Ãp are obtained, in the fourth part two-weighted inequalities in
generalized weighted Morrey spaces for singular commutators by using the class of weights
Ãp are also given. In the fourth chapter, some priori applications in generalized weighted
Morrey spaces are given. In the last chapter, the results obtained are analyzed.

July 2024, 52 pages

Key Words: Maximal operator, Calderón-Zygmund singular operators, commutator,
Feffermann-Pong weights, Ãp weights, weighted Lebesgue space, Morrey space, generalized
weighted Morrey space, weighted inequalities, BMO space
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1. GİRİŞ

Klasik Morrey uzayı, 1938 yılında Morrey tarafından ikinci dereceden eliptik kısmi

diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranı̧slarıyla ilgilenilirken ortaya çık-

mı̧stır. Guliyev (1994), Mizuhara (1991) ve Nakai (1994) tarafından Mp,ϕ(Rn)

genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarıtanımlanmı̧stır (Ayrıca bkz. Guliyev, 1999, 2009;

Sawano, 2019). 2009 yılında Komori ve Shirai tarafından Lp,κω (Rn) ağırlıklıMorrey

uzaylarıtanımlanmı̧s ve Hardy-Littlewood maksimal operatörü, Calderón-Zygmund

operatörü gibi klasik bazıoperatörlerin bu uzaylardaki sınırlılıklarıaraştırılmı̧stır.

2012 yılında, Guliyev tarafından ilk kez genelleştirilmi̧s Morrey ve ağırlıklıMor-

rey uzayların geni̧slemesi olarak düşünülebilecek, Mp,ϕ
ω (Rn) genelleştirilmi̧s ağır-

lıklıMorrey uzayların tanımıve özellikleri verilmi̧stir. Ayrıca, Guliyev tarafından

hem alt—lineer operatörlerin hem de onların Calderón-Zygmund ve Riesz potan-

siyeli tarafından üretilen yüksek dereceli komütatörlerinin sınırlılıkları, Mp,ϕ
ω (Rn)

genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında araştırılmı̧stır (Guliyev vd., 2014; Kara-

man vd., 2014).

Ölçülebilir, pozitif ve A kümesi üzerinde hemen her yerde sonlu olan fonksiyona, A

kümesi üzerinde bir ağırlık fonksiyonu denir ve ω ile gösterilir.

1 ≤ p < ∞, ϕ; Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ve ω, Rn

üzerinde negatif olmayan ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Supremum Rn de tüm

B(x, r) yuvarlarıüzerinden alınmak üzere,

‖f‖Mp,ϕ
ω

= sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ(x, r)‖ω‖Lp(B(x,r))

‖f‖Lp,ω(B(x,r))

sonlu normuna sahip olan tüm f ∈ Llocp,ω(Rn) fonksiyonlarının oluşturduğu uzay,

Mp,ϕ
ω (Rn) genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayıolarak tanımlanmaktadır. (Guliyev,

2012).

Burada Lp,ω(B(x, r)),

‖f‖Lp,ω(B(x,r)) ≡ ‖fχB(x,r)‖Lp,ω(Rn) =

(∫
B(x,r)

|f(y)|pω(y)dy

) 1
p

1



şeklindeki ölçülebilir f fonksiyonlarının ağırlıklıLp-uzayınıtemsil etmektedir.

Ayrıca f ∈ WLlocp,ω(Rn) olmak üzere,

‖f‖WMp,ϕ
ω (Rn) = sup

x∈Rn,r>0

1

ϕ(x, r)‖ω‖Lp(B(x,r))

‖f‖WLp,ω(B(x,r))

sonlu normuna sahip olan tüm fonksiyonların oluşturduğu uzay WMp,ϕ
ω (Rn) zayıf

genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayıtemsil etmektedir, burada WLp,ω(B(x, r))

‖f‖WLp,ω(B(x,r)) ≡ ‖fχB(x,r)‖WLp,ω(Rn) = sup
t>0

t

(∫
y∈B(x,r):|f(y)|>t

|f(y)|pω(y)dy

) 1
p

biçimindeki ölçülebilir f fonksiyonlarının zayıf ağırlıklıLp-uzayınıtemsil etmektedir.

‖f‖Mp,ϕ
ω

= sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ(x, r)‖ω‖Lp(B(x,r))

‖f‖Lp,ω(B(x,r))

ifadesi için ω(x) = χB(x,r)(x) seçilirse, bu durumdaMp,ϕ
ω (Rn) =Mp,ϕ(Rn) genelleşti-

rilmi̧s Morrey uzayıelde edilir. Öte yandan; ϕ(x, r) = r
λ−n
p seçilirse, bu durumda

Mp,ϕ(Rn) = Lp,λ(Rn) klasik Morrey uzayıelde edilir (Morrey, 1938).

f , Rn üzerinde lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. |B(x, r)|, B(x, r) yuvarının

Lebesgue ölçüsü olmak üzere, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf(x) = sup
r>0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)|dy

biçiminde tanımlanır.

Maksimal operatör çalı̧smaları, harmonik analizin en önemli konularından bir tane-

sidir.

Calderón-Zygmund tipli singüler operatör,

Tf(x) =

∫
Rn
K(x, y)f(y)dy

şeklinde tanımlanır, buradaK(x, y) standart singüler çekirdektir, yaniK fonksiyonu

{(x, y) ∈ Rn × Rn : x 6= y} üzerinde sürekli ve

her x 6= y için |K(x, y)| ≤ C|x− y|−n,
2



eğer |x− y| > 2|y − z| ise |(x, y)−K(x, z)| ≤ C
|y − z|σ
|x− y|n+σ

, σ > 0,

eğer |x− y| > 2|x− η| ise |K(x, y)−K(η, y)| ≤ C
|x− η|σ
|x− y|n+σ

, σ > 0,

özelliklerini sağlayan bir fonksiyondur.

Tεf(x) alı̧sılmı̧s kesme fonksiyonu,

Tεf(x) =

∫
{y∈Rn:|x−y|≥ε}

K(x, y)f(y)dy

olmak üzere,

T ∗f(x) = sup
ε>0
|Tεf(x)|

bir maksimal singüler operatördür.

Verilen bir b ölçülebilir fonksiyonu için maksimal komütatör, her x ∈ Rn için

Mb(f)(x) = sup
x∈Rn, r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|b(x)− b(y)||f(y)|dy

biçiminde tanımlanmaktadır (Guliyev vd., 2011).

Verilen bir b ölçülebilir fonksiyonu için M Hardy-Littlewood maksimal komütatör,

her x ∈ Rn için

[M, b]f(x) = M(bf)(x)− b(x)Mf(x)

biçiminde tanımlanmaktadır (Ağcayazıvd., 2015).

1 ≤ p <∞, 1
p

+ 1
p′ = 1 olmak üzere

sup
x∈Rn,r>0

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ωp2(y)dy


1
p
 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ω−p
′

1 (y)dy


1
p′

<∞

ise (ω1, ω2) ağırlık fonksiyonlarıÃp(Rn) sınıfına aittir.

Fp(Rn) Feffermann-Pong Ağırlıkları, 1995 yılında Pérez tarafından tanımlanmı̧stır.

1 < p <∞ ve 1 < t <∞ olmak üzere, Feffermann-Pong Ağırlıkları

sup
x∈Rn,r>0

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ωp2(y)dy


1
p
 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ω−p
′t

1 (y)dy


1
p′t

<∞

3



şartınısağlayan (ω1, ω2) ağırlık fonksiyonlarının sınıfıdır.

Süreç içerisinde birçok matematikçi tarafından farklıfonksiyon uzaylarında bir dizi

araştırmalar yapılmı̧stır: Farklıağırlıklar kullanılarak Morrey uzaylarında ağırlıklı

norm eşitsizlikleri elde edilmeye çalı̧sılmı̧stır (Örneğin bkz. Samko, 2009; Haroske

ve Skrzypczak, 2017; Nakamura vd., 2018). Morrey uzaylarında Hardy-Littlewood

maksimal fonksiyonu için iki ağırlıklı norm eşitsizlikleri elde edilmi̧stir (Tanaka,

2015). Ayrıca, maksimal ve singüler operatörler için global Morrey tipli uzaylarda

iki ağırlıklınorm eşitsizlikleri de elde edilmi̧stir (G. Bozyiğit, 2023).

Bu tezde, genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında maksimal ve singüler ope-

ratörler için ağırlıklar; sırasıyla Ãp ve Fp sınıflarından seçilmek üzere, iki ağırlıklı

norm eşitsizlikleri verilecektir. Diğer bir deyi̧sle, 1 < p < ∞ için (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn)

ve (ω1, ω2) ∈ Fp(Rn) olduğunda,M maksimal ve T singüler operatörlerinMp,ϕ1
ω1 (Rn)

uzayından Mp,ϕ2
ω2 (Rn) uzayına sınırlı oldukları gösterilecektir (Aykol vd., 2023).

Aynı zamanda, genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında maksimal ve singüler

komütatörler için de iki ağırlıklı Ãp eşitsizliklerinin karakterizasyonunun verilmesi

amaçlanmı̧stır. Benzer şekilde, 1 < p < ∞, (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) olduğunda, Mb

maksimal ve [b, T ] singüler komütatörlerin Mp,ϕ1
ω1 (Rn) uzayından Mp,ϕ2

ω2 (Rn) uza-

yına sınırlıolduklarıgösterilecektir (Aykol vd., 2022). Bu çalı̧sma boyunca, temel

olarak söz konusu iki makale baz alınmı̧stır.

Tez boyunca C, parametreden bağımsız pozitif bir sabit olacaktır. Ayrıca, R+ üze-

rindeki tüm pozitif Lebesgue ölçülebilir fonksiyonların kümesi M(R+); tüm negatif

olmayan ölçülebilir fonksiyonların kümesiM+(R+); tüm negatif olmayan ölçülebilir

artan fonksiyonların kümesi M+(R+; ↑) ile gösterilecektir.

4



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanım ve Teoremler

Tanım 2.1 X, K cismi üzerinde bir vektör uzayıolsun. Eğer bir

‖.‖ : X → R x→ ‖x‖

dönüşümü ∀x , y ∈ X ve ∀a ∈ K için

(N1) ‖x‖ ≥ 0 ve ‖x‖ = 0⇔ x = θ,

(N2) ‖ax‖ = |a| ‖x‖ ,

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

özelliklerini sağlıyorsa, bu dönüşüme X üzerinde norm adıverilir. (X, ‖.‖) ikilisine

bir normlu vektör uzayıdenir. (X, ‖.‖) normlu uzayıkısacaX ile gösterilir (Kreyszig,

1989).

Tanım 2.2 Bir T lineer operatörü aşağıdaki özellikleri gerçekleyen bir operatördür:

(i) T ninD(T ) tanım kümesi bir vektör uzayı,R(T ) değer kümesi aynıcisim üzerinde

bir vektör uzayıdır.

(ii) ∀x, y ∈ D(T ) ve α skaleri için,

T (x+ y) = Tx+ Ty

T (αx) = αTx

gerçeklenir (Kreyszig, 1989).

Tanım 2.3 X ve Y normlu uzaylar ve D(T ) ⊂ X olmak üzere, T : D(T ) → Y

lineer operatör olsun. Eğer her ∀x ∈ D(T ) için, ‖Tx‖ ≤ A ‖x‖ olacak şekilde

A ≥ 0 reel sayısıvarsa, T operatörü sınırlıdır denir. Bir T operatörünün normu

‖T‖ = sup
x 6=0

x∈D(T )

‖Tx‖
‖x‖ ile tanımlanır (Kreyszig, 1989).

Tanım 2.4 X ve Y normlu uzaylar, D(T ) ⊂ X olmak üzere T : D(T ) → Y bir

operatör ve x0 ∈ D(T ) olsun. Eğer verilen her ε > 0 sayısına kaŗsılık, ‖x− x0‖ < δ

koşulunu gerçekleyen her x ∈ D(T ) için, ‖Tx− Tx0‖ < ε olacak şekilde bir δ > 0

sayısıvarsa, T ye x0 noktasında süreklidir denir (Kreyszig, 1989).
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Tanım 2.5 X ve Y normlu uzaylar ve D(T ) ⊂ X olmak üzere, T : D(T ) → Y

lineer operatör olsun. Bu durumda T nin sürekli olmasıiçin gerek ve yeter koşul T

nin sınırlıolmasıdır (Kreyszig, 1989).

Tanım 2.6 (Cebir ve σ- Cebir) X bir küme olsun. Eğer X in alt kümelerinin

bir Σ sınıfıiçin aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa Σ sınıfına, X üzerinde bir cebirdir

denir:

(i) X ∈ Σ,

(ii) Her E ∈ Σ için Ec = X − E ∈ Σ,

(iii) k = 1, 2, ..., n için Ek ∈ Σ ise
n⋃
k=1

Ek ∈ Σ.

Burada (iii) şartıyerine, ”Her n ∈ N için En ∈ Σ ise
∞⋃
n=1

En ∈ Σ ”şartıkonulursa

Σ cebirine bir σ-cebir adıverilir (Royden ve Fitzpatrick, 2010).

Tanım 2.7 Bir κ sınıfınıkapsayan σ-cebirlerinin en küçüğüne κ nın ürettiği σ-cebiri

denir. Rn deki bütün açık (a, b) aralıklarının ürettiği σ-cebirine Borel cebiri denir

ve B(Rn) ile gösterilir. B(Rn) nin her bir elemanına Borel kümesi denir.

Tanım 2.8 X bir küme ve Σ, X üzerinde bir σ-cebiri olsun. Bu durumda (X,Σ)

ikilisine bir ölçülebilir uzay, Σ daki her bir kümeye de Σ-ölçülebilir küme veya kısaca

ölçülebilir küme adıverilir (Royden ve Fitzpatrick, 2010).

Tanım 2.9 (Ölçülebilir Fonksiyon) (X,Σ) bir ölçülebilir uzay ve f : X → R bir

fonksiyon olsun. Eğer ∀α ∈ R için,

f−1(]α,+∞[) = {x ∈ X : f(x) > α} ∈ Σ

oluyorsa f ye ölçülebilir fonksiyon denir. X üzerindeki ölçülebilir fonksiyonların

ailesi M(X,Σ) ile gösterilir (Royden ve Fitzpatrick, 2010).

Tanım 2.10 (X,Σ) bir ölçülebilir uzay olsun. Σ üzerinde tanımlıgeni̧sletilmi̧s reel

değerli bir µ fonksiyonu

(i) µ(θ) = 0,

(ii) Her A ∈ Σ için µ(A) ≥ 0,

(iii) Σ daki her ayrık (An) dizisi için µ(
∞⋃
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An)
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özelliklerini sağlıyorsa, bu fonksiyona ölçü denir. Eğer her A ∈ Σ için µ(A) < ∞

ise, µ ye sonlu ölçü adıverilir (Royden ve Fitzpatrick, 2010).

Tanım 2.11 (Ölçü Uzayı) Bir X kümesi, X in alt kümelerinin bir Σ σ-cebiri ve

Σ üzerinde tanımlıbir µ ölçüsünden oluşan (X,Σ, µ) üçlüsüne bir ölçü uzayıadı

verilir (Royden ve Fitzpatrick, 2010).

Tanım 2.12 (Dı̧s Ölçü) X bir küme ve P (X) deX in kuvvet kümesi olsun. P (X)

üzerinde tanımlı, geni̧sletilmi̧s reel değerli bir µ∗ fonksiyonu

(i) µ∗(∅) = 0,

(ii) Her E ∈ P (X) için µ∗(E) ≥ 0,

(iii) A ⊂ B ⊂ X için µ∗(A) ≤ µ∗(B),

(iv) Her bir n ∈ N için An ∈ P (X) ise µ∗(
∞⋃
n=1

An) ≤
∞∑
n=1

µ∗(An)

şartlarınısağlıyorsa µ∗ fonksiyonuna, X üzerinde bir dı̧s ölçüdür denir

(Royden ve Fitzpatrick, 2010).

Tanım 2.13 (Ik), R nin sınırlıve açık alt aralıklarının bir dizisi,

τA = {Ik : A ⊂
⋃
Ik}

olsun. P (R) üzerinde

m∗(A) = inf

{ ∞∑
k=1

l(Ik) : (Ik) ∈ τA

}
biçiminde tanımlanan m∗ bir dı̧s ölçüdür. Bu dı̧s ölçüye, Lebesgue dı̧s ölçüsü denir.

Lebesgue dı̧s ölçüsü, R nin her bir alt aralı̆gına onun uzunluğunu kaŗsılık getirir.

n−boyutlu Rn uzayında Lebesgue dı̧s ölçüsünü tanımlamak için

I = {x : ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, 2, ..., n}

n−boyutlu kapalıaralıklarınıgöz önüne alalım. Bu aralıkların hacimleri

υ(I) =
n∏
i=1

(bi − ai)

biçimindedir. Keyfi bir E ⊂ Rn kümesinin Lebesgue dı̧s ölçüsü

m∗(E) = inf

{ ∞∑
k=1

υ(Ik) : E ⊂
∞⋃
k=1

Ik , Ik bir aralık
}
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ile tanımlanır. ∀A ⊂ Rn için eğer

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ (Rn − E)) (Caratheodary Ölçümü)

ise E kümesine, Lebesgue ölçülebilirdir denir. Rn üzerindeki Lebesgue dı̧s ölçüsü,

her bir aralı̆ga onun hacmini denk getirir (Royden ve Fitzpatrick, 2010).

Tanım 2.14 (R,m∗), m∗ dı̧s ölçüsüne göre ölçülebilen R nin alt kümelerinin sınıfı

olmak üzere; m∗ Lebesgue dı̧s ölçüsününM(R,m∗) sınıfına ve B(R) sınıflarına olan

kısıtlanmasına Lebesgue ölçüsü denir, m ile gösterilir.

Tanım 2.15 (X,Σ, µ) bir ölçü uzayıolsun. Eğer bir önerme ölçüsü sıfır olan bir

küme dı̧sında doğru ise, o önerme hemen her yerde (h.h.y.) doğrudur denir (Royden

ve Fitzpatrick, 2010).

Tanım 2.16 (X,Σ, µ) bir ölçü uzayıolsun. 0 < p <∞ olmak üzere

Lp(X) =

f ∈M(X,Σ) :

∫
X

|f |p dµ <∞


kümesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sınıfıdenir. Lp uzayında

bir f fonksiyonunun normu

‖f‖Lp(X) =


(

∫
X

|f |p dµ)
1
p , 1 ≤ p <∞

ess sup
x∈X

|f(x)| , p =∞

ile tanımlanır (Grafakos, 2014).

Tanım 2.17 E ⊂ Rn ölçülebilir bir küme olmak üzere, E nin Lebesgue ölçüsü

|E| =
∫
E

dx

biçiminde tanımlanır (Grafakos, 2014).

Tanım 2.18 K, Rn Öklid uzayında herhangi bir kompakt küme ve f Lebesgue

ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere, 1 ≤ p <∞ için∫
K

|f |p dµ <∞
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ise f fonksiyonuna Rn üzerinde p-inci kuvvetten lokal integrallenebilirdir denir ve

f ∈ Llocp (Rn) ile gösterilir.

Teorem 2.1 Eğer 1 ≤ p ≤ ∞ ise Lp(Rn) ⊂ Lloc1 (Rn) sağlanır.

Tanım 2.19 A ⊂ En olsun.

χA =

 1 , x ∈ A

0 , x /∈ A

ile tanımlanan χA fonksiyonu, A nın karakteristik fonksiyonu olarak adlandırılır.

Tanım 2.20 (Hölder Eşitsizliği) p > 1 ve 1
p

+ 1
q

= 1 olmak üzere f ∈ Lp, g ∈ Lq
olsun. Bu durumda fg ∈ L1 olmak üzere

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lq

eşitsizliği sağlanır (Sadosky, 1979).

Tanım 2.21 (Minkowski Eşitsizliği) p ≥ 1 için eğer f, g ∈ Lp ise f + g ∈ Lp

olmak üzere

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp

eşitsizliği sağlanır (Sadosky, 1979).

Tanım 2.22 (Fubini) µ ≥ 0, υ ≥ 0 olmak üzere (X,µ) ve (Y, υ) ölçü uzaylarıve

µ⊗υ, X×Y üzerinde tanımlıçarpım ölçüsü olsun. Bu durumda, F (x, y) fonksiyonu

µ⊗ υ-integrallenebilir ise∫∫
X×Y

F (x, y)dµ⊗ υ =

∫
X

∫
Y

F (x, y)dµ

 dυ

=

∫
Y

∫
X

F (x, y)dυ

 dµ

sağlanır. Burada, X = Y = R ise µ = υ Lebesgue ölçüsüdür. Bu durumda R2 de

µ⊗ υ = dx1dx2 dir (Sadosky, 1979).

Tanım 2.23 Ölçülebilir, pozitif ve A kümesi üzerinde hemen her yerde sonlu olan

fonksiyona, A kümesi üzerinde bir ağırlık fonksiyonu denir ve ω ile gösterilir.
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Tanım 2.24 (Morrey Uzayları) 0 ≤ λ ≤ n, 1 ≤ p < ∞, f ∈ Llocp (Rn) ve supre-

mum Rn de tüm B(x, r) yuvarlarıüzerinden alınmak üzere,

‖f‖Lp,λ ≡ ‖f‖Lp,λ(Rn) = sup
x∈Rn,r>0

r−
λ
p ‖f‖Lp(B(x,r)) <∞

normuna sahip olan tüm fonksiyonların oluşturduğu uzay Lp,λ(Rn) Morrey uzayı

olarak tanımlanmaktadır (Morrey, 1938).

Tanım 2.25 (Genelleştirilmi̧s Morrey Uzayları) 1 ≤ p < ∞, f ∈ Llocp (Rn),

ϕ; Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ve supremum Rn de tüm

B(x, r) yuvarlarıüzerinden alınmak üzere,

‖f‖Mp,ϕ ≡ ‖f‖Mp,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn,r>0

r−
n
p

ϕ(x, r)
‖f‖Lp(B(x,r)) <∞

normuna sahip olan tüm fonksiyonların oluşturduğu uzay Mp,ϕ(Rn) genelleştirilmi̧s

Morrey uzayıolarak tanımlanmaktadır (Guliyev vd., 1994).

Tanım 2.26 (Genelleştirilmi̧s AğırlıklıMorrey Uzayları) 1 ≤ p < ∞, ϕ;

Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ve ω, Rn üzerinde negatif ol-

mayan ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Supremum Rn de tüm B(x, r) yuvarları

üzerinden alınmak üzere,

‖f‖Mp,ϕ
ω

= sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ(x, r)‖ω‖Lp(B(x,r))

‖f‖Lp,ω(B(x,r)) <∞

normuna sahip olan tüm f ∈ Llocp,ω(Rn) fonksiyonlarının oluşturduğu uzay Mp,ϕ
ω (Rn)

genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayıolarak tanımlanmaktadır (Guliyev, 2009).

Tanım 2.27 (AğırlıklıMorrey Uzayları) 1 ≤ p < ∞, 0 < κ < 1 ve ω; Rn ×

(0,∞) üzerinde negatif olmayan ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

‖f‖Lp,κω = sup
x∈Rn,r>0

ω(B(x, r))−
κ
p ‖f‖Lp,ω(B(x,r)) <∞

normuna sahip olan tüm f fonksiyonlarının uzayıLp,κω (Rn) ağırlıklıMorrey uzayı

olarak tanımlanmaktadır (Komori ve Shirai, 2009).

Tanım 2.28 f , Rn üzerinde lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. |B(x, r)|,

B(x, r) yuvarının Lebesgue ölçüsü olmak üzere, Hardy-Littlewood maksimal fonk-

siyonu

Mf(x) = sup
r>0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)|dy
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şeklinde tanımlanır (Grafakos, 2014).

Tanım 2.29 Calderón-Zygmund tipli singüler operatör,

Tf(x) =

∫
Rn
K(x, y)f(y)dy

şeklinde tanımlanır, burada K(x, y) standart singüler çekirdektir, yani K fonk-

siyonu {(x, y) ∈ Rn × Rn : x 6= y} üzerinde sürekli ve

her x 6= y için |K(x, y)| ≤ C|x− y|−n,

eğer |x− y| > 2|y − z| ise |(x, y)−K(x, z)| ≤ C
|y − z|σ
|x− y|n+σ

, σ > 0,

eğer |x− y| > 2|x− η| ise |K(x, y)−K(η, y)| ≤ C
|x− η|σ
|x− y|n+σ

, σ > 0

özelliklerini sağlayan bir fonksiyondur.

Tanım 2.30 (Muckenhoupt Ağırlıkları) 1 ≤ p <∞, 1
p

+ 1
p′ = 1 olmak üzere

sup
x∈Rn,r>0

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ωp(y)dy


1
p
 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ω−p
′
(y)dy


1
p′

<∞

ise ω ağırlık fonksiyonu Ap(Rn) sınıfına aittir. Her x ∈ Rn ve r > 0 için,

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

ω(y)dy ≤ C ess sup
y∈B(x,r)

1

ω(y)

olacak şekilde pozitif bir C sabiti mevcut ise ω, A1(Rn) sınıfına aittir (Muckenhoupt,

1972).

Tanım 2.31 1 ≤ p <∞, 1
p

+ 1
p′ = 1 olmak üzere

sup
x∈Rn,r>0

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ωp2(y)dy


1
p
 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ω−p
′

1 (y)dy


1
p′

<∞

ise (ω1, ω2) ağırlık fonksiyonları, Ãp(Rn) sınıfına aittir (Muckenhoupt, 1972).
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Tanım 2.32 (Feffermann-Pong Ağırlıkları) 1 < p < ∞ ve 1 < t < ∞ olmak

üzere

sup
x∈Rn,r>0

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ωp2(y)dy


1
p
 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ω−p
′t

1 (y)dy


1
p′t

<∞

ise (ω1, ω2) ağırlık fonksiyonları, Fp(Rn) sınıfına aittir (Pérez, 1995).

Teorem 2.2 1 < p < ∞, 0 < δ < 1 ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) olsun. Bu durumda, M

maksimal operatörü Lp,ωδ1(R
n) uzayından Lp,ωδ2(R

n) uzayına sınırlıdır (Neugebauer,

1983).

Teorem 2.3 1 < p < ∞, 0 < δ < 1 ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) olsun. Bu durumda, T

singüler operatörü Lp,ωδ1(R
n) uzayından Lp,ωδ2(R

n) uzayına sınırlıdır (Fujii, 1991).

Sonuç 2.1 1 < p < ∞ ve ω ∈ Ap(Rn) olsun. Bu durumda, T singüler operatörü

ve M maksimal operatörü Lp,ω(Rn) uzayında sınırlıdır (Neugebauer, 1983).

Tanım 2.33 Keskin (sharp) maksimal fonksiyonu M ]

fB(x,r)(x) = |B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

f(y)dy

olmak üzere,

M ]f(x) = sup
r>0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)− fB(x,r)|dy

biçiminde tanımlanmaktadır (Hao, 2020).

Tanım 2.34 (Bounded Mean Oscillation) BMO(Rn) uzayı,

‖f‖BMO = sup
x∈Rn, r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)− fB(x,r)|dy <∞

veya

‖f‖BMO = inf
C

sup
x∈Rn, r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)− C|dy <∞

olacak şekilde tüm lokal integrallenebilen f fonksiyonlarının uzayıdır.
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Tanım 2.35 Verilen bir b ölçülebilir fonksiyonu ve x ∈ Rn için, maksimal komü-

tatör

Mb(f)(x) = sup
x∈Rn, r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|b(x)− b(y)||f(y)|dy

biçiminde tanımlanmaktadır (Guliyev vd., 2011).

Tanım 2.36 Verilen bir b ölçülebilir fonksiyonu ve her x ∈ Rn için, M Hardy-

Littlewood maksimal komütatör

[M, b]f(x) = M(bf)(x)− b(x)Mf(x)

biçiminde tanımlanmaktadır (Ağcayazıvd., 2015).

EsasındaMb ve [M, b] birbirlerinden farklıoperatörlerdir. Örneğin,Mb nin pozitif ve

altlineer bir operatör olmasına kaŗsılık [M, b] ne pozitif ne de altlineerdir. Maksimal

operatörler ve komütatörleri birçok farklıMorrey tipli uzayda ele alınmı̧stır (Örneğin

bkz. Di Fazio ve Ragusa, 1991; Aykol vd., 2016; Ağcayazıvd., 2018; Aykol vd.,

2020).

Tanım 2.37 1 ≤ p <∞ olmak üzere, BMOp,ω(Rn) uzayı

‖f‖BMOp,ω = sup
x∈Rn, r>0

‖(f(·)− fB(x,r))χB(x,r)‖Lp,ω(Rn)

‖ω‖Lp(B(x,r))

veya

‖f‖BMOp,ω = sup
x∈Rn, r>0

1

|B(x, r)|‖(f(·)− fB(x,r))χB(x,r)‖Lp,ω(Rn)‖ω−1‖Lp′ (B(x,r)) <∞

olacak şekilde tüm lokal integrallenebilen f fonksiyonlarının uzayıdır.

Teorem 2.4 1 ≤ p < ∞ ve ω Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Eğer ω ∈

Ap(Rn) ise bu durumda ‖ · ‖BMOp,ω ve ‖ · ‖BMO normlarıdenktir (Ho, 2016).

İlerleyen bölümlerde, teoremler ispatlanırken sıradaki lemmaya ihtiyaç duyulacaktır.
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Lemma 2.1 b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda C; b, x, r ve t parametlerinden

bağımsız olmak üzere, 0 < 2r < t için∣∣bB(x,r) − bB(x,t)

∣∣ ≤ C‖b‖BMO ln
t

r

olacak şekilde bir C > 0 sabiti mevcuttur (Janson, 1978).

Sobolev uzaylarıve türevleri için standart gösterim kullanılacaktır yani eğer

α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Zn+ biçiminde bir çoklu-indeks ise, bu durumda |α| =
n∑
j=1

αj,

Dα = ∂α1x1 · · · ∂αnxn ve

W k
p (Ω) = {v ∈ Lp(Ω) : Dαv ∈ Lp(Ω), ∀ |α| ≤ k}

olmak üzere, genelleştirilmi̧s ağırlıklıSobolev-Morrey uzayları

W k
p,ϕ(Ω, ω) = {v ∈Mp,ϕ

ω (Ω) : Dαv ∈Mp,ϕ
ω (Ω), ∀ |α| ≤ k}

biçiminde ifade edilmektedir.

Γ, Laplace operatörün standart temel çözümü olsun; ωn, Rn de birim kürenin alanı

olmak üzere,

Γ(x) =

 1
2π

log |x|−1 , n = 2

1
n(n−2)ωn

|x|2−n , n ≥ 3

şeklinde gösterilir.

Verilen f ∈ C∞0 (Rn) için Rn de −4φ = f denkleminin çözümünün

φ(x) =

∫
Γ(x− y)f(y)dy

şeklinde verilen φ potansiyeli olduğu çok bilinen bir sonuçtur ve 1 < p <∞ için

‖φ‖W 2
p (Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn) (2.1)

eşitsizliği sağlanır. Esasında bu kabul, singüler integrallerin Calderón-Zygmund

teorisinin bir sonucudur (Stein, 1993).

Diğer yandan, Ω düzgün sınırlıbölgelerde Dirichlet probleminin (2.2) −4φ = f ,Ω içerisinde

φ = 0 , ∂Ω üzerinde
(2.2)
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çözümüne yönelik, (2.1) dekine benzer kabuller oldukça yaygındır (Agmon vd.,

1959).

L∞,ω(R+),

‖g‖L∞,ω(R+) = ess sup
t>0

v(t)g(t)

normuna sahip ağırlıklıL∞ uzayıolsun.

A =

{
ϕ ∈M+(R+; ↑) : lim

t→0+
ϕ(t) = 0

}
biçiminde gösterilir.

u, R+ üzerinde sürekli ve negatif olmayan bir fonksiyon olmak üzere, Su supremal

operatörü, t ∈ (0,∞) için

(Sug)(t) := ‖u g‖L∞(0,t)

biçiminde tanımlanır.

Teorem 2.5 v1 ve v2 fonksiyonları, her t > 0 için 0 < ‖v1‖L∞(0,t) < ∞ olacak

şekilde negatif olmayan ölçülebilir fonksiyonlar olsun. u, R üzerinde negatif olmayan

sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Su operatörü, A koniği üzerinde L∞,v1(R+)

uzayından L∞,v2(R+) uzayına sınırlıolmasıiçin gerek ve yeter koşul∥∥∥v2Su

(
‖v1‖−1

L∞(0,·)

)∥∥∥
L∞(R+)

<∞

(Burenkov vd., 2010).

Tanım 2.38 w bir ağırlık olmak üzere , 0 < t <∞ için ağırlıklıHardy ve ağırlıklı

eşlenik Hardy operatörleri sırasıyla,

Hwg(t) :=

∫ t

0

g(s)w(s)ds, H∗wg(t) :=

∫ ∞
t

g(s)w(s)ds

biçiminde tanımlanır (Guliyev, 2013).
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Teorem 2.6 v1, v2 ve w fonksiyonları(0,∞) üzerinde ağırlıklar olsun ve v1(t) ori-

jinin komşuluğunun dı̧sında sınırlıolsun. BazıC > 0 ve (0,∞) üzerinde tüm negatif

olmayan ve azalmayan g fonksiyonlarıiçin

ess sup
t>0

v2(t)H∗wg(t) ≤ C ess sup
t>0

v1(t)g(t) (2.3)

sağlanmasıiçin gerek ve yeter koşul

B1 := ess sup
t>0

v2(t)

∫ ∞
t

w(s)ds

ess sup
s<τ<∞

v1(τ)
<∞.

Üstelik C = B1, (2.3) için en iyi sabittir (Guliyev, 2013).

Teorem 2.7 v1, v2 ve w fonksiyonları(0,∞) üzerinde ağırlıklar olsun ve v1(t) ori-

jinin komşuluğunun dı̧sında sınırlıolsun. BazıC > 0 ve (0,∞) üzerinde tüm negatif

olmayan ve azalmayan g fonksiyonlarıiçin

ess sup
t>0

v2(t)Hwg(t) ≤ C ess sup
t>0

v1(t)g(t) (2.4)

sağlanmasıiçin gerek ve yeter koşul

B2 := ess sup
t>0

v2(t)

∫ t

0

w(s)ds

ess sup
0<τ<s

v1(τ)
<∞.

Üstelik C = B2 (2.4) için en iyi sabittir (Guliyev, 2013a, 2013b).
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3. MP,ϕ
ω (RN) GENELLEŞTİRİLMİŞ AĞIRLIKLI MORREY UZAY-

LARINDAMAKSİMAL, SİNGÜLEROPERATÖRLERVEKOMÜTATÖR-

LERİ İÇİN İKİ AĞIRLIKLI EŞİTSİZLİKLER

3.1 Genelleştirilmi̧s AğırlıklıMorrey Uzaylarında Maksimal Operatör-

ler için Ãp ve Fp AğırlıklıEşitsizlikler

Bu bölümde genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında maksimal operatörler için

iki ağırlıklıeşitsizlikler ispat edilecektir. Maksimal operatörler için sırasıyla, ilk ola-

rak Ãp ağırlıklıeşitsizlikler ardından Fp ağırlıklıeşitsizlikler elde edilecektir. Sıradaki

iki ağırlıklılokal kabuller geçerlidir.

Teorem 3.1 1 < p < ∞, 0 < δ < 1 ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) olsun. Bu durumda C

sabiti; f, x ve t den bağımsız olmak üzere, her f ∈ Lp,ωδ1(R
n) için

‖Mf‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ C‖ωδ2‖Lp(B(x,t)) sup
r≥t
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))‖ωδ2‖−1

Lp(B(x,r)) (3.1)

eşitsizliği gerçeklenir (Aykol vd., 2022).

İspat. f fonksiyonunu, t > 0 için

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χB(x,2t)(y), f2(y) = f(y)χcB(x,2t)(y) (3.2)

biçiminde ayıralım. Buradan

Mf(x) = sup
r>0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)|dy

≤ sup
r>0
|B(x, r)|−1

∫
Rn
|f(y)|dy

≤ sup
r>0
|B(x, r)|−1

[∫
B(x,2t)

|f(y)|dy +

∫
cB(x,2t)

|f(y)|dy
]

≤ sup
r>0
|B(x, r)|−1

[∫
B(x,2t)

|f1(y)|dy +

∫
cB(x,2t)

|f2(y)|dy
]

olduğundan,

‖Mf‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ ‖Mf1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) + ‖Mf2‖L
p,ωδ2

(B(x,t))
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elde edilir. Maksimal operatörün ağırlıklı Lebesgue uzaylarındaki sınırlılı̆gı kul-

lanılarak; C sabiti, f fonksiyonuna bağlıolmamak koşuluyla

‖Mf1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ ‖Mf1‖L
p,ωδ2

(Rn) ≤ C‖f1‖L
p,ωδ1

(Rn) = C‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,2t)) (3.3)

gerçeklenir. (3.3) eşitsizliğinin sağ tarafı ‖ωδ2‖Lp(B(x,t)) × ‖ωδ2‖−1
Lp(B(x,t)) ifadesi ile

çarpıldıktan sonra r ≥ t olmak üzere supremum alındı̆gında

‖Mf1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ C‖ωδ2‖Lp(B(x,t))‖ωδ2‖−1
Lp(B(x,t))‖f‖Lp,ωδ1 (B(x,2t))

≤ C‖ωδ2‖Lp(B(x,t)) sup
r≥t
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))‖ωδ2‖−1

Lp(B(x,r)) (3.4)

elde edilir.

z ∈ B(x, t) için,

Mf2(z) = sup
r>0
|B(z, r)|−1

∫
B(z,r)

|f2(y)|dy

≤ C sup
r≥2t
|B(x, 2r)|−1

∫
cB(x,2t)∩B(z,r)

|f(y)|dy

≤ C sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)|dy

bulunur. Elde edilen son eşitsizlikteki integrand ωδ1 × (ωδ1)−1 ifadesi ile çarpılarak,

Mf2(z) ≤ C sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)|ωδ1(ωδ1)−1dy

elde edilir ve Hölder eşitsizliği yardımıyla,

Mf2(z) ≤ C sup
r≥t
|B(x, r)|−1‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))

∥∥χB(x,r)ω
−δ
1

∥∥
Lpp(Rn)

≤ C sup
r≥t

r−n‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r))

∥∥ω−δ1

∥∥
Lpp(B(x,r))

bulunur. (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) olduğundan,

Mf2(z) ≤ C sup
r≥t
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))

∥∥ωδ2∥∥−1

Lp(B(x,r))

eşitsizliği elde edilir. Buradan, elde edilen son eşitsizliğin her iki tarafının Lp,ωδ2(B(x, t))

normu alınarak,

‖Mf2‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ C
∥∥ωδ2∥∥Lp(B(x,t)) sup

r≥t
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))‖ωδ2‖−1

Lp(B(x,r)) (3.5)

bulunur. Dolayısıyla, (3.4) ve (3.5) den (3.1) elde edilir.
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Sıradaki teorem, (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) için maksimal operatörün genelleştirilmi̧s ağır-

lıklıMorrey uzaylarında sınırlılı̆gının varlı̆gınıgösteren ana teoremdir.

Teorem 3.2 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r)

fonksiyonları, C sabiti; x ve t den bağımsız olmak üzere

sup
t>r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)‖ωδ1‖Lp(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

≤ Cϕ2(x, r) (3.6)

koşulunu sağlasın. Bu durumdaM maksimal operatörüMp,ϕ1
ωδ1

(Rn) uzayındanMp,ϕ2
ωδ2

(Rn)

uzayına sınırlıdır (Aykol vd., 2022).

İspat. f ∈ Mp,ϕ1
ω1 (Rn) olsun. (3.6) eşitsizliği yardımıyla, Tanım 2.38, Teorem 2.6,

Teorem 3.1 den ve

g = ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,t)), ω = ‖ωδ2‖−1
Lp(B(x,t)), v1 =

1

ϕ1(x, t)‖ωδ1‖Lp(B(x,t))

, v2 =
1

ϕ2(x, t)

seçilmek üzere maksimal operatörün, genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayı norm

tanımıkullanılarak

‖Mf‖Mp,ϕ2

ωδ2

(Rn) = sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, t)‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

‖Mf‖L
p,ωδ2

(B(x,t))

≤ C sup
x∈Rn,t>0

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

ϕ2(x, t)‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

sup
t>r
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,t))‖ωδ2‖−1

Lp(B(x,t))

= C sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, t)
sup
t>r
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,t))‖ωδ2‖−1

Lp(B(x,t))

≤ C sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ1(x, t)‖ωδ1‖Lp(B(x,t))

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,t))

= C‖f‖Mp,ϕ1

ωδ1

(Rn)

elde edilir. Sonuç olarak, M maksimal operatör için sınırlılı̆gın varlı̆gınıgösteren

‖Mf‖Mp,ϕ2

ωδ2

(Rn) ≤ C‖f‖Mp,ϕ1

ωδ1

(Rn)

eşitsizliği elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.

Böylelikle, maksimal operatörler için Ãp ağırlıklıeşitsizlikler elde edilmi̧stir. İler-

leyen kısımlarda Fp ağırlıklıeşitsizlikler elde edilmeye çalı̧sılacaktır.

1972 yılında, B. Muckenhoupt Ap ağırlıklarınıkarakterize etmi̧s ve ω ∈ Ap koşu-

lunun, M maksimal operatörün Lp,ω(Rn) de sınırlı olması için yeterli olduğunu
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göstermi̧stir. Bu durum, maksimal operatörün sınırlılık probleminin (ω1, ω2) çifti

için de verilmesini mümkün kılmı̧stır. Ancak, 1985 yılında Garcia-Cuerva ve Rubio

de Francia (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) gerek koşulunun; M maksimal operatörün Lp,ω1(Rn)

uzayından Lp,ω2(Rn) uzayına sınırlıolmasıiçin yeterli olmadı̆gınıgöstermi̧slerdir.

E. Sawyer (1982), M maksimal operatörün kendisini de içeren doğru gerek ve yeter

koşulun varlı̆gınıgöstermi̧s olup; bu kapsamdaki ilk sonuç, 1987 yılında C. Neuge-

bauer tarafından elde edilmi̧stir.

1 < p <∞ ve 1 < t <∞ için,

sup
x∈Rn,r>0

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ωp2(y)dy


1
p
 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

ω−p
′t

1 (y)dy


1
p′t

<∞ (3.7)

ise bu durumdaM maksimal operatörü Lp,ω1(Rn) uzayından Lp,ω2(Rn) uzayına sınır-

lıdır (Pérez, 1995).

Teorem 3.3 1 < p < ∞ ve (ω1, ω2) ∈ Fp(Rn) olsun bu durumda M maksimal

operatörü Lp,ω1(Rn) uzayından Lp,ω2(Rn) uzayına sınırlıdır. Üstelik, eğer 1 < p <∞

ve ω ∈ Fp(Rn) ise bu durumda M maksimal operatörü Lp,ω(Rn) uzayında sınırlıdır

(Pérez, 1995).

Sıradaki iki ağırlıklılokal kabuller geçerlidir.

Teorem 3.4 1 < p <∞ ve (ω1, ω2) ∈ Fp(Rn) olsun. Bu durumda C sabiti; f, x ve

s den bağımsız olmak üzere, her f ∈ Lp,ω1(Rn) için

‖Mf‖Lp,ω2 (B(x,s)) ≤ C‖ω2‖Lp(B(x,s)) sup
r≥s
‖f‖Lp,ω1 (B(x,r))‖ω2‖−1

Lp(B(x,r)) (3.8)

eşitsizliği gerçeklenir (Aykol vd., 2023).

İspat. f fonksiyonunu, s > 0 için

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χB(x,2s)(y), f2(y) = f(y)χcB(x,2s)(y) (3.9)
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biçiminde ayıralım. Buradan

‖Mf‖Lp,ω2 (B(x,s)) ≤ ‖Mf1‖Lp,ω2 (B(x,s)) + ‖Mf2‖Lp,ω2 (B(x,s))

elde edilir. Teorem 3.3 kullanılarak C sabiti, f fonksiyonuna bağlıolmamak koşu-

luyla

‖Mf1‖Lp,ω2 (B(x,s)) ≤ ‖Mf1‖Lp,ω2 (Rn) ≤ C‖f1‖Lp,ω1 (Rn) = C‖f‖Lp,ω1 (B(x,2s)) (3.10)

gerçeklenir. (3.10) eşitsizliğinin sağ tarafı‖ω2‖Lp(B(x,s)) × ‖ω2‖−1
Lp(B(x,s)) ifadesi ile

çarpıldıktan sonra r ≥ s olmak üzere supremum alındı̆gında

‖Mf1‖Lp,ω2 (B(x,s)) ≤ C‖ω2‖Lp(B(x,s))‖ω2‖−1
Lp(B(x,s))‖f‖Lp,ω1 (B(x,2s))

≤ C‖ω2‖Lp(B(x,s)) sup
r≥s
‖f‖Lp,ω1 (B(x,r))‖ω2‖−1

Lp(B(x,r)) (3.11)

eşitsizliği elde edilir.

z ∈ B(x, s) için,

Mf2(z) = sup
r>0
|B(z, r)|−1

∫
B(z,r)

|f2(y)|dy

≤ C sup
r≥2s
|B(x, 2r)|−1

∫
cB(x,2s)∩B(z,r)

|f(y)|dy

≤ C sup
r≥s
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)|dy

bulunur. Elde edilen son eşitsizlikteki integrand ω1 × ω−1
1 ifadesi ile çarpılarak,

Mf2(z) ≤ C sup
r≥s
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)|ω1ω
−1
1 dy

elde edilir ve Hölder eşitsizliği yardımıyla ve (ω1, ω2) ∈ Fp(Rn) olduğundan,

Mf2(z) ≤ C sup
r≥s
|B(x, r)|−1‖f‖Lp,ω1 (B(x,r))

∥∥χB(x,r)ω
−1
1

∥∥
Lpp(Rn)

≤ C sup
r≥s

r−n‖f‖Lp,ω1 (B(x,r))

∥∥ω−1
1

∥∥
Lpp(B(x,r))

≤ C sup
r≥s

r
−n+ n

p′t′ ‖f‖Lp,ω1 (B(x,r))

∥∥ω−1
1

∥∥
Lppt(B(x,r))

≤ C sup
r≥s

r
−n+ n

p′t′ ‖f‖Lp,ω1 (B(x,r))r
n
p

+ n
p′t ‖ω2‖−1

Lp(B(x,r))

≤ C sup
r≥s
‖f‖Lp,ω1 (B(x,r)) ‖ω2‖−1

Lp(B(x,r))
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bulunur. Buradan, elde edilen son eşitsizliğin her iki tarafının Lp,ω2(B(x, s)) normu

alınarak,

‖Mf2‖Lp,ω2 (B(x,s)) ≤ C ‖ω2‖Lp(B(x,s)) sup
r≥s
‖f‖Lp,ω1 (B(x,r))‖ω2‖−1

Lp(B(x,r)) (3.12)

eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla, (3.11) ve (3.12) den (3.8) elde edilir.

Sıradaki teorem, (ω1, ω2) ∈ Fp(Rn) için maksimal operatörün genelleştirilmi̧s ağır-

lıklıMorrey uzaylarındaki sınırlılı̆gının varlı̆gınıgösteren ana teoremdir.

Teorem 3.5 1 < p < ∞, (ω1, ω2) ∈ Fp(Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyon-

ları, C sabiti; x ve s den bağımsız olmak üzere

sup
s>r

ess inf
s<τ<∞

ϕ1(x, τ)‖ω1‖Lp(B(x,τ))

‖ω2‖Lp(B(x,s))

≤ Cϕ2(x, r) (3.13)

koşulunu sağlasın. Bu durumdaM maksimal operatörüMp,ϕ1
ω1 (Rn) uzayındanMp,ϕ2

ω2 (Rn)

uzayına sınırlıdır (Aykol vd., 2023).

İspat. f ∈Mp,ϕ1
ω1 (Rn) olsun. (3.13) eşitsizliğinden, Tanım 2.38, Teorem 2.6, Teorem

3.4 den ve

g = ‖f‖Lp,ω1 (B(x,s)), ω = ‖ω2‖−1
Lp(B(x,s)), v1 =

1

ϕ1(x, s)‖ω1‖Lp(B(x,s))

, v2 =
1

ϕ2(x, s)

seçilmek üzere,

‖Mf‖Mp,ϕ2
ω2

(Rn) = sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, s)‖ωδ2‖Lp(B(x,s))

‖Mf‖L
p,ωδ2

(B(x,s))

≤ C sup
x∈Rn,r>0

‖ω2‖Lp(B(x,s))

ϕ2(x, s)‖ω2‖Lp(B(x,s))

sup
s>r
‖f‖Lp,ω1 (B(x,s))‖ω2‖−1

Lp(B(x,s))

= C sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ2(x, s)
sup
s>r
‖f‖Lp,ω1 (B(x,s))‖ω2‖−1

Lp(B(x,s))

≤ C sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ1(x, s)‖ω1‖Lp(B(x,s))

‖f‖Lp,ω1 (B(x,s))

= C‖f‖Mp,ϕ1
ω1

(Rn)

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.
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3.2 Genelleştirilmi̧s AğırlıklıMorrey Uzaylarında Singüler Operatör—

ler için Ãp ve Fp AğırlıklıEşitsizlikler

Bu bölümde genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında singüler operatörler için iki

ağırlıklıeşitsizlikler ispat edilecektir. Singüler operatörler için sırasıyla, ilk olarak

Ãp ağırlıklıeşitsizlikler ardından Fp ağırlıklıeşitsizlikler verilecektir.

Calderón-Zygmund komütatörleri, ikinci dereceden eliptik kısmi diferensiyel denk-

lemlerin çözümlerinin kararlılı̆gıkonusunda yapılan çalı̧smalarda önemli rol oyna-

maktadır.

Lemma 3.1 1 < s <∞ ve b ∈ BMO(Rn) olsun, bu durumda her x ∈ Rn için

|[b, T ]f |(x) ≤M(|[b, T ]f |(x)) ≤ C‖b‖BMO

(
(M |Tf |s)

1
s (x) + (M |f |s)

1
s (x)

)
eşitsizliği sağlanacak şekilde bir C > 0 mevcuttur (Di Fazio ve Ragusa, 1991).

2004 yılında Lerner,∫
Rn
|Tf(x)g(x)|dx ≤ C

∫
Rn
Mf(x)Mg(x)dx

eşitsizliğinin gerçeklendiğini göstermi̧stir.

Sıradaki iki ağırlıklılokal kabuller geçerlidir.

Teorem 3.6 1 < p <∞ ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) olsun, bu durumda C sabiti; f, x ve

t den bağımsız olmak üzere, her f ∈ Lp,ωδ1(R
n) için

‖Tf‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ C‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

∫ ∞
t

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,s))

ds

s
(3.14)

eşitsizliği gerçeklenir (Aykol vd., 2022).

İspat. f fonksiyonunu, t > 0 için

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χB(x,2t)(y), f2(y) = f(y)χcB(x,2t)(y)
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biçiminde ayıralım. Buradan

Tf(x) =

∫
Rn
K(x, y)|f(y)|dy

≤
∫
Rn
K(x, y)

[∫
B(x,2t)

|f(y)|dy +

∫
cB(x,2t)

|f(y)|dy
]

≤
∫
Rn
K(x, y)

[∫
B(x,2t)

|f1(y)|dy +

∫
cB(x,2t)

|f2(y)|dy
]

olduğundan,

‖Tf‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ ‖Tf1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) + ‖Tf2‖L
p,ωδ2

(B(x,t))

elde edilir. Singüler operatörün ağırlıklıLebesgue uzaylarındaki sınırlılı̆gıkullanılarak;

C sabiti, f fonksiyonuna bağlıolmamak koşuluyla

‖Tf1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ ‖Tf1‖L
p,ωδ2

(Rn) ≤ C‖f1‖L
p,ωδ1

(Rn) = C‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,2t)) (3.15)

gerçeklenir. (3.15) eşitsizliğinden ve standart singüler çekirdeğin çok bilinen üç

özelliğinden bir tanesi kullanılarak,

|Tf1(x)| ≤
∫
B(x,2t)

|K(x, y)| |f(y)|dy

≤ c1

∫
B(x,2t)

|x− y|−n |f(y)|dy

= c1(−n)

∫
B(x,2t)

|f(y)|
(∫ ∞
|x−y|

s−n−1ds

)
dy

= c

∫ ∞
2t

s−n−1

(∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|f(y)| dy
)
ds

≤ c

∫ ∞
t

s−n−1

(∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|f(y)|ωδ1(y)ω−δ1 (y)dy

)
ds

≤ c

∫ ∞
t

s−n−1‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))‖ωδ1‖−1
Lpp (B(x,s))ds

≤ c

∫ ∞
t

s−n−1‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))‖ωδ2‖−1
Lp(B(x,s))ds

elde edilir, buradan elde edilen son ifadenin her iki tarafıiçin norm alınırsa,

‖Tf1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ c

∥∥∥∥s−n−1

∫ ∞
t

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))‖ωδ2‖−1
Lp(B(x,s))ds

∥∥∥∥
L
p,ωδ2

(B(x,t))

≤ c

∫ ∞
t

s−n‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))‖ωδ2‖−1
Lp(B(x,s)) ‖1‖L

p,ωδ2
(B(x,t))

ds

s

≤ C‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

∫ ∞
t

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,s))

ds

s
(3.16)
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bulunur.

‖Tf2‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) normu için, z ∈ B(x, t) olmak üzere

|Tf2(z)| ≤ C

∫
cB(x,2t)

|f(y)|
|y − z|ndy

ve

|x− z| ≤ t, |z − y| ≥ 2t =⇒ 1

2
|z − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|z − y|

eşitsizliklerini ele alalım. Verilen eşitsizlikler yardımıyla,

|Tf2(z)| ≤ C

∫
cB(x,2t)

|x− y|−n |f(y)| dy

yazılır. δ > 0 seçilirse,

|Tf2(z)| = δ

∫
cB(x,2t)

|x− y|−n+δ |f(y)|
∫ ∞
|x−y|

s−δ−1dsdy

elde edilir, buradan Fubini Teoremi kullanılarak

|Tf2(z)| = δ

∫
cB(x,2t)

|x− y|−n+δ |f(y)| dy
∫ ∞
|x−y|

s−δ−1ds

≤ C

∫ ∞
t

s−n−1

∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|f(y)| dyds

elde edilir. Elde edilen eşitsizlik, ωδ1 × ω−δ1 ağırlıklarıile çarpıldıktan sonra Hölder

eşitsizliği uygulanarak,

|Tf2(z)| ≤ C

∫ ∞
t

s−n−1

∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|f(y)|ωδ1ω−δ1 dyds

≤ C

∫ ∞
t

s−n−1
∥∥ω−δ1 χB(x,s)

∥∥
Lpp (Rn)

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))ds

bulunur. (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) olduğundan,

|Tf2(z)| ≤ C

∫ ∞
t

s−n−1
∥∥ω−δ2 χB(x,s)

∥∥
Lp(B(x,s))

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))ds

= C

∫ ∞
t

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,s))

ds

s
(3.17)

bulunur ve elde edilen (3.17) eşitsizliğinin her iki tarafı için Lp,ωδ2(B(x, t)) normu

alınarak,

‖Tf2‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ C
∥∥χB(x,t)

∥∥
L
p,ωδ2

(Rn)

∫ ∞
t

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,s))

ds

s

≤ C‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

∫ ∞
t

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,s))

ds

s
(3.18)
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eşitsizliği elde edilir. (3.16) ve (3.18) den (3.14) elde edilir. Böylece ispat tamam-

lanır.

Sıradaki teorem, (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) için singüler operatörün genelleştirilmi̧s ağırlıklı

Morrey uzaylarındaki sınırlılı̆gının varlı̆gınıgösteren ana teoremdir.

Teorem 3.7 1 < p <∞, 0 < δ < 1 ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) olsun, ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r)

fonksiyonları, C sabiti; x ve t den bağımsız olmak üzere∫ ∞
t

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)‖ωδ1‖Lp(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

dt

t
≤ Cϕ2(x, r) (3.19)

koşulunu sağlasın. Bu durumda T operatörüMp,ϕ1
ωδ1

(Rn) uzayındanMp,ϕ2
ωδ2

(Rn) uza-

yına sınırlıdır (Aykol vd., 2022).

İspat. f ∈Mp,ϕ1
ωδ1

(Rn) olsun. (3.19) eşitsizliğinden, Tanım 2.38, Teorem 2.6, Teorem

3.6 dan ve

g = ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,t)), ω =
1

t
‖ωδ2‖−1

Lp(B(x,t)), v1 =
1

ϕ1(x, t)‖ωδ1‖Lp(B(x,t))

, v2 =
1

ϕ2(x, t)

seçilmek üzere, singüler operatörün genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayınorm tanımın-

dan yararlanılarak,

‖Tf‖Mp,ϕ2

ωδ2

(Rn) = sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, t)‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

‖Tf‖L
p,ωδ2

(B(x,t))

≤ C sup
x∈Rn,t>0

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

ϕ2(x, t)‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

∫ ∞
s

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,t))

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

dt

t

= C sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, t)

∫ ∞
s

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,t))

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

dt

t

≤ C sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ1(x, t)‖ωδ1‖Lp(B(x,t))

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,t))

= C‖f‖Mp,ϕ1

ωδ1

(Rn)

elde edilir. Sonuç olarak, T singüler operatörün sınırlılı̆gıgösteren

‖Tf‖Mp,ϕ2

ωδ2

(Rn) ≤ C‖f‖Mp,ϕ1

ωδ1

(Rn)

eşitsizliği elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.

Böylelikle, singüler operatörler için Ãp ağırlıklıeşitsizlikler elde edilmi̧stir. Şimdi de

Fp ağırlıklıeşitsizlikler elde edilmeye çalı̧sılacaktır.
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Teorem 3.8 1 < p < ∞ ve (ω1, ω2) ∈ Fp(Rn) olsun, bu durumda T singüler

operatörü Lp,ω1(Rn) uzayından Lp,ω2(Rn) uzayına sınırlıdır.

İspat. Teorem 3.3 ve∫
Rn
|Tf(x)g(x)|dx ≤ C

∫
Rn
Mf(x)Mg(x)dx

eşitsizliği kullanılarak, T operatörünün Lp,ω(Rn) uzayında sınırlıolduğu elde edilir.

T ∗ operatörünün sınırlılı̆gı, Teorem 3.3 ve Teorem 3.8 den

T ∗ f(x) ≤ c[M(Tf)(x) +Mf(x)]

eşitsizliği kullanılarak elde edilir.

Sonuç 3.1 1 < p < ∞ ve ω ∈ Fp(Rn) olsun, bu durumda T integral operatörü

Lp,ω(Rn) uzayında sınırlıdır.

Sıradaki iki ağırlıklılokal kabuller geçerlidir.

Teorem 3.9 1 < p <∞ ve (ω1, ω2) ∈ Fp(Rn) olsun. Bu durumda C sabiti; x ve r

den bağımsız olmak üzere, her f ∈ Lp,ω1(Rn) için

‖Tf‖Lp,ω2 (B(x,r)) ≤ C‖ω2‖Lp(B(x,r))

∫ ∞
r

‖f‖Lp,ω(B(x,s))

‖ω2‖Lp(B(x,s))

ds

s
(3.20)

gerçeklenir (Aykol vd., 2023).

İspat. f fonksiyonunu, t > 0 için

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χB(x,2r)(y), f2(y) = f(y)χcB(x,2r)(y)

şeklinde ayıralım. Buradan,

‖Tf‖Lp,ω2 (B(x,r)) ≤ ‖Tf1‖Lp,ω2 (B(x,r)) + ‖Tf2‖Lp,ω2 (B(x,r))

elde edilir. Singüler operatörün ağırlıklıLebesgue uzaylarındaki sınırlılı̆gıkullanılarak;

C sabiti, f fonksiyonuna bağlıolmamak koşuluyla

‖Tf1‖Lp,ω2 (B(x,r)) ≤ ‖Tf1‖Lp,ω2 (Rn) ≤ C‖f1‖Lp,ω1 (Rn) = C‖f‖Lp,ω1 (B(x,2r)) (3.21)
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gerçeklenir. (3.21) den yararlanılarak, ‖f‖Lp,ω1 (B(x,2r)) normunun, r ye göre azal-

mayan olmasından dolayı

‖Tf1‖Lp,ω2 (B(x,r)) ≤ C‖ω2‖Lp(B(x,r))

∫ ∞
r

‖f‖Lp,ω(B(x,s))

‖ω2‖Lp(B(x,s))

ds

s
(3.22)

bulunur.

‖Tf2‖Lp,ω2 (B(x,r)) normu için, z ∈ B(x, r) olmak üzere

|Tf2(z)| ≤ C

∫
cB(x,2r)

|f(y)|
|y − z|ndy

ve

|x− z| ≤ r, |z − y| ≥ 2r =⇒ 1

2
|z − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|z − y|

eşitsizliklerini ele alalım. Verilen eşitsizlikler yardımıyla,

|Tf2(z)| ≤ C

∫
cB(x,2r)

|x− y|−n |f(y)| dy

elde edilir. δ > 0 seçilirse, her z ∈ B(x, r) için

|Tf2(z)| ≤ δ

∫
cB(x,r)

|x− y|−n+δ |f(y)| dy
∫ ∞
|x−y|

s−δ−1ds

≤ C

∫ ∞
r

s−n−1

∫
{y∈Rn:2r≤|x−y|≤s}

|f(y)| dyds

≤ C

∫ ∞
r

s−n−1
∥∥ω−1

1 χB(x,s)

∥∥
Lpp (Rn)

‖f‖Lp,ω1 (B(x,s))ds

≤ C

∫ ∞
r

s
−n+ n

p
′
t
′ −1 ∥∥ω−1

1

∥∥
Lppt(B(x,s))

‖f‖Lp,ω1 (B(x,s))ds

bulunur. Böylece,∫
cB(x,r)

|x− y|−n |f(y)| dy ≤ C

∫ ∞
r

s
−n+ n

p
′
t
′ −1 ∥∥ω−1

1

∥∥
Lppt(B(x,s))

‖f‖Lp,ω1 (B(x,s))ds

(3.23)

yazılır ve elde edilen (3.23) eşitsizliğinin her iki tarafı için Lp,ω2(B(x, r)) normu

alınarak,

‖Tf2‖Lp,ω2 (B(x,r)) ≤ C
∥∥χB(x,r)

∥∥
Lp,ω2 (Rn)

∫ ∞
r

s
−n+ n

p
′
t
′ −1 ∥∥ω−1

1

∥∥
Lppt(B(x,s))

‖f‖Lp,ω1 (B(x,s))ds

≤ C‖ω2‖Lp(B(x,r))

∫ ∞
r

‖f‖Lp,ω1 (B(x,s))

‖ω2‖Lp(B(x,s))

ds

s
(3.24)

bulunur. (3.22) ve (3.24) den (3.20) elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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Sıradaki teorem, (ω1, ω2) ∈ Fp(Rn) için singüler operatörün, genelleştirilmi̧s ağırlıklı

Morrey uzaylarındaki sınırlılı̆gının varlı̆gınıgösteren ana teoremdir.

Teorem 3.10 1 < p <∞, (ω1, ω2) ∈ Fp(Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyon-

ları, C sabiti; x ∈ Rn ve r den bağımsız olmak üzere

∫ ∞
r

ess inf
τ<s<∞

ϕ1(x, s)‖ω1‖Lp(B(x,s))

‖ω2‖Lp(B(x,τ))

dτ

τ
≤ Cϕ2(x, r) (3.25)

koşulunu sağlasın. Bu durumda T operatörüMp,ϕ1
ω1 (Rn) uzayındanMp,ϕ2

ω2 (Rn) uza-

yına sınırlıdır (Aykol vd., 2023).

İspat. f ∈Mp,ϕ1
ω1 (Rn) olsun. (3.25) eşitsizliğinden, Tanım 2.38, Teorem 2.6, Teorem

3.9 dan ve

g = ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r)), ω =
1

r
‖ω2‖−1

Lp(B(x,r)), v1 =
1

ϕ1(x, r)‖ω1‖Lp(B(x,r))

, v2 =
1

ϕ2(x, r)

seçilmek üzere singüler operatörün genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayınorm tanımın-

dan yararlanılarak,

‖Tf‖Mp,ϕ2
ω2

(Rn) = sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ2(x, r)‖ω2‖Lp(B(x,r))

‖Tf‖Lp,ω2 (B(x,r))

≤ C sup
x∈Rn,r>0

‖ω2‖Lp(B(x,r))

ϕ2(x, r)‖ω2‖Lp(B(x,r))

∫ ∞
s

‖f‖Lp,ω1 (B(x,r))

‖ω2‖Lp(B(x,r))

dr

r

= C sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ2(x, r)

∫ ∞
r

‖f‖Lp,ω1 (B(x,r))

‖ω2‖Lp(B(x,r))

dr

r

≤ C sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ1(x, r)‖ω1‖Lp(B(x,r))

‖f‖Lp,ω1 (B(x,r))

= C‖f‖Mp,ϕ1
ω1

(Rn)

eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

3.3 Genelleştirilmi̧s AğırlıklıMorrey UzaylarındaMaksimal Komütatör-

ler için Ãp AğırlıklıEşitsizlikler

Bu bölümde genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında maksimal komütatörler için

Ãp ağırlıklıeşitsizlikler elde edilecektir. Sıradaki iki ağırlıklılokal kabuller geçerlidir.
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Tanım 3.1 Her x ∈ Rn ve verilen bir b ölçülebilir fonksiyonu için maksimal komü-

tatör

Mb(f)(x) = sup
x∈Rn, r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|b(x)− b(y)||f(y)|dy

biçiminde tanımlanmaktadır (Guliyev vd., 2011).

Tanım 3.2 Her x ∈ Rn ve verilen bir b ölçülebilir fonksiyonu için, M Hardy-

Littlewood maksimal komütatörü

[M, b]f(x) = M(bf)(x)− b(x)Mf(x)

biçiminde tanımlanmaktadır (Ağcayazıvd., 2015).

Lemma 3.2 b negatif olmayan herhangi bir lokal integrallenebilen fonksiyon olsun.

Bu durumda her x ∈ Rn ve f ∈ Lloc1 (Rn) için,

|[M, b]f(x)| ≤Mb(f)(x)

eşitsizliği gerçeklenir (Ağcayazıvd., 2015).

Teorem 3.11 X, Rn üzerinde tanımlıölçülebilir fonksiyonların Banach uzayı, M ;

X üzerinde sınırlıve b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda Mb operatörü, X üzerinde

sınırlıdır ve C sabiti f den bağımsız olmak üzere,

‖Mbf‖X ≤ C‖b‖BMO‖f‖X

gerçeklenir (Ağcayazıvd., 2015).

Sonuç 3.2 b ∈ BMO(Rn) olsun. Her x ∈ Rn ve f ∈ Lloc1 (Rn) için,

Mbf(x) ≤ C‖b‖BMOM
2f(x)

olacak şekilde bir C > 0 mevcuttur (Ağcayazıvd., 2015).

Sonuç 3.3 1 ≤ p < ∞, b ∈ BMO(Rn) ve ω ∈ Ap(Rn) olsun, bu durumda Mb

operatörü Lp,ω(Rn) uzayında sınırlıdır.

Teorem 3.12 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn) ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn), ω1 ∈

Ap(Rn) olsun, bu durumda Mb operatörü Lp,ωδ1(R
n) uzayından Lp,ωδ2(R

n) uzayına

sınırlıdır.
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İspat. f ∈ Lp,ωδ1(R
n), b ∈ BMO(Rn) olsun. Mbf(x) ≤ C‖b‖BMOM

2f(x) eşitsizliği

gerçeklenir. Eşitsizliğin her iki tarafıiçin norm alındıktan sonra,

‖Mbf‖L
p,ωδ2

(Rn) ≤ C‖b‖BMO

∥∥M2f
∥∥
L
p,ωδ2

(Rn)

elde edilir. Sonuç 3.3 den ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) olduğunda M maksimal operatörün

ağırlıklıLebesgue uzaylarındaki sınırlılı̆gından yararlanılarak

‖Mbf‖L
p,ωδ2

(Rn) ≤ C1‖b‖BMO ‖Mf‖L
p,ωδ1

(Rn)

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca ω1 ∈ Ap(Rn) olduğundan,

‖Mbf‖L
p,ωδ2

(Rn) ≤ C2‖b‖BMO ‖f‖L
p,ωδ1

(Rn)

gerçeklenir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.13 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn) ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn),

ω1, ω2 ∈ Ap(Rn) olsun, bu durumda C sabiti; f, x ve t den bağımsız olmak üzere,

her f ∈ Lp,ωδ1(R
n) için

‖Mbf‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ C‖b‖BMO‖ωδ2‖Lp(B(x,t)) sup
r≥t

(
1 + ln

r

t

) ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r))

‖ωδ2‖Lp(B(x,r))

(3.26)

gerçeklenir (Aykol vd., 2022).

İspat. f fonksiyonunu, t > 0 için

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χB(x,2t)(y), f2(y) = f(y)χcB(x,2t)(y)

şeklinde ayıralım buradan,

‖Mbf‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ ‖Mbf1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) + ‖Mbf2‖L
p,ωδ2

(B(x,t))

elde edilir. Teorem 3.12 den C sabiti, f den bağımsız olmak üzere

‖Mbf1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ ‖Mbf1‖L
p,ωδ2

(Rn) ≤ C‖b‖BMO‖f1‖L
p,ωδ1

(Rn) = C‖b‖BMO‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,2t))

(3.27)

(3.27) eşitsizliğinin sağ tarafı‖ωδ2‖Lp(B(x,t)) × ‖ωδ2‖−1
Lp(B(x,t)) ifadesi ile çarpılarak

‖Mbf1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ C‖b‖BMO‖ωδ2‖Lp(B(x,t))‖ωδ2‖−1
Lp(B(x,t))‖f‖Lp,ωδ1 (B(x,2t))
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elde edilir. ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,2t)) normu t ye göre azalmayan olduğundan, r ≥ t olmak

üzere supremum alınırsa

‖Mbf1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ C‖b‖BMO‖ωδ2‖Lp(B(x,t)) sup
r≥t

(
1 + ln

r

t

) ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r))

‖ωδ2‖Lp(B(x,r))

(3.28)

gerçeklenir.

z ∈ B(x, t) için,

Mbf2(z) = sup
r>0
|B(z, r)|−1

∫
B(z,r)

|b(z)− b(y)| |f2(y)| dy

≤ sup
r≥2t
|B(x, 2r)|−1

∫
cB(x,2t)∩B(z,r)

|b(z)− b(y)| |f(y)| dy

≤ sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|b(z)− b(y)| |f(y)| dy

= sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

∣∣b(z)− bB(x,r) − (b(y)− bB(x,r))
∣∣ |f(y)| dy

≤ sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

∣∣b(y)− bB(x,r)

∣∣ |f(y)| dy

+ sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

∣∣b(z)− bB(x,r)

∣∣ |f(y)| dy

= I1 + I2

bulunur. Öncelikle,

I1 = sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

∣∣b(y)− bB(x,r)

∣∣ |f(y)| dy

integrali için yukarıdaki eşitlikteki integrand ωδ1 × (ωδ1)−1 ifadesi ile çarpılarak

I1 = sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

∣∣b(y)− bB(x,r)

∣∣ (ωδ1)−1 |f(y)|ωδ1dy

elde edilir.

Teorem 2.4 ve Hölder eşitsizliği yardımıyla,

I1 ≤ C sup
r≥t
|B(x, r)|−1 ‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))‖b(.)− bB(x,r)‖L

pp,ω−δ1 (B(x,r))
(3.29)

elde edilir.

Buradan,

‖b‖BMO = sup
x∈Rn, r>0

‖b(.)− bB(x,r)‖L
pp,ω−δ1 (B(x,r))

‖ωδ1‖−1
Lpp (B(x,r))
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olduğu bilindiğinden; (3.26) da istenilen ‖b‖BMO ifadesini elde edebilmek amacıyla,

(3.29) eşitsizliğinin sağ tarafı‖ωδ1‖−1
Lpp (B(x,r))×‖ωδ1‖

−1
Lpp (B(x,r)) ile çarpılır ve sonrasında

r > 0 ve x ∈ Rn olmak üzere supremum alınırsa

I1 ≤ C sup
r≥t
|B(x, r)|−1 ‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r)) sup

x∈Rn, r>0

‖b(.)− bB(x,r)‖L
pp,ω−δ1 (B(x,r))

‖ωδ1‖−1
Lpp (B(x,r))

‖ωδ1‖−1
Lpp (B(x,r))

≤ C‖b‖BMO sup
r≥t

r−n‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r))‖ωδ1‖−1
Lpp (B(x,r))

elde edilir.

Şimdi I2 integralini hesaplayalım:

I2 = sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

∣∣b(z)− bB(x,r)

∣∣ |f(y)| dy

= sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

∣∣b(z)− bB(x,t) − (bB(x,r) − bB(x,t))
∣∣ |f(y)| dy

≤ sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

∣∣b(z)− bB(x,t)

∣∣ |f(y)| dy

+ sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

∣∣bB(x,t) − bB(x,r)

∣∣ |f(y)| dy

bulunur.

Yukarıdaki son eşitsizlikte elde edilen supremum içeren ifadeleri ayrıayrıele alalım.

İlk ifade için

∣∣b(z)− bB(x,t)

∣∣ =

∣∣∣∣b(z)−B(x, t)−1

∫
B(x,t)

b(y)dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣b(z) +B(x, t)−1

[∫
B(x,t)

(b(z)− b(y)− b(z))dy

]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣b(z) +B(x, t)−1

[∫
B(x,t)

(b(z)− b(y))dy − b(z)

∫
B(x,t)

dy

]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣b(z) +B(x, t)−1

∫
B(x,t)

(b(z)− b(y))dy − |B(x, t)|−1 |B(x, t)| b(z)

∣∣∣∣
≤ B(x, t)−1

∫
B(x,t)

|b(z)− b(y)| dy

≤ sup
t>0

B(x, t)−1

∫
B(x,t)

|b(z)− b(y)| dy

= MbχB(x,t)(z)
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olduğundan,

sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

∣∣b(z)− bB(x,t)

∣∣ |f(y)| dy

≤ sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

MbχB(x,t)(z) |f(y)|ωδ1ω−δ1 dy

≤ CMbχB(x,t)(z)

∫
B(x,r)

sup
r≥t
|B(x, r)|−1 ‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))‖ωδ1‖−1

Lpp (B(x,r))dy

≤ CMbχB(x,t)(z) sup
r≥t

r−n‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r))‖ωδ1‖−1
Lpp (B(x,r)) (*)

elde edilir. İkinci ifade için ise Lemma 2.1 kullanılarak

sup
r≥t
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

∣∣bB(x,t) − bB(x,r)

∣∣ |f(y)| dy ≤ C sup
r≥t
|B(x, r)|−1 ‖b‖BMO

× ln
r

t

∫
B(x,r)

|f(y)| dy

≤ C sup
r≥t
|B(x, r)|−1 ‖b‖BMO

× ln
r

t

∫
B(x,r)

|f(y)|ωδ1ω−δ1 dy

≤ C‖b‖BMO sup
r≥t

r−n ln
r

t

× ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r))‖ωδ1‖−1
Lpp (B(x,r)) (**)

bulunur. Sonuç olarak, elde edilen (*) ve (**) ifadeleri birleştirilerek I2 için,

I2 ≤ CM bχB(x,t)(z) sup
r≥t

r−n‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r))‖ω
δ
1‖−1
Lpp (B(x,r))

+C‖b‖BMO sup
r≥t

r−n ln
r

t
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))‖ω

δ
1‖−1
Lpp (B(x,r)) (3.30)

bulunur. Böylelikle,

Mbf2(z) ≤ I1 + I2

≤ C‖b‖BMO sup
r≥t

r−n‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r))‖ωδ1‖−1
Lpp (B(x,r))

+CMbχB(x,t)(z) sup
r≥t

r−n‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r))‖ωδ1‖−1
Lpp (B(x,r))

+C‖b‖BMO sup
r≥t

r−n ln
r

t
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))‖ωδ1‖−1

Lpp (B(x,r))

34



gerçeklendiği gösterilmi̧stir. Teorem 3.12 yardımıyla,

‖Mbf2(z)‖
L
p,ωδ2

(B(x,t))
≤ ‖I1 + I2‖Lp,ω2 (Rn)

≤ ‖I1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) + ‖I2‖L
p,ωδ2

(B(x,t))

≤
∥∥∥∥C‖b‖BMO sup

r≥t
r−n‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))‖ωδ1‖−1

Lpp (B(x,r))

∥∥∥∥
L
p,ωδ2

(B(x,t))

+

∥∥∥∥CMbχB(x,t) sup
r≥t

r−n‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r))‖ωδ1‖−1
Lpp (B(x,r))

∥∥∥∥
L
p,ωδ2

(B(x,t)

+

∥∥∥∥C‖b‖BMO sup
r≥t

r−n ln
r

t
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))‖ωδ1‖−1

Lpp (B(x,r))

∥∥∥∥
L
p,ωδ2

(B(x,t))

≤
∥∥∥∥C‖b‖BMO sup

r≥t
r−n(1 + ln

r

t
)‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))‖ωδ1‖−1

Lpp (B(x,r))

∥∥∥∥
L
p,ωδ2

(B(x,t))

+

∥∥∥∥CMbχB(x,t) sup
r≥t

r−n‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r))‖ωδ1‖−1
Lpp (B(x,r))

∥∥∥∥
L
p,ωδ2

(B(x,t)

≤ C‖b‖BMO‖ωδ2‖Lp(B(x,t)) sup
r≥t

(1 + ln
r

t
)
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))

‖ωδ2‖Lp(B(x,r))

+C
∥∥MbχB(x,t)

∥∥
L
p,ωδ2

(B(x,t)
sup
r≥t

(1 + ln
r

t
)
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))

‖ωδ2‖Lp(B(x,r))

≤ C‖b‖BMO‖ωδ2‖Lp(B(x,t)) sup
r≥t

(1 + ln
r

t
)
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,r))

‖ωδ2‖Lp(B(x,r))

(3.31)

elde edilir. (3.28) ve (3.31) den (3.26) elde edilir.

Teorem 3.14 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn) ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn),

ω1, ω2 ∈ Ap(Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları, C sabiti; x ve t den

bağımsız olmak üzere

sup
t>r

(
1 + ln

t

r

) ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)‖ωδ1‖Lp(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

≤ Cϕ2(x, r) (3.32)

koşulunu sağlasın. Bu durumda Mb maksimal komütatörü Mp,ϕ1
ωδ1

(Rn) uzayından

Mp,ϕ2
ωδ2

(Rn) uzayına sınırlıdır (Aykol vd., 2022).

İspat. f ∈ Mp,ϕ1
ωδ1

(Rn), b ∈ BMO(Rn) olsun. (3.32) eşitsizliği yardımıyla, Tanım

2.38, Teorem 2.6, Teorem 3.13 den ve

g = ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,t)), ω =

(
1 + ln

t

r

)
‖ωδ2‖−1

Lp(B(x,t)), v1 =
1

ϕ1(x, t)‖ωδ1‖Lp(B(x,t))

, v2 =
1

ϕ2(x, t)
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seçilmek üzere

‖Mbf‖Mp,ϕ2

ωδ2

(Rn) = sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, t)‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

‖Mbf‖L
p,ωδ2

(B(x,t))

≤ C‖b‖BMO sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, t)‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

× sup
t>r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,t))‖ωδ2‖−1

Lp(B(x,t))

= C‖b‖BMO sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, t)
sup
t>r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,t))‖ωδ2‖−1

Lp(B(x,t))

≤ C‖b‖BMO sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ1(x, t)‖ωδ1‖Lp(B(x,t))

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,t))

= C‖b‖BMO‖f‖Mp,ϕ1

ωδ1

(Rn)

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.

3.4 Genelleştirilmi̧s AğırlıklıMorrey Uzaylarında Singüler Komütatör-

ler için Ãp AğırlıklıEşitsizlikler

Bu bölümde genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında singüler komütatörler için

Ãp ağırlıklıeşitsizlikler elde edilecektir. Sıradaki iki ağırlıklılokal kabuller geçerlidir.

Teorem 3.15 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn) ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn),

ω1 ∈ Ap(Rn) olsun. Bu durumda [b, T ] operatörü Lp,ωδ1(R
n) uzayından Lp,ωδ2(R

n)

uzayına sınırlıdır (Coifman, Rochberg ve Weiss, 1976).

İspat. f ∈ Lp,ωδ1(R
n), b ∈ BMO(Rn) ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn), ω1 ∈ Ap(Rn) olsun.

Lemma 3.1 kullanılarak,

‖[b, T ] f‖L
p,ωδ2

(Rn) ≤ ‖M([b, T ] f)‖
L
p,ωδ2

(Rn)

≤ C‖b‖BMO

∥∥∥(M |Tf |s)
1
s + (M |f |s)

1
s

∥∥∥
L
p,ωδ2

(Rn)

≤ C‖b‖BMO

∥∥∥(M |Tf |s)
1
s

∥∥∥
L
p,ωδ2

(Rn)

+
∥∥∥(M |f |s)

1
s

∥∥∥
L
p,ωδ2

(Rn)


elde edilir, Teorem 2.3 ve Sonuç 2.1 den yararlanılarak

‖[b, T ] f‖L
p,ωδ2

(Rn) ≤ C‖b‖BMO

∥∥∥(|Tf |s)
1
s

∥∥∥
L
p,ωδ1

(Rn)

+
∥∥∥(|f |s)

1
s

∥∥∥
L
p,ωδ1

(Rn)


≤ C‖b‖BMO ‖|f‖

L
p,ωδ1

(Rn)
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bulunur.

Teorem 3.16 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn) ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn),

ω1, ω2 ∈ Ap(Rn) olsun. Bu durumda C sabiti; f, x ve t den bağımsız olmak üzere,

her f ∈ Lp,ωδ1(R
n) için

‖[b, T ]f‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ C‖b‖BMO‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

∫ ∞
t

(
1 + ln

r

t

) ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r))

‖ωδ2‖Lp(B(x,r))

dr

r
(3.33)

gerçeklenir (Aykol vd., 2022).

İspat. f fonksiyonunu, t > 0 için

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χB(x,2t)(y), f2(y) = f(y)χcB(x,2t)(y)

şeklinde ayıralım buradan,

‖[b, T ]f‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ ‖[b, T ]f1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) + ‖[b, T ]f2‖L
p,ωδ2

(B(x,t))

gerçeklenir. [b, T ] operatörünün Lebesgue uzaylarındaki sınırlılı̆gınıkarakterize eden

Teorem 3.15 kullanılarak, C sabiti; f den bağımsız olmak üzere

‖[b, T ]f1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ ‖[b, T ]f1‖L
p,ωδ2

(Rn) ≤ C‖b‖BMO‖f1‖L
p,ωδ1

(Rn) = C‖b‖BMO‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,2t))

(3.34)

gerçeklenir. ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,2t)) normunun t ye göre azalmayan olmasıgerçeğinden,

‖[b, T ]f1‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ C‖b‖BMO‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

∫ ∞
t

(
1 + ln

s

t

) ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,s))

ds

s
(3.35)

eşitsizliği elde edilir.

‖[b, T ]f2‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) normu için, z ∈ B(x, t) olmak üzere

|[b, T ]f2(z)| ≤ C

∫
cB(x,2t)

|b(z)− b(y)| |f(y)|
|y − z|ndy

ifadesini ve

|x− z| ≤ t, |z − y| ≥ 2t =⇒ 1

2
|z − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|z − y|

eşitsizliklerini göz önüne alalım.
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Verilen eşitsizlikler yardımıyla,

|[b, T ]f2(z)| ≤ C

∫
cB(x,2t)

|x− y|−n |b(z)− b(y)| |f(y)| dy

yazılır.

[b, T ]f2 için öncelikle∫
cB(x,t)

|x− y|−n |b(z)− b(y)| |f(y)| dy ≤ C‖b‖BMO

∫ ∞
t

s−n
(

1 + ln
s

t

)
‖ω−δ1 ‖Lpp (B(x,s))

×‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))
ds

s
(3.36)

eşitsizliğini ispatlayalım. z ∈ B(x, t) olmak üzere, [b, T ]f2 için∫
cB(x,t)

|x− y|−n |b(z)− b(y)| |f(y)| dy ≤
∫
cB(x,t)

|x− y|−n

×
∣∣b(z)− bB(x,t) − (b(y)− bB(x,t))

∣∣ |f(y)| dy

≤
∫
cB(x,t)

|x− y|−n
∣∣b(y)− bB(x,t)

∣∣ |f(y)| dy

+

∫
cB(x,t)

|x− y|−n
∣∣b(z)− bB(x,t)

∣∣ |f(y)| dy

= J1 + J2

elde edilir. δ > 0 seçilmek üzere J1 ve J2 integrallerini ayrıayrıhesaplayalım.

J1 integrali için;

J1 =

∫
cB(x,t)

|x− y|−n
∣∣b(y)− bB(x,t)

∣∣ |f(y)| dy

≤ δ

∫
cB(x,t)

|x− y|−n+δ
∣∣b(y)− bB(x,t)

∣∣ |f(y)| dy
∫
s−δ−1ds

Fubini Teoremi kullanılarak,

J1 ≤ C

∫ ∞
t

s−n−1

∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

∣∣b(y)− bB(x,t)

∣∣ |f(y)| dyds

= C

∫ ∞
t

s−n−1

∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

∣∣b(y)− bB(x,s) − (bB(x,t) − bB(x,s))
∣∣ |f(y)| dyds

≤ C

∫ ∞
t

s−n−1

∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

∣∣b(y)− bB(x,s)

∣∣ |f(y)| dyds

+C

∫ ∞
t

s−n−1

∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

∣∣bB(x,t) − bB(x,s)

∣∣ |f(y)| dyds

≤ C

∫ ∞
t

s−n−1

∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

∣∣b(y)− bB(x,s)

∣∣ω−δ1 |f(y)|ωδ1dyds

+C

∫ ∞
t

s−n−1

∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

∣∣bB(x,t) − bB(x,s)

∣∣ω−δ1 |f(y)|ωδ1dyds
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bulunur.

Elde edilen her iki integral ifadeleri için de Hölder eşitsizliği kullanılarak

J1 ≤ C

∫ ∞
t

s−n−1
∥∥b(y)− bB(x,s)

∥∥
L
pp,ω−δ1

(B(x,s))
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,s))ds

+C

∫ ∞
t

s−n−1
∥∥bB(x,t) − bB(x,s)

∥∥
L
pp,ω−δ1

(B(x,s))

∥∥ω−δ1

∥∥
L
pp
(B(x,s))

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))ds

elde edilir.

Daha sonra elde edilen eşitsizlikteki ilk integral ifadesi için Teorem 2.4, ikinci integral

ifadesi için ise Lemma 2.1 kullanılarak

J1 ≤ C

∫ ∞
t

s−n−1
∥∥b(.)− bB(x,s)

∥∥
L
pp,ω−δ1

(B(x,s))
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,s))ds

+C‖b‖BMO

∫ ∞
t

s−n−1 ln
s

t

∥∥ω−δ1

∥∥
L
pp
(B(x,s))

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))ds

elde edilir.

İlk integral ifadesinde, ‖b‖BMO normunu elde edebilmek amacıyla Tanım 2.34 kul-

lanılarak gerekli düzenlemeler yapıldı̆gında

J1 ≤ C

∫ ∞
t

s−n−1
∥∥b(.)− bB(x,s)

∥∥
L
pp,ω−δ1

(B(x,s))

∥∥ωδ1∥∥
L
pp
(B(x,s))

∥∥ω−δ1

∥∥
L
pp
(B(x,s))

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))ds

+C‖b‖BMO

∫ ∞
t

s−n−1 ln
s

t

∥∥ω−δ1

∥∥
L
pp

(B(x,s))
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,s))ds

≤ C‖b‖BMO

∫ ∞
t

s−n−1
∥∥ω−δ1

∥∥
L
pp
(B(x,s))

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))ds

+C‖b‖BMO

∫ ∞
t

s−n−1 ln
s

t

∥∥ω−δ1

∥∥
L
pp
(B(x,s))

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))ds

bulunur.
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J2 integrali için, C sabiti; x ve t den bağımsız olmak üzere,

J2 =
∣∣b(z)− bB(x,t)

∣∣ ∫
cB(x,t)

|x− y|−n |f(y)| dy

=

∣∣∣∣b(z)− |B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

b(y)dy

∣∣∣∣ ∫
cB(x,t)

|x− y|−n ωδ1ω−δ1 |f(y)| dy

=

∣∣∣∣b(z) + |B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

(b(z)− b(y)− b(z))dy

∣∣∣∣
×
∫ ∞
t

s−n
∥∥ω−δ1

∥∥
L
pp
(B(x,s))

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))
ds

s

=

∣∣∣∣b(z) + |B(x, t)|−1

[∫
B(x,t)

(b(z)− b(y))dy − b(z)

∫
B(x,t)

dy

]∣∣∣∣
×
∫ ∞
t

s−n
∥∥ω−δ1

∥∥
L
pp
(B(x,s))

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))
ds

s

=

∣∣∣∣b(z) + |B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

(b(z)− b(y))dy − |B(x, t)|−1 b(z) |B(x, t)| dy
∣∣∣∣

×
∫ ∞
t

s−n
∥∥ω−δ1

∥∥
L
pp
(B(x,s))

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))
ds

s

≤ |B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|b(z)− b(y)| dy
∫ ∞
t

s−n
∥∥ω−δ1

∥∥
L
pp
(B(x,s))

‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))
ds

s

≤ sup
t>0
|B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|b(z)− b(y)| dy
∫ ∞
t

s−n
∥∥ω−δ1

∥∥
L
pp

(B(x,s))
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,s))

ds

s

≤ CMbχB(x,t)(z)

∫ ∞
t

s−n
∥∥ω−δ1

∥∥
L
pp

(B(x,s))
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,s))

ds

s

bulunur. Dolayısıyla (3.36) eşitsizliğinde her iki tarafın Lp,ωδ2(B(x, t)) normu alı-

narak,

‖[b, T ]f2‖L
p,ωδ2

(B(x,t)) ≤ C
∥∥χB(x,t)

∥∥
L
p,ωδ2

(B(x,t))
‖b‖BMO

×
∫ ∞
t

s−n
(

1 + ln
s

t

)
‖ω−δ1 ‖Lpp (B(x,s))‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,s))

ds

s

≤ C‖b‖BMO‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

×
∫ ∞
t

(
1 + ln

s

t

) ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,s))

ds

s
(3.37)

bulunur. Buradan, (3.35) ve (3.37) den (3.33) elde edilir ve böylece ispat tamam-

lanır.

Teorem 3.17 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn) ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn),

ω1, ω2 ∈ Ap(Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları, C sabiti; x ve t den
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bağımsız olmak üzere

∫ ∞
t

(
1 + ln

t

r

) ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)‖ωδ1‖Lp(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

dt

t
≤ Cϕ2(x, r) (3.38)

koşulunu sağlasın. Bu durumda, [b, T ] komütatörüMp,ϕ1
ωδ1

(Rn) uzayındanMp,ϕ2
ωδ2

(Rn)

uzayına sınırlıdır (Aykol vd., 2022).

İspat. f ∈ Mp,ϕ1
ωδ1

(Rn) olsun. (3.38) eşitsizliği yardımıyla, Tanım 2.38, Teorem 2.6,

Teorem 3.16 dan ve

g = ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,t)), ω =

(
1 + ln

t

r

)
1

t
‖ωδ2‖−1

Lp(B(x,t)), v1 =
1

ϕ1(x, t)‖ωδ1‖Lp(B(x,t))

, v2 =
1

ϕ2(x, t)

seçilmek üzere,

‖[b, T ]‖Mp,ϕ2

ωδ2

(Rn) = sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, t)‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

‖[b, T ]‖L
p,ωδ2

(B(x,t))

≤ C‖b‖BMO sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, t)‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

∫ ∞
r

(
1 + ln

t

r

)
×
‖f‖L

p,ωδ1
(B(x,t))

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

ds

t

= C‖b‖BMO sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, t)

∫ ∞
r

(
1 + ln

t

r

) ‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,t)

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

dt

t

≤ C‖b‖BMO sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ1(x, t)‖ωδ1‖Lp(B(x,t))

‖[b, T ]‖L
p,ωδ1

(B(x,t))

= C‖b‖BMO‖f‖L
p,ωδ1

(B(x,r))

eşitsizliği elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.
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4. BAZI UYGULAMALAR

Bu bölümde, Ω sınırlıbölgelerinde (2.2) Dirichlet problemi ele alınacaktır. ∂Ω nin,

C2 sınıfına ait olduğu kabul edilecektir.

Dirichlet probleminin çözümü; her sabit y ∈ Ω için, h(x, y) 4xh(x, y) = 0 , x ∈ Ω

h(x, y) = −Γ(x− y) , x ∈ ∂Ω

olmak üzere

G(x, y) = Γ(x− y) + h(x, y)

biçiminde de yazılabilen

φ(x) =

∫
Ω

G(x, y)f(y)dy (4.1)

şeklindeki G(x, y) Green fonksiyonudur.

Eğer P (y,Q) Poisson çekirdeği ise dS; ∂Ω üzerindeki yüzey ölçüsünü temsil etmek

üzere h(x, y),

h(x, y) = − 1

(n− 2)ωn

∫
∂Ω

1

|x−Q|n−2
P (y,Q)dS(Q)

biçiminde ifade edilir.

Green fonksiyonu,

G(x, y) ≤

 C log |x− y| , n = 2

C|x− y|2−n , n ≥ 3

ve

|DxiG(x, y)| ≤ C|x− y|1−n

eşitsizliklerini sağlamaktadır (Widman, 1967). Dolayısıyla,

Dxiφ(x) =

∫
Ω

DxiG(x, y)f(y)dy
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elde edilir. (4.1) yardımıyla, φ fonksiyonunun ikinci türevlerini elde edebilmek için

sıradaki lemma kullanılacaktır. d(x), sınıra olan uzaklı̆gıtemsil etmek üzere

d(x) = inf
Q∈∂Ω

|x−Q|

biçiminde tanımlanır.

Lemma 4.1 Verilen α ∈ Zn+ için, (eğer n=2 ise |α|>0)

|Dαh(x, y)| ≤ Cd(x)2−n−|α|

olacak şekilde n ve α ya bağlıbir C sabiti mevcuttur.

Verilen lemmadan her x ∈ Ω için, x noktasının komşuluğunda Dxixjh(x, y) nin

düzgün sınırlıolduğu elde edilir, böylelikle

Dxixj

∫
Ω

h(x, y)f(y)dy =

∫
Ω

Dxixjh(x, y)f(y)dy

gerçeklenir. Üstelik, |DxjΓ(x)| ≤ C|x|1−n olduğundan

Dxj

∫
Ω

Γ(x− y)f(y)dy =

∫
Ω

DxjΓ(x− y)f(y)dy

gerçeklenir.

DxixjΓ integrallenebilen bir fonksiyon olmadı̆gından, ikinci türev ile integrasyonun

sırasıdeği̧stirilemez. c sınırlıbir fonksiyon ve

Kf(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

DxixjΓ(x− y)f(y)dy

olmak üzere

Dxi

∫
Ω

DxjΓ(x− y)f(y)dy = Kf(x) + c(x)f(x)

gerçeklenir.

Burada ve daha sonraki tüm gösterimlerde: f , Rn üzerinde tanımlıorijinal f fonksiyo-

nunun sıfır ile geni̧slemesi olarak kabul edilecektir.

K operatörü, Calderón-Zygmund singüler operatördür. Esasında, DxjΓ ∈ C∞(Rn \

{0}) ve (1− n). dereceden homojen bir fonksiyon olduğundan;
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buradan DxixjΓ(x − y) nin, (−n).dereceden homojen ve birim küre üzerinde sıfır

ortalamaya sahip bir fonksiyon olduğu sonucuna varılır (Agmon, 1965). Dolayısıyla

1 < p <∞ için K, Lp(Rn) uzayında sınırlıbir operatördür (Calderón ve Zygmund,

1952).

Ayrıca 1 < p <∞ için,

K̃f(x) = sup
ε>0

∣∣∣∣∫
|x−y|>ε

DxixjΓ(x− y)f(y)dy

∣∣∣∣
maksimal operatörü Lp(Rn) uzayında sınırlıdır.

Teorem 4.1 Ω ⊂ Rn sınırlıbir C2 bölgesi, 1 < p <∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn),

(ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) ve ω1, ω2 ∈ Ap(Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları(3.6)

koşulunu sağlasın. f ∈ Mp,ϕ1
ωδ1

(Ω) ve φ fonksiyonu (2.2) probleminin çözümü olsun,

bu durumda

‖φ‖W 2
p,ϕ2

(Ω,ωδ2) ≤ C‖f‖Mp,ϕ1

ωδ1

(Ω) (4.2)

olacak şekilde yalnızca n ve Ω ya bağlıbir C sabiti mevcuttur (Aykol vd., 2022).

İspat. Green fonksiyonu için aşağıda bulunan eşitsizliğe ihtiyaç duyulacaktır. Bu

eşitsizlik, A. Dall’Acqua ve G. Sweers (2004) tarafından ispatlanmı̧stır ancak bu-

radaki bölge, C2 den daha düzgün bir bölge olarak ele alınmı̧stır. Ω, bir sınırlıC2

bölgesi olsun ve G(x, y), Ω üzerindeki (2.2) probleminin Green fonksiyonu olsun.

Her (x, y) ∈ Ω× Ω için, ∣∣DxixjG(x− y)
∣∣ ≤ C

d(x)

|x− y|n+1

olacak şekilde n veΩ ya bağlıbirC sabiti mevcuttur. Bu sonuç, aşağıdaki ifadelerden

ileri gelmektedir (Duran vd., 2009).

Her x ∈ Ω için,

|φ(x)|+ |Dxiφ(x)| ≤ CMf(x), (4.3)∣∣Dxixjφ(x)
∣∣ ≤ C(K̃f(x) +Mf(x) + |f(x)| (4.4)

olacak şekilde n ve Ω ya bağlıolmak üzere bir C sabiti mevcuttur.

Teorem 3.2 ve Teorem 3.6 dan M ve K̃ operatörleriMp,ϕ1
ωδ1

(Ω) uzayındanMp,ϕ2
ωδ2

(Ω)

uzayına sınırlıdır. Sonuç olarak, (4.3) ve (4.4) den (4.2) elde edilir.
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Teorem 4.2 Ω ⊂ Rn sınırlıbir C2 bölgesi, 1 < p <∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn),

(ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) ve ω1, ω2 ∈ Ap(Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları(3.19)

koşulunu sağlasın. f ∈ Mp,ϕ1
ωδ1

(Ω) ve φ fonksiyonu (2.2) probleminin çözümü olsun,

bu durumda

‖φ‖W 2
p,ϕ2

(Ω,ωδ2) ≤ C‖f‖Mp,ϕ1

ωδ1

(Ω)

olacak şekilde yalnızca n ve Ω ya bağlıbir C sabiti mevcuttur (Aykol vd., 2022).

Sonuç 4.1 Ω ⊂ Rn sınırlıbir C2 bölgesi, 1 < p < ∞, (ω1, ω2) ∈ Fp(Rn) olsun.

ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları(3.13) ve (3.25) koşullarınısağlasın. f ∈Mp,ϕ1
ω1 (Ω)

ve φ fonksiyonu (2.2) probleminin çözümü olsun, bu durumda

‖φ‖W 2
p,ϕ2

(Ω,ω2) ≤ C‖f‖Mp,ϕ1
ω1

(Ω)

olacak şekilde yalnızca n ve Ω ya bağlıbir C sabiti mevcuttur (Aykol vd., 2023).
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

1 ≤ p < ∞, ϕ; Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ve ω, Rn

üzerinde negatif olmayan ölçülebilir bir fonksiyon, supremum Rn de tüm B(x, r)

yuvarlarıüzerinden alınmak üzere,

‖f‖Mp,ϕ
ω

= sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ(x, r)‖ω‖Lp(B(x,r))

‖f‖Lp,ω(B(x,r))

sonlu normuna sahip olan tüm f ∈ Llocp,ω(Rn) fonksiyonların oluşturduğu uzay,Mp,ϕ
ω (Rn)

genelleştirilmi̧s ağırlıklıMorrey uzayıolarak tanımlanmaktadır. Bu tezde, genelleştiril-

mi̧s ağırlıklıMorrey uzaylarında temel olarak maksimal, singüler operatörler ve bu

operatörlerin komütatörleri incelenmi̧s olup aşağıdaki çıktılar elde edilmi̧stir:

� 1 < p <∞, 0 < δ < 1, (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyon-

ları, C sabiti; x ve t den bağımsız olmak üzere

sup
t>r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)‖ωδ1‖Lp(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

≤ Cϕ2(x, r)

koşulunu sağlıyorsa bu durumdaM maksimal operatörüMp,ϕ1
ωδ1

(Rn) uzayındanMp,ϕ2
ωδ2

(Rn)

uzayına sınırlıdır.

� 1 < p <∞, (ω1, ω2) ∈ Fp(Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları, C sabiti;

x ve s den bağımsız olmak üzere

sup
s>r

ess inf
s<τ<∞

ϕ1(x, τ)‖ω1‖Lp(B(x,τ))

‖ω2‖Lp(B(x,s))

≤ Cϕ2(x, r)

koşulunu sağlıyorsa bu durumdaM maksimal operatörüMp,ϕ1
ω1 (Rn) uzayındanMp,ϕ2

ω2 (Rn)

uzayına sınırlıdır.

� 1 < p < ∞, 0 < δ < 1 ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn) olsun, ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r)

fonksiyonları, C sabiti; x ve t den bağımsız olmak üzere∫ ∞
t

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)‖ωδ1‖Lp(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

dt

t
≤ Cϕ2(x, r)

koşulunu sağlıyorsa bu durumda T operatörüMp,ϕ1
ωδ1

(Rn) uzayındanMp,ϕ2
ωδ2

(Rn) uza-

yına sınırlıdır.
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� 1 < p <∞, (ω1, ω2) ∈ Fp(Rn) olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları, C sabiti;

x ∈ Rn ve r den bağımsız olmak üzere∫ ∞
r

ess inf
τ<s<∞

ϕ1(x, s)‖ω1‖Lp(B(x,s))

‖ω2‖Lp(B(x,τ))

dτ

τ
≤ Cϕ2(x, r)

koşulunu sağlıyorsa bu durumda T operatörüMp,ϕ1
ω1 (Rn) uzayındanMp,ϕ2

ω2 (Rn) uza-

yına sınırlıdır.

� 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn) ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn), ω1, ω2 ∈ Ap(Rn)

olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları, C sabiti; x ve t den bağımsız olmak üzere

sup
t>r

(
1 + ln

t

r

) ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)‖ωδ1‖Lp(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

≤ Cϕ2(x, r)

koşulunu sağlıyorsa bu durumda Mb maksimal komütatörü Mp,ϕ1
ωδ1

(Rn) uzayından

Mp,ϕ2
ωδ2

(Rn) uzayına sınırlıdır.

� 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn) ve (ω1, ω2) ∈ Ãp(Rn), ω1, ω2 ∈ Ap(Rn)

olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonlarıC sabiti; x ve t den bağımsız olmak üzere

∫ ∞
t

(
1 + ln

t

r

) ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)‖ωδ1‖Lp(B(x,s))

‖ωδ2‖Lp(B(x,t))

dt

t
≤ Cϕ2(x, r)

koşulunu sağlıyorsa bu durumda, [b, T ] singüler komütatörü Mp,ϕ1
ωδ1

(Rn) uzayından

Mp,ϕ2
ωδ2

(Rn) uzayına sınırlıdır.

Bu çalı̧smanın son bölümünde, bazıuygulamalara yer verilmi̧stir. Tez çalı̧smasında,

maksimal ve singüler operatörlerin iki ağırlıklıeşitsizlikleri hem Ãp hem de Fp ağırlık

sınıflarıkullanılarak ispat edilmi̧stir ve her iki operatöre ait sonuçlar derlenmi̧stir.

Maksimal ve singüler komütatörler için ise Ãp ağırlık sınıflarıkullanılmı̧stır.

Bu tezin; içerdiği güncel bilgiler ve detaylıaçıklamalar dolayısıyla, benzer alanlarda

çalı̧sma yapacak olan yüksek lisans ve doktora öğrencileri için yararlıve yönlendirici

bir kaynak olacağıdüşünülmektedir.
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