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Danisman: Prof. Dr. H. Hilmi HACISALIHOGLU

Bu yiiksek lisans tezi dort boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim giris boliimiine ayrilmistir.

Ikinci bolimde lineer doniisiim, simetrik bi-lineer formlar, Rieman manifoldlar,
Riemann koneksiyonu, ikinci temel form ve yonlendirme kavramlar1 tanimlanmastir.

Ucgiincii béliimde ise ,sirasiyla, kontak manifoldlar, hemen hemen kontak manifoldlar,
hemen hemen kontak metrik manifoldlar, kontak manifoldlarda ikinci temel form,
hemen hemen kontak manifoldlarin torsiyon tensorii, K-kontak manifoldlar kavramlari
orneklerle incelenmistir.

Son boliimde ise kontak geometri de yonlendirme kavrami incelenmistir.
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This thesis consists of four chapters.

The first chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter, linear transformation, symmetric bi-linear forms, Riemann
manifolds, Riemannian connections, second fundamental form and orientation have
been recalled.

In the third chapter, contact manifolds, almost contact manifolds, contact metric
manifolds, torsion tensor of almost contact manifolds, k-contact manifolds have been
dealt by giving examples.

In the last chapter, orientation of contact geometry has been recalled.
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SIMGELER DiZIiNi

E" n boyutlu Oklid uzay1

M" n boyutlu Riemann manifoldu
n I-form

g Riemann metrik tensorii

D Riemann konneksiyonu

r Adi grup

r, Alt grubumsu

c” Diferensiyellenebilme

[, ] Lie (Bracket) Operatorii

A, Sekil operatorii

B Ikinci temel form

||V|| V' vektoriiniin uzunlugu

R M nin Riemann egrilik tensorii
y(M) M nin teget vektor alanlarinin uzayi
7(M)* (M) nin duali

% M nin T*(M) normal demetindeki konneksiyon



1. GIRIS

Bu tezde tek boyutlu manifoldlar sinifinda 6énemli bir yeri olan kontak manifoldlarin
bazi 6zelliklerini inceleyecegiz. n 1-form olmak iizere nA (d )" # 0 kosulunu saglayan
n 1-formuna kontak form denir. Bu ylizeyler teorisinde iyi bilinen hacim elementine
karsihk gelir ve W =EG-F? ifadesinin karsitidir. Ayrica kontak manifoldlar

icerisindeki bazi tanim ve teoremleri ifade edecegiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lineer Doniisiimler ve Simetrik Bi-lineer Formlar

Tanmm 2.1.1. V, ,V,,...,V. ve W uzaylart aym1 K cismi iizerinde tanimli birer vektor

uzay1 ve kartezyen carpimlari da V; xV, x...xV_ olsun.

L:V, xV, x.xV ——W

doniisiimii i¢in asagidaki 6zellik varsa bu doniisiime r-lineer doniisiim denir

(Hacisalihoglu 1980).

eV

a, €V, ,a,eV,,. . ,a €V, _ac+bucV, a -0, €V ve Va,be K i¢in

i+l

L(e,,a,,..a,ac+bu,a,,,...a )=al(a, ,a,,.a_,&,a,,,....Q,)

+bL(a, ,a,,..0 |, 1, ... Q) (2.1.1)

Ozel Haller:

i) V' ve Wayn1 K cismi lizerinde taniml1 vektor uzaylart ve L, V' den W ya tanimli bir
fonksiyon olsun. L fonksiyonu asagidaki iki Onermeyi saglarsa L ye bir lineer

doniisiim denir.

a) Va,f eV icin L(a+ f)=L(a)+ L(f)
b) VaelV ve VceK i¢in L(ca) =cL(a)

ii) V,,V, ve W aynm1 K cismi lizerinde taniml vektor uzaylar1 ve L,V xV, den W ya

taniml1 bir fonksiyon olsun.

L:V,xV,->W



dontisimi, Vo, ,a,,a €V, ve VB ,B,.8 €V, ve Va,,a, €] i¢in

L(a,x, +a,x,,y)=a, L(x,,y)+a,L(x,,y)

L(xaalyl +a2y2):a1l‘(xay1 )+azL(an/2)

bigiminde tanimli ise L’ye V,xV, lizerinde tanimli bi-lineer doniisiim adi verilir.

V' nin se¢ilmis bir baz1 {V, ,V,,...,V, } ve

LV, ,V;)=a, (2.1.1)
olsun. Bu durumda L bi-lineer formuna karsilik gelen matris
LAV LG V) LV,
Lv,,v,) LV, V,)..L(V,,V.
L:.(z 1) .(2 >) 7,7,) (2.1.2)
LV, ) LV, V) L0V, LV, L,

olur (Hacisalihoglu 1980).

Teorem 2.1.1. A:V——>W doniisiimii sonlu boyutlu bir V' vektdr uzayindan bir W

vektor uzayina bir lineer doniisiim ise

rankA+sifirlikA=boyV (2.1.3)

dir (Hacisalihoglu 1985).



Teorem 2.1.2. V ve W ayn1 F' cismi lizerinde n-boyutlu birer vektor uzayr olsunlar.

Bir
AV ——W

lineer doniisiimii i¢in asagidaki 6nermeler denktir.

1) A:V ——W bir lineer izomorfizimdir.
2) A injektifdir.

) VaelV icind(a)=0=a =0

4) A nin sifirlik derecesi =0

5) rank A=0

6) A oOrten

dir (Hacisalihoglu 1985) .

Tamm 2.1.2. Metrik tensorii g olan Riemann manifoldu M olsun. Bir X, €7, (P)

tanjant vektoriiniin normu(uzunlugu)

¥, |=Vex,. x,) @14)
seklindedir (Hacisalihoglu 1980).
Tamm 2.1.3. V bir reel vektor uzayi olsun.

L.V Xyt 5
doniisimii VX,Y €V i¢in

L(X,Y)=L({Y,X) (2.1.6)

oluyorsa L doniisiimiine simetrik bi-lineer form denir (Hacisalihoglu 1980).



Tamim 2.1.4. V bir reel vektor uzay: olsun. V' {izerinde simetrik bi-lineer doniisiim L

olmak iizere sifirdan farkli Vo € V' igin

L(a,))0 (2.1.7)

ve Va,f €V icin

La,f)=0a=0 (2.1.8)

oluyorsa L ye pozitif tamimhdir denir (Hacisalihoglu 1985) .

Tamim 2.1.5. V bir reel vektor uzayi olsun. V' iizerinde simetrik bi-lineer doniistim L

olmak iizere Vo €V igin

L(e,a)=0=a =0 (2.1.8)

oluyorsa L ye non-dejeneredir denir (Hacisalihoglu 1985) .

2.2. Riemann Manifoldu, Riemann Koneksiyonu, Ikinci Temel Form

Tamim 2.2.1. M bir C” manifold olsun. M iizerinde tanimli bir g simetrik bi-lineer

formu pozitif taniml1 ise

gixy(M)x y(M)—C*(M,[]) (2.2.1)

seklinde taniml1 (0,2) tipindeki g metrik tensériine M de Riemann metrigi ad1 verilir

(Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.2.2. Bir C* M manifoldu iizerinde bir g Riemann metrigi

tanimlanabiliyorsa (M, g) ikilisine bir Riemann manifoldu denir.



Eger g Riemann metriginde pozitif tanimlilik aksiyomu yerine non-dejenere aksiyomu

almirsa (M, g) ikilisine yari- Riemann manifoldu denir (Hacisalihoglu 2003) .
Tanim 2.2.3. V' vektor uzayinin ortonormal bir baz1 {e, ,e,,...,e,} olsun.
g =gle ,e) (2.2.2)

olmak tizere VX eV vektori
X=>egXek (2.2.3)
i=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir (O’Neill 1983).

Tamm 2.2.4. Bir Riemann manifoldu M ve M iizerinde bir Riemann koneksiyonu D
olsun. D’nin M ’ye ait bir bolge tizerindeki VX,Y,Z e y(M) ve Vf,he C*(M,l)
i¢in,

D:y(M)x y(M)— y(M)
(X,Y)—> D(X,Y)=D,Y

bi-lineer doniistimii

iy D,(Y+Z)=D,Y+D,Z (2.2.4)
iy D,,,Z=D,Z+D,Z (2.2.5)
iii) DY = fD,Y (2.2.6)
iV) D, (fY)= /D, Y + X(f)Y (2.2.7)

ozelliklerini sagliyorsa D ye M tizerinden tanimli bir afin koneksiyon veya kovaryant

tiirev ad1 verilir (Hacisalihoglu 2003 ) .



Tanim 2.2.5. (M,g) bir Riemann manifoldu ve D de M iizerinde taniml bir afin

olsun. O zaman VX,Y,Z € y(M) olmak lizere D doniisiimii

1) D,Y-D,X =[X,Y] (zero tensor dzelligi) (2.2.8)

i) Zg(X,Y)=g(D,X,Y)+g(X,D,Y) (D ’nin metrikle bagdasabilme 6zelligi) (2.2.9)

sartlarin1 sagliyorsa D ye M nin Levi-Civita koneksiyonu denir (Hacisalihoglu 2003).

Teorem 2.2.1. Bir Riemann (veya yar1 Riemann) manifoldu iizerinde bir tek Riemann

koneksiyonu vardir (Hacisalihoglu 2003).

Tanim 2.2.6. M bir Riemann manifoldu ve M — M nin alt manifoldu olsun. M ve M

nin Riemann koneksiyonlari, sirasiyla, D ve D olmak iizere

Vig(M)x g(M)— y(M)*

;((M)l, ;((]\_/[) in ortogonal komplemani olmak iizere

(D,Y)=DxY +V(X,Y) (2.2.10)
denklemine Genellestirilmis Gauss Denklemi denir (Hacisalihoglu 2003).

Tamm 2.2.7. n-boyutlu bir Riemann manifoldu M ve M nin k-boyutlu alt manifoldu
M olsun. O zaman ;((M)l in
Y =N, Nypsos N, i}

ortonormal bazi yardimiyla, VX,Y,Z e ;((M) igin,



B (X,\)=(V(X,Y),N,) ; 1<i<n—k

V(X,Y)= %Bi (X,Y)N, (2.2.11)

i=1
seklinde taniml1 B, bi-lineer formlarina M nin v ye gore ikinci temel formlari denir.
Eger V' =0 ise M ye total geodeziktir denir (Hacisalihoglu 2003).

Tamm 2.2.8. M ve M ,sirastyla, n ve n+k boyutlu Riemann manifoldlar1 olmak
{izere M , M nin alt manifoldu olsun. M de normal bir birim vektor alan1 & olsun.

D, & nin teget ve normal bilesenleri, sirasiyla, —4 (X) ve V; olmak iizere ,

Az y(M)x g~ (M)— z(M)

dontistimii 1yl tamimhidir. Boylece ;
D,e=-A(X)+Vye (2.2.12)

bi¢iminde tanimli1 denkleme Weingarten denklemi ad1 verilir. Burada A, ya sekil
operatorii, V"' ede M nin T “(M) normal demetindeki koneksiyon ad1 verilir.

M nin sekil operatorii 4, ile ikinci temel form V' arasinda

g(4,(X),Y)=g(V(X,Y),¢) (2.2.13)

bagintis1 vardir (Hacisalihoglu 2003).



2.3. Bir Yiizeyin Yonlendirilmesi

Tamm 2.3.1. n boyutlu ¥ vektdr uzaymin, iki bazi, sirasiyla, ¢ ve @ olsun.

p=1a,,a,,.,a,} Ve ¢ ={a,a,,..,a}

esitlikleriyle verilmis olsun.

seklinde tammh [ p, ], matrisine, @' tabaninin ¢ tabanina gore matrisi denir.

@ ve@ tabanina gore matrisi P olsun. P matrisinin tersi mevcut ve

P'=P

olur (Sabuncuoglu 2004).

(2.3.1)

Tamm 2.3.2. M yiizeyinin basit yiizeylerden olusan bir ortiisii, bu basit yiizeylerin

pozitif yonlii birim dik vektor alanlari, basit yiizeylerin arakesit noktalarinda ¢akigsacak

bicimde bulunabiliyorsa, M ylizeyi yonlendirilebilir yiizeydir denir (Sabuncuoglu

2004).

Teorem 2.3.1. M ylizeyinin basit ylizeylerden olusan bir ortiisiinde,

pU)ny(H)#0

kosulunu saglayan ¢@(U)ve w(H)basit ylizeylerini goz Oniine alalim. Bu basit

ylizeylerin pozitif yonlii birim dik vektor alanlarinin, basit yiizeylerin arakesit

noktalarinda ¢akismasi icin gerek ve yeter kosul, @(U) yiizeyinin {0,,0,} cat1 alani ile



w(H) ylizeyinin {@,52} cati alanmin ortak noktalarda c¢akismasidir (Sabuncuoglu
2004).

Teorem 2.3.2. Bir M manifoldunun yénlendirilebilir olmast igin gerek ve yeter sart M

nin {U,,U,} yonlendirilmis koordinat kosuluna sahip olmasidir. (Sabuncuoglu 2004) .

Tamm 2.3.3. M jizerinde sifirdan farkhi bir C° n—form @ mevcut ise M pir

n—boyutlu yonlendlrlleblhr manifolddur. M yOl’llCl’ldlI‘lh’l’llS ise M iizerinde sifirdan

farkli bir @ n—formu secgeriz ve M pin @ ile yonlendirilmis oldugunu ve M pin

yoniiniin @ oldugunu sdyleyebiliriz. O zaman VP e M i¢in T, (P) deki bir siralanmig

{e1,ea,....ex} bazi

*

- o o
o=blet nea A...nen}

I %

daki b)0 ise manifold pozitif yonliidir. Eger M yonlendirilmis ve {€1,€2,...,en} ve

T,,(P) nin pozitif yonlii bir baz1 ise T,,(P) deki

tanjant vektorlerinden olusan bir diger baz da pozitif yonliidiir. <> det [bl.j ]}0
Ornegin E" Oklit uzay1 yonlendirilebilirdir.
u, :E"——[ ; 1<i<n

dogal koordinat fonksiyonlarini gostermek {izere

@ ={du, ndu, n...Adu,}



se¢cmek lizere E" yi yonlendirmis oluruz. Boylece topolojik bir sonug olarak E” deki

kapal1 ylizeyler yonlendirilebilir.
M ve M yonlendirilmis iki #» — manifold olsunlar. Bir singiiler olmayan
fM—<>sM

Eger f. tirev donigtimi 7, deki pozitif yonli bazlar1 7o deki pozitif yonli bazlara

doniistiirliyorsa f, doniisiimiine yonii koruyordur denir (Hacisalihoglu 2003) .

Tanmm 2.3.4. M yonlendirilmis bir Riemann »—manifold olsun. 7,,(P) de pozitif
yonlii bir ortonormal baz {21,22,...,2,,} ve buna dual olan bazda {ET,E;,...,E:} olsun.

VPeM igin V‘ P:g/\.../\gz olarak tanimlanan V' n—formunu ele alalim. V

n— formu 6zel bazlarin segilisinden bagimsiz oldugu i¢in iyi tanimlanmistir denir ve
ayrica da M fizerinde bir C” formudur. /' n— formuna M nin hacim elementi denir

(Hacisalihoglu 2003) .



3. KONTAK GEOMETRI

3.1. Kontak Manifoldlar

Tamm 3.1.1. (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir Riemann manifoldu M olsun. M

tizerinde her noktada,

nA(d) #0 (3.1.1)

kosulunu saglayan bir n diferensiyel 1- formu varsa n ya kontak form, (M, n)
ikilisine de kontak manifold denir. Burada nA (dn)"#0 bagmtisi M manifoldu

tizerinde bir hacim elementine karsilik gelir ve bundan dolayr M manifoldu

yonlendirilebilirdir. Burada (dn)” , dnnin kendisi ile n defa dig ¢arpimini gosterir, yani

(d)"= (dn) A (dn) A...A (dn)

— _/
~—

n tane

dir. m 1-form oldugundan dn 2-form ve mAa(dn)" ifadesi (2nt1)-form olur.Bu

sebepten dolay1 kontak manifoldlar (2n+1)-boyutlu manifoldlardir (Blair 1986, Blair
2002).

Teorem 3.1.1. (Darboux’un Klasik Teoremi): n-boyutlu diferensiyellenebilir

Riemann manifoldu M ve bu manifold {izerinde diferensiyel 1-form @olsun. M

iizerinde,

oA (do) =0 , (do)™ =0

p . .
o = dy’" —Zy’dx’

i=1



olacak sekilde M nin her noktasi civarinda bir (x',x°,....x”,»",»",...,»"”)kordinat

sistemi vardir (Yano ve Kon 1984).

Boylece Darboux teoremine gore: (2n+1)-boyutlu M kontak manifoldunun her noktasi

civarinda,

n =dZ—Zn:yidxi

i=1

olacak sekilde (x',x*,....x",»",%,..»",z)koordinatlar1 vardir (Blair 1976, Yano ve

Kon 1984) .

Ornek 3.1.1. (2n+1)-boyutlu kontak manifold M olsun. Bu durumda M manifoldu

tizerinde diferensiyel bir form

n =dZ—Zn:yidxi

)
olmak iizere N A (dn)” # 0 oldugunu gosterelim.
(x', X%, x" vy, z) e 077 dir.
n=11¢in M de n A dn #0 oldugunu gosterelim:

n= dz—y'dx'
olmak iizere

dn=d(dz)—dy' Andx' —y'd(dx")
dir.



d(dz)=0, d(dx")=0

oldugundan

dn=-dy" Adx'
= dx' ndy'

olur. O zaman

nAadn=(dz—-y'dx'"yA(dx' Ady")
= [dz A(dX' Ady)]-[V'dx" A (dx' Ady')]
= di' ndy' Adz
= 0

dir. Boylece (M, 1) ikilisi 3-boyutlu bir kontak manifolddur.

n=2i¢in M°>de nA(dn)* # 0 oldugunu gosterelim:

2
M =dz — Zyidxi =dz—y'dx' — y*dx’

i=1
olmak lzere

dn=d(dz)—dy' Andx' —y'd(dx')—dy* Adx® -y d(dx’)

dir.

d(dz)=0 , d(dx')=0 , d(dx’)=0

oldugundan



2
dn=dx' ndy' +dx* ndy® = dei Ady'

i=1
olur. Buradan

(dn)® =dn Adn
=(dx' Ady' +dx* AV A (dX A +dX AdyY)
= [(dx' Ady" ) A(dx' Ady)]+ [(dx' Ady") A(dx® Ady?)]
+[(dx* AdY*) A(dx' AdY)+[(dx® Ady®) A(dx Ady)]
=2(dx' Ady' Adx® Ady?)
=2Wdx' Ady' Adx® Ady?)

dir. O zaman

NA(dn)’ = (dz—y'dx' — y’dx*) A [2dx' Ady' Adx® Ady?)]
= 2dx' Ady' Adx® Ady Adz)
= 0
elde edilir. O halde (M, ) ikilisi 5-boyutlu kontak manifolddur.

n=3i¢in M’ de nA (dn)’ # 0 oldugunu gosterelim:

3
n=dz- Zyidxi =dz—y'dx' — y’dx* — y’dx’

i=1

olmak lizere

dn=d(dz)—dy' Andx' —y'd(dx")—dy* Adx® =y d(dx*) —dy’ Adx’ — Y d(dx’)

dir.



d(dz)=0 , d(@")=0 , d@>)=0 , d(d’)=0

oldugundan

3
dn=dx' ndy' +dx* Ady’ +dx’ ndy’ =) dx' Ady'

i=1

ve

(dn)’ =dn Adn
=(dx' Ady' +dX* Ady +dX AdyY)
Adx' Ady' +dx Ady? +dx Ady)
=21 (dx' Ady' Adx® Ady?)+ 2! (dx* Ady: Adx’ Ady?)
+ 21 (dx' Ady' AdX Ady?)

dir. Ayrica

(dn)’ =dn A (dn)’

2Udx' Ady' AdxP Ady?)
=(dx' AdY' +dX* Ady® +dx’ AdY’ ) A| R21(dXE Ady® Adx AdyY)

21dx' Ady' Adx® AdyY)
=31(dx' Ady' Adx® Ady® AdxX Ady)

ve buradan da

NA(d)’ =(dz—y'dx' —y*dx® =y’ d Y A[3Wdx' Ady' adx® Ady® ndx’ Ady?)]
=31(dx' Ady' AdX® Ady? AdX AdY Adz)
= 0

olur. O halde (M7, 1) ikilisi 7-boyutlu kontak manifolddur.



n>3 i¢in M*>""" de A (dn)" # 0 oldugunu gosterelim.

n= dz—Zyidxi =dz—y'dx' —y’dx’ —...— y"dx"

i=1

olmak lzere

dn=d(dz) - Zn:[dyi Adx' —y'd(dx")]

i=1

d(dz)=0 ve d(d¥')=0 , 1<i<n

oldugundan

dn =Zn: dx' —dy'

i=1

dir. Buradan

(dn)* =dn Adn

=(dx' Ady' +dx* Ady +. A dx" Ady™)
Adx Ady' +dxP AdY .+ dX A dY")

=21 (dx' Ady' Adx® Ady?)+2) (dx' Ady' AdX Ady?)
+. 20 (A Ay AdX AdY") 42! (dx Ady’ Adx’ AdyY)
21 (dx* Ady® Adx* Ady*)+ ..+ 20 (d Ady? Adx" Ady™)
21 (A Ady’ ndxt Ady ) 421 (dX’ Ady’ Adx’ Ady)
+. 420 A AdY AdX" AdY" )+ 420 dx"T AT Adx" Ady")

Ve



(dn)’ =dn A (dn)’
=31dx' Ady' +dx* Ady* Adx’ AdyY)
+. 3 (A Ady AdXE Ady? Adx" Ady")
31 (dx* Ady* AdX Ady’ Adxt Ady?)
.3 (A AdY? AdY AdY Adx" AdY")
+. A3 (AT AT AdT AT AdX AdY")

oldugu goriiliir. Buradan da

(dn)"=dn Adn A...Ady
=nl(dx' Ady' Adx® Ady? AondX" Ady")

veya

nA(dn)" =(dz —Z:y"dxi)/\[n!(dx1 A NI A AndX AdY")]

i=1
=nldx' AdY' AdP A AondX AdY" AdZ)
= 0

elde edilir. O halde (M > n) ikilisi (2n+1)-boyutlu bir kontak manifolddur.

Ornek 3.1.2. 3- boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold M olsun. Her (x,y,z) noktas1

civarinda
N = cos zdx + sin zdy
diferensiyel 1-formu i¢in,
nAadn#0

oldugunu gosterelim.



Burada

dn = —sinzdz A dx + cos zd (dx) + cos zdz A dy + sin zd (dy)

d(dx)=0 , d(dy)=0

oldugundan

dn = sinzdx A dz + cos zdz A dy

dir, dolayisi ile

N Adn = (coszdx+sin zdy) A (sin zdx A dz + cos zdz A dy)
= cos’ zdx Adz Ady +sin® zdy Adx A dz

= —cos’ zdx Ady Adz —sin’ zdx Ady Adz

(cos® z+sin’ z)(—dx Ady A dz)
= —(dxndy ndz)

= 0

dir. Béylece (M, n) ikilisi 3-boyutlu bir kontak manifolddur.

Tamm 3.1.2. [ iizerinde kartezyen koordinatlar (x',x*,...x",y",y%,..p",2z) ve

[12"*! de bir diferensiyel 1-form n=dz - y'dx’ olsun. [1*"*' in agik alt ciimleleri U

i=1

ve U olmak lizere

f;UM)U'

diffeomorfizimi igin,

forxU) —— xU) ve [ :QU) — QU)



olmak lizere

fm=1n (3.1.2)

ise f ye kontak transformasyon denir. Burada 1, U iizerinde sifir olmayan bir reel
degerli fonksiyondur. Ayrica y(U), U lizerindeki vektor alanlarinin uzayi, Q (U)da
x(U) nun dualidir.

U tizerindeki biitiin kontak transformasyonlarin ciimlesi I' ise;

[={f]f: U2t sy ,U,U <> agiklar. fm=1n}

seklindedir. Burada t: U ——I[] reel degerli bir fonksiyondur. O zaman I" ya adi

grup (grubumsu) denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 3.1.3. Bir f € I" kontak transformasyonu i¢in t=1 yani

fm=n (3.1.3)

ise f ye bir kesin kontak transformasyon veya siki kontak transformasyon denir. Bu

tip transformasyonlarin climlesi I', ile gosterilirse

roz{f‘f:UM)UIQU,U' o agiklar. f*n:rl}

seklindedir.

I', climlesine I'icin bir alt grubumsu (degisimli olmayan grup) denir (Yano ve Kon

1984).



Teorem 3.1.2. Kontak transformasyonlarin ciimlesi I', ¢arpma islemine gore bir

grubumsudur (Yano ve Kon 1984).

Ispat:

i) o: I'xI'> T
(g, /)= gof

seklinde tanimli o islemi I climlesinde bir i¢ islemdir.

fUu->U g VoV , UnVza

kontak transformasyonlar1 verilsin.

foixU )= U ; g xV) = x(V)
ve
[ U)->QU) ) Q) ->QW)
olmak iizere
My =1,m, ; g =1m,

dir. Burada 1, :U — U ve 1, : V' — [ reel degerli fonksiyonlardir.

Boylece

gof 1 (U NV)cU—->gU NV)cV

dontistimii de bir kontak transformasyondur.



Gergekten

UL 5U cvV—2,51

U NY)cU—L—U NV —E>5gU NV)cV

gof - f U NVYcU——gU NV)cV

(gof )1 (f /(U NV)——x (g U NV))

(gof) :Q (gU NV)——Q (f (U NV))

vn, €eQ (g(U NV)) igin

(gof)'m, =(fog" ),

=f(gMm) ; g kontak transformasyon , g'n, =1,.m,

= f(t,.m,) ; f kontak transformasyon, f 1,1, =1,.(1,.1,)
=1,.(T,.M,)

=(1,1)M,

1,.1, =T kabul edilir ise (gof)'m, =1.m, olurkibuda gof eI" demektir.

ii) oislemi " da birlesimlidir: U,V,W,U ,V' ,W <[> in agiklar1 olmak iizere

U LU cV—_3V cW—Lsw
V f,g,hel ve Vn,el Q (W) igin

[(fog)oh] (n,) = [/ o(fog)"] ()
=[ho(g"of HI(M,)
=h'((g"of )y))

2

UnV #7

b

VAW Q0



[(fog)oh] (n))=h"(g' (f™M,)) ; [ kontak transformasyon , f'n, =1, .1,
=h'(g (1,,m,)) ; g kontak transformasyon, g (t,.n,) = 1,.(t,.n,)

= (4 (t,(t,m,)) ; h kontak transformasyon A'm, =1 .1,

= (1,7,7,) N,
1,T,T,)=T alinirsa
27170

[(fog)oh] (n,) =1 M, (3.1.4)
dir.
Diger taraftan,

Vf,g.h eI’ ve Vn,icin,

[(fo(goh)] (n,) = [(goh) of '] (n,)
=[(Wog")of"] (ny)
=(h'og )(f (m,)) ; fkontak transformasyon, f'n, =1,.1,

= (h"og")(t,-My)
=h'(g (t,Mm,) ; g kontak transformasyon, g"(t,.m,) =1, .(t,.N,)

=h'(1,.(t,M,)) ; h kontak transformasyon A'm, =1 .1,

= (1,7, T5) N

(t,7,7,) =1 almirsa

[(fog)oh] (n,) =1M, (3.1.5)

dir.



(3.1.4) ve (3.1.5)den

[(fog)oh] (n,) = [ fo(goh)] (1)

olur. Bu ifade Vn, i¢in dogru oldugundan

[(fog)oh] = fo(goh)]

dir. Ohalde V f,g,h € T igin

(fog)oh = fo(goh)

olur. Yani oislemi I' da birlesimlidir.

iii) f: U —dkemeEin_y 17" oldugundan £ vardir ve fof ' = f'of = I olur.

[ e T" birim kontak transformasyon oldugundan vn e Q (U) icin

In=n

olur. Ayrica f €T oldugundan f m=1.n olucak sekilde t # 0 fonksiyonu vardir.

Buna gore

Jof ' =1

(fof Y () =T"(m)

(/) of 1) =T ()



(™' (fM)=n ; fkontak transformasyon, f'n, = 1.0

(f ) (zn)=n

dir. O halde , =1t.n ve T mevcutise n=1"n, olup /' €T olur.

(f_l)* (Th )= T_lﬂl

yazilabilir. O halde t' mevcut ise sonug olarak I' ciimlesi o islemine gore bir

grubumsudur.

Teorem 3.1.3. I' climlesi, I' ciimlesinin bir alt grubudur.
Ispat:

To={f|f:U>U; U ve U cO> agklar, fn=n}cl nm alt grubudur.

Gergekten ,

i) I'n=n oldugundan I € T, dir. Yani

I, <

olur.

ii) Vf eI’ i¢in
fm=n
fm=1n ve t=1 almirsa

fm=1n olurki,buda f eI demektir.



Yani,

olur.

iii) Vf,g e, i¢in fog ' €T, oldugunu gosterelim.

(fog ™) m=(g") (f ')
=(g"'m ; g ' siki1 kontak transformasyon (g™')'n=n

=7
O halde
fog' el
dir.
Sonug olarak I')  I' bir alt grupdur.
Tamm 3.1.4. V(i, j) cifti i¢in f; ,
fi=tof =11 (3.1.6)

D 2n+1

anlaminda o islemi kullanilmayacaktir. VU,,V, < aciklar1 i¢in

fU, -V, co

1

homeomorfizimleri verilmis olsun. Ayrica M nin bir agik ortiisii {U,} ve



boy M =(2n+1) olsun. Eger
fl.'fj’1 el
ise
U, £} ve U, £}

koordinat sistemleri (haritalar) denktirler denir. Bu denklik bagintisina gére denklik
siniflarinin ciimlesi M iizerinde bir en genis anlamda kontak yapi olarak adlandirilir

(Yano ve Kon 1984).
Sonu¢ 3.1.1. f, (U, NU,)1izerinde

(f /7 (e) = oy, (3.1.7)
olacak sekilde sifirdan fakli bir p, = (f; f, i"l )" fonksiyonu vardir (Kocayigit 2004).

Ispat: f, eT oldugundan f;m, =1,.n,dir. Bdylece f; f;' €T oldugundan

O /7 M) =1 g
=()UDHM) 5 fi €T, Sy =1y,
= (f;l )* (To-Mo)

dir. /7' €T oldugundan (f;")(n,) =1 ., olup

(f; J{;l )* (M) = T (Tg-Ny)

= (Tl Ty)-No



(f; fj_l )* (no) =pP;No
elde edilir. Diger taraftan
P =(f; 1) (o)

esitliginin her iki tarafina soldan f f* yi uygularsak,

f7 (ome) =L (f; 7)) 1(my)
=L/ ((f7) of ()
=[(f; (f;7))af 1)
=[(f;"f;) of 1)
=[1" £ 1(n,)
= £ (o)

£ (o)) = £, (ny)
olur.

Sonuc¢ 3.1.2.

15 (o) = 17 () f; (M)

dir (Kocayigit 2004).

(3.1.8)

(3.1.9)

Ispat: f; bir kontak transformasyon oldugundan U, {zerinde reel degerli bir

7 fonksiyonu

fj* (Pg-ﬂo) =1 (pij Mo)



olacak sekilde vardir. 7, ve 1, U, lizerinde reel degerli fonksiyonlar olmak tizere

(fj*pzj )p) = (TOpij )(p)

=1,(P)p;
ve
(/Mo)(P) = (Tn,)(p)
=1,(P)N,
oldugundan,

[(f o) m)12) = (S o)) o) ()
= (1, (P)p; )T, (P)N,)
=1,(P)T,(P) PN,

= [(Torl)pijno](p)

[(f7 PMDIP) = [T (p,m)](P) = £ (pM0)(P) (3.1.10)

dir. Bu esitlik Vp e U, igin var oldugundan (3.1.9) ve (3.1.10) dan

(fj*p,-j )(f,»*ﬂo) =T (pijno)
= fi*no

= fz (P;Mo)
elde edilir.

Sonug 3.1.3. Eger n, yi her U, iizerinde n. = fn, olacak sekilde bir 1-form olarak

1

tamimlarsak U; "U, # & Uzerinde



n; = fj*(pij m;
dir ve n, ler birer kontak form olur (Kocayigit 2004).
Ispat:
fimo = P M,)

esitliginde f,m, yerine m. ve fj*no yerine m; yazilirsa m, A(dn,)" #0 oldugundan

n, A(dn,)" #0 olur. Ayrica m, = £, n, oldugundan ,

dn, =d(f;n,)
= f;* (dn,)

dir.

|
(dn,) :;(dni Adn, A..ndn;)
1 * * *
:;(ﬂ (dng) A f; (dng) Ao f; (dg))
:i'fl.* (dn, Adny A...Adn,) ; £ lineer oldugundan
n!

* 1
=/ [;(dno Adny A..ondn)]

= f; (dn,)"
dir. Buna gore

n, Addn,)" =(f ) AL (dny)")
= £ (My A (dny)")



olur. Buise £ lineer ve n, A(dn,)# 0 oldugundan
n, Aldn,)" #0 1<i<n
demektir. Dolayisiyla her 1 degeri i¢in 7, ler kontak formdur.

Tamm 3.1.5. (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir Riemann manifoldu M ve nda

M tizerinde diferensiyel 1-form olsun.

D={Xey(M)n: y(M)—2%2 5 C*(M,R) , nX)=0} (3.1.11)

lineer
climlesine nkontak formunun kontak distribiisyonu denir (Blair 1976).

Tanim 3.1.6. (M ,n) kontak manifoldu lizerinde X # £ i¢in,

n($)=1 (3.1.12)
dn(&, X)=0 (3.1.13)

olacak sekilde bir tek &£e y(M) vektor alan1 varsa & ye m kontak yapisinin

karakteristik vektor alani denir.

Burada

&M —> U T,(P)

orten
peEM

seklinde tanimli (1,0) tipinde tensor alanidir (Blair 1976).



Ornek 3.1.3. M’ 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Her

(x',»',z )noktas1 civarinda m = coszdx +sin zdy diferensiyel 1-formu i¢in Tanim

(3.1.6) daki sartlar1 saglayan bir tek & € y (M) vektor alani

o . 0
E=cosz—+sinz—
ox

dir. Gergekten ,

dn =sinzdx ndz+coszdz Ady

olmak tizere,

an(X,&) =[sin zdx Adz + cos zdz A dy (X, &)
=[sin zdx A dz](X,&) +[cos zdz Ady (X, &)
=sin z[dx(X)dz(&) — dx(E)dz(X )]+ cos z[dz(X)dy (&) — dz(E)dy(X)]
=sinz {dx(X)dz(cos z 9 +sinz ﬂ) —dx(cosz 9 +sin zi)dz(X)}
Ox Oy Ox ay

+cosz| dz(X)dy(cos zi +sin zi) —dz(cos zg +sin zg)dy(X)
ox oy ox oy

= —sin® zdx(X )dz(i) +sin z cos zdx(X )dz(i) —sin z cos de(i)dz(X )
ox oy ox
i 0 ) 0 . 0
—sin” zdx(—)dz(X)+cos” zdz(X)dy(—) + cos z sin zdz( X )dy(—)
oy ox oy
. 0 ) 0
+ cos zsin zdz(—)dy(X) —cos” zdz(—)dy(X)
ox oy

= —sin zcos zdx(i)dz()( )+ cos zsin zdz(X )dy(i)
ox oy

=—sinzcoszdz(X)+coszsin zdz(X)

dn(X,¢)=0



olur.

N(&) =[cos zdx + sin zdy (&)

=[cos zdx + sin zdy](cos zg +sinz i)
ox )y

= cos’ zdx(ﬁ) +cos zsin zdx(ﬁ) +sin z cos zdy(g) +sin’ zdy(i)
ox oy ox 0

ve
o o o o
dx(=) =1, dx(~=)=0 , dy(—)=0 , dy(—)=1
X(ax) X(ay) y(ax) y(ay)

oldugundan
n¢) =1

dir. Dolayisiyla &, n kontak yapisinin karakteristik vektor alani olur.

Sonug¢ 3.1.4. (M ,n) ikilisi (2n+1)-boyutlu kontak manifold, Dise n kontak formunun

kontak distribisyonu olmak iizere y(M), D ile D" in direk toplami olarak yazilabilir.

Yani,

7(M)=D® D"
(3.1.14)

dir.

Sonu¢ 3.1.5. (M,n) ikilisi (2n+1) —boyutlu kontak manifold ve Ker n, m kontak

formunun ¢ekirdegi olmak iizere asagidaki onermeler denktir.



1) n kontak formu bire birdir.
1) Ker n= {0}
Sonu¢ 3.1.6. (M,n) ikilisi (2n+1) —boyutlu kontak manifold ve Ker m, m kontak

formunun ¢ekirdegi olmak tizere

Ker n=D (3.1.15)

dir.

3.2. Hemen Hemen Kontak Manifoldlar

Tanim 3.2.1. (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold M ve ¢,&n
,sirastyla, M tizerinde (1,1) , (1,0) , (0,1) tipinde tensor alanlart olsun.@,&,n igin
VX € y(M) olmak {izere

&) =1 (3.2.1)

P’ (X)=-X +n(X)E (3.2.2)

kosullarim1 saglayan (¢,&,m) TUgcliisine M de hemen hemen kontak yap1 ve

(M ,,&,7m) dortliisiine de hemen hemen kontak manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Burada

¢: ;((M)#);{(M) ; (1,1) tensor
n: y(M)—5e—C” (M,0) : (1,0) tensor
EM—2 T, P) ; (0,1) tensor

peEM



dir.
Ornek 3.2.1 [1°de standart koordinatlar (x, y,z) olmak iizere

n kontak formu ,

. =%<dz—ydx)

& vektor alani,

=20y ez
zZ

¢ lineer doniisiimti,

@ (07— x(1°)
olsun.

¢ lineer doniisiimiine karsilik gelen matris,

0 1
o=|-1 0
0 y

olmak tizere,

1 0
n) = 5 (dz - ydﬂ@(g))

0 0 0 0
=dz(—)-ydx(=) ;  dz(=)=1 , dx(=)=0
2(5) ~ydx(—) 25 M)



olur.
Ayrica

0 0 0
X = X1(a)+XZ(§)+X3(E) ey 3)
olmak lzere
0 0

1 0
X)=—(dz—ydx).(x, —+x, —+x,—
n(X) 2(2 y )(lax 'S 362)

1 0 0 0
= E[dz(x1 ™ +x, O_y + X, E) — ydx(x,

1
= 5 (o — %)
dir.
0
& vektor alanina karsilik gelen matris £=| 0 | ve
2

X

X € y(0°) in matris formu X =| x, | oldugundan

X3

0 1 0

2

ox

X =(x,x),x;) el] }

0 0 0
—+x,—+x,—)]

oy 0z

0 1 0)]x

(pz(X):(p((p(X)): -1 0 0[./]-1 0 O}|x

0 » O

0 y 0)]x



-1 0 0)]x
o’(X)=| 0 -1 0]|x,

-y 0 0)|x
-1 0 O 0 0 0)|]x
O’(X)=[|0 -1 0|+ 0 0 0]||x,
0 0 -1 -y 0 1 X,

=—1L(X)+ 0
PATRES

0
=—X+(x;—yx)| 0

=-X+n(X)$.

Béylece (U °,¢,&,n) dortliisii hemen hemen kontak manifold olur.

Teorem 3.2.1. (M ,¢,5,m) dortliisii hemen hemen kontak manifold olmak iizere

X EeyM) , X#<E ve

¢ y(M)—"Cs ¥ (M)

igin



i) ¢ (5)=0 (3.2.3)

ii) noe =0 (3.2.4)

iii) rank @ =2n (3.2.5)
dir (Yano ve Kon 1984).

Ispat :

i) VX € y(M) icin(3.2.2)den ¢° (X)=-X +n(X)& esitliginde X =& alinirsa

0 (§)=-¢+n()E 5 (&) =1

=—g+¢

=0

Oncelikle ¢ (£)=0 esitligini Olmayana Ergi Yontemi ile ispatlayalim.

Kabul edelim ki ¢(&)#0 olsun. ¢*> (&) =0 ifadesinde & yerine ¢ & alinirsa

¢’ (9E)=0

P’ (9E) ==& +n(9&)E =0

0 =n(9S)E (3.2.6)

olur. Burada n(¢&)=0 ve n(¢&)#0 olmak iizere iki durum ortaya ¢ikar.

N(@é)=0 oldugunda @& =0 olur. Buise ¢(&)#0 kabuliimiiz ile ¢elisir. Demek ki

kabuliimiiz yanlis olup ¢ =0 olmak zorundadir.



N(eé)#0 oldugunda (3.2.6) esitligi soldan ¢ ile ¢arpilirsa

¢* () =n(e(E)e(&)

olur. °(£)=0 ve N(9&) =0 dolaysiile (¢&) =0 olur. Buise ¢(&) =0 kabuliimiiz
ile ¢elisir.Demek ki kabuliimiiz yanlis olup ¢& =0 olmak zorundadir.

Sonug olarak her iki durumda da & =0 olur.

ii) (3.2.2) den VX € y(M) i¢in ¢°(X)=—-X +n(X)¢ oldugundan X = ¢(X) almarak

0’ (X) =0 (¢X) = 9(9* (X))
= (- X +1(X)&) . ¢ lineer oldugundan
=—0(X)+o(Mm(X)S)
=—0(X) +n(X)p(2)

¢’ (X) =—0(X) +n(p(X))& (3.2.7)

elde edilir.

¢(5)=0
oldugundan

¢ (X) = —9(X) (3.2.8)

(3.2.7) ve (3.2.8) den

N@X)s =0

olur. Ayrica



E#0
oldugundan

n(eX)) =0

dir. Bu ise
Mo@)(X) = 0(X)
olur ki VX € y(M) igin dogru oldugundan
noe =0
olur.
iii) ¢:y(M)—2< (M) déniisiimiiniin ¢ekirdegi Ker ¢ olmak iizere
Ker g={X € 7(M)|op(X) =0}

seklindedir.
VX € Kerg igin

oX)=0 , esitligin her iki tarafina ¢ uygulanirsa

PleX) =0(0)

¢'(X)=0

(3.2.2) den



X +nX)s=0

X =n(X)s

olur. Boylece VX € Kere icin X € Sp{&} olur ki bu da

Ker ¢ < Sp{¢} (3.2.9)
demektir.
VX e Sp{&} igin

X=1i5

(X)) = A9(<) ; 0(&)=0 ,

o(X)=0

olur. Boylece VX € Sp{&}icin X € Kere olur ki bu da

Spiét < Ker ¢ (3.2.10)

(3.2.9) ve (3.2.10) dan Ker ¢ = Sp{&}demektir.

Sonug olarak

rank otsifirlik ¢ =boy y(M)

Ve

sifirlik @ =boy (Ker ¢)=1



oldugundan

rank ¢=2n
dir.

3.3. Hemen Hemen Kontak Metrik Manifold

Tamm 3.3.1. (2n+1)-boyutlu M diferensiyellenebilir Riemann Manifoldunu ele alalim.

(¢,&,m) hemen hemen kontak yapistyla birlikte M nin bir P noktasindaki g, Riemann

metrigi
60 T T (7)o
dir.
VXY € (M) ve &€ y(M) igin
n(X)=g(X,%) (3.3.1)
g(@(X),p(Y)) =g(X,Y)—n(X)n(Y) (33.2)

kosullarin1 saglayan g metrigine M iizerinde hemen hemen kontak metrik, (¢, n,g)
yapisina da hemen hemen kontak metrik yapi, (M,,&,n,g2) beslisine de hemen

hemen kontak metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984).

(3.3.2) esitliginde Y = & alinirsa

g(@(X),0(5)) = g(X,&) —n(X).n(&) ; ¢(c)=0, n(&)=1
n(X) =g(X,<)

olur.



¢ anti-simetrik oldugundan ¢" = —¢dr.

g(@(X),p(Y)) = g(X, 0" (9(Y)))
= g(X,—o(e(Y)))
=—g(X,¢*(Y)) ;oY) =Y +n(Y)é
=—g(X,-Y+n({¥)s) ; g lineer
=g(X.,Y)-n(V)g(X,5) ; gX,5)=nX)
= g(X,Y)—n(X)n(Y)
olur.

Ornek 3.3.1. Ornek (3.2.1) deki (0 °,9,&,1) hemen hemen kontak manifoldunda bir g

metrigi sdyle tanimlansin.
1 2 2 2 2
g :Z((1+y )dx” +dy” +dz" —2ydxdz)
[1°de g metriginin matris yazilim1

g =a,dx’ +a,dy’ +ay,dz’ +2a,dxdy +2a,,dxdz + 2a,,dydz

dir. Ayrica g nin matrisi simetrik oldugundan g metriginin matris yazilimi



0 1 X, X,
o(X)=|-1 0 X, =] —x ,
0 vy | X5 VX,

0 1 0)[y ¥y,
o)=|-1 0 O]y |=-¥ ,
0 » 0)|y] [

n(X)=%(x3 )

n(Y)=%(y3—yyl) ,

g2(O(X),o(Y)=(pX) g(oY)

oldugundan

g(e(X).0(1) =[x, x yx, |.

1 1
ZZ. X, X 0] sl :Z(x2y2+xlyl) )

Yy,



AN =3 (5= 3) 5 (s =)

1
RO = (ys =y, = ymy, + v,

1
g(X,Y) :Z((1+y2)x1yl =YX V3 X0, = VX3, + X3 )5)

1 1 2
:Z(xl)ﬁ +x2yz)+z(x3J’3 +Y XN YN =YY

g(e(X), oY) =g(X,Y)—n(X)n¥) ,
g(X,Y)=g(e(X), o)) +n(X)n)
dir.

Simdi n(X) = g(X,<&) oldugunu gosterelim.

1+y> 0 —y)[0

1
g(X,g”)z[x1 X, )@].Z 0 I 0|0
-y 0 1|2

I 2
:Z[x1 X, x3]. 0 ,

g(X.&) =%(x3 ~ )

n(x) = %m ~ )

oldugundan



(X)) =g(X,<)

olup (0°,¢,&,1m, g) beslisi bir hemen hemen kontak metrik manifold olur.

Teorem 3.3.1. (¢,£,m) hemen hemen kontak yapisiyla birlikte (2n+1) —boyutlu

M diferensiyellenebilir manifoldu verilsin.

VX,Y € y(M) i¢in

g(e(X),0(Y)) = g(X,Y) —n(X)n(¥)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir (Blair 1976).

Ispat: Her manifoldunda bir Riemann metrigi vardir. O halde /4, M de herhangi bir

Riemann metrik olsun ve 4 metrigide VX,Y € y(M)igin

h(X,Y)=h (9*(X),¢*(Y)) +n(X)n(Y)

seklinde tanimlansin. Once 4 nin Riemann metrigi oldugunu gosterelim.

1) A metrigi simetriktir.

2) h nin bi-lineer oldugunu gosterelim.

VX,Y,Z e y(M) ve Ya,bell igin k', vern nm lineerligi kullanilarak,

h(aX +bY,Z)=h (¢°(aX +bY), 0 (Z2)) +n(aX +bY)N(Z)

=h[ag’(X)+bo*(Y),¢*(Z2)]+an(X)n(Z)+bn(Y)n(Z)

= ah (¢*(X),9*(2)) +bh (¢*(Y),9*(Z)) +an(X)n(Z) +bn(Y)n(Z)



= all (0*(X),0*(2) +n(X)N(Z)]+blh (9 (Y),0* (2)) +n(YIN(Z)]

h(aX +bY,Z) = ah(X,Z)+bh(Y,Z)

dir.

h simetrik oldugundan VX,Y,Z € y(M) ve Va,bell igin

h(X,aY +bZ)=ah(X,Y)+bh(Y,Z)

olur. O halde 7 bi-lineerdir.

3) VX € y(M)igin

h(X, X) =h (¢ (X),¢” (X)) +n(X)n(X)

=h (9 (X),0° (X)) +1° (X)

dir. /' Riemann metrik oldugundan 4 (¢ (X),¢’(X))ifadesi X # 0icin pozitiftir.

Ayrica 1’ (X) de pozitif oldugundan

WX, X))0  ; X#0

hMX,X)=0 ise
nX)=0 ; n(X)=g(X,$)

g(X,6)=0 = X=0.

Demek ki /4 metrigi pozitif definitdir. O halde /4 bir Riemann metrigi olur.
Simdi gyi VX,Y € y(M)igin



g(X,Y)= %[h(X, Y) + h(e(X), o(Y)) +n(X)n(Y)] (2.2.13)

seklinde tanimlayalim ve gnin Riemann metrigi oldugunu gosterelim.

g simetriktir:

g(X,Y)= %[h(X, Y)+ h(e(X), o(Y)) +n(X)n(¥)] ; h simetrik

1

E[h(Y’ X)+h(o(Y),0(X)) +n(Y)n(X)]
=g(Y,X) .

g bi-lineerdir:

VX,Y,Ze y(M) ve Va,bell igin

g(aX +bY,Z)=—[h(aX +bY,Z)+h(e(aX +bY).0(Z))+n(aX +bY)n(Z)]

[ah(X,Z) +bh(Y,Z) +h(a 9(X) +bo(Y),9(£)) +an(X)n(Z) +bn(¥)n(Z)

1
2
1
2
=ag(X,Z)+bg(Y,Z) .
Ayrica g simetrik oldugundan
g(X,aY+bZ)=ag(X,Y)+bg(X,Z) .
g pozitif-definitdir:
VX e y(M) i¢in g(X,X)=0o0lsun.

g(X, X) =%[h(X,X)Jrh((P(X),(P(X)Hn(X)n(X)]



nXx) =0 ;o X)) =g(X,9)

2(X,&)=0 = X=0.

X #0icin (X, X)) 0 , ho(X),e(X))) 0 ve n°(X) ) 0 oldugu icin g(X, X)) 0

olur.

O halde g Riemann metrigi olur.

(3.3.3) esitliginde X =@(X)ve Y =¢(Y)alinirsa

g(@(X),o(Y)) =%[h((P(X), o(1)) +h(@*(X),0* () +n(eX))me(Y)] 3 noe=0
=%[h(<P(X ) @(Y)) +h(=X +1(X)S, =Y +n(Y)S)] ; h lineer

g(e(X), oY) = %W(P(X), (V) +A(X,Y) =n(N)A(X, ) =n(X)A(S, Y) +n(X)n(Y)A(S,S)]

MX,g)=n(X) , A Y)=n) ve h(s,5)=n(s)=1

oldugundan

g(0(X),0(Y)) = %[h(q)(X ), 0(Y)+h(X,Y)—n(X),n(Y)]
= %[h(tp(X),tp(Y)) +h(X,Y) (X)) +2n(X)n(¥)]-n(X)n(Y)

= %[h(X Y) + h(9(X), o(Y)) + n(XMT)-n(X)n(Y)



=g(X,Y)n(X)n(Y)

dir.

Sonug¢ 3.3.1. (2n+1) —boyutlu M Riemann manifoldu ve (¢9,&,n, g) hemen hemen
kontak metrik yap1 olsun. VX,Y € y(M)igin

g(e(X),Y) =-g(X,0(Y)) . (3.3.4)

Yani, ¢ g ye gore anti-simetrik tensor alanidir (Yano ve Kon 1984).

Ispat:

VX,Y € y(M) igin

g(@(X), oY) = g(X,Y)—n(X)n(Y)

esitliginde X = @(X) alinirsa

g(@°(X),0(Y)) = g(@(X),Y)—n(eX))n(X) ; moe=0

g(=X+n(X)S&,0(Y)) = g(o(X),Y) ; g lineer

—8(X,0(Y)) +17(X)g(5,0(Y)) = g(o(X),Y) ; g(6,0(Y) =n(e(Y)) =0

g(e(X),Y) = -g(X,0(Y))

olur. Bu ise ¢ nin anti-simetrik bir tensor alan1 olmast demektir.



Sonug 3.3.2. g metrigine karsilik gelen matris A ise VX,Y € y(M)igin

g(X,Y)=X"AY (3.3.5)

olmak lzere

@ y(M)—"s ¥ (M)
X——o(X)=BX
Y—s(Y)=BY

i¢in

B"A=-AB (3.3.6)

dir.

Ispat:

g(BX,Y)=—-g(X,BY)

(BX)' AY =—X" A(BY)

X"B"AY =—X"ABY ;soldan (X")"', sagdan Y

B"A=-AB

dir. Ozel olarak A =T olursa

B"=-B

olur. Buda ¢ ye karsilik gelen matris anti-simetrik olur demektir.



Teorem 3.3.2. (2n+1) —boyutlu bir hemen hemen kontak manifoldu M verilsin. M nin

kontak formu verildiginde, VX,Y € y(M) icin

@: y(M)—Cs ¥ (M)

g(X,0(Y))=dn(X.Y) (3.3.7)

olacak sekilde bir (¢,&,n, g)hemen hemen kontak metrik yapisi vardir (Yano ve Kon
1984).

Ispat:

nkontak formu i¢in VX € y(M) noktasinda dn(&,7,(M))=0 olacak sekilde bir
& vektor alani vardir.

¢ anti-simetrik (1.1) tensor alan1 olsun.

n(X)=h(X,&)olacak sekilde bir 4 Riemann metrigi her zaman vardir. Diger yandan

dnoyle bir simplektif formdur ki &nin ortogonal tiimleyeni {iizerindedir ve bu

tiimleyen tizerinde

g (X,0(Y))=dn(X.Y)

ve

o’ =1

olacak sekilde bir g metrigi ve bir ¢ endomorfizmi vardir.
¢($) =0 kosulunu saglayan ¢yi genisleterek ve &nin dogrultusunda #4ile uyumlu
g metrigine g genisletilirse

Q& —¢



doniistimii i¢in (¢,&,1, g) hemen hemen kontak metrik yapisina sahip oluruz. Bu ise

gX,o(Y))=dn(X,Y)
demektir.

3.4 Kontak Manifoldlarda ikinci Temel Form

Tamim 3.4.1. M iizerinde bir (¢,&,m,g) hemen hemen kontak metrik yapisi verilsin.

VX,Y e y(M) igin
O(X,Y)=g(X,0(Y))=dn(X,Y) (3.4.1)

seklinde tanimli @ doniisiimiine (¢,&,m,g) hemen hemen kontak metrik yapisinin I1.
Temel Formu denir. Burada nkontak formu icin yazilan nAa(dn)" # 0kosulu

NA (P)" # 0 halini alir (Yano ve Kon 1984).

Ornek 3.4.1. Ornek 3.3.1 deki (0°,¢,&,m, g) beslisi bir hemen hemen kontak manifold

olsun. Daha 6nce bu manifoldun hemen hemen kontak metrik manifold oldugunu

gosterdik.

Simdi (¢,&,1n, g) hemen hemen kontak metrik yapisinin II. Temel Formunu bulalim.

n=%(dz—de) ,

dn:%[d(dz)—ydy/\dx—yd(dx)] ; d(dz)=0, d(dx)=0
veya
dnzé(dx/\dy)

dan elde edilen



q)zé(dx/\dy)

ifadesi (0°,¢,&,1, 2) hemen hemen kontak metrik manifoldunun II. Temel Formudur.

Tanim 3.4.2. (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontak metrik manifoldu
(M,p,&,m,g)olsun. Eger, VX,Y € y(M) i¢in

dn(X,Y) =g(X,0(Y)) =D(X.Y)

oluyorsa (¢,&,m,g) dortliistine kontak metrik yapr ve (M,0,&,1m,2)ye de kontak

metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Sonu¢ 3.4.1. ® =dn esitligini saglayan (¢,<&, 1, g) hemen hemen kontak metrik yapisi

ayni zamanda kontak metrik yapidir (Yano ve Kon 1984).

Sonu¢ 3.4.2. Her kontak metrik manifold ayn1 zamanda kontak manifolddur(Yano ve

Kon 1984).

Onerme 3.4.1. wbir r-form olmak iizere ¥ X,,X,,...,X, € (M) igin

1 < ,.
dw (X4, X, X,) :mz(‘” X, (WX X5 X, 5en X))
i=0

— D EDTIwIX L X 1K X e X e X X))
r+1 0<i<j<r i
dir.
Ozel olarak w bir 1-form ise
2dw(X,Y)=XWX))-Y(W(X))-w(X,Y]) (34.2)

dir.



Teorem 3.4.1. M iizerinde (¢, <&, n, g) hemen hemen kontak metrik yapisi igin

DX V) =2 [2(D,&Y) - g(D,6. X)) (3.43)
dir (Yano ve Kon 1984),
Ispat :
1 1-form oldugundan VX,Y € 7(M) igin

24M(X,¥) = X))~ Y (1(X) - X, V) (3.4.4)
dir.

(¢,&,1m, g) hemen hemen kontak metrik yap1 oldugundan

nX)=glX,g) ., nM=g¥.,9) , (X, Y])=g(X.Y].o)

ifadeleri (3.4.4) de yerine yazilirsa

2dn(X,Y)=X(g(Y,5) - Y(g(X,5)-g([X.Y].5) (3.4.5)

elde edilir, burada
X(g(Y,8)=g(DyY,5)+g(Y,D,3)

Y(g(X,9) = g(DyX,5)+g(X,Dy5)

esitlikleri (3.4.5) de yerlerine yazilirsa



2dn(X,Y)=g(DyY,5)+g(Y,Dy5)-g(Dy X,5) - g(X, D, &) - g([X,Y].5)
=g(DyY =D, X,5)+g(Y,Dy5) - g(X,D,6) - g([X,Y].S)
=g(Y,Dy¢)—-g(X,DyS)
ve
dn(X,Y)=0(X,Y)

oldugundan
O(X,Y) = %[g(DXé, ¥)-g(D, &, X))

olur.

Teorem 3.4.2. (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir Riemann manifoldu M ,(¢,&,7,2)
kontak metrik yapisiyla verilsin. V.X,Y € y(M) i¢in

dn(X,$)=0 (3.4.6)

ve

dn(e(X),Y)+dn(X,o(Y)) =0 (3.4.7)
dir (Yano ve Kon 1984).
Ispat:

(3.3.7)den VX,Y € y(M)igin



dn(X,Y) =g(X,e(Y))

esitliginde Y = ¢& alinirsa

dn(X,8) =g(X,9(5)) ; 9(£)=0
dn(X,$)=0
olur.
Ayrica (3.3.7) den
dn(p(X),Y) = g(p(X),o(Y)) (3.3.8)
dn(X,e(Y)=g(X,0*(Y))  ; ¢ anti-simetrik
=—g(p(X),0(Y)) (3.3.9)

(3.3.8) ve (3.3.9) dan

dn(e(X),Y)+dn(X,0(Y))=0

dir.

3.5. Hemen Hemen Kontak Manifoldlarin Torsiyon Tensorii

Tamm 3.5.1. V bir vektor uzayi olmak iizere

J:V->V
lineer doniistimii

J =-I



kosulunu sagliyorsa J ye V {izerinde bir kompleks yapi1 denir (Yano ve Kon 1984).

M , (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontak manifoldu verilsin. [J de bir manifold

oldugundan M x[J de bir manifolddur.

Z(D)={f%:feC°°(M,D)}

d d
;c(MxD)—{(X,fE)I XezM) . foexO))

olmak tizere X, M ye teget bir vektor alani, t de [J nin bir koordinati ve
f %, M x[] iizerinde taniml1 bir fonksiyondur. M x[] nin tanjant uzayindaki bir

J lineer doniisiimi

J (M x[))— s (M x[1)
d d
(X,fE)—U(X,fE)

seklinde tanimlanir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 3.5.1. J doniisiimi
1) Lineer bir doniisiimdiir.
ii) J=-1

dir (Yano ve Kon 1984).

Ispat:

1) Va,bell ve V(X,f%),(Y,g%)e;((MxD )igin



J(a(X,f%)+b(Y,g%))=J(aX+bY,(af+bg)%)

=(p(aX +bY)—(af +bg)& ,n(aX+bY)%) ; @ ve n lineer
— (@ p(X)+b (V) —af & ~bgt, an(X)% +hn(Y) %)
— (ap(X)—af ¢, an(X)%) +(bo(Y) —bgé,bn(Y)%)

=a(cp(X)—f&n(X)%j+b(cp<Y)—gcf,n<Y>%j

d d
=aJX,f—)+bJ(Y,g—
(X, f dz) Y.g dt)
O halde J lineer bir dontisiimdyir.

i1) V(X,f%) € y(M x[1)igin

x. 1Ly - 4y _ 4
J(X’fdt)_J(J(X’fdt)) J(0(X) fém(X)dt)
=(cp(cp(X)—f(é)—n(X)f,n(cp(X)—fs‘)%j ; 17 lineer

= 0P ()~ £ (&) —n(X)E (Mo cp)()o% - fn(ﬁ)%)

Tanim 3.2.1 ve Teorem 3.2.1 den

JZ(X,f%F(cpz(X)—n(X)é, —f%) : P (X) =X +(X)é
— (X +n0E-N(X)E —f%)
d
~(-X, =S

- I(x ,f%)



V(X,f%)e;((MxD) icin

2x - x4
S ) ==1(X =)

oldugundan
JP=-1

olur.

Sonug 3.5.1. (M x[J ) nin tanjant uzayinda tanimli J doniisiimii (M x[1) {izerinde bir

hemen hemen kompleks yapi olusturur (Yano ve Kon 1984).

Teorem 3.5.2. V,W sirastyla n ve m boyutlu iki vektor uzay1 olsun.

AV ——DW

dontisiimii lineer ise bu doniisiim A € F" tipinde bir matrise karsilik gelir ve tersine her

A e F" tipinde matrise bir lineer doniisiim karsilik gelir (Hacisalihoglu 1998).

Teorem 3.5.3 . (2n+1) -boyutlu (M,¢,&,n) hemen hemen kontak metrik manifoldu

verilsin. Teorem 3.5.2 uyarinca

J oy (M x)—"C s (M <)

d d d
(X,fE)—U(X,fE)—((P(X)—flf,n(X)E)

lineer doniisiimiine (2n+ 2)x(2n+ 2) tipinde bir matris karsilik gelir ve bu matris



0 1, 00
1,000
0 001

0 0 -10

seklindedir (Yildirim 2004).

Ispat: y(M)=Spie,e,,....e,,0(¢),0(e,),....0(e,), &}

dir. Burada

E =(e,0) ; 1<i<n
0 (E;) =(0(e,),0) ; 1<i<n

E2n+l = (éa O)

d

E . =(0,—

2n+2 ( dt)
denilirse

XM x0)=Sp{E,E,,...E,0(E),o(E,),..0(E,)E,,...E,.»}

olur. Buna gore

J(E)=J(e,0) = (g(e) - 0.5, n(e,,)%> l<i<n

J(Ei) = ((P(ei)7 0)
JE)=o(E)  ;1<i<n

(3.5.2)



J@(E) = (0(e),0)
~(@(e)-0¢ , n(9e) ) 5 700=0
~ (e, + (), 0)
~ (~¢,0)

J@(E,)) =—E, . 1<i<n (3.5.3)

J(Ey,.1) = J(5,0)

— (o(£) 4
=(@(6)-05, n(e)—)

d
- (07 E)

JE,,.)=E,., (3.5.4)

d
J(E2n+z) = J(O,E)

— (6(0)— 4
= (©0)=¢, n(0)—)
=(=¢.0)
J(E,,.,) =—E,,, 3.5.5)

(3.5.2),(3.5.3),(3.54) ve(3.5.5) esitlikleri yardimiyla J lineer doniisiimiine karsilik

gelen matrisi bulalim.



J(E)=0E+0.E,+..+0.E +1.9(E)+0.9(E,))+...+0.0(E,)+0.E, , +0.E, .,

J(E,)=0.E +0.E,+..+0.E +0.0(E)+1.9(E,)+...+0.0(E )+0.E, . +0.E, .,

J(E)=0.E +0.E,+..+0.E +0.0(E)+0.9(E,))+...+1.0(E ) +0.E, ., +0.E, .,
J(@(E))=-1.E +0.E,+..+0.E +0.0(E)+0.0(E,)+...+0.9(E )+0.E, ,+0.E, ,

J(Q(E)))=0.E -1.E,+..+0.E +0.0(E))+0.9(E,)+...+0.0(E ) +0.E, . +0.E, .,

J(Q(E))=0.E +0.E,+...—1.E +0.0(E))+0.0(E,)+...+0.0(E )+0.E,  +0.E, ,

J(E,,)=0E+0E,+..+0.E +0.9(E)+0.9(E,)+...+0.9(E )+0.E,, ,, +1.E, ,,

J(E,, ,)=0E+0E,+..+0.E +0.9(E)+0.0(E,))+...+0.0(E,)-1.E,, ,+0.E,
Buna gore
0 7, 00
|-1,000
10 001
0 0 -10
olur.

Tanim 3.5.2. (2n+1) -boyutlu bir M manifoldu (¢,&,n, g) hemen hemen kontak yapisi

ile verilsin. M x[J de Braket operatorii

[, i y(M x0)x y(M x[0)—— y(M x[1)
d d d d

olmak lizere
d d. | B i
[(X,fa),(Y,gE)}—([X,Y],(X(g) Y(f)dt) (3.5.6)

dir (Camci 2003).



Tamm 3.5.3. M diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere F, (1,1) tipinde tensor

alani olsun.

VX,Y e y(M)
igin

Ny y(M)x g (M)—— x (M)
(X,Y)—> N (X.Y)
olmak tizere
Np(X,Y)=F*([X, YD +[F(X),F(Y)]- F(IF(X),Y]) - F(IX,F(Y))) (3.5.7)

seklinde tanimlanan (1,2) tipinde N, tensor alanina F nin Nijenhuis torsiyon tensorii

denir.

Ozel haller;

1) F =¢ olmasi durumunda

VX,Y e y(M) igin
N, (X,Y) =X, Y]+ n[X,Y ]S +[o(X), o(Y)] - 0[@(X),Y] - 0[.X, o(Y)] (3.5.8)
seklinde tanimlanan N, tensor alanina ¢ nin Nijenhuis torsiyon tensorii denir.

i1) F =J olmasi halinde

d d d d d d
Nj((XafE)a(YagE))__[(Xafz)a(yagg)]+[J(Xafg)a'](yagg)]

. . ., (3.5.9)

d
E)]



seklinde tamimlit N, tensor alanina J hemen hemen kompleks yapisinin Nijenhuis

torsiyon tensorii denir (Kocayigit 2004).

Sonug 3.5.2 N, Nijenhuis torsiyon tensorii bi-lineer ve antisimetrik tensordiir.

Tamim 3.5.4. (M x[J,J)hemen hemen kontak manifoldu verilsin. N, =0 ise J hemen

hemen kompleks yapisina integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984, Blair 2002).

Tamm 3.5.5. M {izerinde bir vektor alan1 X ve X ile gerilmis lokal dontistimli 1-

parametreli grup @, olsun. X vektor alanina gore bir F tensor alaninin L _File

gosterilen Lie tiirevi ;

LF= 1im1[Fp ~(oF), ]

=0 ¢

LF=[X,F] (3.5.10)

olarak tanimlanir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 3.5.1. L_F =0 olmas! igin gerek ve yeter kosul Vel igin ¢, nin F yi

invaryant birakmasidir. (Yano ve Kon 1984).

Onerme 3.5.2. X vektor alanina L_ ile gosterilen Lie tiirevi, asagidaki zellikleri

saglar:

) L(FOF)=(LF)QF+F®(LF") ; (F,F'herhengitensor alanlar)

i) L f=X[f]=df (X) ; feC"(M,U)
iii) LY =[X,Y] s X, YexM)
iv) T:y(M)x y(M)x...x y(M)—=2_5C*(M,[)

(X, Xypeos X,)—C ST(X,, Xy X))

I



olmak iizere 7,(1,r)-tipinden tensordiir. Burada

(LXT)(XI,XZ,...,X,):X(T(Xl,Xz,...,Xr))—ZV:T(XU...,[X,X[],...,Xr)

i=1

seklindedir.
v) (LF)Y)=X(FY)-F(X,Y]) , VX.,Yey(M) ve F,(0,1)-tipinden tensor

vi) (Lg)Y,Z)=X(g(Y,2))-g([X.Y].2)-g(Y.[X,Z] , VX,Y,Ze y(M)
Burada g, (0, 2) -tipli geometrik (metrik) tensordiir.
vil) (L, YW W2, WP X, Xy, , X )= XTW' W, W X, X,,...X,))
p .
D TW LW WXL X, X))
i=1

P
D TW. WX L[X, X X))
i=1
burada 7', (p,q)-tipli bir tensor alanidir (Yano ve Kon 1984).
Teorem 3.5.4. (2n+1) -boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold M, (¢, £, 1) hemen

hemen kontak yapis1 verilmis olsun.

VX,Y € y(M) igin,

(Lo MY) = o(X)((Y)) =n([0(X), Y]) (3.5.11)
(Ln)(X) =en(X)—n([s, X]) (3.5.12)
(L: 0)(X) =[5, 0(X)]-0([5, X]) (3.5.13)

dir (Camci1 2003).



Teorem 3.5.5. (M,¢,&,m,g) hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin.
(Loy M) = (LX) 3.5.14)
dir (Yano ve Kon 1984).
Ispat: VX,Y € y(M) igin,
2d, (¢(X),Y)=o(X)n(Y)-Y(ne(X) —n[e(X),Y]  n7°¢9=0
2d, (X,9(Y)) = X(M(e(X) —o(Y)M(X)-n[X,9(Y)] ;7°¢0=0

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

2{d, (0(X),Y)+d,(X,0(Y))} = o(X)n(¥) -1[o(X), )] - o(¥M(X) ~n[X, 0(Y)]

d,(0(X),Y) =~d, (X, 0(Y))

oldugundan
e(XOMT) ~nle(X),Y]- (¥ )IM(X) -n[X,0(Y)] =0
esitligi 3.5.11 e gore diizenlenirse
(Lyey M) = (L, M(X) =0
ve dolayisiyla

(LX) = (L, M(X)

olur.



Teorem 3.5.6. (M,¢,&,m, g) hemen hemen kontak metrik manifoldu verilmis olsun.

h: y(M)—— y(M)

X ——>h(X) :%(Lé P)(X) :%(L§ O(X) -9 L.(X)) (3.5.15)

seklinde tanimli /2 metrigi

1) Lineerdir.

i1) h, ¢ ile anti-komutatittir (Yildirim 2004).
Ispat: i) VXY € y(M)igin
X +Y) :%(L§ ONX+Y)

1
=5(L§((p(X+Y)—(pL§(X+Y)) ;¢ ve L
lineer

— (LU0 ) -0 L) ~0 L.(1))

— (L U+ 9 L)+ (LI -0 (1)

(3.5.15) esitliginden
WX +7) = %(Lg DY) +%<L§ O)(Y)

ve dolayisiyla
MX+Y)=h(X)+h()

olur.



Vkell ve VXey(M)igin

h(kX) = %(Lg @)(kX)
:%{L§ oUX )~ L(kX)} : ¢ ve L, lincer
— (L oY) ko (X))
k
= AL (O -0 L (X))
(3.5.15) esitliginden

h(kX) = kh(X)

olur.

ii) V X,Y € y(M)igin

g(X.q(V) =d,(X.7)
- %{X ()~ ¥n(X) — X, Y]}

— e (DY, E)+ g1 D) - gD, X, )

—g(X,Dy8) - g(DyY,5) +g(Dy X, 5)}

=%{g(Dxr:,Y>—g<Dyr:,X)}

= % {&(=0(X) = o(h(X)),Y) — g(=o(Y) = o(h(Y)), X)}

=%{g(X, oY) — g (@)1 + g(X,0(V)) + g(0(h(Y)), X)}
- g(X, @(Y))—%g«p(h(X)),Y)+%g(<p<h(¥)),X>

olur. Buna gore



g(@(h(X),Y) = g(e(h(Y)), X)
==g(h(Y), (X))
=-g(¥, h(e(X))
= g(-h(e(X)),Y)
oldugundan
P(A(X)) = —h(p(X))
(@h)(X) = (=he)(X)

ve sonug olarak

Oh=-ho

olur.

Tamim 3.5.6. Eger M x[J {iizerinde bir J hemen hemen komplex yapisi integrallenebilir

ise (¢,&,m) hemen hemen kontak yapisina normaldir denir (Yano ve Kon 1984,Blair

2002).

Teorem 3.5.7. (2n+1) -boyutlu (M,e,&,m) hemen hemen kontak manifoldu verilsin.
VX,Y e y(M) igin,

N, ((X,0)(Y,0)) = (N“) (X,Y),NP(X, Y)%j
ve
N, ((X, 0), (o,i>j - (N“)(X), N“”(X)ij
A di di

dir. Burada

NP (X,Y)=N, (X,Y)+2dn(X,Y)E

NP(X,Y) = (L<P(X)n) )~ (L(P(Y)n) (X)

N(X) = (L, 9)(X)
N(X) =(Le)(X)

seklindedir (Blair 2002).



Ispat: N.((X,0),(Y,0)) ve N, ((X ,0), (0,%)) torsiyon tensorlerini hesaplayalim.

N;((X,0),(Y,0)) = -{(X,0),(Y,0)]+[J(X,0),/(Y,0)] - J[J(X,0),(Y,0)] - J[(X,0),/(Y,0)]

:—([X,Y],0>+[<<p<X),n<X>di),«p(Y),n(Y)i)]—J[(cp(X),n(X)ix (¥,0)]
t dt dt
(X, 0),(<p(Y),n(Y)%)]
=—([X,Y],0)+([cp(X>, cp(Y)],(w(Xm(Y)—@(Ym(X))%j

—J([cp(X), YL—Yn(X)%j—J([X, cp(Y)LXn(Y)%j

= —([X,Y],O)Jr([(P(X ). 0], (e(X)n(Y) - o (¥ ) (X ))%j

—(cpwm, Y]+ ()& n(o(X), Y])%j
—(cp[X, o] - Xn(®)E (X, cp(Y)])%j
= (X, Y1+[0(X), ()] - 9[o(X), Y] - 0[.X, ¢(Y)]

+(Xn(Y)—Yn(X))f,cp(X)n(Y)—cp(Y)n(X)—n([cp(X),Y])—n([X,cp(Y)])% )

= (X, Y]+[0(X), 0(Y)] = 9[o(X), Y] - o[X, o(Y)] + (An(Y) - Yn(X))S
X, YIS —[X, YIS, (e(X)n(Y) —o(XIN(X) —n([e(X), Y']) -n(LX, (P(Y)])%) (2.3.16)

Ayrica
2dn(X,Y)=X((Y))-Y(n(X)) -n[X,Y]

(L, x)Y = o(X)(M(Y)) —n([o(X),Y])

(L,yM)X = oY )((X)) —n([e(¥), X])

olduklari diisiiniiliir ve



N, (X,Y) =X, Y]+ n[X,Y ]S +[0(X), o(Y)] = 0[o(X), Y |- o[ X, (Y)])

(3.5.16) da yerine yazilirsa

N, ((X,0),(Y,0) = (N(.,(X, V) +2dn(X,Y)S, (Lo Y = (L¢<y>n)X)%j

N AN J

N (XY N (xXT)

Benzer mantikla

d__ a da
N (00,059 = [(X,O)xo, dt)H"(X’O)"’(O’ dt)}
d d
—J[J(X, O)’(O,E)} —J[(X,O), J(O,E)}
:[«p(X) N0, (¢ 0)}—J[<¢<X> nx)-L.0 i)} J[(X.0).(-£.0)]
’ a7 ’ dt” 7 dt U
— (p(X).&], fn(X)%) ~ J([9(X). 01, (X))~ 0) %) J(X,€1,0)
= (o(X).&). (0 D)~ (—oLx. & LX)
- Ao, dt PLdselmnld.o by

:(«p[X, £1-[0 X, ED.(En(X) + X, 5])%) (3.517)

oldugundan hareketle

(L)X =L, ((X))-n[&, X] (3.5.18)

ve

(L: @)X =L (¢ X)—0[&, X]=[S,0 X ]+ 0[X,{]

=o[X,c]-[0(X),<] (3.5.19)

olur.



(3.5.18) ve (3.5.19) esitlikleri (3.5.17) de yazilirsa

d d
N, ((X,0), (O’E)) =((L: @)X, (L)X E)

NY(X) NE‘”(X)
olur. Sonug olarak

NY(X,Y)=N,(X,Y)+2dn(X,Y)& (3.5.20)
N?(X,Y)= (L(p(X)n)Y - (L¢(Y)T1)X
NO(X,Y)=(L)X

NOWX,Y) = (L)X

esitlikleri géz oniine alinirsa

N (00,00 = (N (NP () )
ve
d 3) * d
’ dt dt
olur.
Teorem 3.5.8. M, (2n+1) boyutlu Riemann manifoldunda (¢,&,n) hemen hemen

kontak yapisi verilsin. Bu yapinin normal olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

N NP NO N? tensérlerinin sifir olmasidir (Came1 2003).

Ispat: (=): N,((X./ %),(Y ,g%)) = (N, (X,0)+(0,/ %), (¥,0)+(0, g%))

Burada J nin lineerligi, N, 'nin bi-lineer ve antisimetrik olusunu kullanirsak



d d. d
N,((X,fz),(y,gz))—NJ((X,O),(Y,O))"'gNJ((X,O),(O,dt))

d d d
_ﬂvj ((Ya 0)7 (07 E)) + ngJ ((07 E)a (07 E))

elde edilir.
d d
N.((0,—),(0,—))=0
(€ dt)( dt))

oldugundan

d d d d
Nj((XafE)a(YagE)) —N]((X,O),(Y,O))'i‘gN] ((Xao)a(OaE))_fNj((Yao)a(OaE))

= (N'(X,Y),N*(X,Y)) + g(N*(X), N* (X)) - f(N’(¥),N*(Y))
=(N'(X,Y)+gN’(X) = /N’ (Y), N*(X,Y) + gN*(X) - IN*(Y))

olur. Sayet N, =0 ise

N'(X,Y)+gN’(X)- fN’(Y)=0 (3.5.21)

N (X, Y)+gN*(X)- IN*(¥)=0 (3.5.22)
olur.
1 2 .. . - . eqe e
N,, dn,N" ve N° antisimetrik oldugunu kolayca gosterebiliriz.

(3.5.21) esitliginde X =Y alirsak



N (X, X)=(f-gN'(X) : (f#2)
elde edilir.

N' anti-simetrik oldugundan N'(X,X)=0
(f =N (X)=0
N'(X)=0 ; (VX e y(M) icin)
N’ =0
(3.5.22) esitliginde X =Y alirsak
N (X, X)=(f-g)N*(X)
(f#2)

elde edilir.

N? anti-simetrik oldugundan N*(X,X)=0

(f-gN'(X)=0

N*(X)=0 i (VX e y(M)igin)

N*=0
Dikkat edilirse bu ispat1 yaparken f # g aldik.

Simdi de f =g olsun

(3.5.21) ve (3.5.22) esitliklerinde Y =—-X ve f =g alinirsa

N'(X,=X)+ [N (X)= N’ (=X) =0
N'(X,X)=0

: N' anti-simetrik

2/N’(X)=0



VX e y(M) ve f #0 oldugundan
N’ =0
N*(X,~X)+ fN*(X)~ fN* (= X)

N*(X,X)=0 ;  N* anti-simetrik

2N (X)=0

VX e y(M) ve f #0 oldugundan

N*=0
olur.

(<) : Tersine kabul edelimki N'(X,Y)=N*(X,Y)=N’(X)=N"*(X)=0 olsun.

d d
NJ((X,fE),(Y,gE))=(NI(X,Y)+gN3(X)—fN3(Y),N2(X,Y)+gN4(X)—fN4(Y))
esitliginde N'(X,Y)=N*(X,Y)=N’(X)=N*(X)=0 oldugu goz dniine alinirsa

d d
N,(X,f—),(Y,g—))=(0,0
s (( fdz)( gdt)) (0,0)
e d d V. <
elde edilir.Bu V((X, f E)’(Y ,ga)) € y(MXU) i¢in saglandigindan dolay1
N,=0

olur.Dolayistyla (¢,&,mn) hemen hemen kontak yapisi normaldir.

Teorem 3.5.9. (2n+1)-boyutlu (M,e,&,m) hemen hemen kontak manifoldu verilsin.
N'=0ise N’ =N’=N*=0 dir (Camc12003).

Ispat: VX,Y € y(M) igin



N'(X,Y)=N,(X,Y)+2d,(X,Y)

ve Y =¢ alinirsa

N'(X,8)=N,(X,§)+2d,(X,&)

olur.

(3.5.21) ve (3.5.8) den

N'(X,&) =[X, &1+ 0[S, 0(X)] - (En(X)E (3.5.23)

dir. Hipotezden igin N' =0 oldugundan

[, XT+ 0[S, o(X)] = (sn(X))s =0 (3.5.24)

elde edilir. Her iki tarafi “7 ” altinda goriintiisiinii alirsak

nl&, X1+ n(e[S,o(X)]-(En(X)n(S)=0 (3.5.25)

(3.2.1) ve (3.2.4) den

nlé, X1-(En(X))=0 (3.5.26)

olur.
(L:)(X)=0

N*(X)=0



VX € y(M) i¢in dogru oldugundan

(3.5.26) da X yerine @(X) alirsak

e, e(X)]=0

olur. (3.5.24) de her iki tarafa ¢ yi uygularsak

QLE, X+’ [E,0(X)]-(En(X)e(E) =0 ; ¢(&)=0

O[S, X]-[&, o(X)]+n[&,0(X)]E =0

ole, X]=[S, o(X)]+7[S, o(X)]=0 ;o g, e(X)]=0

ols, X1-[5,0(X)]=0

ise

N’ (X) = (L, 9)X = ¢[&, X]-[£,0(X)]=0

elde edilir. Ayrica N' =0 dan N'(¢(X),Y)=0 dir. Boylece



NY(@(X),Y) =—{o(X), YT+7[e(X),YIE +[-X +7(X)&, (Y]
—o[-X +17(X)S, Y]=o[o(X), o(Y)]+ o(X)n(Y)S
= Yn(e(X))s —nle(X),Y]e
0 =—o(X),Y]-[X,0(X)]+[7(X)S,o(Y)] - o[-X +1n(X)S, Y]
= o[o(X), o(Y)]+o(X)n(Y)s
0=—o(X),Y]-[X,0(Y)]-o(¥)n(X)s +n(X)[S,o(Y)]-0[-X +7(X)s,Y]
= o[o(X), o(Y)]+(X)n(Y)s

her iki tarafa 7 yii uygulayip 7[&, o(X)] =01 g6z Oniine alirsak

O(X)n(Y)—o(Y)n(X)—nle(X),Y]-n[X,e(Y)]=0

elde edilir. Dolayisiyla N*(X,Y)=0 dir. Boylece ispat biter.

Sonug¢ 3.5.3. (2n+1) -boyutlu M kontak manifoldunda (¢,&,7) hemen hemen kontak
yapisi verilsin. Sayet N> =0 ise (¢,&,7) hemen hemen kontak yapis1 ¢ altinda d, ‘y1

invaryant birakir (Camci 2003) .

Ispat : (3.4.4) de X yerine ¢(X) alirsak

2d, (9(X),Y) = o(X)n(Y) = Yn(e(X)) - nle(X),Y] (3.5.27)

olur. Benzer sekilde Y yerine ¢(Y) alirsak

2d,(X,0(Y)) = Xn(e(Y)) —o(Y)n(X) = n[X, ¢(Y)] (3.5.28)



(3.5.27) ve (3.5.28) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

2d, (9(X),Y)+2d, (X, 0(Y)) = o(X)n(Y) = o(Y)17(X) = [o(X), Y] -n[ X, 9(¥)]

2d, (9(X),Y)+2d,(X,p(Y)) = N*(X,Y)

VX,Y € y(M) igin N' =0 iken N> =0 oldugundan

d (9(X),Y)+d,(X,9(Y)) =0

olur. Burada Y yerine @(Y) alirsak

d,(@(X),0(Y)+d,(X,0’(Y)) =0

d,(0(X),0(Y)) +d,(X,-Y +7(Y)5) =0

d,(0(X),0(Y))-d, (X, Y)+n(Y)d, (X,5) =0 (3.5.29)

(3.4.4) esitliginde Y yerine & alinirsa

2d,(X,8) =X, (5)—en(X)-nlX.c]

2d,(X,5) ==en(X) +nlg, X] ;o n(e)=1ve X(1)=0

= _(Lgn)X

=0

olur. Bu sonug (3.5.29) da yerine yazilirsa



d,(0(X),0(Y)) =d,(X,Y)

olur ki bu da (¢, &,7) hemen hemen kontak yapsinin ¢ altinda dr y1 invaryant

(degismez) birakmasi demektir.

Sonug¢ 3.5.4.(2n +1) -boyutlu (M, &,77) hemen hemen kontak manifoldu verilsin.

(9,£,17) yapismin normal olabilmesi icin gerek ve yeter sart N' =0 olmasidir (Yano ve

Kon 1984, Blair 2002 ).

Sonug 3.5.5. (2n+1) -boyutlu (M, e,&,n) hemen hemen kontak manifoldu verilsin.
(9,<&,7m7) yapisinin normal olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart V.X,Y € y(M) igin

N, (X,Y)+2dn(X,Y)E =0

olmasidir (Yano ve Kon 1984, Blair 2002 ).

Teorem 3.5.10. (2n+1) -boyutlu (M, ¢, &, 17, 2) hemen hemen kontak metrik

manifoldunda

28((Dy 9)Y,Z) =g(N'(Y,Z),9(X)) +2dn(o(Y), X)1(Z) - 2dn(¢(Z), X )n(Y)

ve Ozellikle henhangi bir kontak metrik yap1 i¢in

D,9=0

olur (Yano ve Kon 1984).

Sonug¢ 3.5.6. Teorem 3.5.10 da & nin integral egrileri geodeziklerdir. Clinkii D,& =0

oldugu kolaylikla gosterilebilir (Yano ve Kon 1984).



3.6. K-Kontak Manifoldlar:

Tammm 3.6.1. M bir Riemann manifoldu g Riemann metrigi ile verilsin. Ayrica

M tizerinde bir X vektor alanini ele alalim. M nin her bir noktasinin bir komsulugunda
X ile meydana gelen lokal doniisiimlerin lokal I-parametreli grubu lokal
izometrilerden oluguyor ise X vektor alanina Killing vektor alam denir.

Boylece ; X bir Killing vektor alamidir. < L, g =0"’dir, yani g metrik tensoriiniin

X vektor alan1 yoniindeki Lie tiirevi sifirdir (Yano ve Kon 1984, Kocayigit 2004).

Tammm 3.6.2. (2n+1)-boyutlu kontak metrik manifoldu M verilsin. Eger
(¢,&,1M, g) hemen hemen kontak metrik yapisinda yer alan & vektor alan1 g ye gore bir

Killing vektdr alani ise o zaman M {izerindeki kontak yapiya K-kontak yap1 ve M ye de
K-kontak manifoldu denir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 3.6.1. (2n+1)-boyutlu manifoldu M , (9,&,m,g) kontak metrik yapisi ile
verilsin. Bu durumda asagida 6nermeler denktir.
1) M bir K-kontak manifolddur.
il) VX,Y € y(M) igin

8(Dy&.Y)+g(Dye,X)=0 (3.6.1)
dir.
iii) VX € y(M) igin

D& =—p(X) (3.62)

dir (Camci1 2003, Yano ve Kon 1984) .

Ispat: (ii) = (iii) M bir K-kontak manifold olsun. Dolayisiyla & bir Killing vektor

alanmidir. M aynm1 zamanda kontak metrik manifold oldugundan

dn(X,Y) =g(X,e(Y)) = —g(e(X),Y) (3.6.3)

dir.



Ayrica

2dn(X,Y) = Xn(Y) = In(X)-n([X.Y])

= Xg(¥,5)-Yg(X,8)-g([X,Y].$)

=8(DyY,5)+g(Y,Dy5) - g(Dy X, )

—8(X,Dy&)~g(D,Y,5)~g(Dy X, &)

gerekli sadelestirmeler yapilirsa

2dn(X,Y) =g(Dys,Y) - g(X, Dy&)

elde edilir. Ayrica & Killing vektor alan1 oldugundan

L.g=0

olur.

Burada (L.g)(X,Y) yi hesaplarsak

(ng)(Xay):‘fg(XaY)_g([éaX]aY)_g(Xa[é:aY])

:g(DgXaY)+g(D§YaX)_g(D§XaY)

+8(Dy¢,Y) - g(D.Y, X)+g(Dys, X)

(L:g)(X,Y) = g(Dy5,Y)+g(X, D<)

(3.6.4)

(3.6.5)

(3.6.6)



(3.6.5) ifadesi (3.6.6) da yerine yazilirsa

gD &, Y)+g(X,D,E)=0

elde ederiz.

(i1) = (iii) g(D,&,Y)+g(X,D,&) =0 olsun. Dolayisiyla

g(Dy&,Y)=~g(X,Dy¢)

olur.

(3.6.7) ifadesi (3.6.4) de yerine yazilirsa

2dn(X,Y) =2g(D,&,(Y))

dn(X,Y)=g(Dy&,Y) = g(X,0(Y))

elde edilir. ¢ anti-simetrik oldugundan

g(X,0(Y)) =-g(o(X),Y) = g(D,&,Y)

bu esitlik VX,Y € y(M) i¢in saglandigindan

D& =-0(X)

sonucuna ulasilir.

(3.6.7)

(3.6.8)

(ii7) = (i) : VX € y(M) i¢in hipotezden bildigimiz D, & =—-¢ X esitligi (3.6.6) da

yerine yazilirsa



(L:g)X,Y)=g(=9(X),Y)+g(X,—¢(Y)) ; ¢ anti-simetrik
(L:g)(X,Y)=g(X,0(Y)-g(X,o(Y))

(L:g)(X,Y)=0

VX € y(M) i¢in dogru oldugundan L.g=0

dir. Boylece & Killing vektor alan1 ve M manifoldu K-kontak manifolddur.

O halde (i) = (i7), (it) = (iii), (iii = i) Onermeleri dogru oldugundan (7), (i7), (iii)

onermeleri denktir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 3.6.2 (2n+1)-boyutlu manifoldu M, (o,<&,7n,g) kontak metrik yapisi ile
verilsin. Bu durumda N> = N* =0 dir. Ayrica, N° =0 < & Killing vektordiir (Camci

2003) .
Ispat : M , kontak metrik manifold oldugundan

dn(X,Y) =g(X,e(Y))

dir. Burada X yerine @(X), Y yerinede ¢(Y) yazilirsa

dn(e(X),e(Y)) = g(9(X),0*(Y))

=—g(X,9’(V)) ; ¢’V)=—0(Y)

=—g(X,-9(Y)) ; ¢’V =—¢()

=g(X,0(Y))

Dolayisiyla



dn(e(X),e(Y)) =dn(X.Y) (3.6.9)

elde edilir. Ayrica (3.6.9) da Y yerine ¢(Y) yazilirsa

dn(@(X),0*(Y)) =dn(X,e(Y))

dn(e(X),—Y +n(Y)S) =dn(X,o(Y))

—dn(@(X),Y)+n(X)dn(e(X),&) = dn(X,o(Y))

burada
dn(e(X), &) = g(o(X), p(S))
ve
P(&)=0
oldugundan
dn(e(X),Y)+(dn(X,e(Y))=0 (3.6.10)
elde edilir.
Ayrica
N*(X,Y)=2dn(@(X),Y)+2dn(X, (V)
oldugundan

olur. Diger taraftan



dn(X,5) = g(X,9(5) =0

Ve

dn(Xuf)=%(X77(§)—§77(X)—77([X,§]) ;&) =1veX(1)=0

Sn(X)-n([X,5D=0
elde edilir. Boylece
N (X)=(L;mX
=&n(X)—n([&, X])
=0

olur. Bdylece birinci kismin ispat1 biter. ikinci kismin ispat1 i¢in baz1 hazirliklar

yapalim.

(ng)(Xa‘f):‘fg(gaX)_g([gaX]ag)_g(Xa[é:aé:])
=en(X)-n(lg, X])

= (LX)

elde edilir. Biliyoruz ki 7 ile dn Lie tirevi altinda invaryant oldugundan L.dn =0 dir.

Dolayisiyla VX,Y € y(M) igin



(L dn)(X,Y) =0

cdn(X,Y)—dn([5,X],Y)=dn(X.[S,Y]) =0

olur.

dn(X,Y)=g(X,e(Y))

oldugundan

sg(X,0(Y)-g(s, X],o(Y) - g(X,0([c,Y]) =0 (3.6.11)

olur. Diger taraftan

(L)X, 0(Y)) = g(o(Y), X)-g([¢, X],9(Y)) - g(X.[S,0(Y)])

g(X,(L; 9)(V)) = g(X.[S,0(1)]) - g(X, ([, Y]))

esitlikleri taraf tarafa toplarsak

(L:2)(X,0(Y)+g(X, (L 9)(Y)) = cg(o(Y), X) - g([s, X ], 0(Y)) - g(X, 0[S, Y])

elde edilir. (3.6.11) den

(L:g)(X,0(Y))+g(X,(L; 9)(¥)) =0

olur.



(=): N’ =0 ise

(L:g)(X,9(Y)) =0

elde edilir. Bu esitlik V.X,Y € (M) igin dogru oldugundan L,g =0 dir. Dolayisiyla &

Killing vektor alanidir.

(<) : ¢ Killing vektor alani ise L, g =0 olacagindan g(X,(L; ¢)(¥))=0 olur. Bu

esitlik VX € y(M) igin saglandigindan N° =0 dur.

Teorem 3.6.3 (2n+1) -boyutlu bir M Riemann manifoldunun bir K-kontak manifoldu

olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar asagidadir:

1) M bir birim & Killing vektor alnina sahiptir.
11) M nin herhangi bir noktasinda & ’y1 kapsayan diizlem kesitlerin kesitsel egriligi 1 e

esittir (Yano ve Kon 1984).

Ispat : M bir K-kontak manifold olsun. O zaman & ’ye dik bir birim vektor alan1 X

olmak iizere
g(R(X,E)E,X)=g(—¢*(X), X)=g(X,X)=1 (3.6.12)
dir.

Tersine M nin (i) ve (i1) kosullarini sagladigimi diisiinelim. &£ bir Killing vektor alani

oldugundan

R(X,£)Y =D,D,E~D, & (3.6.13)

olur.



n(X)=g(X,s)
ve

—Dy&=0(X)
esitlikleri g6z oniine alindiginda

¢(5)=0
olur. & ye dik bir birim vektor alan1 X € y(M) olmak iizere (3.6.12) den
gR(X,6)E, X)=1=-g(¢*(X),X)
elde edilir. Bu yiizden & ye dik VX € y(M) vektor alani icin
¢’ (X)=-X
oldugu goriiliir. Halbuki VY € y(M) vektor alani i¢in
¢'(Y)=~Y +n(Y)&

dir. Ustelik
dn(X.¥)= %(g(Dxf, Y)- g(D,£,X))

=-g(Dy¢, X)

=g(X,(Y))



dir. Sonug olarak (¢,&,7,g) yapist M tizerinde bir K-kontak yapisidir.

Ayrica (3.6.12) den

R(X,E)E = —%cpz X =X -n(X)E

elde edilir. Bdylece M nin (3.6.12) esitligini saglayan & birim Killing vektor alanina
sahip olan (2n+1) -boyutlu bir K kontak manifold oldugu goriiliir.



4. MANIFOLDLAR UZERINDE YONLENDIiRME

4.1. Genel Anlamda Bir Manifoldun Yonlendirilmesi

Tanim 4.1.1. E" deki k-boyutlu bir M manifoldunu ele alalim.

M bir manifold olduguna goére M nin her bir X n-katsayisindaki 7,,(X) tanjant

uzaymnda bir g, yoOnlendirmesi tanimlamak istiyoruz. Bu isi bir V' reel vektor

uzayindaki gibi aynen yapabiliriz. Ancak manifoldun her bir noktasinda 7,, (X)) icin bir

baska vektor uzayr s6z konusudur. Bu nedenle her biri i¢in bir yonlendirme soz

konusudur; Eger M nin her bir noktasindaki tanjant uzaylarda yonlendirme ayni1 ise M

manifolduna uygun yonlendirilmis manifold aksi halde ise M manifolduna uygun

yonlendirilmemis manifold denir.

Diger bir ifade ile uygun yonlendirilmis bir M manifoldu i¢in diyebiliriz ki her bir

fWcE"—>sMcCE"

koordinat sisteminde a,b €W igin

I:f*(el )reees Jo(e a)] = Hy

ile

[f*(e1 |))ser fo(e, |b)] = Hiw

aynidir.

M {izerinde uygun bir yon tanimlanmis iken bir

4.1.1)

(4.1.2)



F-M—M

fonksiyonu VX € M igin

0 0 0 0
F.(—),... F.(— =|— vy ——
[ (6x1 |X) (6xk |X)} [&cl ‘F(X) ox,

. } (4.1.3)

ise F' doniisiimiine yonii koruyordur denir. Bu demekdir ki F doniistimi 7, (X)
deki bir sag sistemi (sol sistemi) 7, (F(X))deki bir diger sag sisteme (sol sisteme)

dontistiirtr.
Eger F' yonii koruyan cinsden degil ise o zaman det7 = —1 olacak sekilde bir
T:Ef——E"
lineer doniistimii ile elde edilen
FoT:M——>M

doniistimii yoni korur. Demek oluyor ki M nin her noktasinda daima yonii koruyan bir

koordinat sistemi diisiiniilebilir (Hacisalihoglu 2004) .

Tamm 4.1.2. Uzerinde uygun bir yon secilebilen M manifolduna yonlendirilebilir
manifold veya yonlenebilir manifold denir. Bdyle bir manifold iizerinde secilmis olan

ozel bir u yonlne M manifoldu ilizerinde g yonii denir. (M,u) ikilisine de

yonlendirilmis manifold denir (Hacisalihoglu 2004) .



Tamm 4.1.3. Eger M bir k-boyutlu ve smirli manifold ise X € OM noktasindaki
T},,(X) tanjant uzay1 (k-1)-boyutludur. Yani 7,,(X) tanjant uzaymin (k-1)-boyutlu alt
uzayidir. Dolayisiyla 7,,(X) de T,,(X) alt uzayma dik olan iki tane birim vektor

vardir. Bu iki vektor ayn1 dogrultuda fakat zit yonliidiir.

M Tizerinde bir koordinat sistemi
fWcE'"—>sMcCE"

ve W E* ve f(0)=X eM ise bu iki vektdrden sadece biri v, negatif olacak sekilde
f- (v|0) dir. Bu birim vektére M nin X noktasindaki dis birim normali denir ve

n(X) ile gosterilir. Bu tanimin f* koordinat sisteminin se¢ilisinden bagimsiz oldugunu

gostermek kolaydir.

k-boyutlu ve sinirli bir manifold M ve M {izerindeki yonlerden biri g olsun. Bir

X € OM noktasinda

Vilyses Vi | €T, (X) vektorlerini dyle segelim ki

[I’I(X), Vi

X""’vk—l|Xj|:ﬂX

olsun. Eger ayn1 zamanda

[”(X)a W

X""’Wk—l|X:|:IuX

ise {v

X,...,V,H|X} ve {w X,...,wk71|X} bazlar1 T}, (X) i¢in ayni yonlidirler

diyecegiz ve bu yonii (Ou), ile gosterecegiz.



M yonlendirilmis oldugundan X € oM igin (Ou), yoOnlerinin uygun yonlendirmeler
olduklart agiktir. Demek oluyor ki M yonlendirilmis ise OM de yonlendirilmis olur ve
M dekibir g yonii OM deki bir du yoniinii belirtir, bu ou yoniine indirgenmis yon

denir.

Eger E" de M yonlendirilmis bir (n-1)-manifold ise M i¢in dis birim normal vektoriin
secilisi M nin bir smir (yani n-boyutlu bir baska manifoldun sinir1) olmasini

gerektirmez. Eger

v

X:IZIUX

xoees Yy

ise n(X) vektorini 7, (X) de 7),(X) e dik bir birim vektor olarak dyle segebilir ki

[”(X)avl

<]

xoes Vi

T, (X) deki adi y6n olur. Bu durumda gene n(X) vektoriine M nin g ile belirtilmig

olan, dis birim normali denir. n(X) birim vektorleri M iizerinde noktadan noktaya

siirekli olarak degisirler. Tersine, M nin biitiin noktalar1 iizerinde, siirekli degisen

n(X) birim vektorlerinin bir ailesi tanimlanmis ise n(X) ile M iizerinde bir yon

belirtilebilir (Hacisalihoglu 2004) .
4.2. Kontak Manifoldlarda Yonlendirme

Teorem 4.2.1. (2n+1)-boyutlu kontak manifold M olmak iizere n sayis1 ¢ift ise M
kontak manifoldu yonlendirilebilir bir manifolddur (Blair 1976, Yano ve Kon 1984) .

Teorem 4.2.2. (2n+1)-boyutlu M Riemann manifoldu (¢,&,7) hemen hemen kontak
yapisi ile birlikte verilsin bu durumda (M,o,&,17) hemen hemen kontak manifoldu

yonlendirilebilirdir (Yano ve Kon 1984) .



Ornek 4.2.1. [ **' de

n= dz—iyidxi

i=1
kontak formu verilsin. Burada (x',)',z) kartezyen koordinatlar olmak {izere

karakteristik vektor alant & = 82 olmak tizere
4

seklinde verildiginde [ ***' y&nlendirilebilirdir.
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