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GENELLEŞTİRMELER
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İkinci bölümde tezde gerekli olan temel tanımlara, teoremlere ve bazıözelliklere yer ver-
ilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, Fibonacci ve Lucas eliptik kuaterniyon dizileri tanımlanarak, bu diziler
için Binet formülleri, üreteç fonksiyonları, Vajda özdeşliği, Honsberger özdeşliği ve toplam
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1. GİRİŞ

İkinci dereceden bir fark denklemi olan doğal büyüme ve geli̧smenin matematiksel

formülasyonu için başlangıç teşkil eden Fibonacci ve Lucas dizileri matematik, bil-

gisayar bilimi, fizik, kimya, biyoloji, sosyoloji gibi birçok bilim dalında uygulama

alanına sahiptir. Dolayısıyla bu dizilerin genelleştirilmeleri üzerine yapılan çalı̧s-

malar her branştaki bilim insanlarıtarafından oldukça ilgi görmektedir.

Diğer taraftan, Hamilton tarafından 1843 yılında kompleks sayılarıgenelleştirmek

amacı ile keşfedilen kuaterniyonlar matematik, fizik, astronomi ve bilgisayar bil-

imi gibi birçok bilim dalında uygulama alanına sahiptir. Özellikle kuantum fiziği,

diferensiyel geometri, kinematik, görüntü i̧sleme, sinyalizasyon, kodlama, bilgisayar

grafikleri, animasyon oluşturma ve katıcisim hareketlerinin incelenmesi gibi uygu-

lama alanlarına sahip olan kuaterniyonlar üzerinde yapılan araştırmalar birçok bilim

adamıtarafından ilgi görmektedir (Hamilton 1843, Özdemir ve Ergin 2006).

Kuaterniyonların en önemli uygulama alanlarından biri kinematikte katıcisim hareket-

lerinin incelenmesinde rol oynamasıdır. Daha açık bir deyi̧s ile 3-boyutlu Öklid uza-

yındaki dönmematrisleri, birim kuaterniyonlar ile ifade edilebilmektedir (Vicci 2001).

Geometride birçok uygulama alanına sahip olan split kuaterniyonların en önemli

özelliği ise 3-boyutlu Lorentz uzayındaki dönme matrislerinin birim timelike split

kuaterniyonlar ile ifade edilebilmesidir.

3-boyutlu Öklid uzayıve Lorentz uzaylarındaki dönmeler x2 + y2 + z2 = r2 küresi

veya −x2 + y2 + z2 = ±r2 hiperboloidi üzerinde meydana geldiğinden bu dönme

matrisleri küresel ve hiperbolik hareketlerin incelenmesinde önemli bir rol oynar.

Fakat yaşadı̆gımız evrende çoğunlukla eliptik şekillere rastlanıldı̆gından ve özellikle

gezegenler eliptik yörüngelere sahip olduğundan elipsoid üzerindeki bir hareketi yo-

rumlamak oldukça önemlidir. 2016 yılında Özdemir, a1x
2 +a2y

2 +a3z
2 = 1 elipsoidi

üzerindeki eliptik dönme matrislerini elde etmek amacı ile eliptik kuaterniyonları

tanımlamı̧stır. Böylece verilen bir elipsoid için dönmeler birim eliptik kuaterniyon-

lar ile ifade edilebilmi̧stir (Özdemir 2016). Benzer şekilde −a1x
2 +a2y

2 +a3z
2 = ±1

hiperboloidi üzerindeki hiperbolik dönme matrislerini tanımlamak amacıyla hiper-
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bolik split kuaterniyonlar tanımlanmı̧stır ve böylece verilen bir hiperboloid için dön-

meler birim timelike hiperbolik split kuaterniyonlar ile ifade edilebilmi̧stir

(Şimşek ve Özdemir 2016).

Bu tezde ilk olarak, bileşenleri Fibonacci ve Lucas sayılarından oluşan Fibonacci ve

Lucas eliptik kuaterniyon dizileri tanımlanarak bu kuaterniyon dizileri için rekürans

bağıntıları, üreteç fonksiyonlarıve Binet formülleri elde edilecektir. Binet formülü

yardımıyla bu kuaterniyon dizileri için Vajda, Catalan, Cassini, d’Ocagne, Hons-

berger özdeşlikler ve bazıtoplam formülleri elde edilecektir. Daha sonra Fibonacci

ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizileri tanımlanarak bu dizilerin özellikleri

incelenecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ilk olarak reel kuaterniyonlar, eliptik kuaterniyonlar, split kuaterniyon-

lar ve hiperbolik split kuaterniyonların tanımlarıverilecektir. Daha sonra Fibonacci

ve Lucas dizileri, Fibonacci ve Lucas kuaterniyon dizileri, Fibonacci ve Lucas split

kuaterniyon dizileri hakkında ön bilgilere yer verilecektir.

2.1 Reel Kuaterniyonlar

Tanım 2.1 Baz elemanları{1, i, j, k}

i2 = j2 = k2 = ijk = −1 (2.1)

çarpım kuralınısağlamak üzere reel kuaterniyonlar kümesi

H = {q = q1 + q2i+ q3j + q4k | q1, q2, q3, q4 ∈ R}

şeklinde tanımlanır (Hamilton 1843).

Çizelge 2.1’den görüldüğü üzere reel kuaterniyonlar kümesi çarpma i̧slemine göre

deği̧sme özelliğine sahip olmayan bir cebirdir.

Çizelge 2.1 Reel kuaterniyon çarpım tablosu

1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k −1 i

k k j −i −1

Daha açık bir şekilde p ve q kuaterniyonlarının çarpımı

pq = p1q1 − p2q2 − p3q3 − p4q4

(p1q2 + p2q1 − p4q3 + p3q4) i

(p1q3 + p3q1 − p2q4 + p4q2) j

(p1q4 + p4q1 − p3q4 + p2q3) k

3



şeklindedir.

p = p1 + p2i+ p3j + p4k ve q = q1 + q2i+ q3j + q4k reel kuaterniyonlarının toplamı

ve farkı

p± q = (p1 ± q1) + (p2 ± q2) i+ (p3 ± q3) j + (p4 ± q4) k,

p kuaterniyonunun c ∈ R skaleri ile çarpımı

cp = cp1 + cp2i+ cp3j + cp4k,

olarak tanımlanır.

p kuaterniyonunun skaler ve vektörel kısmısırasıyla

Sp = p1,

Vp = p2i+ p3j + p4k

olarak gösterildiğinde, Sp = 0 ise p kuaterniyonuna has kuaterniyon denir.

p reel kuaterniyonunun normu

N(p) :=
√
pp̄ =

√
p2

1 + p2
2 + p2

3 + p2
4

olarak tanımlanır. Burada p kuaterniyonunun eşleniği p̄ ile gösterilir ve p̄ := p1 −

p2i− p3j − p4k şeklinde tanımlanır.

N(p) 6= 0 olmak üzere

p0 =
p

N(p)

eşitliğine birim kuaterniyon denir. Her birim kuaterniyon üç boyutlu öklid uzayın-

daki bir dönmeye kaŗsılık gelir ve reel kuaterniyonlar yardımıyla dönmeler incelenir

(Özdemir 2020).

2.2 Eliptik Kuaterniyonlar

Reel kuaterniyonlar üzerinde bir genelleştirme yapılarak küre yerine elipsoid üz-

erindeki dönme hareketlerini incelemek mümkündür. Özdemir (Özdemir 2020) her

elipsoid için uygun bir kuaterniyon tanımlanabildiğini göstermi̧stir. Bu kuaterniy-

onlar eliptik kuaterniyonlar olarak adlandırılacaktır.
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Tanım 2.2 R3 uzayında a1, a2, a3 ∈ R+ olmak üzere

a1x
2 + a2y

2 + a3z
2 = 1 (2.2)

elipsoidine kaŗsılık gelen eliptik kuaterniyonlar kümesi

Ha1,a2,a3 =
{
q1 + q2ie + q3je + q4ke | i2e = −a1, j

2
e = −a2, ke = −a3, iejeke = −∆

}
(2.3)

şeklinde tanımlanır. Burada ∆ :=
√
a1a2a3 dır (Özdemir 2016, Özdemir 2020).

Eliptik kuaterniyonlar kümesi birleşme özelliğine sahip fakat deği̧sme özelliğine sahip

değildir. Özel olarak a1 = a2 = a3 = 1 olarak alındı̆gında Ha1,a2,a3 kümesi reel

kuaterniyonlar kümesini vermektedir.

Ha1,a2,a3 kümesinde ie, je, ke birimlerinin sağlamı̧s olduğu çarpım kuralıeliptik ku-

aterniyon çarpımıolarak adlandırılır ve bu çarpım kuralıÇizelge 2.2’de verilmi̧stir.

Çizelge 2.2 Eliptik kuaterniyon çarpım tablosu

1 ie je ke

1 1 ie je ke

ie ie −a1
∆
a3
ke −∆

a2
je

je je −∆
a3
ke −a2

∆
a1
ie

ke ke
∆
a2
je −∆

a1
ie −a3

Daha açık bir şekilde p ve q eliptik kuaterniyonlarının çarpımı

pq = p1q1 − a1p2q2 − a2p3q3 − a3p4q4

+

(
p1q2 + p2q1 +

∆

a1

p3q4 −
∆

a1

p4q3

)
ie

+

(
p1q3 + p3q1 +

∆

a2

p4q2 −
∆

a2

p2q4

)
je

+

(
p1q4 + p4q1 +

∆

a3

p2q3 −
∆

a3

p3q2

)
ke.

şeklindedir.

Reel kuaterniyonlara benzer şekilde p eliptik kuaterniyonunun skaler kısmısıfır ise

p kuaterniyonuna has eliptik kuaterniyon denir.

p eliptik kuaterniyon olmak üzere normu
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Ne(p) :=
√
pp̄ =

√
p2

1 + a1p2
2 + a2p2

3 + a3p2
4

olarak tanımlanır. Burada p kuaterniyonunun eşleniği p1 − p2ie − p3je − p4ke şek-

lindedir.

2.3 Split Kuaterniyonlar

Split kuaterniyonlar, 1849 yılında James Cockle tarafından tanımlanmı̧stır (Cockle 1849).

Split kuaterniyonlar için coquaternionlar, para-kuaterniyon, anti-kuaterniyon ve

pseudo(yarı)-kuaterniyon terimleri de kullanılmaktadır. Split kuaterniyonlar kul-

lanılarak Lorentz uzayındaki dönmeleri incelemek mümkündür (Kula ve Yaylı2007,

Özdemir 2007)

Tanım 2.3 Baz elemanları{1, i, j, k}

i2 = −1, j2 = k2 = ijk = 1 (2.4)

çarpım kuralınısağlamak üzere split kuaterniyonlar kümesi

Ĥ = {q = q1 + q2i+ q3j + q4k | q1, q2, q3, q4 ∈ R}

şeklinde tanımlanır (Cockle 1849).

Çizelge 2.3’den görüldüğü üzere split kuaterniyonlar kümesi çarpma i̧slemine göre

deği̧sme özelliğine sahip değildir.

Çizelge 2.3 Split kuaterniyon çarpım tablosu

1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k 1 −i

k k j i 1

p = p1 + p2i+ p3j + p4k ve q = q1 + q2i+ q3j + q4k split kuaterniyonların toplamı

ve farkı

p± q = (p1 ± q1) + (p2 ± q2) i+ (p3 ± q3) j + (p4 ± q4)k,
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p split kuateniyonunun c ∈ R skaleri ile çarpımı

cp = cp1 + cp2i+ cp3j + cp4k,

şeklindedir. p ve q split kuaterniyonlarının çarpımı

pq = p1q1 − p2q2 − p3q3 − p4q4

(p1q2 + p2q1 + p4q3 − p3q4) i

(p1q3 + p3q1 − p2q4 + p4q2) j

(p1q4 + p4q1 − p3q4 + p2q3)k

şeklindedir.

p split kuaterniyonunun skaler ve vektörel kısmısırasıyla

Sp = p1,

Vp = p2i+ p3j + p4k

olarak gösterildiğinde, Sp = 0 ise p kuaterniyonuna has split kuaterniyon denir.

p split kuaterniyonunun normu

Ns(p) :=
√
pp̄ =

√
p2

1 + p2
2 − p2

3 − p2
4

şeklindedir. Burada p kuaterniyonunun eşleniği p2
1 +p2

2−p2
3−p2

4 şeklindedir. Normu

1 olan split kuaterniyona birim split kuaterniyon denir.

Split kuaterniyonlarda,

Ip := pp̄ = p̄p = p2
1 + p2

2 − p2
3 − p2

4

eşitliği göz önüne alındı̆gında

Ip > 0 ise p’ye timelike split kuaterniyon

Ip < 0 ise p’ye spacelike split kuaterniyon

Ip = 0 ise p’ye lightlike split kuaterniyon

sınıflandırılmasıyapılabilir (Özdemir 2007).
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2.4 Hiperbolik Split Kuaterniyonlar

Split kuaterniyonlar üzerinde bir genelleştirme yapılarak birim hiperboloidler yer-

ine herhangi bir hiperboloid üzerideki dönme hareketlerini incelemek mümkündür.

Şimşek ve Özdemir (Şimşek ve Özdemir 2016) her hiperboloid için uygun bir split

kuaterniyon tanımlanabildiğini göstermi̧slerdir. Bu kuaterniyonlar hiperboloik split

kuaterniyonlar olarak adlandırılacaktır.

Tanım 2.4 R3 uzayında a1, a2, a3 ∈ R+ olmak üzere

−a1x
2 + a2y

2 + a3z
2 = ±1 (2.5)

hiperboloidine kaŗsılık gelen hiperbolik split kuaterniyonlar kümesi

Ĥa1,a2,a3 =
{
q1 + q2ih + q3jh + q4kh | i2h = −a1, j

2
h = a2, k

2
h = a3, ihjhkh = ∆

}
(2.6)

şeklinde tanımlanır. Burada ∆ =
√
a1a2a3 dır (Şimşek ve Özdemir 2016).

Hiperbolik split kuaterniyonlar kümesi birleşme özelliğine sahip fakat deği̧sme özel-

liğine sahip olmayan bir cebirdir. Özel olarak a1 = a2 = a3 = 1 olarak alındı̆gında

Ĥa1,a2,a3 kümesi split kuaterniyonlar Ĥ kümesini vermektedir.

Ĥa1,a2,a3 kümesinde ih, jh, kh birimlerinin sağlamı̧s olduğu çarpım kuralıhiperbolik

split kuaterniyon çarpımıolarak adlandırılır ve bu çarpım kuralıÇizelge 2.4’de daha

açık bir şekilde verilmi̧stir.

Çizelge 2.4 Hiperbolik split kuaterniyon çarpım tablosu

1 ih jh kh

1 1 ih jh kh

ih ih −a1
∆
a3
kh −∆

a2
jh

jh jh −∆
a3
kh a2 −∆

a1
ih

kh kh
∆
a2
jh

∆
a1
ih a3

p = p1 +p2ih+p3jh+p4kh ve q = q1 + q2ih+ q3jh+ q4kh hiperbolik split kuaterniyon

olmak üzere, bu iki hiperbolik split kuaterniyonun toplamıve farkı

p± q = (p1 ± q1) + (p2 ± q2) ih + (p3 ± q3) jh + (p4 ± q4) kh

dır.

8



p hiperbolik split kuaterniyonunun c ∈ R skaleri ile çarpımı

cp = cp1 + cp2ih + cp3jh + cp4kh

şeklindedir. p ve q hiperbolik split kuaterniyonlarının çarpımı

pq = p1q1 − a1p2q2 − a2p3q3 − a3p4q4

+

(
p1q2 + p2q1 −

∆

a1

p3q4 +
∆

a1

p4q3

)
ih

+

(
p1q3 + p3q1 +

∆

a2

p4q2 −
∆

a2

p2q4

)
jh

+

(
p1q4 + p4q1 +

∆

a3

p2q3 −
∆

a3

p3q2

)
kh.

şeklindedir.

p hiperbolik split kuaterniyonunun skaler kısmıve vektörel kısmısırasıyla,

Sp = p1,

Vp = p2ih + p3jh + p4kh

olarak tanımlanır. Eğer Sp = 0 ise p kuaterniyonuna has hiperbolik split kuaterniyon

denir.

p hiperbolik split kuaterniyonunun eşleniği p1 − p2ih − p3jh − p4kh olmak üzere p

hiperbolik split kuaterniyonunun normu

Nh(p) :=
√
pp̄ =

√
p2

1 + a1p2
2 − a2p2

3 − a3p2
4

olarak tanımlanır.

Hiperbolik split kuaterniyonlarda

Jp := pp̄ = p̄p = p2
1 + p2

2 − p2
3 − p2

4

eşitliği göz önüne alındı̆gında

Jp > 0 ise p’ye timelike hiperbolik split kuaterniyon

Jp < 0 ise p’ye spacelike hiperbolik split kuaterniyon

Jp = 0 ise p’ye lightlike hiperbolik split kuaterniyon

sınıflandırmasıyapılabilir (Özdemir 2007).

9



2.5 Fibonacci ve Lucas Dizileri

Bu bölümde Fibonacci ve Lucas dizileri için verilen tanım ve özellikler (Vajda 1989)

ve (Koshy 2001) kaynaklarından alınmı̧stır.

Tanım 2.5 (Fibonaci dizisi) : Başlangıç koşullarıF0 = 0 ve F1 = 1 olmak üzere,

Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2

rekürans bağıntısınısağlayan {Fn} dizisine Fibonacci dizisi denir.

Negatif indisli Fibonacci sayıları

F−n = (−1)n+1Fn

eşitliği ile tanımlanır. Çizelge 2.5’de Fn ve F−n için ilk 10 terim verilmi̧stir.

Çizelge 2.5 Fn ve negatif indisli Fn için ilk 10 terim

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34

F−n 0 1 −1 2 −3 5 −8 13 −21 34

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi,

x2 − x− 1 = 0

olarak elde edilir. Bu karakteristik denklemin kökleri,

ς =
1 +
√

5

2
ve κ =

1−
√

5

2

dir.

Buradan kökler arasındaki ili̧ski

ς + κ = 1

ς − κ =
√

5

ςκ = −1

şeklindedir. Ayrıca

ςn = ςFn + Fn−1 (2.7)

κn = κFn + Fn−1

10



eşitlikleri sağlanır.

(2.7)’deki eşitlikler kullanılarak {Fn} dizisinin genel terimi için

Fn =
ςn − κn
ς − κ (2.8)

eşitliği elde edilir. Bu formülü ilk olarak Fransız matematikçi Binet 1843 yılında

bulmuştur. Bu sebeple literatürde Binet formülü şeklinde adlandırılmaktadır.

Fibonaci dizisinin üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

Fnx
n =

x

1− x− x2

şeklindedir.

Tanım 2.6 (Lucas dizisi) : Başlangıç koşullarıL0 = 2 ve L1 = 1 olmak üzere,

Ln = Ln−1 + Ln−2, n ≥ 2

rekürans bağıntısınısağlayan {Ln} dizisine Lucas dizisi denir.

Negatif indisli Lucas sayıları,

L−n = (−1)n Ln

eşitliği ile tanımlanır. Çizelge 2.6’da Ln ve L−n için ilk 10 terim verilmi̧stir.

Çizelge 2.6 Ln ve negatif indisli Ln için ilk 10 terim

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ln 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76

L−n 2 −1 3 −4 7 −11 18 −29 47 −76

Lucas dizisi için Binet formülü

Ln = ςn + κn (2.9)

şeklinde ifade edilir.

Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

Lnx
n =

2− x
1− x− x2

şeklindedir.
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Fibonacci ve Lucas dizileri için bazıteoremler ve sonuçlar verilecektir.

Teorem 2.1 (Vajda Özdeşliği) n, r ve s negatif olmayan tamsayılar olmak üzere

Fn+rFn+s − FnFn+r+s = (−1)nFrFs

özdeşliği sağlanır.

Teorem 2.1’de r, s→ m ve n→ n−m olarak alınırsa, aşağıdaki özdeşlik elde edilir.

Sonuç 2.1 (Catalan Özdeşliği) n ile m negatif olmayan tamsayılar ve n ≥ m

olmak üzere

F 2
n − Fn−mFn+m = (−1)n−mF 2

m

özdeşliği sağlanır.

Sonuç 2.1’de m = 1 olarak alındı̆gında, aşağıdaki özdeşlik elde edilir.

Sonuç 2.2 (Cassini Özdeşliği) n negatif olmayan tamsayıolmak üzere

F 2
n − Fn−1Fn+1 = (−1)n

özdeşliği sağlanır.

Teorem 2.1’de s = m− n ve r = 1 olarak alındı̆gında aşağıdaki özdeşlik elde edilir.

Sonuç 2.3 (d’Ocagne Özdeşliği) m ve n negatif olmayan tamsayılar ve m ≥ n

olmak üzere

Fn+1Fm − FnFm+1 = (−1)nFm−n

özdeşliği sağlanır.

Teorem 2.2 (Honsberger Özdeşliği) n ve m pozitif tamsayılar olmak üzere

Fm−1Fn + FmFn+1 = Fm+n

özdeşliği sağlanır.
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2.6 Fibonacci ve Lucas Kuaterniyon Dizileri

Fibonacci kuaterniyon dizisi ilk olarak Horadam (Horadam 1963) tarafından tanım-

lanmı̧stır. Daha sonra Halıcı(Halıcı2012) tarafından Fibonaccci ve Lucas kuater-

niyonları için Binet formülleri yardımıyla Cassini özdeşliği, toplam formülleri gibi

özelliklerin elde edilmesiyle bu diziler tekrar güncel çalı̧sma alanına girmi̧stir. Son

yıllarda bileşenleri özel tamsayıdizilerinin terimlerinden oluşan kuaterniyon dizileri

üzerine yapılan çalı̧smalar büyük bir hız kazanmı̧stır. Tan vd. Fibonacci ve Lucas

kuaterniyon dizilerinin bir genelleştirmesi olan iki periyodik Fibonacci ve Lucas ku-

aterniyon dizilerini tanımlamı̧slardır (Tan vd. 2016a, Tan vd. 2016b). Tan ve Leung

Fibonacci ve Lucas dizileri için matris metodu kullanarak bu dizilerin özelliklerini

elde etmi̧slerdir (Tan ve Leung 2020). Bu bölümde Fibonacci ve Lucas kuaterniyon

dizileri için temel tanım ve teoremler verilecektir.

Tanım 2.7 n ≥ 0 olmak üzere

Qn = Fn + Fn+1i+ Fn+2j + Fn+3k

bağıntısıile tanımlanan {Qn} dizisine Fibonacci kuaterniyon dizisi denir (Horadam 1963).

Tanım 2.8 n ≥ 0 olmak üzere

Kn = Ln + Ln+1i+ Ln+2j + Ln+3k

bağıntısıile tanımlanan {Kn} dizisine Lucas kuaterniyon dizisi denir (Horadam 1963).

Qn ve Qm Fibonacci kuaterniyonlar toplamıve farkı

Qn ±Qm = (Fn ± Fm) + (Fn+1 ± Fm+1) i+ (Fn+2 ± Fm+2) j + (Fn+3 ± Fm+3) k

Qn Fibonacci kuaterniyonunun c ∈ R skaleri ile çarpımı

cQn = cFn + (cFn+1) i+ (cFn+2) j + (cFn+3) k
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olarak tanımlanır. Qn ve Qm Fibonacci kuaterniyonlar çarpımı

QnQm = (Fn + Fn+1i+ Fn+2j + Fn+3k) (Fm + Fm+1i+ Fm+2j + Fm+3k)

= FnFm − Fn+1Fm+1 − Fn+2Fm+2 − Fn+3Fm+3

+ (FnFm+1 + Fn+1Fm + Fn+2Fm+3 − Fn+3Fm+2) i

+ (FnFm+2 + Fn+2Fm + Fn+3Fm+1 − Fn+1Fm+3) j

+ (FnFm+3 + Fn+3Fm + Fn+1Fm+2 − Fn+2Fm+1) k

şeklindedir.

Qn Fibonacci kuaterniyonunun normu

Qn = Fn − Fn+1i− Fn+2j − Fn+3k

olmak üzere

N (Qn) :=

√
QnQn =

√
F 2
n + F 2

n+1 + F 2
n+2 + F 2

n+3

şeklindedir.

Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarıiçin Binet formülü n ≥ 0 olmak üzere

Qn =
ςnς − κnκ
ς − κ , Kn = ςnς + κnκ

şeklindedir. Burada ς = 1+ςi+ς2j+ς3k ve κ = 1+κi+κ2j+κ3k dir (Halıcı2012).

2.7 Fibonacci ve Lucas Split Kuaterniyon Dizileri

Fibonacci ve Lucas split kuaterniyon dizileri Akyiğit vd. (Akyiğit vd. 2013) tarafın-

dan tanımlanmı̧stır.

Tanım 2.9 n ≥ 0 olmak üzere

ĤQn = Fn + Fn+1i+ Fn+2j + Fn+3k

bağıntısınısağlayan
{
ĤQn

}
dizisine Fibonacci split kuaterniyon dizisi denir (Akyiğit vd. 2013).

Tanım 2.10 n ≥ 0 olmak üzere

ĤKn = Ln + Ln+1i+ Ln+2j + Ln+3k

bağıntısınısağlayan
{
ĤKn

}
dizisine Lucas split kuaterniyon dizisi denir (Akyiğit vd. 2013).
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ĤQn ve ĤQm split kuaterniyonlarının toplamıve farkı

ĤQn ± ĤQm = (Fn ± Fm) + (Fn+1 ± Fm+1) i+ (Fn+2 ± Fm+2) j + (Fn+3 ± Fm+3)k

dır.

ĤQn split kuaterniyonunun c ∈ R skaleri ile çarpımı

cĤQn = cFn + (cFn+1) i+ (cFn+2) j + (cFn+3)k

olarak tanımlanır. ĤQn ve ĤQm split kuaterniyonlarının çarpımı

ĤQnĤQm = (Fn + Fn+1i+ Fn+2j + Fn+3k) (Fm + Fm+1i+ Fm+2j + Fm+3k)

= FnFm − Fn+1Fm+1 + Fn+2Fm+2 + Fn+3Fm+3

+ (FnFm+1 + Fn+1Fm − Fn+2Fm+3 + Fn+3Fm+2) i

+ (FnFm+2 + Fn+2Fm + Fn+3Fm+1 − Fn+1Fm+3) j

+ (FnFm+3 + Fn+3Fm + Fn+1Fm+2 − Fn+2Fm+1)k

şeklindedir.

Fibonacci split kuaterniyon normu

ĤQn = Fn − Fn+1i− Fn+2j − Fn+3k

olmak üzere

N
(
ĤQn

)
:=

√
ĤQnĤQn =

√
F 2
n + F 2

n+1 − F 2
n+2 − F 2

n+3

şeklinde tanımlanır (Akyiğit vd. 2013).
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3. FİBONACCİ VE LUCAS ELİPTİK KUATERNİYON DİZİLERİ

Bu bölümde bileşenleri Fibonacci ve Lucas sayılarından oluşan yeni bir eliptik ku-

aterniyon dizisi tanımlanacak ve bazıözellikleri incelecektir. Bu bölümde elde edilen

sonuçlar Tan vd. (Tan vd. 2024) tarafından elde edilmi̧stir.

Tanım 3.1 n ≥ 0 olmak üzere

QE,n = Fn + Fn+1ie + Fn+2je + Fn+3ke

bağıntısınısağlayan {QE,n} dizisine Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisi denir.

Bu dizinin ilk iki terimi

QE,0 = ie + je + 2ke, QE,1 = 1 + ie + 2je + 3ke

şeklindedir.

Tanım 3.2 n ≥ 0 olmak üzere

KE,n = Ln + Ln+1ie + Ln+2je + Ln+3ke

bağıntısınısağlayan {KE,n} dizisine Lucas eliptik kuaterniyon dizisi denir.

Bu dizinin ilk iki terimi

KE,0 = 2 + ie + 3je + 4ke, KE,1 = 1 + 3ie + 4je + 7ke

şeklindedir.

Burada ie, je, ke birimleri eliptik kuaterniyon çarpım kuralınısağlamaktadır.

QE,n ve QE,m Fibonacci eliptik kuaterniyonlarının toplamıve farkı

QE,n±QE,m = (Fn ± Fm) + (Fn+1 ± Fm+1) ie+ (Fn+2 ± Fm+2) je+ (Fn+3 ± Fm+3) ke

şeklindedir.

QE,n Fibonacci kuaterniyonunun c ∈ R skaleri ile çarpımı

cQE,n = cFn + (cFn+1) ie + (cFn+2) je + (cFn+3) ke

şeklindedir.
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QE,n ve QE,m Fibonacci eliptik kuaterniyonlarının çarpımı

QE,nQE,m = (Fn + Fn+1ie + Fn+2je + Fn+3ke) (Fm + Fm+1ie + Fm+2je + Fm+3ke)

= FnFm − a1Fn+1Fm+1 − a2Fn+2Fm+2 − a3Fn+3Fm+3

+

(
FnFm+1 + Fn+1Fm +

∆

a1

Fn+2Fm+3 −
∆

a1

Fn+3Fm+2

)
ie

+

(
FnFm+2 + Fn+2Fm +

∆

a2

Fn+3Fm+1 −
∆

a2

Fn+1Fm+3

)
je

+

(
FnFm+3 + Fn+3Fm +

∆

a3

Fn+1Fm+2 −
∆

a3

Fn+2Fm+1

)
ke

şeklindedir. Ayrıca Fibonacci eliptik kuaterniyonlarının çarpımının matris gösterimi

QE,nQE,m=


Fn −a1Fn+1 −a2Fn+2 −a3Fn+3

Fn+1 Fn −∆
a1
Fn+3

∆
a1
Fn+2

Fn+2
∆
a2
Fn+3 Fn −∆

a2
Fn+1

Fn+3 −∆
a3
Fn+2

∆
a3
Fn+1 Fn




Fm

Fm+1

Fm+2

Fm+3


şeklindedir.

Fibonacci eliptik kuaterniyonun normu

QE,n = Fn − Fn+1ie − Fn+2je − Fn+3ke

olmak üzere

N (QE,n) :=

√
QE,nQE,n =

√
F 2
n + a1F 2

n+1 + a2F 2
n+2 + a3F 2

n+3

şeklinde tanımlanır.

Teorem 3.1 Fibonacci eliptik kuaterniyonlar

QE,n = QE,n−1 +QE,n−2, n ≥ 2

rekürans bağıntısınısağlar.

İspat. Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin tanımından

QE,n−1 +QE,n−2 = Fn−1 + Fnie + Fn+1je + Fn+2ke + Fn−2 + Fn−1ie + Fnje + Fn+1ke

= (Fn−1 + Fn−2) + (Fn + Fn−1) ie + (Fn+1 + Fn) je + (Fn+2 + Fn+1) ke

= Fn + Fn+1ie + Fn+2je + Fn+3ke

= QE,n

elde edilir.
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Teorem 3.2 {QE,n} dizisinin ve {KE,n} dizisinin üreteç fonksiyonlarısırasıyla

G(x) =
ie + je + 2ke + (1 + je + ke)x

1− x− x2
(3.1)

ve

H(x) =
2 + ie + 3je + 4ke + (−1 + 2ie + je + 3ke)x

1− x− x2
(3.2)

şeklindedir.

İspat. {QE,n} dizisinin üreteç fonksiyonu G(x) olmak üzere G(x) =
∞∑
n=0

QE,nx
n

formal kuvvet serisini göz önüne alalım.

(
1− x− x2

) ∞∑
n=0

QE,nx
n =

∞∑
n=0

QE,nx
n −

∞∑
n=0

QE,nx
n+1 −

∞∑
n=0

QE,nx
n+2

=

∞∑
n=0

QE,nx
n −

∞∑
n=1

QE,n−1x
n −

∞∑
n=2

QE,n−2x
n

= QE,0 + (QE,1 −QE,0)x+
∞∑
n≥2

(QE,n −QE,n−1 −QE,n−2)xn

elde edilir.

Teorem 3.1’den

G(x) =
QE,0 + (QE,1 −QE,0)x

1− x− x2

elde edilir. QE,0 ve QE,1 başlangıç koşullarınıyerine yazarak

G(x) =
ie + je + 2k + (1 + je + ke)x

1− x− x2

elde edilir.

{KE,n} dizisinin üreteç fonksiyonu H(x) olmak üzere H(x) =
∞∑
n=0

KE,nx
n göz önüne

alınarak benzer şekilde ispat yapılır.

Teorem 3.3 ς∗ := 1 + ςie + ς2je + ς3ke ve κ∗ := 1 +κie +κ2je +κ3ke olmak üzere

QE,n =
ς∗ςn − κ∗κn
ς − κ (3.3)

ve

KE,n = ς∗ςn + κ∗κn (3.4)

dir.
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İspat. Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin tanımıve Binet formülü kullanılarak

QE,n = Fn + Fn+1ie + Fn+2je + Fn+3ke

=
ςn − κn
ς − κ +

(
ςn+1 − κn+1

ς − κ

)
ie +

(
ςn+2 − κn+2

ς − κ

)
je +

(
ςn+3 − κn+3

ς − κ

)
ke

=
ςn (1 + ςi+ ς2je + ς3ke)

ς − κ − κ
n (1 + κi+ κ2je + κ3ke)

ς − κ

=
ς∗ςn − κ∗κn
ς − κ

elde edilir.

Benzer şekilde Lucas eliptik kuterniyon dizisinin tanımıve Binet formülü kullanılarak

KE,n = Ln + Ln+1ie + Ln+2je + Ln+3ke

= ςn + κn +
(
ςn+1 + κn+1

)
ie +

(
ςn+2 + κn+2

)
je +

(
ςn+3 + κn+3

)
ke

= ςn
(
1 + ςi+ ς2je + ς3ke

)
+ κn

(
1 + κi+ κ2je + κ3ke

)
= ςnς∗ + κnκ∗

elde edilir.

Teorem 3.4 Fibonacci ve Lucas eliptik kuaterniyon dizileri için üstel üreteç fonksiy-

onlarısırasıyla
∞∑
n=0

QE,n
xn

n!
=
ς∗eςx − κ∗eκx

ς − κ
ve

∞∑
n=0

KE,n
xn

n!
= ς∗eςx + κ∗eκx

şeklindedir.

İspat. Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formülü kullanılarak

∞∑
n=0

QE,n
xn

n!
=

∞∑
n=0

(
ς∗ςn − κ∗κn
ς − κ

)
xn

n!

=
ς∗

ς − κ

∞∑
n=0

(ςx)n

n!
− κ∗

ς − κ

∞∑
n=0

(κx)n

n!

=
ς∗eςx − κ∗eκx

ς − κ

elde edilir.
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Benzer şekilde Lucas eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formülü kullanılarak
∞∑
n=0

KE,n
xn

n!
=

∞∑
n=0

(ς∗ςn + κ∗κn)
xn

n!

= ς∗
∞∑
n=0

(ςx)n

n!
+ κ∗

∞∑
n=0

(κx)n

n!

= ς∗eςx + κ∗eκx

elde edilir.

Şimdi Fibonacci ve Lucas eliptik kuaterniyon dizilerinin bazıözelliklerini elde etmek

için yararlanacağımız aşağıdaki lemmayıverelim.

Lemma 3.1 ω := 1
a1
ie+ 1

a2
je− 1

a3
ke, t := 1−a1 +a2−a3, t1 := a1F1 +a2F3 +a3F5,

t2 := 1
2

(a1F2 + a2F4 + a3F6) olmak üzere aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

(i) ς∗κ∗ = KE,0 − t−∆
√

5ω,

(ii) κ∗ς∗ = KE,0 − t+ ∆
√

5ω,

(iii) (ς∗)2 = KE,0 − (1 + t1 + t2) +
√

5 (QE,0 − t2) ,

(iv) (κ∗)2 = KE,0 − (1 + t1 + t2)−
√

5 (QE,0 − t2) .

İspat. (i) ς∗ve κ∗ tanımından

ς∗κ∗ =
(
1 + ςie + ς2je + ς3ke

) (
1 + κie + κ2je + κ3ke

)
=

(
1− a1 (ςκ)− a2 (ςκ)2 − a3 (ςκ)3 +

(
κ + ς +

∆

a1

(
ς2κ3 − ς3κ2

))
ie

+

(
κ2 + ς2 +

∆

a2

(
ς3κ − ςκ3

))
je +

(
κ3 + ς3 +

∆

a3

(
ςκ2 − ς2κ

))
ke

)
elde edilir. Ardından gerekli i̧slemler yapıldıktan sonra

ς∗κ∗ = 1 + a1 − a2 + a3 +

(
1− ∆

a1

√
5

)
ie +

(
3− ∆

a2

√
5

)
je +

(
4 +

∆

a3

√
5

)
ke

= 1 + a1 − a2 + a3 +KE,0 − 2−∆
√

5ω

= KE,0 − t−∆
√

5ω

elde edilir.

(ii) ς∗ve κ∗ tanımından

κ∗ς∗ = (1 + κie + κ2je + κ3ke)
(
1 + ςie + ς2je + ς3ke

)
=

(
1− a1(κς)− a2(κς)2 − a3(κς)3 +

(
ς + κ +

∆

a1

(
κ2ς3 − κ3ς2

))
ie

+

(
ς2 + κ2 +

∆

a2

(
κ3ς − κς3

))
je +

(
ς3 + κ3 +

∆

a3

(
κς2 − κ2ς

))
ke

)
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elde edilir. Ardından gerekli i̧slemler yapıldıktan sonra

κ∗ς∗ = 1 + a1 − a2 + a3 +

(
1 +

∆

a1

√
5

)
ie +

(
3 +

∆

a2

√
5

)
je +

(
4− ∆

a3

√
5

)
ke

= 1 + a1 − a2 + a3 +KE,0 − 2 + ∆
√

5ω

= KE,0 − t+ ∆
√

5ω

elde edilir.

(iii) ς∗ tanımından

(ς∗)2 =
(
1 + ςie + ς2je + ς3ke

) (
1 + ςie + ς2je + ς3ke

)
= 1− a1ς

2 − a2ς
4 − a3ς

6 + (2ς) ie +
(
2ς2
)
je +

(
2ς3
)
ke

= 1− a1ς
2 − a2ς

4 − a3ς
6 + 2

(
1 +
√

5

2

)
ie + 2

(
3 +
√

5

2

)
je + 2

(
2 +
√

5
)
ke

= 1− a1ς
2 − a2ς

4 − a3ς
6 +KE,0 − 2 +

√
5QE,0

= KE,0 − (1 + t2 + t1) +
√

5 (QE,0 − t2)

elde edilir.

(iv) κ∗ tanımından

(κ∗)2 = (1 + κie + κ2je + κ3ke)(1 + κie + κ2je + κ3ke)

= 1− a1κ2 − a2κ4 − a3κ6 + (2κ)ie + (2κ2)je +
(
2κ3

)
ke

= 1− a1κ2 − a2κ4 − a3κ6 + 2(
1−
√

5

2
)ie + 2

(
3−
√

5

2

)
je + 2(2−

√
5)ke

= 1− a1κ2 − a2κ4 − a3κ6 +KE,0 − 2−
√

5QE,0

= KE,0 − (1 + t1 + t2)−
√

5(QE,0 − t2)

elde edilir

Lemma 3.1 kullanılarak aşağıdaki eşitlikler elde edilir.

Sonuç 3.1

(i) ς∗κ∗ + κ∗ς∗ = 2 (KE,0 − t)

(ii) ς∗κ∗ − κ∗ς∗ = −2∆
√

5ω

(iii) (ς∗)2 + (κ∗)2 = 2 (KE,0 − (1 + t1 + t2))

(iv) (ς∗)2 − (κ∗)2 = 2
√

5 (QE,0 − t2) .
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Şimdi Lemma 3.1 ve Teorem 3.3 yardımıyla Fibonacci eliptik kuaterniyon dizileri

için Vajda özdeşliği verilecektir.

Teorem 3.5 (Vajda Özdeşliği) n, r ve s negatif olmayan tamsayılar olmak üzere

QE,n+rQE,n+s −QE,nQE,n+r+s = (−1)n Fr [(KE,0 − t)Fs + ∆ωLs]

dir.

İspat. Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formülü kullanılarak

5 (QE,n+rQE,n+s −QE,nQE,n+r+s)

=
(
ςn+rς∗ − κn+rκ∗

) (
ςn+sς∗ − κn+sκ∗

)
− (ςnς∗ − κnκ∗)

(
ςn+r+sς∗ − κn+r+sκ∗

)
= ςnκn+r+s (ς∗κ∗) + κnςn+r+s (κ∗ς∗)− ςn+rκn+s (ς∗κ∗)− κn+rςn+s (κ∗ς∗)

= (ςκ)n κr+s (ς∗κ∗) + ςr+s (κ∗ς∗)− (ςκ)n ςrκs (ς∗κ∗) + κrςs (κ∗ς∗)

= (ςκ)n
((
κr+s − ςrκs

)
ς∗κ∗ +

(
ςr+s − κrςs

)
κ∗ς∗

)
= (ςκ)n (κr − ςr)κs (ς∗κ∗) + (ςr − κr) ςs (κ∗ς∗)

= (ςκ)n (ςr − κr) (ςs (κ∗ς∗)− κs (ς∗κ∗))

elde edilir. Lemma 3.1 (i)− (ii) yerine yazılarak

= (−1)n
(
Fr
√

5
(
ςs(KE,0 − tE + ∆

√
5ωE)− κs(KE,0 − tE −∆

√
5ωE)

))
= (−1)n (Fr

√
5((ςs − κs)(KE,0 − tE) + ∆

√
5ωE(ςs + κs)))

= (−1)n (Fr
√

5(Fs
√

5(KE,0 − t) + ∆
√

5ωLs))

= (−1)n Fr((KE,0 − t)Fs + ∆ωLs)

elde edilir.

Teorem 3.5’de r, s→ m ve n→ n−m olarak alındı̆gında, aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.2 (Catalan Özdeşliği) n ve s negatif olmayn tamsayılar ve n ≥ m olmak

üzere

Q2
E,n −QE,n−mQE,n+m = (−1)n−m Fm ((KE,0 − t)Fm + ∆ωLm)

dir.

Sonuç 3.2’de m = 1 olarak alındı̆gında, aşağıdaki sonuç elde edilir.

22



Sonuç 3.3 (Cassini Özdeşliği) n negatif olmayan bir tamsayıolmak üzere,

Q2
E,n −QE,n−1QE,n+1 = (−1)n−1 ((KE,0 − t) + ∆ω)

dir.

Teorem 3.5’de s = m− n ve r = 1 olarak alındı̆gında, aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.4 (d’Ocagne Özdeşliği) n ve m negatif olmayan tamsayılar ve m ≥ n

olmak üzere

QE,n+1QE,m −QE,nQE,m+1 = (−1)n ((KE,0 − t)Fm−n + ∆ωLm−n)

dir.

Teorem 3.6 (Honsberger Özdeşliği) n ve m negatif olmayan tamsayılar olmak

üzere

QE,m−1QE,n +QE,mQn+1 = Fm+n(KE,0 − (1 + t1 + t2)) + Lm+n(QE,0 − t)

dir.

İspat. Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisi Binet formülü ve Lemma 3.1 (iii)− (iv)

eşitlikleri kullanılarak

5 (QE,m−1QE,n +QE,mQE,n+1)

=
(
ςm−1ς

∗ − κm−1κ∗) (
ςnς

∗ − κnκ∗)
+
(
ςmς

∗ − κmκ∗) (
ςn+1ς

∗ − κn+1κ∗)
=
(
ςm+n−1

(
ς
∗)2 − ςm−1κnς∗κ∗ − κm−1ςnκ∗

ς
∗

+ κm+n−1
(
κ∗)2

ςm+n+1
(
ς
∗)2 − ςmκn+1ς

∗κ∗ − κmςn+1κ∗
ς
∗

+ κm+n+1
(
κ∗)2

)
=
(
ςm+n−1

(
ς
∗)2

+ κm+n−1
(
κ∗)2

+ ςm+n+1
(
ς
∗)2

+ κm+n+1
(
κ∗)2

−ςm−1κnς∗κ∗ − κm−1ςnκ∗
ς
∗ − ςmκn+1ς

∗κ∗ − κmςn+1κ∗
ς
∗)

=
(
ςm+n(ς − κ)

(
ς
∗)2 − κm+n(ς − κ)

(
κ∗)2

−ςm(ς−1κn + κn+1)ς
∗κ∗ − κm(κ−1ςn + ςn+1)κ∗

ς
∗)

= (ς − κ)(ςm+n
(
ς
∗)2 − κm+n

(
κ∗)2

)

=
√

5
(
ςm+n

(
KE,0 − (1 + t1 + t2) +

√
5 (QE,0 − t2)

)
−κm+n

(
KE,0 − (1 + t1 + t2)−

√
5 (QE,0 − t2)

))
=
√

5
(
(ςm+n − κm+n) (KE,0 − (1 + t1 + t2)) + (ςm+n + κm+n)

√
5 (QE,0 − t2)

)
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=
√

5
(
Fm+n

√
5 (KE,0 − (1 + t1 + t2)) + Lm+n

√
5 (QE,0 − t2)

)
= Fm+n (KE,0 − (1 + t1 + t2)) + Lm+n (QE,0 − t2)

elde edilir.

Şimdi Fibonacci eliptik kuaterniyon ve Lucas eliptik kuaterniyon dizilerini içeren

bazıteoremler verilecektir.

Teorem 3.7 n, r, s negatif olmayan tamsayılar ve r ≤ s olmak üzere

KE,n+rQE,n+s −KE,n+sQE,n+r = 2 (−1)n+r Fs−r (KE,0 − t)

eşitliği sağlanır.

İspat. Fibonaci ve Lucas eliptik kuaterniyon dizileri Binet formülleri kullanılarak

√
5 (KE,n+rQE,n+s −KE,n+sQE,n+r)

=
(
ς∗ςn+r + κ∗κn+r

) (
ς∗ςn+s − κ∗κn+s

)
−
(
ς∗ςn+s + κ∗κn+s

) (
ς∗ςn+r − κ∗κn+r

)
= (ς∗)2 ς2n+r+s − ς∗κ∗ςn+rκn+s + κ∗ς∗ςn+sκn+r − (κ∗)2 κ2n+r+s

− (ς∗)2 ς2n+r+s + ς∗κ∗ςn+sκn+r − κ∗ς∗ςn+rκn+s + (κ∗)2 κ2n+r+s

= ς∗κ∗ (ςκ)n (ςsκr − ςrκs) + κ∗ς∗ (ςκ)n (ςsκr − ςrκs)

= (ςκ)n (ςsκr − ςrκs) (ς∗κ∗ + κ∗ς∗)

= 2 (−1)n+r (ςs−r − κs−r) (KE,0 − t)

= 2(−1)n+r
√

5Fs−r(KE,0 − t)

= 2(−1)n+rFs−r(KE,0 − t)

elde edilir.

Teorem 3.8 n negatif olmayan bir tamsayıolmak üzere aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

(i) K2
E,n +Q2

E,n =
6

5
((KE,0 − (1 + t1 + t2))L2n + 5 (QE,0 − t2)F2n)

+
8

5
(KE,0 − t) (−1)n ,

(ii) K2
E,n −Q2

E,n =
4

5
((KE,0 − (1 + t1 + t2))L2n + 5 (QE,0 − t2)F2n)

+
12

5
(KE,0 − t) (−1)n .
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İspat. (i) Fibonacci eliptik kuaterniyon ve Lucas eliptik kuaterniyon dizilerinin

Binet formülleri kullanılarak

K2
E,n +Q2

E,n = (ς∗ςn + κ∗κn)2 + 1
5

(ς∗ςn − κ∗κn)2

= (ς∗ςn + κ∗κn) (ς∗ςn + κ∗κn) + 1
5

(ς∗ςn − κ∗κn) (ς∗ςn − κ∗κn)

= (ς∗)2 ς2n + ς∗κ∗ (ςκ)n + κ∗ς∗ (ςκ)n + (κ∗)2 κ2n

+1
5

(
(ς∗)2 ς2n − ς∗κ∗ (ςκ)n − κ∗ς∗ (ςκ)n + (κ∗)2 κ2n

)
=
(
1 + 1

5

) (
(ς∗)2 ς2n + (κ∗)2 κ2n

)
+
(
1− 1

5

)
(ς∗κ∗ + κ∗ς∗) (ςκ)n

Lemma 3.1 (iii)− (iv) ve Sonuç 3.1 (i) yerine yazıldı̆gında

K2
E,n +Q2

E,n =
(
1 + 1

5

) (
KE,0 − (1 + t1 + t2) +

√
5 (QE,0 − t2)

)
ς2n

+
(
1 + 1

5

) (
KE,0 − (1 + t1 + t2)−

√
5 (QE,0 − t2)

)
κ2n

+2
(
1− 1

5

)
(KE,0 − t) (−1)n

=
(
1 + 1

5

)
((KE,0 − (1 + t1 + t2))L2n + 5 (QE,0 − t2)F2n)

+2
(
1− 1

5

)
(KE,0 − t) (−1)n

ispat tamamlanır.

(ii) Fibonacci eliptik kuaterniyon ve Lucas eliptik kuaterniyon dizilerinin Binet for-

müllerinden,

K2
E,n −Q2

E,n = (ς∗ςn + κ∗κn)2 − 1
5

(ς∗ςn − κ∗κn)2

= (ς∗ςn + κ∗κn) (ς∗ςn + κ∗κn)− 1
5

(ς∗ςn − κ∗κn) (ς∗ςn − κ∗κn)

= (ς∗)2 ς2n + ς∗κ∗ (ςκ)n + κ∗ς∗ (ςκ)n + (κ∗)2 κ2n

−1
5

(
(ς∗)2 ς2n − ς∗κ∗ (ςκ)n − κ∗ς∗ (ςκ)n + (κ∗)2 κ2n

)
= (1− 1

5
)((ς∗)2 ς2n + (κ∗)2 κ2n) + (1 + 1

5
)((ςκ)n (ς∗κ∗ + κ∗ς∗)

25



Lemma 3.1 (iii)− (iv) ve Sonuç 3.1 (i) yerine yazıldı̆gında

= (1− 1

5
)((ς∗)2 ς2n + (κ∗)2 κ2n) + (1 +

1

5
)((ςκ)n (ς∗κ∗ + κ∗ς∗)

+(1 +
1

5
)((ςκ)n (ς∗κ∗ + κ∗ς∗)

=
4

5

(
ς2n(KE,0 − (1 + t1 + t2

)
+
√

5(QE,0 − t2))

κ2n(KE,0 − (1 + t1 + t2)−
√

5(QE,0 − t2)) +
6

5
((ςκ)n 2 (KE,0 − t))

=
4

5
((KE,0 − (1 + t1 + t2))

(
ς2n + κ2n

)
+
√

5(QE,0 − t2)
(
ς2n − κ2n

)
) +

6

5
(−1)n 2 (KE,0 − t)

=
4

5
(KE,0 − (1 + t1 + t2))L2n + 5(QE,0 − t2)F2n)

+
12

5
(−1)n (KE,0 − t)

elde edilir.

Teorem 3.9 n ve m negatif olmayan tamsayılar ve m ≥ n olmak üzere

QE,nKE,m −KE,mQE,n = 2 (−1)n+1 ∆ωLm−n

eşitliği sağlanır.

İspat. Fibonacci eliptik kuaterniyon ve Lucas eliptik kuaterniyon dizilerinin Binet

formülleri kullanılarak

√
5 (QE,nKm −KE,mQE,n)

= (ς∗ςn − κ∗κn) (ς∗ςm + κ∗κm)

− (ς∗ςm + κ∗κm) (ς∗ςn − κ∗κn)

= (ς∗)2 ςn+m + ς∗κ∗ςnκm − κ∗ς∗ςmκn − (κ∗)2 κn+m

− (ς∗)2 ςn+m + ς∗κ∗ςmκn − κ∗ς∗ςnκm + (κ∗)2 κn+m

= ς∗κ∗ςnκm − κ∗ς∗ςmκn + ς∗κ∗ςmκn − κ∗ς∗ςnκm

= (ς∗κ∗ − κ∗ς∗) (ςnκm + ςmκn)
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Sonuç 3.1 (ii) yerine yazıldı̆gında

√
5 (QE,nKm −KE,mQE,n) = (ς∗κ∗ − κ∗ς∗) (ςnκm + ςmκn)

= 2 (−1)n+1 ∆
√

5ω
(
κm−n + ςm−n

)
= 2 (−1)n+1 ∆

√
5ωLm−n

= 2 (−1)n+1 ∆ωLm−n

elde edilir.

Şimdi Fibonacci ve Lucas eliptik kuaterniyon dizileri için binom toplam formülleri

verilecektir.

Teorem 3.10

(i)

v∑
c=0

(
v

c

)
QE,c+r = QE,2v+r,

(ii)
v∑
c=0

(
v

c

)
KE,c+r = KE,2v+r.

İspat. (i) Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formülü ve binom açılımı

kullanılarak
v∑
c=0

(
v

c

)
QE,c+r =

v∑
c=0

(
v

c

)(
ς∗ςc+r − κ∗κc+r

ς − κ

)
=

ς∗ςr

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
ςc − κ

∗κr

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
κc

=
ς∗ςr

ς − κ (1 + ς)v − κ
∗κr

ς − κ (1 + κ)v

=
ς∗ς2v+r − κ∗κ2v+r

ς − κ = QE,2v+r

elde edilir.

(ii) Lucas eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formülü ve binom açılımıkullanılarak
v∑
c=0

(
v

c

)
KE,c+r =

v∑
c=0

(
v

c

)(
ς∗ςc+r + κ∗κc+r

)
= ς∗ςr

v∑
c=0

(
v

c

)
ςc + κ∗κr

v∑
c=0

(
v

c

)
κc

= ς∗ςr (1 + ς)v + κ∗κr (1 + κ)v

= ς∗ς2v+r + κ∗κ2v+r

= KE,2v+r
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elde edilir.

Teorem 3.11

(i)

v∑
c=0

(
v

c

)
QE,2c+r =

 5
v
2QE,v+r, v çift ise,

5
v−1
2 KE,v+r, v tek ise,

(ii)

v∑
c=0

(
v

c

)
KE,2c+r =

 5
v
2KE,v+r, v çift ise,

5
v+1
2 QE,v+r, v tek ise,

(iii)
v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cQE,2c+r = (−1)vQE,v+r,

(iv)

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cKE,2c+r = (−1)vKE,v+r.

İspat. (i) Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formülü ve binom açılımı

kullanılarak
v∑
c=0

(
v

c

)
QE,2c+r =

v∑
c=0

(
v

c

)(
ς∗ς2c+r − κ∗κ2c+r

ς − κ

)
=

ς∗ςr

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
ς2c − κ

∗κr

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
κ2c

=
ς∗ςr

ς − κ
(
1 + ς2

)v − κ∗κr
ς − κ

(
1 + κ2

)v
=

ς∗ςr
(
ς
√

5
)v − κ∗κr (−κ√5

)v
ς − κ

=

 5
v
2QE,v+r, v çift ise

5
v−1
2 KE,v+r, v tek ise

elde edilir.

(ii) Lucas eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formülü ve binom açılımıkullanılarak
v∑
c=0

(
v

c

)
KE,2c+r =

v∑
c=0

(
v

c

)(
ς∗ς2c+r + κ∗κ2c+r

)
= ς∗ςr

v∑
c=0

(
v

c

)
ς2c + κ∗κr

v∑
c=0

(
v

c

)
κ2c

= ς∗ςr
(
1 + ς2

)v
+ κ∗κr

(
1 + κ2

)v
= ς∗ςr

(
ς
√

5
)v

+ κ∗κr
(
−κ
√

5
)v

=

 5
v
2KE,v+r, v çift ise

5
v+1
2 QE,v+r, v tek ise
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elde edilir.

(iii) Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formülü ve binom açılımı kul-

lanılarak

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cQE,2c+r =

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c

(
ς2c+rς∗ − κ2c+rκ∗

ς − κ

)
=

ς∗ςr

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c ς2c − κ

∗κr

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c κ2c

=
ς∗ςr

ς − κ
(
1− ς2

)v − κ∗κr
ς − κ

(
1− κ2

)v
=

ς∗ςr

ς − κ (−ς)v − κ
∗κr

ς − κ (−κ)v

= (−1)vQE,v+r

elde edilir.

(iv) Lucas eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formülü ve binom açılımıkullanılarak

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cKE,2c+r =

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c

(
ς2c+rς∗ + κ2c+rκ∗

)
= ς∗ςr

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c ς2c + κ∗κr

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c κ2c

= ς∗ςr
(
1− ς2

)v
+ κ∗κr

(
1− κ2

)v
= ς∗ςr (−ς)v + κ∗κr (−κ)v

= (−1)vKE,v+r

elde edilir.

Böylece teoremde verilen ifadelerin ispatlarıtamamlanmı̧s olur.

Fibonacci ve Lucas eliptik kuaterniyon dizileri için bazıbinom toplam formülleri

verilecektir.
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Teorem 3.12

(i)

v∑
c=0

(
v

2c

)
QE,4c =


1
2

(
5
v
2 + 1

)
QE,v, v çift ise,

1
2

(
5
v−1
2 KE,v −QE,v

)
, v tek ise,

(ii)
v∑
c=0

(
v

2c

)
KE,4c =


1
2

(
5
v
2 + 1

)
KE,v, v çift ise,

1
2

(
5
v+1
2 QE,v −KE,v

)
, v tek ise,

(iii)

v∑
c=0

(
v

2c+ 1

)
QE,4c+1 =


1
2

(
5
v
2 − 1

)
QE,v, v çift ise,

1
2

(
5
v−1
2 KE,v +QE,v

)
, v tek ise,

(iv)

v∑
c=0

(
v

2c+ 1

)
KE,4c+1 =


1
2

(
5
v
2 − 1

)
KE,v, v çift ise,

1
2

(
5
v+1
2 QE,v +KE,v

)
, v tek ise.

İspat. (i) Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formülü kullanılarak

v∑
c=0

(
v

2c

)
QE,4c =

1

2

v∑
c=0

(
v

c

)
(1 + (−1)c)QE,2c

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)
QE,2c +

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cQE,2c

)

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)
ς2cς∗ − κ2cκ∗

ς − κ +
v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c

ς2cς∗ − κ2cκ∗

ς − κ

)

=
1

2

(
ς∗

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
ς2c − κ∗

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
κ2c

+
ς∗

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c ς2c − κ∗

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c κ2c

)

elde edilir. Buradan binom açılımıyardımıyla ifade tekrar düzenlenerek

v∑
c=0

(
v

2c

)
QE,4c =

1

2

((
ς∗(1 + ς2)v − κ∗(1 + κ2)v

ς − κ

)
+

(
ς∗(1− ς2)v − κ∗(1− κ2)v

ς − κ

))

=
1

2

((
ς∗(ς
√

5)v − κ∗(−κ
√

5)v

ς − κ

)
+

(
ς∗(−ς)v − κ∗(−κ)v

ς − κ

))

elde edilir. v’nin tek ve çift olma durumlarıgöz önüne alınarak istenilen sonuç elde

edilir.
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(ii) Lucas eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formülü kullanılarak
v∑
c=0

(
v

2c

)
KE,4c =

1

2

v∑
c=0

(
v

c

)
(1 + (−1)c)KE,2c

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)
KE,2c +

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cKE,2c

)

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)(
ς∗ς2c + κ∗κ2c

)
+

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c

(
ς∗ς2c + κ∗κ2c

))

=
1

2

(
ς∗

v∑
c=0

(
v

c

)
ς2c + κ∗

v∑
c=0

(
v

c

)
κ2c

+ς∗
v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c ς2c + κ∗

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c κ2c

)
elde edilir. Buradan binom açılımıyardımıyla ifade tekrar düzenlenerek
v∑
c=0

(
v

2c

)
KE,4c =

1

2

(
ς∗
(
1 + ς2

)v
+ κ∗

(
1 + κ2

)v
+ ς∗

(
1− ς2

)v
+ κ∗

(
1− κ2

)v)
=

1

2

(
ς∗
(
ς
√

5
)v

+ κ∗
(
−κ
√

5
)v

+ ς∗ (−ς)v + κ∗ (−κ)v
)

elde edilir. v’nin tek ve çift olma durumlarıgöz önüne alınarak istenilen sonuç elde

edilir.

(iii) Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formülü kullanılarak
v∑
c=0

(
v

2c+ 1

)
QE,4c+1 =

1

2

v∑
c=0

(
v

c

)
(1− (−1)c)QE,2c

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)
QE,2c −

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cQE,2c

)

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)
ς2cς∗ − κ2cκ∗

ς − κ −
v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c

ς2cς∗ − κ2cκ∗

ς − κ

)

=
1

2

(
ς∗

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
ς2c − κ∗

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
κ2c

− ς∗

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c ς2c +

κ∗

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c κ2c

)
elde edilir. Buradan binom açılımıyardımıyla ifade tekrar düzenlenerek
v∑
c=0

(
v

2c+ 1

)
QE,4c+1 =

1

2

((
ς∗(1 + ς2)v − κ∗(1 + κ2)v

ς − κ

)
−
(
ς∗(1− ς2)v − κ∗(1− κ2)v

ς − κ

))

=
1

2

((
ς∗(ς
√

5)v − κ∗(−κ
√

5)v

ς − κ

)
−
(
ς∗(−ς)v − κ∗(−κ)v

ς − κ

))
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elde edilir. v’nin tek ve çift olma durumlarıgöz önüne alınarak istenilen sonuç elde

edilir.

(iv) Lucas eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formülü kullanılarak

v∑
c=0

(
v

2c+ 1

)
KE,4c+1 =

1

2

v∑
c=0

(
v

c

)
(1− (−1)c)KE,2c

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)
KE,2c −

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cKE,2c

)

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)(
ς∗ς2c + κ∗κ2c

)
−

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c

(
ς∗ς2c + κ∗κ2c

))

=
1

2

(
ς∗

v∑
c=0

(
v

c

)
ς2c + κ∗

v∑
c=0

(
v

c

)
κ2c

−ς∗
v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c ς2c − κ∗

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c κ2c

)

elde edilir. Buradan binom açılımıyardımıyla ifade tekrar düzenlenerek

v∑
c=0

(
v

2c+ 1

)
KE,4c+1 =

1

2

((
ς∗
(
1 + ς2

)v
+ κ∗

(
1 + κ2

)v)− (ς∗ (1− ς2
)v

+ κ∗
(
1− κ2

)v))
=

1

2

((
ς∗
(
ς
√

5
)v

+ κ∗
(
−κ
√

5
)v)
− (ς∗ (−ς)v + κ∗ (−κ)v)

)
elde edilir. v’nin tek ve çift olma durumlarıgöz önüne alınarak istenilen sonuç elde

edilir.
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4. FİBONACCİ VE LUCAS HİPERBOLİK SPLİT KUATERNİYON

DİZİLERİ

Bu bölümde bileşenleri Fibonacci ve Lucas sayılarından oluşan yeni bir hiperbolik

split kuaterniyon dizisi tanımlanacak ve bazıözellikleri incelenecektir. Bu bölümde

elde edilen sonuçlar tezimizin orjinal sonuçlarıdır.

Tanım 4.1 n ≥ 0 olmak üzere

QH,n = Fn + Fn+1ih + Fn+2jh + Fn+3kh

bağıntısını sağlayan {QH,n} dizisine Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisi

denir.

Bu dizinin ilk iki terimi

QH,0 = ih + jh + 2kh, QH,1 = 1 + ih + 2jh + 3kh

şeklindedir.

Tanım 4.2 n ≥ 0 olmak üzere

KH,n = Ln + Ln+1ih + Ln+2jh + Ln+3kh

bağıntısınısağlayan {KH,n} dizisine Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisi denir.

Bu dizinin ilk iki terimi

KH,0 = 2 + ih + 3jh + 4kh, KH,1 = 1 + 3ih + 4jh + 7kh

Burada ih, jh, kh birimleri hiperbolik split kuaterniyon çarpım kuralını sağlamak-

tadır.

QH,n ve QH,m Fibonacci hiperbolik split kuaterniyonlarının toplamıve farkı

QH,n±QH,m = (Fn ± Fm)+(Fn+1 ± Fm+1) ih+(Fn+2 ± Fm+2) jh+(Fn+3 ± Fm+3) kh

QH,n Fibonacci hiperbolik split kuaterniyonunun c ∈ R skaleri ile çarpımı

cQH,n = cFn + (cFn+1) ih + (cFn+2) jh + (cFn+3) kh
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şeklindedir.

QH,n ve QH,m Fibonacci hiperbolik split kuaterniyonlarının çarpımı

QH,nQH,m = (Fn + Fn+1ih + Fn+2jh + Fn+3kh)(Fm + Fm+1ih + Fm+2jh + Fm+3kh)

= FnFm − a1Fn+1Fm+1 + a2Fn+2Fm+2 + a3Fn+3Fm+3

+(FnFm+1 + Fn+1Fm −
∆

a1

Fn+2Fm+3 +
∆

a1

Fn+3Fm+2)ih

+(FnFm+2 + Fn+2Fm −
∆

a2

Fn+1Fm+3 +
∆

a2

Fn+3Fm+1)jh

+(FnFm+3 + Fn+3Fm −
∆

a3

Fn+2Fm+1 +
∆

a3

Fn+1Fm+2)kh

şeklindedir.

Fibonacci hiperbolik split kuaterniyonlarının çarpımının matrisi gösterimi

QH,nQH,m =


Fn −a1Fn+1 a2Fn+2 a3Fn+3

Fn+1 Fn
∆
a1
Fn+3 −∆

a1
Fn+2

Fn+2
∆
a2
Fn+3 Fn −∆

a2
Fn+1

Fn+3 −∆
a3
Fn+2

∆
a3
Fn+1 Fn




Fm

Fm+1

Fm+2

Fm+3


şeklindedir.

Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon normu

QH,n = Fn − Fn+1ih − Fn+2jh − Fn+3kh

olmak üzere

N (QH,n) :=

√
QH,nQH,n =

√
F 2
n + a1F 2

n+1 − a2F 2
n+2 − a3F 2

n+3

şeklinde tanımlanır.

Teorem 4.1 Fibonacci hiperbolik split kuaterniyonları

QH,n = QH,n−1 +QH,n−2, n ≥ 2

rekürans bağıntısınısağlar.

İspat. Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin tanımından

QH,n−1 +QH,n−2 = Fn−1 + Fnih + Fn+1jh + Fn+2kh + Fn−2 + Fn−1ih + Fnjh + Fn+1kh

= (Fn−1 + Fn−2) + (Fn + Fn−1) ih + (Fn+1 + Fn) jh + (Fn+2 + Fn+1) kh

= Fn + Fn+1ih + Fn+2jh + Fn+3kh

= QH,n
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elde edilir.

Teorem 4.2 {QH,n} dizisinin ve {KH,n} dizisinin üreteç fonksiyonlarısırasıyla

G (x) =
ih + jh + kh + (1 + jh + kh)x

1− x− x2
(4.1)

ve

H(x) =
2 + ih + 3ih + 4kh + (−1 + 2ih + jh + 3kh)x

1− x− x2
(4.2)

şeklindedir.

İspat. {QH,n} dizisinin üreteç fonksiyonu G(x) olmak üzere G(x) =
∞∑
n=0

QH,nx
n

formal serisini göz önüne alalım.

(
1− x− x2

) ∞∑
n=0

QH,nx
n =

∞∑
n=0

QH,nx
n −

∞∑
n=0

QH,nx
n+1 −

∞∑
n=0

QH,nx
n+2

=
∞∑
n=0

QH,nx
n −

∞∑
n=1

QH,n−1x
n −

∞∑
n=2

QH,n−2x
n

= QH,0 + (QH,1 −QH,0)x+
∞∑
n≥2

(QH,n −QH,n−1 −QH,n−2)xn

elde edilir.

Teorem 4.1’den

G (x) =
QH,0 + (QH,1 −QH,0)x

1− x− x2

elde edilir. QH,0 ve QH,1 başlangıç koşullarınıyerine yazarak

G (x) =
ih + jh + kh + (1 + jh + kh)x

1− x− x2

elde edilir.

{KH,n} dizisinin üreteç fonksiyonu H(x) olmak üzere H(x) =
∞∑
n=0

KH,nx
n göz önüne

alınarak benzer şekilde ispat yapılır.

Teorem 4.3 ς ′ := 1 + ςih + ς2jh + ς3kh ve κ′ := 1 + κih + κ2jh + κ3kh

QH,n =
ς ′ςn − κ′κn
ς − κ (4.3)

ve

KH,n = ς ′ςn + κ′κn (4.4)

dir.
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İspat. Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin tanımı ve Binet formülü

kullanılarak

QH,n = Fn + Fn+1ih + Fn+2jh + Fn+3kh

=
ςn − κn
ς − κ +

(
ςn+1 − κn+1

ς − κ

)
ih +

(
ςn+2 − κn+2

ς − κ

)
jh +

(
ςn+3 − κn+3

ς − κ

)
kh

=
ςn (1 + ςih + ς2jh + ς3kh)

ς − κ − κ
n (1 + κih + κ2jh + κ3kh)

ς − κ

=
ς ′ςn − κ′κn
ς − κ

elde edilir.

Benzer şekilde Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin tanımıve Binet formülü

kullanılarak

KH,n = Ln + Ln+1ih + Ln+2jh + Ln+3kh

= ςn + κn +
(
ςn+1 + κn+1

)
ih +

(
ςn+2 + κn+2

)
jh +

(
ςn+3 + κn+3

)
kh

= ςn
(
1 + ςih + ς2jh + ς3kh

)
+ κn

(
1 + κih + κ2jh + κ3kh

)
= ςnς ′ + κnκ′

elde edilir.

Teorem 4.4 Fibonacci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizileri için üstel

üreteç fonksiyonlarısırasıyla

∞∑
n=0

QH,n
xn

n!
=
ς ′eςx − κ′eκx

ς − κ

ve
∞∑
n=0

KH,n
xn

n!
= ς ′eςx + κ′eκx

şeklindedir.

İspat. Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formülü kullanılarak
∞∑
n=0

QH,n
xn

n!
=

∞∑
n=0

(
ς ′ςn − κ′κn
ς − κ

)
xn

n!

=
ς ′

ς − κ

∞∑
n=0

(ςx)n

n!
− κ′

ς − κ

∞∑
n=0

(κx)n

n!

=
ς ′eςx − κ′eκx

ς − κ
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elde edilir.

Benzer şekilde Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formülü kullanılarak

∞∑
n=0

KH,n
xn

n!
=

∞∑
n=0

(ς ′ςn + κ′κn)
xn

n!

= ς ′
∞∑
n=0

(ςx)n

n!
+ κ′

∞∑
n=0

(κx)n

n!

= ς ′eςx + κ′eκx

elde edilir.

Şimdi Fibonacci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizilerinin bazıözelliklerini

elde etmek için yararlanacağımız aşağıdaki lemmayıverelim.

Lemma 4.1 b := 1
a1
ih− 1

a2
jh+ 1

a3
kh, d := 1−a1−a2 +a3, d1 := a1F1−a2F3−a3F5,

d2 := 1
2

(a1F2 − a2F4 − a3F6) olmak üzere aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

(i) ς ′κ′ = KH,0 − d+ ∆
√

5b,

(ii) κ′ς ′ = KH,0 − d−∆
√

5b,

(iii) (ς ′)2 = KH,0 − (1 + d1 + d2) +
√

5 (QH,0 − d2) ,

(iv) (κ′)2 = KH,0 − (1 + d1 + d2)−
√

5 (QH,0 − d2) .

İspat. (i) ς ′ve κ′ tanımından

ς ′κ′ =
(
1 + ςih + ς2jh + ς3kh

) (
1 + κih + κ2jh + κ3kh

)
= 1− a1 (ςκ) + a2 (ςκ)2 + a3 (ςκ)3 +

(
κ + ς +

∆

a1

(
ς3κ2 − ς2κ3

))
ih

+

(
κ2 + ς2 +

∆

a2

(
ς3κ − ςκ3

))
jh +

(
κ3 + ς3 +

∆

a3

(
ςκ2 − ς2κ

))
kh

elde edilir. Ardından gerekli i̧slemler yapıldıktan sonra

ς ′κ′ = 1 + a1 + a2 − a3 +

(
1 +

∆

a1

√
5

)
ih +

(
3− ∆

a2

√
5

)
jh +

(
4 +

∆

a3

√
5

)
kh

= 1 + a1 + a2 − a3 +KH,0 − 2 + ∆
√

5b.

= KH,0 − d+ ∆
√

5b

ispat tamamlanır.
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(ii) ς ′ ve κ′ tanımından

κ′ς ′ = (1 + κih + κ2jh + κ3kh)
(
1 + ςih + ς2jh + ς3kh

)
= 1− a1(κς) + a2(κς)2 + a3(κς)3 +

(
ς + κ +

∆

a1

(
κ3ς2 − κ2ς3

))
ih

+

(
ς2 + κ2 +

∆

a2

(
κ3ς − κς3

))
jh +

(
ς3 + κ3 +

∆

a3

(
κς2 − κ2ς

))
kh

elde edilir. Ardından gerekli i̧slemler yapıldıktan sonra

κ′ς ′ = 1 + a1 + a2 − a3 +

(
1− ∆

a1

√
5

)
ih + +

(
3 +

∆

a2

√
5

)
jh +

(
4− ∆

a3

√
5

)
kh

= 1 + a1 + a2 − a3 +KH,0 − 2−∆
√

5b

= KH,0 − d−∆
√

5b

ispat tamamlanır.

(iii) ς ′ tanımından

(ς ′)
2

=
(
1 + ςih + ς2jh + ς3kh

) (
1 + ςih + ς2jh + ς3kh

)
= 1− a1ς

2 + a2ς
4 + a3ς

6 + (2ς) ih +
(
2ς2
)
jh +

(
2ς3
)
kh

= 1− a1ς
2 + a2ς

4 + a3ς
6 + 2

(
1 +
√

5

2

)
ih + 2

(
3 +
√

5

2

)
jh + 2

(
2 +
√

5
)
kh

= 1− a1ς
2 + a2ς

4 + a3ς
6 +KH,0 − 2 +

√
5QH,0

= KH,0 − (1 + d1 + d2) +
√

5 (QH,0 − d2)

elde edilir.

(iv) κ′tanımından

(κ′)2
= (1 + κih + κ2jh + κ3kh)(1 + κih + κ2jh + κ3kh)

= 1− a1κ2 + a2κ4 + a3κ6 + (2κ)ih + (2κ2)jh +
(
2κ3

)
kh

= 1− a1κ2 + a2κ4 + a3κ6 + 2(
1−
√

5

2
)ih + 2

(
3−
√

5

2

)
jh + 2(2−

√
5)kh

= 1− a1κ2 + a2κ4 + a3κ6 +KH,0 − 2−
√

5QH,0

= KH,0 − (1 + d1 + d2)−
√

5(QH,0 − d2)

elde edilir.

Lemma 4.1 kullanılarak aşağıdaki eşitlikler elde edilir
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Sonuç 4.1

(i)ς ′κ′ + κ′ς ′ = 2 (KH,0 − d)

(ii)ς ′κ′ − κ′ς ′ = 2∆
√

5b

(iii) (ς ′)
2

+ (κ′)2
= 2 (KH,0 − (1 + d1 + d2))

(iv) (ς ′)
2 − (κ′)2

= 2
√

5 (QH,0 − d2) .

Şimdi Lemma 4.1 ve Teorem 4.3 yardımıyla Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon

dizileri için Vajda özdeşliği verilecektir.

Teorem 4.5 (Vajda Özdeşliği) n, r ve s negatif olmayan tamsayılar olmak üzere

QH,n+rQH,n+s −QH,nQH,n+r+s = (−1)n Fr [(KH,0 − d)Fs −∆bLs]

dir.

İspat. Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formülü kullanılarak

5 (QH,n+rQH,n+s −QH,nQH,n+r+s)

=
(
ςn+rς ′ − κn+rκ′

) (
ςn+sς ′ − κn+sκ′

)
− (ςnς ′ − κnκ′)

(
ςn+r+sς ′ − κn+r+sκ′

)
=

(
ςnκn+r+s (ς ′κ′) + κnςn+r+s (κ′ς ′)− ςn+rκn+s (ς ′κ′)− κn+rςn+s (κ′ς ′)

)
= (ςκ)n

(
κr+s (ς ′κ′) + ςr+s (κ′ς ′)

)
− (ςκ)n (ςrκs (ς ′κ′) + κrςs (κ′ς ′))

= (ςκ)n
((
κr+s − ςrκs

)
ς ′κ′ +

(
ςr+s − κrςs

)
κ′ς ′

)
= (ςκ)n (κr − ςr)κs (ς ′κ′) + (ςr − κr) ςs (κ′ς ′)

= (ςκ)n (ςr − κr) (ςs (κ′ς ′)− κs (ς ′κ′))

elde edilir. Lemma 4.1 (i)− (ii) yerine yazılarak

5 (QH,n+rQH,n+s −QH,nQH,n+r+s)

= (ςκ)n (ςr − κr) (ςs (κ′ς ′)− κs (ς ′κ′))

= (−1)n
(
Fr
√

5
(
ςs(KH,0 − tH + ∆

√
5b)− κs(KH,0 − tH −∆

√
5b)
))

= (−1)n (Fr
√

5((ςs − κs)(KH,0 − d) + ∆
√

5b(ςs + κs)))

= (−1)n (Fr
√

5(Fs
√

5(KH,0 − d) + ∆
√

5bLs))

= (−1)n Fr((KH,0 − d)Fs −∆bLs)
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elde edilir.

Yukarıda ispatıyapılan teoremde r, s→ m ve n→ n−m olarak alındı̆gında, aşağı-

daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.2 (Catalan Özdeşliği) n ve m negatif olmayan tamsayılar olmak üzere

Q2
H,n −QH,n−mQH,n+m = (−1)n−m Fm ((KH,0 − d)Fm −∆bLm)

dir.

Sonuç 4.2’de m = 1 olarak alındı̆gında, aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3 (Cassini Özdeşliği) n negatif olmayan bir tamsayıolmak üzere,

Q2
H,n −QH,n−1QH,n+1 = (−1)n−1 ((KH,0 − d)−∆b)

dir.

Teorem 4.5’de s = m− n ve r = 1 olarak alındı̆gında, aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.4 (d’Ocagne Özdeşliği) n ve m negatif olmayan tamsayılar ve m ≥ n

olmak üzere

QH,n+1QH,m −QH,nQH,m+1 = (−1)n ((KH,0 − d)Fm−n −∆bLm−n)

dir.

Teorem 4.6 (Honsberger Özdeşliği) n ve m negatif olmayan tamsayılar olmak

üzere,

QH,m−1QH,n +QH,mQH,n+1 = Fm+n(KH,0 − (1 + d1 + d2)) + Lm+n(QH,0 − d2)

dir

İspat. Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formülü ve Lemma 4.1

(iii)− (iv) eşitlikleri kullanılarak

5 (QH,m−1QH,n +QH,mQH,n+1)

=
(
ςm−1ς ′ − κm−1κ′

)
(ςnς ′ − κnκ′) + (ςmς ′ − κmκ′)

(
ςn+1ς ′ − κn+1κ′

)
= ςm+n−1 (ς ′)

2 − ςm−1κnς ′κ′ − κm−1ςnκ′ς ′ + κm+n−1 (κ′)2

+ςm+n+1 (ς ′)
2 − ςmκn+1ς ′κ′ − κmςn+1κ′ς ′ + κm+n+1 (κ′)2
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=
(
ςm+n−1 (ς ′)

2
+ κm+n−1 (κ′)2

+ ςm+n+1 (ς ′)
2

+ κm+n+1 (κ′)2

−ςm−1κnς ′κ′ − κm−1ςnκ′ς ′ − ςmκn+1ς ′κ′ − κmςn+1κ′ς ′
)

= ςm+n(ς − κ) (ς ′)
2 − κm+n(ς − κ) (κ′)2 − ςm(ς−1κn + κn+1)ς ′κ′ − κm(κ−1ςn + ςn+1)

= (ς − κ)(ςm+n (ς ′)
2 − κm+n (κ′)2

)

Lemma 4.1 (iii)− (iv) eşitlikleri kullanılarak

=
√

5
(
ςm+n

(
KH,0 − (1 + d1 + d2) +

√
5 (QH,0 − d2)

)
−κm+n

(
KH,0 − (1 + d1 + d2)−

√
5 (QH,0 − d2)

))
=
√

5
(

(ςm+n − κm+n) (KH,0 − (1 + d1 + d2)) +
(
ςm+n + κm+n

)√
5 (QH,0 − d2)

)
=
√

5
(
Fm+n

√
5 (KH,0 − (1 + d1 + d2)) + Lm+n

√
5 (QH,0 − d2)

)
= Fm+n (KH,0 − (1 + d1 + d2)) + Lm+n (QH,0 − d2)

elde edilir.

Şimdi Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon

dizilerini içeren bazıteoremler verilecektir.

Teorem 4.7 n, r, s negatif olmayan tamsayılar ve r ≤ s olmak üzere

KH,n+rQH,n+s −KH,n+sQH,n+r = 2 (−1)n+r Fs−r (KH,0 − d)

İspat. Fibonaci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizilerinin Binet formülleri

kullanılarak

√
5 (KH,n+rQH,n+s −KH,n+sQH,n+r)

=
(
ς ′ςn+r + κ′κn+r

) (
ς ′ςn+s − κ′κn+s

)
−
(
ς ′ςn+s + κ′κn+s

) (
ς ′ςn+r − κ′κn+r

)
= (ς ′)

2
ς2n+r+s − ς ′κ′ςn+rκn+s + κ′ς ′ςn+sκn+r − (κ′)2 κ2n+r+s

− (ς ′)
2
ς2n+r+s + ς ′κ′ςn+sκn+r − κ′ς ′ςn+rκn+s + (κ′)2 κ2n+r+s

= ς ′κ′ (ςκ)n (ςsκr − ςrκs) + κ′ς ′ (ςκ)n (ςsκr − ςrκs)

= (ςκ)n (ςsκr − ςrκs) (ς ′κ′ + κ′ς ′)

= 2 (−1)n+r (ςs−r − κs−r) (KH,0 − d) .

= 2 (−1)n+r
√

5Fs−r (KH,0 − d) .

= 2(−1)n+rFs−r (KH,0 − d)
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elde edilir.

Teorem 4.8 n negatif olmayan bir tamsayıolmak üzere aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

(i) K2
H,n +Q2

H,n =
6

5
((KH,0 − (1 + d1 + d2))L2n + 5 (QH,0 − d2)F2n)

+
8

5
(KH,0 − d) (−1)n ,

(ii) K2
H,n −Q2

H,n =
4

5
((KH,0 − (1 + d1 + d2))L2n + 5 (QH,0 − d2)F2n)

+
12

5
(KH,0 − d) (−1)n .

İspat. (i)Fibonaci hiperbolik split kuaterniyon ve Lucas hiperbolik split kuater-

niyon dizilerinin Binet formülleri kullanılarak

K2
H,n +Q2

H,n = (ς ′ςn + κ′κn)
2

+
1

5
(ς ′ςn − κ′κn)

2

= (ς ′ςn + κ′κn) (ς ′ςn + κ′κn) +
1

5
(ς ′ςn − κ′κn) (ς ′ςn − κ′κn)

=
(

(ς ′)
2
ς2n + ς ′κ′ (ςκ)n + κ′ς ′ (ςκ)n + (κ′)2 κ2n

+
1

5

(
(ς ′)

2
ς2n − ς ′κ′ (ςκ)n − κ′ς ′ (ςκ)n + (κ′)2 κ2n

))
= (ς ′)

2
ς2n

(
1 +

1

5

)
+ (κ′)2 κ2n

(
1 +

1

5

)
+ (ς ′κ′ + κ′ς ′) (ςκ)n

(
1− 1

5

)
elde edilir.

Lemma 4.1 (iii)− (iv) ve Sonuç 4.1 (i) yerine yazılarak

=

(
1 +

1

5

)(
(ς ′)

2
ς2n + (κ′)2 κ2n

)
+

(
1− 1

5

)
(ς ′κ′ + κ′ς ′) (ςκ)n

=

(
1 +

1

5

)(
KH,0 − (1 + d1 + d2) +

√
5 (QH,0 − d2)

)
ς2n

+

(
1 +

1

5

)(
KH,0 − (1 + d1 + d2)−

√
5 (QH,0 − d2)

)
κ2n

+2

(
1− 1

5

)
(KH,0 − d) (−1)n

=

(
1 +

1

5

)
((KH,0 − (1 + d1 + d2))L2n + 5 (QH,0 − d2)F2n)

+2

(
1− 1

5

)
(KH,0 − d) (−1)n

elde edilir.
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(ii)Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon

dizilerinin Binet formülleri kullanılarak

K2
H,n −Q2

H,n = (ς ′ςn + κ′κn)
2 − 1

5
(ς ′ςn − κ′κn)

2

= (ς ′ςn + κ′κn) (ς ′ςn + κ′κn)

−1

5
(ς ′ςn − κ′κn) (ς ′ςn − κ′κn)

= (ς ′)
2
ς2n + ς ′κ′ (ςκ)n + κ′ς ′ (ςκ)n + (κ′)2 κ2n

−1

5

(
(ς ′)

2
ς2n − ς ′κ′ (ςκ)n − κ′ς ′ (ςκ)n + (κ′)2 κ2n

)
= (1− 1

5
)((ς ′)

2
ς2n + (κ′)2 κ2n)

+(1 +
1

5
)((ςκ)n (ς ′κ′ + κ′ς ′)

elde edilir.

Lemma 4.1 (iii)− (iv) ve Sonuç 4.1 (i) yerine yazılarak

= (1− 1

5
)((ς ′)

2
ς2n + (κ′)2 κ2n)

+(1 +
1

5
)((ςκ)n (ς ′κ′ + κ′ς ′)

=
4

5

(
ς2n(KH,0 − (1 + d1 + d2

)
+
√

5(QH,0 − d2))

+κ2n(KH,0 − (1 + d1 + d2)−
√

5(QH,0 − d2))

+
6

5
((ςκ)n 2 (KH,0 − d))

=
4

5
((KH,0 − (1 + d1 + d2))

(
ς2n + κ2n

)
+
√

5(QH,0 − d)
(
ς2n − κ2n

)
) +

6

5
(−1)n 2 (KH,0 − d)

=
4

5
(KH,0 − (1 + d1 + d2))L2n + 5(QH,0 − d)F2n)

+
12

5
(−1)n (KH,0 − d)

elde edilir.

Teorem 4.9 n ve m negatif olmayan tamsayılar ve m ≥ n olmak üzere

QH,nKH,m −KH,mQH,n = 2 (−1)n+1 ∆bLm−n

eşitliği sağlanır.
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İspat. Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon

dizilerinin Binet formülleri kullanılarak
√

5 (QH,nKH,m −KH,mQH,n)

= (ς ′ςn − κ′κn) (ς ′ςm + κ′κm)

− (ς ′ςm + κ′κm) (ς ′ςn − κ′κn)

= (ς ′)
2
ςn+m + ς ′κ′ςnκm − κ′ς ′ςmκn − (κ′)2 κn+m

− (ς ′)
2
ςn+m + ς ′κ′ςmκn − κ′ς ′ςnκm + (κ′)2 κn+m

= ς ′κ′ςnκm − κ′ς ′ςmκn + ς ′κ′ςmκn − κ′ς ′ςnκm

= (ς ′κ′ − κ′ς ′) (ςnκm + ςmκn)

Sonuç 4.1 (ii) yerine yazılarak

= 2 (−1)n ∆
√

5b
(
κm−n + ςm−n

)
= 2 (−1)n ∆

√
5bLm−n

= 2 (−1)n ∆bLm−n

elde edilir.

Fibonacci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizileri için binom toplam formülleri

verilecektir.

Teorem 4.10

(i)

v∑
c=0

(
v

c

)
QH,c+r = QH,2v+r,

(ii)

v∑
c=0

(
v

c

)
KH,c+r = KH,2v+r.

İspat. (i) Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formülü ve binom

açılımıkullanılarak
v∑
c=0

(
v

c

)
QH,c+r =

v∑
c=0

(
v

c

)(
ς ′ςc+r − κ′κc+r

ς − κ

)
=

ς ′ςr

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
ςc − κ′κr

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
κc

=
ς ′ςr

ς − κ (1 + ς)v − κ′κr

ς − κ (1 + κ)v

=
ς ′ς2v+r − κ′κ2v+r

ς − κ = QH,2v+r
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elde edilir.

(ii) Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formülü ve binom açılımı

kullanılarak
v∑
c=0

(
v

c

)
KH,c+r =

v∑
c=0

(
v

c

)(
ς ′ςc+r + κ′κc+r

)
= ς ′ςr

v∑
c=0

(
v

c

)
ςc + κ′κr

v∑
c=0

(
v

c

)
κc

= ς ′ςr (1 + ς)v + κ′κr (1 + κ)v

= ς ′ς2v+r + κ′κ2v+r

= KH,2v+r

elde edilir.

Teorem 4.11

(i)
v∑
c=0

(
v

c

)
QH,2c+r =

 5
v
2QH,v+r, v çift ise,

5
v−1
2 KH,v+r, v tek ise,

(ii)
v∑
c=0

(
v

c

)
KH,2c+r =

 5
v
2KH,v+r, v çift ise,

5
v+1
2 QH,v+r, v tek ise,

(iii)
v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cQH,2c+r = (−1)vQH,v+r,

(iv)
v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cKH,2c+r = (−1)vKH,v+r.

İspat. (i)Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisi Binet formülü ve binom

açılımıkullanılarak
v∑
c=0

(
v

c

)
QH,2c+r =

v∑
c=0

(
v

c

)(
ς ′ς2c+r − κ′κ2c+r

ς − κ

)
=

ς ′ςr

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
ς2c − κ′κr

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
κ2c

=
ς ′ςr

ς − κ
(
1 + ς2

)v − κ′κr

ς − κ
(
1 + κ2

)v
=

ς ′ςr
(
ς
√

5
)v − κ′κr (−κ√5

)v
ς − κ

=

 5
v
2QH,v+r, v çift ise

5
v−1
2 KH,v+r, v tek ise
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elde edilir.

(ii) Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formülü ve binom açılımı

kullanılarak
v∑
c=0

(
v

c

)
KH,2c+r =

v∑
c=0

(
v

c

)(
ς ′ς2c+r + κ′κ2c+r

)
= ς ′ςr

v∑
c=0

(
v

c

)
ς2c + κ′κr

v∑
c=0

(
v

c

)
κ2c

= ς ′ςr
(
1 + ς2

)v
+ κ′κr

(
1 + κ2

)v
= ς ′ςr

(
ς
√

5
)v

+ κ′κr
(
−κ
√

5
)v

=

 5
v
2KH,v+r, v çift ise

5
v+1
2 QH,v+r, v tek ise

elde edilir.

(iii) Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formülü ve binom açılımı

kullanılarak
v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cQH,2c+r =

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c

(
ς2c+rς ′ − κ2c+rκ′

ς − κ

)
=

ς ′ςr

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c ς2c − κ′κr

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c κ2c

=
ς ′ςr

ς − κ
(
1− ς2

)v − κ′κr

ς − κ
(
1− κ2

)v
=

ς ′ςr

ς − κ (−ς)v − κ′κr

ς − κ (−κ)v

= (−1)vKH,v+r

elde edilir.

(iv) Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formülü ve binom açılımı

kullanılarak
v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cKH,2c+r =

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c

(
ς2c+rς ′ + κ2c+rκ′

)
= ς ′ςr

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c ς2c + κ′κr

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c κ2c

= ς ′ςr
(
1− ς2

)v
+ κ′κr

(
1− κ2

)v
= ς ′ςr (−ς)v + κ′κr (−κ)v

= (−1)vKH,v+r
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sonuç elde edilir.

Fibonacci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizileri için bazıbinom toplam for-

mülleri verilecektir.

Teorem 4.12

(i)
v∑
c=0

(
v

2c

)
QH,4c =


1
2

(
5
v
2 + 1

)
QH,v, v çift ise,

1
2

(
5
v−1
2 KH,v −QH,v

)
, v tek ise,

(ii)

v∑
c=0

(
v

2c

)
KH,4c =


1
2

(
5
v
2 + 1

)
KH,v, v çift ise,

1
2

(
5
v+1
2 QH,v −KH,v

)
, v tek ise,

(iii)

v∑
c=0

(
v

2c+ 1

)
QH,4c+1 =


1
2

(
5
v
2 − 1

)
QH,v, v çift ise,

1
2

(
5
v−1
2 KH,v +QH,v

)
, v tek ise,

(iv)
v∑
c=0

(
v

2c+ 1

)
KH,4c+1 =


1
2

(
5
v
2 − 1

)
KH,v, v çift ise,

1
2

(
5
v+1
2 QH,v +KH,v

)
, v tek ise.

İspat. (i) Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formülü kullanılarak

v∑
c=0

(
v

2c

)
QH,4c =

1

2

v∑
c=0

(
v

c

)
(1 + (−1)c)QH,2c

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)
QH,2c +

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cQH,2c

)

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)
ς2cς ′ − κ2cκ′

ς − κ +
v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c

ς2cς ′ − κ2cκ′

ς − κ

)

=
1

2

(
ς ′

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
ς2c − κ′

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
κ2c

+
ς ′

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c ς2c − κ′

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c κ2c

)
elde edilir. Buradan binom açılımıyardımıyla ifade tekrar düzenlenerek

v∑
c=0

(
v

2c

)
QH,4c =

1

2

((
ς ′(1 + ς2)v − κ′(1 + κ2)v

ς − κ

)
+

(
ς ′(1− ς2)v − κ′(1− κ2)v

ς − κ

))

=
1

2

((
ς ′(ς
√

5)v − κ′(−κ
√

5)v

ς − κ

)
+

(
ς ′(−ς)v − κ′(−κ)v

ς − κ

))
elde edilir. v’nin tek ve çift olma durumlarıgöz önüne alınarak istenilen sonuç elde

edilir
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(ii) Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formülü kullanılarak
v∑
c=0

(
v

2c

)
KH,4c =

1

2

v∑
c=0

(
v

c

)
(1 + (−1)c)KH,2c

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)
KH,2c +

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cKH,2c

)

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)(
ς ′ς2c + κ′κ2c

)
+

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c

(
ς ′ς2c + κ′κ2c

))

=
1

2

(
ς ′

v∑
c=0

(
v

c

)
ς2c + κ′

v∑
c=0

(
v

c

)
κ2c

+ς ′
v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c ς2c + κ′

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c κ2c

)
elde edilir. Buradan binom açılımıyardımıyla ifade tekrar düzenlenerek

v∑
c=0

(
v

2c

)
KH,4c =

1

2

(
ς ′
(
1 + ς2

)v
+ κ′

(
1 + κ2

)v
+ ς ′

(
1− ς2

)v
+ κ′

(
1− κ2

)v)
=

1

2

(
ς ′
(
ς
√

5
)v

+ κ′
(
−κ
√

5
)v

+ ς ′ (−ς)v + κ′ (−κ)v
)

elde edilir. v’nin tek ve çift olma durumlarıgöz önüne alınarak istenilen sonuç elde

edilir.

(iii) Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisi Binet formülü kullanılarak
v∑
c=0

(
v

2c+ 1

)
QH,4c+1 =

1

2

v∑
c=0

(
v

c

)
(1− (−1)c)QH,2c

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)
QH,2c −

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cQH,2c

)

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)
ς2cς ′ − κ2cκ′

ς − κ −
v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c

ς2cς ′ − κ2cκ′

ς − κ

)

=
1

2

(
ς ′

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
ς2c − κ′

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
κ2c

− ς ′

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c ς2c +

κ′

ς − κ

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c κ2c

)
elde edilir. Buradan binom açılımıyardımıyla ifade tekrar düzenlenerek
v∑
c=0

(
v

2c+ 1

)
QH,4c+1 =

1

2

((
ς ′(1 + ς2)v − κ′(1 + κ2)v

ς − κ

)
−
(
ς ′(1− ς2)v − κ′(1− κ2)v

ς − κ

))

=
1

2

((
ς ′(ς
√

5)v − κ′(−κ
√

5)v

ς − κ

)
−
(
ς ′(−ς)v − κ′(−κ)v

ς − κ

))
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elde edilir. v’nin tek ve çift olma durumlarıgöz önüne alınarak istenilen sonuç elde

edilir.

(iv) Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formülü kullanılarak

v∑
c=0

(
v

2c+ 1

)
KH,4c+1 =

1

2

v∑
c=0

(
v

c

)
(1− (−1)c)KH,2c

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)
KH,2c −

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)cKH,2c

)

=
1

2

(
v∑
c=0

(
v

c

)(
ς ′ς2c + κ′κ2c

)
−

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c

(
ς ′ς2c + κ′κ2c

))

=
1

2

(
ς ′

v∑
c=0

(
v

c

)
ς2c + κ′

v∑
c=0

(
v

c

)
κ2c

−ς ′
v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c ς2c − κ′

v∑
c=0

(
v

c

)
(−1)c κ2c

)

elde edilir. Buradan binom açılımıyardımıyla ifade tekrar düzenlenerek

v∑
c=0

(
v

2c+ 1

)
KH,4c+1 =

1

2

((
ς ′
(
1 + ς2

)v
+ κ′

(
1 + κ2

)v)− (ς ′ (1− ς2
)v

+ κ′
(
1− κ2

)v))
=

1

2

((
ς ′
(
ς
√

5
)v

+ κ′
(
−κ
√

5
)v)
− (ς ′ (−ς)v + κ′ (−κ)v)

)
elde edilir. v’nin tek ve çift olma durumlarıgöz önüne alınarak istenilen sonuç elde

edilir
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde ilk olarak gerekli tanım ve teoremler verildikten sonra Fibonacci ve Lu-

cas eliptik kuaterniyon dizileri, Fibonacci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon

dizileri tanımlanmı̧stır. Binet formülü yardımıyla Fibonacci ve Lucas eliptik ku-

aterniyon dizileri ve Fibonacci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizileri için

Vajda özdeşliği, Catalan özdeşliği, Cassini özdeşliği, d’Ocagne özdeşliği, Honsberger

özdeşliği ve bazıtoplam formülleri elde edilmi̧stir.

Bu tez ile beraber literatürde var olan çalı̧smaların bir genelleştirilmesi elde edilmi̧stir.

Bu sonuçlara benzer olarak bileşenleri özel tamsayıdizilerinin terimlerinden oluşan

eliptik ve hiperbolik split kuaterniyon dizileri tanımlanabilir ve özellikleri ince-

lenebilir.
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