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1. GIRIiS

Ikinci dereceden bir fark denklemi olan dogal biiyiime ve gelismenin matematiksel
formiilasyonu icin basglangi¢ tegkil eden Fibonacci ve Lucas dizileri matematik, bil-
gisayar bilimi, fizik, kimya, biyoloji, sosyoloji gibi bir¢ok bilim dalinda uygulama
alanina sahiptir. Dolayisiyla bu dizilerin genellestirilmeleri iizerine yapilan calig-
malar her branstaki bilim insanlar1 tarafindan oldukga ilgi gormektedir.

Diger taraftan, Hamilton tarafindan 1843 yilinda kompleks sayilari genellestirmek
amaci ile kegfedilen kuaterniyonlar matematik, fizik, astronomi ve bilgisayar bil-
imi gibi bircok bilim dalinda uygulama alanina sahiptir. Ozellikle kuantum fizigi,
diferensiyel geometri, kinematik, goriintii isleme, sinyalizasyon, kodlama, bilgisayar
grafikleri, animasyon olusturma ve kati cisim hareketlerinin incelenmesi gibi uygu-
lama alanlarina sahip olan kuaterniyonlar iizerinde yapilan arastirmalar bircok bilim

adam tarafindan ilgi gormektedir (Hamilton 1843, Ozdemir ve Ergin 2006).

Kuaterniyonlarin en 6nemli uygulama alanlarindan biri kinematikte kati cisim hareket-
lerinin incelenmesinde rol oynamasidir. Daha acik bir deyis ile 3-boyutlu Oklid uza-
yindaki dénme matrisleri, birim kuaterniyonlar ile ifade edilebilmektedir (Vicei 2001).
Geometride bir¢cok uygulama alanina sahip olan split kuaterniyonlarin en énemli
ozelligi ise 3-boyutlu Lorentz uzayindaki dénme matrislerinin birim timelike split

kuaterniyonlar ile ifade edilebilmesidir.

3-boyutlu Oklid uzay1 ve Lorentz uzaylarindaki dénmeler z2 + 42 + 22 = 2 kiiresi
veya —x2 + 3% + 22 = +£r? hiperboloidi {izerinde meydana geldiginden bu dénme
matrisleri kiiresel ve hiperbolik hareketlerin incelenmesinde 6énemli bir rol oynar.
Fakat yasadigimiz evrende ¢ogunlukla eliptik sekillere rastlanildigindan ve ozellikle
gezegenler eliptik yoriingelere sahip oldugundan elipsoid tizerindeki bir hareketi yo-
rumlamak oldukca onemlidir. 2016 yilinda Ozdemir, a;22 + aoy? 4+ aszz? = 1 elipsoidi
iizerindeki eliptik donme matrislerini elde etmek amac ile eliptik kuaterniyonlar:
tanimlamigtir. Boylece verilen bir elipsoid i¢in dénmeler birim eliptik kuaterniyon-
lar ile ifade edilebilmistir (Ozdemir 2016). Benzer sekilde —a;2? + asy? + azz? = &1

hiperboloidi tizerindeki hiperbolik dénme matrislerini tanimlamak amaciyla hiper-
1



bolik split kuaterniyonlar tanimlanmigtir ve boylece verilen bir hiperboloid i¢in don-
meler birim timelike hiperbolik split kuaterniyonlar ile ifade edilebilmistir

(Simgek ve Ozdemir 2016).

Bu tezde ilk olarak, bilegenleri Fibonacci ve Lucas sayilarindan olugsan Fibonacci ve
Lucas eliptik kuaterniyon dizileri tanimlanarak bu kuaterniyon dizileri i¢in rekiirans
bagintilari, iirete¢ fonksiyonlar: ve Binet formiilleri elde edilecektir. Binet formiilii
yardimiyla bu kuaterniyon dizileri i¢cin Vajda, Catalan, Cassini, d’Ocagne, Hons-
berger dzdeglikler ve bazi toplam formiilleri elde edilecektir. Daha sonra Fibonacci
ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizileri tanimlanarak bu dizilerin 6zellikleri

incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ilk olarak reel kuaterniyonlar, eliptik kuaterniyonlar, split kuaterniyon-
lar ve hiperbolik split kuaterniyonlarin tanimlar1 verilecektir. Daha sonra Fibonacci
ve Lucas dizileri, Fibonacci ve Lucas kuaterniyon dizileri, Fibonacci ve Lucas split

kuaterniyon dizileri hakkinda ¢n bilgilere yer verilecektir.

2.1 Reel Kuaterniyonlar

Tamim 2.1 Baz elemanlar {1,4,7j, k}

==k =ijk=-1 (2.1)

carpim kuralini saglamak {tizere reel kuaterniyonlar kiimesi

H={¢=q +qi+q¢j+quk|q, g g qucR}

seklinde tanimlanir (Hamilton 1843).
(Cizelge 2.1’den goriildiigii iizere reel kuaterniyonlar kiimesi carpma islemine gore
degisme ozelligine sahip olmayan bir cebirdir.
(izelge 2.1 Reel kuaterniyon carpim tablosu
1 1 J k
111 4 J k
A N

il -k -1 i
Elk §j  —i -1

Daha acik bir gekilde p ve ¢ kuaterniyonlarinin ¢arpimi

Pqg = DP1g1 — P292 — P3G3 — Pags
(P1g2 + P2qi — Pags + p3qa) i
(1G5 + P3q1 — P2qa + Paq2) J

(P14 + Paqi — P3qa + P2g3) k
3



seklindedir.

P = p1+ P2t + psJ + psk ve ¢ = q1 + @2t + q3J + quk  reel kuaterniyonlarinin toplami

ve farki
prta=MmEta)+P2t@)i+psEta)i+ (pataq)k,
p kuaterniyonunun ¢ € R skaleri ile ¢carpimi

cp = cp1 + cpat + cpsj + cpak,

olarak tamimlanir.

p kuaterniyonunun skaler ve vektorel kismi sirasiyla

Sp = D1,

Vp = pai+p3j + pak

olarak gosterildiginde, S, = 0 ise p kuaterniyonuna has kuaterniyon denir.

p reel kuaterniyonunun normu

N(p) :==v/pp = \/p%+p%+p§+pi

olarak tamimlanir. Burada p kuaterniyonunun eglenigi p ile gosterilir ve p := p; —
p2t — p3j — pak seklinde tanimlanir.
N(p) # 0 olmak {izere

esitligine birim kuaterniyon denir. Her birim kuaterniyon ii¢ boyutlu oklid uzayin-

daki bir donmeye karsilik gelir ve reel kuaterniyonlar yardimiyla déonmeler incelenir

(Ozdemir 2020).

2.2 Eliptik Kuaterniyonlar

Reel kuaterniyonlar tizerinde bir genellestirme yapilarak kiire yerine elipsoid iiz-
erindeki dénme hareketlerini incelemek miimkiindiir. Ozdemir (Ozdemir 2020) her
elipsoid icin uygun bir kuaterniyon tanimlanabildigini gostermistir. Bu kuaterniy-

onlar eliptik kuaterniyonlar olarak adlandirilacaktir.
4



Tamm 2.2 R3 uzayinda a1, ay, a3 € R* olmak iizere
a2 + asy® +azz? =1 (2.2)
elipsoidine karsilik gelen eliptik kuaterniyonlar kiimesi

Hay 0505 = {01 + @l + @3Je + ke | 12 = —a1, 2 = —as, ke = —ag, icjeke = —A}
(2.3)
seklinde tammlanir. Burada A := /ajazaz dir (Ozdemir 2016, Ozdemir 2020).
Eliptik kuaterniyonlar kiimesi birlesme 6zelligine sahip fakat degisme 6zelligine sahip
degildir. Ozel olarak a; = ay = a3 = 1 olarak alindiginda H,, 4, 4, kiimesi reel
kuaterniyonlar kiimesini vermektedir.
Hy, 45,05 kiimesinde i, j., k. birimlerinin saglamig oldugu ¢arpim kural eliptik ku-

aterniyon ¢arpimi olarak adlandirilir ve bu ¢arpim kurali (izelge 2.2’de verilmistir.

Cizelge 2.2 Eliptik kuaterniyon ¢arpim tablosu

L e Je ke
I A Je ke
ie Z.e —ax aA_Bke _%je
je je _%ke —a2 aélie
ke | ke 2jc  —=ic —as

Daha acik bir gekilde p ve ¢ eliptik kuaterniyonlarimin carpimi

bqg = DP1q1 — Q1P2g2 — G2P3G3 — G3P4G4

A A )
+ | P192 + P21 + —DP3Gs — —Paqs | te
aq aq

A A

+ | P193 + P3q1 + —DaG2 — —P2q4 | Je
(05} (05}
A A

+ ( P1qs + Pag1 + —P2gz — —p3q2 | ke.
as as

seklindedir.
Reel kuaterniyonlara benzer sekilde p eliptik kuaterniyonunun skaler kismi sifir ise
p kuaterniyonuna has eliptik kuaterniyon denir.

p eliptik kuaterniyon olmak {izere normu

5



Ne(p) == Vpp = \/p? + a1p3 + azp3 + aspi

olarak tamimlanir. Burada p kuaterniyonunun eslenigi p; — poie — p3je — pPake sek-

lindedir.

2.3 Split Kuaterniyonlar

Split kuaterniyonlar, 1849 yilinda James Cockle tarafindan tanimlanmigtir (Cockle 1849).
Split kuaterniyonlar icin coquaternionlar, para-kuaterniyon, anti-kuaterniyon ve
pseudo(yari)-kuaterniyon terimleri de kullamlmaktadir. Split kuaterniyonlar kul-

lanilarak Lorentz uzaymdaki dénmeleri incelemek miimkiindiir (Kula ve Yayh 2007,

Ozdemir 2007)
Tamim 2.3 Baz elemanlan {1, 1, j, k}
=172 =k=ijk=1 (2.4)

carpim kuralini saglamak {iizere split kuaterniyonlar kiimesi

~

H={¢=q+¢@i+aqej+auk]|a e ga ucR}

seklinde tanimlanir (Cockle 1849).
Cizelge 2.3’den goriildiigii iizere split kuaterniyonlar kiimesi ¢arpma iglemine gore
degisme ozelligine sahip degildir.
Cizelge 2.3 Split kuaterniyon ¢arpim tablosu
1 2 j k
111 2 J k

ili -1 k —j
P
klk §7 4 1

P =p1+p2t+ps] +pak ve g = ¢+ g2+ @37 + quk  split kuaterniyonlarin toplami
ve farki

prg=MPiEta)+PeEtae)i+(pstaq)i+ (pataq)k,
6



p split kuateniyonunun c € R skaleri ile ¢carpimi
cp = cp1 + cpat + cpsj + cpak,

seklindedir. p ve q split kuaterniyonlarinin ¢arpimi

pPqg = DpP1q1 — P2q2 — P3q3 — Pags
(P12 + P2q1 + Pags — p3qa)
(P13 + P31 — P2Gs + Paga) J

(P1ga + Pagi — P3qs + p2qs) k

seklindedir.

p split kuaterniyonunun skaler ve vektorel kismi sirasiyla

Sp = D1,

Vp = pat+psg +pak

olarak gosterildiginde, S, = 0 ise p kuaterniyonuna has split kuaterniyon denir.

p split kuaterniyonunun normu

kazwm=¢ﬁ+£—ﬁ—ﬁ

seklindedir. Burada p kuaterniyonunun eslenigi p? + p2 — p2 —p? seklindedir. Normu
1 olan split kuaterniyona birim split kuaterniyon denir.

Split kuaterniyonlarda,
I, :==pp = pp = p} + p3 — 3 — P}
esitligi goz oniine alindiginda

I, > 0 ise p’ye timelike split kuaterniyon
I, < 0 ise p’ye spacelike split kuaterniyon

I, = 0 ise pye lightlike split kuaterniyon

stiflandirilmast yapilabilir (Ozdemir 2007).
7



2.4 Hiperbolik Split Kuaterniyonlar

Split kuaterniyonlar iizerinde bir genellestirme yapilarak birim hiperboloidler yer-
ine herhangi bir hiperboloid tizerideki donme hareketlerini incelemek miimkiindiir.
Simsek ve Ozdemir (Simsek ve Ozdemir 2016) her hiperboloid icin uygun bir split
kuaterniyon tanimlanabildigini gostermislerdir. Bu kuaterniyonlar hiperboloik split

kuaterniyonlar olarak adlandirilacaktir.
Tanim 2.4 R3 uzayinda a;, as, a3 € RT olmak tizere
—a 2% + agy® + azz® = £1 (2.5)

hiperboloidine kargilik gelen hiperbolik split kuaterniyonlar kiimesi

A

Hay 0005 = {a1 + @2in + @sjn + @akn | 17 = —a1, ji = a2, ki = as, injnkn = A} (2.6)

seklinde tammlanir. Burada A = | /ajasa3 dir (Simsek ve Ozdemir 2016).
Hiperbolik split kuaterniyonlar kiimesi birlesme 6zelligine sahip fakat degisme 6zel-
ligine sahip olmayan bir cebirdir. Ozel olarak a; = ay = as = 1 olarak alindiginda
Hal’aMS kiimesi split kuaterniyonlar H kiimesini vermektedir.

]I:]Iahaw13 kiimesinde 1, J5, k;, birimlerinin saglamig oldugu carpim kurali hiperbolik
split kuaterniyon carpimi olarak adlandirilir ve bu ¢arpim kurali Cizelge 2.4’de daha
acik bir sekilde verilmistir.

(izelge 2.4 Hiperbolik split kuaterniyon carpim tablosu

IR 7 Jh kn
111 Jn kn
i | —a Bk =2k
Jn | Jn _%kh a —%ih
kn | ko Sin Sin o oas

P = p1+p2in+p3jn + pakn ve ¢ = q1 + qoin + q3jn + qaky, hiperbolik split kuaterniyon

olmak tizere, bu iki hiperbolik split kuaterniyonun toplami ve fark:

pErqg=P1Eq)+ P2t aq)in+ (p3Eqs)jn+ (pa£ @) ki

dir.



p hiperbolik split kuaterniyonunun ¢ € R skaleri ile ¢arpimi

cp = cp1 + cpatp + cpsjn + cpaky
seklindedir. p ve ¢ hiperbolik split kuaterniyonlarinin carpimi
Pq = P1q1 — G1P2q2 — G2P3q3 — G3P4q4
A A ,
+ | P192 + P2q1 — —P3qa + —Pags | 1
aq aq
A A .
+ | P193 +P3q1 + —DPaq2 — —P2qs | In
a9 a9
A A
+ | P1gs + pag1 + —pags — —Dp3q2 | kn.
as as

seklindedir.

p hiperbolik split kuaterniyonunun skaler kismi ve vektorel kismi sirasiyla,

Sp = D1,

Vo = Dain + p3jn + paky

olarak tanimlanir. Eger S, = 0 ise p kuaterniyonuna has hiperbolik split kuaterniyon
denir.
p hiperbolik split kuaterniyonunun eslenigi p; — pain, — psjn — pakpn olmak tizere p

hiperbolik split kuaterniyonunun normu

Ni(p) = Vpp = \/ pi + a1p3 — azps — aspj

olarak tamimlanir.

Hiperbolik split kuaterniyonlarda
Jy = pp = Pp = pi +p3 — D5 — P}
esitligi goz oniine alindiginda

Jp, > 0 ise p’ye timelike hiperbolik split kuaterniyon
Jp, < 0 ise p’ye spacelike hiperbolik split kuaterniyon
Jp, = 0 ise p’ye lightlike hiperbolik split kuaterniyon

stniflandirmasi yapilabilir (Ozdemir 2007).
9



2.5 Fibonacci ve Lucas Dizileri

Bu boliimde Fibonacci ve Lucas dizileri igin verilen tanim ve ozellikler (Vajda 1989)

ve (Koshy 2001) kaynaklarindan alinmigtir.

Tamim 2.5 (Fibonaci dizisi) : Baglangig kosullar Fy = 0 ve F; = 1 olmak iizere,
Fn:Fn—1+Fn—27nZ2

rekiirans bagntisin saglayan {F),} dizisine Fibonacci dizisi denir.

Negatif indisli Fibonacci sayilar
F_,=(-1)""F,

esitligi ile tanimlanir. Cizelge 2.5’de F,, ve F_,, igin ilk 10 terim verilmigtir.

Cizelge 2.5 F,, ve negatif indisli F;, icin ilk 10 terim
n 0112 3|4 |56 |7 |8 9

E, [0]1]1 213 o518 13 ] 21 34

F,l0]1|-12|-3|5|-8]13]-21|34

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi,
??—r—1=0
olarak elde edilir. Bu karakteristik denklemin kokleri,

1+v5  1-+56
> _

ve
2

g:

dir.

Buradan kokler arasindaki iligki

S+x =1
c—» = V5
¢ = —1
seklindedir. Ayrica
"= E,+F (2.7)

»' = xF,+F,
10



esitlikleri saglanir.
(2.7)’deki egitlikler kullamilarak {F),} dizisinin genel terimi igin

gn_%n

F, = (2.8)

C—x
egitligi elde edilir. Bu formiilii ilk olarak Fransiz matematik¢i Binet 1843 yilinda
bulmustur. Bu sebeple literatiirde Binet formiilii seklinde adlandirilmaktadir.

Fibonaci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

1—x— 22
n=0
seklindedir.
Tanim 2.6 (Lucas dizisi) : Baglangig kogullar Lo = 2 ve L; = 1 olmak iizere,
Ly,=1Ln 1+ Ln727n > 2

rekiirans bagmtisin saglayan {L, } dizisine Lucas dizisi denir.

Negatif indisli Lucas sayilari,

egitligi ile tanimlanir. Cizelge 2.6’da L,, ve L_,, icin ilk 10 terim verilmigtir.
(Cizelge 2.6 L, ve negatif indisli L,, icin ilk 10 terim
n 01 213 415 6 |7 8 19
L, |21 314 7111 18 1 29 A7 | 76
L, |2|—-1|3|—-4|7|—-11|18| —29 |47 | —76

Lucas dizisi i¢in Binet formiilii
="+ " (2.9)

seklinde ifade edilir.

Lucas dizisinin tirete¢ fonksiyonu

9 _
E L,z" = v
T l—x— a2
seklindedir.
11



Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in bazi teoremler ve sonuglar verilecektir.

Teorem 2.1 (Vajda (")zde§1i§;i) n,r ve s negatif olmayan tamsayilar olmak iizere
Fn+7"Fn+s - FnFn+r+s = (_1)nFrFs
ozdegligi saglanir.

Teorem 2.1’de r, s — m ve n — n —m olarak alinirsa, agagidaki 6zdeslik elde edilir.

Sonug 2.1 (Catalan ézde§li§i) n ile m negatif olmayan tamsayilar ve n > m

olmak iizere

FY = FomFopm = (1) F,
ozdegligi saglanir.
Sonug 2.1’de m = 1 olarak alindiginda, asagidaki 6zdeslik elde edilir.
Sonug 2.2 (Cassini sze§ligi) n negatif olmayan tamsay1 olmak {iizere
F} = Fp1Fppa = (-1)"
ozdesligi saglanir.
Teorem 2.1’de s = m — n ve r = 1 olarak alindiginda asagidaki 6zdeglik elde edilir.

Sonug 2.3 (d’Ocagne Ozde§ligi) m ve n negatif olmayan tamsayilar ve m > n

olmak {izere

Fn+1Fm - FnFm+1 = (_1)nFm—n
ozdesligi saglanir.
Teorem 2.2 (Honsberger (")zde§li§i) n ve m pozitif tamsayilar olmak iizere
mean—i_FanJrl :Fm+n

ozdegligi saglanir.
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2.6 Fibonacci ve Lucas Kuaterniyon Dizileri

Fibonacci kuaterniyon dizisi ilk olarak Horadam (Horadam 1963) tarafindan tanim-
lanmugtir. Daha sonra Halici (Halicr 2012) tarafindan Fibonaccci ve Lucas kuater-
niyonlar1 i¢in Binet formiilleri yardimiyla Cassini 6zdesligi, toplam formiilleri gibi
ozelliklerin elde edilmesiyle bu diziler tekrar giincel ¢alisma alanina girmistir. Son
yillarda bilegenleri 6zel tamsay1 dizilerinin terimlerinden olusan kuaterniyon dizileri
iizerine yapilan ¢aligmalar biiyiik bir hiz kazanmistir. Tan vd. Fibonacci ve Lucas
kuaterniyon dizilerinin bir genellegtirmesi olan iki periyodik Fibonacci ve Lucas ku-
aterniyon dizilerini tanimlamiglardir (Tan vd. 2016a, Tan vd. 2016b). Tan ve Leung
Fibonacci ve Lucas dizileri i¢cin matris metodu kullanarak bu dizilerin 6zelliklerini
elde etmiglerdir (Tan ve Leung 2020). Bu béliimde Fibonacci ve Lucas kuaterniyon

dizileri i¢in temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.7 n > 0 olmak iizere

Qn:Fn+Fn+1i+Fn+2j+Fn+3kj

bagintisi ile tanimlanan {@,,} dizisine Fibonacci kuaterniyon dizisi denir (Horadam 1963).

Tanim 2.8 n > 0 olmak iizere

Kn = Ln + LnJrli + Ln+2j + Ln+3k

bagintisi ile tanimlanan { K, } dizisine Lucas kuaterniyon dizisi denir (Horadam 1963).

Qn ve @, Fibonacci kuaterniyonlar toplami ve farki

QniQm:(FniFm)+(Fn+1iFm+l)Z+(Fn+2iFm+2)j+(Fn+3iFm+3)k

@, Fibonacci kuaterniyonunun ¢ € R skaleri ile carpimi

CQn = CFn + (CFn+1) 1+ (CFn+2)j + (CFn+3) k
13



olarak tamimlanir. @), ve @, Fibonacci kuaterniyonlar ¢arpimi

QnQm = (Fn+ Fopri+ Fogol + Frysk) (Fon + Fongai 4+ Frngoj + Fingsk)
= FFo — FoiFng — FapoFnge — FoisFigs
+ (Bl + Fop1 B+ FogoFonys — FoysFonya) i
+ (FnForz + Fopolon + Fua B — Fov1Fings)

+ (FpFmys + FrosEp + Fopi oo — FroFpa) b

seklindedir.
@, Fibonacci kuaterniyonunun normu

Qn:Fn_Fn+1i_Fn+2j_Fn+3k

olmak {izere

N (Qu) 1=\ @uQu = \JF2 + F2yy + Flyp + s
seklindedir.

Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar: i¢in Binet formiilii n > 0 olmak {izere
"¢ —x"x n n
Qn=—"——, Ky=<¢"¢+x"x
¢ —x
seklindedir. Burada ¢ = 14¢i+¢?j+¢%k ve 3¢ = 1+ si+32j+ 33k dir (Haha 2012).

2.7 Fibonacci ve Lucas Split Kuaterniyon Dizileri

Fibonacci ve Lucas split kuaterniyon dizileri Akyigit vd. (Akyigit vd. 2013) tarafin-

dan tamimlanmigtir.
Tamim 2.9 n > 0 olmak tizere
HQu = Fu+ Furi + Fosoj + Fuysk
bagintisini saglayan {]I:]IQ,L} dizisine Fibonacci split kuaterniyon dizisi denir (Akyigit vd. 2013).
Tanim 2.10 n > 0 olmak iizere
HEK, = Ly, + Lyy1% + Lyioj + Lnisk

bagintisini saglayan {]I:]IK n} dizisine Lucas split kuaterniyon dizisi denir (Akyigit vd. 2013).
14



HQ,, ve HQ,, split kuaterniyonlarinin toplami ve farki
HQniHQm = (Fn:l:Fm)+(Fn+1 j:Fm+1)i+ (Fn+2iFm+2)j + (Fn+3:|:Fm+3)k

dir.

HQn split kuaterniyonunun ¢ € R skaleri ile carpimi
CHQn = cly + (cFup1) i+ (cFui2) § + (cFoys) k
olarak tanmimlanir. ]I:]IQn ve HQm split kuaterniyonlarinin ¢arpimi

HQHQm = (Fy+ Fusri+ Fapaf + Fuvsk) (F + Frg1i + Fyaj + Fysk)
= FoFp — Fp1Fosy + FooF s + FrisFoss
+ (FpFong1 + Fop1 By — FrgoFrgs + FrysFpga) @
+ (FnFmrz + Fogo b+ FosFrn — FiiFngs) J

+ (FnFm+3 + Fn+3Fm + Fn+1Fm+2 - Fn-i-?Fm-i-l) k

seklindedir.

Fibonacci split kuaterniyon normu
HQp = F = Fuyas = Foioj — Fuysk

olmak iizere

N <HQn> =V HQ,HQ, = \/Fr% +F2 - Fl,— F2 g

seklinde tammmlanir (Akyigit vd. 2013).
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3. FiBONACCI VE LUCAS ELiPTiK KUATERNIYON DiZIiLERIi

Bu boliimde bilegenleri Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan yeni bir eliptik ku-
aterniyon dizisi tanimlanacak ve bazi 6zellikleri incelecektir. Bu boliimde elde edilen

sonuglar Tan vd. (Tan vd. 2024) tarafindan elde edilmigtir.
Tanmim 3.1 n > 0 olmak iizere
Qen = Fn+ Fopiic + Foiaje + Foyske

bagmtisini saglayan {Qg,} dizisine Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisi denir.

Bu dizinin ilk iki terimi
QEro =te + Je + 2ke, Qp1 = 1+1c + 2jc + 3k
seklindedir.
Tanim 3.2 n > 0 olmak iizere
Kgn =Ly + Lppiic + Lyyoje + Lniske

bagintisin saglayan { Kg,} dizisine Lucas eliptik kuaterniyon dizisi denir.

Bu dizinin ilk iki terimi
Kgo=2+1t.+3jc +4ke, Kp1 =1+ 31, +4j. + 7k,

seklindedir.
Burada 7., je, ke birimleri eliptik kuaterniyon ¢arpim kuralini saglamaktadir.

QEen ve Qpm Fibonacci eliptik kuaterniyonlarinin toplami ve fark:
QE,n :l:QE,m - (Fn =+ Fm) + (Fn-‘rl =+ Fm—l—l) Z.e + (Fn+2 + Fm+2)je + (Fn+3 =+ Fm+3) ke

seklindedir.

Qe,» Fibonacci kuaterniyonunun ¢ € R skaleri ile ¢carpim
CQE,TL - CFn + (CFn—i—l) ie + (CFn+2)je + (CFn+3) ke

seklindedir.
16



QEn ve Qg Fibonacci eliptik kuaterniyonlarinin garpimi

QE,nQE,m = (Fn + FnJrlie + Fn+2je + Fn+3ke) (Fm + Ferlie + Fm+2je + Fm+3ke>

= F,F, — aan+1Fm+1 - aan+2Fm+2 - a3Fn+3Fm+3

A A .
(F Fop+ FopFn + Fn+2Fm+3 - a_Fn+3Fm+2)
1

A A .
+ (F Foo+ FropoFy + Fn+3Fm+1 - a_Fn+1Fm+3) Je
2

A

A
+ (F Fois + FosFy, + Fn+lFm+2 — Fn+2Fm+l) ke
3

seklindedir. Ayrica Fibonacci eliptik kuatermyonlarlmn ¢arpiminin matris gosterimi

F, —aiFhy —asF, o —azlby3 Fn
A A
Fn+1 Fn T g i nt3 aFn—i—Z Fm+l
QE,nQE,m: A A
Fn+2 ag T n+3 Fn g, I ntl Fm+2
A A
L Fn+3 _an—ﬂ @Fn—kl Fn 1L Fm+3 ]
seklindedir.

Fibonacci eliptik kuaterniyonun normu

QE,TL = Fn - Fn+1ie - Fn+2je - Fn+3ke

olmak {izere

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.1 Fibonacci eliptik kuaterniyonlar

Qen=Qpn-1+ Qrn2,n>2

rekiirans bagintisini saglar.

Ispat. Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin tanimimndan

QE,nfl + QE,an = anl + Fnie + Fn+1je + Fn+2ke + an2 + anlie + Fnje + FnJrlke

= (anl+an2)+(Fn+anl)ie+(Fn+1+Fn)je+
= Fn+Fn+1ie+Fn+2je+Fn+3ke

= QE,n

elde edilir. =
17
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Teorem 3.2 {(Qp,} dizisinin ve {Kg,} dizisinin tireteg fonksiyonlar1 sirasiyla

et jet2ke+ (14 jo+ ko)

G(x) r—— (3.1)
ve
H(x):2—1—26—1-3]6—1—4147;—_#;_1;—2226—1-]6+3k:e)x (3.2)
seklindedir.

Ispat. {Qg,} dizisinin iireteg fonksiyonu G(x) olmak iizere G(r) = ZQE,na:”
n=0

formal kuvvet serisini goz 6niine alalim.

o) ) o) )

(1 —r— 332) Z Qmen _ Z Qmen _ Z Qmen—i-l _ Z Qmen-‘rQ
n=0 n=0 n=0 n=0
%) 9] %9

= Z QE,nxn - Z QE,n—lxn - Z QE,n—an
n=0 n=1 n=2

= Qro+ (Qp1— Qeo)x+ Z(QEn — Qen-1— Qen2)x"

n>2
elde edilir.

Teorem 3.1’den
_ Qro+ (Qe1— Qpo)x

1—2—22

G(x)
elde edilir. Qo ve Qg1 baslangi¢ kosullarini yerine yazarak

tetJe+2k+ (1+jo+ke)x
1—x—22

G(z) =

elde edilir.
{Kg,} dizisinin iireteg fonksiyonu H (z) olmak iizere H(z) = Z Kp ,a" gz dniine

n=0
alinarak benzer sekilde ispat yapilir. m

Teorem 3.3 ¢* := 1+ i, +c%je + 3ke ve 3" := 1+ s, + 6%j. + 3k, olmak tizere

g*gn _ %*%n
Qpn=—"" (3.3)

C—x
ve
Kpn=¢"¢" + 5" (3.4)

dir.
18



Ispat. Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin tanimi ve Binet formiilii kullamlarak

QEmu = F,+ Fn-i-lie + Fn+2je + Fn+3ke

n n n+1 n+1 n+2 n—+2 n+3 n+3
¢ = S — X . S - . S -
- (e (e ()
S — C— C— S —
" (1 + i+ ¢%je + 3k.) (L4 + 7 j. + k,)

C— S —
g*gn_%*%n

—4
elde edilir.

Benzer sekilde Lucas eliptik kuterniyon dizisinin tanimi ve Binet formiilii kullanilarak

KE,n - Ln + Ln—l—lie + Ln+2je + Ln+3ke
— g" 4o (§n+1 + %n+1> i + (gn+2 + %n+2) je i (§n+3 + %n+3) ke
= ¢" (1+§i+g2je+g3ke)+%” (1+%i+%2je+%3ke)

elde edilir. =

Teorem 3.4 Fibonacci ve Lucas eliptik kuaterniyon dizileri igin tistel iireteg fonksiy-

onlar1 sirasiyla

e " g*egx — ¥
S Quay =
0 n. S —

ve
o0 xn
2 :KEn_ _ g*egx + e

" n!

n=0

seklindedir.

Ispat. Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formiilii kullamlarak

0 " 0 N — 2\ T
n=0

n=0

o (s2)" e O )"
B §—%Z n! _g—%z n!

g*egm _ %*6%33
—

elde edilir.
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Benzer gekilde Lucas eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formiilii kullanilarak

(%s) 2" 0o 2"
E KE,n_' = (§*§n + %*%n) -
n! n.
n=0 n=0
o0 n o) n
ST T
Y SIS S
n=0 n n=0 s
_ g*egz + %*e%:c

elde edilir. m
Simdi Fibonacci ve Lucas eliptik kuaterniyon dizilerinin bazi 6zelliklerini elde etmek

icin yararlanacagimiz asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.1 w:= %ie + éje — %ke, t:=1—ay+as—az, t; ;== a  Fy +asF3+ asFs,
ty = % (a1 F3 + agFy + a3 Fg) olmak iizere agagidaki egitlikler saglanir.

(1) ¢*3¢* = Kpo —t — AV/5w,

(i) »*¢* = Ko —t + AV5w,

(i) (*)? = Kpo— (L+t1 +t2) + V5 (Qpo — t2)

(iv) (5) = Kpo — (1 +t +t3) — V5 (Qro — ta) .

ispat. (1) ¢*ve »* tammindan
3" = (14 +%je + Pke) (1 + scic + 57 je + 5°k.)

A
= (1 —ay (s3) — ag (g%)2 —as (g%)3 + <%+ <+ o (§2%3 — <3%2)> le
1

+ (%2 resl (¢Ps — §%3)> Je + (%3 Fo+ 2 (6" — §2%)> ke)

a9 as

elde edilir. Ardindan gerekli igslemler yapildiktan sonra
A A A
it = l+ar—axt+az+ (1——\/5) e + (3——\/5)je+ (4+—\/5) ke
aq (05} as
= 1+CL1—G2+(I3+KE70—2—A\/5W
= KE,O —t— A\/Sw
elde edilir.
(77) ¢*ve »* tanimindan
7 = (14 sie + 5% + 52°ke) (1+ i + % + ke)

A
= (1 — a1(565) — aa(556)? — az(se5)* + (c +xt+ — (5763 — %3§2)) e
1

+ (<2 L2 g 2 (5% — %<3)> Je + (5’ . (™ — %2<)> k)

a2 as
20



elde edilir. Ardindan gerekli islemler yapildiktan sonra

A A A
= 1+a1—a2+a3+(1+—\/3)i6+<3+—\/5>j6+<4——\/3>k6
a1 as as
— 1+CL1—G2+CL3+KE?O—2+A\/E(A)

= KE70—t+A\/gw

elde edilir.
(73i) ¢* tammindan
(M = (L+ic+ % +%ke) (1+sie + 6% + k)

= 1—a1§2—a2g4—a3§6+(2§)ze ( ) + (2¢3) k

S
1 3 5}
= 1—a1§2—a2g4—a3§6+2( +2\/_>z'e—|—2< +\/_>je+2(2+\/3>k

2
= 1—ac?—ast — a3§6 +Kgo—2+ \/5QE,0
= Kpo— (1+ta+t)+V5(Qro—t2)
elde edilir.
(1v) »* tamimindan
(%*)2 = (1 + s + 525, + k) (1 + scip + 5250 + k)
= 1 — a2 — ags* — azs® + (250)i, + (252)je + (2%3) k.

15 3—5
= 1— a1 — ags* — azs® +2( 2f)¢e+2( 2\/_>je+2(2—\/5)ke

= 1— a3 — agx* — a3 + Kpo—2— \/gQE,o
= Kpo— 1+t +1t2) — \/B(QE,O —t)

elde edilir =

Lemma 3.1 kullanilarak agagidaki egitlikler elde edilir.
Sonug 3.1
(i) "o + °¢" =2 (Kgo — 1)
(i1) ¢*»* — »*¢* = —2AV/Bw
(ii) ()7 + ()" = 2(Kpo — (1+t1 +1))

(iv) (s7)" = ()" = 2V5(Qpo — ta).
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Simdi Lemma 3.1 ve Teorem 3.3 yardimiyla Fibonacci eliptik kuaterniyon dizileri

icin Vajda 6zdesligi verilecektir.
Teorem 3.5 (Vajda Ozde§li§i) n,r ve s negatif olmayan tamsayilar olmak tizere

QE,TH—TQE,TH—S - QE,nQEm—i—r—s—s - (_1)n FT [(KE,O - t) Fs + AWLS]
dir.

Ispat. Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formiilii kullamlarak

5 (QE',nJerE,nJrs - QE,nQE,nJrrJrs)
— (gn—f—rg* _ %n—i—r%*) (gn—&-sg* _ %n—i-s%*) o (§n§* _ %n%*) (gn—l—r—i—sg* _ %n—i-r—i-s%*)
— gn%’fH—T—i-S <g*%*) + %ngn+r+s (%*§*) . gn—l—r%n—l—s <g*%*) . %TH—Tgn-l—S (%*§*)
n r+s (§*%*) +gr+s (%*§*) _ (g%)ngr%s< *%*) —|—%T§s (%*C*)

(s)

= ()" ((%rJrs . gr%s) a4 (ngrs . %Tgs) %*g*)
(52)
(53)

3
—~
&1
\/

S 35 (STa") + (¢ = 5") 7 (5°6T)

T =) (S (7T) = 5 (M)

21
elde edilir. Lemma 3.1 (i) — (éi) yerine yazilarak

(~1)" (Fv5 (g — i+ AVBws) = (Ko — tr — AV5wr) ) )
(—1)" (F,V5((s” = 3°)(Kpo — tp) + AVBwg(s® + 5°)))

(—1)" (Fv/5(FoV/5(Kgo — t) + AVBwL,))

()" F(Kgo — t)F, + AwLy)

elde edilir. =

Teorem 3.5’de r, s — m ve n — n—m olarak alindiginda, asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2 (Catalan Ozdesligi) n ve s negatif olmayn tamsayilar ve n > m olmak

lizere
Q2E7n - QE,n—mQE,n+m - (_1)n—m Fm ((KE,O - t) Fm + AWLm)
dir.

Sonug 3.2’de m = 1 olarak alindiginda, agagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 3.3 (Cassini Ozdegligi) n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere,

Q2E7n — QEn-1Qp i1 = (—1)" 7 (Kpo — t) + Aw)
dir.
Teorem 3.5’de s = m — n ve r = 1 olarak alindiginda, asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.4 (d’Ocagne Ozde§li§i) n ve m negatif olmayan tamsayilar ve m > n

olmak {izere

QE,n—l—lQE,m - QE,nQE,m-l—l - (_1)11 ((KE,O - t) Fm—n + AW-Lm—n)
dir.

Teorem 3.6 (Honsberger Ozdesligi) n ve m negatif olmayan tamsayilar olmak

lizere

Qem-1QEn + QEm@ni1 = Frin(Kpo — (1 4+t +12)) + Lipin(QEo — )
dir.

Ispat. Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisi Binet formiilii ve Lemma 3.1 (iii) — (iv)

esitlikleri kullanilarak
5(Qem-1QEn + QemQEni1)

= (¢ =5 ) (6T =) 4 (M6 = aemadT) (MG — s
G (M) = Mg s — eI g s (57)

gmtntl (g*)2 cm%"“c »” %mc”“%*g* + Mt (5 )2>
mflxng*%* — MG T = (ML s — e T
e = ) () = e =) ()]

—¢M (ST 2T s — (e N ) )
— (= 6 e )
= V5 (" (Ko — (14t +t2) + V5 (Qro — t2))
™ (Ko — (L+ b +t2) = V5(Quo — 12)))

= VB (" =5 (Kpo — (14t + 1)) + (7" 4 5"4) V5 (Qpo — t2))
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= V5 (FrinVB (Kpo — (1 +t1 4+ 12)) + LininV5 (QEo — t2))
= Fongn (Kpo — (1 4+t +t2)) + Linyn (QE0 — t2)
elde edilir. m
Simdi Fibonacci eliptik kuaterniyon ve Lucas eliptik kuaterniyon dizilerini iceren

baz1 teoremler verilecektir.

Teorem 3.7 n,r, s negatif olmayan tamsayilar ve r < s olmak iizere

KE,n—l—rQE,n—l—s - KE,n—l—sQE,n—H’ =2 (_1)n+7“ Fs—r (KE,O - t)
esitligi saglanir.

Ispat. Fibonaci ve Lucas eliptik kuaterniyon dizileri Binet formiilleri kullamlarak

\/5 (KE,n+7‘QE,n+S - KE,n—l—sQE,n-i—r)
_ (§*§n+r + %*%n—H") (g*gn—l—s . %*%n+s)
_( * _n+s * n+s) ( * _n+r * nJFT)

Y + Ny —

2
_ (§*> g2n+r+s _g*%*gn+r%n+s +%*§

wgmke st ( %*)2 2nHTts
_ (g*)2 g2n+r+s + g*%*gn—l—s%n-‘rr _ %*g*gn+r%n+s + (%*)2 S2ntrts

= " (520)" (P — M) + 27 (60)" (P — T )

= (520)" ("5 — ") (¢ oc* 4 57¢7)

= (1) (¢S = ) (K — )

= 2(=1)"""V5F, (Kgo —t)

= 2(=1)""F,_(Kgo—1)

elde edilir. =

Teorem 3.8 n negatif olmayan bir tamsay1 olmak tizere agagidaki egitlikler saglanir.

6

(i) K, +Q%, = = ((Kpo— (1+t1+12)) Lan +5(Qpo — t2) Fan)

() K= Qb = 5 (Ko = (1 02+ 12)) Loy +5 (@ro — 12) )
2 (Kpo — ) (-1)"



Ispat. (i) Fibonacci eliptik kuaterniyon ve Lucas eliptik kuaterniyon dizilerinin

Binet formiilleri kullanilarak
K%, +Q%,, = (5" + 55")" + L (¢*¢" — 5c50")?
= ("¢ H 27 5™) (S ™) + £ (SFCT = ) (SRS — st ™)
_ (g*)2 g2n 4t (g%)n 4ot (g%)n + <%*)2 22n
+1 (%)% 62" = ¢3¢ (630)" — 3% (s20)" + (3¢)? 522")
= (1+3) ()7 + ()" )
(1= 3) (¢3¢ + 5°¢*) (s50)"
Lemma 3.1 (iii) — (iv) ve Sonug 3.1 (i) yerine yazildiginda
Ky + Qi = (1+3) (Kpo— (14t +t2) + V5 (Qpo — ts)) "
+(1+13) (Kpo— (L+t14t2) — V5 (Qpo — t2)) 3™
F2(1 ) (Kpa - 1) (1)
= (1+4) (Kgo— (1 +t141t2)) Lan +5(Qpo — t2) Fan)
+2 (1= ) (Kpo— 1) (-1)"
ispat tamamlanir.

(77) Fibonacci eliptik kuaterniyon ve Lucas eliptik kuaterniyon dizilerinin Binet for-

miillerinden,

Ko = Qb = (7" + 5 5")" = £ (76" = ")
= ("¢ + 27 56™) (S*C" + 3 50™) — £ (ST — a7 a™) (SHCT — 3 ad™)
_ (g*)2 g2n 4t (C%)n 4 oafc (g%)n + (%*)2 22n

()22 — o ()" = 26 (650" o+ (52) 522)

= (= DV + ) + (1 D) (60 +5076)
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Lemma 3.1 (iii) — (iv) ve Sonug 3.1 (i) yerine yazildiginda

= (1= D2 4 ()2 ) + (L S)(50)" (75 + 5°7)

5 5
HI+ D) (0" (5 4 57)
_ g (2"(Kpo — (14t +t2) + V5(Qpo — t2))
(Ko — (1 +12) = VE(Qe — 1) + 5 (659" 2 (Ko — 1)
- g((KﬂO — (L4t +1ta)) (62" + ™)
V(@i — 1) (7 = 52) 4 2 (~1)" 2 (Ko — 1)
_ % (Kpo— (14t +15)) Lon + 5(Qro — t2) Fan)
oo (<1)" (Ko — 1)

elde edilir. =

Teorem 3.9 n ve m negatif olmayan tamsayilar ve m > n olmak iizere
QenKpm — KemQpn=2(—1)"" AwL,,
esitligi saglanir.

Ispat. Fibonacci eliptik kuaterniyon ve Lucas eliptik kuaterniyon dizilerinin Binet

formiilleri kullamlarak

\/g (QE,nKm - KE,mQE',n)
— (g*gn_%*%n) (g*gm+%*%m)

—(§*§m+%*%m) (g*gn_%*%n)

— (g*)2 gner o M ad™ — R — (%*>2 M
_ (§*)2 gner + g*%*gm%n . %*g*gn%m + (%*)2 %ner
— g*%*gn%m _ %*g*gm%n + g*%*gm%n o %*g*gn%m
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Sonug 3.1 (i) yerine yazldiginda
V5 (QenKm — KpmQen) = (75" — 5°¢") (<" 5™ 4¢3
= 2(-1)"" AV5w (5™ )
= 2(=1)"" AVBwLp_y
= 2(=1)""" AwL,_n
elde edilir. m

Simdi Fibonacci ve Lucas eliptik kuaterniyon dizileri i¢in binom toplam formiilleri

verilecektir.

Teorem 3.10

(Z) Z (Z) QE,C+T = QE,QU—}—T’
(”) Z (Z) KE,chr = KE,2v+r-

c=0

Ispat. (i) Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formiilii ve binom acilim

g (Z)QE,CM = Z( ) ( creetr %* m)

- 2()6 223 ()

kullanilarak

=0 =0
g*gr Py ‘
= 1+¢)" — 1+ )"
(149 = ZE (14 )
§*§2U+T %*%Qv—l—r
= = QE,2U+T

¢ — x
elde edilir.

(17) Lucas eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formiilii ve binom agilimi kullamlarak

Zv: (Z) Kperr = i: (Z) ("6 4 3%57)

c=0 c=0

= ¢¢" Z (U) S A Z <Z> P
c=0 c=0

= ¢ (14¢)" + s (1 + 3)"

(@)

— g*§2v+r+%* 2u+r

- KE,QU—H"
27



elde edilir. =

Teorem 3.11

v i -

. - v 52@E,v+ra v Qlft 1s¢,
(Z) QE,2(3+7’ = w1 .

—o \C 2 Kpyir, v tek ise,
v i

o (v 52 Kpyyr, v Gift ise,

(’LZ) KE 2 =

c s2etr v+1 .

c=0 QE wotry U tek 1s€,

3 (0) (0@ = (1 Qo

(i () (1 Keerr = (<1) Ko

c=

Ispat. (i) Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formiilii ve binom acilim

Z”: v Q B zv: v g*§20+r %*%2c+r
C E 2c+r e ¢ —

c=0 c=0

kullanilarak

s v v\ " v v 2
— gc_ c
SOY (e (0)

c=0 c=0

* T * , T

_ ;_g% (14" - — (1452)"

¢ (V) — 57 (—seB)’

S —xx

52Qpair, v Gift ise

n Kgyir, v tek ise
elde edilir.

(17) Lucas eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formiilii ve binom agilimi kullamlarak

02:(; <Z> KE,2c+r = Z (z) (g*g26+r + %*%2c+r)
= *¢T Z (Z) §20 + oot Z <Z> 2%
c=0 c=0

— §* r (1 _'_§2)” +%*%r (1 +%2)”
= ¢ + P <—%\/€>U

52KEU+T, v ¢ift ise

'u+1

QE vir, U tek ise



elde edilir.

(77i) Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formiilii ve binom agilimi kul-

lanilarak
v v 2c+r % 2c+r %
v c v o [(SEENTGT — 22T e
-1 _ _
(e - EQor(Emrm
c=0 c=0
ST X c=0 ¢ ST c=0 ¢
. 2\ v 3" 2\ v
= 1— — 1 —
(- )
c*cT ) 2 " .
= g -
= (_1)11 QE,U—H’

elde edilir.

(1v) Lucas eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formiilii ve binom agilimi kullanmilarak

elde edilir.
Boylece teoremde verilen ifadelerin ispatlar:i tamamlanmig olur. m

Fibonacci ve Lucas eliptik kuaterniyon dizileri i¢in bazi1 binom toplam formiilleri

verilecektir.
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Teorem 3.12

{ % (5”2 KE,U_QE’U> )
v 152 +1) Kg.,,
(i) (“)A@@ — 2£1 ) Ko
c=0 2¢ % (5 2 QE,U - KE v) ’
v 1 v
v _(52 _]-) QE,U?
(ii1) (20+ 1) QEBdcy1 = ) 2%1
c=0 2 (5 2 KE,U + QE’L}) )
v 152 —1) Kg,,
(w) ! Kg de+l = 2 ( ) "
2c+1 ’ 1 (putd
=0 252 Qpy+ Kgy ),

Z(;C)QEAC = %

c=0

_ 1 v ('U) N v ('U) (—1>CQ )
1 [ [0 ¢%¢* — %50 (v
(O () e
1 = (V) o 7 = (V) o
AEE0- S50
g* v v o %* v
+§—%C:0 (c)< 1)g §—%§

v ¢ift ise,
v tek ise,
v ¢ift ise,
v tek ise,
v ¢ift ise,
v tek ise,
v ¢ift ise,

v tek ise.

elde edilir. Buradan binom agilimi yardimiyla ifade tekrar diizenlenerek

((g*(l +6%)V — s (1 + )Y

S —x

Z(;C)QEAC = %

) (U

))

S —x

()

2 ¢ —x

1 ((g*(cx/g)” — 3 (—3\/5)"

) + <§*(—€)Z -

)

elde edilir. v’nin tek ve ¢ift olma durumlar1 goz oniine alinarak istenilen sonug elde

edilir.
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(77) Lucas eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formiilii kullamlarak

Xv: (2“0) Kpae = %CUO (Z) (14 (—1)°) Kpa

c=0

(6*6% + 5" ) + zv: <Z) (—1)° ("¢ + %*%20>)

elde edilir. Buradan binom acilimi yardimiyla ifade tekrar diizenlenerek

Z <2UC> KE,4C =

_ = % <§* (C\@)U + 3" (—%\/5>v + ¢ (—¢)" 4 5 (—%)U>

(FA+) + (1457) +¢ (1=) 4+ (1-))

DO | —

elde edilir. v’nin tek ve ¢ift olma durumlar1 goz oniine alinarak istenilen sonug elde
edilir.
(77i) Fibonacci eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formiilii kullanilarak

- v 1< (v c
> (oer)@eun = 32 (0) 000

c=0

I I
DN | — N | —
= 1[-
/N N
o S
N N

Va)

A D
N * )
||| |
Y-

x* VRN

o

| N——

<

—_

T =
N D)

—~ Pj

| Y
:/ N————

o

Vs

&

Va)

Ve *

| ]|
N Ng,

x*
~_

I
DN | —
Va)
[
N
[]-
N
o <
N————
N

(V]

o

|
Va)

BEY
N
{\g
7N
o
N———
L

S (e Z5 ()

c=0

elde edilir. Buradan binom agilimi yardimiyla ifade tekrar diizenlenerek

i <2cv+ 1>QE74C+1 = % ((g*(l H?)Z__f(l +%2)U> _ (C*(l - gz)z—_ﬂj(l - %2)”>)

_ ! <<<*(€¢5)” - %*(—%ﬁ)“> i (g*(—g)” - %*(—%)”))
2 S—x S—x
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elde edilir. v’nin tek ve ¢ift olma durumlar: goz oniine alinarak istenilen sonug elde
edilir.

(7v) Lucas eliptik kuaterniyon dizisinin Binet formiilii kullanilarak

? v 1 (v c
Z (20+ 1) Kgact1 = ) - <c> (1—(-1) )KE,2C

c=0

Il Il
DN | = DN | =
o
I cHMc
o
A~ N
o < o <
~
—~ N
Ny &
N [N
g.') o)
4 |
v 1M
*
N[\) /—\
) o S
SN— \/
| —~
|
M- &
hars
7N
S
Nz &
[\o}
o \ﬁ_/
—_
hare
—
N
*
N
Y
+
N—)&
AN
5y
S—"
N~

Il
N | —
a)
*
(]
RS
o
~_
Vs
&
+
N
*
(]
R
o
~_
N
[\~
(e}

elde edilir. Buradan binom agilimi yardimiyla ifade tekrar diizenlenerek

Y v
Kg 4
3 (%H) paen

c=0

(T (1) 4o (1457)7) = (7 (1 =)+ (1= 2)))

N =

- (6 () e (o)) 6 o )

elde edilir. v’nin tek ve ¢ift olma durumlar1 goz oniine alinarak istenilen sonug elde

edilir. =
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4. FIBONACCI VE LUCAS HIiPERBOLIK SPLIT KUATERNIYON
DiZiLERi

Bu boliimde bilegenleri Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan yeni bir hiperbolik
split kuaterniyon dizisi tanimlanacak ve baz ¢zellikleri incelenecektir. Bu boliimde

elde edilen sonugclar tezimizin orjinal sonuclaridir.

Tamim 4.1 n > 0 olmak iizere

QH,n - Fn + Fn—l—lih + Fn+2jh + Fn—i-?)kh

bagintisim saglayan {Qp,,} dizisine Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisi
denir.

Bu dizinin ilk iki terimi
Qro = tnh+ Jn + 2kn, Qua =1+, + 27, + 3k
seklindedir.

Tanmim 4.2 n > 0 olmak iizere
Kupn = Ly + Lyjitn + Lpyojn + Lyisky

bagintisin saglayan { Ky, } dizisine Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisi denir.

Bu dizinin ilk iki terimi
Kpo=241ip+ 3jn + 4k, Kp1 =1+ 3, + 45, + 7k,

Burada iy, jp, kp, birimleri hiperbolik split kuaterniyon carpim kuralini saglamak-
tadir.

Qun ve Qum Fibonacci hiperbolik split kuaterniyonlarmin toplami ve fark:
QH,niQH,m = (Fn + Fm) + (FnJrl + Ferl) Zh+ (Fn+2 + Fm+2>jh+ (Fn+3 + Fm+3> kh
Qun Fibonacci hiperbolik split kuaterniyonunun ¢ € R skaleri ile carpim

CQH’n = CFn + (CFn+1) ih + (CFn+2>jh + (CFn+3) kh
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seklindedir.

Qun ve Qu . Fibonacci hiperbolik split kuaterniyonlarinim ¢arpimi

QH,nQH,m - (Fn + Fn—l—lih + Fn+2jh + Fn+3kh)(Fm + Fm—&—lih + Fm+2jh + Fm+3kh)
= FoFn—aiFp P+ aeFyoF 0+ azlhy3F 3

A A .
+(EpFomi1 + Foa By — a_Fn+2Fm+3 + a_Fn+3Fm+2)Zh
1 1

A A ‘
+(EpFogo + FrioFry — a—Fn+1Fm+3 + a—Fn+3Fm+1)]h
2 2

A A
+(EpFots + FisFr — a_Fn+2Fm+1 + a_FnJrlFerZ)kh
3 3

seklindedir.
Fibonacci hiperbolik split kuaterniyonlarinin carpiminin matrisi gosterimi
Fo —aibnp aeFhie azbioys Fo,
A A
Fn+1 Fn a_an+3 _EFn—i-Q Fm+1
QH,nQH,m = A A
Fn+2 aFn+3 Fn _EFnJrl Fm+2
A A
Fn+3 _a n+2 a_3Fn+1 Fn Fm+3

seklindedir.

Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon normu

QH,n = Fn - Fn+1ih - Fn+2jh - Fn+3kh

olmak iizere

N (QH,n) = \/QH,nQH,n - \/FT% + alFT%_H - QQF':%—{-Q - CL3F3_~_3

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.1 Fibonacci hiperbolik split kuaterniyonlar

Qun = Qun-1+ Qun-2,n>2
rekiirans bagintisini saglar.
Ispat. Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin tanimindan
Qun-1+Qun—2 = Fo1+ Fyip+ Fopjn + Fopokn + Foo + Foqip + Fojn + Fpiky,
= (Foo1+ Fuo) + (B4 Fua)in + (Fasr + F) g + (Fage + Foga) i
= Fo+ Fppain + Foyajin + Fuiskn

= QH,n
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elde edilir. =

Teorem 4.2 {Qp,} dizisinin ve {Ky,} dizisinin iireteg fonksiyonlar: sirasiyla

in+Jgn+kn+ 1+ gy + k)

G(z) = — (4.1)
ve
H(x):2—Hh+3Zh+4k}it;_1;2zh+jh+3kh)x (4.2)
seklindedir.

Ispat. {Qp,} dizisinin iireteg fonksiyonu G(z) olmak tizere G(r) = ZQH,nx”
n=0

formal serisini goz oniine alalim.

0 00 oo oo
(=) Y Qua” = 3 Qi — Y Q™ = 3 Q™
n=0 n=0 n=0 n=0
00 oo oo
= Z Qunr" — Z Qup12" — Z Qup—2x"
n=0 n=1 n=2

= Quo+ (Qui— Qmo)x+ Z (Qun — Qun-1 — Qun-2) 2"

n>2
elde edilir.
Teorem 4.1’den

_ Quo+ (Qu1— Quo)x

1—2—22

G (x)

elde edilir. Qo ve Qm,1 baslangic kosullarin yerine yazarak

in+ jn+Ekn+ (14 jp+kp)x
11—z — 22

G (r) =

elde edilir.
{Kp,} dizisinin iirete¢ fonksiyonu H(z) olmak tizere H(x) = Z Ky nz" gbz 6niine

n=0
alinarak benzer sekilde ispat yapilir. =

Teorem 4.3 ¢ := 1+ iy, + ¢%jp + Pky ve o 1= 1 4 iy, + 325, + 25k,

§,§n _ %%n
Qun= """ (4.3)
S —
ve
Ky =" 4 " (4.4)
dir.
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Ispat. Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin tanimi ve Binet formuiilii

kullanilarak

Qun = Fo+ Foiain + Fopojn + Fuisky

gn — 3" §n+1 _ %n-l—l ‘ gn—|—2 _ %TH-Q ' gn-|—3 _ %n—i—?)
= + i+ g—% nt+|— ) ka

S —x S —x C—x
. c" (1+Cih+§2jh+§3]€h) 7" (1+%ih+%2jh+%3kh)
B S — B S —
S =
= g_—%

elde edilir.
Benzer gekilde Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin tanimi ve Binet formiilii

kullanilarak

Kun = Ly+ Lyyiin + Lygajn + Lnyskn
= " (T (TP AR G (T )
= " (1+gip+Zjn + §3kh) + 5" (1 + iy, + 2 jn + #ky,)
= "¢+ "5

elde edilir. =

Teorem 4.4 Fibonacci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizileri i¢in tistel

iiretec fonksiyonlar1 sirasiyla

o Pk glegx — e
E QH,HF -
n=0 ’

C—
ve
o0 xn
KH,n_ — glegz + %le%:r
Z n!
n=0
seklindedir.

Ispat. Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formiilii kullanilarak

i@ " B i §/§n — ™\ ™
—~ T ¢ — n!

n=0
] i (cz)" i (s2)"
o — n! — n!
n=0 n=0
g/egz _ %eﬂz
T =2
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elde edilir.

Benzer sekilde Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formiilii kullanilarak

ZKH% = S (et e

—~ n!
= (sz)" 2 (se2)"
= Y A
n! n!
n=0 n=0
— g/ega: _'_ %/e%z

elde edilir. m

Simdi Fibonacci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizilerinin bazi 6zelliklerini

elde etmek icin yararlanacagimiz agagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 4.1 b := %ih — éjh—i- ékm d:=1—ay—as+as, dy := a1 Fy —asF3—askFs,
dy = % (a1 Fy — asFy — a3Fg) olmak iizere agagidaki egitlikler saglanir.

(i) ¢'s¢ = Ko — d + AV,

(i1) #¢' = Ky —d — AV5b,

(i1d) (") = Kuo — (1+dy +da) + V5 (Quo — da) ,

(iv) () = Ko — (1 +dy +dy) — V5 (Quo — da) .

Ispat. (i) ¢'ve » tanimindan
s = (L cin+ P+ Chn) (14 sein + 57 g + 5k
— - e oo+ (e o+ 20— 2) )i
2 2 A 3 3 . 3 3 A 9
(2 — (P it (2 — (0 =) |
2 3

elde edilir. Ardindan gerekli islemler yapildiktan sonra

A A A
4 1+a1+a2—a3+(1+a—\/3)z'h+<3——\/5)jh+(4+a—\/5)k
1 3

a2
= 1+(11+(Z2—CL3+KH70—2+A\/311

— Kpo—d+AV5b

ispat tamamlanir.
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(17) ¢’ ve » tamimindan

L = (L4 iy + 5 + 3°kn) (1 + i + 6% jn + S ky)

A
= 1= a1(566) + as(566)” + as(566)” + (§ +oet — (5% — %ch)) in
1

A , A
+ (§2 + 5 + — (5% — %§3)) Jn + (§3 + 6 + — (5e6* — %2<)) kn
2 3

elde edilir. Ardindan gerekli islemler yapildiktan sonra

A A A
W = 1+a1+a2—a3+<1——\/3>ih++(3+—\/3)jh+(4——\/5)1%
ai az as
= 1+a1+a2—a3+KH,0—2—A\/gb

= Kpo—d— AV5b

ispat tamamlanir.
(4i) ¢ tanimindan
() = (1+cin+%in +kn) (1+ gin + <% + k)
= 1—a1® + ass* + ass® + (26) iy + (26%) j + (26°) ki,
= 1 arc? + asst + aze® +2 <1+2\/5> in +2 <3+2ﬁ) jh+2<2+\/5) K
= 1—a1® +axc® + a3’ + Ko — 2+ V5Qm0
= Kpo— (14+dy +dy) +V5(Quo — da)

elde edilir.
(1v) »tanimindan
() = (1+ sip + 52jn + 5%k (1 + iy, + 5255 + k)
= 1 — a1 + ags + azs® + (23)ip, + (25) i + (252°) ky,

1—-+/5 3—+5
= 1 — a1 + ayre* + azx® + 2( 2\/_)zh+2< 2\/_>jh+2(2—\/5)kh

= 1- a1%2 + a2%4 + (13%6 + KH,O -2 - \/EQHQ
= Kuo— (1+di+ds) — V5(Quo — da)

elde edilir. =

Lemma 4.1 kullanilarak agagidaki esitlikler elde edilir
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Sonug 4.1

()5 + < = 2(Kpo— d)

(ii)s's — 5/s" = 2Av/5b
(i) ()* + (5)° = 2(Kpo— (1+dy + dy))
(iv) ()" = (¢)" = 2V5(Quo—da).

Simdi Lemma 4.1 ve Teorem 4.3 yardimiyla Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon

dizileri i¢in Vajda ozdesligi verilecektir.

Teorem 4.5 (Vajda Ozdesligi) n,” ve s negatif olmayan tamsayilar olmak iizere

QH,nJerH,nJrs - QH,nQH,n+T+s = (_1)'n Fr [(KH,O - d) Fs - AbLs]

dir.

Ispat. Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formiilii kullanlarak

5 (QH n—i—rQH n+s — QH,nQH,n—H“—I—s)

S

n—i—r r n+r%) ( n+s / %n—l—s%/) (§n§/ - %n%) (gn—o—r—&—sg/ o %n+r+s%l)

n n+r+s ) n_n—+r+s

n+T%n+s (§/%I) o %n+rgn+s (%lgl))

+ 3¢ () —¢
A T(H) + () = (630)" (S5 (¢5) + 567 ()
(365 — 38 ot 4 (7 — %) )
5= ") (S5) + (S = ) 6 ()

" —3") (¢° (5<) — 2 (¢5))

elde edilir. Lemma 4.1 (i) — (éi) yerine yazilarak

5 (QH,n-i—rQH,n—i—s - QH,nQH,n—H‘—i—S)

(
(=
= (=
(=
(=

¢2)" (¢" = 3") (¢ (<) — 5 (¢'5))
1" (V5 (S (Ko =ty + AVED) = 52K — ty — AV5D) ) )
)" (F,V5((s° — 2) (Ko — d) + AVBb(® 4 3¢°)))
)™ (FV5(FV5( Ko — d) + AV5L))
)" F,

(Ko —d)Fs — AbLy)
39

1



elde edilir. m
Yukarida ispat1 yapilan teoremde r, s — m ve n — n — m olarak alindiginda, asagi-

daki sonug elde edilir.

Sonug 4.2 (Catalan Ozde§li§i) n ve m negatif olmayan tamsayilar olmak iizere
Qfrn = Qin-mQnim = (=1)"" Fo (Kpo — d) Fr — AbLy)

dir.

Sonug 4.2’de m = 1 olarak alindiginda, agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.3 (Cassini Ozdegligi) n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere,

Qhp — Qun1Quns1 = (—1)"" (Kuo — d) — Ab)
dir.
Teorem 4.5’de s = m — n ve r = 1 olarak alindiginda, asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.4 (d’Ocagne Ozdegligi) n ve m negatif olmayan tamsayilar ve m > n

olmak {izere

QH,n+1QH,m - QH,nQH,m+1 = (_1)71 ((KH,U - d) men - Abmen>

dir.

Teorem 4.6 (Honsberger Ozdesligi) n ve m negatif olmayan tamsayilar olmak

izere,

Qum-1Qun+ QumQun+1 = Frnin(Kpgo — (1 +di +ds)) + Liin(Quo — da)
dir
Ispat. Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formiilii ve Lemma 4.1

(13i) — (iv) esitlikleri kullamlarak

5(Qum1Qun + QumQuni1)
— (gmflg/ o %mfl%/) (gngl . %n%/) + (Cmgl . %m%I) (gn+1g/ . %n+l%l)

— §m+n—1 (§/)2 —< —1%ng/% _ %m—lgn%lg/ + %m—f—n—l <%l)2

2 2
+§m+n+1 (§,) _ gm%n—l—lg/%/ _ %mgn—i-l%g/ 4 %m+n+1 (%)
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_ (§m+n_1 (§,)2 + %m-i-n—l (%)2 —|—§m+n+1 (§/>2 + %m+n+1 (%)2
_m—=1_n_1_J m _n+1_ /1 /1

S %g%_%mflgn%g/_gm%n+lg/%/_% c %g)

— gm+n(

m+n(

_— %) (g’)z — —-1_n n+1) o

¢ —3) (3¢)° — (¢TI 4 N3 — (5N ¢
= (e ()
Lemma 4.1 (i4i) — (iv) esitlikleri kullanilarak

NS (gm+” (KH70 — (1 +dy +dy) + V5 (Qrro — d2)>
= (Ko = (L4 dy + da) = V5 (Quo — ) )
= V5 ((c’”*” — ") (Ko — (14 di + d)) + (s™ + ") V5 (Quro — d2)>
= V5 (FoanV/5 (Ko = (1 di + d3)) + L V5 (Quro — o) )
= Foin (Kgo— (1 +di +ds)) + Linin (Quo — da)
elde edilir. m

Simdi Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon

dizilerini iceren bazi teoremler verilecektir.

Teorem 4.7 n,r,s negatif olmayan tamsayilar ve r < s olmak tizere

KH,nJerH,nJrs - KH,nJrSQH,nJrr =2 (_1)n+r str (KH,O - d)

Ispat. Fibonaci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizilerinin Binet formiilleri

kullanilarak

V5 (KirnrQunts — KitntsQrnir)
_ (§/§n+r 4 %%nw) (glgn-‘rs _ %%n-‘rs)
_ (§/§n+s I %/%TL+S) (g/gnJrr _ %l%nJrr)
_ ( §/)2 GIntrds Syt ks ) S kst ( %/)2 S 2ntrts
— (g/)Q Q2T (ot p T g et ks }/)2 S2ntrts
= 5 (630)" (P5" — ") + S (c30)" (" — ¢"5c%)
= (30)" (®s" — ¢"5”) (5 + 5¢)
= 2(-1)"*" (gsf’ﬂ - %S*’”) (Kpo—d).
= 2 (‘UMT \/ng—r (Ko —d).

= 2(=1)""F,_,. (Kgo—d)
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elde edilir. =

Teorem 4.8 n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere agsagidaki egitlikler saglanir.

) 6
(4) KI2{,n + Q%{n = 3 (Kpo— (1+dy+da)) Loy, + 5 (Quo — dz) Fap)
8 n
+e (Kgo—d)(=1)",
. 4
(i1) Kip = Qb = = (Ko — (14 dy + da)) Lo +5(Quro — da) Fan)
12 .
—i—E (Kpo—d)(—1)".

Ispat. (7)Fibonaci hiperbolik split kuaterniyon ve Lucas hiperbolik split kuater-

niyon dizilerinin Binet formiilleri kullanilarak
2 2 I n /. n\2 L., n /. n\2
Kign+ Qup = (<" 455" 4 o (¢ =505

1
— (glgn_‘_%%n) <g/gn _{_%%n) + g (§,§n _%/%n) (glgn _ %%n)
_ <(§/)2 §2n —|—§,%, (g%)n + %G/ (§%)n + (%/)2 %Zn
1
g <(§/)2 g2n N §/%/ (g%)n B %I§’ (g%)n + (%/)2 %211))

e ) o () et (1)

elde edilir.

Lemma 4.1 (i4i) — (iv) ve Sonug 4.1 (i) yerine yazilarak

= (1 + %) <(<’)2 2 () %2”> + (1 — %) (¢'5¢ 4+ ) (¢20)"
= <1 + %) (KH,O —(L+dy+do) + V5 (Qup — d2)> g2n

+ (1 + %) (KH@ (1 +dy+dy) — V5 (Quo— d2)) 220

2 (1 _ %) (Ko — d) (=1)"

1

_ (1 N g) (Ko — (1 + dy + do)) Low + 5 (Qrro — da) Fan)

+2 (1 - %) (Ko — d) (—1)"

elde edilir.
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(77)Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon

dizilerinin Binet formiilleri kullanilarak

2
KH,n -

elde edilir.

Lemma 4.1 (i4i) —

elde edilir.

Qhp = (" +5d5) — 2

= (S's" — 5/5")?
= (" 25") (" + 25)

—é (€'¢" = 25d") (<" — 5 5")
= >2<2”+w< )4 5 (50)" 4 ()
%( P () A () () )
= (1= (R + ()2

HIL+ ()" (5 + #5)

(iv) ve Sonug 4.1 (i) yerine yazilarak

(1= D@2 + o
+(1+ é)((w)n ("5 +5<)
% (> (Ko — (14 dy + do) + V5(Quo — da))

52" (Ko — (1 +dy + do) — V5(Quo — ds))
+§ ((s20)" 2 (Kpo —d))

%((KH,O — (L4 di +dy)) (¢ + )

+V5(Qro — d) (¥ = 5)) + § (=1)"2(Kno —d)
% (Kuo— (1+dy +dy)) Loy + 5(Quo — d) Fay)
+15—2 (=1)" (Ko —d)

Teorem 4.9 n ve m negatif olmayan tamsayilar ve m > n olmak {iizere

esitligi saglanir.

QH,nKH,m - KH,mQH,n =2 (_1)n+1 AbLm_n
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Ispat. Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon

dizilerinin Binet formiilleri kullanilarak

V5 (QunKpm — KimQun)
= (<" =) (M + ™)
— ("™ 4 5 5™) (" — )
= ()2 4 ¢ — M — ()
— ()2 L — S 4 ()
= A" = AT AT = T T
= ("5 — /) ("™ + M)
Sonug 4.1 (i) yerine yazlarak
= 2(=1)"AVBb (5" 4 ")
= 2(=1)"AV5bLy,_,,
= 2(-1)"AbL,,_,
elde edilir. m
Fibonacci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizileri i¢in binom toplam formiilleri

verilecektir.

Teorem 4.10

(Z) Z (ZC}) QH,C+T = QH,2U+T7
(“) Z <Z> KH,c+r = KH,QU—H"-

c=0

Ispat. (1) Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formiilii ve binom
acilimi kullanilarak
v v v v glgc—‘rr S ans
> (V)anen = X (1) (
c=0 ¢ c=0 ¢ S—

/T v r U
S’ v P v

N ()gc— <>%C
g—%z c g—%zc_ c

c=0

! T T

J's o
= (1+¢)" —
S — S —x
g/g2v+r . %%2v+r
- - QH,2v+r
S —
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elde edilir.
(77) Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formiilii ve binom agcilimi
kullanilarak

Z (/ZC}) KH,C—I—T = Z (Z) (§,§C+T + %%C+T)

c=0

— §/§2U+T + %/%21)4—7“
= KH,2v+7"
elde edilir. m
Teorem 4.11
e [V 52Qpoir, 0 Gift ise,
(Z) QH,2c+r - S )
—o \€ * Kpgyyr, 0 tek ise,
i [V 5%KHU+7~, v ¢ift ise,
(“> KH,2c+r == v+1
c .
=0 > QHupt+r, O tek ise,

(Z“’) Z <Z> (_1>C QH,26+T = (_1)1) QH,erra

(iv) () (1 Kper = (—1) Ko

c=
ispat. (1)Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisi Binet formiilii ve binom

acilimi kullanilarak

CZU; <Z)QH,2c+r = Z( ) (<’§2C+r %%mr)
- ()2 ()r

B §’<’” N o\ ¥
(s L
¢ (B) = (<30v5)"

C—xx

5:Qiarr, v Gift ise

* Ky yir, v tek ise
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elde edilir.
(77) Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formiilii ve binom agcilimi
kullanilarak

Z (Z) KH,2c+r _ Z (?C)) (§, 2¢c+r + %%2c+r)

c=0 c=0
. ! r - v 2c /.r - v 2c
S (e ()
e (1+§2>U+%/%r (1+%2)v
= ¢ (§\/5>v + 55" <—%\/5)v

55Ky pir, v Gift ise

’U+1

> QHyir, 0 tekise

elde edilir.

(737) Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formiilii ve binom ag¢ilimi

kullanilarak
v v . v v . 2c+r o 2c+r%
() - ()4
c=0 c=0
ST = [V ¢ W (v 1€ 52
_— _1 C_ C
(a2 %2(9
¢'s" 2\ v P 2\ v
= 1— _ 1—
e R ()
¢'¢” B )
= g_%(—G) g_%( )
- (_1)DKH,’U+T‘

elde edilir.

(7v) Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formiilii ve binom ag¢ilimi

kullanilarak
Z (Z) (_1>CKH,26+T = Z <ch> (_1) ( 2¢c+r /_'_%20+T ,)
e=0 c=0
— g/grz <U> ( c 2C+%,%TZ ( > 9%
c=0

= g’g’"(l—g) + 3" (1—%2)1)



sonug elde edilir. m
Fibonacci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizileri i¢in baz binom toplam for-

miilleri verilecektir.

Teorem 4.12

5 (52 +1) Quo, v cift ise,
% (5v51KH,v - QH,U> , v tek ise,

% (5% + 1) K, v ¢ift ise,
% (57};1@;177, — KHJ)> , v tek ise,

% (5% — 1) QH v, v ¢ift ise,
% (5”51KH,U + QH,U) ., v tek ise,

(i) ( Y )chﬂ -
—0

. 2c+1
(iv) h < v > % (5% — 1) K, v ¢ift ise,
w Hdctl = N

—0 2c+1 % (5 ngH,U + KH,U> , v tek ise.

Ispat. (i) Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formiilii kullanilarak

> (3 )ane = 33 (0) 0+ ) Qua

] (z (Jen5(0) coren)

+
Vs
[ ]
N
(o)
Il S
(=)
/N ©
o
~__
—~
}—l
S—
o
N
[\~}
(o)
|
o
Il <
o
N
o
~__~
—~
|
—_
S—
o
AN
g
~

S —x

elde edilir. Buradan binom agilimi yardimiyla ifade tekrar diizenlenerek

XU: G)ch — % ((g/“ ) =1+ %2)”) . <§’(1 — ) — (1 — %2)v)>
=0 \*€ 7 ¢ — x J—
1l <(<’<<¢5>” - %<—W5>”> N %(—@”))

2 S — S —
elde edilir. v’nin tek ve ¢ift olma durumlar1 goz oniine alinarak istenilen sonug elde
edilir
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(77) Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formiilii kullanilarak

> () e = 53 (2) 04 10 K

c=0

—~ % z; (Z) Kprze + z; (Z) (—1)CKH20)
= % CUO (Z) (' 4+ »/52°) + sz; (Z) (—1)° (¢s* + %%20))
g0 50

+<' :0 (Z) (=1)°¢* + %:ZO (Z) (—1)‘3%%)

elde edilir. Buradan binom acilimi yardimiyla ifade tekrar diizenlenerek

; (21)0) Kpa. =
= 2 ((svB) +# (-vE) + 6 (o) 4 ()

(4 62) 4 (1452) 4+ (L=67) 42 (1= 2))

DO | —

elde edilir. v’nin tek ve ¢ift olma durumlar1 goz oniine alinarak istenilen sonug elde
edilir.

(77i) Fibonacci hiperbolik split kuaterniyon dizisi Binet formiilii kullamlarak

5, Janes - 150 s
ha- Y (Z) (1) QH,20>

c=0

i v §2c§/ — y%cy/ B v v (_1)0 §26§, Y
—0 C C—x 0 C C—
S

Il
N | —
|
()
11
7N\
o

DN | —

C

Il
| —
Vs
RSN
N
]
7N
o
~—_
N
&
|
Va)
RN
N
o
Il <
()
RS
o <
~—_
N
[ \V]
o

c=0 c=0

_gi’% v (z) (—1)°¢> + gf’}{i (?Cf) (_1)0%20)

elde edilir. Buradan binom agilimi yardimiyla ifade tekrar diizenlenerek

i (2(:: 1) Qrder1 = % ((gl(l + §2):__j(1 ™ %2)”) N (g'(l — §2):—_j(1 - %2)1)))

_ L (SVB) = AeVE) (o(—q)v - z(—m”)
2 sT C—x
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elde edilir. v’nin tek ve ¢ift olma durumlar: goz oniine alinarak istenilen sonug elde
edilir.

(7v) Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizisinin Binet formiilii kullanilarak

? v 1 (v c
Z (20+ 1) Kygact1 = B 2 (c) (1-(-1) )KH,2C

c=0

(]

N | —

I
| —
A\
(7=
R
o
N———
Vs
&
+
[]-
0D
N——
Nl\')
o)

elde edilir. Buradan binom agilimi yardimiyla ifade tekrar diizenlenerek

Y v
Ky =
3 (%H) i

- () o (o)) - o)

(1) 457 (1452)7) = (¢ (1 =) + 54 (1-5)))

N | —

elde edilir. v’nin tek ve ¢ift olma durumlar1 goz oniine alinarak istenilen sonug elde

edilir m
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5. TARTISMA VE SONU(C

Bu tezde ilk olarak gerekli tanmim ve teoremler verildikten sonra Fibonacci ve Lu-
cas eliptik kuaterniyon dizileri, Fibonacci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon
dizileri tamimlanmigtir. Binet formiilii yardimiyla Fibonacci ve Lucas eliptik ku-
aterniyon dizileri ve Fibonacci ve Lucas hiperbolik split kuaterniyon dizileri igin
Vajda 6zdesligi, Catalan 6zdesligi, Cassini 6zdesligi, d’Ocagne 6zdesligi, Honsberger

ozdesligi ve bazi toplam formiilleri elde edilmigtir.

Bu tez ile beraber literatiirde var olan ¢aligmalarin bir genellestirilmesi elde edilmistir.
Bu sonuclara benzer olarak bilegenleri 6zel tamsay1 dizilerinin terimlerinden olusan
eliptik ve hiperbolik split kuaterniyon dizileri tanimlanabilir ve ozellikleri ince-

lenebilir.
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