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1. GIRIS

Galilei kovaryant (goresiz) kiitleli noktasal parcaciklarin Newtonsal klasik mekanigi-
nin Hamiltonsal formiilasyonunun kanonik kuantumlanmasi yapildiginda, bu parga-
ciklarin matris mekanigi ile verilen kuantum hareketlerinin teorisi elde edilir (Dirac 1930)
(Jauch 1973) (Zwiebach 2022) (Waarden 1967). Heisenberg tarafindan ortaya atilan
bu kuram (Heisenberg 1925), Schrodinger’in dalga mekanigi (Schrodinger 1926) ile
verilen kuantum teorisine egdegerdir (Schrédinger 1926) ve bunlar sirasiyla (stan-
dart) kuantum mekaniginin Heisenberg resmi ve Schridinger resmi olarak isim-
lendirilmekte ve ayni teoriye farkli bakis acilari olarak goriilmektedirler. Kuan-
tum mekaniginin altinda yatan matematiksel yapilarin, kompleks Hilbert uzaylar:
ve bunlar tizerindeki kompleks ¢izgisel islemcilerin cebri olduklar: iyi bilinmektedir
(von Neumann 1932); yani ilk adimda bu yeni mekanik, matematiksel agidan cebir-
sel bir igerige haizdir ancak hareketlerin tanimlanmasini saglayan parametre mutlak
olan (evrensel) Newton-sal zaman niceligidir ve bu nicelik ilgili soyut uzaylardaki
noktalar siirerek egriler tegkil eder. Iste Heisenberg ve Schrédinger denklemleri bu
egriler ile ilgili zamana gore 1. mertebeden geometrik (yani koordinat bagimsiz) dife-
rensiyel denklemlerdir ve elbette global incelemeler yapabilmek ve korunumlu ytikler
elde edebilmek i¢in integral denklemler gerekmektedir. Bu asamada fiziksel teori so-
yut geometrik o6zellikler de kazanmig olur ki cebir ve geometri arasindaki iletigimi
saglayan niimeriklegtirme prosediiriinii gerceklestiren koordinatlar devreye sokula-
rak lokal analiz yapma imkani olugur. Lokal analiz, ¢izgisel olmayan matematiksel
yapilarin ¢izgisel yaklagtirimlar ile incelenmesine verilen addir (Dieudonné 1968);
dolayisiyla sonsuz kiiciikler ve onlarin hesabi da artik incelemeye dahil edilmis olur.
Bu metodoloji klasik alan teorilerinden siirekli ortamlar mekanigine, diferensiyel
geometriden cebirsel topolojiye ¢ok derin bir sekilde sirayet etmis durumdadir. Ku-
antum mekanigindeki olasilik yogunlugu kavrami da bu metodolojinin énemli bir
bilegenidir ki bir kompleks Hilbert uzayindaki bir klasik egrinin Fuclides-sel geomet-
riye sahip fiziksel (Newton-sal) uzay tizerine kavramsal izdiigiimii klasik egriler ile

temsil edilen yoriingeler kategorisinin diginda bir yoriinge kavramina gotiirmektedir.
1



Kuantum mekaniginin, Dirac tarafindan ortaya atilan (Dirac 1933) ve Feynman’in
yol integralleri (Feynman 1942) ile son halini alan Lagrange-sal formiilasyonunun
yoriingeler iizerinden toplam fikrine karsilik gelen "yoriinge" kavrami da bu yeni
kategorinin bir iiyesi olarak diisiiniilebilir. Bu agamada maddeyi anlatan noktasal
pargacik diigiincesi her iki hareket teorisi (hem klasik hem kuantal teori) i¢in de ay-
nidir fakat bu maddesel noktalar: tarif eden parametreler kiimesine, klasik kargiligi
olmayan (spin gibi) nicelikler de kuantum teorisinde eklenmektedir. Kuantumlan-
mis klasik parcaciklarin klasik anlamda yoriingelere sahip olmamalar: esasen onlarin
dual (ikili) bir davranig sergilemelerine egdegerdir ve bu ozellik dalga-pargacik du-
alitesi olarak bilinmektedir. Dolayisiyla, bir kuantum sistemini betimleyen nicelikler
arasinda, parcacik ozelliklerini anlatan kiitle ve elektrik yiikii gibi nicelikler sadece
parametreler olarak diigiiniilmelidir (Landau ve Lifshitz 1958); bu parametreler Sch-

rodinger’in dalga denkleminde de acik olarak goriinmektedirler.

Stirekli anlamda ¢izgisel tist-iiste gelme ile kesikli karsiligi sirasiyla integral ve top-
lam iglemleri ile verilir, dolayisiyla bir ¢izgisel denklem sisteminin siireklilik limiti
bir integral denklemle verilebilmektedir. Bu diisiincelerin sonucu olarak modern ¢iz-
gisel fonksiyonel analiz, modern ¢izgisel cebirin boyutu hem kesikli hem de siirekli
anlamda sonsuza gotiiren genellemeleri icermesinin yan sira, fonksiyonlar: noktalar:
olarak kabul eden cizgisel uzaylarin varligi nedeniyle daha somut incelemeler ya-
pabilme imkani saglamaktadir. Boylelikle fonksiyonlara etki eden fonksiyonlar yani
fonksiyonel kavrami da dogal bir sekilde modern analizin temellerinden biri haline
gelmektedir. Bilindigi tizere degisimler hesabi bu kavram tizerine kuruludur ve fizikte
eylem integrallerinin de dayanag budur (Lanczos 1949). Boyutun sonsuzlagmasi ne-
deniyle, sonlu boyutta var olan ¢izgisel dualite artik kiime teorisel bir trialiteye (ii¢-
liliige) dontigmektedir ki bu tigliiliik, fonksiyonlari, ¢izgisel fonksiyonelleri ve ¢izgisel
fonksiyonellerin ¢izgisel fonksiyonellerini birbirleri ile iligkilendirir (Bohm 1993). H,
sonsuz boyutlu bir Hilbert uzay1 ve H*, onun iizerindeki siirekli ¢izgisel fonksiyonel-

lerin uzay1 olmak iizere H ~ H*’'dir. H’nin yogun bir altuzay1 ® icin

dCHCP

iligkisi gecerlidir ve (®,H, ®*) igliisiine Gelfand tigliisii denir (Bohm 1993). Fonk-
2



siyonel analiz sayesinde, fonksiyonlar: siirekli indislerle etiketlenmis sonsuz bilegenli
vektorler olarak diigiinebilmenin faydalar1 sadece kuantum mekaniginde degil kuan-

tum alan teorisinde de 6n plana gikmaktadir (Weinberg 1995).

Modern analizin temelinde iki 6énemli unsur yatar, bunlardan ilki spektral teori
ikincisi ise (yine kendini gosteren) dualite kavramidir (Dieudonné 1981). Spektral
analiz Ozdegerler, 6zfonksiyonlar ve fonksiyonlarin ézfonkisyonlarin seri acilimlar:
vasitasiyla yaklagtirimlar: ile ilgilenir ki bu yaklagtirimlarin énemi Fourier teorisi
nedeniyle daha evvelden iyi bilinmektedir (Jauch 1965). Dualite ise sonlu boyu-
tun kesikli ve siirekli anlamda sonsuza gotiiriilmesi durumunda sirasiyla karsilagilan
ilk somut ornekler olan /7 ve LP uzaylar ile ¢ok sade bir gekilde soyle ifade edi-
lebilir: 1 < p,q < oo olmak tizere 1/p + 1/q = 1 esitligi saglandiginda ¢# ve ¢4
Banach uzaylari olmaktadir. p = ¢ = 2 06zel durumunda (P ve ¢4, paralelkenar
yasasini sagladiklarindan k-Hilbert uzaylari olurlar (benzer sekilde LP igin de Gy-
ledir ve k = R, C’dir) ve her iki uzay tipi i¢in de kendine-dual durumlara karsilik
gelmekte iken 6zel olarak ¢ ve L? uzaylar izometriktirler; bu 6zel durum matris
mekanigi ile dalga mekaniginin egdegerliginin altinda yatan matematiksel esdeger-
ligi vermektedir. Yani Heisenberg teorisi £2 uzayim kullanirken, Schrodinger teorisi
L? uzaymi kullanmaktadir (Kolmogorov ve Fomin 1958). Su da séylenmelidir ki bu
dualite iistte deginilen trialitedeki her bir tek sektor igin vardir. Bu dualitenin fizikte
ve matematikte ortaya c¢ikan diger dualiteler ile iligkisinin incelenmesi de yeni fikirler
sunabilir. Bunlardan bazilari, fizikteki Yang-Mills tipi ve Einstein tipi ayar teorile-
rinde ortaya ¢ikan instanton ve monopol ¢oziimleri, elektromagnetik dualite, siiper
kiitlecekim ve siipersimetrik sicim teorilerindeki S ve T' dualiteleri iken matema-
tikte projektif dualite, Euclides-sel diizlemin diizgiin kaplanmas: ile iligkili dualite,
Hodge-Grassmann dualitesi ve Poincaré dualitesi ile verilebilir (Atiyah 2007). Ayrica
kompleks say1 alan1 durumunda P uzaylarinin, kompleks say1 dizilerinin uzay1 olan

CN'nin normlu altuzaylar olduklar bilgisi de kayda degerdir.

Sonlu karakteristikli ve sifir karakteristikli say1 alanlar1 (Albert 1939) fizikte bir ¢ok

yerde ortaya ¢gikmaktadirlar. Bunlardan ilkini temsil eden Galois alanlari ile bilhassa
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kuantum bilisim kuraminda ve dolayisiyla kara delik termodinamiginde karsilagil-
maktadir (Harlow 2022) (Lévay vd. 2008). Sifir karakteristikli iki farkli say1 alam
vardir ve bunlar sirasiyla R reel sayilar1 ve C kompleks sayilar ile verilmektedirler.
Komiitatiflik (siradegisme) 6zelligi kayboldugu zaman karsilagilan sayilar H kuater-
nionik sayilar1 olurken, bir de asosyatiflik (birlesme) 6zelligi kaybolursa kargilagilan
sayllara da O oktonionik sayilar denir. Bu son iki say1 sistemi artik say1 alanlar: ol-
mamalarina ragmen iizerlerinde homomorfizm olma 6zelligine sahip bir norm kabul
eden bolmeli cebirlerdir. Iyi bilinmektedir ki reel sayilar tizerindeki normlu bolmeli
alternatif cebirler sadece 1,2,4 veya 8 reel boyutlu olabilirler; bunlar sirasiyla R, C,

H ve O ile temsil edilirler (Porteous 1995) (Dray ve Manogue 2015).

Kuantum mekanigi s6z konusu oldugunda esrarengiz de olsa Doga kompleks say1
alanimi se¢mektedir (Stewart ve Tall 2018); ancak bu gizemi kafi miktarda orta-
dan kaldiran bir bilgi kompleks sayilarin R-tensér ¢arpimi altinda {R,C,H} kii-
mesinin baskin elemani olmasidir ki bu onlarin reel boyutunun 2 olusu ile ilgi-
lidir. Ancak yine de kuantum mekaniginin, altta yatan sayi sisteminin degistiril-
mesi ile elde edilen formiilasyonlar1 da literatiirde cesitli sebeplerle c¢alisilmiglar-
dir. Stueckelberg ve caligma arkadaglari da bir seri makalede, reel Hilbert uzay-
lar1 iizerinde kuantum teorisi ve kuantum alan teorisinin oOzellikleri iizerine ca-
ligmalar yapmiglardir (Stueckelberg 1959) (Stueckelberg 1960) (Stueckelberg 1961)
(Stueckelberg vd. 1961) (Stueckelberg ve Guenin 1962). Mesela standart kuantum
mekanigi ile farki gérmek acisindan kompleks Hilbert uzaylarinin saf durumlarimin
reel Hilbert uzaylarinin karigik durumlarina karsilik geliyor olmasi 6rnek olarak veri-
lebilir (Myrheim 2018). Finkelstein vd. kuaternionik Hilbert uzaylar iizerine yaptik-
lar1 bir caligmada ise bilesik sistemlerin tasvirinde siradan tensor carpiminda kuater-
nionik siradegisimsizlik nedeniyle ¢ikan zorluklar: ortadan kaldirmaya ¢alismiglardir.
Hiperyiik ve izospin gibi fazladan serbestlik derecelerinin var oldugu varsayimi ya-
pildiginda bu zorluklarin iistesinden dogal bir sekilde gelinebilmektedir. Schrodinger
denkleminde hangi imajiner saymin kullanilacagi sorusunun ise Stone’nun teoremi-
nin genellenmesi ile cevaplanabilecegini de gostermiglerdir (Finkelstein vd. 1961).

Oktonionik sayilarin kuantum mekanigindeki kullanimi daha ziyade kuantum man-
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tik konusunda varhigimi gostermektedir (Baez 2002). Normlu bolmeli cebirlerin si-
cim teorisi ¢ercevesine oturtulmas: ile ilgili caligmalar da literatiirde mevcuttur

(Baez ve Huerta 2007).

Tezde amaclanan incelemelerin yapilabilmesi i¢in kullanilan matematiksel ve fizik-
sel altyapi konular sirasi ile goyledirler: Mantik (Bartle ve Sherbert 1992), Kiime-
ler ve Gonderimler (Dieudonné 1960), Genel Topolojinin Temelleri (Kelley 1955)
(Hatcher 2005) (Abraham ve Marsden 1978), Metrik Uzaylar, Normlu Uzaylar, Hil-
bert Uzaylar: (Dieudonné 1960), Normlu Bolmeli Cebirler (Baez 1989) (Baez 2002)
(Baez 2012), Kuantum Mekaniginin Temelleri ve Kurulugu (Landau ve Lifshitz 1958)
(Lanczos 1949).

Bu adimlar atilarak elde edilecek olan bilgilerle, kuantum mekanigi ile modern fonk-
siyonel analiz ve normlu bolmeli cebirleri zarif ve titiz bir sekilde iligkilendiren {ig
onemli makale (Baez 1989) (Baez 2002) (Baez 2012) caligilacak ve tezde geligtirilen
matematiksel dil ve fiziksel anlayig gergevesinde orijinal bir resim, yeni iligkiler ve

yeni bakis acilar1 ortaya koyulacaktir.



2. MANTIKSAL IFADELER

Biitiin matematiksel ispatlar ifade temellidir. Bu ifadeler dogru veya yanlis olarak si-
niflandirilabilen ciimleler veya anlamli semboller dizinleridir. Bu ifadelerin gercekten
dogru veya yanlg oldugunun bilinmesi gerekli degildir ama ikisinden biri olmalidir,
ikisi ayn1 anda olamaz. Her zaman dogru olan ifadelere totoloji; her zaman yanls
olan ifadelereyse celigki denir. Bazi ifadeler bazen dogru, bazen yanlistir. Bunun bir
ornegi x tamsayist icin 22 = 1 ifadesi + = 1 veya x = —1 iken dogru, diger tiirlii
yanlistir. Ifadelerin diizgiince anlasalilabilmesi icin baglamin diizgiin kurulmus ol-
masi1 ve sembollerin diizgiince tanimlanmis olmasi gereklidir. P ve @) iki ifade olsun.
() dogru iken P dogru ise (ve dolayisiyla ) yanhgken P yanlg ise) P ve @ ifadeleri
mantiksal esdegerdir denir ve P = () olarak yazilir. Mantiksal baglantilar kullanila-
rak verilmis ifadelerden yeni ifadeler kurmanin birkag degisik yolu vardir. P bir ifade

ise, olumsuzlamas1 =P olarak gosterilir 6yle ki P yanlig iken =P dogrudur. Kolayca

goriilebilir ki P = ——P’dir.

P ve @ iki ifadeyse baglaglar1 P A @ ile gosterilir. P ve (Q’'nun her ikisi de dogru
iken dogrudur, diger durumlarda yanhgtir. Ac¢ikga
(PAQ)=(QAP).

Benzer olarak P ve Q'nun ayrilmalari (Bartle ve Sherbert 1992)
PVvQ
ile gosterilir. Ikisinden biri dogruyken dogru, her ikisi de yanligken yanhigtir. Acikca
(PVQ)=(QV P)dir.

Olumsuzlama, baglag ve ayrilma De Morgan Kanunu (Bartle ve Sherbert 1992) ile
iligkilidir:



2.1 Onermeler

Onermelerle verilmis ifadelerden yenisi olusturulabilir.
(P = Q), (P ise Q)veya(P,Q’yu ima eder).

Yukaridaki ifadede P’ye sonucun hipotezi, Q’ya ¢ikarimi denir (Bartle ve Sherbert 1992).
Matematiksel argiimanlarda hipotez dogruyken onermeler ile ilgilenilir ama yanlig-
larken degil. Kabul edilmig yontem P = (@) ifadesini sadece P dogru ve () yanligken
yanligtir; diger durumlarda P = ) dogrudur.

2.2 Kontrapozitif ve Tersi

P = @ 6nermesi, (—Q) = (—P) 6nermesine mantiksal egdegerdir ve P = ) 6ner-

mesinin kontrapozitifi denir. Eger bir P = () 6nermesi verilmig ise o zaman
Q=P

ifadesi kurulabilir ve buna P = @Qnun tersi denir. Ifade kurmanmn ikili 6nerme

ifadesi adli son bir yolu vardir ve
P < @ (P ancak ve ancak Q)
olarak gosterilir ve tanimi soyle verilir:
(P = Q)N (Q@=P).
Yani P < @), P ve @'nun her ikisi de dogruyken veya yanligken dogrudur.

2.3 Baglam ve Niceleyiciler

Baglam matematikte énemlidir. 22 = 1’deki 1 dogal sayi, birim fonksiyon, birim
matris veya bir grubun agikar altgrubu olabilir. Dolayisiyla baglamin diizgiin verilmis

olmasi1 gerekir.

Her z tamsayisi icin 22 = 1,

Bir o vardir 6yle ki 2% = 1.
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[lk ifade yanlhs ama ikinci ifade z = 1 veya = —1 icin dogrudur. Ilk 6nerme evrensel

niceleyici olan "her ... i¢in"; ikinci 6nerme varolusgsal niceleyici olan "vardir" iceriyor.

Vz : "her z igin",

Jdx : "bir x vardir".

anlamlarina gelmektedir. Bunlarin hangisinin 6nce verildigi anlami degistirir, dola-
yisiyla daha once de belirtildigi iizere verilmek istenen anlama gore, ifade diizgiin

bir bicimde kurulmalidir. Ornegin z,y tamsayilar: icin

(Vz)(3y)(z +y =0)

ifadesinin okumasi: Her x tamsayisi igin bir y tamsayisi vardir 6yle ki x +y = 0’dir.

Bir ifadeyi niceleyeciler icerecek sekilde olumsuzlamanin anlagilmasi 6nemlidir.

(). Bir kiimedeki her z elemanmnin belli bir P &zelligini saglamadigini gostermek
icin tek bir karsit 6rnek ortaya koymak yeterlidir;

(ii). Bir kiimedeki belli bir P 6zelligini saglamayan bir y elemammnin var oldugunu
gostermek icin, o kiimedeki her y elemaninin o 6zelligi saglamadigini gostermek ge-

reklidir. Olumsuzlama
—(Vx)P, (3z)-P,
ve benzer olarak
—(3y)P, (Yy)—~P olur.
2.4 Dogrudan Ispatlar

P ve @ ifadeler olsun. P <= @’nun direkt bir ispatin1 kurmak R, Rs, ..., R, gibi

bir dizi 6nermeler igerir:
P= R = Ry,-- ,R, = (Q

Ry = R, ve Ry = R3 dogruysa Ry = R3 de dogrudur ve bu bdyle devam eder.



Teorem 2.1 Tek tamsayinin karesi de tek sayidir.
Ispat. n bir tamsay1 olmak iizere:
P: n tek tamsayidir.
Teoremin ¢ikarimi:
Q: n? tek tamsayidir.
Tek tamsayinin tanimina ihtiyac var
Ry :n =2k — 1, (bir k tamsayis1 igin)

Ry :n® = (2k — 1)* = 4k* — 4k + 1,

Rs:n? = (4k* — 4k +2) — 1,
Ry :n?=2(2k* = 2k +1) — 1,

Rs:n®>=2m—1 (m=2k*>—2k+1).
Bu yiizden P = R; = Ry = R3 = R4y = R; = () olur ve teorem ispatlanir. m
2.5 Dogrudan Olmayan Ispatlar

Iki cesit dogrudan olmayan ispat vardir:

(i) Kontrapozitif ispatlar,

(ii) Celigkiden olugan ispatlar.

Her ikisi de ) ¢ikariminin yanhs oldugu varsayimi ile baglar, diger bir deyisle =@

dogrudur.

Kontrapozitif ispatlar: P = () ispatinin yerine mantiksal olarak esdegeri olan

") = —P" ispatlanabilir.

Teorem 2.2 n tamsayi ve n? cift ise n cifttir.

Ispat. P : n? cift = Q : n cifttir ifadesiyle =Q : n tektir = =P : n? tektir ifadesi

mantiksal esdegerdir. Yani "n tek ise n? tektir" ki bu 2.1’de ispatlandi. =

Celigkiden Olusan Ispatlar: Bir celiski her zaman yanls olan bir ifadedir ("1=0"
9



gibi). C bir ¢eligkiyse o zaman P ve @ gibi iki tane ifade ile kurulan agagidaki ifade

birbirinin mantiksal esdegeridir:
(PAN(Q)=C=P=0Q

Teorem 2.3 a > 0 bir reel sayi olsun. @ > 0 ise 1/a > 0'dir.

Ispat. a > 0 ifadesinin dogru oldugu, 1 /a > 0 ifadesinin yanhs oldugu varsayilsin.
Dolayisiyla, 1/a < 0 olur ama a > 0 dogru oldugundan R’nin sirali olma &zelliginden
dolay1 a(1/a) < 0 elde edilir. 1 = a(1/a) oldugundan 1 < 0 gikarimi yapilir ama bu
sonug, 1 > 0 sonucuyla ¢eligir (Bartle ve Sherbert 1992). m
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3. KUMELER VE GONDERIMLER

Bu boliimde matematigin énemli konularindan biri olan kiimeler ve onlarin arasin-
daki iligkileri incelendi. Farkli kiimeler, bir iligki neticesinde birbirleriyle bir génde-

rimle iligkilendirilebilen matematiksel nesnelerdir.

3.1 Elemanlar ve Kiimeler

Kiime denen matematiksel nesnelerle ilgilenilecektir. Kiimelerin 6zellikleri ve bir-
birleriyle iligkileri vardir. Kiimeler, onlara ait olan elemanlarla belirlenir ve genelde
kiimeler biiylik harflerle gosterilirken elemanlar: kii¢iik harflerle gosterilecektir. x ve
y nesnelerine eleman, veya nokta, denilir. x = y iligkisi, x ve y nesneleri birbirine
egittir anlamina gelmektedir. X bir kiime ise "z € X7 ifadesi x noktasinin, X kiime-
sinin elemanidir veya x noktasi X'e aittir diye okunur. Bu ifadenin olumsuzlamasi

xr ¢ X olarak yazilir.

X ve Xy iki kiime ise X; C X iligkisi X;’in her elemaninin X5 nin de bir elemani
oldugu anlamina gelmektedir ve (Vz)(x € X; = o € X») ile gosterilir. X; C X,
X7’in Xo'nin bir altkiimesi olmas1 demektir. X; C X5 ve Xy C X, icindelikleri sag-
laniyor ise X ve Xy kiimeleri birbirine egittir denir, yani X; = X5. X kiimesi ve bir
P iligkisi igin P(z)’in her x € X igin dogru oldugu X’in bir altkiimesi var ise o kiime
{z € X|P(z)} olarak gosterilir. X'in P 6zelligini saglayan bir altkiimesi, Q) 6zelligini
saglayan bir altkiimesi tarafindan igerilmesi {x € X|P(x)} C {x € X|Q(x)} olarak
gosterilir ve (Vz € X)(P(z) = Q(z)) ifadesi ile egdegerdir. Esit olma durumundaysa
(Vz € X)(P(x) <= Q(x)) ifadesi gegerlidir (Dieudonné 1960).

Cokca kullanilan baz 6zel kiimeler soyledir: Bog kiime ve herhangi bir X kiimesi-
nin kuvvet kiimesi. X’in hicbir eleman icermeyen altkiimesine bos kiime denir. X’in
bos kiimesi 0x = {z € X|z # a}’dir. Her bog kiimenin birbirine egit olmasimdan
dolay1 sadece () ile gosterilir. X’in kuvvet kiimesi ise soyle tamimlanir: X’in biitiin

altklimelerini eleman olarak igeren, kardinalitesi her ne olursa olsun, bir kiimedir ve
11



©(X) veya 2% olarak gosterilir, yani her X; C X icin X; € 2%2.
3.2 Boole Cebri

X1 ve Xy iki kiime ve Xy C X; olsun. Xy'nin X;’e gore tiimleyeni, veya X;’in ve

Xo'min farky, X§ = X,— X = {z]|z € X; vex ¢ X,} olarak gosterilir (Dieudonné 1960).

X1 ve Xy kiimeleri i¢in, hem X;’in hem de X,'nin ortak elemanlarinin kiimesine
X; ve Xyo'nin kesigimi denir ve X7 N Xy = {z|z € X; ve z € X3} olarak gosterilir.
X, veya Xy kiimelerinden en az birinde olan elemanlarin kiimesine X; ve X, kii-
melerinin birlegimi denir. Bu X; U Xy = {z]|z € X veya z € X5} olarak gosterilir
(Dieudonné 1960).

Tanmimlardan su ozellikler ¢ikar:
X-X=0, X-0=X

XNX=X, XuX=X
XNY=YnNX, XUY=YUX
XCczZYCZ << XuYcCZz
ZCX,ZCY «— ZCcXNnY
XU(YUZ) =(XUuY)uZ=XUYUZ
XNYnZ)y=XnY)nZ=XNnYNZ
XUulYnzZ)y=(Xuy)n(Xu2z)
XNYUuzZ)=(XnNnY)u(XnZ)

Son olarak 6nemli olan bir iglem olan ayrik birlesim vardir. Ayrik birlesim iki ayrik
kiimenin birlegimi anlamina gelir ve U ile gosterilir. Yani X; ve X, kiimeleri igin
X; U Xy ={z|(x € Xy veya x € Xo)ve(X; N Xy =0)}. Yani eger bu kiimenin bir z
elemani varsa ya X;’in ya da Xs'nin elemanidir ama ikisinin de ayn1 anda elemani

olamaz.
12



3.3 1Iki Kiimenin Carpim

Herhangi x € X ve y € Y objesi, (z,y) sirali ikilisi denilen bagka bir objeye tekabiil
ederler. Boyle iki tane swrali ikili i¢in (z,y) = (2/,¢/) iliskisi z = 2/ ve y = ¢/
demektir. z = (z, y) swrali ikilisi igin z’nin ilk elemanina (sirasiyla ikinci) z’nin birinci
(srasiyla ikinci) projeksiyonu denir ve priz = x (sirasiyla proz = y) olarak gosterilir
(Dieudonné 1960). X; ve X, kiimeleri i¢in biitiin (21, ) swrali ikililerini igeren egsiz
bir kiime vardir ve bu kiimeye X; ve Xy'nin ¢arpimi veya kartezyen ¢arpimi denir
(Kelley 1955). X7 ve Xy'nin ¢arpimi X; X Xo = {(z1,22)|x1 € X7 ve 22 € Xo}
olarak gosterilir. x € X; ve y € X, arasindaki bir R(x,y) iligkisi z € X; x Xy'nin
R(pryz, praz) iliskisi ile iligkilidir. X; x X5 kiimesinin her (z,y) elemamn i¢in R(z,y)
iligkisinin dogru oldugu bir altkiimesine R iligkisinin grafigi denir. Herhangi f C
X; x Xy bir iligkinin grafigidir, yani f = {(z,y) € X; x Xoly = f(x)}.

XXxY =0+ (X=0)Vv(Y=0), (3.3.1)
XXY #0) <= (X #0)AN Y #0). (3.3.2)

X1 C X5 ve Y] C Y, olmak tizere,

(Xa X Y2) U (X1 X Ya) = (XU X)) X (YaUYa) = Xy x Vi, (3.3.3)

(Xy x Y2) N (X1 x Y1) = (XoNXy) x (YanYi) =X; x V. (3.3.4)

X, Y ve Z tg kilme olsun. X XY x Z = {(z,y,2)|]r € X vey € Y ve z € Z}'dir.
Tiimevarimdan, n tane kiimenin ¢arpimi X; X Xo x ... X X, = {(21, o, ..., ) |7; €
X;} olarak gosterilir. Her 7 igin X; = X ise ¢carpim X™ olarak gosterilir. Herhangi

r € X1 X Xo X ... x X, nin é-inci, ¢ € {1,--- ,n}, izdigimi pr;x = z,;’dir.
3.4 Goénderimler: Uzerine, Bire Bir ve Terslenebilir Génderimler

X; ve X, iki kiime ve R(xq1,25), x1 € X; ile x5 € X5 arasinda bir iligki olsun. Her
r1 € X igin R(xq, x9) iligkisinin dogru oldugu ancak ve sadece bir z5 € X5 var ise R
iligkisine x5 ye fonksiyoneldir denir. Béyle bir iligkinin grafigine X; x X5’de fonksiyo-
nel grafik (veya sadece grafik) denir. Boyle bir f fonksiyonel grafiginin (x},z5) € f

ve (2, 24) € f swral ikilileri i¢in 29 = 2, olmalidir. xo’ye f'nin x;’deki degeridir
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denir ve f(z;) olarak gosterilir. Gonderim ile fonksiyonel grafik arasindaki fark ge-
nelde fonksiyonel grafigin bire bir olmasi oldugu sdylenir ama aksi belirtilmedikge

ayni kavram olarak kabul edilebilir veya bir gonderimin grafigi olarak da belirtilebilir.

X; x Xy’de bir fonksiyonel grafige X;’den X5’ye bir génderim veya X;’de tanimlan-
mis bir f fonksiyonu Xs’de degerlerini alir da denir. f, X;’den X5'ye bir génderim
ise f: X7 — X, olarak gosterilir ve bu gonderimde X;’e tanim kiimesi veya bolge;
Xy'ye deger kiimesi veya kobolge denir (Dieudonné 1960) . Burada f veya Graph(f),
X1 x Xy'nin bir altkiimesi iken f(z1), Xo'nin bir elemamdir, yani f € 251Xz ve
f(z1) € Xy'dir (Dieudonné 1960). X; x Xy'nin fonksiyonel grafik olan altkiimeleri
2X1xX27de bir altkiime olusturur. O kiimeye X;’den X5’ye génderimlerin kiimesi de-

nir ve F(X1, X») veya X5 'ile gosterilir.

f, X’ten Y’ye bir gonderimse, her y € Y igin y = f(z) esitligini saglayan en az
bir x € X var ise f gonderimine {izerinedir denir (Kelley 1955), yani f(X) = Y.
f(z) = f(2') iligkisi x = 2 esitligini gerektiriyor ise f gonderimine bire birdir de-
nir. f gonderimi hem bire bir, hem de iizerine ise f génderimine terslenebilir veya
bijeksiyon denir. f : X — Y gonderimi her zaman f : X — f(X) iizerine bir

gonderim olarak diigiiniilebilir. ¥ = X olarak alindiginda

idy : X — X (3.4.1)

r—x (VzeX)

oluyorsa idx, X tizerinde birim gonderimdir. X’in A ve B altkiimesi ve bir x € B
i¢in id4(z) = x oluyorsa x € AN B olmahdir. Bu iki kiime ayriksa agik¢a dyle bir
xr € X yoktur. Yani ids(B) = AN B’dir.

X'ten Y'ye terslenebilir bir gonderim varsa X ile Y eggilictedir denir. Bir kiime
N dogal sayilar kiimesi ile esgiicte ise o kiimeye sayilabilir sonsuzluktaki bir kiimedir
denir. N'nin herhangi bir altkiimesi ya sonlu ya da sayilabilir sonsuzluktadir: Bunun
bir 6rnegi 2N C N. Her sonsuz kiime, sayilabilir sonsuzluktaki bir kiimeyi icerir,
ornegin: N C R.
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3.5 Dogrudan, Ters Goriintiiler ve Gonderimlerin Bilesimi

f: X — Y olmak iizere Y'nin biitiin f(z)leri igeren f(X) = {f(z) € Y|z € X}
altkiimesine X'in f altinda goriintiisii denir. f’nin goriintiisi Im(f) = {f(x)|z €
dom(f)} olarak da gosterilir. fl4 : A C X — Y gonderimineyse f'nin A’ya ki-
sitlanmasi denir ve tanim kiimesini (bolgesini) sadece © € A noktalarma kisitlar:
fla =A{(z, f(z))|x € A} ve bu kisitlamanin egdegeri f N (A x Y)'dir (Kelley 1955).
X’in herhangi bir B altkiimesi i¢in y = f(z) olan bir z € B elemani vardir 6zelligi
ile tammlanan Y'nin altkiimesine B’nin f altinda goriintiisii denir (Kelley 1955).
Y'nin bu altkiimesi f(B) = {f(z)|z € B} olarak tanimlanir ve su 6zellikleri saglar
(Dieudonné 1960):

f(B) =pra(f N (B xY)) (3.5.1)
B=0) < f(B)=0 (3.5.2)
AC B = f(A)C f(B) (3.5.3)

F(ANB) C f(A)N f(B) (3.5.4)

F(AUB) = f(A) U f(B). (3.5.5)

Y 'nin herhangi bir C altkiimesi i¢in X’in f(z) € C ile tanimlanmig bir altkiimesine f
altinda C’nin ters goriintiisiidiir denir ve f~1(C) = {z|f(x) € C} olarak tanimlanir

ve su Ozellikleri saglar (Dieudonné 1960):

fHC) =pri(f N (X x O)) (3.5.6)
CcD= f(C)c f'(D) (3.5.7)
fHenD)y=fHC)nf (D) (3.5.8)
fHCcuD) = fYC) U FYD). (3.5.9)

f’nin bir génderim olmasi, f~!'nin de bir génderim oldugu anlamina gelmez. f~!'nin
bir génderim olabilmesi i¢in her y € Y i¢in en az bir x € X olmasi ve her y € Y
icin sadece ama sadece bir z € X olmasi gereklidir. Yani f génderimi terslenebilir

ise f~! de bir gonderimdir ve ona f’nin ters génderimi denir.
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X1, Xy ve X3 kiimeleri i¢in f, X;’den Xy'ye; g, Xo’den X3’e gonderimler olsun.
O zaman g o f, X;'den X3'ye bir génderimdir ve ona g ile f’'nin bilesimi (ya da
bileskesi) denir. f ve g gonderimleri igin f ve g’nin her ikisi de bire bir (sirasiyla
lizerine, terslenebilir) ise go f de bire birdir (sirasiyla tizerine, terslenebilir). A C X,

C C X3 ve h = go f olsun, o zaman

h(A) = g(f(A)) (3.5.10)

h=H(C) = (g7 (C)). (3.5.11)

olarak elde edilir.

3.6 Alileler

Bir indis kiimesi L ve soyut bir X kiimesi i¢in L’den X’e bir f gonderimine X'in

elemanlarinin bir ailesi denir ve agagidaki gibi verilir:

f:L—X

X’in elemanlarimin bir ailesi (x))xey olarak da yazilir. Bir (z))er, ailesi ve herhangi
bir M C L indis kiimesi igin (x))xepr ailesine, (z))aez 'nin altailesi denir. Aligildik
bir durum olmasi acisindan ailelere bir 6rnek vermek gerekirse ailelerin yaygin bir
ornegi dizilerdir ve bu L C N durumuna tekabiil eder 6yle ki genelde bir dizi (x,,)nen

olarak yazlir ((z,)nercn veya sadece (x,,) olarak yazildigi da olur).

X bir kiime ve (Ay)rer, X'in altkiimeler ailesi (Kelley 1955) olsun, yani her A € L
i¢in Ay C X'dir. Bu ashnda f : L — o(X) demektir. z € | J,., A\ ise o zaman en
az bir ' € L vardir dyle ki x € A,/. Bu Ay’larin her biri sayilabilir sonsuzluktaysa
U,er Ax birlesimi de sayilabilir sonsuzluktadir. Her A € L icin € Ay oluyor ise

agikca x € (), A olur ve bunlardan asagidaki esitlikler elde edilir:
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( U A" = ﬂ A,° (3.6.1)

(Uayn(Us)= U “anBy (3.6.2)
AL peM (A p)eLxM
(NAU((B)= (] (AUBy (3.6.3)
AeL neEM (Ap)ELXM
F(UA) =1 ran (3.6.4)
AEL AeL

(3.6.4)’de f, X’ten Y’ye bir gonderim ve (Ay)er, ailesi, X'in altkiimeler ailesidir.

o) =Y e (3.6.5)

A€L AEL

(3.6.5)’de f, X'ten Y'ye bir gonderim ve (C))xep ailesi, Y'nin altkiimeler ailesidir.
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4. GENEL TOPOLOJI

4.1 Topolojik Uzay

Topolojik uzay bir X kiimesi ve X kiimesinin acik kiimelerinin bir O C 2% ko-
leksiyonundan olugur. (X, Q) ¢iftine (veya sadece X’e) topolojik uzay denir ve gu
ozellikleri saglarlar:

(i). 0 e Ove X € O,

(ii). Sonlu bir L indis kiimesinin her A € L elemam i¢in Uy € O ise (), Ux € O,
(iii). Sonlu veya sonsuz bir L indis kiimesinin her A\ € L elemam igin Uy, € O ise

U)\GL U, €O.

Topolojik uzayin agiklar: topolojinin elemanlaridir, yani U agiktir ancak ve ancak
U € O ise. X, bir topolojik uzay ve B de onun bir baz1 olsun. O zaman X’in her
agigl, B baziin elemanlarinin birlegimlerinden olusur. Topolojiye birinci sayilabi-
lirdir denir eger her x € X i¢in x’'in (Uy)xer komguluklar ailesi vardir dyle ki z’in
her U komsulugu i¢in Uy C U igermesini saglayan bir A € L vardir. O topolojinin
sayilabilir bir baz var ise ikinci sayilabilirdir denir. Herhangi bir X topolojik uzay
icin kapali kiimeler, Uy € O olmak iizere, Us'lerdir. X topolojik uzaymin bir A

altkiimesi i¢in, A iizerindeki goreli topoloji
Oy = {U)\ ﬂA’(V)\ € L)(U)\ € O)}

olarak tanimlanir ve agik¢a O4, A {izerinde bir topolojidir.

X topolojik uzaymdaki bir x € X noktasinin agik bir komgulugu z’i igeren bir U
acik kiimesidir, yani z € U € O. Benzer olarak bir A kiimesinin bir acik komsulugu,
A kiimesini iceren bir U € O acik kiimesidir, yani A C U; komsuluklar ise, sirasiyla,
x € X noktasimi ve A kiimesini igeren bir agig1 igeren bir kiimedir. X topolojik bir
uzay ve (z,), X te noktalar dizisi olsun. Dizi yakinsiyordur denir eger bir z noktasi
var ise Oyle ki bu z noktasinin her U komsgulugu i¢in n > N kosulunu saglayan bir

N sayist vardir dyle ki x,, € U. Bu durumda (z,,) dizisinin z’e yakinsadig sdylenir
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ve bu z,, — x olarak da gosterilir.

X ve Y topolojik uzaylar olsun ve X XY = {(z,y)|lz € X ve y € Y}. X XY
carpim topolojisi, her A € L ve her p € M i¢cin X D U, € Ox ve Y DV, € Oy
olmak tizere, Uy x V|, seklindeki, (A, u) € L x M, agik kiimelerin birlesimlerinden

olugurlar. Yani Uy x V), kiimeleri, o uzaym bir bazini olusturur.

Tanim 4.1 X bir topolojik uzay ve B C X olsun. B kiimesinin kapanisi B'yi iceren

en kiiciik kapali kiimedir ve B, veya cl(B), ile gosterilir.

Tanim 4.2 Bir X topolojik uzayinin herhangi bir C' altkiimesinin bir z noktasinin her
komsulugu ile kesisiminde x noktasindan baska bir elemani var ise x noktasina C'nin

yigilma noktasi veya limit noktasidir denir.

O zaman x, B’nin bir yigilma noktasidir ancak ve ancak x’in her U komgulugu i¢in
UN(B—{z}) # 0. Bir X topolojik uzaymin B altkiimesinin yigilma noktalarinin
kiimesi B’ ile gosterilir ve o B altkiimesi kapalidir ancak ve ancak B’ kiimesini ige-

riyorsa (Kelley 1955).

Tanim 4.3 X bir topolojik uzay ve B C X olsun. B kiimesinin i¢i, B'nin icerdigi
en biiyiik actk kiimedir ve B, veya int(B), ile gosterilir. B'nin i¢i B'nin icerdigi agik

kiimelerin birlesimidir.

Tanim 4.4 X bir topolojik uzay ve A C X olsun. A'nin siniri,

0A = AN Ac
olarak tanimlanir.

Yukaridaki tanimlardan sunlar ¢ikar:

(i). z € A <= 2’in her U komsulugu i¢in U N A # ();

(ii). z € A <= 2’in bir U komgulugu vardir éyle ki U C A;

(iii). z € A <= 2’in her U komsgulugu i¢in U N A # () ve U N A° #£ ().
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Tanim 4.5 X bir topolojik uzay olsun. Bir x € X noktasi izoledir denir ancak ve
ancak tek nokta kiimesi {x} acik ise. X topolojik uzayindaki biitiin noktalar izole ise
X topolojik uzayinin topolojisine ayrik topoloji, veya en ince topoloji, denir (O = 2%).

O = {0, X'} durumuna asikar topoloji, veya en kaba topoloji, denir.

X’in bir A altkiimesi X’te yogundur denir ancak ve ancak A = X ise; hicbir yerde
yogun degildir denir ancak ve ancak A° = X ise. X, sayilabilir yogun altkiimeye

sahipse X’e ayrilabilirdir denir.

Tanim 4.6 Bir X topolojik uzayindaki birbirinden farkli her iki noktanin ayrik komsu-

luklari var ise X topolojik uzayina Hausdorff'dur denir.

Onerme 4.1 X topolojik uzayr Hausdorff'dur <= A = {(z,7) € X x X} kiimesi
X x X carpim topolojisinde kapaliysa.

Ispat. A kapaliise X x X —A = A¢ = (x,y) € X x X|z # y} kilmesi X x X ¢arpim
topolojisinde agiktir ve her noktasinin bir komsulugunu igerir éyle ki U,, U, C A€,
x € X ve y € X'nin komsuluklar1 olsun. Bu komsuluklarin kesigiminin bog olmadig:
kabul edilsin. O zaman bir z € U, N U, noktas: vardir éyle ki (z,2) € U, x U, C A.
Son ifade A N A° # () anlamina gelir ve bu bir c¢eligkidir. Tersine, X topolojik
uzayl Hausdorff olsun. O zaman her z,y € X ayrik nokta ciftinin U, ve U, ayrk
komguluklar1 vardir 6yle ki (U, x U,) NA=(. m

Tanim 4.7 X topolojik uzayindaki her iki kapali kiimenin ayrik komsuluklari var ise X

topolojik uzayina normaldir denir.

Streklilik, topolojik uzaylarin arasinda topolojiyi tagimak i¢in 6nemli bir kavram-
dir. X ve Y topolojik uzaylar1 ve bu iki uzay arasinda bir f : X — Y gonde-
rimi olsun. f(x) noktasimin Y’deki her V' komsulugu igin X’teki bir z noktasinin
f(U) C V igindeligini saglayan bir U komgulugu varsa f gonderimi z € X nok-
tasinda siireklidir ve f, her x € X noktasinda siirekli ise f, X’te stireklidir denir.
Bunun egdegeri, her V € Oy icin f~1(V) = {z € X|f(z) € V} € Oy ifadesidir

(Abraham ve Marsden 1978).
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Onerme 4.2 f: X — Y génderimi siireklidir ancak ve ancak X topolojik uzayinin

her C altkiimesi icin f(C) C f(C) icermesi saglaniyorsa.

Streklilik tanimlandigina gére bu topolojik uzaylar arasinda topolojik yapilarinin

nasil korundugunun gésterilmesi elzemdir.

Tanim 4.8 f gonderimi, X ve Y topolojik uzaylari arasinda terslenebilir bir gonderim
olsun. f ve f~! siirekliyse f gonderimine homeomorfizm (topolojik izomorfizm) ve X ile
Y topolojik uzaylarinin da birbirine homeomorfik oldugu veya topolojik olarak esdeger

uzaylar oldugu sdylenir.

4.2 Kompakt Topolojik Uzaylar

Topolojinin en 6énemli konularindan biri olan kompaktligi tanimlamadan 6nce kom-

pakthgir anlamak ic¢in gereken 6n bilgilerin sunulmasi gerekmektedir.

Tanim 4.9 X kiimesinin (Uy) ey, altkiimeler ailesi

X=Ju (4.2.1)

AEL

esitligini sagliyor ise (Uy)aer ailesine X'in ortistdiir denir.

Eger L indis kiimesi sonlu ise (Uy) e ailesi X kiimesinin bir sonlu ortiisiidiir. Her
A € L igin Uy agik kiime ise (Uy)aer ailesi, X kiimesinin bir agk ortiistidiir. X
kiimesinin bir (Uy)aer Ortusi igin H C L saglandiginda (Uy)rep de X kiimesinin
bir ortiisii oluyor ise (Uy)ep ailesine X kiimesinin altortiisiidiir denir. (Uy)xer ve
(Vi)ier aileleri X topolojik uzayinmn iki értiisii oldugu farz edilsin. Her U, igin U, C V;
icindeligini saglayan bir V; varsa (Uy),ep Ortiisiiniin (V;);e; Ortiisiiniin inceltmesi
oldugu séylenir. X topolojik uzaymin bir (Uy ), Ortiisiine yerel sonludur denir
ancak ve ancak her x € X noktasinin bir U komsulugu vardir 6yle ki bu U komsgulugu

sonlu sayida Uy ile kesisir. Ortiilerin bu 6zellikleri kompaktlik icin gerekli bilgilerdir.

Tanim 4.10 X topolojik uzayinin her (Uy)xer agik ortistiniin sonlu bir (Uy)xen al-

tortisii var ise X topolojik uzayina kompakttir denir.
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X topolojik uzaymin kendisi kompakt olmasa bile kompakt olan bir altkiime igere-
bilir. Icerdigi durumda ise, X'’in A altkiimesi kompakttir ancak ve ancak A C X
goreli topolojide kompakt ise. Dolayisiyla X'’in her kompakt kiimesi A ve (Uy)aer

ortisi icin

Ac|Ju, (4.2.2)
AeL
saglandiginda
Ac U (4.2.3)
AeH

icermesini saglayan sonlu bir (Uy)ep altortiisii vardir.

O zaman, X kompakt topolojik bir uzay ve f, X ile Y topolojik uzaylar1 arasinda
stirekli bir génderimse X kompaktken f(X) de Y’de kompakttir. X topolojik uzayi-
nin her x € X noktasinin kapanigi kompakt olan bir komsulugu var ise X topolojik

uzayina yerel kompakttir denir.

Teorem 4.1 (Bolzano-Weierstrass Teoremi) Birinci sayilabilir kompakt bir X to-

polojik uzayinin her dizisinin yakinsak bir altdizisi vardir .

X topolojik uzayr Hausdorff ise X topolojik uzayimin her kompakt altkiimesi kapa-
lidir ve her kompakt Hausdorff uzay normaldir. X topolojik uzayi, yerel kompakt
bir Hausdorff uzayina homeomorfik olan bir Hausdorff uzayi oldugunda X topolojik

uzay1 yerel kompakttir.

Tanim 4.11 X topolojik uzayina parakompakttir denir ancak ve ancak X topolojik
uzay! Hausdorff ve her acik ortiisiiniin, acik kiimelerden olusan yerel sonlu bir inceltmesi

var ise.

Teorem 4.2 ikinci sayilabilir, yerel kompakt Hausdorff uzaylar parakompakttir ve her

parakompakt uzay normaldir (Abraham ve Marsden 1978).

Tamim 4.12 Reel-degerli bir f : X — R fonksiyonun destegi

supp(f) = {z € X[f(x) # 0} (4.2.4)
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olarak tanimlanir.

X tizerinde birin boliisimii (f;);cr, her i € I igin f; : X — [0, 1] olan siirekli bir
gonderimler ailesidir oyle ki,

(i). (supp(f;)) yerel sonludur.

(ii). Her z € X i¢in > ._, fi(z) = 1.

Bir (f;) birin boligtimiiniin supp(f;) destegi, X’in bir (Uy)xer Ortiisiiniin inceltmesi

oluyor ise (f;), (Ux)xer Ortiisiintin subordinatidir denir.

4.3 Baglantih Uzaylar

X topolojik uzaymn hem acik, hem kapali olan kiimeleri sadece () ve X’in kendisi ise
X topolojik uzayina baglantilidir denir. Baglantililigin bir esdeger tanimi, X to-
polojik uzaymin iki tane ayrik, her ikisi de ayni1 anda acgik veya kapali, altkiimesinin
birlesimi olarak yazilamiyor olmasidir. X topolojik uzayimin bir A altkiimesinin bag-
lantili olmasi i¢in onun goreli topolojide baglantili olmasi gerekir. Topolojik uzaylar
arasinda baglantililigi tagimak igin siirekli ve birebir olan bir f : X — Y gdnde-

rimi lazimdir Gyle ki X’in herhangi baglantili A altkiimesi i¢in f(A) da baglantilidir.

X bir topolojik uzay ve I = [0,1] C R olsun. Siirekli bir f : I — X gonderi-
mine X’te bir yay denir. f(0) = = ve f(1) = y oldugunda f’nin z ve y’yi birbirine
bagladigi soylenir. X’in her x ve y noktasi X teki bir yay ile baglanabilirse X’e yay-
sal baglantilidir denir. Her noktanin goreli topolojide yaysal baglantili bir komgulugu
var ise yerel yaysal baglantili bir uzaydir. Her yaysal baglantili uzay baglantilidir.
Baglantili bir uzay yerel yaysal baglantili ise yaysal baglantilidir.

X topolojik uzaymnm iizerinde ¢(0) = ¢(1) = = € X'i saglayan bir ¢ : [0,1] — X
siirekli gonderimi varsa c'ye X’te z noktasinda temellenmis ilmek denir. Her ¢t € I =
[0,1] igin H(t,0) = ¢(t) ve H(t,1) = 2’1 saglayan stirekli bir H : I x I — X gonde-
rimi var ise ¢ ilmegine biiziilebilirdir denir (Abraham ve Marsden 1978). X teki her

ilmek biiziilebilir ise X uzay1 basit baglantilidir.
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Tanim 4.13 X topolojik uzayinin bir A bileseni X'in bos-olmayan bir altkiimesidir dyle

ki X'in A'yr iceren baglantili tek altkiimesi A'nin kendisidir.

Tanim 4.14 X topolojik uzayinin her x € X noktasinin z'i iceren baglantili komsulu-

gunu iceren acik bir komsulugu var ise yerel baglantilidir denir.

Onerme 4.3 X, bir topolojik uzay ve A C X olsun. A C B C A ise B baglantilidir.

ispat. B baglantili degilse, Uy,U; C B agik olmak iizere, B = U; U U, olarak
yazilabilir. O zaman B = (U; N B) U (U; N B). B C A ve kapamghgin tanimindan,
U NA#DveUyNA#(Q olur, yani A baglantili degildir. m

4.4 Bolim Topolojisi

Boliim topolojisini tanimlamadan 6nce egdegerlik iligkisinin ve egdegerlik sinifinin

tamimlar: verilecektir.

Tanim 4.15 X bir kiime ve ~, X kiimesinin lizerinde bir esdegerlik iliskisi olsun dyle
ki her z1, x9, 3 € X icin

(1) x1 ~ x1,

(17) 1 ~ Ty <= X9 ~ T,

(10) xq ~ o Ve Ty ~ T3 iSe T ~ T3.

Tanim 4.16 z'in esdegerlik sinifi [z] ile gosterilir ve o, = noktasi ile esdegerlik iliskisi

olan noktalar ile tamimlanir, yani [z] = {2’ € X|z ~ 2'}.

X kiimesi tizerindeki egdegerlik simflarmin kiimesi X'\ ~ ile gosterilir ve
7 X — X\~
gonderimine kanonik projeksiyon denir (Abraham ve Marsden 1978). 7~ 1(U), X te

agik olmak tizere X\ ~ tlizerinde U C X\ ~’lar ile olugturulan topolojiye boliim

topolojisi denir (Abraham ve Marsden 1978).

Tanim 4.17 o € R — {0} olmak iizere R" — {0} lzerinde z ~ y <= =z = ay ile
tanimlanan bir esdegerlik iliskisi olsun. O zaman R" — {0}\ ~, RP"! ile gosterilir ve

ona (n — 1) boyutlu reel projektif uzay denir.
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(n — 1) boyutlu kompleks projektif uzay (C* — {0}\ ~= CP"!) da benzer sekilde

tammlanir.
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5. METRIK UZAYLAR

Metrik uzaylar, 6zel bir topolojik uzaydir 6yle ki topolojinin agik kiimeleri, mesafe
fonksiyonlariyla tanimlanan agik yuvarlar ile anlatilir. Metrik uzaylarda, topoloji-
nin agiklari, yuvarlar sayesinde daha anlagilir ve somut bir hal alir. Bundan dolay1
ilk 6nce metrik uzayr tanimlayan metrik anlatildiktan sonra agik ve kapali yuvarlar
tanimlandi. Daha sonrasinda metrik uzaylarda goreli topoloji tanimlandi ve goreli
topolojideki komsuluklari incelendi. Devaminda, topolojide tanimlanmag siirekli gon-
derimler metrik uzaylar cinsinden, dolayisiyla mesafe fonksiyonlari cinsinden yazildi
ve yine topolojinin énemli bir konusu olan kompaktlik, yuvarlar cinsinden yazilip en

son carpim topolojisinin metrik yapisina bakild.

5.1 Metrik Uzay

Bir metrik uzay, bir X kiimesi ile bu X kiimesinin elemanlar1 arasindaki bir d mesafe
fonksiyonu, ya da metrigi, ile tanimlanir 6yle ki d : X x X — R ve burada (X, d)
¢iftine veya bir karigiklik yaratmayacak ise sadece X'’e metrik uzay denir. X metrik
uzay1 su Ozellikleri saglar:

(i). Herhangi z,y € X i¢in d(z,y) > 0,

(ii). d(z,y) =0 <= z =y,

(iii). Herhangi x,y € X i¢in d(z,y) = d(y, x),

(iv). Herhangi z,y, 2z € X i¢in d(z,y) < d(z, 2) + d(z,y).

Ozellik (iv)’e iicgen esitsizligi denir ve tiimevarimdan, n > 2 icin
d(z1,z,) < d(z1,22) + d(z2, x3) + d(z3, 24) + ... +d(Tp_1, T0) (5.1.1)
esitsizligi elde edilir.

Tanim 5.1 p asal bir sayi olsun. Herhangi n > 0 dogal sayisi i¢in v,(n), n'nin asal
sayilara ayrisiminda p'nin issi olarak tanimlanir. O zaman herhangi n,n’ > 0 tamsayi
cifti icin
vp(nn) = v,(n) + vy(n') (5.1.2)
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ver==+-€Qver s>0ign
vp(x) = vp(1r) — vp(s) (5.1.3)
olur.

Tanim 5.2 Herhangi x,y € Q cifti icin,
d(z,y) = p~rtY)

Q lizerinde bir mesafedir ve bu mesafeye p — adik mesafe denir.

Ornek 5.1 (Metrik Ornekleri) (i). Euclid metrigindeki = (1,2, 25) € R3 ve

y = (y1,¥2,y3) € R® noktalan arasindaki mesafe d(z,y) = \/2321(331 — y;)? olarak
verilir.

(ii). Keyfi bir A kiimesi icin Br(A) = {f|f : A — R A supeal|f(z)| < c0)} lzerinde,
f.g € Br(A) igin

d: %R(A> X %R(A) — R
(fy9) — d(f,9) = supzealf(z) — g(z)]

Pr(A) lzerinde bir mesafe fonksiyonudur.
(iii). Ayrik metrik, x = y oldugu durumda d(z,y) = 0, x # y oldugu durumda ise
d(z,y) =1 olur.

Simdi metrik uzaym yuvarlarinin yapisina bakilmasi lazim. En ¢ok ihtiya¢ duyulan
acik yuvar olacaktir ¢iinkii o agik yuvarlar, topolojinin acgiklaridir ve o metrik uzay
i¢in bazlaridir. (X, d) metrik uzaymin bir a € X merkezli ve bir 0 < r € R yarigaph

acik yuvari
B(a;r) = {z € X|d(a,x) < r}

olarak tamimlanir ve X’in bir U agig varsa her x € U igin bir agik yuvart x €
B(z;r,) C U vardir 6yle ki bu yuvar = € X’in r, komsulugudur (Dieudonné 1960).
Boyle bir metrik uzay i¢in kapali bir yuvar kapali bir kiimedir, dolayisiyla bir acik

kiimenin kapanigidir ve "smir"larini icerir:

B(a;r) ={z € X|d(a,z) <r}.
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Bir metrik uzayda bir kiire S(a;r) = {z € X|d(a,x) = r} olarak tammlanir ve
a € X merkezli agik ve kapali yuvarlarin aksine bir kiire @ € X noktasini igermek
zorunda degildir. Yuvarlar: somutlagtirmak i¢in birkag 6rnek verilsin: a € R noktasi
etrafinda B(a;r) =]a — r,a + r[ halini alir, dolayisiyla bu R'nin agik bir araligidir.
O agik arahiga {a — r,a + r} noktalar eklenirse, ki bu noktalar S(a;r) kiimesinin
kendisidir, B(a;r) kapali yuvar elde edilir. @ € R? i¢in bunlara bakildiginda B(a; 1)
yuvari, 3-boyutlu bir kiiredir ve yiizeyi haricindeki noktalari icerir; B(a;r) yuvariysa
yiizeyi dahil biitiin noktalar1 igerirken S(a;r), sadece kiire yiizeyindeki noktalar:

icerir. Bir X metrik uzaymin A altkiimesinin ¢api

d(A) = sup d(z,y) (5.1.4)

T, yeA

olarak tanimlanir ve A C B C X ise 0(A) < §(B) olur (Dieudonné 1960).

(X, d) metrik uzayinda, X'’in acgik bir A altkiimesinin her z € A noktasi igin bir
r. > 0 reel sayis1 vardir 6yle ki B(x;r,) C A 6zelligini saglar. A'nin komsuluklarinin
temel bir sistemiyse A'min bir (Uy)xer komguluklar ailesidir dyle ki A'nin herhangi

bir komsulugu U, kiimelerinden birini igerir.
5.2 Izometri

(X, dx) ve (Y, dy) iki metrik uzay olsun. Her s,¢ € X igin

dy (f(s), f(t)) = dx(s,1) (5.2.1)

esitligini saglayan X'ten Y'ye terslenebilir bir f gonderimi var ise f gdnderimine
izometri denir ve acikca bir izometri, metrik uzaylarin elemanlarinin arasindaki me-
safeyi korur. f terslenebilir oldugundan f~! : Y — X de bir izometridir. X ve
Y metrik uzaylar1 arasinda bir izometri var ise X ve Y metrik uzaylar1 birbirine

izometriktir denir.

5.3 Yogun Altkiimeler ve Ayrilabilir Uzaylar

Once topolojide tanimlanan yigilma noktas: tanimina metrik uzaylar acisindan ba-

kilacaktir. A C X'nin bir yigilma noktas1 x € X’in X’teki her komgulugu ile A'nin
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kesigiminin bog kiimeden farkli olmasidir. Topolojideki kapalilikla metrik uzaylar-
daki kapalilik ortiismektedir. Dolayisiyla bir metrik uzaydaki kapali kiimeler y1gilma
noktalarini igerir. Tersine bir metrik uzayin altkiimesi yigilma noktalarini iceriyorsa
o metrik uzaya gore kapahdir. x € X noktasinin A C X’'nin bir yigilma noktasi
olabilmesi i¢in d(x, A) = 0 olmahdir (Dieudonné 1960), yani mesafesiz olmahdir. X
metrik uzaymda B kiimesinin herhangi bir noktasi A kiimesinin bir yigilma noktasi
ise A kiimesi bir B kiimesine gére yogundur denir, yani B C A. Aynlabilir uzay
kavrami topolojideki gibi aynen kullanilacaktir. Ayrilabilir bir X metrik uzayimin

herhangi bir altkiimesi de ayrilabilirdir.

(Ux)aer, X'in bir agik altkiimeler ailesiyse bu ailenin X’in bir topoloji bazi ola-
bilmesi i¢in her x € X noktasinin her U komsulugu i¢cin z € U, C U igindeligini
saglayan bir A € L indisinin var olmasi gerekir. X metrik uzayinin ayrilabilir olabil-

mesi i¢cin X’in agik kiimeleri i¢in sayilabilir bir bazi var olmalidir.
5.4 Bir Metrik Uzayin Altuzaylar:
A, X metrik uzaymmin bog-olmayan bir altkiimesi olsun.

d:AxA—R

(z,y) — d(x,y)

gonderimi X x X'’in A x A’ya kisitlamasidir ve A tizerinde bir mesafe fonksiyonudur.
X tizerindeki d mesafesi tarafindan A {izerinde indiiklenmistir denir. Bu indiiklenmis

mesafe ile tanimlanan metrik uzaya ise X metrik uzaymin A altuzay: denir.

V C Anmm A C X altuzayinda agik olabilmesi i¢cin V' = U N A esitligini sagla-
yan bir a¢ik U kiimesinin var olmasidir, yani her # € U igin U bir B(z;r,) agk
yuvarini icerir, dolayisiyla x € UN A iken B(z;r,) C UNA. V’nin kapali olmas i¢in
U kapali alinir. A C X’in her agik V' altkiimesinin X’te agik olmasi i¢inse A, X’te
agik olarak alinir ve benzer gekilde A'nin her V' altkiimesinin A’da kapali olmasi i¢in

A'nmin X'’te kapali olmas1 gerekir.
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X metrik uzaymin bir A altuzaymin z € A noktasi ve V C A'nin x € A nok-
tasiin A’da komsgulugu olmabilmesi i¢in z'in X’te bir U komgulugunun olmasidir
oyle ki V"= U N A (Dieudonné 1960). Bir # € A noktasmin A’daki her komgulu-
gunun z’in X ’te bir komsulugu olabilmesi i¢in A, x noktasinin X’te bir komsgulugu
olmalidir (Dieudonné 1960). B C A’nin A’ya gore kapanigi, B'nin X teki kapanist
B olmak iizere, BN A’ya esittir. A, X’in yogun bir altkiimesiyse her x € A noktasi
ve z'in A’daki her V komsulugu icin V'nin X’teki kapanisi V, x noktasmim X’te

komgulugudur.

5.5 Metrik Uzaylarda Siirekli Gonderimler ve Esdeger Mesafeler

Komguluk kavrami yakinlik kavramina karsilik gelir ise z, zy’a yeterince yakin oldugu
stirece f(x), f(zo)a keyfi yakindir. Topolojik stireklilik, metrik uzaylarda metrik ile
anlatildiginda f : X — Y gonderiminin xy € X’da siirekli olabilmesi i¢in her
e > 0 igin bir § > 0 var olmaldir dyle ki dx(xg,x) < 9§ ise dy(f(xo), f(x)) <
¢ olur. Diger bir deyigle f siirekli iken Y’de f(xo)m bir V' komsgulugu bir agk
By (f(zo);e) = {f(x)|dy(f(x0), f(x)) < €} yuvarim igerir ve bu yuvarin f altindaki
ters goriintiisii f~H(B(f(zo);¢€)), X'teki B(wo;0) = {x|dx(vo,x) < §} agk yuva-
rinin komsulugudur, yani B(xg;d) C f~H(B(f(x0);€)) veya bunun egdegeri olarak
f(B(xo;9)) C B(f(xo);¢) igermesidir. Boyle siirekli bir f gonderimi ve A C X'nin

bir zy € X yigilma noktas: i¢in f(zo) da f(A)'mn bir yigilma noktasidir.

dy ve do, X iizerinde iki metrik olsun. Bu iki mesafenin X {izerinde tanimladig:

metrik uzaylar X; ve X5 olsun. Bir

f X1 — Xy (551)

T (5.5.2)

birim gonderimi bir homeomorfizm ise bu iki metrik X {izerinde esdeger mesafelerdir
(veya topolojik olarak egdeger mesafelerdir) denir. O zaman X; ve X,'deki agk
kiimelerinin aileleri aynidir ve bu yiizden esdeger mesafeler ayni topolojiye sebep

olur.
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5.6 Limitler

(X, dx) bir metrik uzay olsun. a ¢ A, A C X’nin bir yigilma noktasi ve f, A’dan Y
metrik uzayina bir génderim ise x € A, a’ya giderken f(x)’in bir a’ limiti vardir (veya
a’, fnin A’'ya gére a € A noktasinda limitidir) denir. g, her z € A icin g(z) = f(x)
esitligini saglayan ve g(a) = a’ olan, AU{a}’dan Y’ye bir génderim ise a noktasinda

streklidir ve x € A, a’ya giderken f(z)’in limiti

ad= lim f(z)

z—a,r€A
olarak yazilir. a € A ise f’'nin a noktasinda siirekli oldugunun anlatilmasi igin
yine @' = f(a) kullanihr. x € A, a’ya giderken f(x)’in limitinin o' € Y ola-
bilmesi i¢in ¢’min Y’deki her V' komsgulugu i¢in a’min X'’teki bir U komgulugu-
nun varhgidir 6yle ki f(U N A) C V. Bu ifadenin metrik uzaylardaki egdegeri
soyle verilir: € A, a’ya giderken f(z)’in limitinin «’ € Y olabilmesi i¢in, her
e > 0 i¢in bir § > 0'min var olmasidir 6yle ki dx(z,a) < ¢ ise dy(d/, f(z)) < e.
Bunun sebebi, onun saglanmasi durumunda f(z)’in her V' komsulugu Y’deki bir
By(d;e) = {f(z) € Yl|dy(d, f(z)) < e} agik yuvarm igerir. V' komsulugu f’nin
ters gorlintiisii altinda X te bir U komsgulugu Bx(a;0) = {z € Aldx(z,a) < §} agk
yuvarmi igerir éyle ki By(a;0) C UNAN f~YV) cC f7Y(V)= f(UNA) CV.
Tersine o’ = lim, 4 4e4 f(x) olsun, o zaman her £ > 0 igin bir § > 0 vardir dyle ki

dx(a,z) <0 =dy(d, f(z)) <e.

Topolojide tanimlanan yakinsama durumu metrik uzaylar agisindan yuvarlar agikca
belirtilmeden direkt onlar1 tanimlayan mesafe fonksiyonlariyla gosterilebilir. X met-
rik uzayinda bir (z,,),en dizisi olsun. Her € > 0 i¢in d(a, x,,) < €’i saglayan bir n > N
dogal sayis1 varsa (x,,)nen dizisi a’ya yakinsiyordur veya o dizinin limiti @ € X dir
denir 6yle ki a = lim,,_,o, 2,,. O zaman agik¢a lim,, ., d(a, z,) = 0. Mesafesiz oldugu

i¢in ayn1 zamanda onun bir yi1gilma noktasidir.
5.7 Cauchy Dizileri ve Tam Uzaylar

Bir X metrik uzaymda bir Cauchy dizisi bir (z,)nen dizisidir 6yle ki herhangi bir

e > 0 icin bir N tamsayisi vardir yle ki p > N ve ¢ > N ise d(zp,z4) < € olur.
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Her yakimsak dizi bir Cauchy dizisidir ve (z,)nen bir Cauchy dizisi ise (2, )nen nin
herhangi yig1lma degeri (z,,)nen'nin bir limitidir. X metrik uzaymdaki her Cauchy
dizisi dx’e gore X’in bir noktasina yakinsiyor ise X metrik uzaymin tam oldugu
sOylenir. Bir metrik uzay X’in A altuzayi, dx’in A iizerinde indiikledigi metrige
gore tam ise A, X'te kapalidir ve tersine X tam ise her kapali A altkiimesi de tam

bir altuzaydir.

X; ve X iki metrik uzay ve A, X;’in bir altkiimesi i¢in f, A’dan X5’ye bir gonderim
olsun. f'nin A’daki osilasyonu tanmimdan §(f(A)) ¢apidir. a, A'min bir yigilma nok-
tast olsun; f'nin A’ya gore a noktasindaki osilasyonu (a; f) = infy §(f(V N A)), ki

V', a’nin komsuluklarinin kiimesini tarar.

5.8 Metrik Uzaylarda Kompakthk

Metrik uzaylarin ortiisti soyut (Uy)xer agik ortiistiniin yerini, her x € X i¢in, B(z;7)
yuvarlart alir. x € X noktasmin her U komsulugu bir B(z;r) yuvarm igerir ve
dolayisiyla bu yuvarlar onun bir bazi olur. X metrik uzayinda kompakt bir kiime
A C X kiimesidir 6yle ki X’in A altuzayir kompakttir ve X’in kompakt bir kiimesi
kapalidir. Kompakt bir X metrik uzayinda her (z,),ey dizisinin a’ya yakinsayan tek

bir yigilma degeri vardir.

Onerme 5.1 X veY iki metrik uzay ve f : X — Y siirekli bir génderim olsun. X'in

her kompakt olan A altkiimesi i¢in f(A) da kompakttir, dolayisiyla Y'de kapalidir.

Ispat. (Uy)rer, f(A)nm acik bir értiisii olsun. O zaman (f~'(Uy))re, A'nim acik
bir ortiisiinii olugturur. A’'min kompakthgindan sonlu bir (f~1(Uy))xeq altortiisii
vardir. Dolaysiyla sonlu H C L indis kiimesi igin (Uy)aen, f(A)mn agik sonlu bir

altortiisiinii olugturur. m

Onerme 5.2 X kompakt bir metrik uzay ve f : X — R gonderimi siirekli olsun. Do-

layisiyla f(X) sinirhidir ve f(a) = inf,ex f(x), f(b) = sup,cx f(z) esitliklerini saglayan
iki tane a,b € X noktasi vardir.

Ispat. R'nin bir (Uy)xer acik ortiisi icin f(X)’in kompakthgmndan sonlu agik bir
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altortiisit vardir 6yle ki her f(z) € f(X) i¢in bir B(f(x);e) agk yuvar: vardir ve
bu yuvarlarin sonlu bir birlesimi yine sonludur. Metrik uzaydaki kompakt kiimeler

kapali oldugundan ve kapali kiimeler de yigilma noktalarmi igerdiginden f(a) =

inf,ex f(x) ve f(b) = sup,cx f(z), f(X)'in elemanidir. m

Tanim 5.3 X metrik uzayinda her ¢ > 0 icin capi €'dan kiiciik olan kiimelerden olusan
sonlu bir ortiisii var ise X metrik uzayina prekompakttir denir ve her prekompakt metrik

uzay ayrilabilirdir.

Onerme 5.3 Bir X metrik uzayinda asagidaki iic kosul esdegerdir:
(i). X kompakttir;
(ii). X 'teki her sonsuz dizinin en az bir yigiima degeri vardir;

(iii). X prekompakt ve tamdir.

Onerme 5.4 X bir metrik uzay olsun. Asagidaki kosullardan ikisinin saglanmasi iiciin-
cislinii dogurur:

(i). X kompakttir,

(ii). X ayrktir,

(iii). X sonludur.

Onerme 5.5 X bir kompakt metrik uzay ve f, X'ten Y metrik uzayina siirekli ve

birebir bir gonderim ise f : X — f(X) bir homeomorfizmdir.

Ispat. Her y = f(x) € f(X) C Y icin en az bir z € X oldugu i¢in iizerinedir ve
birebir de oldugundan f terslenebilir bir génderimdir. Dolayisiyla f ve f~1 de siirekli

oldugundan f homeomorfizmdir. m
5.9 1ki Metrik Uzaymn Carpimi

Carpim topolojisiyle olugturulmus bir metrik uzaydaki agik kiimeler, o ¢arpim topo-
lojisini olugturan elemanlardan gelir: U, X’te acik kiime ve V', Y’de acik kiime ise
UxV, X xY’de agiktir. Tersine X x Y’deki herhangi acitk U x V' C X x Y altkiimesi
i¢cin U'nun X’te, V'nin Y’de agik olmasi gerekir. O zaman her x € X igin Bx(x;r,)

ve her y € Y icin By (y;r,) vardir 6yle ki Bx(x;r,) X By (y;ry)ler onun bir topo-
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loji bazini olusturur. Dolayisiyla, o yuvar carpimlari, carpim topolojisinin bir bazidir.

Ornek 5.2 (X, dy,), (X,,dy,) iki metrik uzay olsun. Her = = (1, 2,) € X; x X,
y = (y1,12) € X1 x X, cifti icin

d(z,y) = sup(dx, (x1,91), dx, (72, y2)) (5.9.1)

X x X, lizerinde bir mesafe fonksiyonudur.

X1, Xo, X3 lic metrik uzay olmak iizere

fZX3—>X1><X2

2 f(2) = (1i(2), fa(2))

gonderiminin 2, noktasinda siirekli olabilmesi i¢in hem pr; o f = f;’in hem de

pra o f = fy'nin zy noktasinda siirekli olmalhdir. O zaman, bir B(z;r) C X x Y

yuvart vardir 6yle ki f~1(B(z;7)) = f; {(Bx, (f1(2);7) N f3(Bx, (f2(2);7)).

Carpim uzayindaki bir dizinin z, = (z,,y,) € X X Y noktalarimin yakinsak ola-
bilmesi i¢in her ikisinin de a = lim,,_,o 5, b = lim,, . ¥, limitlerinin var olmasidir
ki o zaman (a,b) = lim,_, z, olur. Béyle z, = (z,,y,) € X X Y noktalarimn Ca-
uchy dizisi olabilmesi i¢in (,)nen dizisi X te Cauchy dizisi ve (y,)nen dizisi de Y'de

Cauchy dizisi olmalidir.

Onerme 5.6 X veY iki bos-olmayan metrik uzay olsun. X x Y 'nin asagidaki uzaylar-
dan bir tanesi olabilmesi icin hem X'in hem de Y"'nin ayni tiir olmasidir (Dieudonné 1960):
i). kesikli;

ii). sinirh;

iv). tam;
v). kompakt;

(
(
(iii). aynlabilir;
(
(
(

vi). prekompakt;
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(vii). yerel kompakt;

(viii). baglantih;

(ix). yerel baglantili.
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6. NORMLU UZAYLAR

Normlu uzaylar, ¢izgisel (vektor uzayi) topolojik uzaylardir. Dolayisiyla toplama

ve skalerle carpma iglemleri altinda kapalidir:

VxV-—V (6.0.1)

(z,y) — 24y
ve

kxV-—V (6.0.2)

(v, ) — ax

Bu béliimde vektor uzaylarindan kasit (sonlu veya sonsuz boyutlu) k = R, C say1
alani lizerinde vektor uzaylaridir. Bu vektor uzaylarina sirasiyla reel vektor uzaylar:
ve kompleks vektor uzaylar: denir. Bir kompleks vektor uzay: skalerleri reel sayi-
lara kisitlanir ise bir reel vektor uzayi olarak diisiiniilebilir. Topoloji olarak normlu
uzaylar, metrik uzaylarin "alt" bir kiimesidir ¢iinkii her normlu uzay {izerinde bir

d(x,y) = || — y|| mesafe fonksiyonu tanimlanabilir ama tersi dogru degildir.

6.1 Normlu Uzaylar

N normlu vektor uzayr iizerinde bir norm ||-|| : N — R gonderimidir, (N, ||-||)
ikilisine normlu uzay denir ve gu o6zellikleri saglar (k tizerindeki norm mutlak deger
olmak iizere):

(i). Her z € N igin ||z|| > 0,

(ii). |[z] =0 € R <= x=0€ N,

(iii). Herhangi « € k skaleri ve x € N igin ||az|| = |af - ||2]|,

(

iv). Herhangi z,y € N eleman ¢ifti igin ||z + y|| < ||z]| + |ly]|.

Normlu bir uzay tizerindeki her z,y € N igin ||z — y|| = d(z,y) metrigiyle her
zaman bir metrik uzaydir 6yle ki her z,y,z € N icin d(z + z,y + z) = d(z,y) ve

her « € k skaleri i¢in d(ax, ay) = |a|d(z, y)’ dir. Normlu uzaydaki agik bir yuvar, o
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mesafeye tekabiil eden normla tanimlanabilir 6yle ki B(x;r) = {y € N|||lz—y| < r}.
Bu normlu uzaydaki her Cauchy dizisi, o uzayin iizerindeki metrige gore yakinsiyorsa

ona Banach uzay1 denir.
6.2 Normlu Uzayda Seriler ve Mutlak Yakinsak Seriler

Normlu bir uzaym (x,,)n>0, (Sn)n>0 dizi ¢iftinin z,, s, elamanlar1 birbirine herhangi
bir n igin s, = xg + x1 + ... + x, iligkisi ile bagh ise bu dizi ¢iftine seri denir. x,,’ye
serinin n. terimi, veya serinin genel terimi, ve s,’ye serinin n. kismi toplami denir.
lim,, .o, S, = s ise serinin s’ye yakinsadigi soylenir. Bu durumda s’ye serinin topla-
midir denir ve s = zg + ... + &, + ... veya s = Yz, diye yazilir. s — s, = 1,,’ye

serinin n. kalani denir ve tanimdan lim,, .., r,, = 0’dir.

Bir serinin genel terimi x,, yakinsak ise her € > 0 igin bir ny tamsayisi vardir 6yle ki

n > N ve p >0 icin
|Sn4p = Sull = |Tns1 + oo + Togpl| <€ (6.2.1)

olur. Tersine kosul saglaniyor ise ve N tam ise genel terim x,, yakinsaktir ve bu Ca-
uchy kriteridir. N’de birden fazla seri olabilir. Boyle bir durum i¢in N’de (z,)ner, ve
(2] )ners diye iki seri olsun. Bu iki dizi sonlu indis haricinde z,, = 2/, esitligini saghyor
ise her iki seri ayn1 anda yakinsaktir veya yakinsak degildir denir (Dieudonné 1960).
Bu sefer birbirinden tamamen veya kismen ayri olan dizilerden 6te, bir dizinin alt-
dizisine bakilacaktir: N’deki bir dizinin bir altdizisi (zy, ) igin, ky = 0 olmak {izere,
(xg,), 0’dan biiylik veya egit mutlak artan tamsayilar dizisiyse (x,,)'nin serisi s’ye

kns1—1 - .
yakmsiyor ve y, = » ;""" 1, ise (y,) serisi de s’ye yakinsiyordur.

Banach uzayr N’de mutlak yakinsak bir (x,) serisi, ||x,| genel teriminin yakin-
sak oldugu (> ||z,|| < oo) serilerdir ve Banach uzaylarinda mutlak yakinsak seriler
icin i, i,
1Y zall < D llzal (6.2.2)
n=0 n=0

esitsizligi vardir. Mutlak yakinsak seriler komiitatiflik 6zelligine sahiptir, yani (z,,)

mutlak yakinsak bir seri ve ¢ : N — N terslenebilir bir génderim olsun. O zaman
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Yn = Ty(n) Olmak tlizere (yn) nin serisi mutlak yakimsak bir seridir ve

0 0
n=0 n=0

olur. N yerine herhangi sayilabilir sonsuzluktaki bir L kiimesi i¢in bir Banach uzayi
N'nin elemanlarimin ()¢ ailesine mutlak toplanabilirdir denir eger terslenebilir
bir ¢ : N — L gonderimi i¢in (24(,)) serisi mutlak yakinsaksa. Bu durumda (zx)aer

ailesinin toplami ), ; ) veya Y Ty, olarak yazilabilir.

Banach uzay1 N'nin elemanlarinin sayilabilir bir (x),e ailesinin mutlak toplanabi-
lir olabilmesi i¢in, sonlu J C Ligin ), ||zl toplaminin smirh olmasidir. O zaman,
her € > 0 i¢in L'nin sonlu bir I altkiimesi vardir 6yle ki L’'nin herhangi sonlu ayrik

K (INK = 0) altkiimesi i¢in ), x|lza]| < € ve herhangi bir sonlu I C H C L igin

||Z)\€L Ty — ZXGH x)\H S 2¢ olur.

H ve L gibi iki sayilabilir indis kiimesi i¢in H C L oldugunda (x),cy ailesi mutlak

toplanabilirse her H C L igin de (z)) ey de mutlak toplanabilirdir ve

Do llzall < llaall.

AeH AEL

Bu sefer Banach uzay1 N'nin elemanlarinin mutlak toplanabilir bir ()¢ ailesi igin
sadece H yerine L'nin bog-olmayan kiimelerinin sonsuz bir (H,,) dizisi olsun 6yle ki

L=|],H,. Ozaman z, = ZAeLn xy ise (z,) mutlak yakinsaktir ve

S
E Zn — E Ty
n=0

AEL

6.3 Normlu Uzaylarin Altuzaylar:1 ve Sonlu Carpimlari

N normlu bir uzay ve V.C N onun bir vektor altuzayi olsun, yani herhangi «,
skaler cifti ve x,y € V vektorleri igin ax + By € V olur. N'nin iizerindeki normun
V’ye kisitlanmasi V iizerinde bir normdur ve N’den V {izerinde indiiklenen topoloji
ve mesafeyi tanimlar. N'nin altuzayindan kasit genelde iizerinde indiiklenen normu

ile bir vektor altuzayidir. Bir N Banach uzayimin herhangi kapali altuzayi da bir
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Banach uzayidir; tersine bir normlu N uzayimnin V altuzay:r Banach uzay: ise V al-
tuzaylr N normlu uzayinda kapalidir. V, N normlu uzaymin bir vektor altuzay: ise

V'nin N’deki kapanist V bir vektor altuzayidir.

N normlu uzaymin V altkiimesinin vektorlerinin sonlu ¢izgisel toplamlart N'nin
yogun bir altkiimesini olugturuyor ise V’ye totaldir denir ve bir (z))\c. ailesinin
elemanlarinin kiimesi total ise o ailenin total oldugu sdylenir. Normlu bir uzayda
total bir dizi var ise o normlu uzay ayrilabilirdir. Tersine, ayrilabilir bir N normlu

uzayinda ¢izgisel bagimsiz vektorlerden olusan bir total dizi vardir.

Vi ve Vy, N'nin iki vektor altuzayi olmak tizere, N = V; & Vy, her i € {1,2}
icin
pri: N —V,;

gonderimi N'nin V;’ye ¢izgisel projeksiyon génderimleridir.

+NZV1XV2—>N

(v1,v2) —> V1 +N Vo

gonderiminin bir homeomorfizm olabilmesi i¢in pry, proy ¢izgisel génderimlerinden
biri stirekli olmalidir. Yani pr;’lerden herhangi biri siirekliyse N’ye V; ve Vy'nin
topolojik direkt toplamlari denir. N = V&V, olsun, o zaman V5, ye V;’in topolojik

eki denir.

6.4 Coklu-gizgisel Gonderimlerin Siirekliligi

Her 1 < i < n icin N; normlu uzay ve N’ de normlu bir uzay olmak iizere
f:N; x..xN, —N

goklu-gizgisel bir gonderim olsun. f’nin herhangi bir (vy,--- ,v,) € Ny x -+ x N,

noktasinda siirekli olabilmesi i¢in bir a > 0 sayis1 var olmalidir oyle ki

1f w1y e on) | < - fon]] - ozl - - flonl] (6.4.1)
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6.5 Esdeger Normlar

k say1 alani tizerinde bir normlu uzay tizerinde ||-||; ve ||-||2 diye iki tane norm olsun.

|-|l1 ile tammlanan topoloji, ||-||2 ile tanmmmlanan topolojiden daha ince ise |||,
||-||2’den daha ince oldugu séylenir. [|-||; ile ||-||2 normu, N iizerinde ayni topolojiyi
tanimliyor ise bu iki norm egdegerdir denir. ||-||; ve ||-||2, N vektor uzay1 tizerinde

bu iki normun egdeger olabilmesi i¢in her v € N i¢in iki tane «, § > 0 sayilarinin
var olmalidir 6yle ki

alvlly < flvfl2 < Bllv]ls. (6.5.1)

Sonlu boyutlu normlu uzaylar i¢in «, 5 € R sayilar1 vardir, dolayisiyla sonlu boyutlu

normlu uzaylardaki normlar birbirine esdegerdir.
6.6 Kapali Hiperdiizlemler ve Siirekli Cizgisel Formlar

k say1 alani iizerinde bir V vektor uzayr ve bir f ¢izgisel formu (fizikte genelde

cizgisel fonksiyonel denir),
f:V—k

cizgisel bir gonderimdir ve onun g¢ekirdegi V' = f~1({0}) (ker(f) olarak da gosterilir)
bir vektor uzayidir 6yle ki herhangi a € V' i¢in V, V"’ ile ka’'nin topolojik direkt top-
lamlaridir. Bu 6zelligi saglayan bir altuzaya hiperdiizlem denir. V'’ bir hiperdiizlem
ise herhangi v € V, a ¢ V', f(v) bir skaler ve u € V' olmak tizere v = f(v)a+ u ola-
rak yazilirsa f cizgisel bir formdur ve V' = f~1({0}). f(v) = 0’a V"'niin bir denklemi
denir. Bir hiperdiizlem maksimaldir, yani V' hiperdiizlemini iceren V'nin herhangi
bir vektor altuzayr ya V"diir ya da V’dir. Normlu N uzaymnda bir hiperdiizlem V'
ya kapali ya da yogundur.

6.7 Sonlu Boyutlu Normlu Uzaylar

n-boyutlu k say1 alani tizerinde normlu vektor uzayr N'nin bazi {e;}} , ise iizerine
bir
f:k" — N
(1, an) —> arer + -+ age,
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gonderimi bir homeorfizmdir.

Normlu N uzayinda V kapali bir altuzay ve W sonlu boyutlu bir altuzay ise V4+W,
N’de kapalidir. Nitekim sonlu boyutlu herhangi bir altuzay N’de kapahdir. Yerel
kompakt normlu bir N uzay1 sonlu boyutludur. Normlu N uzaymda V sonlu ko-
boyutlu kapal bir altuzay olsun (yani sonlu boyutlu bir cebirsel eki vardir), o zaman

V'nin herhangi cebirsel eki ayni zamanda topolojik ekidir.
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7. HILBERT UZAYLARI

Hilbert uzaylari, normlu uzaylar gibi ¢izgisel topolojik uzaylardir ve Hilbert uzay-
larin1 6nemli kilan Hermit-sel form olan i¢ ¢arpimdir. Hilbert uzaylari iizerinde her
zaman bir norm yapisi vardir, dolayisiyla Hilbert uzaylarinin iizerinde bir mesafe
fonksiyonu da her zaman tanimhdir. Bir normlu uzay, sadece paralelkenar yasasini
sagliyorsa bir 6n-Hilbert uzay1 olur. Boliimiin baginda ilk Hermit-sel form verilip
boliimiin devaminda pozitif Hermit-sel form ve dejenerelik kavrami tanimlandiktan
sonra on-Hilbert uzay1 kavrami tanimlanabilecek hale geldi ve 6n-Hilbert uzaylari,
o Hermit-sel formun kaynagi olan normun iirettigi mesafe fonksiyonuyla tam oldu-
gunda Hilbert uzaylarina doniiglir. Hilbert uzaylari, fonksiyonel analiz i¢in, dolayi-

styla kuantum mekanigi i¢in de 6nemli bir konudur.

7.1 Hermit-sel Formlar

Herhangi reel veya kompleks a € k sayisinin kompleks eglenigi @ veya a* olarak
yazilir. k say1 alam (k = R, C) {izerinde bir V vektor uzayi iizerinde Hermit-sel bir
form f:V xV — k génderimidir ve gu 6zellikleri saglar:

(i). flz+2',y) = f(z,y) + f("y),

(i). flaz,y) = af(z,y),

(iti). f(y,z) = f(2,y).

Hermit-sel formun yukaridaki 6zellikleri kullanilarak f(y + ¢/, x) elde edilebilir:

fly+vy,z)= flr,y+y)

oldugundan

fly+y.z)=fly.2)+ . 2) = fly,2) + f(y,x) = f(z,y) + f(z,y)

olur, yani f(z,y+v') = f(x,y)+ f(x,y’) dir. (ii). 6zellikteki skalerin yeri degistirildi-

ginde f(x, ay) 6zdesliginin ne olacagim (ii). ve (iii). 6zellikler kullanilarak bulunabilir
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syle ki [ (x, ay) = f(ag,2) = af(y,2) = af (z,y) olur, yani f(z,ay) = af(z,y).

Herhangi sonlu {z;}, {y;} vektérleri ve (a;) ve (3;) skalerleri igin,

f(ZOéﬂz‘,Zﬁjyj) = Zaiﬁ_jf(ﬂﬁi,yj) (7.1.1)

olur.
V sonlu boyutlu ve {a;} onun bir baz1 ise f tamamen «;; = f(a;,a;) degerleri
ile belirlenir ve (iii). ézellikten a;; = @j; olur. O zaman herhangi z = ), x;a,,

y =Y, y;a; vektor cifti icin,
f(w,y) =D iy (7.1.2)
i7j
olur.

Ornek 7.1 D, R?'de goreli kompakt bir acik kiime olsun ve V, D'deki sinirli ve sii-
rekli biitiin reel-degerli (sirasiyla kompleks-degerli) fonksiyonlarin reel (sirasiyla kompleks)

vektor uzayi olsun dyle ki sinirli, siirekli ilk tiirevleri D'dedir. O zaman,

o(f.9) = //D [a(x, ) (2, 9)g(x,y) + bz, y) 8f((9&; y) 895;; y)

of (z,y) 9g(z,y)
oy dy

+ c(z,y) dz dy

(a, b, cstirekli, sinirli ve D'de reel-degerlidir) gonderimi V iizerinde bir Hermit-sel formdur

(Dieudonné 1960).
ispat.

o f(x,y) + h(z,y)) dg(z, y)

o+ = [[ [amy><f<x,y>+h<x,y>>g<x,y>+b<x,y> ” -

(f(x,y) + h(z,y)) dg(x, y)
dy y

+c(z,y) dedy = ¢(f,g9) +(h,g)
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Agik¢a bir « skaleri i¢in p(af, g) = ap(f, g9)

plat.o) = | /D [( (. )ale.y) + bla,y) 2L 0]

Aaf(x,y)dg(z,y)
Jy dy

+ ¢z, y) ] dx dy = ap(f, g)

ve son olarak Hermit-sel formun (iii). 6zelligi,

w(,mf)—//D [&(x,y)g(x,y)f(x,y)_i_b(x,y)ag(;xay) 8féﬂ;y)

dg(x,y) df(z,y) ol f. o)
ggy,y) féy’y)]da:dy=<ﬂ(fag)

+c(z,y)

Bir ¢ift z,y € V vektori igin f(z,y) = 0 ise V iizerindeki Hermit-sel f formuna
gore ortogonaldir; kendisine ortogonal olan bir x vektorii f'ye gore izotropiktir, yani
f(z,z) = 0. V vektor uzayimin herhangi bir M altkiimesinin her x € M vektoriine
ortogonal olan bir y vektorii var ise y vektoriiniin f’ye gore M altkiimesine ortogonal
oldugu sdylenir, yani her x € M igin f(x,y) = 0 olur. Biitiin V vektor uzayma orto-
gonal olan bir z # 0 vektorii var ise f Hermit-sel formun dejenere oldugu soylenir,

yani her y € V i¢in f(y, z) = 0’dir. Dolayisiyla Hermit-sel form
VeeV f(x,y)=0=y=0€V (7.1.3)

durumu saglandiginda dejenere degildir.

f, V vektor uzay: iizerinde Hermit-sel bir form olsun. V reel vektér uzayi ise
fle+y,z+y) — flx —y,x —y) = 4f(z,y) ifadesi Hermit-sel formun (i). ve (ii).

ozellikleri kullanilarak gosterilebilir oyle ki

flx,x+y)+ fly,r +y) — flr,z —y) = f(~y, . —y)
= f(z,2) + f(z,y) + f(y,2) + f(y,v)

— f(@,2) + f(2,y) + fy,2) — fy,y) = 4f (2, y).
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7.2 Pozitif Hermit-sel Formlar

V iizerindeki bir Hermit-sel f formuyla her x € V i¢in f(z,z) > 0 kosulu sagla-
niyor ise Hermit-sel f formunun pozitif oldugu soylenir. V iizerindeki bir f pozitif
Hermit-sel formun dejenere olmamasi i¢in f i¢in 0’dan bagka bir izotropik vektor

olmamasidir, yani herhangi 0 # z € V igin f(z,z) > 0’dur.

Cauchy-Schwarz Esitsizligi: Herhangi x, y € V vektor c¢ifti i¢cin f pozitif bir
Hermit-sel form ise

1f (@) < fz,2)f(y,) (7.2.1)

olur.

Minkowski Esitsizligi: Herhangi z, y € V vektor ¢ifti igin f pozitif bir Hermit-sel

form ise

Vie+ye+y) < \/fla2)+/ 1) (7.2.2)

olur.

f dejenere olmayan pozitif Hermit-sel form (pozitif tanimh form da denir) ise \/m ,
V iizerinde bir normdur. Bir 6n-Hilbert uzayi, bir V vektor uzay1 ile onun tizerinde
dejenere olmayan bir pozitif Hermit-sel formdur. Bu Hermit-sel form (z|y) olarak
yazilir ve ona x ile y’'nin skaler ¢arpimi veya i¢ ¢arpimi denir. Bir 6n-Hilbert uzay:
V her zaman ||z = \/(z[z) normu ile bir normlu uzaydir ve ona karsilik gelen
| — y|| mesafesi ile bir metrik uzaydir. (z|z) yerine fizikte yaygin olarak kullani-
lan Dirac gosterimi olan (x|y) veya matematikte sik¢a kullanilan (z,y) gosterimi

kullanilacaktir. Normlu bir uzayin normu, ancak her x,y € N vektor ¢ifti igin
lz+yl* + llz = ylI* = 2/l + lyl*) (7.2.3)

esitligini sagliyorsa (paralelkenar yasasi) bir én-Hilbert uzay1 olur ve onun iizerindeki

i¢ carpim, polarizasyon 6zdesligi olan

1 : : : :
(.y) = 7z +yl* = llz =yl +illz +dy|* = illz — iyll") (7.2.4)
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(7.2.4) esitligiyle belirlenir. On-Hilbert uzay: iizerindeki pozitif Hermit-sel formun
olugturdugu ||z|| = (z, ) normu, o uzay1 tam bir metrik uzay yapiyorsa ona Hilbert
uzay1l ‘H denir ve sonlu boyutlu bir 6n-Hilbert uzay1 her zaman bir Hilbert uzayidir.
Bu Hermit-sel i¢ carpim, matematiktekinin aksine fizikte ilk argiimanda anti-gizgisel,

ikinci argiimanda c¢izgiseldir.

‘H’den H'’ye bir izomorfizm (gizgisel izomorfizm) her x,y € H igin

Tz, Ty)yy = (x,y)n (7.2.5)

esitligini saglayan ¢izgisel ve terslenebilir bir T : H — H' gdnderimidir.

Teorem 7.1 (Pisagor Teoremi) xz,y € V, dn-Hilbert uzayinda birbirlerine ortogo-

nal vektorler ise

lz +ylI” = llll* + Iyl (7.2.6)

olur.

ispat.

(@ +y,a+y) = llo+yll* = llzl® + yl* + (@, 9) + {2, 9)

x ve y birbirlerine ortogonal oldugundan esitligin sag tarafindaki son iki terim 0

olmalidir. Dolayisiyla

(@ +y.+y) = llo+yl* = [l + |yl (7.2.7)

Su ana kadarki bilgilerden Hilbert uzaylarimin bir dizisi (#H,,),en olugturulabilir. Her
n € Nigin H,, lizerinde (,,, yn),, i¢ carpimi tanimlh olan ve ||z,||? serisinin yakinsak
oldugu bir Hilbert uzayiysa Hy X -+ - H, x -+ =H ={x = (x1, -+ ,xp, - )|x; € H;}

de bir Hilbert uzayidir.
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7.3 Tam Bir Altuzay Uzerinde Ortogonal Projeksiyon

V bir 6n-Hilbert uzayi ve V; de V'nin bir tam vektor altuzayi olsun, yani bir Hilbert

uzayl.

PVI:V—>V1

x+—y = Py, ()

gonderimi V iizerinde bir ortogonal projeksiyonu olmak iizere herhangi bir x € V
i¢in ||z — y|| = d(z, V1) esitligini saglayan sadece tek bir y = Py, (x) € V; noktasi
vardir. y = Py, (z) € V; noktasi 2 —z’yi Vy’e ortogonal kilan tek z € V; noktasidir.
V’den V,’e z — Py, (z) gonderimi ¢izgisel ve siireklidir, ayrica V; # {0} ise normu
1’dir; cekirdegi Vo = P;ll({()}), V’e ortogonal olan altuzaydir ve V. = V; & V,
olur, yani bu altuzaylarin topolojik direkt toplamidir. Py ¢izgiseldir. x —y ve 2’ — 3/
vektorleri V''ne ortogonal ise ax—ay de (z+2')— (y+y') = (x—y)+(2'—y') de V'ne
ortogonaldir; y + 3y € V' ve ay € V' iken y + 3 = Py/(x) + Py (2') = Py(z + 2')

ve ay = Py (ax)’dir. Pisagor teoreminden,
l2)l* = 1Py (@)[* + ||z — Py (2)]|* (7.3.1)

olur. Cizgisel Py, génderimi V’den V"’ne ortogonal projeksiyondur ve ¢ekirdegi V”,

V’'niin V'de ortogonal ekidir.

V on-Hilbert uzayiysa herhangi a € V i¢in x — (a,x) gonderimi ||a|| normunun
siirekli, c¢izgisel formudur. Tersine, V bir Hilbert uzayi ise V {izerindeki herhangi
stirekli, ¢izgisel f, formu ve herhangi bir z € V i¢in f,(x) = (a,x) esitligini sag-
layan egsiz bir a € V vektori vardir (Dieudonné 1960). Bunun sonucu énemlidir
¢linkii kuantum mekanigi kisminda ket vektorlerinin ¢izgisel fonksiyonelleri i¢in de

kullanilacaktir (Riesz temsil teoremi).
7.4 Ortonormal Sistemler ve Ortonormallestirme

Her n icin H,, bir-boyutlu uzay olarak alinir ise Hilbert toplami sonsuz boyutlu Hil-

bert uzay1 H’ye yol acar ve bu uzay genelde 2 olarak yazilir. Skaler alam belirtmek
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i¢in 2 (k = R, C) (k-Hilbert uzay1) olarak gosterilir. Dolayisiyla /2 = {f|f : N —
kve > cnlf (n)]* < oo} uzay: biitiin k say1 alanmm bir 2 = (a,) dizisidir Gyle
ki 2% |ay,|? yakmsaktir ve dizerinde (z,y) = 3.2, @f3,, skaler carpimi tammhidir,
ey’ler n. teriminin 1, diger biitiin terimlerinin 0 oldugu ¢2’de bir dizi olsun. O zaman
m # n icin (e, €,) = 0 (veya (em, €,) ) olur ve her n icin \/(e,, e,) = ||e,|| = 1’dir.
sekilde yazilabilir. {e, }, £*’de yakinsak oldugundan ¢? ayrilabilirdir ve herhangi ayri-
labilir bir Hilbert uzay1, (*’ye izomorfiktir (Dieudonné 1960). Bu durum herhangi bir
0 < p < oo igin genellenirse /* uzayi, («,) kompleks toplanabilir dizilerin uzayidir

oyle ki

oo

D lan|” < oo. (7.4.1)

n=1

Herhangi bir I C R aralig igin LP(I), I araligindaki kompleks-degerli Lebesgue
olgiilebilir fonksiyonlarin uzayidir 6yle ki herhangi p > 0 ve f € L igin |f|? in-
tegrallenebilirdir, yani: [, |f(2)[P dz < oo (Dieudonné 1981). p = 2 durumunda L?,
kuantum mekaniginde 6énemli bir rol oynayan, karesi integrallenebilir fonksiyonlar
uzayidir ki dalga fonksiyonlarinin karelerinin integrallenebilir (sonlu) olmas: gerekir.
0 < p,q < ooigin % + % = 1 oldugu durumda p’ye ¢’'nun dual iissii denir. Bu oldugu
durumda ¢P ve (9 birbirine izomorfiktir ve L? ve L? icin de durum aymidir. L? bir

Hilbert uzay1 oldugundan, ayrilabilir olarak alinirsa ¢2’ye izomorfiktir: L? ~ ¢2.

V bir 6n-Hilbert uzay1 ve ¢ # j i¢in, her j igin a; # 0, (a;,a;) = 0 ise V’de sonlu
veya sonsuz bir {a;} dizisi bir ortogonal sistemdir ve her j i¢in [|a;|| = 1 durumu
da saglaniyorsa a;’ler ortonormal bir sistemdir. Herhangi bir {a;} ortogonal sistemi

b = ||Z_J|| ile normalize edeilerek bir ortonormal sisteme indirgenebilir.
J

I = [-1,41] C R i¢in %c(]), I tizerindeki biitiin siirekli kompleks degerli fonk-

siyonlarin vektor uzayi olsun. 6¢ (/) iizerinde bir i¢ ¢arpim

(f.9) = /Img(t) dt (7.4.2)

olarak tanimlanir.
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Onerme 7.1 {e,} (¢*'deki e, 'ler olmak zorunda degil), H'de bir ortonormal sistem ve
V, H'nin e, 'ler ile iiretilen bir kapali altuzay olsun. O zaman her z € H igin
(i)Y len 2)* = | Pu(@)]” < [|z]|* (Bessel esitsizligi) (7.4.3)

saglanir.

Ispat. {e;}, V’yi geren ortonormal baz vektorleri olsun.

00 00 00
0 SHx - Z <€Z, ||2 Z €, T 617 Z <6j7$> 6j>
i=1 i=1 J=1
00 00 0o 0
= HiL‘HQ %,Z €, T Z €, T 617 + Z €, T 617 €z>€j>
7j=1 =1 =1 j=1
= Jle|)* - D es, )|’ —Zr et + 55 (e} den ) 3
i=1 j=1

0 < [l* — ZI(%ZE) i

1Py (z)* = Z\ ei )|* < [l

Zem (en,y) = (Pv(z), Pv(y))

(ii) Serinin genel terimi (e, =) e,, H’de yakimsaktir ve

NE

(en,x) €, = Py(x).

n=1

Tersine, (a,) bir skaler dizisi olsun 6yle ki S°°° |a,|* yakmsaktir. O zaman her n
i¢in egsiz bir y € V vektori vardir dyle ki (e,,y) = «,’dir. Herhangi bir x € H

vektort, (e,,r) = a,, ve z, V'ye ortogonal olmak tizere x = y + z olarak yazilabilir.

{en} = V iken H = V oluyorsa {e,} sisteminin total oldugu anlamina gelir. O
zaman {e, }, H i¢in ortonormal bir bazdir. Hilbert uzay1 H ve total ortonormal {e,, }

sistemi i¢in Py yerine

8

z) {ens2) = ) _lew ) = |Jal? (7.4.4)
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ve
00

Y (wen) (eny) = (2,y) (7.4.5)

n=1

olarak yazilabilir ve (7.4.4) ve (7.4.5) 6zdesliklerine Parseval 6zdeglikleri denir. Par-
seval 6zdeglikleri, {e,}'nin o Hilbert uzaymda total bir sistem olmasi i¢in gerek ve

yeter kogulu verir (Dieudonné 1960).

V ayrilabilir bir 6n-Hilbert uzayr ve {b;}, V’deki ¢izgisel bagimsiz vektorlerin to-
tal bir dizisi olsun. by, --- b, ile iiretilen V'nin n-boyutlu V,, altuzay: igin ¢, =

b, — Py, ,(b,) olarak tanimlanirsa {c;} total ortogonal bir sistemdir &yle ki her n

i¢in V,,, {¢;}, ile diretilir. ¢;'ler normalize degilse H? = {a;} olacak sekilde {c;}
J
sistemi normalize edilir ve ortonormallegtirme siireci ile {b, }’den {a,, }'nin gikarildig:

sOylenir.

7.5 Uygulamalar: Siirekli Fonksiyonlar Uzay1

7.5.1 Sinirli fonksiyonlar uzay1

k say1 alani iizerinde bir N normlu uzay1 ve herhangi bir A kiimesi i¢in f : A —
N gonderiminin simirli olmasi f(A)nin N’de smirh olmasi demektir, bu ifadenin
esdegeri sup,c 4| f(t)|| < oo’dir. Bu génderimlerin kiimesi An(A) = {f|f: A — N

ve sup,e4l| f(t)|| < oo} bir vektor uzayidir.

f:A—N
t— f(t) = filb)er + ... + ful(t)e,
gonderiminde f'nin sinirh olabilmesi i¢in her ¢ € {1,...,n} igin f; skaler génderim-

lerinin siirh olmasi gerekir. IN sonlu boyutlu ise #n(A) = P, L;'dir (topolojik
olarak), éyle ki her i igin L;, $x(A)’ya izometriktir.

7.5.2 Sinirh siirekli fonksiyonlar uzay:

%~ (X), X metrik uzayimndan N normlu uzayma stirekli génderimlerin vektor uzayn,

ve 62 (X), X'ten N'ye butiin sirh siirekli génderimlerin kiimesidir. Aksi belirtil-
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medikge E°(X), An(X)’'in normlu altuzayidir. €n(X) altuzayr Bn(X) de kapali-

dir, yani sinirh sonlu fonksiyonlarin diizgiin bir limiti stireklidir.

Teorem 7.2 (Dini Teoremi) X kompakt bir metrik uzay olsun. Artan (sirasiyla aza-
lan) reel-degerli siirekli (f,,) fonksiyonlar dizisi basit¢e siirekli bir g fonksiyonuna yakin-

siyor ise g'ye diizgiin yakinsiyordur.
7.5.3 Stone-Weierstrass yaklagtirim teoremi

Bir X metrik uzay: igin % (X), k say1 alan tizerinde bir cebirdir. %, (X)’in bir A
altkiimesinde ayrik her z,y € X nokta ¢ifti i¢in f(z) # f(y)’yi saglayan bir f € A

gonderimi var ise A'nin X’in noktalarii ayirdigi séylenir (Dieudonné 1960).

Teorem 7.3 (Stone-Weierstrass Teoremi) X metrik uzayi icin éx(X)'in A alt-

cebri sabit fonksiyonlar iceriyor ve X'in noktalarini ayiriyor ise A C %r(X) yogundur.

Kompakt X metrik uzay: i¢gin é¢(X)’in A altcebri sabit fonksiyonlar igeriyor, X’in
noktalarini ayiriyor ve her f € A'nin eslenigi f de A’ya ait ise A C 6¢(X) yogundur.

7.5.4 Regiile edilmis fonksiyonlar

a merkezli, b ekstremumlu bir I C R araligi ve bir N Banach uzay icin I'nin (I'nm
R’deki kapanigt) noktalarinin o = a, z,, = b olacak sekilde artan, sonlu bir (z;)o<i<n
dizisi ve her |z;, z;41[ (0 < i < n — 1) agk aralig) igin sabit olan bir f : I — N

gonderimi var ise f’ye basamak-fonksiyonu denir.

Herhangi bir f : I — N gonderimi, herhangi bir b # x € I noktasi i¢in, y € I ve
y > x olmak iizere, lim, ,, f(y) var ise f'nin sagdan limiti oldugu soylenir ve f(z+)
olarak gosterilir. f'nin soldan limiti var ise (y < x) a # = € I igin limiti oldugu
soylenir ve f(x—) olarak gosterilir. f(x+)’ya ve f(x—)’ye ayr1 ayr1 f'nin tek tarafli
limiti denir. Bir f : I — N gonderiminin /'nin biitiin noktalarinda tek tarafli bir

limiti var ise f gonderiminin regiile edilmig oldugu soylenir.
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Kompakt bir I = [a,b] araligy i¢in bir f : I — N gonderiminin regiile edilmis
olabilmesi i¢in f’nin basamak fonksiyonlarindan olusan diizgiin yakinsak bir dizisi-
nin limiti olmasidir 6yle ki I C R’dan Banach uzayina herhangi bir siirekli gonderim

regiile edilmigtir; /’dan R’ye herhangi bir monoton génderim de regiile edilmistir.
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8. KUANTUM MEKANIGI

20. yiizyilda klasik mekanigin ve elektromanyetik teorinin artik yetmedigi ve de-
ney ile teori arasinda uyugmazliklar ortaya ¢ikmasindan 6tiirii fizik¢ilerin yeni bir
teoriye ihtiyaci dogdu. Bunun ¢ok bilinen bir érnegi soyledir: Klasik elektromanyetik
teoriye gore atomik olaylar1 agiklamak i¢in uygulandiginda atomun etrafinda klasik
orbitallerde dolanan elektronun ivmelenen hareket yapmasindan 6tiirii, siirekli ola-

rak elektromanyetik 1s1ma yapmasi ve

dE 262
P = —— = —
dt 3c3

wp (7% (8.0.1)
formiiliine (Crawford 1968) gore enerji kaybi oldugunda elektronun ¢ekirdege diis-
mesi gerekir ve atomun stabil olmamasina sebep olur ama bu deneylerle ¢eligiyor.
Dolayisiyla klasik mekanigin 6gretileri yerine, bu tiir durumlar: agiklayabilecek yeni
bir teoriye ihtiya¢ duyuldu. Boylelikle kuantum mekanigi, veya dalga mekanigi, dog-
mus oldu. Bu teorilerin birbirlerinden farklari, klasik mekanikte bir parcacigin ko-
num ve hiz vektorleri biliniyor ise herhangi bir zamanda parcacigin konumu kesin
bir gekilde bilinebilir ve bunlar hareket denklemlerini tam bir gekilde verir ve klasik
mekanikte 71" gozlenebiliri ve bir ¢ durumu icin o7y Olgilistiyle anlatihir ve burada
bir kesinsizlik yoktur; kuantum mekanigindeyse parcacigin belli bir yolu yoktur ve
onun konumu ile hiz1 ayn1 anda, aym kesinlikle 6lgiilemezler. Bu kuantum mekani-
ginin temeli olan bir konsepttir ve Heisenberg tarafindan 1927 yilinda kegfedilmigtir
(Landau ve Lifshitz 1958). Bu konsepte Heisenberg belirsizlik ilkesi denir. Kuantum
bir parcacigin belirli bir yolunun olmamasi o kuantum parcaciginin bagka dinamik
karakterizasyonu olmamasi anlamina gelir. Kuantum mekaniginde durumlar, bir sii-
perpozisyon halindedir ve 6l¢iildiigiinde onu olusturan durumlardan birine ¢oker,
yani sistem baglangigta bir ¢ =} a4, durumundayken &lgiim yapildiginda bu 1,
durumlarindan birine ¢oker (saf durumlar igin). Burada 6lgiim ve deneyden kasit bir
kuantum parcacik ile klasik bir él¢iim cihazinin etkilesmesidir. Olciim cihazi, mak-
roskopik veya mikroskopik olabilir. Ol¢iim cihazinin makroskopik veya mikroskopik
olmasiysa deneyin istenilen kesinligiyle alakalidir (Landau ve Lifshitz 1958). Pren-

sipte farklar1 olsa da kuantum mekanigi limit durumu olan klasik mekanigi, kendi
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formiilasyonu i¢in gerektirir.

Kuantum mekaniginin tipik bir sorunu daha onceki 6l¢timlerin sonuclar1 sayesinde
daha sonraki deneylerin sonuglarin1 6ngormektir. Klasik mekanigin aksine kuantum
mekaniginde kuantum sisteminin tizerinde yapilan herhangi bir 6lgiim, bu durumda
elektron, o kuantum sistemini etkiler ve istenilen bir 6l¢iim kesinligi i¢in o sistemin
{izerindeki etkiyi keyfi kiiciik yapmak prensipte imkansizdir. Olciimiin bu 6zelligi,
elektronun dinamik karakterizasyonunun sadece 6l¢timiin bir sonucu olarak belirme-
sindendir. Agikc¢a 6l¢limiin niceligin {izerindeki etkisinin keyfi kii¢iik yapilabilmesi o

niceligin olgiimden bagimsiz olarak belirli bir degerinin olmasi demektir.

Elektronun koordinatlarinin 6l¢iimii kuantum mekaniginde temel bir rol oynar. Ku-
antum mekaniginin limitleri dahilinde istenilen bir kesinlik ile bu koordinatlar 6l¢ii-
lebilir ama bu 6zellik klasik mekanigin aksine bagka gozlenebilirlerin belirsizliklerini
degistirebilir, ¢ok bilinen bir 6rnek koordinatlarin 6l¢iimii momentumun 6l¢iimiin-
deki kesinligi etkiler. At zaman araliklarinda elektronun koordinatlarinin bagarili
ol¢limlerinin sayis1 arttikca elde edilen sonuclarin varyasyonu daha siireksiz ve daha
diizensiz olur ve bu sonuglar genelde piiriizsiiz bir egride yatmazlar. Piirlizsiiz bir
egri elde etmek icin elektronun koordinatlarinin kiigiik derecedeki kesinlikler ile 61-

¢lilmesi gerekir.

Olciimlerin kesinligini degistirmeden 6lciimler arasindaki siire azaltilir ise koordi-
natlarin komsguluklarini verir. Bir dizi bagarili 6l¢iimiin sonuclar1 uzayin kiiciik bir
bolgesinde yatar ve piiriizsiiz bir egri yerine uzayin bu bolgesinde tamamen diizen-
siz bir gekilde dagilir. At — 0 iken bitisik Ol¢timlerin sonucu diiz bir ¢izgide yatma
egiliminde degildir. Klasik mekanikteki hizin tanimi At — 0 iken art arda iki koor-
dinatin farkinin, o At’ye boliinmesi iken kuantum mekaniginde, klasik mekanikteki
anlaminda bir pargacigin hizi diye bir konsept yoktur. Kuantum mekanigindeki veri-
len bir anda bir parcacigin hizinin kavrami olusturulabilir ve kuantum mekaniginin
limit durumu olan klasik mekanige gecildiginde bu klasik mekanikteki bir pargacigin

hizini verir. Kuantum mekanigin aksine klasik mekanikte her an i¢in bir pargacigin
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7(t) ve U(t) vektorleri mevcuttur. Kuantum mekaniginde 6lgtimlerin sonucunda bir
parcacigin, bu durumda bir elektron, belirli koordinatlar1 var ise belirli bir hiz1 yok-
tur. Tersine belirli bir hiz1 var ise uzayda belli bir koordinat1 yoktur. 7(t) ve v(t)
vektorlerinin ayni anda var olmasi demek, o elektronun bir yolunun olmasi demektir.
Ama kuantum mekaniginde bir parcacigin ayni anda hem hizi hem de koordinatlar
ayni kesinliklerle olgiilemez. Bu yiizden kuantum mekaniksel bir durum klasik meka-
nige gore daha az nicelik ile agiklanir, yani klasik tanimdan daha az detayhidir. Bun-
lardan farkli olarak, kuantum mekaniginde ayni anda o6l¢iilebilecek ve Ol¢timlerinin
birbirlerinin kesinligini etkilemeyecek nicelikler de mevcuttur, yani ayni anda kesin
degerler alabilirler. Boyle fiziksel gozlenebilirlerin kiimesine tam kiimeler denir. Tam
olarak aciklanmis durumlarin 6l¢limlerinden elektronun, daha 6nceki 6lgiimlerinin
sonucu ne olursa olsun, daha sonra yapilan herhangi bir 6lgiimiin bir¢ok sonucunun
olasiliklar1 belirlenebilir.

8.1 Matematiksel Yapisi

Fiziksel bir teori, durumlar kiimesi S, gozlenebilirlerin kiimesi O ve fiziksel sistemin
simetri grubu G tgliistinden olusan (S, O, G)’yi gerektirir. Klasik mekanikte durum-
larin kiimesi faz uzayidir: S = I' = R3*N @ R3V. Direkt toplamdaki ilk terim konfigii-
rasyon uzayl, ikinci terim ise momentumlardir, yani S = {(g;, p;)|1 < i <3N = s}.
Bu durumda gozlenebilirlerin kiimesi ise S iizerindeki reel-degerli stirekli gonderim-
lerin kiimesi 6&(R®Y) = {T|T : R®Y — R}’dir. Kuantum mekaniginde sistem
hakkindaki biitiin bilgileri (saf durumlar i¢in) Hilbert uzaylarinin (genel formiilas-
yonda ayrilabilirlerdir, yani sayilabilir bir ortonormal bazi vardir) elemanlari olan
|1} (bu ¢aligmanin genelinde v olarak kullanilacaktir) ket vektorlerini barmdirir.
Fiziksel durumlar, Hilbert uzayindaki birim kiire S = {¢ € H|||¢|| = 1} ile verilir.
Gozlenebilirler ise  {izerindeki kendisine eslenik operatérlerin kiimesidir. Tki durum
1, ¢ € H birbirinden sadece bir a« € C kadar ¢ = «a¢ olacak sekilde ayriliyor ise

ayni duruma tekabiil ederler. Toplama altinda asosyatif ve komiitatiftir 6yle ki her

7/’17¢27¢3 € H igin

Y1+ (Vg +03) = (1 + ) + 13,
¢1+¢2:¢2+¢1'
5%5)



Yukaridakilere ek olarak bu H’'nin egsiz bir 0 € ‘H elemanm vardir 6yle ki her ¢ € H
icin ¢ + 0 = 1.

Bir vektor uzaymin sonlu bir {e;}? ; altkiimesi i¢in
Q1€ + Qoey + -+ + ey =0 (811)

durumunun olmasi her ¢ € {1,...,n} i¢in a; = 0 ile miimkiinse o altkiimenin vek-
torleri ¢izgisel bagimsizdir, yani birbiri cinsinden yazilamaz. Bir vektor uzayinin her

Y € H vektorii, onun bir altkiimesi {¢; = ¢;}¥’nin elemanlarimin

N
Y=o+t anty =Y anh, 3 (Vi)(e; € C) (8.1.2)
=1

toplami olarak yazilabiliyor ise o vektor altkiimesine tamdir denir. Tam bir kiimenin
vektorlerinin ¢izgisel bagimsiz olmasi gerekmez ama onun her zaman ¢izgisel bagim-
s1z olan bir altkiimesi bulunabilir (Weinberg 2013). Cizgisel bagimsiz tam bir kiime,

o vektor uzayimi geriyordur veya onun bir bazidir denir.

n-boyutlu k vektér uzayr V'nin dual uzay yine n-boyutlu k vektor uzay1 £ (V;k) =
V*=dir (veya Hom(V;k)) ve ayn1 zamanda bu dual uzay V ftizerindeki ¢izgisel fonk-
siyonellerin vektor uzayidir: V* = {T|T : V — k}. Bu dual uzaymn elemanlarima

kovektor dendigi de olur.

Ket vektorleri, k say1 alani tizerinde sonlu boyutlu bir Hilbert uzay1 # = {|¢) }'nin
elemanlaridir. Sonlu boyutlu bir Hilbert uzaymin dual uzayr H* = {(¢|}’dir ve her
|1y € H ket vektorii i¢in bu Hilbert uzayimin dualinde egsiz bir (¢)| € H* bra vektorii
(1 — 1 bir tekabiil) vardir. Dolayisiyla H ile H* birbirine izomorfiktirler. Fizik ag-
sindan bra vektorleri H tizerindeki ¢izgisel fonksiyonellerdir éyle ki (@] (¢) = (¢]v))
(veya (¢, 1)) ;0,9 € H. Riesz Temsil Teoreminden H’nin dualinde, ¢,1 € H vek-
torleri icin f,(¢)) = (¢, ) yi miimkiin kilan, egsiz bir f, € H* eleman: vardir. Bunun
ispat1 i¢in H tzerindeki ¢izgisel fonksiyonel f ele alinsin Gyle ki herhangi ¢, € H

igin f(v) = (¢,v). Herhangi bir ¢ € H vektorii o vektdr uzaymin sonlu bir {e;}Y
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baz1 tizerinden N
=) (e ¥)e
i=1

olarak yazilabildiginden (Bohm 1993),

elde edilir. Agikga S, f(e)e; = ¢’dir (= |¢)). Bu vektériin egsiz olmadigi farz
edilsin Oyle ki ¢,, ¢y € H vektorleri bunu saglasin: f(1)) = (¢1,10) = (Py, V) ;Y €
‘H. Dejenere olmayan Hermit-sel formun ozelliklerinden (7.1.3), her ¢» € H igin

(1 — ¢9, 1) = 0 esitligi saglaniyorsa ¢, = ¢, olmalidir. fs'nin operator normu

) )l @) _ ol
Wolle = S0P ol = ve®y ol = ol

(8.1.3)

oldugundan esitlik durumu 1 = ¢ icin miimkiin olur. Oyle alindiginda, bu supre-
mum durumuna tekabiil ettiginden ¢ € H normu ile ona tekabiilen eden cizgisel
fonksiyonel f;nin operatér normunun birbirlerine || fy |2+ = ||¢|lx seklinde esit ol-
dugu goriiliir. f4(¢) = (¢, ) = ||¢]|3, oldugundan bu ¢izgisel fonksiyona, o vektor

eslik eden dual uzayin elemani fy = (¢| olarak yazilr.

% iizerinde (-, -) 2 1¢ carpimi taniml olan, karesi toplanabilir dizilerin Hilbert uzayi-
dir ama genelde sadece (-, 1) olarak gosterilir; L? de bir Hilbert uzayidir ve L4(Q),
C say1 alan tizerinde () konfigiirasyon uzay: iizerindeki karesi integrallenebilir fonk-

siyonlar uzayidir éyle ki ¥ € LZ(Q) olmak {izere

U:Q —C

q+— ¥(q).

Yani ¥, konfigiirasyon uzayindaki bir noktay1 alip onu kompleks bir sayiya gotiiriir

ve bu ¥(q) = (¢,%),. olur. Burada, Heisenberg’in matris mekaniginin teorisi £*’yi
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kullanirken; Schrodinger’in dalga mekanigi teorisi L?’yi kullanir ve bunlar birbirine
izomorfiktir: ¢ ~ LZ(Q) (7.4). Bunlarin izomorfik olmasi bu iki fiziksel teorinin

birbirine egdeger olmasi demektir.

V1, Vo iki vektor uzayr olsun. Bir T : D(T) € Vi — V, gonderiminin geniglet-
mesi S : Vi — Vi, her ¢ € D(T) igin Ty = St 6zelligini saglar. ¢, € D(T) i¢in
¢ € H’ye yakinsiyor ve Th), de bir ¢/"'ne yakinsadiginda ¢p € D(T) ve T = o/
durumuna sebep oluyorsa 1" operatorii kapalidir. 7" operatoriiniin kapali olmasi de-
mek, T’nin grafiginin V; x V5’de kapali olmasi demektir. T' operatoriiniin kapali bir

genigletmesi varsa T' operatorii kapatilabilirdir denir ve kapams1 T ile gosterilir.
8.2 Siiperpozisyon Tlkesi

Kuantum sisteminin konfigiirasyon uzay1 ) = {q} olmak iizere o kuantum siste-
minin koordinatlar1 ¢’lardir. ¢ koordinatina tekabiil eden diferansiyeli, s serbestlik
derecesi olmak tizere, dq = dq; - - - dqs, o kuantum sisteminin konfigiirasyon uzayin-
daki sonsuz kii¢iik hacim elemanidir. Sistemin herhangi bir durumu istenilen bir
anda koordinatlarin tamiml bir fonksiyonu olan (g,v),, = ¥(q) dalga fonksiyonu,
olasilik genligi de denir, ile acgiklanabilir. Dalga fonksiyonunun modiiliiniin karesi
(g, ) (q,%) = T(q)¥(q) = |¥(¢)| olasilik yogunlugunu; |¥(q)|*dq ise bir dl¢iim ya-
pildiginda konfigiirasyon uzayindaki dg elemaninda bulunma olasiligini verir. Dalga
fonksiyonu biliniyor ise bir¢ok 6lgiimiin olma olasiliklar1 hesaplanilabilmesine olanak

kilar. Olasiliklar U(q) ve W(q)’da iki ¢izgisel olan bir ifadeyle belirlenir ve

// ) g, q')dgdq —// ®(q, ¢')dqdq’ (8.2.1)

en genel formudur. Integrasyon tiim konfigiirasyon uzay: iizerindendir ve ® dene-
yin karakterizasyonuna 6zgiin () iizerinde iki nokta fonksiyonudur ve matematiksel

olarak ® fonksiyonu bir kernel’dir. Ornegin, konum operatérii icin bu ® fonksiyonu

®(q,q') =6(q—¢q)é(¢" — ¢') olur.

U, (g) birinci deneyin 6lglimiine, Wy (q) ikinci deneyin 6lglimiine yol agiyorsa oy, ap €

C olmak iizere bu iki dalga denkleminin ¢izgisel toplami, veya siiperpozisyonu,
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a1V (q) + auV¥s(q) ya birinci ya da ikinci 6l¢iimi verir. Buna durumlarin siiper-
pozisyon prensipi denir. Yekpare bir sistem yerine iki kisitmdan olusan ve birbiriyle

etkilesmeyen bir sistemin dalga fonksiyonunu onlarin ¢arpimlar:

Wia(q1, g2) = V1(q1)¥2(g2)

olacak sekilde yazilabilir ve ¢; koordinat1 ile g5 koordinatinin olasiliklar: birbirlerin-

den bagimsizdir.
8.3 Operatorler

Bir ‘H Hilbert uzayi tizerindeki bir f operatorii, o Hilbert uzayindan kendisine ¢izgisel
bir génderimdir:

A~

f-H—H
b [y =¢

yani f € Z(H). Kuantum mekaniginde goézlenebilirler, H tizerindeki kendisine egle-
nik operatorlerdir. f operatorii f olarak da yazilabilir ancak f gozlenebiliri ile karig-
mamasi i¢in gerektigi yerde herhangi bir 7' gézlenebilirine tekabiil eden operator T
ile gosterilecektir. f operatoriiniin domaini D( f ) C H ile gosterilir ve yogun olmasi
gerekmez. f operatorii yogun tanimlidir eger her 1) € H ve her ¢ igin bir ¢ € D( f )
var ise Oyle ki ||¢p—|| < e. Bu yakinsakligi andiran, birbirine keyfi "yakin" olmaktur,
dolayisiyla yogunluk bu anlamda goriilebiliyor ve f , veya sadece ¢izgisel bir génde-

rim, yogun oldugunda D(f), H’de yogundur. Yogun tanmiml operator sinirhdir eger

bir a € Ry vardir her ¢ € H i¢in

Ifl < allyll

saglamyorsa. Yogun tamml f operatérii her ¢, ¢ € D(f) icin (¢, fip) = (fé, )

ozelligine sagliyor ise ona simetriktir denir. Yogun tanimli bir f operatoriiniin eslenigi
f* (veya f1)
f*: D(f*) — H

gonderimidir ve onun domaini

D(f*) = {v € H|(I € H)(Yo € D()((¥, fo) = (', 8))} (8.3.1)
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olarak verilir. ¢ € H, D(f*)'nin H’de yogun olmasmdan dolay1 egsizdir ve ¢/ = f*i)
olarak tanimlanir. Bir f operatoriin domaini, onun eglenik operatoriiniin domainiyle

ayni ve her durum vektorii icin etkileri ayniysa o operatore kendisine esleniktir de-
nir: D(f') = D(f*) ve her ¢ € D(f) icin f¢p = f*¢. Genelde fizik literatiiriinde

kendisine eglenik operatorlere Hermityen operatorler denir.

T, H {izerinde bir operator olsun. ¢,1 € H gibi iki vektor icin (¢| T, H itizerinde
¢izgisel bir fonksiyoneldir Gyle ki
(p| T - H — C
b= (A T([¢)) = (| T |vh) = (6, T) .
Bu gosterim (¢| gizgisel fonksiyonelinin 7" [¢)) € H vektoriine etkisi olarak da diisii-
niilebilir. ¢, ¢',v € H igin |¢) (¢'|, H iizerinde ¢izgisel bir operatordiir (Hall 2013)
oyle ki
0) (] H — H
b o) ('] ([) = (&, ¥) |¢)

gonderimi, her ket vektoriinii bagka bir ket vektoriine gotiiriir. Sonlu boyutlu bir

(8.3.2)

Hilbert uzayi iizerinde terslenebilir bir f operatOriiniin tersi f ~! olarak gosterilir ve

foft=f"lof=idy olur dyle ki
Y=y

o Hilbert uzaymin birim operatériidiir. {e;}?;, H’nin sonlu bir bazi olmak iizere
¢ = e; = ¢ oldugunda her ¢ € H icin
N N
9y = (ke tel ) 1) = 3 ealed e
i=1 i=1

oldugundan, S_V _ |e;) (e;| operatérii, H iizerinde birim operatérdir.

Bir f operatorii, kendisinin 6zdurumuna etkidiginde 6zdurumunu bir sabit ile 6l-

¢eklendirir, oyle ki

fib = Ap. (8.3.3)
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Ay € C sabitine 6zdeger; (8.3.3) denklemine ise dzdeger denklemi denir.

U(q)’va g-temsilinde dalga fonksiyonu denir ama bu konunun geliginden belli olaca-
gindan sadece dalga fonksiyonu denilecektir. Burada ¢ € () konfigiirasyon uzayinda

bir noktayken |q) ket vektorii, ona ¢ operatorii etkidiginde

qlg) = ala) (8.3.4)

elde edilen ¢ € Q) 6zdegerine tekabiil eden ket vektoriidiir. Hilbert uzaylar: ¢izgisel
bir yapiya sahipken buradaki konfigiirasyon uzay1 @ = {q} ¢izgisel bir uzay olmak

zorunda degildir.

aq,ap € C sabitleri ve 9,1, € H ket vektorlerine, H iizerindeki bir f operatori
etkidiginde
Flontyy + anthy) = an fiby + aafidy (8.3.5)

oluyor ise f operatoriine ¢izgisel operator;

Fleaatpy + ahy) = aq oo, + aafiy (8.3.6)

oluyor ise f operatoriine anti-gizgisel operator denir.

f, ilgilenilen kuantum sisteminin durmunu karakterize eden bir fiziksel nicelik ol-
sun. Aslinda sadece bir f’den degil tam bir kiime olarak hepsinden ayni anda bah-
sediliyordur ama bu sonucu degistirmediginden kolaylik olmasi acisindan sadece bir
nicelikten bahsedilecektir. Bir fiziksel niceligin kuantum mekaniginde alabilecegi de-
gerleri onun Ozdegerleridir ve o 6zdegerlerin kiimesine bahsedilen niceligin 6zdeger
spektrumu denir. f'nin ézdeger spektrumunun kiimesi Spec(f) = {\ € C|fi = A}
olarak gosterilsin. Klasik mekanikte oldugu gibi kuantum mekaniginde de stirekli
spektrumlu fiziksel nicelikler vardir. Buna bir 6rnek, konum, ¢ |q) = qo |qo), 6zde-
gerleridir. Ama klasik mekanigin aksine kuantum mekaniginde kesikli 6zdeger spekt-
rumlar1 da vardir, buna bir 6rnek: bagh durumdaki bir elektronun enerjisinin sadece
kesikli degerler alabilmesidir ve kuantum mekanigi bu enerji seviyeleri hakkinda bilgi

verir.
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Oncelikle kesikli durumlar, sonrasinda ise siirekli 6zdeger spektrumlu durumlar in-

celenilecektir: ¢,,, f niceliginin \,, 6zdegerine sahip olan 6zdurumudur. Her n i¢in

(s ) = / W (q)2dg = 1 (8.3.7)

olmalidir ve bu normalizasyon kosuludur.

Her n i¢in «,, € C katsayilar1 sabitler olmak tizere durum vektorii, bu 6zdurum-

lariin ¢izgisel bir toplami olmalidir:
= ant, (8.3.8)

(8.3.8) denklemindeki gibi durum vektorii, herhangi bir fiziksel niceligin 6zdurum-
larinin kiimesi halinde bir seriye agilabiliyorsa o tam bir kiimedir. f gozlenebilirinin

A, durumunda, fi, = A1, bulunma olasihg |ay,|*’dir ve tiim olasihklarn toplami
> v = [ W@ T@dy (8.3.9)

olur. Agikca dalga fonksiyonu normalizeyse olasiliklarin toplamlar: 1 olur.

an =/<¢n,q> (0, ) amty,) dg = /mZam\Dm(q)dq = Qplpm  (8.3.10)

olur ve bu ortogonalliktendir. A¢ik¢a v,, 6zdurumlar: bir ortonormal durumlar kii-

mesi olusturur.

f niceligine eglik eden f operatorii durum vektoriine etkidiginde
fo =Y anftr, =Y anlatl, (8.3.11)

olarak elde edilir ve bir f niceliginin ¢ durumunda ortalama degeri, beklenen degeri
de denir, (1, f¢>’dir ama bu ifade ¢ € D( f ) oldugunda anlamhdir. Spektral teoride
bir 1 € S durumu ve H’nin iizerindeki kendisine eslenik bir f operatérii icin R
uzerinde bir g, Olglisii vardir ve bu 6lgiiye spektral 6lgii denir. Bu spekral 6lgi

f'nin sistem ¢ durumundayken alabilecegi degerlerin olasilik dagilimidir.
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O zaman ¢ bazinda ve ¥ durumunda f niceliginin ortalama degeri

(1) = [ 323 @ et . F b da = 3 3 s [ Talahat(a)d
o o (8.3.12)

olur ve diklik kogulundan dolay1, sadece m = n durumunda integral 0’dan farkh bir

deger alir. Dolayisiyla f gozlenebilirinin ortalama degeri,
()= Aalowl? (8.3.13)
olarak elde edilir ve bu f operatoriiniin kernel’1
Ei(q.q) = M¥u(q)¥a(q) (8.3.14)

olarak verilir.

Fiziksel bir gozlenebilirin 6zdegerleri ve her durumdaki ortalama degeri reel olmali-

dir.
/E@Gwm@—/wwﬁwmw (8.3.15)

(8.3.15) esitligindeki integralden acikca f = f*’dir. Keyfi Uy(q), U5(q) icin f opera-

toriiniin transpoz operatorii f olarak gosterilir ve agagidaki gibi tanimlanir
/‘1’1(Q)(f‘lfz(Q))dq = /‘Ifz(q)(f\lfl(q»dq. (8.3.16)

Ui(q) = w oldugunda f* = f elde edilir. Bu kogulu saglayan operatorlere Her-
mityen operatorler denir ve f operatoriiniin Hermityen eglenigi f I ile gosterilir Gyle
ki f:* = fT. Fiziksel gozlenebilirlerin Hermityen olmasi gereklidir ama kuantum me-
kaniginde kompleks 6zdegerli durumlar da vardir. f , kompleks 6zdegerli bir operator
olursa f* kompleks eslenigidir, ki 6zdegerleri f'nin 6zdegerlerinin kompleks egleni-

gidir.

Kendisine eglenik bir f operatoriin iki farkli 6zdegerli v,,, v, € H durum vektorleri
icin
W Fn) = A s ) = A Wy ) = (Fons )

= (A = Am) (U, ¥y) = 0 (8.3.17)
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olarak elde edilir. \,, # A, oldugu bilindiginden (¢, %,,) = 0 olmalhdir. Dolayisiyla
kendisine eglenik bir operatoriin farkh 6zdegerlere tekabiil eden 6zdurumlar: birbirine

ortogonaldir. Bu ¥(q) = (g, 1) 6zfonksiyonlar1 i¢in de benzer gekildedir.

8.4 Operatorlerin Toplanmalar: ve Carpimlar:

f ve g ayni anda belirli degerler alan iki tane gozlenebilir olsun, yani hangisi ilk
oOlciiliirse 6l¢iilsiin digerinin sonucunu degistirmez. Bu gozlenebilirlere sirasiyla f ve
g operatorleri tekabiil etsin ve 1 € H bu operatorlerin 6zdurumlar: olsun. f ve g

ayni anda ol¢iilebiliyor ise f + ¢ de bir operator olmak iizere

(f+0)0 =N = Ao + A0 = fp + G0
=N =X+,

Iki tane gozlenebilirin ayni anda olciilebilmesi onlara karsihik gelen operatérlerin

komiite etmesi demektir. f + ¢ operatoriiniin ortalama degeri

6+@=1/@ﬁﬂwxf+mwdm:/ﬁ@%ﬂw@@+/ﬁﬁb@wm@:wﬁ+@>

olur.

f ve g aynmi anda &lgiilebilen nicelikler olsun. O zaman f g, bu iki niceligin carpimi

olan bir operatordiir oyle ki
J =Nt ve g = Ay
olmak tizere,
F(gu) = FOg0) = Afo = AAp0
olur. f ve g nicelikleri ayni anda olgiilebildiginden her 1) i¢in
fa=af
olur.

fo—af=0 (8.4.1)



olmasindan dolayr durumlarinin degigsmesine denk gelir ve komiitator, o operator

cebri lizerinde

Z(H)

~ A~

[ ] : L(H) x ZL(H)
g 1f.a]=fa—af

—
(f,9) —
ile verilir ve f ile g operatorii komiite ediyor ise ortak 6zdurumlara sahip olduklar:

anlamina gelir.

f ve g ayn1 anda Ol¢ililemeyen iki nicelikse onlarin ¢arpimi 6nceki gibi tanimlanamaz
ve f g kendisinin eslenegi degil ise fiziksel bir gozlenebilere tekabiil etmiyordur. Bir

operatoriin transpozunun tanimindan
[ v@favsad = [@ra@) @)= [W@i @i 612

Dolayisiyla f g operatoriiniin transpozu f] f operatoriidiir. Her iki tarafin da kompleks
eslenegini alinir ise
(fo)t =g f (8.4.3)

elde edilir.
8.5 Siirekli Spektrumlar

f siirekli spektrumu olan bir gozlenebilir ve |[¢;) € H ket vektdrleri onun 6zdu-
rumlar1 olsun. Siirekli spektrumlu bir f gézlenebiliri igin keyfi bir ) € H durum

vektoriinii f operatoriiniin 6zdurumlar: seklinde genisletilir ise

(4. 0) = W(g) = / ar (@0, df (8.5.1)

ve integrasyon, f’nin alabilecegi degerler iizerindendir.

Olasilik,
/ (6,q) () dg = / / U (@)U (q)df dg (8.5.2)

ve oy acthm katsayilar:

df’ (8.5.3)

&f—/af/

/ Uy (q)¥(q)dg
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olarak elde edilir. (8.5.3) denklemindeki integral f’ # f durumunda 0 olur ve bu
fizikte sik¢a kullamlan §(f" — f) Dirac-Delta fonksiyonudur dyle ki

[ @@= - 1) (8.5.4)

Bu durum, f’ # f oldugunda W,(q) dalga fonksiyonlar1 birbirine siirekli anlamda

ortogonal demektir.

Hem siirekli hem de kesikli spektrumu olan bir f niceliginin ¥(q) dalga fonksiyonu

icin kesikli spektrum tizerinden toplam, siirekli spektrum {izerinden integral alinir

(Landau ve Lifshitz 1958):
¥g) = Y antule) + [ vyt (855)

¢ operatorii konum operatorii ise 6zdurumuna uygulandigimda ¢ |qo) = qo|qo) sadece
bir g € ) uzayda bir noktay1 verir. qg, belirli bir yer olmasi gerektiginden konum

operatoriiniin 6zfonksiyonu Dirac-Delta fonksiyonudur:

(20ldla) = a{ala) = 90 (00l2) = 90¥(20) = 206(q — q0) (8.5.6)
= U(qo) = (g — qo)- (8.5.7)

8.6 Dalga Fonksiyonu ve Olciimler

Olgiim siireci, klasik bir 6l¢iim cihazi ve kuantum cismin etkilesmesidir ve bu et-
kilesmenin sonucunda 6lgiim cihazi bir baglangic durumundan bagka bir duruma
gecis yapar. Baglangicta bir siiperpozisyon halindeyken 6lgiim yapildiginda bir du-
ruma ¢oker. Cihazin durumunun degisiminden bu kuantum cismin, burada elektron,
durumuna iligkin sonuglar ¢ikarilir. Cihazin durumlari, o cihaz karakterize eden fi-
ziksel gozlenebilirin, veya gozlenebilirlerin, cihazda okunan degerleri tarafindan ayirt
edilir. Bu nicelik f ve onun 6zdegerleri A,’ler olsun. Cihazin durumlari, ¢ cihazin
koordinatlarinin kiimesine ve n indisi cihazin A\, degerini okumasina tekabiil etsin,

kuasi-klasik bir ®@,,(¢) dalga fonksiyonu ile agiklanir.

Olgiim cihazinm &lgiimden 6nceki dalga fonksiyonu (&) ve ¥(q) elektronun baslan-

gi¢ durumundaki normalize dalga fonksiyonu olsun. Bu durumlar sadece kendilerini
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acikladigi i¢in tiim sistemi agiklayan baglangic dalga fonksiyonu bunlarin garpimi
olan ®y(£)¥(q) fonksiyonudur; 6lgimden sonraysa 'nin ve ¢'nun fonksiyonlarinin
bir ¢arpimi olmayabilir. Bu dalga fonksiyonlarini, 6zfonksiyonlar1 cinsinden seriye

acilir ise

D n An(q) P (E)

olur.

Ol¢iim cihazinin klasik dogasi herhangi bir anda ¢ niceliginin belli bir degeri ol-
masidir. Olciimden sonra bunlar {izerinden bir toplam degil, sadece tek bir terim
olacak ve o terim cihazin \,, degerini okunmasina tekabiil eden A,,(q)®,,(§) olacaktir.
A,(q) elektronun 6lgiimden sonraki dalga fonksiyonuyla orantihidir ama normalize
olmamasindan dolay1 dalga fonksiyonun kendisi degildir. A, (¢) hem elektronun son

durumuna iligkin bilgiyi hem de cihazin n. durumu okuma olasiligini igerir.

Kuantum mekaniginin denklemlerinin ¢izgisel olmasindan dolay1 A,(q) ile elektro-

nun baglangi¢ dalga fonksiyonu W(q) arasindaki iligki genelde ¢izgisel bir

An(q) = /Kn<Q7 q)¥(q")dq (8.6.1)

integrali ile verilir ve K, (¢, q'), olaya iliskin &lciim siirecini karakterize eder. Ilgile-
nilen Ol¢iimiin elektronun durumunun tam bir taniminin verildigi varsayilir. Diger
bir deyisle biitiin niceliklerin son durumdaki olasiliklari elektronun ol¢iimiinden 6n-
ceki durumdan bagimsiz olmalidir. Yani A, (¢)’larin formunun 6l¢iim stirecinin ken-
disi tarafindan belirlenmeli ve elektronun baglangig dalga fonksiyonu ¥(q)’ya bagh
olmamalidir. Dolayisiyla ®,(¢)’lar elektronun 6lgimden sonraki normalize oldugu

varsayilan dalga fonksiyonlar: olmak iizere A, ’lerin formu

olmalidir ve «,, katsayilar sadece W(g)’ya baghdir. (8.6.1) denklemindeki K, bir

kernel’dir ve

Ku(q,q') = ®n(0)Vn(q);
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0 zaman o, katsayilari, ¥, (¢q) fonksiyonlari, 6lgiim siirecine bagh olmak iizere,

= (Wb, 8) = / T, () ¥ (g)da. (8.6.2)

W(q), elektronun baglangic dalga fonksiyonu olsun. Olgiim bu ¥(q) dalga fonksiyonu-
nun lizerinde yapildiginda, agikca |ozn|2, n. durumun 6l¢iilme olasihigidir ve biitiin du-
rumlar tizerinden toplandiginda 1 olmalidir. ¥, (¢)’lar bir tam kiime olugturur ve her
biri elektronu karakterize eden bir fiziksel niceligin 6zfonskiyonudur. Genelde ¥, (q)
ile ®,,(q) ortiismezler; ®,(q)’lar genelde birbirlerine ortogonal degildirler ve herhangi
bir operatoriin ézfonksiyonlarimin bir kiimesini olugturmazlar. Elektron ¥,,(q) duru-
mundayken f niceliginin 6lciilmesi A, degerini verir. Olciim sonrasi elektron D, (q)
dalga fonksiyonuna geger ve bu durumdayken f niceligi herhangi belirli bir deger
almaz. Bu yiizden elektron tizerinde ilk 6l¢iimden hemen sonra ikinci bir 6l¢iim ger-
geklestirilirse f'nin ilk 6lgtimle elde edilen degeriyle 6rtiigmeyen bir deger elde edilir.
Birinci 6l¢iimiin bilinen sonucundan ikinci 6l¢iimiin sonucunu tahmin etmek igin ilk
ol¢iimiin sonug dalga fonksiyonu ®,,(¢)’yu ve ikinci dlgiimden olasiligi gerekli olan
durumun ¥, (¢q) dalga fonksiyonu kullanilmahidir. Yani kuantum mekaniginin denk-
lemlerinden ®,,(q,t) dalga fonksiyonu ilk dl¢iimiin yapildigi anda belirlenir ve ®,,(q)
dalga fonksiyonuna esittir; ¢ aninda yapilan ikinci 6lgiimde sonucun m. durumda

olma olasiligr goyle verilir:

(o 3] ‘/ )| -

Kuantum mekaniginde 6l¢iim siireci iki taraflidir: Elektronun gelecegi ve ge¢misine

2

(8.6.3)

gore farklhiliklar gosterir. Gegmige gore, ilk 6lgiimden sonraki degisen durumdan bir-
¢ok sonucun olasiligini dogrular. Gelecege gore ise yeni bir durumu meydana getirir.
Dolayisiyla 6lgiim siirecinin dogas tersinmezlik ilkesini igerir. Kuantum mekaniginin
zaman tersinmesi altinda, klasik mekanikteki gibi, denklemleri simetrik olsa da 6l-
¢lim siirecinin tersinmezligi fiziksel olarak birbirine esdeger olmayan iki olaya tekabiil

eder (Landau ve Lifshitz 1958).
8.7 Yogunluk Matrisi

Saf durumlar H’deki durum vektorleriyle agiklanirken karigik durumlar yogunluk

matrisleriyle aciklanir. Yogunluk matrisleri en genel durumu anlatir ¢iinkii dalga
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fonksiyonu olan bir sistemin her zaman bir yogunluk matrisi vardir ama bunun tersi

dogru degildir.

Tanim 8.1 Beklenen degerler ailesi cizgisel bir ¢ : B(H) — k gdnderimidir ve su
ozellikleri saglar (Hall 2013):

(i). plidy) =1 € R,

(ii). T kendisine eslenikse (T') reeldir,

(iii). T negatif olmayan, kendisine eslenik bir operatérse o(T") > 0,

(iv). B(H)'de bir (T,,) operatdrler dizisi olsun. Her ¢ € H igin ||T,00 — T| — 0
oluyorsa ¢(T},), ¢(T)'ye yakinsiyordur.

Saf bir sistem i¢in yogunluk matrisi

) (@
P W)

olarak verilir ve agikca p*|¢) = p|@) ;V¢ € H. Yogunluk matrisi (8.3.2). denklem-
deki formdadir, dolayisiyla p € %B(H) ve kendisine egleniktir. Yogunluk matrisi (saf

durumlar i¢in) trace(p) = 1'dir.

H iizerinde bir T operatériiniin beklenen degeri yogunluk matrisi cinsinden trace(pT)

trace(Tp) (= gpﬁ(f)) ile elde edilebilir.

p € PA(H) yogunluk matrisi saftir eger birim bir ¢p € H vektorii vardir yle ki
p, ¢’nin gerdigi uzayn ortogonal projeksiyonuna esitse. Oyle bir birim vektor yoksa

p karigiktir (Hall 2013).

Ilgilenilen sistemin bir f fiziksel niceliginin ortalama degeri, ki f operatorii sadece

x’e etkir,
//\Il(q,x)f\lf(q,x)dqu (8.7.1)

olarak hesaplanir.

Kapali bir sistem tamamen, ¥(gq,z) dalga fonksiyonu ile agiklanan bir durumda

olsun. Bu kapali sistemin bir parcasi olan bir sistemine bakilsin ve x bu parcanin
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koordinatlari, ¢’lar sistemin geriye kalan koordinatlari olsun. Genelde bu fonksiyon
2’in ve ¢'nun fonksiyonlariin ¢arpimi olacak sekilde yazilamaz, dolayisiyla bu parca
sistemin bir dalga fonksiyonu yoktur. Boyle bir sistemin yogunluk matrisi (aslinda

koordinat temsili) soyle verilir:

p(x' x) = /\If(q,x’)‘lf(q,x)dq. (8.7.2)

Bu yogunluk matrisinin kompleks eglenigi

p(a',r) = /(‘P(q,x’))ﬂ’(q, r))dq = /\If(quv’)\lf(w:)dq = p(x, ") (8.7.3)

olarak elde edilir. Yogunluk matrisinin diagonal elemanlar1 agikca

ol ) = / T(q,2) W (q,x)dq = / W(q, z)dg (8.7.4)

parca sisteminin olasilik dagilimidir.

f niceliginin ortalama degeri, yogunluk matrisi ile hesaplanacaksa

(f) = /[fp(x’, 2)]ar=ad. (8.7.5)

1, p(z',x) yogunluk matrisine etkidikten sonra z’ = z olarak almir, yani x = 2’
noktasindaki etkisine bakilir. Yogunluk matrisi ile sistemi karakterize eden bir ni-
celigin ortalama degerini hesaplanabilir ve sistemteki fiziksel niceliklerinin bir¢ok
degerin olasiligi belirlenebilir. Dolayisiyla dalga fonksiyonu olmayan bir sistem yo-

gunluk matrisi ile agiklanabilir.

Yogunluk matrisi, kuantum mekaniksel sistemin en genel tanimidir. Dalga fonk-
siyonu onun ozel bir durumudur ve yogunluk matrisinin p(2/, z) = U(2/)¥(z) for-
mundaki durumuna tekabiil eder. Dalga fonksiyonu olan bir sistem i¢in her zaman
6l¢iim siirecinin tam bir kiimesi vardir ve belirli sonuglar verirler. Dalga fonksiyonu

olan sistemlere saf durumlar denir. Sadece yogunluk matrisi var ise bu miimkiin de-

gildir.

Kapali bir sistem, veya en azindan bir ¢ zamaninda kapali olan bir sistem igin ¥(q)
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dalga fonksiyonu gibi yogunluk matrisinin zaman ile degisimini veren bir denklem
yazilabilir,

(z(t)|pla'(t)) = p(a’,2,1) = V(2/, 1) ¥(z,1). (8.7.6)
Denklem (8.7.6) ifadesinin zaman ile degigimi:

Op(x',x,t)  O¥(a,t) oV (x,t)

= W(x,t)+ V(' t .
> D)+ W (8.1
H=1ih gt, 2’e etkiyen sistemin Hamiltonyeni ve H’, 2/’ne etkiyen Hamiltonyen olmak
iizere
0 ) — PR
inOP T G A (e t) — U 0] V(e 1)

ot
= V(2 ) HU(z,t) — [U(, ) H"] U(z, ¢)

= [H — H*]U (2, )0 (x, )

= [IA{ - ]f[/*]p(xlaxﬂf)

olarak bulunur.

U, (x,t) sistemin duragan durumunun dalga fonksiyonu olsun. O zaman yogunluk

matrisi bu dalga fonksiyonlar: cinsinden yazilir ise

p(x' x,t) ZZamn ZZamn nl (x)exp{ nh

olur ve agik¢a @, = Qm,. Bir f niceliginin ortalama degerini yukaridaki bigimde

hesaplamak icin
ZZamn/ (2 0) f U, (, t)da (8.7.8)

kullanilir.

8.8 Spektral Teorem

Bir T operatoriiniin spektrumu 7" — A\ idy operatoriinii terslenemez kilan A €

C’lardan olusur, yani

o(T) = {X € C|T — X idy, terslenemez}. (8.8.1)
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T’nin resolvent kiimesi ise
p(T) =C —o(T) = {N € C|T — Nidy) ' ve |[(T — Nidy) " '|| < o0}. (8.8.2)

Siurh bir 7" operatoriiniin spektral yaricap: r(1') = sup{|A||\ € o(T')} olarak verilir.

Bir X kiimesi ve onun bir Y € 2% altkiimesi icin karakteristik fonksiyon

Xy : X — R

1, zeVY
0, z¢Y

T Xy (1) =

olarak tammmlanir. 7' bir gozlenebilir olmak tizere x (7)) karakteristik fonksiyonu,
T gozlenebilirinin V' kiimesinde deger alip alamayacaginin bir ol¢iisiidiir ki bu da

spektral projeksiyondur.

H iizerinde kendisine eslenik bir T" operator ise her ¢ € H igin bir pg, spektral
olgiist ve her f € B(R) igin egsiz sinirh bir ¢(f) = f(T') vardir yle ki

(W, F(T)0) = / F\dyiny (V)

ve (Baez 1989):

"(i). ¢ bir x-homomorfizmidir.

@(i). [[f(D)]] = [Ifll%- L " normu her ¢ € H icin g, Olgiisiine gore sifir Slgiilii
bir kiime haricinde her yerde o 6zelligi saglayan normdur, bunun yerine daha kisa
olarak "neredeyse" her yerde dendigi de olur.

(iii). f, € B(R) fonksiyonlar1 f,(\)’larmm A’lara noktasal yakinsiyor ve |f,(A)| < |A|
ise herhangi ¢ € D(T) i¢in f,(x)y — T%.

(iv). f>01ise f(T) > 0.

(v). T = M ise f(T) = F(\).

(vi). fn, neredeyse her yerde noktasal olarak f’ye yakinsiyor ve || f,||,, smurh ise

fa(T) gliglii olarak f(T")’ye yakinsar."

Her v € D(T) durumu igin (¢, T%), T operatoriiniin ¢ durumundaki beklenen
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degerine tekabiil eder ve agagidaki gibi verilir:
(0.76) = [ Mg, ().
8.9 Stone Teoremi

Stone teoremi H iizerindeki kendisine eglenik operatorler ile tek-parametreli tini-
ter altgruplar arasinda 1-1 tekabiil saglar ki bu kuantum mekanigindeki simet-
riler ile o simetrilere tekabiil eden korunumlu nicelikleri birbirlerine baglar. Tek-
parametreli iiniter grup #H tizerinde (U,);cr tiniter operatorler ailesidir 6yle ki her ¢
i¢in Uy .= U(t) : H — H’dir ve bu operatorler su 6zellikleri saglar:

(i). Her t,s e Ri¢in U(t +s) = U(t) o U(s),

(ii). U(0) = idy,

(iii). |U@®)|| =1 VteR.

Bunlara ek olarak asagidaki ozelligi de sagliyorsa ona giiclii siirekli tek-parametreli
iiniter grup denir:

(iv) (Gigli siireklilik). limy, , U(t;) = U(t)yp veya bu ifadenin egdegeri olarak
limg, o ||[U(#) = U(t)y|| =0 VY € H.

Tanim 8.2 H Hilbert uzayi tizerindeki simetrik bir 7" operatorii esasta 6zesleniktir denir

eger kapanisi kendisine eslenikse.

Teorem 8.1 (Stone Teoremi) A kendisine eslenik bir operatér ve U(t) = ¢4 olsun
dyle ki U(t) giigli siirekli tek-parametreli iiniter bir gruptur ve A operatorii, U(t)'nin

sonsuz kiiciik treticisidir.

A’nin domaini

_ Uy —
D(A) = {y € H] 11—1301 ; vardir. }
olarak tanimlanir ve her ¢ € D(A) i¢in
iAp = 1im LDV =¥
t—0 t
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Diferansiyellenebilir U (¢)1) vektorlerini elde etmek igin Garding’in yontemini kullani-
lacaktir. Destegi (4.2.4) kompakt olan siirekli bir f € C§°(R) i¢in ¢ = [ f(t)U(t)dt

olarak tanimlansin. O zaman

%H%U()t Zdﬂﬁbf:}:g%/f t+si U(s) bds
:g%/fT_t_ﬂﬂU@mw

/f U(r)odr = 6_ .

Garding domaini D = {¢,|f € C§°(R)} olarak tanimlanir ve onun iizerindeki bir B

operatori asagidaki gibi verilir:

B¢ = lim —U( ) — iy

t—0 it ¢.
Asagidaki ti¢ durum saglanir:
(i). D yogundur,
(ii). B esasta 6zesleniktir,

(iii). A = B ise U(t) = e,

B(X), X tizerindeki simirh Borel fonksiyonlarinin kiimesidir. O zaman sonsuz kiigiik
tireticisi A olan giiglii stirekli tek-parametreli tiniter grup U(t), her ¢ ve her f € B(R)

i¢in,
/f Vi 5(N) = (1, F(A))
= ("M, f(A)e™ )

/f dMAU (A)

= Pay = Hau)y

Yani bu doniigiimler altinda gozlenebilirlerin beklenen degerleri degismez. O zaman
Stone teoremi, her tek-parametreli simetri altgrubu ile o simetriye kargilik gelen
korunumlu niceligi iligkilendiriyor. Ornegin, ¢ zaman ise U(t) zaman evrilmesidir
ve U(t)y, 1» durumunun ¢ siire beklendikten sonra elde edilen halidir. O durumda
U (t)'nin sonsuz kiiciik ireticisi Hamiltonyendir ve ¢ € D(H) ise

d

St = HU(t) (8.9.1)
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(8.9.1) denklemine soyut Schrodinger denklemi denir.

8.10 Gelfand-Neumark-Segal Kurulumu

GNS’de fikir Hilbert uzayindaki cyclic bir vektor, birim vektor, ve operator cebrinin
bir temsili ile {izerinde calisilan Hilbert uzayini elde edebilmektir, yani durumlar,
belirli gozlenebilirlerden elde edilecektir. Bunun i¢in C*-cebirleriyle ¢aligilacaktir ve

bir A operatorii C*-cebri A'nin elemaniysa A* da o cebrin bir elemanidir.

Cebir: Bir k-cebir, k say1 alani iizerinde A vektor uzayi ve bu vektor uzayi tizerinde

AxA— A

(z,y) — xy

ile gosterilen bir carpimdan olusur. Bir k-cebir her x,y,2 € A ve her «, 8 € k igin

su ozellikleri saglar:

z(ay + Bz) = azy + frz,

(y + Bz)r = ayx + [zx.

A cebrinin her x € A eleman i¢in 1lx = z1 = x Ozelligini saglayan bir 1 € A
elemani varsa A cebrinin tinital (birimli) oldugu séylenir. Cebir ¢arpimi altinda her
z,y,z € A icin x(yz) = (zy)z saglamyorsa cebir asosyatiftir. Asosyatif k-cebir, bir
halkadir 6yle ki her x,y € A ve her a € k igin (Benn ve Tucker 1987)

a(ry) = (ax)y = v(ay).

Normlu Cebir: Normlu bir cebir, tizerinde norm olan bir k-cebridir ve asagidaki
ozellikleri saglar (Meise ve Vogt 1997):

@) llzyll < [l=llllyl] Vz,y € A

(i)). 1 € A varsa ||1]| =1 € R.

Bu norma gore tam olan cebre Banach cebri denir.

C*-cebri: Uzerinde involiisyon (z +— x*) olan Banach cebrine C*-cebri denir ve su
I6)



ozellikleri saglar:

(i). Her =,y € A ve her a € C igin
(x4+y) =z"4+y", (ax) =az", (zy)" =y'z*, (@) =uz.

(ii). ||lz*z|| = ||z||> ;Vz € A.

C*-cebrinin bir temsili (¢, H) (genelde temsilin génderimi p olarak kullanihir ama
kuantum mekanigi kisminda karigmamasi igin boyle kullanilacaktir) ikilisidir ama H
konunun geliginden belli oldugundan sadece ¢’ye temsil denilebilir. A bir operator

cebri olmak {izere ¢ temsili

o: A— B(H)
Ar— o(4)

A operatoriinii H tizerindeki sinirli ¢izgisel bir operatorle iliskendirir ve A, B € A,
a € C olmak iizere gu ozellikleri saglar:

(i). p(A+ B) = 9(A) + 9(B),

(i). $(AB) = p(A)p(B),

(i), p(47) = ($(A))'",

(iv). p(ad) = ap(A),

(v). 1 € A varise (1) =idy € B(H).

Diger bir deyigle ¢ bir *-homomorfizmidir (Baez 1989).

A'nin temsillerinin bir {¢,};e; koleksiyonu tamdir eger p,(4) = 0 <— A =
0 ;Vie l. Bir ¢ € H vektorii temsilin etkisiyle H’yi geriyor ise, span({p(A)Y|A €
A}) = H, o temsile normal temsil denir (Segal 1947). Bu ¢ € H vektoriine dongiisel
vektor veya vakum durumu denilir. Vakum durumu ¢ € H, cebrin 1 € A elemanin-

dan elde edilir (Baez 2012).

Bu kesimdeki durum, cebir tizerindeki ¢izgisel, kompleks-degerli, birim normlu fonk-
siyonlardir:
w:A—C
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Durum, her A € A igin w(A*) = w(A) 6zelligini saglar ve 1 € A varsaw(l) =1 € R.
9] = 1 olmak iizere w(A) = (¢, ¢(A)yY) € C oldugu durumda bu ¢(A)'nin ¢ € H
durumundaki beklenen degerine tekabiil eder ve bu duruma normalizasyon fonksi-
yonu denir: w(-) = (¢, ¢(-)¥). Bu duruma aligildik gosterimle () : A — C de

denebilir.

A tizerindeki durumlarim koleksiyonu {w,};e; tamdir eger sifir haricinde, her j € J

i¢in, bir A € A yoktur dyle ki w;(A) = 0.

Teorem 8.2 (Gelfand-Neumark-Segal) Bir Hilbert uzayi iizerindeki C*-cebri A'nin
normal bir temsilinin bir normalizasyon fonksiyonu, o cebrin bir durumudur. Tersine, ceb-
rin bir durumu normal bir temsilin normalizasyon fonksiyonudur ve bu temsil, esdegerlik
biinyesinde, essiz bir sekilde durum tarafindan belirlenir. Durumlar saftir ancak ve ancak

tekabiil eden temsil indirgenemezse.
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9. NORMLU BOLMELI CEBIRLER

Kuantum mekanigi literatiirde en genel haliyle C Hilbert uzaylar ile galigiliyor.
Doga, komplek say1 alani1 C’yi seciyor olsa da C'nin digindaki diger ii¢ normlu bol-
meli cebri temel alarak caligmak da mesrudur. Bu cebirler: Reel sayilar R, kuater-

nionik sayilar H ve oktonik sayilar Q’dur.

Kompleks sayilarin bir ¢ift reel say1 ile anlatilabileceginin anlasilmasi neticesinde
Hamilton toplama, carpma ve bolmede aymi kurallara uyan yeni bir cebir aradi,

bunun sonucu olarak kuaternionlar: kegfetti. Kuaternionik sayilar kiimesi
H = {aol + aqi + agj + ask|ag, ag,a0,3 €ER  ve ij = —ji = k}

olarak tanmimlanir. Bir agl 4+ oyt + o) + aszk kuaternionik sayimnin agl’e kuaterni-
onun reel kismi, ayi + asj + ask’ye ise kuaternionun saf kismi denir. Ayni kompleks
sayilarda oldugu gibi kuaternionun saf kismindaki baz vektorlerinin cebirsel karesi

—1’dir, yani: i2 = j2 = —1.

Hamilton’un kuaternionlar: kegfinden birkag ay sonra John Graves, her 7 igin o; € R

olmak tizere agl + aqeq + ... + arze; formuna sahip yeni bir cebir olan

0 = {Oégl +oep + -0+ OZ7€7|<\V/i = 1, cees 7)<(O{Z S R)Ve(€2 = —1))}

[

oktonionik sayilar1 kesgfetti.

9.1 Normlu Bolmeli Cebirler
Bir normlu bo6lmeli cebir, A vektor uzay tizerinde

normuna sahiptir. Normlu bolmeli cebir, |ab| = |a||b| esitligini saglayan bir norma
sahip tinital bir cebirdir ve bu bir homomorfizmdir. ab = 0 ise ya a =0 ya da b =0

demektir.
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Kuantum mekaniginde kullanilabilecek say1 sistemlerinin *-cebri yapisina sahip normlu
bo6lmeli cebirler olmasi istenir. Yani boyle bir A say1 sistemi reel-¢izgisel bir génderim

ile donatilmigtar:

A— A

e

* = . Cebrin her z eleman:

ve bu gonderim su kurallara uyar: (zy)* = y*z*, (z*)
i¢in x = x* saglaniyorsa *-cebri reeldir. Cebrin sifir olmayan her z € A elemani i¢in
r+ 2" € R ve za* = z*x > 0 saglaniyorsa A cebrine iyi normludur (Baez 2002)
denir. Herhangi iki elemani iiretilen altcebir asosyatifse o cebre alternatiftir denir.

Iyi normlu alternatif bir cebir, normlu bolmeli bir cebirdir.

Bir a = agl + ay? + a9j + ask kuaternionik sayisimin eglenigi o* = apl — a7 —
agj — ask’dir. Kuaternionik bazlarda 77 ile {i¢lincii baz k elde edilir ve bu kural

basit bir gekille (Sekil 9.1) verilebilir.

)

Sekil 9.1 Kuaternion ¢arpim kural

Saat yoniinde gidince her iki bazda bir, geriye kalan ti¢lincii baz1 verir. Saat yoniiniin

tersinde sadece isaret degistirir.

Bir oktonionik say1 @ = apl + aje; + ... + aze; nin eslenigi kuaternionik durumla

benzerdir:

o = (Oéo]. +o1e1 + ...+ 04767)* = Oéol — Q161 — ... — (rér. (912)
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Oktonionlarin bazlarinin ¢arpimi, kuaternionlarin bazlarinin ¢arpimlarinin aksine o
kadar basit degildir. ¢ # j iken anti-komiite ederler: e;e; = —e;e;. Carpilan bazlarim
indislerini 1 arttirmak sonucun indisini de 1 arttirir: e;e; = ey, ise €;41€j41 = €41 Ve

eg;€2; = eg;. Oktonion ¢arpim tablosu agagida verildi (Baez 2002).

(izelge 9.1 Oktonion ¢arpim tablosu

€1 ()] €3 €4 €5 €g €7
€1 —1 €4 €7 —€9 €6 —€5 —E€3
es | —eq | —1 es el —e3 er —eg
€3 —e€r —€5 —1 €g €9 —€4 €1
€4 €9 —e€1 —E€g -1 €7 €3 —€5
€5 —E€g €3 —E€ —er —1 €1 €4
€6 €5 —er €4 —E€3 —e€1 —1 €9
€7 €3 €g —e€1 €5 —€4 —€9 -1

Oktonion bazlarmin carpimlari, Tablo 9.1 yerine projektif diizlem olan Z,P? Fano

diizlemiyle de (Sekil 9.2) verilebilir.

Sekil 9.2 Fano diizlemi
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Fano diizlemi, 7 ¢izgi ve 7 noktadan olusan projektif bir diizlemdir. Her c¢izgi bir
ticlii igerir ve bu ti¢liide her iki baz, ok yoniinde ¢izgi tizerindeki ti¢lincii bazi pozitif
olarak verirken; zit yoniinde gidilirse negatif elde edilir. Ornegin, ese; = e3 olur. Ters

yonde gidilseydi —e3 elde edilirdi.

Herhangi kuaternionik say1 @ = apl 4+ 17 + asj + ask’nin normu asagidaki gibidir:

|l + i + aoj + azk| = \/a3+a%+a%+oz§.

Herhangi bir oktonionik say1 a = a9l 4+ ae; + ... + aze; nin normu ise

la| = |l + arer + ... + azer| = \Jad + ... + o

olarak verilir. Yani her haliikirda o € k’mn normu o*a = aa* = |a|*1 olmaktadir.
9.2 Cayley-Dickson Siireci

R, C,H ve O'nun neden her seferinde bir 6nceki cebrin boyutunun iki kati oldugu ve
bir iist cebre gectikge bir 6zellik kaybedildigini gérmek i¢in Cayley-Dickson siirecine
bakmak gerekir. Her kompleks say1 bir ¢ift reel say1 olarak diigiiniilebilecegi gibi her

kuaternionik say1 da bir ¢ift kompleks say1 olarak diigiiniilebilir.

Cayley-Dickson stireci *-cebri A’dan yeni bir *-cebri A”’nii verir. C'nin elemanla-
rinin R? olmasi gibi A"'niin elemanlar1 A’nin elemanlarmdan olusur.

"Onerme 1. A’ asla reel degildir.

Onerme 2. A reeldir ancak ve ancak A’ komiitatifse.

Onerme 3. A komiitatif ve asosyatiftir ancak ve ancak A’ asosyatifse.

Onerme 4. A asosyatif ve iyi normludur ancak ve ancak A’ alternatif ve iyi norm-
luysa.

Onerme 5. A iyi normludur ancak ve ancak A’ iyi normluysa."

Ustteki onermeler Cayley-Dickson siirecini tekrar ve tekrar uygulayarak elde edilir:
R, C,H, O (Baez 2002). Oktonionlarin bir iistcebrini elde etmek i¢in uygulandiginda
16-boyutlu sedenionlarin sifir boleni olmasindan dolay1 oktonionlardan sonraki ce-

birler normlu bélmeli cebir olma &zelligini kaybeder. Her x,y € A icin asagidaki
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ozellikleri saglayan

x(iy) = i(z*y), (zi)y = (zy")i, (iz)(yi") = (zy)* (9.2.1)

cebrin elemanlarim giftleyip karesi —1 olan, kuaternion i¢in ¢, j, k olmasi gibi, ele-
manlar1 kullanarak bir iistcebri elde edilir. i* = —i ile tanimlanir 6yle ki {istcebrin
elemanlar1 altcebrin elemanlari ile o gekilde egsiz olarak yazilabilir. Buna érnek ver-
mek i¢in herhangi iki x,y kompleks sayilar1 ve kuaternionik sayilar agsagidaki gibi

birbirlerine baglanabilir
(z,y)) eC*=ar+yjcCaCj~H. (9.2.2)

O zaman x = xy + ix1,y = X2 + tx3 gibi iki kompleks say1 i¢in acikca = 4+ yj =

o + 111 + jxo + ijx3 € H olur ve iki kuaternionik sayimin carpimi

(z1,29) (Y1, y2) = (T1Y1 — Yo}, T1Y2 + Y122)

olarak elde edilir. Bir (z,y) kuaternionik sayimin eglenigi ise
(#,y)" = w0 — iz — jwo — ks =" + jy" = 2" —yj = (2", —y).

(9.2.1) denklemi herhangi bir x € A elemaninin eglenigi, i’'nin eglenigi ile anlatilir.
Her x € A igin
o = (ix)i~t =d(xi ). (9.2.3)

Acikca cebir komiitatif oldugunda asosyatiftir. R komiitatif oldugundan C de komii-
tatif olur ama reel olma Ozelligini kaybeder. C asosyatif ve komiitatif oldugundan
onerme 3’e gore H asosyatif ama C reel olmadigindan 6nerme 4’e goére H komii-
tatif degildir. H komiitatif olmadigindan involiisyon onun iistiinde bir otomorfizm

degildir. Dolayisiyla OQ asosyatif degildir.
9.3 Sorunlar

Kuantum mekanigi genelde kompleks Hilbert uzaylariyla ¢alisilmasindan 6tiirti komp-
leks kuantum teori, reel ve kuaternionik teoriden daha mi iyi diye diigiliniilebilir ama
bunun sebebi reel ve kuaternionik kuantum teorisi ¢ahigildiginda kompleks kuantum

teorisinde olmayan sorunlarin ortaya ¢ikiyor olmasidir. Bu sorunlardan iki tanesi
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sOyledir:

(). Giiglii stirekli tek-parametreli iiniter gruplar ve kendisine eglenik operatorler
arasindaki aligildik tekabiiliin bozulmasidir. H sonlu boyutlu ise her tek-parametreli
{initer grup, egsiz sturh bir S operatérii olmak iizere U(t) = e olarak yazlabi-
lir. Kuantum mekaniginde gozlenebilirlerin kendisine eslenik operatérler, A = AT,

olmasi istenir. O zaman S ve A, birbirleriyle

SW) = iA(Y) (9.3.1)

olacak gekilde iligkilendirilebilir. (9.3.1) ifadesi tek-parametreli tiniter gruplar ile ken-
disine eglenik operatorlerin tekabuliinii verir. Buradaki sorun k = R durumunda bir
v’nin olmamasiyken; k = H durumunda ise karesi —1 olan sayilarin ¢oklugu ve bun-
larin komiite etmemesidir. Bunu gérmek ic¢in bir ¢ € Hy ele alinsin. Bu vektor,
kuaternionik bir sayiyla carpildiginda o da onun elemanidir. Basitlik olmasi agisin-

dan j ile garpilsin oyle ki

S(v) =iA(jv) (9.3.2)
esitliginin yazilabiliyor olmasi gerekirdi ama ij = —ji oldugundan
JS(W) = —jiA(Y) (9.3.3)

ifadesi bir celigki olustururdu.

(ii). Diger bir sorunsa kompleks durumda, H ve H' gibi iki Hilbert uzayimn ten-
sor carpim1 ‘H ®g H' da bir kompleks Hilbert uzayidir. Kuaternionik durumda ise
H Qr H' bir kuaternionik Hilbert uzay1 olusturmuyor. Saf bir kuantum sistemi degil;

karmagik bir sistem haline gelir. Bu sorunlariysa ii¢ katmanlh yol ¢oziiyor.
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10. UC KATMANLI YOL

Uc katmanlh yolun bakis acisina gore reel, kompleks ve kuaternionik kuantum meka-
nigi birbirinden ayr1 teoriler olarak degil, tek bir teorinin parcalar: olarak diigiiniiliir.
Hilbert uzaylar1 yerine grup temsili ile donatilmig Hilbert uzaylarii diistinmek fay-
daldir. G bir Lie grubudur ve Rep(G) kategori olsun. Onun bir nesnesi, G'nin siirekli
tiniter bir temsili p : G — U(H) ile donatilmig sonlu boyutlu bir C-Hilbert uza-
yidir. Onun morfizmleri ise G'nin asagida verilen anlamdaki etkisi ile sira degisen

cizgisel veya anti-gizgisel (denklem (8.3.6)) bir T': H — H' gonderimdir 6yle ki
Top(g)=p'(g)oT ;VYged@ (10.0.1)

bir izometridir ve Hermit-sel i¢ ¢arpimi korur.

10.1 U¢ Katmanh Yol

Bir ‘H € Rep(G) nesnesi indirgenemezse ii¢ se¢enek vardir:

(i). p 2 p* oldugu duruma kompleks,

(ii). p ~ p* durumunda ise iki olasilik s6z bahistir:

e 1 temsili, Hg bir reel Hilbert uzay: olmak tizere, H = C ® Hr seklindedir.

e  temsili, kuaternionik bir Hilbert uzay1 Hy altinda yatan kompleks yapidan kay-

naklaniyordur. Bu durumda temsil kuaternioniktir denir.

H € Rep(G) temsili indirgenemezse Schur lemma’dan 1—boyutlu f : H — H mor-
fizmler uzay1 vardir. Sonlu boyutta H ~ H* oldugundan 1—boyutlu 7" : H — H*

morfizmler uzayi da vardir. Dolayisiyla 1—boyutlu
g:-HOH —C (10.1.1)

morfizmler uzay1 da mevcuttur. Bu g géonderimi, H'nin iizerinde G'nin etkisi altinda
Hermit-sel i¢ ¢arpimi koruyan iki-gizgisel bir formdur
g-HxH—C (10.1.2)

(6, 9) — (¢, )
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Iki-cizgisel §’yi, ilk argiimanda anti-cizgisel olan Hermit-sel i¢c carpim halinde yazi-
labilmesi i¢in ilk argiimanda anti-gizgisel bir J : H — H operatorii gereklidir 6yle

ki ¢' = J¢. Herhangi o € k ve herhangi iki ¢, € H vektorleri icin

9lad,¥) = ag(¢, ) = a(J,¥) = (J(ag), ).

Sonlu boyutta Hilbert uzayi, dualine izomorfik oldugundan H ® H de H* ® H*’ye

izomorfiktir. H* ® H*'nin elemanlar1 (0, 2) tip tensorlerdir:
H* @ H* = S*(H) © A*(H). (10.1.3)

S%(H), H iizerindeki simetrik (0,2) tip tensorlerin kiimesidir; A?(H), H iizerindeki
antisimetrik (0, 2) tip tensorlerin kiimesidir. g : H@H — C, 1—boyutlu oldugundan
bu ikisinden birisi olabilir ama ikisi ayni anda olamaz. Dolayisiyla ya sifir-olmayan,

simetrik bir
9(¢.1) = (¢, @)

ya da sifir-olmayan antisimetrik bir

vardir. Hermit-sel i¢ carpim, ¢ ve g grubun etkisi altinda invaryant oldugundan hem
J hem de J? grubun etkisi altinda komiite eder. .J : H — H’nin aksine J? ¢izgisel-

dir ve Schur lemmasindan bir o € C icin J? = aidy olmahdir.

g simetrik veya asimetrik oldugundan iki durum vardir 6yle ki

9(6,¢) = £9(¢, ¢) (10.1.4)

Bundan dolayn,
(Jo,¥) = £(J¥, 9) (10.1.5)

olarak elde edilir. ¢ = J¢ olarak alinirsa

+ (]2, ¢) = (Jo, Jd) = [|J¢|[3, > 0. (10.1.6)

(10.1.6). denkleme gore +.J? pozitif bir operatordiir. O zaman anti-gizgisel J opera-

tortinii, /a € R’ne bolerek yeni bir anti-gizgisel operatore olgeklendirilebilir. Yeni
85



J? ya J? = idy ya da J? = —idy olan anti-cizgisel bir operatordiir. £J2 = idy
oldugundan, herhangi ¢, € H vektorleri i¢in

+£9(Jo, ) = £ (0, ¥) = (J, J¢) = (v, J9)
(E 20, 0) = (Jv, Jo)
(0, 9) = (J, J9)

olarak elde edilmesiyle J acik¢a antitiniterdir.

g, simetrik de olsa antisimetrik de olsa J, grubun etkisiyle komiite eder (morfizm)
ve g dejenere degildir (7.1.3). Onun simetrik veya asimetrik olmasindan otiiri iki
durum s6z konusudur:

(i). g simetrikse H iizerinde reel bir yapi vardir. Bu durum J? = idy durumuna

tekabiil eder. Bu reel Hilbert uzayi
Hr = {¢ € H|JY = ¢} (10.1.7)
sonucuna ¢ikar ve (10.1.7). denklemdeki H, Hg nin komplekslegtirilmesidir:
H = C Qr Hr. (10.1.8)

(ii). g antisimetrikse H iizerinde kuaternionik bir yap1 vardir ve bu J? = —idy, duru-
muna tekabiil eder. Kompleks hilbert uzayinin iizerinde béyle bir yapi oldugunda J
operatoriiniin bir vektore etkisi, o vektorii j ile carpma gibi olur. Bunun sebebi, J?
herhangi bir vektore uygulandiginda onun —1 6zdegerli durumuna tekabiil etmesi
ve J anti-gizgisel oldugundan, j ve ¢'nin anti-komiitesinden dolay1 bunlarin etkileri
aynidir. Yani herhangi ¢ € H icin J?¢ = — = 529 ve herhangi bir i¢p € H icin
J(1) = —iJy = —ijyp = j(iv). Dolayisiyla, i = I ve I.J = K gibi operatorler, ku-
aternionik iligkiye uygun davrandigindan H, kuaternionik bir Hilbert uzay1 Hyg'ye

doniigtiirilebilir.

Bu iki durum asagidaki gibi 6zetlenebilir:
(i). Kompleks Hilbert uzay1 H’nin tizerindeki dejenere olmayan simetrik, iki-¢izgisel

olan ¢ formuna, #H tizerinde bir ortogonal yapi denir. Yani, p : G — U(H) reeldir
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ancak ve ancak H’nin tizerindeki ortogonal yapiy1 koruyorsa veya reel J yapisi bir

morfizmse (10.0.1).

(ii). Kompleks Hilbert uzay1 H'nin iizerindeki dejenere olmayan antisimetrik, iki-
¢izgisel olan ¢ formuna, H tizerinde bir simplektik yap1 denir. Yani, p : G — U(H)
kuaternioniktir ancak ve ancak H'nin {izerindeki bir simplektik yapiy1 koruyorsa

veya kuaternionik J yapisi bir morfizmse.

Uc katmanl yol asagidaki tablo seklinde ézetlenebilir (Baez 2012):

Cizelge 10.1 Ug katmanl yol
Kompleks H £ H” liniter

Reel H ~ H* ortogonal
J? =idy

Kuaternionik  H ~H*  simplektik
J? = —idy

Buna bir 6rnek olmasi ac¢isindan bozon ve fermiyonlarin agisal momentum durumuna
bakilacaktir. Fizikte SU(2) grubunun biitiin temsilleri kendisine dual temsillerdir ve
o temsiller bir parcacigin donmeler altindaki doniigtimlerini agiklar. Bu temsil, spin-
j parcacik icin j € Z iken bir bozonun agisal momentum durumlarini; 7 € Z + %
iken fermiyonlarin agisal momentum durumlarin aciklar. Bozonik durum reel; fer-
miyonik durum kuaternionik duruma tekabiil eder. Dolayisiyla bozonik parcaciklar
i¢gin SU(2)'nin indirgenemez grup temsili J? = idy olan antiiiniter J operatorii ve
invaryant reel bir yap1 vardir. Fermiyonik durumdaysa J? = —idy olan antiiiniter .J

operatorii ve invaryant simplektik bir yap1 vardir.

A bir eksendeki agisal momentum operatorii olsun. S = ¢A iken J ile antikomiite

ettiginden (9.3.3) her 1) € H i¢in
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Yani J, agisal momentumu tersler. Dénen bir pargacigin zaman terslenmis hali, par-

cacigin z1t yonde donmesi demek oldugundan J’ye zaman terslenmesi denir (Baez 2012).

Teorem 10.1 Bir Lie grubu G ve H,H’' € Rep(G) Hilbert uzaylar igin
(i). H ve H' reel ise H @ H' reeldir.

(ii). H reel ve H' kuaternionik ise H ® H' kuaternioniktir.
(iii). H kuaternionik ve H' reel ise H @ H' kuaternioniktir.
(iv). H ve H' kuaternionik ise H @ H’ reeldir.

ispat. J : H — H ile donatilmis Hilbert uzay1 icin J? = idy; durumunda temsil
reeldir; J? = —idy durumundaysa temsil kuaternioniktir. J®J' : HQH — HOH’

i¢in de durum benzer sekildedir.
(JPRJHWy) =T J*W =(JJ) W ey (10.1.9)

oldugundan, J? ve J'? de sirasiyla +idy ve +idy olmalar gerektiginden J ® J' :
H@H — HH operatorii igin (J @ J')? operatérii de H @ H', tensér garpimi
uzay1 iizerinde (J @ J')? = +idygw olmahdir. (i). durum igin, iki yap1 da birim
operator oldugu i¢in reel yapidir ama ikisinden biri kuaternionik oldugu durumda,
tensor carpimi Hilbert uzayi iizerindeki yap1 kuaternioniktir, yani —idy sy, . Her ikisi
de kuaternionik ise pozitif olacagindan reel olur. Dolayisiyla bu operatérlerin tek tek

kendi uzaylar1 lizerindeki etkileri, tensor ¢arpimi uzay1 tizerindeki etkilerinden ayri

diisiiniilemez ve End(H) @ End(H') > J*®@ J? = (J®@ J)? € End(HQ®H'). =
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11. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, kuantum mekaniginin saf durumlarinin genel kompleks Hilbert uzay
¢oziimleri ve ona ek olarak reel ve kuaternionik Hilbert uzaylari durumlari ince-
lenmigtir. Saf durumlar i¢in kuantum mekanigi, Hilbert uzayi ve onun iizerindeki
¢izgisel dontigiimlerle formiile edilir. Bunlar1 ¢aligabilmek i¢in ilk olarak matematik-
sel mantik, kiimeler ve génderimler incelendi. Onlarin sayesinde sadece kiime teorisi
kullanilarak genel topolojinin 6nemli 6zellikleri olan siireklilik, kompaktlik ve baglan-
tililik tanimlandi. Topolojinin tanimiyla birlikte topolojinin agiklarini yuvarlar ola-
rak tanimlayan metrik uzaylar ¢alisildi ve 6nemli topolojik kavramlar metrik uzaya
yuvarlarla aktarildi. Topolojik vektor uzaylar: olan normlu uzaylar ve sonrasinda
normlu uzaylarin igerdigi, kuantum mekaginin saf durumlarinin formiilasyonu icin
gereken Hilbert uzaylari, topolojik vektor uzaylari, ¢alisildi. Bu konularin ardindan
kompleks kuantum mekanigini ve onun iizerindeki ¢izgisel operatorler ve gozlenebi-
lirler incelendi. Klasik mekanikteki Noether teoreminin yerini kuantum mekaniginde

tutan Stone teoremine ve Gelfand-Neumark-Segal yapisina bakildu.

Reel ve kuaternionik kuantum teorinin, giiglii siirekli tek-parametreli {initer gruplar
ve kendisine eslenik operatorler arasindaki aligildik tekabiiliin bozulmasi ve kuater-
nionik Hilbert uzaylarinin tensor ¢arpiminin kuaternionik bir Hilbert uzayi olma-
masi sorunlari ii¢ katmanl yol, Lie gruplarini ve onlarin Hilbert uzaylar: iizerindeki
temsillerini kullanarak ¢oziime kavugturdu. Bu reel ve kuaternionik teoriye kiyasla
kompleks kuantum teoriden bazlarin, sirasiyla olmamasi ve fazla olmasi sorunlariysa
reel durum icin J? = idy; kuaternionik durumdaysa J? = —idy, ozelliklerini saglayan
bir anti-gizgisel ve antiliniter olan J operatériiniin yani sira alisildik kuaternionik
iligkiye uyan I = ¢ ve K = I.J operatorleri ile ¢oziildii. Dolayisiyla reel, kompleks
ve kuaternionik kuantum teori birbirlerinden farkl teoriler degil, bir biitiiniin par-
calaridir. Kompleks Hilbert uzay: iizerindeki yap1 J? = idy oldugunda temsil reel,
J? = —idy oldugunda kuaternionik bir J yapisi vardir. Bu sayede kuaternionik

durumda Hilbert uzaylarinin tensoér garpimlar1 sorunu, onlarmn tizerindeki J ve J’
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yapilariyla ¢oziildii. Onun bir uygulamasi olarak, J operatorii bozon ve fermiyon
icin A acisal momentum operatoriine uygulandiginda zaman terslenmesine karsilik

geldigi gozlemlendi.

Bu calismanin ardindan grup temsil teorisinin teknik detaylar1 cergevesinde ince-
lemeler genisletilerek sonsuz boyutta ti¢c-katmanh yolla ilgili ulagilabilecek detaylar
caligilabilir ve 6zel olarak Galilei grubunun temsilleri iizerine bu gema dahilinde neler

ogrenilebilir sorusuna cevap aranabilinir.
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EK 1

KATEGORI TEORISi

Kategori: Bir C' kategorisi onun nesneleri olan bir ObC' kiimesiyle birlikte onun
morfizmleri (veya oklar1) olan ArC' kiimesini igerir ve su ozellikleri saglar:

(i). C’nin her XY nesne ¢iftiyle 6zdeglesmis ArC’nin X’ten Y’ye morfizmlerin kii-
mesi denen Mora(X,Y) (veya Mor(Xy)) altkiimesi vardir. Mor(X,Y') ve Mor(X',Y’)
kiimeleri ayriktir eger (X', Y’) # (X,Y) ise.

(ii). C'nin her XY, Z gibi ii¢ nesnesiyle iligkilendirilmig bir

Mor(X,Y)x Mor(Y,Z) — Mor(X, Z)

(u,v) — uv

gonderimi vardir 6yle ki u € Mor(X,Y), v € Mor(Y,Z) ve w € Mor(Z,T) igin
w(vu) = (wv)u (Dieudonné 1982).
(iii). C"nin her X nesnesi i¢in Mor(X, X)'in bir 1x eleman: vardir 6yle ki C'nin her

Y nesnesi ve u(X,Y) (swrasiyla Mor(Y, X)) igin u = ulx’dir (swrasiyla v = 1xv).

u € Mor(X,Y) igin vu = 1x ve wv = 1ly’yi miimkiin kilan bir v € Mor(Y, X)
elemani varsa u’ya bir izomorfizmdir denir. Bu v € Mor(Y, X) eleman egsizdir ve

u~! olarak gosterilir.

Fonktor: C) kategorisinden (5 kategorisine bir F': ¢y — Cy fonktéri ObC; —
ObCy ve ArCy — ArCy gonderimlerinden olusur, ikisi de F' ile gosterilir, 6yle ki
(i). CY’in X, Y nesneleri i¢in F(Mor(X,Y)) C Mor(F(X),F(Y)).

(ii). Cy'in her X nesnesi i¢in F(1x) = 1p(x) dir.

(iii). Cy’deki X -+ Y - Z gibi iki morfizm icin F'(vu) = F(v)F(u)dur.

Bir (5 kategorisine (' kategorisinin altkategorisidir denir eger ObC5, ObCY’in bir
altkiimesi ve Cy'nin her X5, Y5 nesne ¢ifti igin Morg, (Xs, Y2), More, (Xa, Ys) 'nin bir

altklimesiyse. Bilesim gonderimi,

Morc(Xs,Ys) X More(Ys, Zy) — Moro(Xa, Zs)
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gonderiminin
More,(Xa,Y2) X More,(Ys, Zy) — More,(Xa, Z2)
gonderimine kisitlamasidir ve birim morfizmler (1x,), her Xy € ObCsy igin C ve

Cy’ye gore aynidir.

F fonktoriine sadiktir denir eger
F. A?”Cl — ATCQ

injektifse. O fonktore, tamamen sadiktir denir eger C’nin her X, Y nesneleri i¢in
F’nin

More, (X,Y) — More,(F(X), F(Y))

kisitlamasi terslenebilirse.
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EK 2

TEMSIL TEORISI

Grup: Bir grup bir G kiimesi ile o kiime tizerindeki ikili bir iglemdir ve su dort
ozelligi saglar:

(i). Her 2,y € G i¢in 2y € G (Kapalilik Ozelligi),

(ii). 2,9,z € G icin x(yz) = (2y)z (Asosiatiflik Ozelligi),

(iii). e € G, veya 1 € G, elemanina G'nin birim elemam denir ve her x € G i¢in
lx = x = x1 (Birim eleman),

(iv). Her z € G igin bir z7! € G vardir yle ki zz~! =1 = 2~ 'z (Tersi).

Halka: Bir halka (R, +, ) ticlistidir ve her z,y, z € R i¢in su ozellikleri saglar:
(i). R toplama altinda Abelyen bir gruptur ve toplamanin birim elemani 0 € R’dur.
(ii). Carpim asosyatif (aksi soylenmedikge) ve toplama altinda dagilma ozelligi var-

dir: z(y + 2) = zy + xzz ve (y + 2)x = yx + zz.

Halka iizerindeki ¢arpim komiitatifse ona komiitatif halka denir. Halkanin bir z € R
elemani, diger biitiin elemanlariyla komiite ediyorsa x € R’e merkez denir. Bir hal-
kanin, grubun aksine, carpma altinda birim elemani olmasi gerekmez ama birim

1= 2712 = 1 € R ozelligini saglayan

eleman1 varsa ve herhangi bir x € R’in, xx~
carpmaya gore tersi varsa x € R’e regiilerdir (veya terslenebilirdir) denir. 0 € R ha-
ricindeki her € R regiiler oldugu bir halkaya, boliimlii halka denir. Bir say:1 alam

k, komiitatif boliimlii bir halkadir.

Modiil: R, 1 € R birim elemana sahip olan bir halka olsun. R iizerinde bir sol

modiil
RxM—M
(r,x) — rx
carpimindan olusur ve toplama altinda Abelyen bir gruptur oyle ki:

(i). Her x € M i¢in 1z = z,

(ii). Her r1, 79 € R ve her x € M i¢in (riry)x = ri(rax),
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(iii). Her ry,79 € R ve her x € M igin (ry + ro)x = iz + oz,
(iv). Her r € R ve her z,y € M icin r(z +y) =rx + 1y
ozelliklerini saglar. Sag modiil benzer sekilde tanimlanir. R {izerinde bir modiil R

tizerinde hem sol hem de sag modiildiir.

Vektor uzaylari, modiillerin 6zel bir halidir. Modiiller, halkalar1 kullanirken vektor
uzaylari say1 alanlar: tizerinedir. O zaman modiiller, halkalar yerine say1 alanlarin

kullanirlarsa vektor uzaylarina doniigtirler.

V' vektor uzaymdan o vektor uzaymna tiim ¢izgisel dontigiimlerin kiimesi .Z(V') veya
End(V) = {¢|e : V.— V} olarak gosterilir. Bu ¢izgisel doniigimlerin hepsi izo-

morfizmse ona Aut(V') denir.

V', n boyutlu k-gizgisel bir uzay olsun. Aut(V) = {¢|lp : V — V}, V vektor

uzayinin otomorfizm grubu olmak iizere her vy, vy € V' ve her aq, as € k i¢in

(a1 + agvs) = ap(vr) + aap(v2)

saglanir. Aut(H) bir gruptur ve U(H) bir Hilbert uzay: tizerindeki tiniter ¢izgisel
doniigiimler olmak tizere Aut(H) 2 Isom(H) =U(H).

Bir Hilbert uzayi tizerindeki tiniter operator U € U(H) tizerinedir ve her ¢, ¢ € H
i¢in (¢, v) = (Uo, Uy) dzelligini saglar. Agikca U € U(H) normu korur [|[Uy|| = ||¢]].
Bu 6zellik antitiniter operator J € U*(H) icin (¢, ¢) = (J¢, Jb) dir.

Temsil: Bir gruptan bir vektér uzayimin otomorfizm grubuna giden bir homomor-
fizme o grubun, o vektor uzay1 iizerindeki bir temsili denir:

v: G — Aut(V).
O vektor uzayina temsilin tasiyicisi ve vektor uzayimin boyutuna da temsilin boyutu

denir.

Indirgenebilir Temsil: Bir temsil indirgenebilirdir eger grubun temsil altindaki
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gbriintiisii tagiyicit uzayin asikdr olmayan altuzaylarindan en az birini degismez bi-

rakiyorsa. Hermit-sel ¢arpima gore ortogonal tiimleyenini de korur.

T gonderimi C-gizgisel bire bir ve iizerine bir gonderim o6yle ki T : ' H — H*

iken vektor uzayi olarak H ve H* birbirine izomorfiktir, yani H ~ H*.

Morfizm: (py,, V') ve (py, W) bir grubun iki indirgenemez temsili olsun. S : V' —
W bir morfizmdir denir (intertwining veya equivariant génderim dendigi de olur)

eger G'nin etkisiyle komiite ediyorsa, yani her v € V' i¢in S(py (g)v) = pu (g)Swv.

(py, V) ve (py, W) iki temsil olsun. Bu temsiller arasinda her g € G ve her v € V
icin Spy (9)v = py (g)Sv seklinde sira degigtirme 6zelligine sahip bir S : V. — W

izomorfizmi varsa bu temsillere esdeger temsiller denir.

pv(9)
v —" pv(g)v

b
Sv g pw (g)Sv
Schur Lemmasi: V' ve W bir Lie grubunun veya bir Lie cebrinin iki indirgenemez
temsili ise su iki ifade saglanir:
(i). T : V. — W bir morfizmse ya 7" = 0’dir ya da 7" bir izomorfizmdir.
(i)). T:V — WveT :V — W, sifir-olmayan morfizmlerse bir a € C vardir 6yle

kiT =aT" olur. T : V — V bir morfizmse T = «idy/ dir.

Bir A cebri ve onunla 6zdesglesmis End(A) cebrinin elemanlari, L gonderimi sa-
yesinde birbiriyle iligkilendirilebilir 6yle ki
L:A— End(A)
x+— L(x)

Dolayisiyla her z € A i¢in L(z), A {izerinde bir operatordiir ve her y € A igin
L(z)y = xy olur. L’ye, o cebir iizerinde sol ¢arpim denir ve her z,y, z € A igin

Llax)y =azry ;a€k

Lx+y)z= (v +y)z =2z +yz
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oldugundan L ¢izgiseldir. Agik¢a her z,y € A i¢in L(x)L(y) = L(xy)’dir ve bu bir
cebir homomorfizmidir (Benn ve Tucker 1987).
Sol carpimla benzer sekilde bir sag carpim R agagidaki gibi tanimlanabilir:

R:A—s End(A)

x+— R(x)
Sag carpimn etkisi, her z,y, z € A icin

R(ax)y =yaxr = ayr ;a €k

Rz +y)z=z(r+y) =20+ 2y

olarak veilir. Sol ve sag carpim, her x,y € A i¢in agagidaki anlamda sira degistirir

L(x)(R(y)(2)) = L(x)(zy) = zzy = R(y)(zz) = R(y)(L(z)(2))

ve onlar, End(A)'nin altcebirleridir.
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EK 3

FONKSIYONEL ANALIZDE BAZI TEOREMLER

Bu ek kesimde fonksiyonel analiz i¢in 6nemli olan bazi 6nemli teoremler verilecektir.

Kapali Grafik Teoremi.
V' bir Banach uzay1 ve W normlu bir uzay olsun. Herhangi bir ¢izgisel T : V — W
goénderimi i¢in

Graph(T) ={(, TY)|v e V} CV x W

(veya sadece T'), V x W’nun kapali bir altkiimesi ise 7" sinirhidir (Hall 2013).

Riesz Temsil Teoremi.
Bir f, : H — C smirhy, c¢izgisel bir fonksiyonel ise essiz bir ¢ € H vardir dyle ki
her ¢ € H icin f,(-) = (¢, -)’dir. Dahas1 fs'nin operatér normu ¢ € H’'nin normuna

esittir.

Riesz Teoremi.
X kompakt topolojik bir uzay olsun. O zaman her y € € (X)* i¢in X {izerinde,
u(X) = ||y|| ve her x € X i¢in |p(x)| olan bir 6lgiilebilir fonksiyonu ¢ : X — kile,

p Olgiisii vardir 6yle ki her f € €(X) i¢in

(Meise ve Vogt 1997).

Weierstrass’s Yaklagsiklik Teoremi.
X, R nin bos-olmayan kompakt bir altkiimesi ise X tizerindeki her stirekli fonksi-

yon polinomlar ile diizgiin yaklagiklastirilabilir.

Alaoglu-Bourbaki Teoremi.
Bir yerel konveks X uzayindaki her sifir U komsulugu i¢in onun polar1 U° kesinlikle

konvekstir ve o(X’, X)-kompakttir.
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