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1. GIRIS

Parametreye bagli genellestirilmis integraller kuantum fiziginde, kuantum istatistik
teorisinde, 1sinlarin taginma siirecleri teorisinde, yiiksek geciskenlik teorisinde, sivilarin
akiskanlik 6zelliklerinin 6grenilmesinde, tek boyutlu ve ¢ok boyutlu 1sin sagilimlarinda
ve diizlemsel sagilimlarin incelenmesinde 6nem arz etmektedir ( Breig ve Grosbie 1974,
1975; Busbridge 1960; Chandrasekhar 1960; Grosbie ve Dougherty 1981; Grosbie ve
Lee 1987, 1989; Drummond 1981; Goody 1964; Guseinov ve Mamedov 2001, 2002,
2005; Hunt 1967; Kourganof 1952; Oberoy ve Gallaway 1972; Peraiah 2002; Prabha ve
Yadav 1996; Rubicki 1971; Smith 1964; Smith ve Hunt 1967; Yuen ve Ho 1967). Ayrica
uygulamali matematigin ve analizin bazi konularinin 6grenilmesinde, parametreye bagl
genellestirilmis integrallerin incelenmesi gerekmektedir (Nikolsky 1977; Prudnikov,
Brychkov ve Marichev 1992; Sobelev 1963). Bu tiir integrallere 6rnek olarak Fourier
integralleri, Laplace integralleri, Euler integralleri, bir boyutlu ve ¢ok boyutlu {istel
integraller, Plank integrali, Schwarzschild Milne’ in birinci, ikinci, ligiincii integralleri

ve Hubbel integrali gosterilebilir.

Parametreye bagli  genellestirilmis  integrallerin  analitik ~ 6zelliklerinin,  seri
gosterimlerinin, parametreye gore farkli noktalarda asimptotik esitliklerinin 6grenilmesi
ve yaklasik degerlerinin hesaplanmasi, bu integrallerin parametreye gore diizgiin
yakinsaklig1 ile ilgilidir. Bu nedenle de c¢esitli parametreye bagli genellestirilmis

integrallerin incelenmesi 6nem arz etmektedir.

Asagidaki gibi bir boyutlu iistel ve genellestirilmis iistel integralleri goz Oniinde

bulunduralim.

o)

e (x) = f e Xttt

1

o)

1
9 = g | e e e

1



1 (00
k — —xt ki—a
es(x) = F(k+1)f e *t(Int)“t~*dt,
1

burada «a € R:=(—o,00),k € N:={1,23,..} ve TI(k+1), Eulerin gamma
fonksiyonudur. Bu parametreye bagli genellestirilmis integraller i¢in binomial ve
multinomial katsayilar yontemi kullanilarak seri gdsterimler ve yaklasik degerlerinin

niimerik olarak hesaplanmasi Guseinov ve Mamedov tarafindan elde edilmistir (2001,

2002, 2005).

Integrallerin parametreye gore diizgiin yakinsakligi ve diizgiin yakimsakligin
kullanilarak seri gosterimleri, asimptotik esitlikleri ve degerlerinin niimerik olarak
hesaplamalar1 Aygar ve Bairamov (2011), Bairamov ve Ozalp (2012), Bairamov ve
Yardime1 (2010), Ozalp ve Bairamov (2011) tarafindan detayli bir bicimde

incelenmistir. Ustel integrallerin iki boyutlu genellestirmeleri

° e-x(t2+ﬁ2)%
P (x,B) = J Rt ——dt,n=12,..
1 (&2 + )2

seklindedir, burada x € (0,»),8 € R,p =0,1 ve fnp(t, pB) fonksiyonu t ve f
degiskenlerine gore bir polinomdur. Bu {istel fonksiyonlar i¢in diizgilin yakinsaklik, seri
gosterimleri, asimptotik esitlikler ve degerlerinin nilimerik olarak hesaplamalar

Bairamov ve Ozalp tarafindan verilmistir (2012).

Radyasyonun yayilimu ile ilgili Hubbel integrali iki parametreye baglh

a b 1
H(a,b)sz—dxdy
00

14 x2+y?
seklinde bir genellestirilmis integraldir, burada 0 < a < b < oo ( Hubbel, Bach ve
Lamkin 1960). Bu integral icin diizglin yakinsaklik detayli bir bigimde Bairamov ve
Ozalp tarafindan incelenmistir (2011).



2. PARAMETREYE BAGLI GENELLESTIRILMIiS INTEGRALLER

2.1 Parametreye Bagh Genellestirilmis Integral

Tanmm 2.1 u = f (x,y) fonksiyonu a <x < +ovec <y <d aralifinda tanimh

olsun. Her y € [ ¢, d] igin;

o) l
J) = f f(x,y)dx = lggnooff(x.y) dx

seklinde tanimlanan integrale sinirsiz aralikta tanimli parametreye bagl genellestirilmis

integral denir ( Budak ve Fomin 1973).
2.2 Diizgiin Yakinsakhk

Diizgiin yakinsaklik kavrami, parametreye bagli genellestirilmis integraller teorisinde
onemli bir rol oynar. Diizglin yakinsak genellestirilmis integraller belirli integraller gibi

calistirilabilir.

Smirsiz  aralikta tanimli parametreye bagli genellestirilmis integralin diizgiin

yakinsaklig1 agsagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.2 Eger keyfi bir > 0 verildiginde, her 1 > L(¢) ve her y € [c, d] i¢in ayn1 anda

+0oo

l
) - j G y)dx| = f Fluy)dx| < ¢

l

esitsizligini saglayacak sekilde L=L(g) varsa,

o) = j £ y)dx



integrali, ¢ <y < d araliginda y parametresine gore diizgilin yakinsaktir denir ( Budak

ve Fomin 1973).

2.3 Parametreye Bagh Genellestirilmis Integrallerin Diizgiin Yakinsamasi i¢cin

Testler

2.3.1 Cauchy testi

f f(x, y)dx

integralinin bir [c,d] araliginda diizgiin bir sekilde yakinsamasi i¢in, her € > 0 i¢in

L = L(¢) vardir oyle ki

<¢g

l”
[ rouas

esitsizligi tim U',1" > L(¢) ve tim y € [c,d] i¢in ayn1 anda gegerli olmas1 gerekli ve

yeterlidir (Budak ve Fomin 1973).

Ispat: (Gereklilik) Eger integral diizgiin yakinsak ise, her & > 0igin bir L = L(¢)
vardir, 6yle ki l' > L(¢),l" > L(e) ve y € [c,d] igin;

oo

f flx,y)dx| < ;

Ve

o)

f flx,y)dx| < ;

l”

esitsizlikleri saglanir. Bu nedenle, tim ', " > L(¢) ve tim y € [c, d] igin



" +00 +00
‘ [ r@yar = [ reyar- | renas
i’ "

ll

N| M

< f f(x,y)dx| + ff(x,y)dx <
i’ 1

(Yeterlilik) Eger
l”

f flx,y)dx| < ¢

esitsizligi tim I > L(¢g),1"” > L(€) ve tim y € [c, d] igin gegerli ise,

fa "oy

integrali tiim y € [c, d] igin yakinsar. Bu nedenle, ["" — +oo olarak limite gegilirse, tim

' > L(¢) igin ayn1 anda tiim y € [c, d] i¢in gegerli olan

+ o0

J fOoy)dx| <e
esitsizligini elde edilir.
2.3.2 Weierstrass testi

Egera < x < +o0 i¢in |[f(x,y)| < g(x) ve

+ oo

| geax

a

yakinsak ise ¢ < y < d araliginda



T f(x, y)dx

ve

[ iramiax

integralleri diizgiin yakinsaktir ( Budak ve Fomin 1973).

Ispat: Keyfi bir € > 0 verilsin.

T g(x)dx

integrali yakinsak ise en azindan bir L = L(¢) vardir 6yle ki

l”

f gx)dx < e
ll

kosulu tim I', " > L(e) (I" > 1") i¢in saglanir. Butim I', " > L(e) (I" >1') igin

‘ l” l” l”

ff(x'Y)dx Sf |f(x,y)|dx§fg(x)dx<s
U U v

Esitsizliklerinin, tim y € [c, d] i¢in ayn1 anda saglandigi anlamina gelir. Sonug olarak,

Cauchy Testi ile,

T f(x, y)dx

Ve



f I G y)ldx

integralleri ¢ < y < d araliginda y parametresine gore diizgiin yakinsaktir.

2.3.3 Abel testi

T f(x,y)dx

integrali y € [c,d] araliginda y parametresine gore diizgiin yakinsak ise ve g(x,y)
fonksiyonu diizgiin sinirliysa, yani her y € [c,d] ve x=a i¢in |g(x,y)|<M

saglantyorsa burada M; x veya Y’ ye bagli olmayan bir sabit ise,

f fC,y)g(x,y)dx

integrali [c,d] aralifinda y parametresine gore diizglin yakinsaktir (Prudnikov,

Brychkov ve Marichev, 1992).

Ispat: Her x, y i¢in f(x,y) <|f(x,¥)| oldugu biliniyor, buradan hipotez geregi
her x = a ve hery € [c,d] igin f(x,y)|gCxc, v)| < |f (x, y)|lg(x,y)| yazilir.

Ayricaher e > 0 ve l',1"” > L(¢) igin

T f(x,y)dx

integrali diizgiin yakinsak oldugundan

&

f fx,y)dx <M

Ve



l” l”

ff(x,y)g(x,y)dx < Jf(x,y)lg(x.y)ldx
v v

l”

<M ff(x,y)dx <M%=£

ll
bulunur.

2.3.4 Dirichlet testi

b > avey € [c,d] olmak iizere

b
[ reyax

integrali y parametresinin bir fonksiyonu olarak diizglin simrliysa, yani M y

parametresine bagli olmayan bir sabit olmak tizere

b
jf(x,y)dx <M

ve x = +oo iken g(x,y) = 0 olarak y € [c,d] parametresine gore diizgiin ve x

parametresine gore monoton ise, bu durumda

+00

| rengeyax

a
integrali [c,d] araliginda y parametresine gore diizgiin yakinsaktir (Prudnikov,
Brychkov ve Marichev 1992).

Ispat: Her &€ > 0 icin dyle bir L(g) > 0 vardir yle ki; her x > L(g) ve her y € [c,d]

1¢in;



&
9GaWI <

saglanir. Buradan her I', " > L(¢) igin;

A 1
‘f fCy)g(x,y)dx Sff(x,y)lg(x,y)ldx<M%=g
I 4

bulunur.
2.3.5 Dedekind testi

E reel sayilarin sinirli veya sinirsiz bir alt kiimesi olmak iizere

[ rengena  ack @2.1)
0

integralini goz oniine alalim.

Teorem 2.1 : (Diizgiin Yakinsaklik i¢in Dedekind Kriteri)

Yukairda verilen integralde f, g, z—z fonksiyonlar1 her A € E i¢in x parametresine gore

[0, o) araliginda siirekli olsunlar. Eger
a) Her A € E igin diizgiin olarak
lim g(x,4) =0,
b) Z—z fonksiyonu her A € E igin x parametresine gore [0, o) lizerinde ayni isaretli
(isaretini korusun),
ve

C) HerA€ E,t € [0,) igin



Of F(t, Ddt

integrali diizgilin sinirli, yani; her x € [0, ), A € E igin

<M

olacak sekilde en azindan bir M > 0 var ise, bu durumda (2.1) integrali A € E igin A
parametresine gore diizgiin yakinsaktir (Prudnikov, Brychkov ve Marichev 1992).
Ispat: Keyfi 8 € [0, o) icin kismi integrasyon kullanarak asagidaki esitlik elde edilir.

oo

00 B
]f(x,)l)g(x,)l)dx= —jg(x,l)d ff(t,/l)dt =
B B x

(0]

=—|g(x, A)jf(t A)dt +jo ff(t A)dt
B |x

x:

ag(x A

dx

o[ B
: ag(x, )
= — lim g(x,l)ff(t,/l)dt +f ff(t,/l)dt dx
X—00
x B Lx
(2.2)
Buradan;
B x
Jf(t,l)dt=Jf(t,/l)dt—ff(t,/l)dt
X 0 0
oldugundan, M € R olmak iizere
ff(t,ﬂ)dt <2M (2.3)
X

olur. Bu durumda,

10



B
lim g(x,/l)ff(t,/l)dt =0
X—00

X

elde edilir. (2.2) esitligi geregince

oo

P B

9 (x, A
f £, ) g(x, D)dx = f f £t D) dt g((;; ) i (2.4)
B x

B

oldugu bulunur. (2.3) esitsizliginden, her € > 0 i¢in, 6yle §; = §;(¢) > 0 vardir ki,
keyfin = §,(¢) ve keyfi A € E i¢in

n
f f(t, Ddt| < 2M (2.5)

olur. Ayrica her € > 0 igin, 6yle 8, = §,(¢) > 0 vardir ki, her n = 6,(¢) ve her A € E

i¢in

&
lg(n, D] < o (2.6)

saglanir. §(¢) == maks{6;(g),5,(g)} olmak tizere, (2.5) ve (2.6) esitsizliklerinden her
€ > 0i¢in 6yle § = &(&) > 0 vardir ki, hern = &(¢) ve 1 € E i¢in

n
f f(t, Ddt| < 2M (2.7)
lg(n, M| < ﬁ (2.8)

elde edilir. (2.4), (2.7) ve (2.8) esitligi ve esitsizlikleri kullanilarak, her € > 0 i¢in dyle
&(g) > 0 vardir ki, hern = §(¢) ve 1 € E igin

co [o%0) 7] T

0 A
j o D) g x| = j IJ £t D gg’; ) ix
n n X i

sf ff(t,)l)dt |ag((;:)1)|dxs2Mf agg:/l)|dx (2.9)
n lx n

11



bulunur.

(c) ozelligine gore, her A € E i¢in x parametresine gore % ayni isaretli oldugundan
(2.9) esitsizliginden

( [ 0g(x, 1

f flx,D)g(x, Vdx| < 2M J ggx )dx

n n

= 2M [lim g(x, 1) — g(n, )| = 2M.1g(n, D) < &

oldugu cikar, yani (2.1) integrali A € E i¢in A’ ya gore diizgiin yakinsaktir.

12



3. PLANK INTEGRALI

Tamim 3.1 Kuantum istatistiginde Plank fonksiyonunun agik formu,

hv -1
B,(t) = 2hc™?v3 (e Kt — 1>
seklinde tanimlanir. Plank integrali ise,

o)

B(t) = f B,(t)dv

0

seklinde tanimlanir ( Peraiah 2002) .
3.1 Plank integralinin Diizgiin Yakinsakhig

a = 2hc™? ve b = hk™! olmak iizere, Plank integrali;

[0e] (0]

-1

B(1) = j B,(t)dv = th"ZJ v3 (e% - 1) dv

olarak diizenlenip, ¢(7,v) ve Y(t,Vv) fonksiyonlart;

-1

o(t,v) = v3e_%’, Y(r,v) = (1 - e‘%’)

seklinde tanimlansin. Bu durumda Plank integrali;

o)

B(t) = af o(t,vV)Y(r,v)dv

0

13



bi¢iminde olur. Bu integralin diizgiin yakinsakligi Abel Testi kullanilarak gosterilsin.

Bunun i¢in,
f¢(r,v)dv=fv3e /Vdv
0 0

genellestirilmis integralinin [0,00) {izerinde 7T parametresine gore diizgiin yakinsak

oldugu gosterilmelidir.

b
-V =X, —dv = dx
T T

olacak sekilde denklemdeki degiskenler degistirilirse;

v—-0
iken

x—-0
ve

Y — OO
iken

X — 00

oldugundan integralin sinirlart ayni kalacaktir. Ayrica,

5 3x3 T
v? = PR dvzgdx
oldugundan
v r b OOT3x3 T
f@(f,v)dv=fv3e_?vdv=f 03 e‘xde
0 0 0
bulunur.

14



Son esitlikte

o

I'(n) = f x"leXdx, T(n+1)=n!
0

seklinde tanimlanan “Gama Fonksiyonu™ kullanilarak;

oo

f(p(r,v)dv = r“'b“‘] x3e *dx
0 0

=14h74T(4) = 3! b~*t* = 6b*1*

olarak elde edilir. O halde,

[0e] [ee]

b
j(p(r,v)dv=jv3e_?”dv

0 0

integrali [0,00) lizerinde T parametresine gore diizgiin yakinsaktir.

b -1
Diger taraftan b > 0,7 > 0,v > 0 oldugundan ¥ (t,v) = (1 - e_?v) fonksiyonu

diizglin smuirhidir, yani |Y(7,v)| < 1 saglanir. Buradan Plank integrali Abel Testi’ ne

gore diizgilin yakinsaktir.
3.2 Plank integralinin Seri Acilim

Bu kisimda Plank integrali i¢in seri acilimi elde edilmeye calisilacaktir. Bunun ig¢in

|x| < 1 olmak tizere

o)

R
x T 1-—x

=0

seri acilimindan yararlanilsin. Bu esitlik Plank integralinde kullanilirsa;
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[, b7 [, b, 1
B(T)=afv3e Tv(l—e TV) dv=a]v3e T ————dv
0

0
[ee]
—év —Bvl
=a | vieT E e " dv
0 =0

Plank integrali parametreye bagl integral gibi T parametresine gore [0, o) araliginda

diizgiin yakinsak oldugundan, sonuncu esitlikte seri ve integralin siras1 degistirilerek;

- b
B(1) = af v3z RGN
0 =0

elde edilir. Bu esitlikte

g(l+1)v=x, v=mx, dv=b(l:_1)dx
degisken degistirmelerini uygulanirsa;
v—>20
iken
x—0
ve
V= 00
iken
X = o

oldugundan integralin sinirlar1 ayni kalacaktir. Dolayistyla;
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(T)_alo B+ ¢ g+
=V 0

o) [o%0) 4

Zb4(1 - l)4f x3e *dx = azmr(@
= =0

= 6ab™* Y (1+ Dt
=0

bulunur. O halde Plank integrali igin seri agilim1
B(1) = 6ab‘4Z(1 + 1)t
1=0
olarak elde edilir.
3.3 Plank Integralinin Asimptotik Esitlikleri

Bir 6nceki kisimda Plank integralinin seri agilimi

0 n
B(1) = 6ab‘42(1 +)~** = 6ab™* lim 2(1 + 1)t
n—>oo
=0 =0

olarak elde edilmisti. Sonuncu esitlik kullanilarak;
B(t) = 6ab™*14, n=20

\(

1 51
B = _4(1 —> 4 — —4 4 =
(t) = 6ab +16T 8ab ™, n=1
1 1 1393
B = - 1 —_ 4 — —4 4 =
() = 6ab (+16+81) 216 ab™1* n=2

17



esitlikleri bulunur. Bulunan bu ii¢ esitlik Plank integrallerinin nlimerik degerlerinin
yaklasik olarak hesaplanmasinda ¢ok dnemlidir. Ayrica n = 3,4,5 ve diger degerlerde de

Plank integrali i¢in esitlikler bulunabilir.
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4. SCHWARZSCHILD MILNE INTEGRALLERIi

Tanim 4.1 n € N olmak tizere,

(0]

E,(x) = f y e ™dy, n=1,23,..

1

seklinde tanimlanan integral {istel integral olarak adlandirilir.

Tanim 4.2

(0]

1
£ =3 [ BOE e - et

0

seklinde tanimlanan integrale 1. tip Schwarzschild Milne integrali,

o) T

£,(7) = zf B(t)E,(t — 7)dt — 2 f B(t)E,(t — t)dt

T 0

seklinde tanimlanan integrale 2. tip Schwarzschild Milne integrali ve

[0e]

@) =2 j B(O)Es (It — t])dt

0

seklinde tanimlanan integrale 3. tip Schwarzschild Milne integrali adi verilir

(Chandrasekhav 1960).

4.1 Schwarzschild Milne Integrallerinin Diizgiin Yakinsakhig

T o

1 1
£.(7) =EfB(t)E1(T—t)dt+Ef B(t)E,(t — 7)dt

0 T

integralinde E; (t — t) ve E;(t — 1) Ustel integrallerinin esiti yerlerine yazilirsa,
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i) = f 6ab~ z(1+l) it ( f y‘le‘<f—t)ydy)) dt
1

0

o

1 (o]
+§f 6ab~* (1+l) et (f y—le—“—f)yczy)) dt
1

e 1=

olur. Bu esitlikten ise,

fi(t) = 3ab™* (1+l)—4t4< y—le—<f—t>yczy)>dt
=]

(0]

+3ab‘4j Z(l + D)4ttt (J y‘le‘(t‘f)ydy> dt
T =0

1

bulunur. f;(r) fonksiyonu icin elde edilen sonuncu esitlikte {istel integral

fonksiyonunun t parametresine gore [0, o) araliginda diizgiin yakinsakligi kullanilarak,

%) o] T
fi() = 3ab‘4z(1 + l)-4f y1 ft‘*e-(T-det dy
=0 1 0

[0e] [ee]

+3ab"4§:(1+l)‘4’jy‘1 ft‘*e‘(t‘f)ydt dy
=0 1 T

elde edilir. Buradan ise f; (7) fonksiyonu igin;

oo

[ee} T
fi() = 3ab‘4z(1 + l)-4f y~le~™ ft‘*e%t dy
=0 0

1

o

+3ab‘4Z(1+l)‘4Jy_1eTy Jt‘*e‘tydt dy
=0 1

T

esitligi bulunur.
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f1(7) integralinde karsilasilan [ OT t*etvdt ve f:o t*e~tdt integralleri kismi integrasyon

kullanilarak,

T
f t*edt = e™ (t*y™l — 413y~2 + 1272y 73 — 24ty~* + 24y~5) — 24y~5
0

ve
f tte Vdt = e W (tty 1 + 413y 72 + 1272y 73 + 241y + 24y75)
T

seklinde ifade edilir. Son iki integralin bulunan degerleri f;(7) integralinde yerine

yazilirsa,

fi(t) =3ab™* Z(l + D™ f (t*y™2 — 413y™3 + 1272y™* — 241y ™5 + 24y~
=0 1

—24e" Yy %dy + 3ab‘42(1 + D™ f (t*y™2 + 413y ~3 + 1272y~ + 247y ~>
=0 1

+24y~%)dy

elde edilir. Sonuncu esitlikten ise,

filn) = 6ab‘42(1 + D™ f (t*y 2 + 1272y~* + 24y~ © — 12e" Yy~ ®)dy
=0 1

1 y=

® - -3 -5
= 6ab‘4Z:(1+l)‘4 r4y—+1212y—+24y—
£ —1 -3 -5

- 12[ e "y Cdy
y=1 1
= 24 r
= 6ab"42(1 + Dt + 412 + == 12J e~ Vy~°dy)
=0

1

21



- 24
= 6ab‘42(1 + D)™ [r“' + 472 + = - 12E6(T)]
=0

olarak bulunur.

(0]

Eq(7) = f ey Sdy

1

listel integrali i¢in T € [0, ) olmak iizere y e~ < y~¢ oldugu agiktir. Buradan,

o)

f y~bdy < o
1

yakinsak oldugundan, Weierstrass testinden Eg(7) ve hatta 1. tip Schwarzschild Milne
f1(7) integralinin [0,00) {izerinde T parametresine gore diizgiin yakinsak oldugu elde

edilir. Benzer sekilde,

oo T

£,(0) = zj B(OE,(t — 7)dt — 2 J B(OE,(r — t)dt

T 0

integralinde E,(t — t) ve E,(t — 1) Ustel integrallerinin esitlikleri yerlerine yazilirsa,

[ee] [ee]

fo(x) = 2] 6ab‘4§:(1 + D~ <f y‘ze‘“")ydy> dt
=0

T 1

T [o'e) (o)

-2 j 6ab‘4Z(1 + D)4t ( J y-ze-<f-f>yczy> dt
=0 1

0

olur. Bu esitlikten ise,

f2(1)=12ab‘42(1+l)‘4 fy-zefy ft4e‘tydt dy
=0 1 T
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T

—12ab_42:(1+l)_4 fy‘ze_fy ft“etydt dy
1=0 1 0

olur.
J. tte Vdt = e W (tty 1 + 413y 72 + 1272y 73 + 241y + 24y75)
T

veE

T
f ttedt = e™ (t*y 1l — 413y~2 + 1272y 73 — 24ty~* + 24y75) — 24y~5
0

olarak elde edilmisti. Bu esitlikler f,(7) integralinde yerine yazilirsa,

fo(0) = 12ab‘42(1 + D™ f (t*y 3 + 413y~* + 1272y7° + 241y~ ® + 24y~ 7)dy
=0 1

—12ab‘42(1 + 0™ f (t*y ™3 — 413y~ + 1212y~5 — 241y~6 + 24y~
=0 1
—e W24y~ 5)dy

= 24ab™* Z(l + D J (4t3y~* + 24ty % + 127 Vy dy
=0 1

(0]

® -3 -57v = oo
= 24ab™* Z(l + 1) <l4T3 Yt 24r y—l Y + 12] e‘Tyy_7dy>
1=0

-3 -5|ly=1
1
a4 P
24ab @a+non 37 + =T + 12E- (1)
=0 i

1 6
-3 +-1+ 3E7(T)]

_ -4 —4
— 96ab ;(1“) ST+

23



olarak bulunur. Buradan

(0]

Ey(7) = f ey Tdy

1

iistel integrali icin T € [0, %) olmak iizere y~7e~% < y~7 oldugu agiktir.

o)

f y7dy < o
1

genellestirilmis integrali yakinsak oldugundan, Weierstrass testinden E-(t) ve hatta 2.
tip Schwarzschild Milne f,(7) integralinin [0,00) {izerinde T parametresine gore diizgiin

yakinsaklig: elde edilir.

3. tip Schwarzschild Milne f5(7) integrali igin

£ =2 | BB - et
0
ve
fz(t) =2 j B(t)E;(t — t)dt + 2[ B(t)E;(t — t)dt
0 T

oldugundan, E5 (7 — t) ve E3(t — 7) iistel integrallerinin esiti yerlerine yazilirsa,

o

co T
f:(1) = 12ab‘42(1 + l)-‘*f t* (f y-3e-<f-t>yciy> dt
=0 0

1

[0}

+12ab‘4Z(1 + l)“’f t* (J y‘3e_(t‘7)ydy> dt
=0 1

T

olur. Bu esitlikten ise,
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T

f5(1) = 12ab‘4Z(1 + l)_4f y e W ft4etydt dy
=0 1

0

[ee)

+12ab‘42(1+l)‘4fy‘3e”’ ft‘*etydt dy
=0 1

T

elde edilir.

T
f ttedt = e (try !t — 413y~2 + 1272y 73 — 241y + 24y75) — 2475
0

ve
f tteVdt = eV (tty 1 + 413y"2 + 1272y 73 + 241y~ + 24y75)
T

oldugu kullanilarak

f5(1) = 12ab™* Z(l +1)~* j (tty™* — 413y~5 + 1272y~ 6 — 2471y~7 + 24y~8
1=0

—24e Yy 8)dy + 12ab‘42(1 + D J (tty™ + 413y 75 + 1212y 6 + 241y~7
+24y~8)dy

= 24ab™* Z(l +1)~* J (tty™* + 1272y7¢ + 24y 8 — 12 Wy~ 8)dy

y=00 @

- 121 e‘Tyy‘de>
=0 1

i -3 -7
_ -4 —af|aY 2 Yy Y
= 24ab Z(l +10) (l 120t o+ 24 7]

t 1272 24
— 24ab- Z(1+l) St 1260
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olarak bulunur. Burada

(0]

Eq(7) = f ey Bdy

1

integrali, dolayisiyla 3. Tip Schwarzschild Milne f5(7) integrali [0, 00) {izerinde t
parametresine gbre Weierastrass testinden diizgiin yakinsaktir. Ciinkii T € [0, ) i¢in

y 8e ™ <y~ Bolup

o)

f y 8dy < o
1

saglanir.
4.2 Schwarzschild Milne integrallerinin Seri Acilim

Bu kisimda bir Onceki kisimda Schwarzschild Milne integrallerinin  diizgiin

yakinsakligini arastirirken elde ettigimiz seri agilimlarini asagidaki gibi verebiliriz.

fi(r) = 6ab‘4§(1 + DMt + 412 + % — 12E4(7)) (4.1
1=0
c 1. 6
fo(x) =96ab™ » 1+ D*|=13+ =1+ 3E,(7) (4.2)
2 ; [3 5 ]
£ = 24ab‘4§(1 + 1) (g + 12;2 + ? _ 12E8(T)> (4.3)
1=0
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4.3 Schwarzschild Milne Integrallerinin Asimptotik Esitlikleri

Bu kisimda Schwarzschild Milne integrallerinin asimptotik esitlikleri elde edilecektir.
Bunun i¢in gerekli olan 6nerme asagida verilmektedir.
Onerme 4.3.1 Eger g(t, 1) fonksiyonu tiim ¢, T € [0, o) icin siirekli ise ve

oo

fg(t,r)dt

0

T € [0, o) iizerinde T parametresine gore diizgiin yakinsaksa

o

G(1) =fg(t,r)dr

0

fonksiyonu siireklidir ve tiim 7, € [0, ) i¢in

limjg(t,r)dr=f lim g(t,t)dt
TT-T9 T
0 0

saglanir. Bu Onerme kullanilarak aranan asimptotik esitlikler elde edilir. E4(t) ve

Onerme 4.3.1 geregince T € [0, ) i¢in

lim j y%e™dy = j y~6lim e dy =0 (4.4)
T—00 T

1 1
ve

(00} oo oo 1
limj y te Wdy = f y ®lime Vdy = f y~edy =- (4.5)
-0 -0 5

1 1 1

olarak elde edilir.

(4.4) ve (4.5) esitliklerinden
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f yte™dy =0(1), 1> (4.6)
1
ve

[ 1
f y e Vdy = ct o(1), t-0 (4.7)
1

asimptotik esitlikleri yazilir. Buradan

C 24
f,(t) = 6ab~* 2(1 FDTHE + 412 + 2 12E4(D)
1=0
seri agilimi, (4.3) ve (4.4) kullanilarak asagidaki asimptotik esitlikler elde edilir.
n
12
f1(t) = 6ab™* lim Z(l + 1) [? + 0(1)], -0 (4.8)
s
n
24
f1(t) = 6ab™* lim Z(l +1)~* [T4 + 472 + =+ 0(1)], T —> o, (4.9)
=
Ayrica (4.5) ve (4.6) esitliklerinden n’nin bazi 6zel degerleri i¢in f; (7),
12
fi(r) = 6ab™* [? + 0(1)], -0, n=0,

51 12
f1(0) =?ab‘4’ [?+0(1)], T-0, n=1,

1393
216

12
fi(o) = ab-4?+o(1)]. 50, n=2

24
fi(®) = 6ab™ [14 + 472 + = + 0(1)], T — 00, n=0,

51 24
fi(r) = gab‘4 [14 + 472 + = + 0(1)], T — 00, n=1,
1393
216

24
ab‘4[r4+4rz+—+o(1)], T > 0, n=2,

fi(x) = 5

olarak yazilir. Benzer islemler 2. tip Schwarzschild Milne integrali i¢in uygulanirsa,

28



£,(x) = 48ab™* A%Z(l +D*1+0)], T-0 (4.10)
fo(1) = 96ab‘41£i_r)1;10;(1 + 1) [%13 + gr +o(D)|, 7o (4.11)

asimptotik esitlikleri bulunur. n' nin bazi1 6zel degerleri igin f, (7);

fo(t) =48ab™*[1 +0(1)], T-0, n=0,
fo() =51ab™*[1+ 0(1)], -0, n=1,

f2(t) =

1393
> ab™*[1+0(1)], -0, n=2

olarak verilir. 3. tip Schwarzschild Milne integrali i¢in ise;
- 12
£5(1) = 24ab=* lim 2(1 + ) [7 + 0(1)], r 0 (4.12)
n—->oo
1=0

24
S T2+7+0(1) , T— 0 (4.13)

. 1 12
£,(1) = 24ab™" lim 2(1 + ) [514 4=
n—o0o
=0

asimptotik esitlikleri elde edilir. n’ nin bazi1 6zel degerleri i¢in f5(7);

288
f:(1) = Tab““[l +0(1)], -0, n=0,

306
f3(1) = Tab_4[1 +0(1)], -0, n=1,

2786
(1) = 3 ab™*[14+0(1)], 720, n=2
1 12 24
f3(1) = 24ab™* [§T4+?T2+7+0(1)], T > 00, n=0,
24
fz(1) = —ab [3 T +7+ 0(1)] — 00, n=1,
1393 12 24
fg(T)— ab~ [31 + =7 +7+0(1)] — 00, n=2,

esitlikleri elde edilir.
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4.4 Schwarzschild Milne integrallerinin “t” Parametresinin Baz1 Degerlerine

Gore Hesaplanmasi

Schwarzschild Milne integrallerinin  sayisal degerlerinin  yaklagik  olarak
hesaplanabilmesi i¢in, T parametresinin biliylik degerine gore Schwarzschild Milne
integrallerinin diizgiin yakisakligin1 ve asimptotik esitliklerinin bilinmesi 6nemlidir.
Schwarzschild Milne integrallerinin 6zelliklerini anlamak i¢in, seri ag¢ilimlarini
mimkiin oldugunca genis bir aralikta T parametresine gore elde etmek faydali olur.
Schwarzschild Milne integralleri parametreye bagli genellestirilmis integraller
oldugundan, bu integrallerin asimptotik esitliklerinin ve seri agilimlarinin incelenmesi,
bu integrallerin diizgiin yakinsakligi ile yakindan ilgilidir. Bu tezde elde edilen
Schwarzschild Milne integrallerinin diizgiin yakinsamas1 ve asimptotik esitlikleri
temelinde, Schwarzschild Milne integrallerinin degerlerini orta diizeyde bir bilgisayarda

bile hesaplamak i¢in basit ve dogru bir algoritma agagidaki gibi olur.

Cizelge 4.1 Asimptotik yaklasim esitlikleri 7 — 0 icin elde edilen (4.8), (4.10) ve
(4.12); T — oo icin elde edilen (4.9), (4.11) ve (4.12) Schwarzschild Milne

integrallerinin sayisal degerleri

n |z f1 f2 f3

0 [107° | 4,002358500x107% 1,334119500x1077 | 1,143531000x10~7
1 |107° | 4,252505906x10~8 1,417501969x1077 | 1,215001687x10~7
2 1107°4,301917739x108 1,433972580x1077 | 1,229119354x1077
5 11075 4,327043965x1078 1,442347988x1077 | 1,236298276x1077
0 | 102 | 1,668316515 0,08897331886 2,225133672

1 | 102 | 1,772586297 0,09453415130 2,364204526

2 | 10% | 1,793182797 0,09563258732 2,391675313

5 | 102 | 1,803656246 0,09619114892 2,405644379

0 | 10* | 1,667649442x108 88941,30320 2,223532660x108
1 | 10* | 1,771877532x108 94500,13464 2,362503451x108
2 | 10* | 1,792465796x108 95598,17542 2,389954472x108
5 | 10* | 1,802935058x108 96156,53602 2,403913487x108
0 | 10° | 1,667649375x10° 8,894130000x101° | 2,223532500x10'°
1 | 10° | 1,771877461x10'° 9,450013124x101° | 2,362503281x10'°
2 | 10° | 1,792465725x10'° 9,559817198x101° | 2,389954300x10'°
5 | 10° | 1,802934986x10%° 9,615653256x101° | 2,403913314x10'°
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Hesaplamalar 7 parametresinin genis bir degeri icin yapilmustir. Cizelge 4.1'den
Schwarzschild Milne integrallerinin sayisal degerlerinin T € [0,00) parametresi
araliginda yiiksek bir yakinsama orani gosterdigi aciktir. Sonuglardan goriilebilecegi
gibi, asimptotik yaklasim formiilleri (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12) ve (4.13) pratik

uygulamalarda ¢ok uygundur.

Cizelge 4.2 Schwarzschild Milne integralleri olarak verilen (4.1), (4.2) ve (4.3)

formiilleri yardimiyla bu integrallerin seri agilimlarinin degerleri

n |7 f1 f2 f3

0 | 107° | 3,996858575x1078 | 1,332291520x10~7 | 2,055523841x10~7
0 | 107*]3,997318274x1078 | 1,332435407x10~7 | 2,055643762x10~7
0 |1073]4,001821290x10"8 | 1,333874262x10~7 | 2,056836396x10~
0 | 10® | 16653,47749 88,81851100 22204,70769

0 | 10* | 1,665341155x1078 | 88818,19445 2,220454941x108
0 | 10° | 1,665341086x10"2 8,881819134x10” | 2,220454738x10"?
1 [107° | 4,246662236x1078 | 1,415559741x10~7 | 2,183994081x10~”
1 {107* | 4,247150667x1078 | 1,415710071x10~7 | 2,184121497x10~7
1 {1073 | 4,251935120x107% | 1,417241405x10~7 | 2,185388671x10~”
1 | 10% | 17694,31984 94,36966793 23592,50191

1 | 10* | 1,769424976x10® 94369,33161 2,359233375x108
1 | 10° | 1,769424904x10"? 9,436932828x10” | 2,359233207x10"?
2 107° | 4,296006169x1078 | 1,432007785x10~7 | 2,209370919x10~7
2 |107* | 4,296500276x1078 | 1,432159860x10~7 | 2,209499815x10~7
2 11073 ]4,301340322x1078 | 1,433708988x10~7 | 2,210781713x10~”
2 | 103 | 17899,91831 95,46619277 23866,63411

2 | 10* | 1,789984744x108 95465,85253 2,386646399x108
2 | 10° | 1,789984670x10"? 9,546584917x10” | 2,386646229x10"?

Cizelge 4.2'de, (4.1), (4.2) ve (4.3) formiillerini veren f;, f,, f3 fonksiyonlarmin seri

acilimlarindan Schwarzschild Milne integrallerinin sayisal degerleri elde edilmistir.

Cizelge 4.1 Schwarzschild Milne integrallerinin gercek degerlerini gosterirken,
Cizelge 4.2 hata payr yiiksek olan degerleri icermektedir. Schwarzschild Milne
integrallerinin  degerleri hem asimptotik yaklasimla hem de seri degerle
hesaplanabilmesine ragmen, asimptotik yaklasimla yapilan hesaplama (Cizelge 4.1)

gercek degere daha yakindir, yani Cizelge 4.1'de hata pay1 ¢ok diistiktiir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Parametreye bagli genellestirilmis integrallerinin kuantum fiziginde, kuantum istatistik
teorisinde, 1sinlarin taginma siirecleri teorisinde, yiiksek geciskenlik teorisinde, sivilarin
akiskanlik 6zelliklerinin 6grenilmesinde, tek boyutlu ve ¢ok boyutlu 1sin sagilimlarinda
ve diizlemsel sacgilimlarin incelenmesinde kullanildigi giriste bahsedilmistir. Bahsi
gecmeyen birgok alanda da kullanildigi  bilinmektedir. Parametreye baglh
genellestirilmis integrallerin dort 6zel formu olan birinci, ikinci ve tglinci tip
Schwarzschild Milne integrallerinin ve Plank integrallerinin diizglin yakinsakliginin,
asimptotik oOzelliklerinin arastirildigi ve seri gosterimlerinin elde edildigi bu tez;
integrallerin diizgiin yakinsakligindan faydalanarak elde edilen asimptotik esitliklerin ve
seri gosterimlerin integrallerin sayisal degerlerinin hesaplanmasindan daha kullanigh
oldugunu gostermistir. Ayrica birinci, ikinci ve {igiincii tip Schwarzschild Milne
integrallerinin T parametresinin bazi1 6zel degerleri i¢in yapilan sayisal degerlerinin
hesaplanmasinda, asimptotik yaklasim kullanilmasinin; seri gosterim kullanilmasina

gore, gergek degere daha yakin sonuglar verdigi gorilmiistiir.

Elde edilen bu veriler sayesinde diger parametreye bagli genellestirilmis integrallerin
sayisal degerlerinin hesaplanmasi i¢in bu integrallerin diizgiin yakinsakligindan
faydalanarak seri gosterimleri ve asimptotik Ozelliklerine ulasip gergek sonuca daha

yakin degerin hesaplanabilecegi diistiniilmektedir.
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