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Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 

İkinci bölümde, Plank ve birinci, ikinci, üçüncü tip Schwarzschild Milne integralleri 

için gerekli bazı tanımlar verilmiştir. Ayrıca bu integrallerin düzgün yakınsaklığının 

gösterilmesi için gerekli testler belirtilmiştir. 

Üçüncü bölümde, Plank integralinin düzgün yakınsaklığı, asimptotik özellikleri 

araştırılmış ve seri gösterimleri elde edilmiştir. 

Dördüncü bölümde; birinci, ikinci ve üçüncü tip Schwarzschild Milne integrallerinin 

düzgün yakınsaklığı, asimptotik özellikleri araştırılmış ve seri gösterimleri elde 

edilmiştir. Ayrıca, bu integrallerin belirlenen parametrenin bazı değerlerine göre 

hesaplamaları verilmiştir. 
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1. GİRİŞ 

Parametreye bağlı genelleştirilmiş integraller kuantum fiziğinde, kuantum istatistik 

teorisinde, ışınların taşınma süreçleri teorisinde, yüksek geçişkenlik teorisinde, sıvıların 

akışkanlık özelliklerinin öğrenilmesinde, tek boyutlu ve çok boyutlu ışın saçılımlarında 

ve düzlemsel saçılımların incelenmesinde önem arz etmektedir ( Breig ve Grosbie 1974, 

1975; Busbridge 1960; Chandrasekhar 1960; Grosbie ve Dougherty 1981; Grosbie ve 

Lee 1987, 1989; Drummond 1981; Goody 1964; Guseinov ve Mamedov 2001, 2002, 

2005; Hunt 1967; Kourganof 1952; Oberoy ve Gallaway 1972; Peraiah 2002; Prabha ve 

Yadav 1996; Rubicki 1971; Smith 1964; Smith ve Hunt 1967; Yuen ve Ho 1967). Ayrıca 

uygulamalı matematiğin ve analizin bazı konularının öğrenilmesinde, parametreye bağlı 

genelleştirilmiş integrallerin incelenmesi gerekmektedir (Nikolsky 1977; Prudnikov, 

Brychkov ve Marichev 1992; Sobelev 1963). Bu tür integrallere örnek olarak Fourier 

integralleri, Laplace integralleri, Euler integralleri, bir boyutlu ve çok boyutlu üstel 

integraller, Plank integrali, Schwarzschild Milne’ in birinci, ikinci, üçüncü integralleri 

ve Hubbel integrali gösterilebilir. 

Parametreye bağlı genelleştirilmiş integrallerin analitik özelliklerinin, seri 

gösterimlerinin, parametreye göre farklı noktalarda asimptotik eşitliklerinin öğrenilmesi 

ve yaklaşık değerlerinin hesaplanması, bu integrallerin parametreye göre düzgün 

yakınsaklığı ile ilgilidir. Bu nedenle de çeşitli parametreye bağlı genelleştirilmiş 

integrallerin incelenmesi önem arz etmektedir. 

Aşağıdaki gibi bir boyutlu üstel ve genelleştirilmiş üstel integralleri göz önünde 

bulunduralım. 

𝑒𝛼(𝑥) = ∫ 𝑒−𝑥𝑡𝑡−𝛼𝑑𝑡

∞

1

 

𝑔𝑘(𝑥) =
1

(𝑘 − 1)!
∫ 𝑒−𝑥𝑡(𝑙𝑛𝑡)𝑘−1𝑡−1𝑑𝑡

∞

1
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𝑒𝛼
𝑘(𝑥) =

1

Γ(𝑘 + 1)
∫ 𝑒−𝑥𝑡(𝑙𝑛𝑡)𝑘𝑡−𝛼𝑑𝑡

∞

1

, 

burada 𝛼 ∈ ℝ ≔ (−∞, ∞), 𝑘 ∈ ℕ ≔ {1,2,3, … } ve Γ(𝑘 + 1), Eulerin gamma 

fonksiyonudur. Bu parametreye bağlı genelleştirilmiş integraller için binomial ve 

multinomial katsayılar yöntemi kullanılarak seri gösterimler ve yaklaşık değerlerinin 

nümerik olarak hesaplanması Guseinov ve Mamedov tarafından elde edilmiştir (2001, 

2002, 2005). 

İntegrallerin parametreye göre düzgün yakınsaklığı ve düzgün yakınsaklığın 

kullanılarak seri gösterimleri, asimptotik eşitlikleri ve değerlerinin nümerik olarak 

hesaplamaları Aygar ve Bairamov (2011), Bairamov ve Özalp (2012), Bairamov ve 

Yardımcı (2010), Özalp ve Bairamov (2011) tarafından detaylı bir biçimde 

incelenmiştir. Üstel integrallerin iki boyutlu genelleştirmeleri 

𝜀𝑛
𝑝(𝑥, 𝛽) = ∫ 𝑓𝑛

𝑝(𝑡, 𝛽)
𝑒−𝑥(𝑡2+𝛽2)

1
2

(𝑡2 + 𝛽2)
𝑝
2

𝑑𝑡, 𝑛 = 1,2, … 

∞

1

 

şeklindedir, burada 𝑥 ∈ (0, ∞), 𝛽 ∈ ℝ, 𝑝 = 0,1 ve 𝑓𝑛
𝑝(𝑡, 𝛽) fonksiyonu t ve 𝛽 

değişkenlerine göre bir polinomdur. Bu üstel fonksiyonlar için düzgün yakınsaklık, seri 

gösterimleri, asimptotik eşitlikler ve değerlerinin nümerik olarak hesaplamaları 

Bairamov ve Özalp tarafından verilmiştir (2012). 

Radyasyonun yayılımı ile ilgili Hubbel integrali iki parametreye bağlı 

𝐻(𝑎, 𝑏) = ∫ ∫
1

1 + 𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑏

0

𝑎

0

 

şeklinde bir genelleştirilmiş integraldir, burada 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ ∞ ( Hubbel, Bach ve 

Lamkin 1960). Bu integral için düzgün yakınsaklık detaylı bir biçimde Bairamov ve 

Özalp tarafından incelenmiştir (2011). 
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2. PARAMETREYE BAĞLI GENELLEŞTİRİLMİŞ İNTEGRALLER 

2.1 Parametreye Bağlı Genelleştirilmiş İntegral 

Tanım 2.1 𝑢 =  𝑓 (𝑥, 𝑦) fonksiyonu 𝑎 ≤ 𝑥 < +∞ 𝑣𝑒 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 aralığında tanımlı 

olsun. Her 𝑦 ∈ [ 𝑐, 𝑑] için; 

𝐽(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = lim
𝑙→+∞

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑙

𝑎

𝑑𝑥

∞

𝑎

 

şeklinde tanımlanan integrale sınırsız aralıkta tanımlı parametreye bağlı genelleştirilmiş 

integral denir ( Budak ve Fomin 1973). 

2.2 Düzgün Yakınsaklık 

Düzgün yakınsaklık kavramı, parametreye bağlı genelleştirilmiş integraller teorisinde 

önemli bir rol oynar. Düzgün yakınsak genelleştirilmiş integraller belirli integraller gibi 

çalıştırılabilir.  

Sınırsız aralıkta tanımlı parametreye bağlı genelleştirilmiş integralin düzgün 

yakınsaklığı aşağıdaki gibi tanımlanır. 

Tanım 2.2 Eğer keyfi bir ε> 0 verildiğinde, her l > L(ε) ve her 𝑦 ∈  [𝑐, 𝑑] için aynı anda 

|𝐽(𝑦) − ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑙

𝑎

| = |∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

+∞

𝑙

| < 𝜀 

eşitsizliğini sağlayacak şekilde L=L(ε) varsa,   

𝐽(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

+∞

𝑎

 



4 
 

integrali, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 aralığında 𝑦 parametresine göre düzgün yakınsaktır denir ( Budak 

ve Fomin 1973). 

2.3 Parametreye Bağlı Genelleştirilmiş İntegrallerin Düzgün Yakınsaması İçin 

Testler 

2.3.1 Cauchy testi 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

∞

𝑎

 

integralinin bir [𝑐, 𝑑] aralığında düzgün bir şekilde yakınsaması için, her 𝜀 > 0 için        

𝐿 = 𝐿(𝜀) vardır öyle ki   

|∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑙′′

𝑙′

| < 𝜀 

eşitsizliği tüm 𝑙′, 𝑙′′ > 𝐿(𝜀) ve tüm 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] için aynı anda geçerli olması gerekli ve 

yeterlidir (Budak ve Fomin 1973). 

İspat: (Gereklilik) Eğer integral düzgün yakınsak ise, her 𝜀 > 0 için bir 𝐿 = 𝐿(𝜀) 

vardır, öyle ki 𝑙′ > 𝐿(𝜀), 𝑙′′ > 𝐿(𝜀) 𝑣𝑒 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] için; 

|∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

∞

𝑙′

| <
𝜀

2
 

ve 

| ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

∞

𝑙′′

| <
𝜀

2
 

eşitsizlikleri sağlanır. Bu nedenle, tüm 𝑙′, 𝑙′′ > 𝐿(𝜀) ve tüm 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] için 
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|∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑙′′

𝑙′

| = |∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 − ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

+∞

𝑙′′

+∞

𝑙′

| 

≤ |∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

+∞

𝑙′

| + | ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

+∞

𝑙′′

| <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀. 

(Yeterlilik) Eğer  

|∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑙′′

𝑙′

| < 𝜀 

eşitsizliği tüm 𝑙′ > 𝐿(𝜀), 𝑙′′ > 𝐿(𝜀) ve tüm 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] için geçerli ise,  

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
∞

𝑎

 

integrali 𝑡ü𝑚 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] için yakınsar. Bu nedenle, 𝑙′′ → +∞ olarak limite geçilirse, tüm 

𝑙′ > 𝐿(𝜀) için aynı anda tüm 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] için geçerli olan  

|∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

+∞

𝑙′

| < 𝜀 

eşitsizliğini elde edilir. 

2.3.2 Weierstrass testi 

Eğer 𝑎 ≤ 𝑥 < +∞  için |𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑔(𝑥) ve  

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

+∞

𝑎

 

yakınsak ise 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 aralığında  
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∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

+∞

𝑎

 

ve 

∫ |𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑥

+∞

𝑎

 

integralleri düzgün yakınsaktır ( Budak ve Fomin 1973). 

İspat: Keyfi bir 𝜀 > 0 verilsin. 

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

+∞

𝑎

 

integrali yakınsak ise en azından bir 𝐿 = 𝐿(𝜀) vardır öyle ki 

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 < 𝜀

𝑙′′

𝑙′

 

koşulu tüm 𝑙′, 𝑙′′ > 𝐿(𝜀)    (𝑙′′ > 𝑙′) için sağlanır. Bu tüm 𝑙′, 𝑙′′ > 𝐿(𝜀)   (𝑙′′ > 𝑙′) için 

|∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑙′′

𝑙′

| ≤ ∫ |𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑥

𝑙′′

𝑙′

≤ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 < 𝜀

𝑙′′

𝑙′

 

Eşitsizliklerinin, tüm 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] için aynı anda sağlandığı anlamına gelir. Sonuç olarak, 

Cauchy Testi ile, 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

+∞

𝑎

 

ve  
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∫ |𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑥

+∞

𝑎

 

integralleri 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 aralığında 𝑦 parametresine göre düzgün yakınsaktır. 

2.3.3 Abel testi 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

+∞

𝑎

 

integrali 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] aralığında 𝑦 parametresine göre düzgün yakınsak ise ve 𝑔(𝑥, 𝑦) 

fonksiyonu düzgün sınırlıysa, yani her 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] ve 𝑥 ≥ 𝑎 için |𝑔(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀 

sağlanıyorsa burada 𝑀; 𝑥 veya   𝑦’ ye bağlı olmayan bir sabit ise, 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

+∞

𝑎

 

integrali [𝑐, 𝑑] aralığında 𝑦 parametresine göre düzgün yakınsaktır (Prudnikov, 

Brychkov ve Marichev, 1992). 

İspat: Her 𝑥, 𝑦 için 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ |𝑓(𝑥, 𝑦)| olduğu biliniyor, buradan hipotez gereği              

her 𝑥 ≥ 𝑎 ve her 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] için 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑔(𝑥, 𝑦)| ≤ |𝑓(𝑥, 𝑦)||𝑔(𝑥, 𝑦)| yazılır. 

Ayrıca her 𝜀 > 0 ve 𝑙′, 𝑙′′ > 𝐿(𝜀) için 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

+∞

𝑎

 

integrali düzgün yakınsak olduğundan 

|∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

+∞

𝑎

| <
𝜀

𝑀
 

ve 
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|∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑙′′

𝑙′

| ≤ |∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑔(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑥

𝑙′′

𝑙′

| 

< 𝑀 |∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑙′′

𝑙′

| < 𝑀
𝜀

𝑀
= 𝜀 

bulunur. 

2.3.4 Dirichlet testi 

𝑏 ≥ 𝑎 ve 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] olmak üzere  

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

integrali 𝑦 parametresinin bir fonksiyonu olarak düzgün sınırlıysa, yani 𝑀 𝑦 

parametresine bağlı olmayan bir sabit olmak üzere 

|∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤ 𝑀 

ve 𝑥 → +∞ iken 𝑔(𝑥, 𝑦) → 0 olarak  𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] parametresine göre düzgün ve 𝑥 

parametresine göre monoton ise, bu durumda 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

+∞

𝑎

 

integrali [𝑐, 𝑑] aralığında 𝑦 parametresine göre düzgün yakınsaktır (Prudnikov, 

Brychkov ve Marichev 1992). 

İspat: Her 𝜀 > 0 için öyle bir 𝐿(𝜀) > 0 vardır öyle ki; her 𝑥 > 𝐿(𝜀) ve her 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] 

için; 
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|𝑔(𝑥, 𝑦)| <
𝜀

𝑀
 

sağlanır. Buradan her 𝑙′, 𝑙′′ > 𝐿(𝜀) için; 

|∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑙′′

𝑙′

| ≤ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑔(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑥 < 𝑀
𝜀

𝑀
= 𝜀

𝑙′′

𝑙′

 

bulunur. 

2.3.5 Dedekind testi 

𝐸 reel sayıların sınırlı veya sınırsız bir alt kümesi olmak üzere 

                                                  ∫ 𝑓(𝑥, 𝜆)𝑔(𝑥, 𝜆)𝑑𝑥, 𝜆 ∈ 𝐸                                     (2.1)

∞

0

 

integralini göz önüne alalım. 

Teorem 2.1 : (Düzgün Yakınsaklık için Dedekind Kriteri) 

Yukaırda verilen integralde 𝑓, 𝑔,
𝜕𝑔

𝜕𝑥
  fonksiyonları her 𝜆 ∈ 𝐸 için 𝑥 parametresine göre 

[0, ∞) aralığında sürekli olsunlar. Eğer 

a) Her 𝜆 ∈ 𝐸 için düzgün olarak 

lim
𝑥→∞

𝑔(𝑥, 𝜆) = 0, 

b) 
𝜕𝑔

𝜕𝑥
 fonksiyonu her 𝜆 ∈ 𝐸 için 𝑥 parametresine göre [0, ∞) üzerinde aynı işaretli 

(işaretini korusun),  

ve 

c) Her 𝜆 ∈ 𝐸, 𝑡 ∈  [0, ∞) için  
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∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝑥

0

 

integrali düzgün sınırlı, yani; her 𝑥 ∈ [0, ∞), 𝜆 ∈ 𝐸 için 

|∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝑥

0

| ≤ 𝑀 

olacak şekilde en azından bir 𝑀 > 0 var ise, bu durumda (2.1) integrali 𝜆 ∈ 𝐸 için 𝜆 

parametresine göre düzgün yakınsaktır (Prudnikov, Brychkov ve Marichev 1992). 

İspat: Keyfi 𝛽 ∈ [0, ∞) için kısmi integrasyon kullanarak aşağıdaki eşitlik elde edilir. 

∫ 𝑓(𝑥, 𝜆)𝑔(𝑥, 𝜆)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑔(𝑥, 𝜆)𝑑 {∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝛽

𝑥

}

∞

𝛽

=                                                            

∞

𝛽

 

                             = − [𝑔(𝑥, 𝜆) ∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝛽

𝑥

]

𝑥=𝛽

∞

+ ∫ [∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝛽

𝑥

]
𝜕𝑔(𝑥, 𝜆)

𝜕𝑥
𝑑𝑥

∞

𝛽

 

                                = − lim
𝑥→∞

[𝑔(𝑥, 𝜆) ∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝛽

𝑥

] + ∫ [∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝛽

𝑥

]

∞

𝛽

𝜕𝑔(𝑥, 𝜆)

𝜕𝑥
𝑑𝑥 

(2.2) 

Buradan; 

∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡 − ∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝑥

0

𝛽

0

𝛽

𝑥

 

olduğundan, 𝑀 ∈ ℝ olmak üzere 

                                                                   |∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝛽

𝑥

| ≤ 2𝑀                                        (2.3) 

olur. Bu durumda, 
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lim
𝑥→∞

[𝑔(𝑥, 𝜆) ∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝛽

𝑥

] = 0 

elde edilir. (2.2) eşitliği gereğince  

                               ∫ 𝑓(𝑥, 𝜆)𝑔(𝑥, 𝜆)𝑑𝑥 = ∫ [∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝛽

𝑥

]
𝜕𝑔(𝑥, 𝜆)

𝜕𝑥

∞

𝛽

∞

𝛽

𝑑𝑥                (2.4) 

olduğu bulunur. (2.3) eşitsizliğinden, her 𝜀 > 0 için, öyle 𝛿1 = 𝛿1(𝜀) > 0 vardır ki, 

keyfi 𝜂 ≥ 𝛿1(𝜀) ve keyfi 𝜆 ∈ E için 

                                                            |∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝜂

𝑥

| ≤ 2𝑀                                               (2.5) 

olur. Ayrıca her 𝜀 > 0 için, öyle 𝛿2 = 𝛿2(𝜀) > 0 vardır ki, her 𝜂 ≥ 𝛿2(𝜀) ve her 𝜆 ∈ 𝐸 

için 

                                                              |𝑔(𝜂, 𝜆)| ≤
𝜀

2𝑀
                                                    (2.6) 

sağlanır. 𝛿(𝜀) ≔ 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝛿1(𝜀), 𝛿2(𝜀)} olmak üzere, (2.5) ve (2.6) eşitsizliklerinden her  

𝜀 > 0 için öyle 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 vardır ki, her 𝜂 ≥ 𝛿(𝜀) ve 𝜆 ∈ 𝐸 için 

                                                             |∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝜂

𝑥

| ≤ 2𝑀                                              (2.7) 

                                                              |𝑔(𝜂, 𝜆)| ≤
𝜀

2𝑀
                                                    (2.8) 

elde edilir. (2.4), (2.7) ve (2.8) eşitliği ve eşitsizlikleri kullanılarak, her 𝜀 > 0 için öyle 

𝛿(𝜀) > 0 vardır ki, her 𝜂 ≥ 𝛿(𝜀) ve 𝜆 ∈ 𝐸 için 

|∫ 𝑓(𝑥, 𝜆)𝑔(𝑥, 𝜆)𝑑𝑥

∞

𝜂

| = |∫ [∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝜂

𝑥

]
𝜕𝑔(𝑥, 𝜆)

𝜕𝑥
𝑑𝑥

∞

𝜂

| 

                        ≤ ∫ |∫ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝜂

𝑥

| |
𝜕𝑔(𝑥, 𝜆)

𝜕𝑥
| 𝑑𝑥 ≤ 2𝑀 ∫ |

𝜕𝑔(𝑥, 𝜆)

𝜕𝑥
| 𝑑𝑥                  (2.9)

∞

𝜂

∞

𝜂
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bulunur. 

(c) özelliğine göre, her 𝜆 ∈ 𝐸 için 𝑥 parametresine göre 
𝜕𝑔(𝑥,𝜆)

𝜕𝑥
 aynı işaretli olduğundan 

(2.9) eşitsizliğinden 

|∫ 𝑓(𝑥, 𝜆)𝑔(𝑥, 𝜆)𝑑𝑥

∞

𝜂

| ≤ 2𝑀 |∫
𝜕𝑔(𝑥, 𝜆)

𝜕𝑥
𝑑𝑥

∞

𝜂

| 

= 2𝑀 | lim
𝑥→∞

𝑔(𝑥, 𝜆) − 𝑔(𝜂, 𝜆)| = 2𝑀. |𝑔(𝜂, 𝜆)| ≤ 𝜀 

olduğu çıkar, yani (2.1) integrali 𝜆 ∈ 𝐸 için λ’ ya göre düzgün yakınsaktır. 
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3. PLANK İNTEGRALİ 

Tanım 3.1 Kuantum istatistiğinde Plank fonksiyonunun açık formu, 

𝐵𝜈(𝑡) = 2ℎ𝑐−2𝜈3 (𝑒
ℎ𝜈
𝑘𝑡 − 1)

−1

 

şeklinde tanımlanır. Plank integrali ise,  

𝐵(𝑡) = ∫ 𝐵𝜈(𝑡)𝑑𝜈

∞

0

 

şeklinde tanımlanır ( Peraiah 2002) . 

3.1 Plank İntegralinin Düzgün Yakınsaklığı 

𝑎 = 2ℎ𝑐−2 𝑣𝑒 𝑏 = ℎ𝑘−1 olmak üzere, Plank integrali; 

𝐵(𝜏) = ∫ 𝐵𝜈(𝜏)𝑑𝜈 = 2ℎ𝑐−2 ∫ 𝜈3 (𝑒
ℎ𝜈
𝑘𝜏 − 1)

−1

𝑑𝜈

∞

0

∞

0

 

= 𝑎 ∫ 𝜈3𝑒−
𝑏
𝜏

𝜈 (1 − 𝑒−(
𝑏
𝜏

)𝜈)
−1

𝑑𝜈          

∞

0

 

olarak düzenlenip, 𝜑(𝜏, 𝜈) ve 𝜓(𝜏, 𝜈) fonksiyonları; 

𝜑(𝜏, 𝜈) = 𝜈3𝑒−
𝑏
𝜏

𝜈 ,        𝜓(𝜏, 𝜈) = (1 − 𝑒−
𝑏
𝜏

𝜈)
−1

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda Plank İntegrali;  

𝐵(𝜏) = 𝑎 ∫ 𝜑(𝜏, 𝜈)𝜓(𝜏, 𝜈)𝑑𝜈

∞

0
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biçiminde olur. Bu integralin düzgün yakınsaklığı Abel Testi kullanılarak gösterilsin. 

Bunun için, 

∫ 𝜑(𝜏, 𝜈)𝑑𝜈 = ∫ 𝜈3𝑒−(
𝑏
𝜏

)𝜈𝑑𝜈

∞

0

∞

0

 

genelleştirilmiş integralinin [0,∞) üzerinde 𝜏 parametresine göre düzgün yakınsak 

olduğu gösterilmelidir. 

𝑏

𝜏
𝜈 = 𝑥,

𝑏

𝜏
𝑑𝜈 = 𝑑𝑥 

olacak şekilde denklemdeki değişkenler değiştirilirse; 

𝜈 → 0 

iken 

𝑥 → 0 

ve 

𝜈 → ∞ 

iken 

𝑥 → ∞ 

olduğundan integralin sınırları aynı kalacaktır. Ayrıca, 

𝜈3 =
𝜏3𝑥3

𝑏3
,       𝑑𝜈 =

𝜏

𝑏
𝑑𝑥 

olduğundan 

∫ 𝜑(𝜏, 𝜈)𝑑𝜈 = ∫ 𝜈3𝑒−
𝑏
𝜏

𝜈𝑑𝜈

∞

0

= ∫
𝜏3𝑥3

𝑏3

∞

0

𝑒−𝑥
𝜏

𝑏
𝑑𝑥

  

∞

0

 

bulunur. 
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Son eşitlikte 

Γ(𝑛) = ∫ 𝑥𝑛−1𝑒𝑥𝑑𝑥,       Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!

∞

0

 

şeklinde tanımlanan “Gama Fonksiyonu” kullanılarak; 

∫ 𝜑(𝜏, 𝜈)𝑑𝜈

∞

0

= 𝜏4𝑏−4 ∫ 𝑥3𝑒−𝑥𝑑𝑥

∞

0

 

= 𝜏4𝑏−4Γ(4) = 3! 𝑏−4𝜏4 = 6𝑏−4𝜏4 

olarak elde edilir. O halde, 

∫ 𝜑(𝜏, 𝜈)𝑑𝜈 = ∫ 𝜈3𝑒−
𝑏
𝜏

𝜈𝑑𝜈

∞

0

∞

0

 

integrali [0,∞) üzerinde 𝜏 parametresine göre düzgün yakınsaktır. 

Diğer taraftan 𝑏 > 0, 𝜏 > 0, 𝜈 > 0 olduğundan 𝜓(𝜏, 𝜈) = (1 − 𝑒−
𝑏

𝜏
𝜈)

−1

fonksiyonu 

düzgün sınırlıdır, yani |𝜓(𝜏, 𝜈)| ≤ 1 sağlanır. Buradan Plank integrali Abel Testi’ ne 

göre düzgün yakınsaktır. 

3.2 Plank İntegralinin Seri Açılımı 

Bu kısımda Plank integrali için seri açılımı elde edilmeye çalışılacaktır. Bunun için 

|𝑥| < 1 olmak üzere 

∑ 𝑥𝑙 =
1

1 − 𝑥

∞

𝑙=0

 

seri açılımından yararlanılsın. Bu eşitlik Plank integralinde kullanılırsa; 



16 
 

𝐵(𝜏) = 𝑎 ∫ 𝜈3𝑒−
𝑏
𝜏

𝜈 (1 − 𝑒−
𝑏
𝜏

𝜈)
−1

𝑑𝜈 = 𝑎 ∫ 𝜈3𝑒−
𝑏
𝜏

𝜈  
1

1 − 𝑒−
𝑏
𝜏

𝜈
𝑑𝜈 

∞

0

∞

0

 

= 𝑎 ∫ 𝜈3𝑒−
𝑏
𝜏

𝜈 ∑ 𝑒−
𝑏
𝜏

𝜈𝑙𝑑𝜈

∞

𝑙=0

∞

0

 

Plank integrali parametreye bağlı integral gibi 𝜏 parametresine göre [0, ∞) aralığında 

düzgün yakınsak olduğundan, sonuncu eşitlikte seri ve integralin sırası değiştirilerek; 

𝐵(𝜏) = 𝑎 ∫ 𝜈3 ∑ 𝑒−
𝑏
𝜏

𝜈(𝑙+1)

∞

𝑙=0

𝑑𝜈

∞

0

 

= 𝑎 ∑ ∫ 𝜈3𝑒−
𝑏
𝜏

𝜈(𝑙+1)
𝑑𝜈

∞

0

∞

𝑙=0

 

elde edilir. Bu eşitlikte 

𝑏

𝜏
(𝑙 + 1)𝜈 = 𝑥, 𝜈 =

𝜏

𝑏(𝑙 + 1)
𝑥, 𝑑𝜈 =

𝜏

𝑏(𝑙 + 1)
𝑑𝑥 

değişken değiştirmelerini uygulanırsa; 

𝜈 → 0 

iken 

𝑥 → 0 

ve 

𝜈 → ∞  

iken 

𝑥 → ∞ 

olduğundan integralin sınırları aynı kalacaktır. Dolayısıyla;  
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𝐵(𝜏) = 𝑎 ∑ ∫
𝜏3

𝑏3(𝑙 + 1)3
𝑥3𝑒−𝑥

𝜏

𝑏(𝑙 + 1)
𝑑𝑥

∞

0

∞

𝑙=0

 

= 𝑎 ∑
𝜏4

𝑏4(1 + 𝑙)4
∫ 𝑥3𝑒−𝑥𝑑𝑥 = 𝑎 ∑

𝜏4

𝑏4(1 + 𝑙)4
Γ(4)

∞

𝑙=0

∞

0

∞

𝑙=0

 

= 6𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4𝜏4

∞

𝑙=0

 

bulunur. O halde Plank İntegrali için seri açılımı 

𝐵(𝜏) = 6𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4𝜏4

∞

𝑙=0

 

olarak elde edilir. 

3.3 Plank İntegralinin Asimptotik Eşitlikleri 

Bir önceki kısımda Plank integralinin seri açılımı 

𝐵(𝜏) = 6𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4𝜏4

∞

𝑙=0

= 6𝑎𝑏−4 lim
𝑛→∞

∑(1 + 𝑙)−4𝜏4

𝑛

𝑙=0

 

olarak elde edilmişti. Sonuncu eşitlik kullanılarak;  

𝐵(𝜏) = 6𝑎𝑏−4𝜏4, 𝑛 = 0 

ve 

𝐵(𝜏) = 6𝑎𝑏−4 (1 +
1

16
) 𝜏4 =

51

8
𝑎𝑏−4𝜏4,    𝑛 = 1 

𝐵(𝜏) = 6𝑎𝑏−4 (1 +
1

16
+

1

81
) 𝜏4 =

1393

216
𝑎𝑏−4𝜏4,   𝑛 = 2 
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eşitlikleri bulunur. Bulunan bu üç eşitlik Plank integrallerinin nümerik değerlerinin 

yaklaşık olarak hesaplanmasında çok önemlidir. Ayrıca 𝑛 = 3,4,5 ve diğer değerlerde de 

Plank integrali için eşitlikler bulunabilir. 
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4. SCHWARZSCHILD MILNE İNTEGRALLERİ 

Tanım 4.1 n ∈  ℕ olmak üzere, 

𝐸𝑛(𝑥) = ∫ 𝑦−𝑛𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦,    𝑛 = 1,2,3, …

∞

1

 

şeklinde tanımlanan integral üstel integral olarak adlandırılır. 

Tanım 4.2 

𝑓1(𝜏) =
1

2
∫ 𝐵(𝑡)𝐸1(|𝑡 − 𝜏|)𝑑𝑡

∞

0

 

şeklinde tanımlanan integrale 1. tip Schwarzschild Milne integrali, 

𝑓2(𝜏) = 2 ∫ 𝐵(𝑡)𝐸2(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑡 − 2 ∫ 𝐵(𝑡)𝐸2(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡

𝜏

0

∞

𝜏

 

şeklinde tanımlanan integrale 2. tip Schwarzschild Milne integrali ve 

𝑓3(𝜏) = 2 ∫ 𝐵(𝑡)𝐸3(|𝑡 − 𝜏|)𝑑𝑡

∞

0

 

şeklinde tanımlanan integrale 3. tip Schwarzschild Milne integrali adı verilir 

(Chandrasekhav 1960). 

4.1 Schwarzschild Milne İntegrallerinin Düzgün Yakınsaklığı 

𝑓1(𝜏) =
1

2
∫ 𝐵(𝑡)𝐸1(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡 +

1

2
∫ 𝐵(𝑡)𝐸1(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑡

∞

𝜏

𝜏

0

 

integralinde 𝐸1(𝜏 − 𝑡) ve 𝐸1(𝑡 − 𝜏) üstel integrallerinin eşiti yerlerine yazılırsa, 
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𝑓1(𝜏) =
1

2
∫ 6𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4𝑡4 (∫ 𝑦−1𝑒−(𝜏−𝑡)𝑦𝑑𝑦)

∞

1

) 𝑑𝑡

∞

𝑙=0

𝜏

0

 

+
1

2
∫ 6𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4𝑡4 (∫ 𝑦−1𝑒−(𝑡−𝜏)𝑦𝑑𝑦)

∞

1

) 𝑑𝑡

∞

𝑙=0

∞

𝜏

 

olur.  Bu eşitlikten ise, 

𝑓1(𝜏) = 3𝑎𝑏−4 ∫ ∑(1 + 𝑙)−4𝑡4 (∫ 𝑦−1𝑒−(𝜏−𝑡)𝑦𝑑𝑦)

∞

1

) 𝑑𝑡

∞

𝑙=0

𝜏

0

 

+3𝑎𝑏−4 ∫ ∑(1 + 𝑙)−4𝑡4

∞

𝑙=0

∞

𝜏

(∫ 𝑦−1𝑒−(𝑡−𝜏)𝑦𝑑𝑦

∞

1

) 𝑑𝑡 

bulunur. 𝑓1(𝜏) fonksiyonu için elde edilen sonuncu eşitlikte üstel integral 

fonksiyonunun 𝑡 parametresine göre [0, ∞) aralığında düzgün yakınsaklığı kullanılarak,  

𝑓1(𝜏) = 3𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫ 𝑦−1 (∫ 𝑡4𝑒−(𝜏−𝑡)𝑦𝑑𝑡

𝜏

0

) 𝑑𝑦

∞

1

∞

𝑙=0

 

+3𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫ 𝑦−1 (∫ 𝑡4𝑒−(𝑡−𝜏)𝑦𝑑𝑡

∞

𝜏

) 𝑑𝑦

∞

1

∞

𝑙=0

 

elde edilir. Buradan ise 𝑓1(𝜏) fonksiyonu için; 

𝑓1(𝜏) = 3𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫ 𝑦−1𝑒−𝜏𝑦 (∫ 𝑡4𝑒𝑡𝑦𝑑𝑡

𝜏

0

) 𝑑𝑦

∞

1

∞

𝑙=0

 

+3𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫ 𝑦−1𝑒𝜏𝑦 (∫ 𝑡4𝑒−𝑡𝑦𝑑𝑡

∞

𝜏

) 𝑑𝑦

∞

1

∞

𝑙=0

 

eşitliği bulunur. 
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𝑓1(𝜏) integralinde karşılaşılan ∫ 𝑡4𝑒𝑡𝑦𝑑𝑡
𝜏

0
 ve ∫ 𝑡4𝑒−𝑡𝑦𝑑𝑡

∞

𝜏
 integralleri kısmi integrasyon 

kullanılarak, 

∫ 𝑡4𝑒𝑡𝑦𝑑𝑡 = 𝑒𝜏𝑦(𝜏4𝑦−1 − 4𝜏3𝑦−2 + 12𝜏2𝑦−3 − 24𝜏𝑦−4 + 24𝑦−5) − 24𝑦−5

𝜏

0

 

ve 

∫ 𝑡4𝑒−𝑡𝑦𝑑𝑡 = 𝑒−𝜏𝑦(𝜏4𝑦−1 + 4𝜏3𝑦−2 + 12𝜏2𝑦−3 + 24𝜏𝑦−4 + 24𝑦−5)

∞

𝜏

 

şeklinde ifade edilir. Son iki integralin bulunan değerleri 𝑓1(𝜏) integralinde yerine 

yazılırsa, 

𝑓1(𝜏) = 3𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫(𝜏4𝑦−2 − 4𝜏3𝑦−3 + 12𝜏2𝑦−4 − 24𝜏𝑦−5 + 24𝑦−6

∞

1

∞

𝑙=0

 

−24𝑒−𝜏𝑦𝑦−6)𝑑𝑦 + 3𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫(𝜏4𝑦−2 + 4𝜏3𝑦−3 + 12𝜏2𝑦−4 + 24𝜏𝑦−5

∞

1

∞

𝑙=0

 

+24𝑦−6)𝑑𝑦 

elde edilir. Sonuncu eşitlikten ise, 

𝑓1(𝜏) = 6𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫(𝜏4𝑦−2 + 12𝜏2𝑦−4 + 24𝑦−6 − 12𝑒−𝜏𝑦𝑦−6)𝑑𝑦

∞

1

∞

𝑙=0

 

= 6𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 [(𝜏4
𝑦−1

−1
+ 12𝜏2

𝑦−3

−3
+ 24

𝑦−5

−5
)|

𝑦=1

𝑦=∞

− 12 ∫ 𝑒−𝜏𝑦𝑦−6𝑑𝑦

∞

1

]

∞

𝑙=0

 

= 6𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4(𝜏4 + 4𝜏2 +
24

5
− 12 ∫ 𝑒−𝜏𝑦𝑦−6𝑑𝑦)

∞

1

∞

𝑙=0
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= 6𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 [𝜏4 + 4𝜏2 +
24

5
− 12𝐸6(𝜏)]

∞

𝑙=0

 

olarak bulunur. 

𝐸6(𝜏) = ∫ 𝑒−𝜏𝑦𝑦−6𝑑𝑦

∞

1

 

üstel integrali için 𝜏 ∈ [0, ∞) olmak üzere  𝑦−6𝑒−𝜏𝑦 ≤ 𝑦−6 olduğu açıktır. Buradan, 

∫ 𝑦−6𝑑𝑦 < ∞

∞

1

 

yakınsak olduğundan, Weierstrass testinden 𝐸6(𝜏) ve hatta 1. tip Schwarzschild Milne 

𝑓1(𝜏) integralinin [0,∞) üzerinde 𝜏 parametresine göre düzgün yakınsak olduğu elde 

edilir. Benzer şekilde, 

𝑓2(𝜏) = 2 ∫ 𝐵(𝑡)𝐸2(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑡 − 2 ∫ 𝐵(𝑡)𝐸2(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡

𝜏

0

∞

𝜏

 

integralinde 𝐸2(𝜏 − 𝑡) ve 𝐸2(𝑡 − 𝜏) üstel integrallerinin eşitlikleri yerlerine yazılırsa, 

𝑓2(𝜏) = 2 ∫ 6𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4𝑡4 (∫ 𝑦−2𝑒−(𝑡−𝜏)𝑦𝑑𝑦

∞

1

) 𝑑𝑡

∞

𝑙=0

∞

𝜏

 

−2 ∫ 6𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4𝑡4 (∫ 𝑦−2𝑒−(𝜏−𝑡)𝑦𝑑𝑦

∞

1

) 𝑑𝑡

∞

𝑙=0

𝜏

0

 

olur.  Bu eşitlikten ise, 

𝑓2(𝜏) = 12𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 (∫ 𝑦−2𝑒𝜏𝑦 (∫ 𝑡4𝑒−𝑡𝑦𝑑𝑡

∞

𝜏

) 𝑑𝑦

∞

1

)

∞

𝑙=0
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−12𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 (∫ 𝑦−2𝑒−𝜏𝑦 (∫ 𝑡4𝑒𝑡𝑦𝑑𝑡

𝜏

0

) 𝑑𝑦

∞

1

)

∞

𝑙=0

 

olur. 

∫ 𝑡4𝑒−𝑡𝑦𝑑𝑡 = 𝑒−𝜏𝑦(𝜏4𝑦−1 + 4𝜏3𝑦−2 + 12𝜏2𝑦−3 + 24𝜏𝑦−4 + 24𝑦−5)

∞

𝜏

 

ve 

∫ 𝑡4𝑒𝑡𝑦𝑑𝑡 = 𝑒𝜏𝑦(𝜏4𝑦−1 − 4𝜏3𝑦−2 + 12𝜏2𝑦−3 − 24𝜏𝑦−4 + 24𝑦−5) − 24𝑦−5

𝜏

0

 

olarak elde edilmişti. Bu eşitlikler 𝑓2(𝜏) integralinde yerine yazılırsa, 

𝑓2(𝜏) = 12𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫ (𝜏4𝑦−3 + 4𝜏3𝑦−4 + 12𝜏2𝑦−5 + 24𝜏𝑦−6 + 24𝑦−7)𝑑𝑦

∞

1

∞

𝑙=0

 

−12𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4

∞

𝑙=0

∫ (𝜏4𝑦−3 − 4𝜏3𝑦−4 + 12𝜏2𝑦−5 − 24𝜏𝑦−6 + 24𝑦−7

∞

1

 

−𝑒−𝜏𝑦24𝑦−5)𝑑𝑦 

= 24𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫(4𝜏3𝑦−4 + 24𝜏𝑦−6 + 12𝑒−𝜏𝑦𝑦−7)𝑑𝑦

∞

1

∞

𝑙=0

 

= 24𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ([4𝜏3
𝑦−3

−3
+ 24𝜏

𝑦−5

−5
]

𝑦 = ∞

𝑦 = 1
+ 12 ∫ 𝑒−𝜏𝑦𝑦−7𝑑𝑦

∞

1

)

∞

𝑙=0

 

= 24𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 [
4

3
𝜏3 +

24

5
𝜏 + 12𝐸7(𝜏)]

∞

𝑙=0

 

= 96𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 [
1

3
𝜏3 +

6

5
𝜏 + 3𝐸7(𝜏)]

∞

𝑙=0
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olarak bulunur. Buradan  

𝐸7(𝜏) = ∫ 𝑒−𝜏𝑦𝑦−7𝑑𝑦

∞

1

 

üstel integrali için 𝜏 ∈ [0, ∞) olmak üzere 𝑦−7𝑒−𝜏𝑦 ≤ 𝑦−7 olduğu açıktır. 

∫ 𝑦−7𝑑𝑦 < ∞

∞

1

 

genelleştirilmiş integrali yakınsak olduğundan, Weierstrass testinden 𝐸7(𝜏) ve hatta 2. 

tip Schwarzschild Milne 𝑓2(𝜏) integralinin [0,∞) üzerinde 𝜏 parametresine göre düzgün 

yakınsaklığı elde edilir. 

3. tip Schwarzschild Milne 𝑓3(𝜏) integrali için 

𝑓3(𝜏) = 2 ∫ 𝐵(𝑡)𝐸3(|𝑡 − 𝜏|)𝑑𝑡

∞

0

 

ve 

𝑓3(𝜏) = 2 ∫ 𝐵(𝑡)𝐸3(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡 + 2 ∫ 𝐵(𝑡)𝐸3(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑡

∞

𝜏

𝜏

0

 

olduğundan, 𝐸3(𝜏 − 𝑡) ve 𝐸3(𝑡 − 𝜏) üstel integrallerinin eşiti yerlerine yazılırsa, 

𝑓3(𝜏) = 12𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫ 𝑡4 (∫ 𝑦−3𝑒−(𝜏−𝑡)𝑦𝑑𝑦

∞

1

) 𝑑𝑡

𝜏

0

∞

𝑙=0

 

+12𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫ 𝑡4 (∫ 𝑦−3𝑒−(𝑡−𝜏)𝑦𝑑𝑦

∞

1

) 𝑑𝑡

∞

𝜏

∞

𝑙=0

 

olur. Bu eşitlikten ise, 
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𝑓3(𝜏) = 12𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4

∞

𝑙=0

∫ 𝑦−3𝑒−𝜏𝑦 (∫ 𝑡4𝑒𝑡𝑦𝑑𝑡

𝜏

0

) 𝑑𝑦

∞

1

 

+12𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫ 𝑦−3𝑒𝜏𝑦 (∫ 𝑡4𝑒𝑡𝑦𝑑𝑡

∞

𝜏

) 𝑑𝑦

∞

1

∞

𝑙=0

 

elde edilir. 

∫ 𝑡4𝑒𝑡𝑦𝑑𝑡 = 𝑒𝜏𝑦(𝜏4𝑦−1 − 4𝜏3𝑦−2 + 12𝜏2𝑦−3 − 24𝜏𝑦−4 + 24𝑦−5) − 24𝑦−5

𝜏

0

 

ve 

∫ 𝑡4𝑒−𝑡𝑦𝑑𝑡 = 𝑒−𝜏𝑦(𝜏4𝑦−1 + 4𝜏3𝑦−2 + 12𝜏2𝑦−3 + 24𝜏𝑦−4 + 24𝑦−5)

∞

𝜏

 

olduğu kullanılarak 

𝑓3(𝜏) = 12𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫ (𝜏4𝑦−4 − 4𝜏3𝑦−5 + 12𝜏2𝑦−6 − 24𝜏𝑦−7 + 24𝑦−8

∞

1

∞

𝑙=0

 

−24𝑒−𝜏𝑦𝑦−8)𝑑𝑦 + 12𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫(𝜏4𝑦−4 + 4𝜏3𝑦−5 + 12𝜏2𝑦−6 + 24𝜏𝑦−7

∞

1

∞

𝑙=0

 

+24𝑦−8)𝑑𝑦 

= 24𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ∫(𝜏4𝑦−4 + 12𝜏2𝑦−6 + 24𝑦−8 − 12𝑒−𝜏𝑦𝑦−8)𝑑𝑦

∞

1

∞

𝑙=0

 

= 24𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 ([𝜏4
𝑦−3

−3
+ 12𝜏2.

𝑦−5

−5
+ 24

𝑦−7

−7
]|

𝑦=0

𝑦=∞

− 12 ∫ 𝑒−𝜏𝑦𝑦−8𝑑𝑦

∞

1

)

∞

𝑙=0

 

= 24𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 (
𝜏4

3
+

12𝜏2

5
+

24

7
− 12𝐸8(𝜏))

∞

𝑙=0
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olarak bulunur. Burada 

𝐸8(𝜏) = ∫ 𝑒−𝜏𝑦𝑦−8𝑑𝑦

∞

1

 

integrali, dolayısıyla 3. Tip Schwarzschild Milne 𝑓3(𝜏) integrali [0, ∞) üzerinde 𝜏 

parametresine göre Weierastrass testinden düzgün yakınsaktır. Çünkü 𝜏 ∈ [0, ∞) için 

𝑦−8𝑒−𝜏𝑦 ≤ 𝑦−8 olup 

∫ 𝑦−8𝑑𝑦 < ∞

∞

1

 

sağlanır. 

4.2 Schwarzschild Milne İntegrallerinin Seri Açılımı 

Bu kısımda bir önceki kısımda Schwarzschild Milne integrallerinin düzgün 

yakınsaklığını araştırırken elde ettiğimiz seri açılımlarını aşağıdaki gibi verebiliriz. 

𝑓1(𝜏) = 6𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4(𝜏4 + 4𝜏2 +
24

5
− 12𝐸6(𝜏)

∞

𝑙=0

)                                               (4.1) 

𝑓2(𝜏) = 96𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 [
1

3
𝜏3 +

6

5
𝜏 + 3𝐸7(𝜏)]

∞

𝑙=0

                                                      (4.2) 

𝑓3(𝜏) = 24𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4 (
𝜏4

3
+

12𝜏2

5
+

24

7
− 12𝐸8(𝜏))

∞

𝑙=0

                                      (4.3) 
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4.3 Schwarzschild Milne İntegrallerinin Asimptotik Eşitlikleri 

Bu kısımda Schwarzschild Milne integrallerinin asimptotik eşitlikleri elde edilecektir. 

Bunun için gerekli olan önerme aşağıda verilmektedir. 

Önerme 4.3.1 Eğer 𝑔(𝑡, 𝜏) fonksiyonu tüm 𝑡, 𝜏 ∈ [0, ∞) için sürekli ise ve 

∫ 𝑔(𝑡, 𝜏)𝑑

∞

0

𝑡 

𝜏 ∈ [0, ∞) üzerinde 𝜏 parametresine göre düzgün yakınsaksa 

𝐺(𝜏) = ∫ 𝑔(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏

∞

0

 

fonksiyonu süreklidir ve tüm 𝜏0 ∈ [0, ∞) için 

lim
𝜏→𝜏0

∫ 𝑔(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 = ∫ lim
𝜏→𝜏0

𝑔(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏

∞

0

∞

0

 

sağlanır. Bu önerme kullanılarak aranan asimptotik eşitlikler elde edilir. 𝐸6(𝜏) ve 

Önerme 4.3.1 gereğince 𝜏 ∈ [0, ∞) için 

lim
𝜏→∞

∫ 𝑦−6𝑒𝜏𝑦𝑑𝑦 = ∫ 𝑦−6 lim
𝜏→∞

𝑒−𝜏𝑦𝑑𝑦 = 0

∞

1

∞

1

                                                                     (4.4) 

ve 

lim
𝜏→0

∫ 𝑦−6𝑒−𝜏𝑦𝑑𝑦 = ∫ 𝑦−6 lim
𝜏→0

𝑒−𝜏𝑦𝑑𝑦 = ∫ 𝑦−6𝑑𝑦 =
1

5
                                             (4.5)

∞

1

∞

1

∞

1

 

olarak elde edilir. 

(4.4) ve (4.5) eşitliklerinden  
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∫ 𝑦−6𝑒−𝜏𝑦𝑑𝑦 = 𝜊(1),   𝜏 → ∞                                                                   (4.6)

∞

1

 

ve  

∫ 𝑦−6𝑒−𝜏𝑦𝑑𝑦 =
1

5
+ 𝜊(1),   𝜏 → 0

∞

1

                                                            (4.7) 

asimptotik eşitlikleri yazılır. Buradan  

𝑓1(𝜏) = 6𝑎𝑏−4 ∑(1 + 𝑙)−4(𝜏4 + 4𝜏2 +
24

5
− 12𝐸6(𝜏)

∞

𝑙=0

) 

seri açılımı, (4.3) ve (4.4) kullanılarak aşağıdaki asimptotik eşitlikler elde edilir. 

𝑓1(𝜏) = 6𝑎𝑏−4 lim
𝑛→∞

∑(1 + 𝑙)−4 [
12

5
+ 𝜊(1)] ,    𝜏 → 0                                    (4.8)

𝑛

𝑙=0

 

𝑓1(𝜏) = 6𝑎𝑏−4 lim
𝑛→∞

∑(1 + 𝑙)−4 [𝜏4 + 4𝜏2 +
24

5
+ 𝜊(1)]

𝑛

𝑙=0

,     𝜏 → ∞.           (4.9) 

Ayrıca (4.5) ve (4.6) eşitliklerinden 𝑛’nin bazı özel değerleri için 𝑓1(𝜏), 

𝑓1(𝜏) = 6𝑎𝑏−4 [
12

5
+ 𝜊(1)] , 𝜏 → 0, 𝑛 = 0, 

𝑓1(𝜏) =
51

8
𝑎𝑏−4 [

12

5
+ 𝜊(1)] , 𝜏 → 0, 𝑛 = 1, 

𝑓1(𝜏) =
1393

216
𝑎𝑏−4 [

12

5
+ 𝜊(1)] , 𝜏 → 0, 𝑛 = 2, 

𝑓1(𝜏) = 6𝑎𝑏−4 [𝜏4 + 4𝜏2 +
24

5
+ 𝜊(1)], 𝜏 → ∞, 𝑛 = 0, 

𝑓1(𝜏) =
51

8
𝑎𝑏−4 [𝜏4 + 4𝜏2 +

24

5
+ 𝜊(1)], 𝜏 → ∞, 𝑛 = 1, 

𝑓1(𝜏) =
1393

216
𝑎𝑏−4 [𝜏4 + 4𝜏2 +

24

5
+ 𝜊(1)] ,   𝜏 → ∞, 𝑛 = 2, 

olarak yazılır. Benzer işlemler 2. tip Schwarzschild Milne integrali için uygulanırsa, 
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𝑓2(𝜏) = 48𝑎𝑏−4 lim
𝑛→∞

∑(1 + 𝑙)−4[1 + 𝜊(1)],      𝜏 → 0

𝑛

𝑙=0

                                 (4.10) 

𝑓2(𝜏) = 96𝑎𝑏−4 lim
𝑛→∞

∑(1 + 𝑙)−4 [
1

3
𝜏3 +

6

5
𝜏 + 𝜊(1)]

𝑛

𝑙=0

,     𝜏 → ∞              (4.11) 

asimptotik eşitlikleri bulunur. 𝑛' nin bazı özel değerleri için 𝑓2(𝜏); 

𝑓2(𝜏) = 48𝑎𝑏−4[1 + 𝜊(1)],     𝜏 → 0, 𝑛 = 0, 

𝑓2(𝜏) = 51𝑎𝑏−4[1 + 𝜊(1)],     𝜏 → 0, 𝑛 = 1, 

𝑓2(𝜏) =
1393

27
𝑎𝑏−4[1 + 𝜊(1)],     𝜏 → 0, 𝑛 = 2, 

olarak verilir. 3. tip Schwarzschild Milne integrali için ise; 

𝑓3(𝜏) = 24𝑎𝑏−4 lim
𝑛→∞

∑(1 + 𝑙)−4 [
12

7
+ 𝜊(1)] ,     𝜏 → 0

𝑛

𝑙=0

                             (4.12) 

𝑓3(𝜏) = 24𝑎𝑏−4 lim
𝑛→∞

∑(1 + 𝑙)−4 [
1

3
𝜏4 +

12

5
𝜏2 +

24

7
+ 𝜊(1)] ,    𝜏 → ∞

𝑛

𝑙=0

(4.13) 

asimptotik eşitlikleri elde edilir. 𝑛’ nin bazı özel değerleri için 𝑓3(𝜏); 

𝑓3(𝜏) =
288

7
𝑎𝑏−4[1 + 𝜊(1)],     𝜏 → 0, 𝑛 = 0, 

𝑓3(𝜏) =
306

7
𝑎𝑏−4[1 + 𝜊(1)],     𝜏 → 0, 𝑛 = 1, 

𝑓3(𝜏) =
2786

63
𝑎𝑏−4[1 + 𝜊(1)],     𝜏 → 0, 𝑛 = 2, 

𝑓3(𝜏) = 24𝑎𝑏−4 [
1

3
𝜏4 +

12

5
𝜏2 +

24

7
+ 𝜊(1)] ,     𝜏 → ∞, 𝑛 = 0, 

𝑓3(𝜏) =
51

2
𝑎𝑏−4 [

1

3
𝜏4 +

12

5
𝜏2 +

24

7
+ 𝜊(1)] ,     𝜏 → ∞, 𝑛 = 1, 

𝑓3(𝜏) =
1393

54
𝑎𝑏−4 [

1

3
𝜏4 +

12

5
𝜏2 +

24

7
+ 𝜊(1)] ,     𝜏 → ∞, 𝑛 = 2, 

eşitlikleri elde edilir. 
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4.4 Schwarzschild Milne İntegrallerinin “𝝉” Parametresinin Bazı Değerlerine 

Göre Hesaplanması 

Schwarzschild Milne integrallerinin sayısal değerlerinin yaklaşık olarak 

hesaplanabilmesi için, 𝜏 parametresinin büyük değerine göre Schwarzschild Milne 

integrallerinin düzgün yakınsaklığını ve asimptotik eşitliklerinin bilinmesi önemlidir. 

Schwarzschild Milne integrallerinin özelliklerini anlamak için, seri açılımlarını 

mümkün olduğunca geniş bir aralıkta 𝜏 parametresine göre elde etmek faydalı olur. 

Schwarzschild Milne integralleri parametreye bağlı genelleştirilmiş integraller 

olduğundan, bu integrallerin asimptotik eşitliklerinin ve seri açılımlarının incelenmesi, 

bu integrallerin düzgün yakınsaklığı ile yakından ilgilidir. Bu tezde elde edilen 

Schwarzschild Milne integrallerinin düzgün yakınsaması ve asimptotik eşitlikleri 

temelinde, Schwarzschild Milne integrallerinin değerlerini orta düzeyde bir bilgisayarda 

bile hesaplamak için basit ve doğru bir algoritma aşağıdaki gibi olur. 

Çizelge 4.1 Asimptotik yaklaşım eşitlikleri 𝜏 → 0 için elde edilen (4.8), (4.10) ve 

(4.12); 𝜏 → ∞ için elde edilen (4.9), (4.11) ve (4.12) Schwarzschild Milne 

integrallerinin sayısal değerleri 

n 𝝉 𝒇𝟏 𝒇𝟐 𝒇𝟑 
0 10−5 4,002358500𝑥10−8 1,334119500𝑥10−7 1,143531000𝑥10−7 

1 10−5 4,252505906𝑥10−8 1,417501969𝑥10−7 1,215001687𝑥10−7 

2 10−5 4,301917739𝑥10−8 1,433972580𝑥10−7 1,229119354𝑥10−7 

5 10−5 4,327043965𝑥10−8 1,442347988𝑥10−7 1,236298276𝑥10−7 

0 102 1,668316515 0,08897331886 2,225133672 

1 102 1,772586297 0,09453415130 2,364204526 

2 102 1,793182797 0,09563258732 2,391675313 

5 102 1,803656246 0,09619114892 2,405644379 

0 104 1,667649442𝑥108 88941,30320 2,223532660𝑥108 

1 104 1,771877532𝑥108 94500,13464 2,362503451𝑥108 

2 104 1,792465796𝑥108 95598,17542 2,389954472𝑥108 

5 104 1,802935058𝑥108 96156,53602 2,403913487𝑥108 

0 106 1,667649375𝑥1016 8,894130000𝑥1010 2,223532500𝑥1016 

1 106 1,771877461𝑥1016 9,450013124𝑥1010 2,362503281𝑥1016 

2 106 1,792465725𝑥1016 9,559817198𝑥1010 2,389954300𝑥1016 

5 106 1,802934986𝑥1016 9,615653256𝑥1010 2,403913314𝑥1016 

 



31 
 

Hesaplamalar 𝜏 parametresinin geniş bir değeri için yapılmıştır. Çizelge 4.1'den 

Schwarzschild Milne integrallerinin sayısal değerlerinin 𝜏 ∈ [0, ∞) parametresi 

aralığında yüksek bir yakınsama oranı gösterdiği açıktır. Sonuçlardan görülebileceği 

gibi, asimptotik yaklaşım formülleri (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12) ve (4.13) pratik 

uygulamalarda çok uygundur.  

Çizelge 4.2 Schwarzschild Milne integralleri olarak verilen (4.1), (4.2) ve (4.3) 

formülleri yardımıyla bu integrallerin seri açılımlarının değerleri 

n 𝝉 𝒇𝟏 𝒇𝟐 𝒇𝟑 
0 10−5 3,996858575𝑥10−8 1,332291520𝑥10−7 2,055523841𝑥10−7 

0 10−4 3,997318274𝑥10−8 1,332435407𝑥10−7 2,055643762𝑥10−7 

0 10−3 4,001821290𝑥10−8 1,333874262𝑥10−7 2,056836396𝑥10−7 

0 103 16653,47749 88,81851100 22204,70769 

0 104 1,665341155𝑥10−8 88818,19445 2,220454941𝑥108 

0 105 1,665341086𝑥1012 8,881819134𝑥107 2,220454738𝑥1012 

1 10−5 4,246662236𝑥10−8 1,415559741𝑥10−7 2,183994081𝑥10−7 

1 10−4 4,247150667𝑥10−8 1,415710071𝑥10−7 2,184121497𝑥10−7 

1 10−3 4,251935120𝑥10−8 1,417241405𝑥10−7 2,185388671𝑥10−7 

1 103 17694,31984 94,36966793 23592,50191 

1 104 1,769424976𝑥108 94369,33161 2,359233375𝑥108 

1 105 1,769424904𝑥1012 9,436932828𝑥107 2,359233207𝑥1012 

2 10−5 4,296006169𝑥10−8 1,432007785𝑥10−7 2,209370919𝑥10−7 

2 10−4 4,296500276𝑥10−8 1,432159860𝑥10−7 2,209499815𝑥10−7 

2 10−3 4,301340322𝑥10−8 1,433708988𝑥10−7 2,210781713𝑥10−7 

2 103 17899,91831 95,46619277 23866,63411 

2 104 1,789984744𝑥108 95465,85253 2,386646399𝑥108 

2 105 1,789984670𝑥1012 9,546584917𝑥107 2,386646229𝑥1012 

 

Çizelge 4.2'de, (4.1), (4.2) ve (4.3) formüllerini veren 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 fonksiyonlarının seri 

açılımlarından Schwarzschild Milne integrallerinin sayısal değerleri elde edilmiştir. 

Çizelge 4.1 Schwarzschild Milne integrallerinin gerçek değerlerini gösterirken, 

Çizelge 4.2 hata payı yüksek olan değerleri içermektedir. Schwarzschild Milne 

integrallerinin değerleri hem asimptotik yaklaşımla hem de seri değerle 

hesaplanabilmesine rağmen, asimptotik yaklaşımla yapılan hesaplama (Çizelge 4.1) 

gerçek değere daha yakındır, yani Çizelge 4.1'de hata payı çok düşüktür.  
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Parametreye bağlı genelleştirilmiş integrallerinin kuantum fiziğinde, kuantum istatistik 

teorisinde, ışınların taşınma süreçleri teorisinde, yüksek geçişkenlik teorisinde, sıvıların 

akışkanlık özelliklerinin öğrenilmesinde, tek boyutlu ve çok boyutlu ışın saçılımlarında 

ve düzlemsel saçılımların incelenmesinde kullanıldığı girişte bahsedilmiştir. Bahsi 

geçmeyen birçok alanda da kullanıldığı bilinmektedir. Parametreye bağlı 

genelleştirilmiş integrallerin dört özel formu olan birinci, ikinci ve üçüncü tip 

Schwarzschild Milne integrallerinin ve Plank integrallerinin düzgün yakınsaklığının, 

asimptotik özelliklerinin araştırıldığı ve seri gösterimlerinin elde edildiği bu tez; 

integrallerin düzgün yakınsaklığından faydalanarak elde edilen asimptotik eşitliklerin ve 

seri gösterimlerin integrallerin sayısal değerlerinin hesaplanmasından daha kullanışlı 

olduğunu göstermiştir. Ayrıca birinci, ikinci ve üçüncü tip Schwarzschild Milne 

integrallerinin 𝜏 parametresinin bazı özel değerleri için yapılan sayısal değerlerinin 

hesaplanmasında, asimptotik yaklaşım kullanılmasının; seri gösterim kullanılmasına 

göre, gerçek değere daha yakın sonuçlar verdiği görülmüştür. 

Elde edilen bu veriler sayesinde diğer parametreye bağlı genelleştirilmiş integrallerin 

sayısal değerlerinin hesaplanması için bu integrallerin düzgün yakınsaklığından 

faydalanarak seri gösterimleri ve asimptotik özelliklerine ulaşıp gerçek sonuca daha 

yakın değerin hesaplanabileceği düşünülmektedir.  
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