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The conditions given by Kucha¥, which arise in Newton—Cartan gravity, were rewritten
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1. GIRIS

Elie Cartan, modern matematik tarihinin en 6nemli isimlerinden biridir. 9 Nisan
1869’da Giiney Fransa’da diinyaya gelen Cartan, 1912 yilinda Sorbonne’da profe-
sor olmugtur. Diferansiyel formlar, dig tiirev, Lie gruplar1 ve diferansiyel geometri
alanlarinda yapilan ¢aligmalarla modern geometrinin temel kavramlarinin geligme-
sine biiyiik katki saglamigtir (Misner vd. 1973). Giiniimiizde Newton—Cartan kiit-
legekimi olarak bilinen Newtonsal kiitlecekimin geometrik formiilasyonu, Cartan’in
1923-1924 (Cartan 1923) yillarinda diferansiyel geometri ve genel gorelilik iizerine
kaleme aldig1 ¢caligmaya dayanir. Bu ¢alismada Newtonsal kiitlegcekiminin, genel go-
relilige benzer bi¢imde koordinatlardan bagimsiz ve geometrik bir ¢ergevede ifade
edilebilecegi gosterilmigtir. S6z konusu yaklagimda Newtonsal kiitlecekim kuvveti,

uzay—zamanin geometrik yapisiyla iligkilendirilmektedir.

1960’1 ve 1980’11 yillar arasinda Andrzej Trautman ve Hans Peter Kiinzle'nin ¢a-
ligmalariyla Newton—Cartan kurami daha sistematik bir yapiya kavugturulmugtur
(Trautman 1963) (Trautman vd. 1965) (Kiinzle 1972). Trautman, kurami tam tegek-
kiilldi bir geometrik formiilasyon haline getirirken, Newtonsal kiitlegekiminin geri elde
edilebilmesi igin egrilik tensorii iizerine ek kogullarim (Trautman 1963) gerekliligini
vurgulamigtir. Dombrowski ve Horneffer bu geometrik yapiyr modern diferansiyel
geometri agisindan incelemis, Kiinzle ise kuramin modern bigimdeki ilk kapsaml su-
numlarmdan birini vermistir (Schwartz 2021). 1980 yilinda ise John A. Wheeler'in
ogrencilerinden biri olan Karel Kuchaf, Newton—Cartan kiitlegekiminin yapilarini
incelemis ve bu kurami kuantize etmistir (Kuchai 1980). 1981 yilinda Jiirgen Eh-
lers, genel gorelilik ile Newton—Cartan kiitlegekimini ayni ¢at1 altinda ele alan “frame
theory” yaklagimini geligtirmigtir, bunun yaninda Christian Duval ve Kiinzle, Galilei
geometrisi ile Bargmann cebiri arasindaki iligkiyi ortaya koymus ve Newton-Cartan
kiitlegekiminde eylemsiz hareketi asal demetler diliyle yorumlamiglardir (Schwartz
2026). Daha sonra Tekin Dereli, Sahin Kogak ve Murat Limoncu 2004 yilinda torsi-

yonlu Newton—Cartan baglantilar1 (Dereli vd. 2004) iizerine ¢aligmiglardir.
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Newton—Cartan kiitlegekimi, 2010’lu yillardan itibaren Galilei-goreli yogun madde
fizigindeki uygulamalariyla yeniden énem kazanmistir. Ozellikle Dam Thanh Son’un
ilk olarak 2013 yilinda ortaya koydugu ve daha sonra yayimlanan kuantum Hall et-
kisi caligmasi, Newton—Cartan geometrisinin modern fiziksel uygulamalarina yeni
bir yén kazandirmistir (Son 2025). Ote yandan, Newton-Cartan kiitlecekim kurami,
kuantum kiitlegekimi, stiperkiitlecekim, sicim kurami ve holografi baglaminda kulla-
nilmaya baglanmigtir. Sicimsel Newton—-Cartan geometrisinin ve torsiyonlu Newton—
Cartan yapilarinin geligtirilmesi, kuramin modern fizik igindeki 6nemini artirmistir

(Schwartz 2026).

Bu galigmada dért boyutlu uzay—zaman, afin bir manifold olarak ele alinmig (Cartan
1923) (Cartan 1986) ve bu yap1 tizerinde siirekli ortamlar dinamigi incelenerek hare-
ket denklemleri elde edilmigtir. Ardindan Newton—Cartan alan denklemleri, egrilik
tensorii ve Ricci tensorii kullanilarak ifade edilmigtir. Caligmanin devaminda Kuchar
(Kuchar 1980) tarafindan verilen Newton—Cartan kogullar1 ele alinmig, bu kogullar
koordinat bagimsiz bicimde yeniden yazilmis ve ayar doniisiimleri altindaki davranis-
lar1 incelenmigtir. Devaminda, Newton—Cartan geometrisinde zamansal ve uzaysal
metrik yapilarin dejenere olmasi nedeniyle afin baglantinin klasik Riemann geometri-
sindeki gibi tekil olmayan bir metrikten dogrudan elde edilemeyecegi gosterilmistir,
baglantinin Kiinzle nin kovariyant metrigi (Kiinzle 1972) ve Newton—Cartan ko-
sullar1 araciligiyla nasil belirlendigi agiklanmigtir ve bu baglantinin davranisi ayar
doniigtimleri altinda incelenmistir. Son olarak Newton—Cartan afin baglantisinin 6zel
bir hali olan kiitlegekim alan siddetinin sifir oldugu durum ele alinmis ve bu yeni

baglanti ile s6z konusu olan kogullar incelenmigtir.

Tez su sekilde tertip edilmistir: Ikinci boliimde Newton-Cartan kiitlecekiminin ge-
ometrik formiilasyonu igin gerekli matematiksel altyapi hazirlanmistir; afin nokta
uzay1, Oklid nokta uzay1, tensor hesabi ve Galilei uzayzaman yapisi sirasiyla tani-
tilmistir (Lichnerowicz 1962) (Arnold 1989). Ugiincii, boliimde énce Cartan’m bakis
acis1 ve eylemsizlik ilkesi ele alinmig, ardindan dort boyutlu uzay—zamanda stirekli
ortamlar dinamigi, diferansiyel formlar formalizimi ile dig ¢arpim ve dig tiirev iglem-

leri kullanilarak incelenmis; stirekli ortamlar mekaniginin iki temel hareket denklemi
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once sabit bir Galilei ¢ercevesinde elde edilmis, daha sonra uzay—zamanin her nokta-
sina degisken bir Galilei referans sistemi baglanmasi durumunda kovaryant bigimde
yeniden ifade edilmigtir. Dérdiincii boliimde Newton-Cartan uzay-zamanindaki ya-
pilar, Galilei gozlemcisini karakterize eden i—vii kogullar1 (Kiinzle 1972) (Kuchaf
1980) aracihigiyla tamtilmig ve bu kogullar koordinat bagimsiz bi¢imde yeniden ya-
zilmigtir. Bu boliimiin devaminda ise Trautman kogulundan (Trautman 1963)(Tra-
utman vd. 1965) egrilik tensori tiiretilmis, alan denklemleri elde edilmiy ve ayar
doniigiimleri altindaki davranig incelendikten sonra Newton—Cartan afin baglantisi,
Kiinzle’'nin kovaryant metrigi ve Newton—Cartan kuramindaki kogullar kullanilarak
tiiretilmigtir. Daha sonra afin baglantinin ayar doniigiimleri altinda nasil davran-
dig1 hesaplanmigtir. Tezin son kisminda ise afin baglantinin 6zel hali ele alinmis,
kiitlecekim alan siddetinin yoklugunda yeni bir baglant1 tanimlanmis ve s6z konusu

Newton-Cartan kuramindaki kogullar bu baglantinin ¢zel halinde incelenmisgtir.



2. AFIN UZAYI

Bu béliimde, Newton-Cartan kiitlecekimi kuraminin geometrik formiilasyonu igin
gerekli olan matematiksel altyap: sunulmaktadir. Ilk olarak afin nokta uzay1 kavrami
ele alinmis; referans sistemi, koordinatlar ve bir noktanin farkl referans sistemlerin-
deki koordinatlar1 arasindaki doniisiim bagintilar: incelenmis, ardindan afin alt uzay
kavrami tanimlanmigtir. Daha sonra, afin nokta uzayima karsilik gelen vektor uzayi-
nin Oklid yapisina sahip olmasi durumunda Oklid nokta uzaymm nasil elde edildigi
aciklanmigtir. Bu gergevede, iki nokta arasindaki uzaklik, licgen esitsizligi ve sonsuz
yakin iki nokta arasindaki uzakligin ikinci dereceden form ile ifadesi ele alinmigtir.

Boliimiin devaminda, afin uzaylar iizerinde tensér hesabina yer verilmistir. Iki vek-
tor uzayimin tensor ¢arpimi temel 6zellikleriyle birlikte tanimlanmig ve bu ¢arpimin
birlesme 6zelligi incelenmigtir. Ayrica, bir vektor uzayi ile dual uzay1 kullanilarak ko-
varyant ve kontravaryant afin tensorler olugturulmus; ikinci dereceden tensorler i¢in
simetri ve antisimetrinin baz se¢iminden bagimsiz 6zellikler oldugu gosterilmistir

(Lichnerowicz 1962).

Son olarak, Galilei uzay—zaman yapisi tanitilmigtir. Dért boyutlu bir afin evren, pa-
ralel yer degistirmeler uzayindan reel zaman eksenine tanimlanan dogrusal zaman
gonderimi ve eszamanl olaylar uzay: iizerinde belirlenen uzaklik kavrami aracili-
giyla kurulmugtur. Bu baglamda eszamanli olaylar uzayi, Galilei uzay1 ve Galilei
doniistimleri tanimlanarak, Newton-Cartan geometrisine gegis i¢in gerekli olan afin-

geometrik altyapr tamamlanmigtir (Arnold 1989).
2.1 Afin ve Oklid Nokta Uzay1

Adi geometrinin U ile gosterilen nokta uzay1 goz oniine alindiginda bu uzayin ele-
manlar1 noktalardir ve bu noktalar araciligiyla vektorler tanimlanabilir. S6z konusu
vektorler agagidaki bagintilar: saglar:

AB = —BA,

AB =AC+ CB.

U uzayinda keyfi bir O noktasi segildiginde, ¢ uzayimin her A noktasina, OA ile
4



tanimlanan bir a serbest vektori
a= 0A.

bagintis1 araciligiyla kargilik getirilebilir.

Tersine, herhangi bir a serbest vektorii verildiginde,
OA =a.

bagintisini saglayan bir ve yalniz bir A noktasi bulunmaktadir.
Daha genel olarak, elemanlar1 nokta olarak adlandirilan bir ¢/ kiimesi ele alindi-
gida. U kiimesinin sirali her (A, B) nokta ¢iftine, U, ile gosterilen n boyutlu vektor

uzayimin bir AB vektorii, agagidaki sartlar saglayacak bigimde kargilik getirilebilir:

(a) AB = —BA.
(b) AB = AC+ CB.
(¢c) OA=a.

Burada O, U kiimesi i¢inde segilen keyfi bir nokta olmak {izere, U, uzaymim her a
vektoriine, OA = a bagintisini saglayan bir ve yalniz bir A noktasi kargilik gelmek-

tedir.

Bu sartlarin saglanmasi durumunda, U kiimesine n boyutlu afin nokta uzay1 denir
ve bu uzay U, ile gosterilir. U, vektor uzaymin reel veya kompleks sayilar cismi
tizerinde tanimlanmasina gore, U,, uzayi sirasiyla reel veya kompleks afin uzay olarak
adlandirilir. Bu ¢alismada yalnizca reel afin uzaylar ele alinmaktadir.

AB biciminde gosterilen bir vektor icin A noktasina baslangic noktasi, B nokta-
sma ise ug nokta denir. Buna gore (c¢) sarti, herhangi bir a vektorii ile O baglangig
noktasinin verilmesi durumunda, bu vektoriin A ug noktasinin U iginde tek ola-
rak belirlendigini ifade eder. Yapilan kabullerin dogal bir sonucu olarak, AA = 0

bagintisinin saglandigr da goriiliir.

Bir U,, afin uzay: verildiginde, U,, uzayimin bir O noktasi ile bu uzaya karsilik gelen U,
vektor uzaymin bir (eq, es, ..., e,) bazindan olusan yapiya, U,, uzayimn bir referans

sistemi denir. O noktasi, referans sisteminin baglangi¢ noktasi olarak adlandirilir.
5



Bir referans sistemi bundan sonra (O, ey, e, ..., €,) veya kisaca (O, e;) gosterimiyle
ifade edilecektir. U, uzaymin keyfi bir noktasi A ile gosterilsin. O A vektoriiniin (e;)
bazina gore x* bilegenlerine, A noktasmm (O, e;) referans sistemine gore koordinat-
lar1 denir. (c) sart1 geregince, n sayidan olusan (x',z? ... 2") koordinatlar ile U,

uzayimin noktalari arasinda bire bir bir kargilik gelme bulunmaktadir.

U, uzaymm A ve B noktalari, bir (O,¢;) referans sistemine gore sirasiyla (z%) ve
(y') koordinatlariyla verildiginde, AB vektériiniin bilegenleri belirlenebilir. (a) ve

(b) sartlar kullamldiginda,
AB =A0+ OB = 0B — 0OA.

bagintisi elde edilir. Buradan, AB vektoriiniin (e;) bazina gére bilegenlerinin (y* — )

oldugu sonucuna ulagilir.

U, uzaymin ayn bir N noktasinin farkli iki referans sistemine gore koordinatlari
arasindaki doniigiim bagintilar1 da incelenebilir.

(O, e;) ve (O, €)), Uy, uzaymin keyfi iki referans sistemini gostersin. Her bir referans
sisteminin digerine gore tanimlanabilmesi i¢in, ilgili sistemin baglangi¢ noktasinin
diger sistemdeki konumu belirtilmeli ve baz vektorleri diger sistemin baz vektorleri

cinsinden ifade edilmelidir:
OO, = Ctiei . O/O = ijlej/ .

_ i _ 77
€4 _Aj’ €; . Gi—Ai €jr .

N noktast, U, uzaymda, (O, e;) referans sistemine gore koordinatlari z* ve (O’ ¢})

referans sistemine gore koordinatlar: 2 olan herhangi bir nokta olsun. Bir taraftan,
ON = z'e;.
bagintisi gecerlidir. Diger taraftan ise
ON = 00"+ O'N = d'e; + 27¢; = (a' + Ala")e;.
ifadesi elde edilir. Buradan, aranan dontisiim formiilleri

o' = 4+ Al (2.1.1)
6



seklinde bulunur. Benzer bigimde,
i = + Al (2.1.2)
formiilleri elde edilir.

A, bir U,, afin uzaymin bir alt kiimesi olsun. O noktasi, A kiimesinde segilen her-
hangi bir nokta olmak tizere, A kiimesinin biitiin N noktalaria kargilik gelen ON
vektorlerinin kiimesi, U,, uzayimin bir alt vektor uzayim olusturuyorsa, A kiimesine

U, afin uzaymin bir afin alt uzay1 denir.

Bu sartin saglanmasi i¢in, A kiimesinde segilen belirli bir O noktasina gore tanimla-
nan ON vektorlerinin, U,, uzaymin bir A, alt vektor uzayimi olusturmas: yeterlidir.

O’', A kiimesinin herhangi bir bagka noktasi ise,
O'N =0ON - 00'.

bagintisi saglanir. Hem ON hem de OO’ vektorleri A, alt vektor uzayina ait oldu-
gundan, O'N vektori de A, uzayma aittir. Tersine, A, uzayma ait herhangi bir a

vektorii verildiginde,

ON = 00’ + a.

bagintisini saglayan bir ve yalniz bir N noktasi1 bulunmaktadir. Bu N noktasi,
O'N = a.

bagintisini saglar.

Yukaridaki tanimlara gore, kendisiyle iligkilendirilen vektor uzayr bir Oklid vektor
uzay1 olan her afin nokta uzaymna, Oklid nokta uzay: denir.

Afin uzaya karsilik gelen U, vektor uzay1 6z bir Oklid uzayi ise, U, uzayma da 6z
Oklid nokta uzay1 denir. Benzer bicimde, U,, uzaymin (e;) bazi ortonormal ise, (O, e;)

referans sistemine de ortonormal referans sistemi denir.

Bir Oklid nokta uzaymda iki nokta arasmmdaki uzaklik tanimlanabilir. Tanim ge-
regi, U, uzaymmin A ve B gibi herhangi iki noktas1 arasindaki uzakligin karesi, AB

vektoriiniin normunun karesine esittir; yani

(AB)* = AB”.
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Oz bir Oklid uzaymin herhangi iic noktas1 A, B ve C ile gosterildiginde,

AC = AB + BC.
bagintis1 saglanir. Bu bagintiya norm igin iiggen esitsizligi uygulandiginda,

AC < AB + BC. (2.1.3)
sonucu elde edilir. Bu egitsizlige ti¢gen esitsizligi denir.

Oklid nokta uzaymda herhangi bir (O, ;) referans sistemi verildiginde, iki nokta ara-
sindaki uzakligin karesinin analitik ifadesi elde edilebilir. Bu amacla, M noktasiin
koordinatlar1 (z*) ve N noktasinin koordinatlar1 (3*) olarak alinsin. M N vektoriiniin

bilegenleri (y* — z*) oldugundan,
(MN)? = gii(y' — 2")(y’ —a7). (2.1.4)

N noktasimnin M noktasina sonsuz yakin oldugu kabul edilebilir ve koordinatlari
(2" + dx?) ile gosterilebilir. Bu durumda, sonsuz yakin iki nokta arasimdaki uzaklhigin

karesi olan ds?, diferansiyellerin ikinci dereceden bir formu olarak
ds® = g;jdr'da’. (2.1.5)

seklinde verilir.
Burada g;; sayilar1, (z*) koordinatlarna gore sabittir. U,, uzay1 6z bir Oklid uzay1 ve

(O, e;) ortonormal bir referans sistemi ise,
ds® = (do')? + (dz*)* + - - - + (dz"™)*. (2.1.6)

bagintisi elde edilir. Bu baginti, klasik geometride dik koordinatlar kullanilmasi1 du-
rumunda ds? icin elde edilen formiiliin n boyutlu uzaya genellestirilmis bicimidir

(Lichnerowicz 1962).
2.2 Afin Uzayinda Tensor Hesabi

Sirasiyla n ve p boyutlu iki vektor uzay1 E,, ve F, ele almsin. Bu uzaylara, F, ® F,
ile gosterilen ve boyutu np olan bir vektor uzay1 karsilik getirilsin. Eger x € E,, ve
y € F, ise, (z,y) ciftine £, ® F, uzaymmda = ® y ile gosterilen bir eleman karsilik

gelir. Bu karsilik, agagidaki 6zellikleri saglar:
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(a) Eger x,x1,292 € E,, ve y,y1,y2 € F, ise, tensor ¢arpimi vektor toplamina gore
dagilimhdir:
TR (Y1 +1y) =Y+ Yo,

(T1+22) QY=Y+ 12 QY.
(b) Herhangi bir « skaleri i¢in:

ar @Y=z ay =ao(ry).

(¢) Eger (z1,29,...,2,) ve (y1,Yya,...,Yy,) sirasiyla E, ve F, uzaylarmin bazlari

ise, agsagidaki np eleman
T @ Yo (t=1,....,n; a=1,...,p)
E, ® F, uzaymda bir baz olugturur.

Bu kogullar altinda FE,, ® F}, uzayma, FE, ve F, uzaylarimin tensér carpimi denir.
r ® y elemani ise x ve y vektorlerinin tensor ¢arpimi olarak adlandirilir. Yukari-
daki ozellikler kullanilarak, iki vektoriin tensor ¢arpiminin bilegenler cinsinden nasil
ifade edilecegi incelenebilir. F,,, F, ve E, ® I}, uzaylarinda sirasiyla asagidaki bazlar
secilsin:
(€:), (fa), (€ia) (t=1,....,n; a=1,...,p).
(c) ozelligine gore:
e fa = €in- (221)

Simdi ise

T = 1'e;, y=1y"fa (2.2.2)
olsun. Burada z ve y, swasiyla E, ve F, uzaylarmmn keyfi elemanlaridir. (2.2.2)

bagmtilarinda verilen vektorlerin tensér garpimi alimarak (a) ve (b) 6zellikleri kulla-

nildiginda,
TRy =1x'Y"e; ® fo =2y eia. (2.2.3)
bagitisi elde edilir. Buna gore z'y® sayilarl, r ® y elemaninin e;, bazina gore bile-

senleridir.



(2.2.3) ile verilen bilesen gosteriminin (c) 6zelligiyle uyumlu oldugu gosterilebilir.
(x;) ve (ya), sirasiyla E,, ve F, uzaylarimn herhangi iki bazi oldugunda, ey ve fz

vektorleri bu bazlara gore
ek = apri,  f5 = U3Ya-

seklinde yazilabilir.
E, ® F, uzaymin herhangi bir 7" eleman1 da

T = tiaeia = tiaei ® fa
bi¢iminde ifade edilebilir. Dolayisiyla,
T =t"alr; ® b3Ya = t’“ﬁaibg i @ Yo

Boylece T, z; ® y, elemanlarinin dogrusal bir birlesimi olarak yazilir. Eger T = 0
ise, buradan t** = 0 elde edilir. Bu sonug, x; ® ¥, elemanlarinin dogrusal bagimsiz
oldugunu gosterir. Dolayisiyla (c) 6zelligi saglanmaktadir.

Elde edilen sonug su bigimde ifade edilebilir: E,, F,, ve E, ® F, uzaylar yukarida
belirtilen iligkili bazlara gore ele alindiginda, (a), (b) ve (c) ozelliklerini saglayan
bilesim kurali, bilesenleri % olan bir x vektorii ile bilesenleri y® olan bir y vektoriine,
E, ® F, uzaynda bilegenleri 2'y® olan bir elemanin kargilik getirilmesiyle belirlenir.
Sirasiyla n, p ve ¢ boyutlu ii¢ vektor uzay1 E,, F, ve G, ele alinsin. Eger x € E,,
y € I, ve z € Gy ise, B, ® F), uzaymdaki x ® y elemanimin z ile tensér garpimi

aliabilir. Boylece

[ty ®=z
elemani elde edilir. Ayni elemanin
@ [y® 2]
bi¢iminde de elde edildigi kabul edilir; yani
rRylez=r0ye:z]

Bu esitlik, tensor ¢arpiminin birlesme 6zelligini ifade eder. S6z konusu 6zelligin yal-

nizca baz vektorleri igin kabul edilmesi yeterlidir. Ortak deger

rTRYR 2z
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ile gosterilir ve buna karsilik gelen uzay
E,®F,®GaG,

seklinde yazilir. Genel olarak E,, F},, G, ... uzaylarindan alman sonlu sayida vektor
icin agagidaki tanim verilir:

E,®F,®G,® --- vektor uzaymin her bir elemanina tensor denir.

n boyutlu bir F),, uzay: verildiginde, E, ile 6zdes ¢ adet uzayn tensor ¢arpimi olus-
turulabilir. Bu yolla elde edilen n? boyutlu vektor uzayi EY ile gosterilecek ve E,
uzaymin ¢. tensér kuvveti olarak adlandirilacaktir. F,, ve Eff) vektor uzaylarinin
bazlar sirasiyla (e;) ve (€;,4,..4,) ile gosterildiginde, (2.2.1) bagintisini genellestiren

asagidaki gosterim kullanilir:

€iy D €j, D€y Q-+ Q€ = iy iy (2.2.4)
Eger x(1), x(2),...,%(), £, uzaymmn sirasiyla
Tay L@y 0 T

bilegenlerine sahip herhangi ¢ tane vektoriinii gosterirse, bu vektorlerin tensor car-
pimi

Ty QT2 ® - ® T(g) = lel)xg) . -xé‘;)eim_._iq. (2.2.5)
seklinde ifade edilir.

Simdi F,, uzaymin dual uzay: olan E? ele alindiginda, bu uzay, (e;) bazina dual olan
(2') baziyla ifade edilebilir. Bu iki uzaydan baglayarak su iglem gergeklestirilebilir: F,,
veya E* uzaylarinin istenen tensor kuvvetleri alinir ve elde edilen uzaylarmn kendi
aralarinda tensor ¢arpimlar: olusturulur. Boylece agagidaki tiirden tensor carpimi

uzaylar: elde edilir:

E7(17‘1) ® E’:,(Sl) ® E1(I7“2) R ® E:(sp) ® EUm). (2.2.6)

n

Bir tensor, E, ile 6zdes uzaylarin veya F,, uzayimin dualiyle 6zdes uzaylarin tensor
carpimi alinarak elde edilen bir vektor uzayimin elemani ise, £, vektor uzayina bagh

bir afin tensor olarak adlandirilir.
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Eger
(M+rat o +rm) + (51824 +5) =q (2.2.7)

ise, (2.2.6) denkleminde verilen vektor uzayr ¢. derecedendir. Bu nedenle, (2.2.6)
uzaymin her elemanina g. dereceden bir afin tensor denir. Bu tensor, (r1+rg+- - ++7p,)

kez kontravaryant ve (s; + sy + - -+ + s,) kez kovaryanttir.

EY uzayinin her elemani q. dereceden kontravaryant afin tensordiir. END uzayinin

her elemani ise g. dereceden kovaryant afin tensordiir. Ozellikle, £, uzaymin ele-
manlar1 kontravaryant vektorler, £ uzaymnin elemanlar ise kovaryant vektorlerdir.

Dogal olarak bu terminoloji, £, ve E uzaylarindan hangisinin basglangicta verilmig

kabul edildigine baghdir.

Farkl afin tensorlerin bilegenlerinin gosterilmesinde 6zel bir notasyonun kullanilmasi

uygundur. Ornegin, . dereceden ve
EY2 @ g

uzaymin elemani olan bir tensor ele alinsin. Bu vektor uzayimin bir bazi, asagidaki

elemanlar kiimesi tarafindan olugturulur:

i, e, @ Qe ,® Tt @l =e iq*liq, (2.2.8)

i1ig.ig—2

burada esitligin iki tarafinda ayni alt ve iist indisler bulunmaktadir.
T, EY? @ E;® uzaymm bir tensor elemani olsun ve bu tensér (2.2.8) denkleminde
verilen baza gore ifade edilebilir. Toplama kuralini korumak amaciyla, 1" tensoriiniin

bilesenleri

fitizig—2
ig—1iq

ile gosterilir. Boylece,

T =2l e fa=tta, (2.2.9)

iq—1iqCirin...ig—2

i1,12,...,%—2 indislerinin kontravaryant, ¢,_i,%, indislerinin ise kovaryant oldugu
sOylenir. Dolayisiyla, bir tensoriin bilegenlerine ait indislerin konumlari, bu tenso-

riin kag kez kontravaryant ve kag kez kovaryant oldugunu belirlemek icin yeterlidir.
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(2.2.8) ve (2.2.9) denklemleri kullanilarak asagidaki sonug elde edilir:

T - Z <Z 2fleQMZqZl'q—l’l‘q€i1> ® ei2 ® U ® eiq72 ® xiqil ® xiq' (221())
1

in..iq
Burada, ifadenin agik bicimde goriilebilmesi amaciyla toplama igaretleri o6zellikle
yazilmigtir.

Sag taraftaki toplamin her bir terimi, g tane kontravaryant veya kovaryant vektoriin
tensor carpimidir ve bu toplam n?~! terim icermektedir.

Dolayisiyla, g. dereceden her afin tensér, en fazla n?~! adet, ¢ tane kontravaryant
veya kovaryant vektoriin tensor ¢arpiminin toplami bi¢iminde yazilabilir.

Ornegin, ET([I) uzayinin bir elemani olan T tensorii, ¢ vektoriin

p<ni!

adet tensor ¢arpiminmin toplami ise, T tensorii (2.2.5) denkleminin sag tarafindaki
bi¢imde p terimin toplami olarak ifade edilebilir. Bu durumda tensoriin bilesenleri,

asagidaki bicimdeki p terimin toplamindan olusur:

TWyT) T

Boylece, tensoriin tiirtinden bagimsiz olarak, biitiin bilegenlerin ayni yapida oldugu
goriilmektedir.

Simetrik ve antisimetrik tensorler de tanimlanabilir. Belirli bir baza gore bilegenleri

t¥J olan ikinci dereceden kontravaryant bir tensor, iki indisine gore

t9 =t (2.2.11)
kosulunu saghyorsa simetrik olarak adlandirilir. Eger

t9 = 7 (2.2.12)

kosulunu sagliyorsa antisimetrik olarak adlandirilir.
Ornegin, tensoriin simetrik oldugu kabul edilirse ve bir baz déniisiimii uygulanirsa,
bu durumda,
= AY AL = AV AL = K (2.2.13)
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denklemi elde edilir. Dolayisiyla, bir tensoriin simetrik veya antisimetrik olmasi, yal-
nizca belirli bir baza gore yazilan bilegenlerinin bir 6zelligi degil, tensoriin kendisine
ait ve baz se¢iminden bagimsiz bir ozelliktir.

Ayni degerlendirmeler, ikinci dereceden kovaryant bir tensor igin de gegerlidir. Ayrica
bu sonuglar, derecesi ¢ > 2 olan tensorlerde hem kontravaryant hem de kovaryant

indis ¢iftleri i¢in dogrudan genellestirilebilir (Lichnerowicz 1962).
2.3 Galilei Uzay-Zaman Yapisi
Galilei uzay-zamani agagidaki li¢ temel unsurdan olugur:

1. Evren: Dort boyutlu bir afin uzay U,. U, iin noktalarina evren noktalar veya

olaylar denir. Evrenin paralel yer degistirmeleri, R* vektor uzayini olusturur.

2. Zaman: Evrenin paralel yer degistirmelerinin vektér uzay1r olan R*ten reel

zaman eksenine giden dogrusal bir gonderimdir:
t:R* — R.
a € Uy olayindan b € U, olayma olan zaman araligl
t(b—a)

sayisi ile verilir. Eger

tb—a)=0

ise, a ve b olaylarina eszamanli olaylar denir.

A3 b
Uy

—t

Sekil 2.1 Afin uzayimda egzamanlhlik

Belirli bir olayla eszamanli olan olaylarin kiimesi, U, icinde ii¢ boyutlu bir afin

altuzay olusturur. Bu altuzaya eszamanly olaylar uzay: denir ve Aj ile gosterilir.
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t gonderiminin ¢ekirdegi, U, ’iin bir olayini, onunla eszamanl olan bir olaya gotiiren
paralel yer degistirmelerden olusur. Bu cekirdek, R* vektdr uzaymnn ii¢ boyutlu

dogrusal bir altuzayidir ve R? ile gosterilir.

3. Eszamanli olaylar arasindaki uzaklik:
pa,b) =|la—b|| =+/(a—b,a—0), a,be As.

Bu uzaklik, R? uzay iizerindeki bir skaler carpim tarafindan tanimlanir. Boylece her
eszamanl olaylar uzayi, iic boyutlu bir Oklid uzay1 E* haline gelir.

Galilei uzay-zaman yapisiyla donatilmig bir U, uzayina Galilei uzay: denir.

Farkli yerlerde meydana gelen iki olayin eszamanlh oldugundan so6z edilebilir. Ancak
bir koordinat sistemi secilmedigi siirece, eszamanli olmayan iki olayin a,b € U, “lig

boyutlu uzayda ayni yerde meydana geldigi” ifadesinin bir anlami yoktur.

Galilei grubu, Galilei uzayimin yapisini koruyan biitiin doniisiimlerin grubudur. Bu
grubun elemanlarina Galilei dénisimler: denir. Dolayisiyla Galilei doniistimleri,
U, in zaman araliklarini ve egzamanl olaylar arasindaki uzakhigi koruyan afin do-

niigtimleridir (Arnold 1989).
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3. EYLEMSIZLIK ILKESI VE SUREKLI ORTAMLAR DINAMIGI

Bu boliimde, klasik mekanigin temelini olusturan eylemsizlik ilkesi, Galilei referans
gergeveleri ve Cartan’in geometrik yaklagimi (Cartan 1923) (Cartan 1986) bagla-
minda incelenecektir. Ik olarak, Galilei cerceveleri arasindaki doniisiim bagintilari
ele alinarak noktasal parcacigin hareketi ve enerji-momentumunun uzay-zaman ige-
risindeki gosterimi kurulacaktir. Daha sonra, kayan vektorler, dig carpim ve Pliic-
ker koordinatlar: kullanilarak, noktasal parcacik i¢in kiitlenin korunumu, dogrusal
momentum ve agisal momentum denklemlerinin ortak geometrik kaynag: ortaya ko-
nulacaktir. Ardindan bu yaklagim dort boyutlu uzay—zamanda siirekli ortamlar di-
namigine genigletilecek; diferansiyel formlar ve dig tiirev iglemi araciligiyla siirekli
ortamlar mekaniginin iki temel hareket denklemi oénce sabit bir Galilei gergevesinde
elde edilecek, daha sonra degisken Galilei referans sistemleri i¢in kovaryant bigimde

ifade edilecektir.

3.1 Eylemsizlik Ilkesi ve Cartan’in Bakis Acisi

Newton’un klasik mekaniginin temeli, mutlak uzay ve mutlak zaman kavramlarina
dayanir. Bu nedenle, bir orijin, bir zaman birimi ve bir uzaysal koordinat sistemi
secildiginde herhangi bir olayin zaman ve uzay icinde analitik olarak tanimlanmasi
miimkiindiir. Newtonun mutlak uzay anlayiginda, uzaysal koordinat cercevesi dog-
rusal ve diizgiin bir 6teleme yaptiginda mekanik yasalar1 degismez ve mutlak zaman

korunur; béylece Galilei referans ¢ercevesi kavramina ulagilir.

Eylemsizlik ilkesi su gekilde ifade edilir: Diger cisimlerle etkilesim bulunmadiginda,
bir nokta kiitlenin hizi1 herhangi bir Galilei ¢ergevesinde yon ve biiyiikliikk bakimin-
dan sabit kalir. Bu ilkenin bir Galilei gergevesinde gecerli olmasi, onun tiim Galilei
cergevelerinde de gecerli olmasinmi gerektirir. Bu sonug, s6z konusu ¢erceveleri birbi-
rine baglayan doniigiim yasalarindan dogrudan ¢ikar. Uzaydaki bir noktanin konumu

Kartezyen koordinatlarla ifade edilebilir; Galilei ¢ergeveleri arasindaki koordinat do-
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niisiim yasalari ise su sekilde yazilir:

/

Tr = a1x+b1y+clz+g1t+h1,

/

Y = asx + boy + coz + got + ho,
(3.1.1)
2 = asx + by + c3z + gst + ha,

t'=t+h.
Burada (a;, b;, ¢;, gi, h;) sabit katsayilar olup ¢ = 1,2, 3 i¢in tanimhdir.

Iki referans cercevesi, geometrik anlamda esdeger olduklar: ve birbirlerine gére dur-
gun olduklar: siirece esdeger gerceveler olarak adlandirilir. Dolayisiyla, esdeger cer-

geveler arasindaki koordinat dontigiimii su sekilde verilir:

2 =x+ h,
Y =y +hy,
(3.1.2)
2= 2+ ha,
t'=t+h.

Bu agsamada hareket eden bir nokta kiitle gbz 6niinde bulundurulur ve her anda
bu kiitlenin bulundugu noktay1 orijin olarak alan bir Galilei referans gergevesi ta-
nimlanir. Eger egdeger Galilei gergevelerinden olugan bir sistem, yukarida (3.1.2) ile
verilen doniisiim yasasina uygun bi¢cimde hareketli nokta kiitleyle iligkilendirilmigse,
herhangi bir anda bu noktaya karsilik gelen Galilei ¢ercevesinde nokta kiitlenin hizi
sabit kalir.

Mekanigin yapisi iki temel kavrama dayanir:

1. Galilei cercevesi kavrami: Bu kavram, hareket eden bir nokta kiitlenin hizinin

tamimlanmasimi miumkin kilar.

2. Egdeger Galilei cerceveleri kavrami: Bu kavram, eylemsizlik ilkesinin ifade edil-

mesini saglar.

Eylemsizlik ilkesinin ikinci formalizasyonunun avantajini vurgulamak énemlidir. Bu

yaklagimin 6ziinde, yalnizca orijinleri birbirine sonsuz derecede yakin olan esdeger
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Galilei cergeveleri kullanilir. Klasik ya da goreli mekanigin tiim genellegtirmeleri

Galilei gercevesi kavramini korur.

Bir Galilei ¢ercevesi sabitlenir ve bu ¢erceveye karsilik gelen uzaysal koordinat {icliisii
Ty ile gosterilir. Bu gergevede, kiitlegekim alanina benzer bigimde, uzaysal bilesenleri
(X,Y, Z) olan bir ivme alan1 tanimlanir.

Buna gore, sabit Galilei cercevesinde bir nokta kiitlenin ¢ anindaki hiz bilegenleri

u, v, w ile gosterilirse, t + dt anindaki hiz bilegenleri su sekilde yazilir:

u+ Xdt, v+Ydt, w+ Zdt. (3.1.3)

t aninda nokta kiitleyle, geometrik anlamda Ty’a esdeger olan bir {i¢li 7' iligkilendi-
rilir. Benzer bi¢imde, t + dt aninda da bir ti¢li 7" iligkilendirilir.

Bu figliiler, ancak dogrusal ve diizgiin hareket halinde olduklarinda Tj’a gore Galilei
gergeveleri olarak tanimlanir.

Bu iglem sonucunda, ortaya c¢ikan Galilei gergevelerinin orijinleri sirasiyla
z,y, 2, t. (3.1.4)

ve

x+dr,y+dy, z+dz, t +dt. (3.1.5)

olarak verilir.
a,b,c ve a',b,c, sirasiyla T ve T" cercevelerinin Ty’a gore oteleme hizlar: olarak
gosterilir.

Buna gore, nokta kiitlenin kendisine bagh Galilei gercevesindeki hiz bilegenleri
u—a, v —0b, w—c (3.1.6)

seklindedir.
Ayni noktada, karsilik gelen cercevedeki hiz bilegenleri ise

u+ Xdt —d, v+Ydt -V, w+ Zdt — ¢ (3.1.7)

olarak yazilir.
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Bu durumda, hiz bilegenlerinin degismemis olmasi i¢in su kogulun saglanmasi gerekir:
a—a=Xdt, V—b=Ydt, d—c=Zdt. (3.1.8)

Boylece su sonuca ulagilir: Yukarida tanimlanan kuvvet alani i¢cinde bulunan her-
hangi bir nokta kiitlenin hareketi, orijinlerinin birbirine sonsuz derecede yakin olmasi
kosuluyla eylemsizlik ilkesini saglar.

Bu durumda, sirasiyla

(2, y, 2) (3.1.9)

ve

(x+dx, y+dy, z+dz) (3.1.10)

noktalaria kargilik gelen Galilei gergeveleri egsdegerdir; burada T ve T” tigliilerinin
geometrik anlamda esdeger oldugu kabul edilir.

Bu egdegerlik, ticliilerin 7j’a gore
(X dt, Ydt, Zdt) (3.1.11)

hizlariyla dogrusal ve diizgiin bir 6teleme hareketi yapmalar:i anlamina gelir.
Bu asamada, orijinleri sonsuz derecede yakin olan iki Galilei ¢ercevesinin esdegerli-
gini belirleyen kosullarin, uzay-zamanin geometrik ozelliklerini tanimladigi varsayi-
lr.
Bu durumda kiitlegekim, fizigin alanindan ¢ikarilarak geometrinin alanina aktarilmis
olur. Kiitlecekim alanminin bilegenleri olan XY, Z, uzay—zamanin temel geometrik
yapisini temsil eder. Bu bilegenler arasindaki iligkiler su bi¢imdedir

0z oy ox 0z oy  oxX

= _ = D — — —=0. 1.12
dy 0z 0 dz  Ox 0 oz 0Oy 0 (3.1.12)

Bu denklemler, ortogonal bir koordinat sisteminde tanimlandiklarinda, uzay-—zamanin
geometrik yapisinin temel 6zelliklerini ortaya koyar.

Son olarak:

_+_+—Z = —47TM, (3113)



(3.1.12) ve (3.1.13) denklemleri birlikte ele alindiginda, Newton’un kiitlegekim ya-
salarinin tam bi¢imini verir ve sunu gosterir: Stirekli bir ortamin madde yogunlugu,
uzay—zamanin yerel geometrik ozelliginin fiziksel kargihigidir.

Boylece, Einstein'in kiitlegekim kuraminin bazi 6zellikleri, yalmzca klasik mekanik

gergevesi iginde yeniden elde edilmig olur (Cartan 1923) (Cartan 1986).

Cartan bu yaklagimiyla Newton kiitlegekimini, mutlak uzay icinde etki eden ba-
gimsiz bir kuvvet alani olarak degil, komsu Galilei gergeveleri arasindaki geometrik
iliski olarak ele almigtir. Bu bakis agisinda X, Y, Z bilegenleri, yalnizca bir kuvvet
alaninin bilegenleri degil, yerel Galilei gergevelerinin uzay-zaman boyunca nasil bag-
landiginmi belirleyen geometrik biiyiikliiklerdir. Dolayisiyla kiitlegcekim, uzay—zamanin
afin baglantisinda kodlanan bir yapi haline gelir. Cartan’in burada ortaya koydugu
bakig acisi, calismanin 4. Boliimiinde afin baglantinin Newton—Cartan geometrisi

iginde elde edilmesiyle daha acik bir bi¢imde goriilecektir.

3.2 Dort Boyutlu Uzay—Zamanda Siirekli Ortamlar Dinamigi

Burada klasik mekanigin bakis agisi benimsenir. Uzay-zaman ya da evren, bir afin
manifold olarak temsil edilir. Bir uzay-—zaman vektorii, zaman ve uzayda konum-
lanmig iki olaydan olusan bir kiime olarak tamimlanir. Bu iki olaydan biri vektoriin
baslangi¢ noktasi, digeri ise u¢ noktasidir.

Bir Galilei cercevesinde bir uzay-zaman vektoriiniin bilegenleri

t—t, o—a, Y-y, -2z
seklinde dort sayi ile ifade edilir. Bu bilegenler, baglangic noktasinin koordinatlarinin
u¢ noktanin koordinatlarindan c¢ikarilmasiyla elde edilir.
Eger iki uzay-—zaman vektoriiniin bilegenleri bir Galilei gergevesinde 6zdes ise, diger
tiim Galilei gergevelerinde de 6zdestir. Dolayisiyla uzay—zaman vektorleri, onlari
matematiksel olarak temsil etmek i¢in kullanilan Galilei ¢ergevesinden bagimsiz bir

ozellige sahiptir. Bu 6zellige sahip vektorlerin egdeger oldugu soylenir.
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Eger iki uzay-—zaman vektorii tigiincii bir vektore esdeger ise, birbirlerine karsi da
esdegerdir. Uzay-zaman vektorleri arasindaki bu egdegerlik kavraminin varligi, uzay—
zamanin bir afin yap: tasidigini ifade etmektedir.

Uzay—zaman vektoriinii matematiksel olarak temsil eden

vV —t, o—x, Y-y, ZF—=z

niceliklerinden ilki zaman bilegeni, diger {i¢ii ise uzay bilegenleri olarak adlandirilir.
Zaman bilegeni, secilen referans ¢ercevesinden bagimsizdir, ancak uzay bilesenleri
verilen Galilei gergevesine baglhdir.

Verilen bir Galilei gercevesini tanimlayan koordinat ti¢liisii T icerisinde uzay vekto-
riiniin bilegenleri

¥ -z Y-y -z

seklindedir. Dolayisiyla uzay vektorii yalnizca verilen uzay—zaman vektoriine ve tiglii
T’ye baghdir; ayn1 zamanda bu ii¢liinlin mutlak uzaya gore hizina da baghdir.

Bir Galilei gergevesine gore hareket eden bir nokta kiitle ele alinir. Bu gergevede,
nokta kiitlenin ¢ anindaki konumunu ¢ + dt anindaki konumuna baglayan uzay-—

zaman vektoriiniin bilegenleri

dt, dz, dy, dz

seklindedir, bu uzay—zaman vektorii, segilen Galilei ¢ergevesinden bagimsizdir. Ayni
durum, bu vektoriin dt’ye boliinmesi ile elde edilen ve bilegenleri
do dy dz
Tdt’ dt’ dt
olan uzay—zaman vektorii i¢in de gegerlidir. Son olarak, parcacigin kiitlesi p ile gos-

terilirse

de dy dz
—, U, U 2.1

zaman bilegeni olan enerji (ya da kiitle) referans gergevesine bagh degildir; ancak
uzay bilegenleri olan momentum bu se¢ime baglidir.

Artik parcacik dinamiginin temel ilkesi su sekilde ifade edilebilir: Enerji-momentum
uzay—zaman vektoriiniin zamana gore tiirevi, uzaysal kuvvet vektoriine esittir. Bu
ifade hem kiitlenin korunumu ilkesini hem de kuvvet ile ivme arasindaki iligkiyi

kapsar.
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Verilen bir Galilei ¢ercevesiyle donatilmis siirekli bir ortam ele alinir ve uzay—zamanin

ii¢ boyutlu bir hacmi sabitlenir. Bu hacmin igerdigi toplam kiitle
/ pldx Ndy Ndz) — pu (dy ANdz ANdt) — pv (dz Adx Adt) — pw (dez Ady Adt) (3.2.2)

integrali ile verilir (Cartan 1922), burada p; yogunlugu, u,v,w ise hiz bilegenle-
rini gostermektedir. Once, maddenin basimctan ve gerilmelerden tamamen bagimsiz
oldugu varsayilir. Bu durumda ayni hacmin x bileseni momentumunun ifadesi su

integral ile verilir;
/ pu (dx AdyAdt) — pu® (dy AdzAdt) — puv (dz Adx Adt) — puw (dz Ady Adt) (3.2.3)
y ve z bilesenleri i¢in ifadeler benzer sekilde yazilabilir:

/pv (dx AdyAdz) — puv (dy Adz Adt) — pv? (dz Adx Adt) — pvw (dx AdyAdt) (3.2.4)

/pw (dzAdyAdz)—puw (dyAdzAdt)—pvw (dzAdx Adt)—pw? (dzAdyAdt). (3.2.5)

Bu integrallerin integrandlari i¢in su gosterimler kullanilir:
I,

Bunlar, ortam i¢indeki bir maddenin enerji-momentum vektoriiniin dort bilegenidir.
Son olarak, birim hacim bagina diisen kuvvet bilegsenleri X, Y, Z ile gosterilir.

Stirekli ortam mekaniginin denklemleri su sekilde elde edilir; Uzay—zamanin dort
boyutlu bir bolgesi ele alinir ve bu bolge, t; ile t; zaman araliginda incelenen madde
elemanlar tarafindan olugturulan evren tiiplerine (world tubes) ayrilir. Boylece dort
boyutlu bolgenin sinir1, zaman araliginin ug¢ noktalari olan ¢; ve ¢, anlarindaki madde
elemanlarindan olugur. Bu durumda, bir madde elemaninin ¢; aninda bélgeye girdi-
ginde ve t, aninda c¢iktiginda sahip oldugu enerji-momentum vektorleri arasindaki

geometrik farkin bilegenleri
to
/ Xdx Ndy Ndz N\ dt,
t1

to
/ Ydx Ndy ANdz Adt, (3.2.6)

t1

to
/ Zdx Ndy ANdz N\ dt
t1
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olan bir uzaysal vektorle verilir.

Bagka bir deyigle, bir bolgenin sinir1 boyunca enerji-momentum dort-vektoriiniin
integrali, bolgenin kendisi boyunca kuvvet ii¢-vektoriiniin dért boyutlu integraline

esittir. Bu ifade agagidaki formiillerle gosterilir:

I =0,
Il = X dt Ndx Ady A dz,
(3.2.7)
I, =Y dt Ndx \Ndy Adz,
0 =Zdt Ndx Ndy N dz.
Bununla birlikte,
[0p | O(pu)  O(pv)  O(pw)
g _
H__8t+ O + oy + 5% dt Ndz Ndy A dz,
r 2
I = Apu) , Ipw’) + Opuv) + Apuw) dt Ndzx N\ dy N dz,
| Ot Ox Jy 0z
[9(pv)  Bpuv) | d(pv?) , dpvw) 2
;o pU puv pv pUW
Hy—_ 5 + o + ay + 57 ]dt/\dx/\dy/\dz,
[O(pw) | O(puw) = O(pvw) = I(pw?)
/ —_—
Hz—_ BT + o + ay + 5, dt Ndx Ndy N dz

momentum terimlerinin tiirevleri yazilabilir. (3.2.7) ve (3.2.8) denklemleri kullani-

larak

,_Op  O(pu)  O(pv)  Opw)
=™ = "oy " oz

Olpu) | (pu?) | 9puv)  O(puw)

=0,

X="5r T o ay 0z
2 (3.2.9)

o) Bow) | Ap?)  dlpvu)

Y= or oy oz

2

7 = Olpw) | Olpuw) | dpvw)  Opw”)

T oy BE

denklemine ulagilir. Genel bir durum g6z 6niinde bulundurularak, sistem igerisin-

deki basing bilesenleri F;; verildigi takdirde, hareket denklemlerinin tiim bilesenleri
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elde edilebilir. Bu durumda, akigkanin dinamik davranigini tanimlayan ilgili kuvvet,

verilen basing dagilimlar: kullanilarak yazilabilir ve gerekli denklemler bulunabilir;

— PdyNdzNdt — Pyydz ANde Ndt — P, dx Ady N\ dt
— PdyndzNdt — PydzNde ANdt — Py dx ANdy Adt (3.2.10)

— PodyNdzNdt — PydzANde ANdt — P,.dx Ndy ANdt

(3.2.9) denkleminde (I" = 0) kosulu kullanmldiginda,

dp  9(pu)  O(pv)  O(pw)
— = 0. 3.2.11
o " Tor oy | 02 (3:2.11)
denklemi elde edilir. Bu denklem, kiitlenin korunumu ilkesini ifade eder ve akigkanlar
mekaniginde siireklilik denklemi olarak adlandirilir.

X-yo6niinde momentum:

/pudx/\dy/\dz — (pu® + P) dy Ndz A dt
(3.2.12)

— (puv + Pyy) dz ANdx A dt — (puw + P,,) dx A dy A dt.

Bu sekilde tamimlanir. Denklem (3.2.9) bulmak i¢in yapilmig adimlar X-yoniinde

momentum i¢in de yapabilabilir, boylece;

d(pu) N d(pu® + Pyy) N d(puv + Pyy) N d(puw + P,,)

=15 Oz Oy 0z

T

dt Ndz Ndy N dz =

Xdt Ndx Ndy A dz.

op ou Jd(pu) ou 0P, d(pv) ou 0Py,
Yot +p8t T ox +pu8x+ ox u dy *

0 0 0P,
opw)  ,0u 0P

0z o 0z 9z X

+u

. (@ L Olpu) | O(pv) a(pw)) +p <8u Ou du au>

ot o oy 02 A TR PRl

(3.2.13)

OP,, 0P, OP,.
- +

Ox oy 0z X

_l’_
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(3.2.12) denkleminin 1.teriminde stireklilik denklemi (3.2.11) kulanilirsa 1.terim sifir

olur, boylece

P P P
) (8u ou ou 8u> 0P, n oP,, n OP,. _x (3.2.14)

ox oy 0z

(3.2.14)’de ilgili kuvvet bilegeni X elde edilir. Ayni yontem Y ve Z yonlerindeki mo-
mentum denklemlerine de uygulanarak, bu dogrultulardaki kuvvet bilegenleri benzer
sekilde belirlenebilir.

Y -yoniinde momentum:
/pvda:/\dy/\dz — (puv + Py,) dy AN dz A dt

— (pv* 4 Py, dz Adx Adt — (pvw + P,.) dx A dy A dt.

d(pv) N d(puv + Py,) N d(pv? + P,y) N d(pvw + P,,)

dt Adz Ady A dz =
ot Bz e B2 Ay Az

I =

Y

Ydt Ndx Ndy N dz.

dp  Ov  O(pu) ov 0P,  0J(pv)
Uf}’t +p8t v ox —|—pua$ + ox v dy

=Y. (3.2.15)

@ N ov ov ov n 0P, n 0P,
P\at T "oy T2

Z-yoniinde momentum:
/pwdw/\dy/\dz— (puw + P,,)dy Ndz A dt

— (pvw + P,,)dz Adx Adt — (pw® + P,.) dx A dy A dt.
25



, | 0(pw)  O(puw+ P.,)  O(pvw+ P.y)  9(pw? + P..)
L= " T & T @

dt Ndx Ndy N\ dz =

Zdt Ndx Ndy A dz.

ow dp J(pu) ow 0P, d(pv)
ot +w8t+w ox +pu8x+ Ox T oy

Jw 0P, d(pw) ow 0P,
+pv—+ +w + pw—— + =
dy oy 0z z
dp  J(pu)  I(pv) I(pw) ow ow ow ow
w(m+ or oy TTo. )P +
OP,, N 0P, N oP..
ox dy 0z

+

) (810 ow  Ow 3w> n OP,, n P, 1 OP.. _ A (3.2.16)

ot + ox dy 0z
Aym hesaplama yontemi sonucunda (3.2.16)’de Z yoniindeki kuvvet bilegeni elde
edilir.
Bu denklemler tam degildir. Bunun nedeni, agisal momentum teoreminin hesaba

katilmamis olmasidir; bu teorem mevcut cercevede asagidaki gibi ifade edilebilir:

/ (yII, — =I1,) = /(yZ —2Y)dt Ndx A dy N dz,
o0 Q

/ (211, — 2II,) = /(ZX —aZ)dt Ndx N\ dy A dz, (3.2.17)
o0 Q

/ (211, — yIL,,) :/(xY—yX)dt/\d:c/\dy/\dz.
o0 Q

Burada sag taraftaki integraller uzay-zamanin keyfi bir hacim elemani iizerinde, sol

taraftakiler ise bu hacmin ii¢ boyutlu sinir1 {izerinde alinmaktadr.

Onceki sonuclar, vektdrel bir gosterim kullamilarak daha biitiinliiklii bir bicimde

ifade edilebilir. Fy, E, Es, E3, sirasiyla bilesenleri

(1,0,0,0),  (0,1,0,0),  (0,0,1,0),  (0,0,0,1)
26



olan dort-vektorleri gosterir. Burada Ey zaman dogrultusuna, Ei, FE», F5 ise uzay-
sal dogrultulara kargilik gelir. Bu gosterimde, kiitlesi 4 olan bir parcacigin enerji—

momentumu

dx dy dz
Ey+—FE +—F,+—F
“( R T T T 3)

seklinde yazilir.

Uzay-zamandaki bir nokta

r=(t,z,y,z2)

ile gosterildiginde, bu noktanin zamana gore tiirevi

dr_ () de dy de
dt — \ dt’ dt’ dt

olup parcacigin uzay-zaman hiz vektoriinii verir. Dolayisiyla pargacigin enerji-momentumu
dr
Hat
bi¢iminde ifade edilebilir. Bununla birlikte, enerji-momentumun yalnizca bir ser-
best vektor olarak verilmesi, bu vektoriin uzay-zamanda hangi noktaya baglh ol-
dugunu acikca gostermez. Ozellikle dogrusal momentum ile acisal momentumun
tek bir geometrik yapi i¢inde ifade edilebilmesi i¢in, pargacigin konumu ile enerji—
momentumunun birlikte ele alinmasi gerekir. Bu amacla kayan vektor gosteriminden

yararlanilir.

Noktalar ve serbest vektorler birinci mertebeden geometrik formlar olarak ele alinir-
ken, bir uygulama noktasi ile belirli bir dogrultuyu birlikte igeren kayan vektorler
ikinci mertebeden geometrik formlarla temsil edilir. Afin uzayda bir nokta ile bir ser-
best vektorii ayni cebirsel gosterim iginde ayirt edebilmek i¢in homojen koordinatlar

kullanilir. Buna gore, koordinatlar

(t7 x? y? ’Z)

olan bir uzay—zaman noktasinin homojen koordinat gosterimi

(17 t7 x? y7 Z)
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seklindedir. Buradaki ilk bilegenin 1 olmasi, soz konusu geometrik nesnenin bir nokta

oldugunu belirtir. Buna kargilik, bilegenleri

(7,6,1,¢)

olan bir serbest uzay—zaman vektoriiniin homojen koordinat gdsterimi

0,7,6,m,¢)

bicimindedir. Ik bilesenin 0 olmasi, bu nesnenin bir nokta degil, bir serbest vek-
tor oldugunu ifade eder. Ozellikle tamamen uzaysal bir serbest vektoriin homojen

koordinat gosterimi

(07 07 57 777 C)
seklindedir.

Uzay—zamanda iki farkli nokta
r=(tz,y,2), =2y, )
ile gosterilirse, bu noktalarin homojen koordinat gdsterimleri sirasiyla
= (1,t,2,y, 2), ro=(1,¢,2",y,2)
seklindedir. Bu iki noktadan gegen dogruya karsilik gelen kayan vektor,
r AT

bivektori ile temsil edilir.
Bu bivektoriin bilesenleri, homojen koordinatlardan olusturulan
1t =z y =z
1t 2 o 2
dizisindeki ikigerli siitunlarin 2 x 2 determinantlaridir. Bu determinantlardan elde
edilen bilegenlere Pliicker koordinatlar1 denir. Agik olarak, r A 7’ kayan vektoriintin
Pliicker koordinatlar:

t—t, -, y -, 7 -z,
ta’ — at’, ty' — yt', tz' — 2t

xy — ya', x2 — 2, vy — zy
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seklindedir. Bagka bir deyisle, homojen gosterimde bes bilegen bulundugundan, iki-

)-»

adet Pliicker koordinati elde edilir. Ayrica dig carpimin antisimetrik olmasi nedeniyle

serli stitun se¢imlerinden

rAr =—1r" Ar

bagintis1 saglanir.
Orijini r noktasinda bulunan ve verilen bir E uzaysal vektoriine paralel olan kayan
vektor,

rAE

ile gosterilir. E uzaysal bir serbest vektor oldugundan, homojen koordinat gosterimi

Ey = (07 0, 57 , C)

seklindedir. Buna gore, » A E kayan vektoriine karsilik gelen Pliicker koordinatlari,

1 ¢t z vy =z
00¢mn¢

dizisindeki ikigerli situnlarin 2 x 2 determinantlarindan elde edilir. Burada ilk satir
kayan vektoriin bagh oldugu uzay—zaman noktasini, ikinci satir ise vektoriin uzaysal
dogrultusunu temsil eder.

Benzer bicimde, iki serbest uzaysal vektoriin homojen koordinat gosterimleri
By =(0,0,&n,¢),  E,=1(0,0,,7.¢)
seklinde verilsin. Bu iki vektorden elde edilen bivektor,
ENE

bi¢iminde yazilir. Her iki geometrik nesne de serbest vektor oldugundan, homojen
koordinat gosterimlerinin ilk bilegenleri sifirdir. Dolayisiyla, E' A E’ bivektoriiniin

Pliicker koordinatlari,
00 & n ¢

00¢ o (¢
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dizisindeki ikigerli siitunlardan olugturulan 2 x 2 determinantlarla belirlenir.

Her durumda ele alinan kayan vektor ya da bivektor, birinci mertebeden iki ge-
ometrik formun dig ¢arpimi olarak ifade edilir. Dig ¢arpim dagilimh ve antisimetrik
oldugundan,

EANE =—FEANE

bagintis1 gecerlidir.
Simdi, belirli bir anda noktasal pargacigin konumunu temsil eden uzay—zaman nok-

tast r = (t,z,y, z) olsun. Bu noktanin homojen koordinat gosterimi
= (1,t,z,y, z)

seklindedir. Pargacigin uzay—zaman hiz vektoriiniin homojen koordinat gosterimi ise

A\ (o g d dy dz
dt ),  \ 7 dt’dt’ dt

dr
bi¢gimindedir. Buradaki ilk bilesenin 0 olmas, (%) ifadesinin bir nokta degil, bir
h
serbest vektor oldugunu; ikinci bilegenin 1 olmasi ise zaman koordinatinin ¢’ye gore
tiirevinin bire egit oldugunu gosterir.

Buna gore, orijini parcacigin bulundugu r uzay—zaman noktasinda olan ve pargacigin

enerji-momentumunu tagiyan kayan vektor

[ (r A %) (3.2.18)

seklinde ifade edilir. Bu gosterim, parcacigin hem uzay—zamandaki konumunu hem
de bu konuma bagli enerji-momentumunu tek bir geometrik yapi i¢inde bir araya
getirir.

Pargaciga etki eden kuvveti temsil eden kayan vektor [F] ile gosterildiginde, dina-

%{u {M%H _ [F] (3.2.19)

bigiminde yazilir. (3.2.19) geometrik denklemi, Pliicker koordinatlar1 bakimindan

migin temel ilkesi

acildiginda kiitlenin korunumu ilkesini, dogrusal momentum denklemlerini ve agisal
momentum teoremini birlikte igerir. Agagida bu sonuclar, Pliicker koordinatlarinin

acik bilegenleri kullanilarak elde edilecektir.
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) 1t 2y =z
[r A7) = (3.2.20)
01z 9y z

1 t =« z
F] = Y (3.2.21)
00 XY Z

(3.2.20)’de ilk satir parcacigin konum vektorii r’ye, ikinci satir ise hiz vektorii 7ye
aittir. (3.2.21)’de ise kuvvet vektorii F' Pliicker koordinatlar1 matris bigiminde yazi-

lir. (3.2.19) denkleminden mekanigin 10 denklemi agagidaki gibi elde edilebilir:

1 ¢ I
det =1 = —=0=det

1 1
det ! ziéi(u@>:X:det v
0 @ dt \" at 0 X
1
det Y
0 vy
1
R R I (u@) 7 = det
0 2 dt \" d Z
x d x
=tt—x = —{pts—x)} =tX = det
i dt 0 X

|

<

N2
SIS
T~

=
S| &
N———

h<

o

&
(@] —
~oe

N———

S =

y . d . y
=ty—y = a{u(ty—y)}—ﬂ/ det
Y 0Y

= . d ) t =z
| =tz = %{u(tz—z)}:tZ:det

0 7
r Yy r Yy
det =y —yr = —{u(my yi)} =Y —yX = det
i Xy
xr z d Z
det =i — 2t = —{u(xz— 2i)} = aZ — zX = det
Tz A
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z d
dot |77 =yz—2p = S{ulyz — 29)) = yZ — 2V = det
g i dt

y
Y Z

(3.2.19) denklemi agildiginda, bunun ashinda birden fazla bagimsiz denklem igerdigi
goriiliir. Bunun nedeni kama carpiminin antisimetri 6zelligidir. Iki satirli bu tablodan
secilen her iki siitun bir 2 x 2 determinant olusturur ve bu determinantlar mekanigin
yasalarini verir.

Ik olarak zaman bilegsenleri kullanilarak elde edilen determinant

1 ¢
0 0

kiitlenin zamanla degismedigini gosterir ve

d

d—’t‘ =0
sonucunu verir. Bu ifade kiitlenin korunumu ilkesini temsil eder.

Daha sonra (1, x), (1,y) ve (1, 2) siitun ¢iftleri kullanilarak elde edilen determinantlar
sirasiyla,

d d d
(i) = X —(u) =Y. il
o (pd) 7 o (ny) =Y, pn

denklemlerini verir. Bu ifadeler Newton mekaniginin 2. yasasi olan

(nz)=2

denkleminin ii¢ uzaysal bilesene ayrilmig halidir ve parcacigin lineer momentumunun
degisimini tanimlar.
Daha sonra zaman ve uzay koordinatlarinin birlikte bulundugu siitun c¢iftlerinden

elde edilen determinantlar

 {ult — )} = 1X.
%{u(ty' —y)} =tY,
Cultz =)y =12

seklinde ek ti¢ denklem iiretir. Bu ifadeler klasik mekanigin Galilei hiz dontigiimleriyle

iligkili momentum ifadelerini temsil eder.
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Son olarak yalnizca uzay koordinatlarinin yer aldigi siitun ciftlerinden elde edilen

determinantlar

d . .
ey —ya)} =a¥ —yX,
d . :
%{,u(xz —zi)} =aZ — zX,

d o
%{u(yz -2y} =yZ —z2Y

denklemlerini verir. Bu ifadeler klasik mekanikte bilinen agisal momentum teoremini

temsil etmektedir.

Sonug olarak, klasik mekanikte ¢cogu zaman ayr1 ilkeler olarak ele alinan hareket ya-
salarmin, burada tek bir diferansiyel-geometrik yapidan (3.2.19) dogal olarak ortaya
gktigr goriilmektedir. Bu sonug, diferansiyel geometrinin temel araglarinin fiziksel
yasalarin ortak geometrik kdkenini ortaya koyan giiclii bir dil sundugunu gostermek-

tedir.

Siirekli ortamlar mekanigine geri doniildiigiinde enerji-momentum bir kayic1 vektor
G ile ve ii¢ boyutlu bir hacim elemani bagina diigen kuvvet bir kayic1 vektor £ ile

gosterilebilir. Boylece mekanigin denklemleri agagidaki tek formiil i¢inde 6z1i bir

sekilde ifade edilebilir:
G=(rNE,)II" (3.2.22)

burada,

(HM) = (H7 ku Hya Hz)

ortam ic¢indeki bir madde elemaninin enerji-momentum vektoriiniin doért bilegenidir.

dr = Eydt + Eydx + Eydy + Esdz,
dr = E,, dz",
Burada E,’ler baz vektorleridir.

1
n, = 5 EvafBy dx® A d%ﬂ A dx”.
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n, diferansiyel ii¢-formlar1 Levi-Civita tensorii kullanilarak tanimlanir. Bu formlar
uzay-zamandaki hacim elemanlarini temsil eder. Ozellikle 1,,7,,71, ve 1, ifadeleri

bu genel tanimin acik bilegenleridir.

Ny = dx N dy N dz,
N, =dt Ndz N\ dy,
Ny = dt Ndx N dz,

Ny = dt N dy A dx.

Buna ek olarak

1
n= Zguuaﬂ dz” A da* A dz® A dz®

ifadesi dort boyutlu uzay—zamanin hacim formunu verir.
Enerji-momentum yogunlugu:

" = 11""n,,
seklinde yazilir. Burada ITI* siirekli ortamin enerji-momentum tensoriidiir ve
" = putu” 4+ P* (3.2.23)

esitligi ile ifade edilir. Bu esitlikte p kiitle yogunlugunu, u* hiz alanini ve P* ise
basing tensoriini temsil eder.

Kuvvet terimi F' ise hacim kuvvetlerini ve torklar: iceren bir diferansiyel form olarak
tanimlanir.

1
F=(rAE,) F'ny+ 5 Eu N E, % N m (3.2.24)

Son olarak elde edilen

dG =dt A F (3.2.25)

esitligi stirekli ortamin dinamigini belirleyen temel denklemdir. Bu denklem enerji-
momentum yogunlugunun zamana gore degisiminin uygulanan kuvvet ile belirlendi-
gini ifade eder. Burada, (F*) = (0, X, Y, Z) kuvvet vektoriintin bilesenlerini, (N,) =
(L, M, N) ise sistem tizerindeki tork bilegenlerini gostermektedir.

(3.2.22) denkleminin dig tiirevi alimirsa ve (3.2.24) denklemine dt dig ¢arpimi uygu-

lanirsa su sonuglar elde edilir:

dG = (dr A E,)TI* + (r A E,,) dII* (3.2.26)
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1
dtNF=(rnNE,)F'n+ 5 E, A\ E, % N, . (3.2.27)

(3.2.25) denkleminden dolay1 (3.2.26) ve (3.2.27) denklemleri esitlendiginde hareket

denklemleri elde edilir:

(i) dII* = Fry (3.2.28)

(i7) dxlt ATV = %e N, g (3.2.29)

Birinci hareket denkleminden (3.2.11), (3.2.14), (3.2.15) ve (3.2.16) denklemleri elde
edilebilir. Enerji-momentum yogunlugu ile dis kuvvet yogunlugu arasindaki temel

iligki (3.2.28) denkelminden, diferansiyel formlar i¢in Leibniz kural kullanilarak
d(I1*"n,) = dl1*” A, + 11*"dn, (3.2.30)
elde edilir. Bu ifade diferansiyel formlar i¢in ¢arpim kuralina kargilik gelir:
d(fw)=df Nw+ [ dw.

Burada 7, ii¢-formu su sekilde tanimhdir:

1
TR dat A dz® A da”. (3.2.31)

(3.2.31) denkleminin dig tiirevi alindiginda

My

1
dn, = 23€upap d(dz" A dz™ A da) . (3.2.32)

bulunur, ve denklem (3.2.32)’ye dig tiirev ¢arpim kurali uygulandiginda ise

1
Ay = zeupas (d(dm“) A dz® A dz® — da* A d(da®) A da®
3! (3.2.33)
+ dat A dz® A d(dxﬁ)>.
elde edilir, ancak dig tiirev igin
=0 (3.2.34)

ozelligi gegerlidir (Poincaré Lemmasi). Bu nedenle, denklem (3.2.33) teki bu terimler;

ddz") =0  d(dz*)=0  d(dz")=0
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sifirlanirlar. Sonug olarak

dn, =0 (3.2.35)

elde edilir. Burada dn, = 0 oldugu igin (3.2.30)’un sag tarafindaki ikinci terim
ortadan kalkar.
Bir skaler fonksiyonun diferansiyeli

= ﬂdx)‘

- Oz

df

seklindedir. Bu ifade kullanilarak (3.2.30) denklemi

) oI
d(11"n,) = ——5-dz* A,

bu sekilde yazilir. Diferansiyel formlarin 6zelligi geregi

N, A=V
da* N, =
0, M#v
olur. Bu nedenle
I5) 1 d
d(I = = (0,I1"
(I1*n,) 1= )

elde edilir. Baglangigtaki (3.2.28) denklem ile, kargilagtirildiginda
(0,11")n = F*n
bulunur. Buradan enerji-momentum tensorii i¢in
oI = F*H (3.2.36)
sonucu elde edilir.
" = pu*u” + P*
oldugundan dolay1, nihayi denkelm
Oy (putu” + P*) = F* (3.2.37)

bulunur. (3.2.37) denkleminde indis hesabi yapilarak (3.2.11), (3.2.14), (3.2.15) ve

(3.2.16) denklemleri elde edilebilir ve bunu gostere bilriz;
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p=20
o, (pulu” + P") = F' =0
PY =0
da® dz”
o | p— =0
(p dt dt )
dz”
0, =0
(%)

v indisleri yerine konulursa, v = 0,1, 2,3

0 (N0 (Y0 (6 o (|
00 \" dt ozt \" dt dx2 \" dt o3 \"dt )
p = 0 alindiginda siireklilik denklemi (3.2.11) elde edilir:

dp  O(pu) 9(pv)  I(pw)
o " Tor oy | 02

=0.

p = 1 alindiginda X-yonii kuvvet denklemi (3.2.14) elde edilir:

o, (pu'u” + P")=F' =X
1 0 1 1 1 2
Ao ( %% +P10) + 0, ( do_dr +P“) + 0y <pdidi +P12)

dt dt dt dt
dxt da?
O3 p———+PB) =X
* 3<p a ar " )

= X.

ou ou ou ou 0P, n OP,, n o0P,,
P ox oy 0z

p = 2 alimdiginda Y-yonii kuvvet denklemi (3.2.15) aymi iglemler yapilarak elde
edilir:

8V(pu2u” + P2”) =F?=Y

dz? dx® dx? dat dz? dx?
% (f’ﬁ it P”) o (pﬁﬁ * Pﬂ) 0 (PEE )
dz? dx?
o P23 — Y
o <p it dt )




Son olarak p = 3 alindiginda Z-yonii kuvvet denklemi (3.2.16) de bulunur:

o, (puu” + P =F*=Z

dx? da° dx? dzt
% (”E% t PSO) o ( aa Pm) + o <f’—
dx? da?
O p———+P¥ | =7
s <p a di )

oP.,

— tU— Vv W

ot ox dy 0z

(811} ow ow (9w) OP,, 0P,
p + == 4

or dy

= /.
0z

(3.2.37) denklemi siirekli ortamlar mekaniginin denklemlerini kolaylikla elde etme-

mizi saglar.

Ikinci hareket denklemi, siirekli ortamin acisal momentumunu ifade etmektedir. Bu

denklem, enerji-momentum tensoriiniin antisimetrik kismi ile ortam {izerindeki tork

yogunlugu arasidaki iligkiyi belirler. (3.2.29) denkleminde kullanilan kogeli paran-

tez, antisimetrizasyonu gosterecek bicimde

de NIV = dat ATV — daz¥ A TT
olarak tanimlanir. Buna gore (3.2.29) denklemi,

det ATV — da? NI = 9N, n

bi¢iminde yazilir.
Enerji-momentum yogunlugu

I = 11",
seklinde ifade edilir. Ayrica, hacim formlarinin tanimindan
dx? Amy =07\
bagintisi elde edilir. (3.2.40) ve (3.2.41) kullanilarak,

dz" N11Y = dat A (H”’\n,\)
= HV)\ dzt N LN

= HV'U'T]
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bulunur. Benzer bigimde,

dz” NTIH = 11"n

elde edilir. Bu sonuglar (3.2.39) denkleminde yerine konuldugunda,

(szu o H,u,z/) n= 80;1,1/aNa n

(3.2.43)

(3.2.44)

esitligine ulagilir. Hacim formu 7 sifirdan farkli oldugundan, (3.2.44) denklemi

7" — [ = 5Olu,z/ozj\[a

seklinde indirgenir.
Enerji-momentum tensorii

" = putu” + P*
kulanirilarak, (3.2.45) denkleminin sol tarafi
e — 11" = (pu”u” + P™) — (putu” + P*)
= p (uu* — utu”) + P — PH
olarak yazilir. Hiz alanmi bilegenlerinin ¢arpimi simetrik oldugundan,

uut —utu’ =0

olur. Dolayisiyla, ikinci hareket denklemi

1% v Opra
P pr = e,

(3.2.45)

(3.2.46)

(3.2.47)

bi¢imine indirgenir. Buna gore agisal momentum dengesi, basing ya da gerilme ten-

soriiniin antisimetrik kisminin tork yogunlugu tarafindan belirlendigini gostermek-

tedir.

Uzaysal bilegenleri agikca elde etmek igin,

ve

(N1, No, N3) = (L, M, N)
gosterimleri kullanilir. Levi-Civita sembolii i¢in

0123 _ 4
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konvansiyonu benimsendiginde, ilk olarak, (u,r) = (2,3) se¢imi yapilirsa, (3.2.47)
denkleminden

P - pB = BIN = [ (3.2.48)
elde edilir. Kartezyen uzaysal bilegenler cinsinden bu sonug
P,—P,.,=1L (3.2.49)

seklinde yazilir.
Benzer bicimde, (u,v) = (3,1) se¢imi igin

P13 p3l = 12N, — (3.2.50)

bulunur ve dolayisiyla

sonucu elde edilir.

Son olarak, (p, ) = (1,2) segimi igin
P p2 =B8N, = N (3.2.52)

oldugundan,

Py — Py =N (3.2.53)

bulunur.

Boylece ikinci hareket denkleminden elde edilen agisal momentum denklemleri
P,—-P,.=1, P,,— P, =M, P, — P, =N (3.2.54)

seklinde ifade edilir. (3.2.54) denklemi, basing tensoriiniin antisimetrik bilegenlerinin
siirekli ortam ftizerindeki tork yogunluklarina kargilik geldigini ortaya koymaktadir.

Strekli ortamda igsel tork yogunlugunun bulunmadigi durumda,
L=M=N=0 (3.2.55)
olur. Bu durumda (3.2.54) denklemleri

P,=P,, P.=P,  P,=P, (3.2.56)
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bu sekilde gosterilir. Dolayisiyla,
P;; = Py (3.2.57)

sonucu elde edilir. Bagka bir deyisle, ig¢sel tork yogunlugunun bulunmadigi klasik
siirekli ortam durumunda basing ya da gerilme tensorii simetriktir. Sonug¢ olarak,
(3.2.28) birinci hareket denklemi enerji-momentum dengesini ifade etmekte ve sii-
reklilik denklemi ile dogrusal momentum denklemlerini vermektedir. Buna karsilik,
(3.2.29) ikinci hareket denklemi agisal momentum dengesini belirlemekte ve igsel
tork yogunlugunun bulunmadigi durumda gerilme tensoriiniin simetrik olmasi sonu-

cunu ortaya koymaktadir.

Uzay-zamandaki her noktaya degisken bir Galilei referans sistemi iligkilendirilir. r
noktasina bagli Galilei referans sistemini tanimlayan serbest uzay-zaman vektor-
leri Ey, By, Es, E5 ile gosterilir. r noktasindan sonsuz kiiciik derecede yakin bir 7/
noktasina gecildiginde bu vektorler degisir. Bununla birlikte Ey vektoriiniin zaman
bilegseni her zaman 1’e esit, Ey, Fs, F3 vektorlerinin zaman bilegenleri ise her zaman

sifirdir. Bu nedenle agagidaki formiiller elde edilir:

dEy = wo Ey + wo' E1 + wo’Ea + wo® Es,

dE1 = w10E0 + wllEl + W12E2 + W13E3,

(3.2.58)
dEy = wy'Ey + wy' By 4 w By + wy’ B,
dEg = CL)30E0 + (JJ31E1 + W32E2 -+ (JJ33E3.
(3.2.58) denklemleri tek bir denklem ile ifade edilebilir:
b, =w /] NE,. (3.2.59)
Burada,
dr =e"F,,
ve hacim formlar1 bu gekilde
n=ec"Ne' Ne* A e, flo =€ Ne* e’

gosterilir.
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G’nin dig tiirevi alinarak hareket denklemleri bulunabilir:
G = (rNE,)II".

G' =dG = (dr NE )" + (r NdE,)IT* + (r A E,)dIT,
(rNdE )" = (r A (w,” A E)))ITH,
dG = (dr A E)II* + (r A E,) (dIT* + w,* ATIY)
dG = (e"E, N E)I* + (r A E,,) (dlI* + w * ATTY),
e AF = (r A E,)F"i) + % E; N E; 7Ny #,
G'='NF = dlI* +wf ATV = FFy,
%(EV NE,) ="M N, 7,

1
(e NIIF — et NTTY) = 5 e"FEN, 1,

DN | —

e’ N, = 0", 1.

« «

Bu iglemler sonucunda iki hareket denklemi su sekilde elde edilir:

i dI* +w AT = P (3.2.60)
| L, .
i g (e" NTIF — et NTTY) = € YEEN LD (3.2.61)
" = 14,

dlt* = dI+e q,, + 1**dn,,,
w it =T1% e,

Birinci hareket denkleminde yer alan ifade, baglanti bir-formlari tarafindan belir-
lenen kovaryant dig tiirev yardimiyla yazilabilir. Bu amagla, enerji-momentum yo-

gunlugunun bilegenleri i¢in kovaryant dig tiirev
DIT* .= dIT* + w,* AT (3.2.62)

seklinde tamimlanir. Burada D, degisken Galilei referans sistemiyle iligkili baglan-
tiin belirledigi kovaryant dig tiirev operatoriidiir. Boylece (3.2.60) birinci hareket
denklemi

DII* = F*j) (3.2.63)
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bi¢iminde ifade edilir.
Bu gosterim, enerji-momentum yogunlugunun degisken Galilei gergeveleri boyunca
kovaryant degisiminin, dig kuvvet yogunlugu tarafindan belirlendigini ortaya koy-

maktadir. Sabit bir Galilei ¢ercevesi secildiginde baglant1 bir-formlar: sifir olur; yani
w, it =0.
Bu 6zel durumda (3.2.62) bagntisi
DII* = qdI1*
sekline indirgenir ve (3.2.63) denklemi daha 6nce elde edilen (3.2.28)
dIT* = FFn

hareket denklemine doniigiir.
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4. NEWTON-CARTAN KUTLECEKIMI

Bir onceki boliimde Cartan’in bakis acisiyla, Newton kiitlecekiminin mutlak uzay
icinde etkiyen bagimsiz bir kuvvet alani olarak degil, komsu Galilei ¢erceveleri arasin-
daki geometrik iligki olarak ele alinabilecegi gosterilmigtir. Bu boliimde, s6z konusu
geometrik yorum modern diferansiyel geometri formalizmiyle yeniden ifade edilecek-
tir. Newton—Cartan kiitlecekimi, dort boyutlu bir uzay-zaman manifoldu iizerinde
tanimli dejenere bir zamansal metrik, dejenere bir uzaysal metrik ve bu metriklerle
uyumlu bir afin baglantidan olusan bir geometrik yapidir. Klasik Newton kiitlege-
kimi, bu yapmin egrilik tensorii aracihgiyla geometrik bi¢imde elde edilir (Cartan

1923) (Cartan 1986) (Trautman 1963).

Bu boliimde 6ncelikle Newton—Cartan uzay-zamaninin temel yapilar: tanimlanacak
ve bu yapilarin saglamasi gereken uyumluluk kogullar1 (Kuchar 1980) koordinattan
bagimsiz bi¢imde elde edilecektir. Ardindan Trautman kogulundan egrilik tensorii
ve alan denklemi tiiretilecek, bu kogullarin ve egrilik tensoriiniin ayar doniistimleri
altindaki davranigi incelenecektir. Dejenere metrikler nedeniyle yalnizca uyumlu-
luk kogullarindan belirlenemeyen afin baglanti, s6z konusu kogullar ve Kiinzle'nin
kovaryant uzaysal metrik tanimi kullanilarak elde edilecek (Kiinzle 1972) ve ayar
doniigiimleri altindaki davranigi incelenecektir. Son olarak, kiitlecekim potansiyel
alaniin sifir oldugu 6zel durum ele alinacak; bu durumda afin baglantinin indir-
genmis bi¢imi elde edilecek ve geometrinin temel yapilarinin uyumluluk kogullarini

sagladig1 gosterilecektir.

4.1 Newton—Cartan Uzay—Zamanindaki Yapilar

Newtonsal uzay-zamanlar birbiriyle iligkili ii¢ yap1 ile donatilmigtir: uzay metrigi
g°P, zaman metrigi h,p ve simetrik afin baglant1 V.,. Bu yapilar agagidaki kosullar1

saglar:

(A) Uzay metrigi ¢®” dejeneredir ve imzas1 (0;1,1,1)’dir. Benzer gekilde zaman

metrigi de dejeneredir ve imzasi (1;0,0,0)’dir. Bu iki metrik birbirine ortogo-
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naldir:

9*’hg, = 0. (4.1.1)
B) Simetrik afin baglant1 V., her iki metrikle de uyumludur:
( g v Yy

V9% =0 =V, has (4.1.2)
(C) Afin baglantinin egrilik tensorii su 6zelliklere sahiptir:

hajpR’s,, = 0, (Trautman 1963) kogulu. (4.1.3)
R} = 0. (4.1.4)

Bir olaym koordinatlar1 z® = {t,2%} seklindedir; burada o = 0,1,2,3 ve a =

1,2, 3’tiir. Kovaryant tiirev noktali virgiil ile de gosterilir:

Vw® = wg.
Yunan indisleri uzay metrigi ¢*” ile yiikseltilir ve egrilik tensorii R, s su konvansiyon
ile tanimlanir:

(0%

w [vé] = ’LU’BRO‘/B,W;. (415)

)

Zaman metrigi, zamansal ve uzaysal vektorleri ayirt etmeyi saglar:

>0 <= w® Zamansal
hapw®w” (4.1.6)

=0 <= w* Uzaysal
Uzay metrigi, uzaysal vektorlerin normunu belirler. Her uzaysal w® i¢in, onu iireten
bir kovektor w, bulunabilir:

w* = g*Pws.

Buna gore w®nin normu su sekilde tanimlamr: ||w||? = g**w,ws. Ayrica,

Wy = Wq + hagvﬁ bicimindeki kovektorler de ayni w® vektoriind iiretir; ancak norm
|wl|, yardimer vektér v*’ya bagh degildir.

Temel yapilar h.g, g*° ve V,, asagidaki korelasyon postiilalar1 aracihgiyla islemsel

bir anlam kazanir:

(a) zamansal araliklar standart saatlerle 6lgiilebilir,
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(b) uzaysal araliklar standart ¢gubuklarla 6lgiilebilir,
(c) test pargaciklar zamansal jeodezikler boyunca hareket eder.

(A)-(B)—(C) temel varsayimlarindan ayricalikli uzay-zaman alanlarimn varhg: so-

nucu ¢ikariir ve bu alanlarin agagidaki kosullar sagladigi goriiliir:
i. hop=T,Tp. T, =T,.
ii. X".5=0. X = goP X 4.
iii. ¢* =X X,

iv. u*T, =1.

vi. 9% = g% .
Vii. Ua;g = gZSaTﬁ.

Bu kosullarda gegen T', X, u®, ¢* ve ¢ niceliklerinin Newton—Cartan kiitlegekimin-

deki anlamlar1 Cizelge 4.1’de verilmistir.

(izelge 4.1 Newton-Cartan kiitlecekiminde temel niceliklerin adlandirilmasi

Simge | Isimlendirme Aciklama,
T Mutlak zaman Uzay—zamani sabit-zaman yaprakla-
rina ayiran skaler zaman fonksiyonu;
To =Ta, hag =T T3.
X Galilei koordinat- Doénmesiz, Kartezyen uzaysal koordi-
lar: natlar; g®? = §,, X X8,
u® Galilei gozlemcisi- Rijit, donmesiz gozlemcinin (gergeve-
nin dort-hiz nin) hiz alan; u*7T, = 1.
P Kiitlegekim alan Skaler potansiyelin gradyani; ¢¢ =
siddeti 9% 4.
10) Skaler kiitlecekim Poisson denklemini saglayan skaler
potansiyeli alan; A¢p = 4w Gp.
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4.2 Koordinat Bagimsiz Denklemlere Gegis

i. kogul, Newton—Cartan kuraminda zamanin geometrik olarak mutlak ve bagim-
siz bir yap1 tagidigini gostermektedir. ii. kogul, X** vektorlerinin paralel tagindigini
ifade eder; dolayisiyla Galilei koordinatlar1 dénmesizdir. iii. kogula gére, bu koordi-
natlar ayn1 zamanda Kartezyen koordinatlardir. Bu nedenle sabit mutlak zamana
kargilik gelen yapraklar diizdiir. iv. kogul, Galilei gézlemcisinin diinya ¢izgilerinin
mutlak zaman 7' ile parametrelendirildigini ifade eder. v. kogul ise X*'larin Galilei
gozlemcisinin eg-hareketli koordinatlar1 oldugunu belirtir. vi—vii. kogullardan, Ga-
lilei gézlemcisinin rijit oldugu (u(*® = 0) ve ayrica ¢*'nin kiitlecekim alan siddeti

anlamina geldigi sonucuna ulasilir.

(i)—(vii) kogullarindan yararlanilarak agagidaki sonuglara ulagilabilir:

hop =TTy = h=Tyds® @ Tpda’ = dT @ dT

= or — T, dx* = a—TdJ;a =dT
Oz Oz

Mutlak zaman fonksiyonu 7"nin Cartan dig tiirevi alinarak zamansal 1-form olan

dT elde edilmektedir.

T,

ii.
Xaoz;ﬁ =0. X = gaﬁXaﬁ'

Paralel, rijit ve dénmesiz vektor alanlar1 tanimlansin:

0xX* 0
(l.: ax — ary —
=X, =g 57 Do a=1,23. (4.2.1)
Vojo:86* =0 (£"’lar V-paralel) (4.2.2)
0
a _ yaa — g X 8(1'
¢ oz g
0

Va/axﬁﬁa =g" (Va/axﬂXa,w) %

Kovaryant tiirev ¢carpim kuralina gore agilabilir:

0 0
X -
Y axa 776 axa
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W’ = Lo’ da®. (4.2.3)
Vy0a = Lag’ 05.
Vojoes€" = g7 X 1505 + g7 Tag® X, 05.
= (gMXamB + 9% Faﬁé Xaﬂ) 0s.
= (X" 5+ Tog’ X) 05 = 0.
X® 5 =0. (4.2.4)

Boylece uzaysal vektor alanlarinin baglantiya gore paralel tagindigi sonucuna ulasil-

maktadir.

iii.
gcxﬁ — 5ab XaaXb,B
0
a_ yaea_~
¢ or™
_ ap i ® i
I=9 e ™ b
0 0
— Xaosz,B - Y
Oab oz ® OxP
0 0

=0 X — @ X" —
’ Oz ® oxh

g=0u,E"® ¢, (4.2.5)
V(g=0a&" @) =0

iv.

w(T) =dT'(u) =1 (4.2.6)
h(u,u) =1 — wu zamansal. (4.2.7)

h(v,v) =0 — v uzaysal. (4.2.8)



ug X = 0. (4.2.9)

Her X ¢ skaler bir fonksiyon oldugundan, kismi tiirevleri dX* 1-formunun bilegenle-
ridir:

AX* = X, da®, X, = (dX%),

Buradan v. kogulun koordinat bagimsiz hali dogrudan elde edilebilir:
u Xy =u0, X" =dX"(u) = u(X*) =0, (4.2.10)

Boylece v. kosul, X koordinatlarinin Galilei gozlemcisinin akigi boyunca degigsmedi-
gini ifade eder. Bagka bir deyisle, gbzlemci hareket ederken bu uzaysal koordinatlar
sabit kalir. Bu nedenle X*lar, gozlemciyle birlikte taginan es-hareketli uzaysal koor-
dinatlardir. Ayrica bu kosul, X“’lardan elde edilen yonlerin zamansal degil, tamamen

uzaysal oldugunu gostermektedir.

vi. kogulda ¢ = gaﬁgbﬁ kullamlarak €% tanimlansin:

0

¢ . ga Y
£ =9 g (4.2.11)

vii. kosul geregi Vzu® = ¢*Tp oldugundan, denklemin her iki tarafi d, ile ¢arpildi-
ginda (Vzu®)0, = ¢“T30, elde edilir. vi. kogul ve (4.2.11) kullanilarak (Vgu®)d, =
979 Ts0, yazlabilir. Béylece Va, u = TB§¢ elde edilir.
Dolayisiyla

Vasu = dT(95)6% = 05T &% = Tp€”

oldugundan

Vu=dT ® €°. (4.2.12)

elde edilir. Simdi u gdzlemci alaninin ivmesi
A, = V,u. (4.2.13)
olarak tanimlanir. (4.2.12) ve (4.2.13) kullanilirsa

A, =V, u= u'B@ﬁng’ = uﬁTlgﬁq5
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elde edilir. iv. koguldan bilindigi {izere u”Ts = 1 oldugundan, sonug olarak,

A, = €°. (4.2.14)
bulunur. Ayrica Laplace operatorii
A= g¢*"V, Vs (4.2.15)
seklinde tanimlanir. Poisson denklemi ise
A¢p = 4dmp = 4nGp (4.2.16)
bigimindedir. (4.2.15) ve (4.2.16) denklemlerinden

gaﬁvaVBQS = ¢a;a
bulunur. Dolayisiyla,

Vo = 9% = 4mp. (4.2.17)
sonucuna varilir, boylece kiitlegekim alaninin skaler bir potansiyelden tiiretildigi,
Galilei gozlemcisinin ivmesinin bu potansiyelin gradyani ile verildigi ve potansiyelin
Poisson denklemini sagladigi gosterilmigtir. Sonug olarak Newton kiitlegekiminin,
Newton—Cartan kiitlecekim geometrisi icerisinde potansiyel, ivme ve madde yogun-
lugu arasindaki iligki {izerinden yeniden kurulmus oldugu ortaya konulmugtur. Ayrica
vii. kosulda u’'nun rijit olma kosulu da gosterilebilir:

vou + Vou® =0 (4.2.18)

gaavauﬂ + gﬁavgua

90’ o+ g

9* 7 Ty + g7 6T,

9T, ¢° + g% T, ¢
(4.1.1) denkleminden, g*°T, = 0 ve ¢°*T, = 0 oldugundan V*u” + V"u® = 0 olur.
Simdi ise egrilik tensoriiniin, (4.1.3) ile verilen Trautman kogulundan tiiretilebildigi
gosterilebilir. Trautman kogulu

ha(g R s = 0
50



bi¢gimindedir. Buradaki [8d] antisimetrizasyonu agilirsa
hop B sy = has B gy
elde edilir. i. kosuldan h.g = 1,7 oldugundan,
T TR 5 = T T5 R g
bulunur. Her iki taraf u® ile ¢arpilip iv. kosuldan u*T, = 1 kullanilirsa
TR 5 = T5R gy,
elde edilir ve ardindan «” ile carpilip yine iv. kogul uygulanirsa
R = Tsu’ R g,
elde edilir. Indisler yeniden adlandirilarak (y — o, § — 8, u — 7, v — §; toplam
indisi o)
R%py5 = Thu” R 5y
yazilir. Egrilik tensoriiniin tanimi geregi (4.1.5) u® R%,,5 = u®,p5 oldugundan
R = T3 (V,Vsu® — VsV,u),
ve vii. koguldan Vsu® = ¢*Tys yerine konursa
Rgy5 = T3 [V (0°T5) — Vs(¢°T,)]
elde edilir. Buradaki tiirevler ¢carpim kuraliyla acgildiginda,
Rpos = Tp| 6% Ts — ¢° 5 Ty + 6% (VT5 — VJT,,)] (4.2.19)

yazilir.
i. kosuldan h,, = T, T, ve uyumluluk kosulundan (4.1.2) V,h,, = 0 oldugundan,
Leibniz kuraliyla

VAT, = (VAT) T, + T, (VAT,) = 0

yazilir. Bu ifade u” ile ¢arpilip iv. kogul (v*7, = 1) kullanilirsa
VaT, + T, (WVAT,) =0 = Vi, =—T,V;
~——

=:V)
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elde edilir. Son ifade bir kez de u* ile ¢arpilirsa, yine u*T, =1 ile

UMVATM = — (u“TM) Ww=-V, = V,=0
——

=Vy

bulunur. Dolayisiyla

VT, =0, (4.2.20)

olur yani zaman 1-formu d7T', baglantiya gore paraleldir:
V,T5 = VT, =0 (4.2.21)

(4.2.19) denkleminde kullamldiginda, son parantez sifirlanir ve Newton—Cartan bag-

lantisinin egrilik tensorii
R 05 = T (% Ts — 0% 1) = Tp ¢y Ty (4.2.22)

bi¢imini alir. Béylece egrilik tensoriine Newton—Cartan kiitle¢cekiminde ulagilir. Newton—
Cartan kiitlecekiminde egrilik tensoriiniin zaman yapist ile kiitlecekim alaninin de-

gisiminin birlesiminden koordinat bagimsiz olarak ifade edildigi de gosterilebilir:
Ry =T5 (0% Ts — ¢ T1)
= TpT; (V,8%)" =TT, (Vo,6”)"

R=R%sdr’ @ ds” ® dr’ @

ox~
= Tpd2’ ® (da" @ Ts da’ ® Vo £ — T, da” ® da’ ® Vp,E?)
R=dT ® (d2" ® dT — dT @ da") ® Vg £°
R=dT ® (dx" AdT) ® Vs £°. (4.2.23)

Yukarida tiiretilen koordinat bagimsiz denklemler, ilgili indisli karsiliklariyla birlikte

Cizelge 4.2’de 6zetlenmigtir.
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(Qizelge 4.2 Newton—Cartan kogullarinin ve egrilik tensoriiniin

koordinat bagimsiz denklemleri

Kosul Indisli denklem Koordinat bagimsiz denklem
i. hap = TaTp h=dl ®@dTl
i, X 5 =0 Ve =0
. g°F = bap X X 9=0u " @€
iv. uTy =1 dT(u) =1
v. u* X, =0 dX%(u) =0
vi. ¢ =gP¢ 4 £ = ¢"0q
vii. u®.5 = ¢*Tp Vu =dT @ ¢?
Bgrilik tensorii | R%gy5 = Tp ¢°, Ty | R =dT ® (da? AdT) ® Vg £°

4.3 Alan Denklemleri

Newton—Cartan kiitle¢ekiminin alan denkleminin elde edilmesi igin, (4.2.22) denk-

lemiyle verilen egrilik tensorii kullanilir:

Raﬂwé = T5¢a;[WTé] = Tﬁ (¢awT5 - ¢a;§T7)

v =« kontraksiyonu yapilarak egrilik tensorii bagtan yazilabilir:
Raﬁaé = Tﬁ¢a;aT5 - gba;(STa (431)

(4.2.17) denkleminden ¢“., = 4mp oldugu bilinmektedir. Bu sonug (4.3.1) denkle-
minde yerine konuldugunda, kontraksiyon sonucunda Ricci tensoriiniin bilegenleri

agagida gosterildigi sekilde ifade edilir:

Rps = 4mphgs — ¢ 5T (4.3.2)
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(4.1.1) denkleminde verilen zamansal ve uzaysal metriklerin ortogonallik kogulu kul-

lamlarak ¢ ;T;, = 0 oldugu gosterilebilir.
¢ 5T = TuV59°. (4.3.3)

vi. kogsuldan bilindigi tizere ¢“ = gaﬁgbﬁ oldugundan, (4.3.3) denkleminde kullani-
lirsa ¢° 5T, = g“°T, V¢ 5 elde edilir. Ortogonallik kogulundan g*?T,, = 0 olur ve

béylece ¢ 5T, = 0 bulunur.

Sonug olarak, Newton—Cartan kiitlecekiminin alan denklemi elde edilir:

Ric = 4nGpdT ® dT (4.3.4)

(4.3.4) denklemi, Newton—Cartan kiitlegekiminin alan denkleminin koordinat ba-
gimsiz halidir. Burada p = Gp olup, p kiitle yogunlugunu ve G Newton kiitlecekim

sabitini gostermektedir.

4.4 Ayar Doniistimleri

Egrilik tensorii R%g.s, (4.2.22) denklemi aracihigiyla 7', X¢, u® ve ¢ nicelikleri ta-
rafindan tekil olarak belirlenir. Bununla birlikte, i—vii bagintilariyla birbirine bagh
olan ve (4.2.22) denklemindeki ayni egrilik tensoriinii iireten ¢ok sayida T, X% u®
ve ¢ elemani vardir. Dolayisiyla farkli Galilei gozlemcileri, kiitlegcekim alani igeren

uzay—zamanlarda Galilei Lie grubunun bir genellemesi olan bir ayar grubu ile birbi-

rine baglanir:

X'(x) = A%X (x),  T(z)=T(z) — Ty, (4.4.1)
oA, Al = 6% A% =const., T, = sabit. (4.4.2)
X%z) = X%z) — RY(T). (4.4.3)

i (x) = u®(x) + Uy (T) X (). (4.4.4)

o(x) = ¢(x) + ao(T) X" (x) + (7). (4.4.5)
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(4.4.1) ve (4.4.2) bir Lie grubu olugtururken, (4.4.3)-(4.4.6) denklemleri 7"nin dort
keyfi fonksiyonunu, yani R*(T") ve ¢(T') fonksiyonlarmi igerir; dolayisiyla bir ayar
grubunu temsil eder. (4.4.3)—(4.4.6) denklemleri iki Galilei gergevesini keyfi ivmeli

bir 6teleme araciligiyla birbirine baglar.
¢ = a,(T)X* + o(T) (4.4.7)

(4.4.7) potansiyeli, Laplace denklemini dogrudan saglar ve bu nedenle “gergek” kiitle-
¢ekim potansiyelinden ayirt edilemez. (4.4.5) denklemi, Einstein’in egdegerlik ilkesini

Newtonsal bir uzay—zamanda ifade eder.

Simdi i—vii kosullarinin yukarida verilen ayar doniigiimleri altinda degismez olup
olmadig1 incelenebilir. Ilk olarak i. kosul ele alindiginda, h = dT ® dT" ve (4.4.1)

denkleminden zaman koordinatinin déniistimi
T=T-T,

seklindedir. Ayrica (4.4.2) denklemine gore Ty sabit oldugundan

dTy =0
olur ve

dT = d(T — Ty) = dT — dT;) = dT. (4.4.8)
elde edilir. Bu nedenle dontigmiis zamansal metrik h
h=dl ®dl =dT ®dT = h

olur. Boylece

h=h (4.4.9)

sonucuna ulagilir. Yani i. kosul, verilen doniigiimler altinda degismez.
ii. kogulun (X**5 = 0) doniigiimler altinda korunup korunmadigi incelenebilir.

(4.4.3) denklemine gore uzaysal koordinatlar
X%z) = X%x) — RY(T)

seklinde doniisiir. Bu ifadenin 2°’ye gore tiirevi alimirsa

o e dR
e =2y
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elde edilir. (4.4.6) denkleminden

_dR®
AT

Ua

oldugu i¢in bu ifade

X5 =X —U"Ty

seklinde yazilir. Simdi bu ifade ¢°? ile yiikseltilirse agagida ifade edildigi gibi X
bulunur:

9P X5 = 9" (X5 = UTy).
Xaoz — xoeo _ UagaﬁTﬁ

Newton—Cartan kiitlegekim yapisinda, uzaysal metrik ve zamansal metrigin dikli-

ginden (4.1.1), g**Ts = 0 olur. Dolaysiyla
X0 = xoo (4.4.10)

sonucuna ulagilir.

Bu sonug geregince kovaryant tiirevler de ayni kalir:
Koy = X

Boylece
X5 = X%, =0 (4.4.11)

olur. Sonug olarak, ii. kogul verilen ayar doniigiimleri altinda degismez.
Simdi ise uzaysal metrigin doniigiimler altinda korunup korunmadigi incelenebilir.

Baslangictaki uzaysal metrik, iii. kosul geregince,
g% = 0 XX
seklinde yazilir. Buna karsilik ¢®?, koordinat bagimsiz bicimde (4.2.5)
g=0a8" ®E
denklemiyle ifade edilmisti. Burada (4.2.1) denkleminden

X®9,=¢" X"o5=¢" (4.4.12)
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tanimlar: kullanilmigtir. Dontligmiis uzaysal metrik ise ayni bigimde
- ~a ~b
g = 5ab€ ®§ .
olarak yazilir. Bir 6nceki adimda, (4.4.3), (4.4.6) ve (4.1.1) denklemleri kullanilarak

(4.4.10) denklemi
)/\(/aa — X(la

elde edilmisti. Bu nedenle (4.4.12) bagintilar1 asagidaki bi¢imi alir:
X0, = X0, = €%, X", = XP0, = €.

ve doniigiimler altinda vektor alanlar1 degismez:

&=¢, &=¢
Boylece
~ ~a ~b a
J=0uf ®E =04 @ =g (4.4.13)
bulunur ve bu sonuca ulagilir:
g=g<= g =yg" (4.4.14)

Kontravaryant uzaysal metrik doniisiimler altinda degismez. Simdi ise iv. kogul

u®T, = 1 incelenebilir. (4.4.4) denklemine gére hiz alam
u* = u* + U, X
seklinde doniigtir. Ayrica (4.4.1) denkleminden
T=T-T,
oldugu bilinmektedir. (4.4.2) denklemine gore T} sabit oldugundan
dlhy =0
Tva = f,a = (T - To),a =T,
elde edilir. Simdi doniigmiis ifade hesaplanir:
T, = (u® + U, X T,

=u*T, + U, X“T,.
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Burada ii. koguldan X = ¢g*/ X ;5 oldugundan,
ﬂo‘fa =u*T, + Uago‘ﬁXaﬁTa
= uT, + U, X" 59°°T,.
(4.1.1) denkleminden dolay1 uzaysal metrik zaman yoniinii yok eder. Dolayisiyla

T, = u®Ty + U, X 3 g°°T,
0

=u*T,.

u®T, =1 oldugu i¢in

uT, =1

sonucuna ulagilir. Sonug olarak iv. kosul da verilen ayar doniisiimleri altinda degis-

mez.

v. kogul (u*X*“, = 0) incelenebilir. (4.4.4) denklemine gore hiz alani
u® = u” + UbXba

seklinde doéniigmektedir. Ayrica (4.4.3) ve (4.4.6) denklemlerinden

X=Xy —-UT,
elde edilir. Buna gore dontigmiis kosul asagidaki bicimde hesaplanir:
WX, = (u + Uy X' (X0 — UT,) . (4.4.15)

WX = Xy — uU T, 4+ Uy XX o — Uy X" UT,. (4.4.16)
(4.4.16)’in ilk terimi baglangictaki v. kosuldan dolay1 sifirdir:
u* X, =0.

Ikinci terimde iv. kosuldan u®T, = 1 esitligi kullanilir. Uciincii terim ise uzaysal

bazlarin ortonormallik bagintisi

g X X 5 =57 (4.4.17)
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kullanilarak elde edilir. (4.4.17) denkleminde uzaysal metrik, indisleri yukar1 kaldir-
mak amaciyla kullanilir:

XX = 6, (4.4.18)
seklinde olur. (4.4.18) denklemi (4.4.16) denkleminin {iglincii teriminde kullanilirsa
U X xe,=0"X,"X", = U, = U
sonucuna ulagihir. (4.4.16)’in son teriminde ise (4.1.1) denklemi geregince

XT, =g’ X" 5T, = X® 5g°°T,, = 0
olur. Boylece

WX, = ut X —UusT, +U, XX, —U,U® X*T,
N—— SN~ N—— N——
0 1 Ubs,e 0

= —U" + U,"
=-U"+U"
= 0.
v. kosul, verilen ayar doniigiimleri altinda degigsmez.

Simdi ise vi. kogulun (¢* = g*7¢ 5) déniigiimler altinda nasil degistigi incelenirse,

(4.4.5) denklemine gore potansiyel
6 =0+ a,(T)X* +¢(T)
seklinde doniismektedir. (4.4.5) denkleminin x”’ye gére tiirevi alinirsa
575 =¢5+ Uap X%+, X% 5 + © g5 (4.4.19)

elde edilir. Burada a, ve ¢ yalnizca T"nin fonksiyonlar1 olduklari igin

da, dy

= —T = —1T53. 4.4.2

Qq 3
seklinde yazilir. (4.1.1) denklemi kullanilir ve uzaysal metrik de etki ettirilirse (4.4.20)

denklemleri su sekilde olur:

da
PBlas = —g*T; = 0. 4.4.21
9" tas = —m 9" T5 ( )
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o dp o
9P 5= 79 55 = 0. (4.4.22)

Simdi (4.4.19) denklemi ¢” ile yiikseltilirse:

00 5 = 0°%6 5 + 00 s X + aag®™® X 5+ g% 5. (4.4.23)

(4.4.21) ve (4.4.22)’den dolay1 (4.4.23) denkleminde 2. ve 4. terimler sifir olur;

990 5= 9P b 5+ a,g°’ X 5. (4.4.24)

(4.4.24) denklemindeki birinci terim g*°¢ ; = ¢ bicimindedir. Ikinci terim ise ii.
kosulda gosterildigi
gaﬂ)z'aﬁ — )Z'aoz

bu sekilde tanimlaniyordu, dolayisiyla
9°%0 5 = O™ + a X . (4.4.25)

iii. kosulda g*® = ¢®® oldugu gosterildiginden, doniismiis potansiyel

¢ = §a5¢,5 = gaﬁﬁﬁ,ﬁ

seklinde yazilabilir. Boylece

~Q

6 = +a, X
elde edilir ve (4.4.10) denkleminden de X = X% oldugu icin

~Q

O =% + ag X (4.4.26)
sonucuna ulagilir ve vi. kosul ayn bi¢imde kalmaz; ¢ doniistim altinda a, X kadar
degigir.

vii. kosulun (u® 5 = ¢*T3) doniigiim altinda korunup korunmadigr incelendiginde
ise, (4.4.4) denklemine gore
ut =u* + U, X%

kovaryant tiirev alinir ve

W5 =1’ + Uy s X + U, X 5. (4.4.27)
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elde edilir. ii. koguldan X**.3 = 0 oldugundan, (4.4.27) denkleminin ti¢iincii terimi

sifir olur:

utip = utp + U g X + U X*.
0

Baglangigtaki vii. kosuldan u® s = ¢*15 oldugu i¢in u®.3 = ¢*Ts + U, s X** bulu-

Uq
nur. Burada U, yalnizca T"nin fonksiyonu oldugundan U, 3 = —— T} yazilir. Ayrica

dr
au, .
(4.4.20) denkleminden dolay1 a, = ¥ oldugundan U, g = a,T}3 elde edilir. Boylece

u”g = ¢"Tp + a,Tp X", (4.4.28)

bulunur, (4.4.28) denkleminde 7j parantezi alinirsa
U5 = (¢ + a, X*) Tp (4.4.29)
elde edilir. Ote yandan (4.4.26) geregi g~zﬁa = ¢“ + a, X oldugundan, sonug olarak
% = Tp (4.4.30)

bulunur. vii. kogulun verilen ayar doniigiimleri altinda bi¢iminin korundugu agik¢a

goriliir.

Simdi egrilik tensoriiniin (4.2.23) bu ayar doniigtimleri altinda degisip degismedigi

incelenebilir. (4.2.23) denkleminden yola gikarak doniigmiis egrilik tensorii,
R—dT® (dﬂ A df) % Vo &

seklindedir. (4.4.8) denkleminden dT = dT elde edilmisti. Dolaysiyla,
R=dl® (d" AdT) ® Vs €' . (4.4.31)

olur. Ed’ ifadesi ele almabilir, (4.2.11) tanimi geregi:

vi. kogulda elde edilen doniigiim sonucuna gore Zsa =% + 1 X oldugundan,

Ed) = ((ba + aa)N(‘w‘> O
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yazilir. (4.4.10) denkleminden Xoo = xoo oldugu bilindiginden,
~¢ (63 acx
§ =¢ Oa + aq X0y
olur. Burada (4.4.12) ve (4.2.11) denklemleri kullanihirsa,
~¢
£ =€+ a"
elde edilir. (4.4.32) denkleminin kovaryant tiirevi alinabilir:
~ "
Vo,& = Va, (€7 + a.&”)
~¢ " “
va»yg = va,yé + va’y (a’aé- )
~¢ a a
v&yf = V&ygd) + aa,'yf + aav&yf :
ii. kogul X% = 0 kullanilirsa,
Vo " = Vo, (X0,) = X*,0, =0
(4.4.33) denkleminin fi¢iinci terimi sifir olur. Bu nedenle;
~¢ & “
V&yg = v@»yg +aa,7§ :
Burada a, yalnizca T'nin fonksiyonu oldugu i¢in;

_ da,

Qg = d_TTV = daT,y

Boylece
~¢ . a
Vc%g = V&Yé‘(ﬁ + aaT’yf .

(4.4.34) denklemi, (4.4.31) ile verilen R ifadesinde kullamldiginda,

R=dT ® (dz" NdT) @ (Vo &% + a,T,€%)

= dT @ (d2" A dT) ® Vi, &% +dT ® (dz” A dT) @ a T,E"

[k terim dogrudan R’dir:
dT @ (dz" AdT) ® V,E° = R.

Dolayisiyla

R=R+dT ® (dz" A dT) ® a,T,E".
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Ikinci terimde T, skaler carpani kama ¢arpiminin i¢ine alinabilir:
R=R+dT ® (Tydz" A dT) @ a,&".

Fakat

T.,dz" = dT

oldugundan

T,da" AdT = dT A dT =0

elde edilir. Boylece ikinci terim sifir olur:

R=R+dT ® (dT A dT) ®a,E"
0

Sonug olarak

R=R. (4.4.35)

bulunur. Egrilik tensoriiniin verilen ayar dontigiimleri altinda degismez oldugu go-
riiliir. Newton—Cartan kiitlecekim kuraminda egrilik tensoriiniin ayar doniigimleri
altinda degismemesi, kiitlegekim alaninin gergek fiziksel igeriginin segilen gozlemciye

veya referans gergevesine bagli olmadigini gosterir.

4.5 Newton—Cartan Afin Baglantisi

Dejenere olmayan metrikler icin uyumluluk kosulu V,g,.s = 0, I's,* baglantisini
gap’dan insa edilen Christoffel sembolii tek bagina belirler. Oysa Newtonsal uzay—
zamanlarda dejenere metrikler g’ ve h,s igin verilen uyumluluk kogullar1 (4.1.2)
ile

V.g*? =0=V, has

afin baglantiy1 belirlemeye yetmez. Once dejenere olmayan, Riemann metrigi duru-

munda baglantinin nasil elde edildigi hatirlansin. V., g,3 = 0 kosulu acildiginda

YoBsy = GaBy — Pa’yu Gup — Pﬁwu Gap = 0 (451)
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ifadesine ulagilir. Buradan ii¢ permiitasyon yazilabilir:

(1) : Japy = Foa'yu 9up + Fﬁ—yu Goys (452)
(2) : gﬁ%a - Fﬁau gu'y —I— ]-—‘fya'u 9/3,“ (453)
(3) : Gya,p = F'yﬂ“ Jua + Faﬁu Gy (454)

Baglantinin torsiyonsuz olmasi I'g,* = I',3* ve metrigin simetrisi g,3 = g kosul-

larindan yararlanarak (2) + (3) — (1) kombinasyonu hesaplanirsa

98va t Grap — Gapry = 2Lap" gy

sonucuna ulagilir. Tki taraf metrigin tersi ¢77 ile carpildiginda,

597 (98v.a + Gyvap — Yapy) = Lag" Gury 977 (4.5.5)
—
5
ve buradan
Tas” =597 (98y.a + Gya,8 — Gap) (4.5.6)

gikar. Denklem (4.5.5)’de Riemann metriginin tersi kullanmlarak baglantiya ulagi-
labilmesinin nedeni g,, g”7 = d;, 6zdesligidir. Ancak Newton-Cartan kuraminda
metrikler dejenere oldugundan g, g” # 0;, olur ve baglant1 bu yolla belirlenemez.
Bu nedenle (Kiinzle 1972)’nin kovariyant metrigi gerekir; ayrica Newtonsal afin bag-
lantiy1 potansiyeller {g**,u®, T, ¢} cinsinden ifade edebilmek icin, uyumluluk kosulu
(4.1.2)’a ek olarak Galilei gozlemcisini karakterize eden vi. ve vii. kogullara da bag-

vurulmasi gerekmektedir:

vi. ¢ =g, (4.5.7)

vii. Ua;g = gZSaTﬂ. (458)

[k olarak, (Kiinzle 1972) tarafindan verilen kovaryant uzaysal metrigi g5 su bagimn-
tilarla tamimlanir:

ga,y g’YB — 65 _ Tauﬁ, ga,@ U/B =0. (459)

Bu metrik de dejeneredir ve imzasi (0;1,1,1) seklindedir. Yunan indislerini agag:

indirmek i¢in bu metrik kullanilabilir.
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Denklem (4.5.9)’deki g, g7 ifadesi bir projektér niteligindedir:
PP =60 — TP (4.5.10)

ve uzay—zaman yonlerini birbirinden ayirir. Zamansal vektor u® {izerindeki etkisine

bakildiginda

(67

sonucu elde edilir. Ote yandan T,V = 0 kosulunu saglayan uzaysal bir V* vektorii
alindiginda
PPVe = (68 — TP Ve =VP —(T,V) uP = VP (4.5.12)
5
elde edilir. Dolayisiyla P, uzaysal vektorleri oldugu gibi birakir, zaman yoniinii ise

sifira gonderir; bu yiizden P uzaysal projektordiir.

1mdi ayar donusumleri altinda g,z 'nin nasil degistigine bakilabilir. Donusmus 1fade
i déniisiimlert altmda g | degistizine bakulabilir. Déniismiis ifad
Gory §° =00 — T, 0" (4.5.13)

bigimindedir. (4.4.4), (4.4.8) ve (4.4.14) denklemleri (4.5.13)’te yerine konuldugunda

Jar g7 = 05 — Tou’ =T, U, X7, (4.5.14)
———
Gay Q’YB
(ga'y - ga’y) g'Yﬁ = _Ta UaXaB (4515)

ifadelerine ulagilir. X% = ¢7% X _ oldugundan
(ga'y - ga7> 976 =-T,U, 976 Xa,’ya

[Gory — Gory + Ta Ua X1 g77 =0 (4.5.16)

N J

! ha'y

yazilabilir. (4.5.16)’da (4.1.1) kullamlmigtir; bu denklemin sifira egit olmasi, kogeli
parantezin ¢”?’nin c¢ekirdeginde yer almasi anlamina gelir ve sz konusu cekirdek
hey = T, T, tarafindan iiretilir. Boylece f ile gosterilen bir skaler katsay1 tanimlana-
rak

ga'y = gaw - Ta Ua Xa,'y + f ha'y (4517)
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yazilir.
Simdi f katsayisinin belirlenmesi igin (4.5.9)’deki g5 u® = 0 denkleminin ayar dénii-
stimii incelenebilir. (4.5.17) @ ile ¢carpihp g, @ = 0 kosulu uygulanacaktir. Bunun

icin sag taraftaki {i¢ terim tek tek hesaplanabilir.

Ik terim icin @ = u” + U, X" acilim yerine konulursa

Jory @ = Gory 07 +Upy  Gary X7 (4.5.18)
N—— N——
=0 gay 7P X g

ifadesi elde edilir. Alttaki birlegim i¢in (4.5.9) kullanilirsa
Gorn P Xl g =00 X0 5= X0 s T, uf = XP
Hb,_/ T
Xt =

yazilir; v. koguldan u” X° 5 = 0’dir. Sonug olarak,
Jory @ = Up X° 4 (4.5.19)

elde edilir.

Ikinei terimde yine @”’nin acilimi yerine konulursa
T U, X0 = =T Uy (X" +U, X7 X)) (4.5.20)
=0
halini alir. (4.5.20) denkleminin ilk terimi v. kosuldan sifirdir. Ikinci terimde ise

(4.4.18) 6zdesligi uygulanirsa
Uy X" X, =U" X X, =U"8," = U”
elde edilir. Boylece
~-T, U, X' = -T,U, U" = =T, U? (4.5.21)
bulunur. Uciincii terim icin ho~y = T, T, oldugundan

fhoy W = fT,Tou" + fUT, T, X" = fT, (T, u” +U, T, X") (4.5.22)
~—~—— \\6_/
=1, iv. =
yazilir. Son parga T, X = T, ¢° X* 5 = 0 ortogonallik kosulundan (4.1.1) sifirdur.
Boylece

Fho @ = [T, (4.5.23)
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sonucuna ulagilir.

(4.5.19), (4.5.21) ve (4.5.23) sonuglar1 g, @” = 0 kogulunda toplandiginda
Jory @ =0 = Uy X' o — T, U+ fT, =0 (4.5.24)
bagintisi elde edilir. f’yi yalniz birakmak ic¢in her iki taraf u® ile ¢arpilabilir:

U, uaXb’a—uaTa U2+f u*T, =0,
—_—— = N——~

=0, v. =1, iv. =1, iv.
~UP+f=0 = f=U? (4.5.25)
ve bu sonug elde edilir. Bu sonug (4.5.17)’ye yerlestirildiginde §,snin ayar doniigiimi

Gop = Gop — Ta Us X® 5+ U? hag (4.5.26)

bigiminde elde edilir. Ancak g,s simetrik bir tensér oldugundan (gas = gga), ayar do-
niisimii altindaki hali g,s da simetrik olmak zorundadir. g,g, ikinci terim nedeniyle

simetrik degildir. Bu nedenle s6z konusu ifade simetriklestirilmelidir.

Gop = (ap + J8a)

Ikinci terim icin simetriklestirme islemi yani; — (Ta U X5 +T5U, X aa) yapildiginda,

elde edilen denklemler
Jop = gos = (TaUaX "5 + TsUaX ") + Uhag

Gap = Gap — TUa X gy + Uhag (4.5.27)
olurlar. Goriildiigii izere kovariyant uzaysal metrik ayar dontigiimleri altinda degisir.
Simdi ise ga, grP = (55 — T,,u? denkleminin kovaryant tiirevini hesapliyalim;

Vo (gap 9°°) = —u° VT, — T u’,. (4.5.28)

(4.2.21)’den V, T, = 0 oldugu bilinmektedir; ayrica uyumluluk kogulundan g"? ~ =0
ve vii. koguldan u®., = ¢°T, uygulandiginda (4.5.28) denklemi

Japn 97 = =Ty T, ¢° (4.5.29)
67



halini alir. Her iki taraf gg, ile ¢carpildiginda

Japiy 9B 9’ =-T.T, gso ¢’ (4.5.30)
85 —Tyur o
Gaoyy — Ta u” Joap;y = _Ta Ty §bg (4531)

sonucuna ulagilir.

(4.5.9)’'dan g,pu” = 0 denkleminin kovaryant tiirevi alimarak
VW (gaﬁ uﬂ) = uﬂ JapByy + Gas Uﬁw =0, (4532)

U Gapry = —Gap ., (4.5.33)

bagmtisi yazilir. (4.5.33), (4.5.31)’in sol tarafindaki u” g,,., teriminde yerine kondu-

gunda

Gaory T Lo Gap up;v =-1,T, by, (4.5.34)

—~~

vii. = ¢ T,

Yaoiy + 15 Tv Jap ¢p = -1, Tv ¢g; (4535)

—

P

Gaoy = — 1o T, ¢ — 1, T, ¢, (4.5.36)

sonucuna ulagilir.

Ote yandan kovaryant tiirevin tanimi geregi
Gaory = Jaory — Jpo Lar” = Gap Loy’ (4.5.37)

yazilabilir. (4.5.36) ile (4.5.37) esitlendiginde
Yooy = Gpo Lan” = Gap Lo’ = =TTy ¢y — T, T, ¢, (4.5.38)

ifadesi elde edilir. Bu son ifadeden baglantiy1 elde edebilmek i¢in yine ii¢ permiitas-

yon yazilir:

(1) : .gOlO',’y = gpa Fa’yp + gap Fo"yp - TaT'y ¢o’ - Tngy Qba, (4539)
(2) : Govy,a = Gpy Fcrocp + Gop Fq/ozp - ToTa QS»Y - TyTa gba, (4540)
(3) * Yya,ec = Ypa F'yop + Gvp Fao—p - T’yTo' ¢a - T.1, ¢7. (4541)
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L =10, 9w = guu ve hoo = 1,1, Ozellikleri kullanilarak (2) 4+ (3) — (1) kombi-

nasyonu hesaplandiginda
Jovy,a + Iva,o0 — ooy = 2 9oy Faap -2 hga qb,y, (4542)
% (go"Yva + g7a70' - gao’,’\{) = gp’y Faa'p - ha’a wa (4543)

bagmtisia ulagilir. (4.5.43) ¢7° ile carpildiginda,

59" (9rva + Gra0 = Gaos) = 9" 9y Tao” = hoa 9° 0, (4.5.44)

~~

OFa06

sonucuna ulagilir; burada °T' %, gas’dan Christoffel bigimindeki ifadesi gosterilmek-
tedir.

(4.5.44) denkleminin sag tarafindaki ti¢iincii terim incelenip, (4.5.9) kullamldiginda

hoa §7° 9o @ = hoo (05 — Tpu®) ¢° = hoa ¢° — hoa Tgu® . ¢ (4.5.45)
S—— ~~~
9p~ 97° vi.=gh2é ,

yazilir. Son terim, Tj g°* = 0 ortogonallik kosulundan (4.1.1) sifir olur. Béylece
3. terim:  hgq ¢° (4.5.46)

olarak kalir.

(4.5.44) denkelminin ikinci terim i¢in ise (4.5.9) uygulandiginda
9 9oy Tao® = (60 = Tu’) Too? = Top® — 0’ T, T 0" (4.5.47)

yazilir. (4.2.21)den T,y = T,y — I'ay” 1, = 0 oldugu i¢in 7, T',,” = T, , sonucu
gikar. Dolayisiyla
2. terim: Ty’ — 0’ 15 (4.5.48)

seklini alir.

(4.5.46) ve (4.5.48) sonuglar1 (4.5.44)’te bir araya getirildiginde
Moo’ =Too’ =’ Ty — hoa & (4.5.49)
yazilir ve buradan Newton—Cartan afin baglantist

T’ = Too’ + 0’ Ty + T, To ¢° (4.5.50)
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sonucu elde edilir. Bu sonug, Newton—Cartan baglantisinin ii¢ katkidan olugtugunu
ortaya koyar: standart Christoffel benzeri °T'n,? terimi, kiitlecekim alan siddeti ¢°
ve zaman yapisi T, tarafindan tiretilen ek geometrik katkilar.

Newton—Cartan afin baglantisinin ayar doniisiimleri altinda nasil degistigi hesapla-
nabilir:

~ ~ ~ ~ ~§
oo’ = Toe + 0 Ty + ToTh b (4.5.51)

Burada Ofag‘s teriminin ayrintili hesab1 Ek 2’de verilmis olup, bu terim
Ofaaé = 0Fo¢0'6 - Taa (]a)(a(S - hoa aa)(a(S (4552)

ayar doniigiimleri altinda degisir. (4.5.51) denklemine geri doniiliirse u° fg,a ve T, T, 56
terimleri hesaplanabilir. Birinci terim @’ ﬁ,’a iki carpandan olusur. @° = v’ + U, X%

déniigiimii (4.4.5) denkleminden bilinmektedir. T}, o i¢in ise (4.4.2) denkleminden

T=T-T, (Tp sabit) oldugundan, tiirev alindiginda sabit kisim kaybolur ve

TU = 7—10' - To‘,a = To‘,a
sonucuna ulagilir. Iki ifade carpildiginda
Ty o= (W + U X) Ty =Ty o + U XT, 4 (4.5.53)

elde edilir.
[kinci terim hyq éé i¢in (4.4.9) denkleminde hoa = hoo degismezligi ve (4.4.26) denk-

leminden &6 = ¢ + a,X* doniigiimii kullamlarak
Noa @ = hoa (07 + auX?) = hyad’ + heata X (4.5.54)

sonucu bulunur.

(4.5.52), (4.5.53) ve (4.5.54) denklemleri (4.5.51) denkleminde yerine konursa

Poza(S - Oraa(s - Taa UaXa(S - haoc aa)(a(S + U5Ta,a
(4.5.55)
+ U XCT, o + hoo® + hoataX®.
(4.5.55) denkleminde indis simetrisi 7, = T, kullamlarak sadelestirme yapilr.

U, X% ortak carpani olan terimler

T oo U X + U X Ty o = Uy X (Tyoy — Tao) = 0
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sonucunu verir. hyaa, X ortak carpanl terimler de benzer bicimde
0o X + hpa, X™ =0
olur. Geriye kalan terimler
Lo’ + U Ty + hoat® =To0’
bi¢giminde Newton—Cartan afin baglantisini olusturur. Dolayisiyla,
Too® = Too’ (4.5.56)

Newon—Cartan kiitle¢cekim kuraminda, afin baglant1 ayar doniigtimleri altinda degis-

mez.

Newton—Cartan kiitlegekiminde kiitlecekim alan siddeti ¢’nin sifir oldugu 6zel durum

ele alindiginda, vi. ve vii. kogullar agagidaki bicime indirgenir: vi. koguldan
¢ =g ,=0 (4.5.57)

ve vii. kosuldan

u®y = ¢*T =0 (4.5.58)

elde edilir. Dolayisiyla Newton—Cartan afin baglantisi (4.5.50) denkleminde tigiincii

terim ortadan kalkar ve baglanti
[s,% =Tp,* +uT s, (4.5.59)

bigimine indirgenir. Simdi ise (4.5.59) indirgenmis baglantis1 altinda Newton—Cartan
geometrisinin temel yapilarinin uyumluluk kosullari incelenebilir.

Ik olarak X kovaryant tiirevi hesaplanabilir:
V, X% = X% 4T, 20X (4.5.60)
(4.5.59) baglantisi (4.5.60) denkleminde yerine konulabilir:
%VX“O‘ = X% 4T, X% +uT ,, X (4.5.61)
ii. koguldan Newton-Cartan afin baglantisi i¢in X% = 0 kogulu agildiginda

X+ (T + Ty + ¢*T,T,) X% =0 (4.5.62)
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yazilir. X% = g*¥ X “ 5 tanim ve ortogonallik kogulu Tpgpﬁ = 0 kullamlarak 7, X" =
TpgpﬁX“ﬂ = 0 elde edilir; dolaysiyla ¢*7T,T, X = ¢*T,(1,X) = 0 olur ve (4.5.62)
denklemi

X 4T, X% +uT X% =0 (4.5.63)

halini alir. (4.5.63) denklemi tam olarak (4.5.61) ifadesinin sag tarafina esittir. Sonug
olarak

\%
VX% =0 (4.5.64)

elde edilir. Boylece uzaysal Galilei koordinatlari, indirgenmis baglant1 altinda da

paralel taginir.

s eee

P = §p X XP (4.5.65)
seklindedir. (4.5.65) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa

\% \4 v
V'ygaﬁ = (Sab (v’yXaa . )(b’8 + X VyXbﬂ> (4566>

v
seklinde olur. (4.5.64) denkleminden V,X** = 0 oldugundan
\4
V.,g*?" =0 (4.5.67)

sonucuna ulagilir ve metrik, indirgenmis baglanti altinda uyumlu olur.

T, kovektoriiniin kovaryant tiirevi

4
V. Ty = Tar — TarT, (4.5.68)
bigimindedir. (4.5.59) baglantis1 (4.5.68) denkleminde yerine konulabilir;
Lo T, = (OFavp +uT o)1, = OFOWPTP + Ty (uT,) (4.5.69)

sifir baglantisinin ortogonallik 6zelligi geregi T,°T,,” = 0 oldugu ve iv. kosuldan

u’T, =1 oldugu (4.5.69) denkleminde kullanilirsa
Fa'ypr = Ta'y (4570)

elde edilir. Kismi tiirev simetrisi T, , = Tlo, ve (4.5.70) kullamlarak (4.5.68) denk-
lemi
\4
Vily=Ta —Toy =0 (4.5.71)
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sonucunu verir.

Zamansal metrik i. kosul geregi h,s = T,/ T3 olarak tanimhdir. Leibniz kuralindan
14 \% \4
nyhag = vyTaTg + TavfyTﬁ (4572)
14
yazilir. (4.5.71) denkleminden V., T, = 0 oldugundan
Vv
V. hes =0 (4.5.73)

elde edilir ve zamansal metrik de uyumluluk kogulunu saglar.
Kiinzle'nin tanmimladig1 kovaryant uzay metrigi g, i¢in projeksiyon 6zdesligi (4.5.10)
denklemi

gapgpﬁ = 5§ — Tou’

1%
bi¢iminde verilmigti. (4.5.10) 6zdegliginin her iki tarafina V. uygulanirsa

14

v \4 4
vvgocp gpﬁ + gapvq/gpﬂ = _vyTauﬁ - Tavryuﬂ (4574)

elde edilir. (4.5.74) denkleminin sag tarafinda (4.5.71) denkleminden %WTa =0 ve
(4.5.58) denkleminden %ﬂ,uﬁ = ¢ T, = 0 oldugundan, sag taraf sifirdir. Ayrica sol
tarafta (4.5.67) denkleminden %Vgpﬂ = 0 oldugu gosterilmistir. Dolayisiyla (4.5.74)
denklemi

v
vwgapgpﬁ =0 (4575)

halini alir. (4.5.75) denkleminin her iki tarafi gg, ile garpilirsa:
14
vvgapgpﬁgﬁo =0 (4576)

ve (4.5.10) 6zdesligindeki g?°gs, = 67 — T,u” ifadesi (4.5.76) denkleminde yerlegti-
rilirse

Vv

v
vaoca - Taupvvgap =0 (4577)

|4
elde edilir. (4.5.77) denkleminin ikinci terimindeki u”V,g,, ifadesi i¢in Leibniz ku-
rali, u”g,, = 0 Kiinzle kosulu ve (4.5.58) kullanilirsa
\4 |4 \4
U’V Gap = Vo (W gap) — Vil ga, =0 (4.5.78)
bulunur. (4.5.78) denklemi (4.5.77) denkleminde kullanilirsa

\4

V. Gap =0 (4.5.79)
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sonucuna ulagilir ve kovaryant uzaysal metrik de uyumlu olur.

Boylece, kiitlegekim alan siddetinin sifir oldugu 6zel durumda Newton—Cartan bag-
lantis1 (4.5.59) bigimini alir ve bu baglanti altinda geometrinin tiim temel yapilari
paralel taginir;

\4 \4 \4 \4

1% \%
V. X*=0, V,g**=0, V,T,=0, Vihas=0, V.gus=0, V. u,=0.
(4.5.80)
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu galisgmada Newton kiitlegekiminin geometrik formiilasyonu olan Newton—Cartan
kurami, afin uzay yapisindan baglanarak alan denklemlerine ve afin baglantinin tii-
retimine kadar adim adim insa edilmistir. Izlenen yol, Cartan’in 1923’te ortaya koy-
dugu geometrik bakig agisinin tutarl bir afin baglant:1 kuramina nasil doniistiigiinii

gostermigtir.

2. Boliimde afin nokta uzay1, Oklid nokta uzay1, tensér hesab ve Galilei uzayzaman

yapis1 tanitilarak sonraki béliimler i¢in kavramsal zemin olugturulmustur.

3. Boliimde Cartan’in bakig acis1 tanitilarak Newton’un mutlak uzay: yerine komgu
Galilei cerceveleri arasindaki geometrik iligkinin temel kavram olarak alindigi gos-
terilmigtir. Ardindan dért boyutlu uzay—zamanda siirekli ortamlar dinamigi iki asa-
mada ele alinmistir. Once sabit bir Galilei cercevesinde enerji-momentum vektorii ve
kuvvet vektori diferansiyel formlar diliyle yazilarak siirekli ortamlarin temel denk-
lemi elde edilmig ve bu denklemden iki hareket denklemi tiiretilmistir; ilki siireklilik
denklemini ve ii¢ uzaysal momentum denklemini, ikincisi ise basing tensoriiniin si-
metrisini agisal momentum korunumundan vermigtir. Daha sonra uzay-zamanin her
noktasina degigken bir Galilei referans sistemi baglanmasi durumunda hareket denk-

lemleri baglant1 bir-formlar1 yardimiyla kovaryant bi¢cimde ifade edilmigtir.

4. Boliimde Newton—Cartan uzay—zamaninin temel yapilari, temel varsayimlar (A)—
(B)—(C) ile tamitilmig ve Galilei gozlemcisini karakterize eden i—vii kogullar1 koor-
dinat bagimsiz bigimde yeniden yazilmigtir. Trautman kogulundan egrilik tensori
tiiretilmis ve kontraksiyondan alan denklemi elde edilmis; bu denklem Newton’un
Poisson denkleminin tam geometrik karsihigidir. Calismada ele alinan ayar donii-
siimleri altinda i—vii kogsullarinin ve egrilik tensoriiniin bu doniigiimler altindaki

davranigi incelenmisg, 6zellikle egrilik tensoriiniin degismez kaldigi kanitlanmigtir.

Riemann geometrisinde dejenere olmayan bir metrikten Christoffel sembolleri yal-
nizca uyumluluk kogsulundan elde edilebilirken, Newton—-Cartan kuraminda her iki

metrik de dejenere oldugundan baglant1 yalnizca metriklerden tiiretilememektedir;
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vi. ve vii. kogullarin hesaba katilmasi zorunludur. Bu zorunluluk Kiinzle'nin projek-
siyon formiilii ile ¢oziilmiig ve Newton—Cartan afin baglantisi {i¢ katkidan olusacak
bigimde elde edilmigtir: standart Christoffel benzeri terim, mutlak zaman yapisi-
nin katkisi ve kiitlegekim potansiyelinin katkisi. Bu sonug, Cartan’in 3. Boliimde
ortaya koydugu “kiitlecekim alaninin uzay-zamanin afin baglantisinda kodlandig”
goriigiinii somut bir matematiksel ifadeye kavusturmaktadir. Son olarak kiitlegekim
alan giddetinin sifir oldugu 6zel durum ele alinmig ve bu durumda geometrinin tiim

temel yapilarinin parelel tagindigi bulunmustur.

Sonug olarak Newton kiitlegekimi, Einstein kiitle¢cekiminin diiglik hiz limiti olmanin
¢ok otesinde, kendi bagina geometrik bir kuram olarak ele alinabilmektedir. Afin bag-
lantinin yalnizca metriklerden degil ayni zamanda Galilei gézlemcisini karakterize
eden ek kogullardan tiiretilmesi gerekliligi, kuramin Riemann geometrisine kiyasla

kendine 6zgii yapisini ortaya koymaktadir.

Ileriye doniik olarak bu calisma cesitli yonlerde genisletilebilir. Torsiyonsuz bag-
lant1 yerine torsiyonlu Newton—Cartan baglantilar1 incelenebilir; ayrica torsiyonlu
Newton—Cartan kurami i¢inde siirekli ortamlar mekaniginin ele alinmasi, bu ¢alis-
mada gelistirilen geometrik altyapinin dogal bir uzantisi olarak aragtirilabilir. Bir
diger yon ise sicimsel Newton-Cartan geometrisi ve Bargmann genisletmesi yoluyla
holografi, siiperkiitlecekim ve diigiik enerji limitleri baglaminda kuramin oynadigi

rol caligilabilir (Schwartz 2026).
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EK 1

DIFERANSIYEL GEOMETRININ TEMEL KAVRAMLARI

Bu ekte, Newton—Cartan kiitlecekiminin geometrik formiilasyonunda kullanilan te-

mel diferansiyel geometri kavramlar: Benn ve Tucker (1987)’dan derlenmistir.

Manifoldlar

Bir n boyutlu topolojik manifold M, sayilabilir tabana sahip bir Hausdorff uzayidir
ve her noktasi R™’in bir acik alt kiimesine homeomorfik bir komsuluga sahiptir. Bir
agik kiime U, C M ile bir homeomorfizma ¢, : U, — ¢,(U,) C R" ikilisi (U,, ¢,)
bir haritadir; o, her p € U, noktasima koordinatlarmi (x!(p), ..., x"(p)) atar. M’yi
kaplayan haritalar ailesine atlas denir.

Iki haritanin kesisiminde tanimh harita gegisi ¢, 0@, ", R™’in agik kiimeleri arasinda
bir doniistimdiir. Tiim gegisleri C* olan bir atlasla donatilmig manifolda diizgiin
(diferansiyellenebilir) manifold denir. M {izerindeki diizgiin gergel fonksiyonlarin

kiimesi F (M), noktasal toplama ve garpma altinda bir gergel cebir olugturur.

Diferansiyel 1-Formlar

p € M noktasinda teget uzay T, M nin duali kotegel uzayr T; M dir; elemanlara
ko-vektor veya 1-form denir. Bir diferansiyel 1-form, vektor alanlar iizerinde F (M )-

dogrusal bir déniigiimdiir:
w:IN(TM)— F(M), w(fX+gY)=fwlX)+gwl).

Bir koordinat haritasinda w = w,,(z) dz* biciminde agilir; burada {dz"}, dogal teget

da:”(aa ) =4t
xV

Her f € F(M) dogal bir 1-form tammlar: diferansiyel df, her vektor alam tizerindeki

etkisi df (X)) = X(f) ile verilir ve koordinatta df = % dx* olur.
x
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tabana dual koteget tabandir:




p-Formlar ve Dig Carpim

Bir p-form, p tane vektor argiimani alan, argiimanlarina gore tamamen antisimetrik
ve her argimaninda F (M )-dogrusal bir dontigiimdiir. Tiim p-formlarin uzayr AP M
ile gosterilir; A°M = F(M) ve A'M 1-formlar uzayidir.

Iki form oo € APM, € ATM icin dis carpym oA B € AP tanmmlanir. Dig carpim

her iki argiimaninda R-dogrusal, birlesmeli ve dereceli antisimetriktir:
aNf=(-1)PBAq.

Bunun sonucu olarak bir 1-form i¢in wAw = 0 olur. n boyutlu manifoldda dim AP M =
(Z) oldugundan p > n i¢in APM = {0} dir. Koordinatta bir p-form

1
B= =By, dx™ N Nzt
p

P

bi¢iminde acilir; bilegenler indislerine gore tamamen antisimetriktir.

Dis Tiirev

Dis tiirev d : APM — APTIM, asagidaki iic ozellikle benzersiz bicimde belirlenen
R-dogrusal bir operatordiir:

e fonksiyonlar {izerinde diferansiyelle ortiigtir: df (X) = X (f);
o dereceli Leibniz kuralini saglar: d(aAf) = da A+ (—1)PandB (a € APM);

e nilpotenttir: > = d o d = 0 (Poincaré lemmast).

Bir 1-form w = w, dz* i¢in

dw = a—w’: dz” A dz*.

ox
do = 0 ise a kapal, o = df yazilabiliyorsa tam adin alir; d?> = 0 geregi her tam

form kapalidir.
Baglanti

Bir vektor alanini bagka bir alan yoniinde tutarhh bigimde tiirevlemek icin ek bir

yapi, (lineer) baglanti V gerekir:

YV D(TM) x T(TM) = T(TM),  (X,Y)— VyY.
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VxY ifadesine Y'nin X yoniinde kovaryant tirevi denir. Baglant: iki aksiyomu sag-

lar: ilk argiimanda F (M )-dogrusaldir,
fo+gyZ = vaZ + gVyZ

(bu, VxZ'nin p noktasindaki degerinin yalmzca X,’ye bagh olmasini saglar); ikinci

argiimanda Leibniz kuralini saglar,
Vx(fY)=X(f)Y + fVxY.
Bir taban {X,} verildiginde baglanti, baglant: katsayilars ile belirlenir:
Vx, Xp = Tap” Xe.

Bu katsayilar koordinat doniisiimleri altinda tensor gibi doniismez ancak iki baglan-

tin fark: her zaman bir tensordiir. Dual kogerceve {e} ile baglant: I1-formlar
w =L e, Vx, Xp = wcb(Xa) X

bi¢iminde yazilir. Bir 1-form w,, ile bir vektér Y *'nin kontraksiyonu w,Y® bir ska-

lerdir; bu skaler {izerinde Leibniz kurali, vektorler i¢in gecerli olan
VY =Y +1,°Y"

bagintisiyla birlikte kullanildiginda, 1-formun kovaryant tiirevi
Viwe = way — ay’w,

bigiminde elde edilir; iist (kontravaryant) indiste +I", alt (kovaryant) indiste —I"
¢ikmasi bu tutarlibk sartinin dogrudan sonucudur. Genel bir (p, ¢)-tipi tensor igin,
koordinat tabaninda her kontravaryant indis i¢in bir +I', her kovaryant indis i¢in

bir —I" terimi eklenir:

VoI gy, = T g + Dy TP 05 g, e

po1Gp

- Fﬁw pBaBg T

Bu islem kontraksiyonla degigir, tensér ¢arpimi iizerinde Leibniz kuralim saglar ve
tensor cebiri tizerinde tip-koruyan bir tiirevdir; bilegenleri ¢ogu zaman noktali vir-

gille T %4 .5 ., olarak gosterilir.
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Kovaryant Dig Tiirev

Tensor-degerli formlar i¢in dis tiirevin genellemesi kovaryant dis tirev D’dir; bag-
lant1 1-formlariyla “diizeltme terimleri” igerir. Bilegenleri Sil"'ipjl...jq olan tensor-
degerli bir form i¢in her kontravaryant indise bir A terimi eklenir, her kovaryant

indise ise, bir tane ¢ikarilir. Skaler-degerli formda D = d’dir. Temel bagint1
DS =¢e"NVx,S
seklindedir. Tensor-degerli 1-formlar i¢in sade bigim alir:
DII* = dlIl* + ", AT, Do, = doy, — w”, N a,.

d*> = 0'm aksine genel olarak D? # (’dir; D? islemi manifoldun egriligini ortaya

gikarir.
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EK 2

SIFIR BAGLANTISININ AYAR DONUSUMU

Sifir baglantisinin ayar doniigiimii altindaki bigimi
0Fa05 - %gvé (gav,a + gﬁ/a,a - gaa,”y)

olarak tanimlanir. 4. Boliimde, kontravaryant uzay metrigi ¢7° = 9,, X" X" ’nin ayar

doniisiimii altinda degismez oldugu gosterilmis ve buradan

g% — 975
sonucu elde edilmigtir. Dolayisiyla yukaridaki ifade

Oraaé - %g’ﬂ; (go'y,a + gf)/a,o - gaa,'y)

bicimine indirgenir; baska bir deyisle, °T',,?

'nin hesaplanmasi yalnizca g,g'nin tirev-
lerinin belirlenmesine baghdir. Ayrica, 4. Boliimde kovaryant uzay metriginin ayar

doniisiimii altinda
Jap = Gap — TaUa X5 — TpU X", + Uhag

oldugu gosterilmisgtir. Bu dogrultuda, ilk olarak g.g, tiirevi hesaplamir. U, ve a,
valnizca T’ye bagh oldugundan, zincir kurali aracihgiyla 0,U, = a,T, ve 0,U? =
2U,a"T, bagntilar elde edilir. Ayrica, hos = T,1p oldugundan h.s, = T o 1p +

T, T gy yazalir. Bu 6zdeglikler ve ¢arpim kural kullanilarak

Gopry = Gapy
T Ua X%y — Toaa T, X — TalUu X7,
- Tﬁ’YUaXa,a - TﬁaaT’YXa,a - TﬁUaXapw

+ 2U,a"Tyhos + UT o, T + UT, T s,

elde edilir.
Christoffel formiiliinde gerekli olan ii¢ permiitasyon, yukaridaki ifadede uygun indis

degisimleri yapilarak elde edilir. gy i¢in @ = o, B = 7, v — « indis degisimleri
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uygulandiginda:

ga%a = Gov,a
— T U X, — Tya,Tu X", — T,UX
— T U X, — Tya T X", — T,UX°,,

+2UaaTohgry + UT oo Ty + U T, T
Gra,o iCiDn a0 = v, B — a, v — o indis degisimleri uygulandiginda:

gfya,o = Gya,o
— TooUa X%, — TyaoT, X — T,U X",
— TogUa X = Taa T, X", — T, UX".

+ 200 Tyhoe + UT o Ty + UT,T oy

Uciincii permiitasyon Jao i¢in ise yalmzca 3 — o indis degisiminin uygulanmasi

yeterlidir:

gaa,'y = Gaoy
T UuX®, — Taao T, X, — ToU, X",
T, Ul X, — Tya, 15 X7, — T,U X",

+ 2U,a"Tyhoo + U T oy Ty + UT, T,

Her permiitasyon onar terim icerdiginden, S = §ov.a + Jyae — Jaon toplami ol-
dukca uzun bir ifade vermektedir. Hesabin izlenebilirligini saglamak amaciyla, her
permiitasyondaki terimler ayr1 ayr1 adlandirilir: birinci permiitasyondan gelenler
Py, ..., Py, ikinci permiitasyondan gelenler )y, ..., Q1, li¢iincii permiitasyondan
gelenler ise Ry, ..., Ry ile gosterilir.

Birinci permiitasyon:

Pl = +gcr'y,a7 P2 = _TJaUaXa,»ya P3 = _TaaaTaXa’»y
Py = —T,U, X", Py =-T,U.X",, Ps = —T,a,T, X",
P = -T,U,X",,, Py = +2U,a"Tyhos, Py = +UT,.T,

PlO = +U2Tarfya
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Ikinci permiitasyon:

Ql = +Ga,05 QQ = _T,vaUaXa,aa QS = _TvaaToXa@
Q4 - _TanXa’am QE) - _TaanXa,w QG - _TaaaTaXa,»y
Q? = _TaUaXa,»yo-, QB = +2UaaaToh’ya7 QQ = +U2T70Ta

QIO = +U2T'yra0'

Uciincii permiitasyon (eksi isaretiyle alinmis):

Ry = —gaon, Ry = +T0, U X", Ry = +Taa, T, X",
Ry = +T, U, X", Rs = 4T, U X", Re = +T,a,T, X",
R; = +T,U. X", Ry = —2U,0"Tyhos, Ry = —UT o1,

RIO = _U2T(XT0"Y

Bu terimlerin sadelestirilmesinde, kismi ttrev simetrileri T, = T, ve X* , = X* |

kullanilacaktir.

Ps ile Ry ayn1 yapiya sahiptir; 1), = T4, oldugundan
Ps+ Ry = —T U X, + T U, X, =0
elde edilir. Benzer bi¢cimde 71, =T, ile

Q? + R5 - _TVJUaXa@ + T‘,a’yUaXa,oC =0

sonucuna ulagihir. 7, bilesenleri i¢in zamansal metrigin simetrisi (7,7, = T,7T)

kullanilarak

P+ Ry = —Tya,To X, + Taa, T, X, =0

elde edilir. Benzer bicimde,
Qs + R = —Tya,T,X", + T,a, T, X", =0
yazilr. X igin kismi tiirev simetrisi X, , = X*  kullanlarak
Py+ R; = -T,U, X", + T,U,X",, =0
bulunur ve X = X _ egitligi kullamlarak

Q7 + Ry = T, U, X, + T,U, X%, =0
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bulunur. Son olarak, U 2T,uqu bicimindeki terimler icin 1’5o = T4, 0zdesligi kulla-

nilarak

PlO + R9 = UQTUT‘,wa - UQZ—:O(’YTO' =0
ve

Q9 + RIO - UQT"/JTa - U2Ta,-r,a”/ =0
olur.
ve

Py+ Qs = —T5aUs X, — TooUa X = —2T 0o Us X,
yazilir. T,T, = h,, tanimi kullanilarak
P+ Qe = 150,70 X", — Toa T, X, = —2hs0a, X",
elde edilir. X, = X, esitligi kullanilarak
Pr+Qy=-T,U,X",, —T,U X", = 2T, U, X",
bulunur ve son olarak,
Py+ Qo = U*T 5o Ty + UT,T oo = 2UT o, T,

yazilir.
Bu eglesmeler disinda kalan terimler ise Py = +-2U,a"Tohyy, Qs = +2U,a%T,hyo ve
Ry = —2U,a"T, h,. ifadeleridir.

Bu sadelestirmelerin ardindan S ifadesi

S = ga'y,a + g’ya,o - gaa,'y
— 2T Uy X% — 2hpao X%, — 215U, X%,

+ 2U,0" (Tohoy + Tohoe — Thhao) + 2U°T o0 T,

bi¢iminde elde edilir.
Son adimda, bu toplam % g7 ile garpilir. Bu iglemde, ortogonallik kogullar1 g7’ T, = 0,
§°hey =0 ve g°X =X @ kullamlacaktir. Ik terim, Py, Q; ve Ry terimlerinden

olugan Christoffel bi¢gimindeki sifir baglantisi ifadesini verir:

%g’yé (gofy,a + g’ya,a' - gaa'"y) - Oraa—é
85



sonucu elde edilir. X igeren iki terim i¢in
397 (~2T0oUaX ") = ~TaoUs X

ve

%g”‘;(—thaaX‘lﬁ) = —hyata X

elde edilir. Geriye kalan beg terimin tamami, ortogonallik kogullar1 geregi sifira in-

dirgenir. T’ igeren —27,U, X", terimi i¢in

39" (20 UX",,) = —UaX o, (97°T5) = 0
=0

elde edilir. hy, iceren +2U,a%T, N, terimi igin

59752Uaa“Tahav = U,a®T, (g”‘;hm) =0
~——

=0
yazilir. Benzer bi¢imde h., iceren +2U,a%T;h,, terimi icin
%9762Uaa“Tghw = U,a"T, (g”‘shw) =0
0
sonucuna ulagihir. 7, iceren —2U,a%T’ ha, terimi igin
%g”‘s(—QUaa“thw) = —U,a"hyy (g”‘STA,) =0
=0
bulunur ve son olarak +2U?T,, T, terimi i¢in
39720 T o Ty = UT o0 (97°T;) = 0
=0
elde edilir.

Sonug olarak, sifir baglantisinin ayar déntisiimi
Ofa06 - OFaJ(S - TOMU@XWS - haaaaXa6

biciminde elde edilir. Buna gore, °T',,° ayar déniisiimleri altinda degismez degildir;

doniigiim sonucunda sag tarafta iki ek terim ortaya ¢ikmaktadir.
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