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Matematik Anabilim Dali
Danisman: Yrd.Dog.Dr. Nuri OZALP

Bu tez ii¢ boliimden olugsmaktadir.

Birinci bolimde, bu tez ¢alismasinin se¢imindeki temel motivasyon ortaya konulmus
olup, lineer programlamanin matematiksel yapisi i¢in gerekli temel tanim ve kavramlar

tanitilmustir.

Ikinci béliimde, lineer programlama problemlerinin en giiglii ¢6ziim tekniklerinden biri
olan simpleks algoritmasi i¢in gerekli teoremler ispatlanmig olup, bir drnek problem
tizerinde bu algoritma incelenmistir. Bu boliimde, ayrica maksimum, minimum ve dual

problemler arasindaki iliskiler verilmistir.

Ucgiincii boliimde ise, lineer programlamalarin gergek hayat problemlerine uygulamalari
dort temel problemle analiz edilmis olup, boliim sonunda ise bilgisayar ¢éziimleri igin
gerekli bir kaynak kod giiniimiizdeki en gii¢lii ve yaygin kullanilan dillerden biri olan

C++ programla diliyle verilmistir.
2003, 70 sayfa
ANAHTAR KELIMELER : Lineer programlama, konveks kiimeler, uygun kiime,

uygun ¢Oziim, kisit, maksimum, minimum, optimal ¢6ziim, dual problem, Simpleks

algoritmasi, Gauss eliminasyonu.
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This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, the basic motivation in selection of the subject matter of the thesis is
explained, and fundamentals definitions and concepts needed for the mathematical

background of linear programming are given.

In the second chapter, by proving some important theorems for the simplex method which is
one of the powerfull techniques for solving linear programming problems, the simplex
algorithm is explained in details on a clear example. In addition, relations between

maximum, minimum and dual problems are given.

Finally, in the third chapter, applications of linear programming to real life problems
are analysed by using for fundamental example of the subject matter. At the end of the
chapter, a source code for computer solutions are given in C++ language which is one

of the powerfull and most popular languages.
2003, 70 pages
Key Words: Linear programming, convex sets, feasible set, feasible solution,

constraints, maximum, minimum, optimal solution, dual problem,

simplex method, Gauss elimination.

il



TESEKKUR

Bu calismay1 bana vererek, calismalarim sirasinda benden yardimlarii ve bilgisini
esirgemeyen, ilgi ve Onerileri ile yanimda olan danigsman hocam, Sayin Yrd. Doc. Dr.

Nuri OZALP ‘e sonsuz tesekkiirlerimi sunmay1 bir borg bilirim.

N. Beylem SINOPLU
Ankara, Temmuz 2003

il



ICINDEKILER

FN S T B 2N S .
TESEKKUR ..o
SEKILLER DIZINT ..o e
L GIRIS oo,
L1, MOtIVASYOM ..ttt ettt ettt ettt et ettt et et e et esateebeesnee e e e e
1.2. Temel Tanim ve Kavramlar ...........cocoveevieiinieneiiiieneeeeesceeeesee
1.2.1. Konvekslik ve lineer esitSizIKICT .........cccveeeiiiiiiiiieiieceieceee e,
1.3. Ekstrem NOKtalar .........cooiiiiiiiiiiiieeee e e
1.4. Lineer ESItSIZIKIET .......ooooiiiiiiiieeiie e
1.4.1. Homojen denklem SiStemIeri .........c.cccceeeviienieiiiieniieiiieciee e e e
1.4.2. Lineer eSitSiZIKICT .....c.oooiviiiiiiiiciie e
1.4.3. Tutarl1 ve tutarli olmayan sistemler ............ccccoeevviervieenciieecieeeeeeee,

1.4.4. MatriS-VEKLOT TOIMIATT woevvneeeeeee oot e e e e e e e e e e

2. LINEER PROGRAMLAMA .....coocoiiiiitiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeae
2.1, 11k Standart FOIM ..........o.ovruevveieeeceeeeeeeeeeeeeesesee e e
2.2. Problemleri Doniistiirme Teknikleri ............cocoovviiiiiiiiiiiii i,
2.3. Dual Problem ........ccccoeiiiiiiiiiee e
2.4, Simpleks AIOTItMAST ...occvieriieriieiieeieeiie et
2.4.1. Ikinci standart fOrm ...........cocooereveveveverreerereeeesee e
2.4.2. SOYUL TOTIMN 1eoiviieeiieeciie e e e
2.5. Tablo YONteMI ...c.coooeiiiiiiiiieiieeieeiee e
2.5.1. Tablo kurallart .........ccccceceeviriiiniiniiienieeeeeeeeee,
2.6. OZEt oo,
3. UYGULAMA PROBLEMLERI VE BILGISAYAR KODU
3.1. Fabrika Uretim Programlamasi (Maksimum problemi)
3.2. Reklam Giderleri (Minimum Problemi) ..........cccocovviieniiiiiiiiiinnn
3.3. Diyet Problemi (Minimum Problemi) ..........ccccccoervienrnnen.
3.4. Is Planlama Problemi .............ccooeuiieiuiiiiieiaiiin..
3.5. Lineer Programlama I¢in C Kodu ..............................
KAYNAKLAR
OZGECMIS

iv



Sekil 1.1. Sistem (1.2) nin ¢6ziim kiimesi

Sekil 1.2. Konveks olmayan kiime

Sekil 3.1. Fabrika probleminin grafik ¢6ziimii

Sekil 3.2. Reklam giderleri grafik

SEKILLER DIZINI

¢Oziimii (minimum problemi)



CIZELGE DiZziNI

Tablo 3.1. Diyet icin besin degerleri

vi



1. GIRIS

1.1. Motivasyon

Son yillarda, matematik ve miithendislik, fiziksel veya organizasyonel sistemlerde karar
verme problemleri iizerinde onem arz etmektedir. Bunun temel nedeni, pahal
kaynaklarin dagiliminda uygun bir karar verme gerekliliginden ortaya ¢ikan belirgin
ekonomik kazanglarin olugsmasinda, ve iyi karar vermede, bu tiir problemlerin gergekei

matematiksel formiilasyonunun yapilabilmesidir.

Yiiksek hizlara sahip digital bilgisayarin gelistirilmesi, karar verme biliminin
gelisgmesinde ayrica Onemli bir rol oynamis olup, ayni zamanda uygulamali
matematikte de bir devrim yaratmistir. Karar verme problemlerinin formiilasyonu i¢in
temel yaklasimda, en iyi ya da optimal karar kavraminin olusmasi dogaldir. Bu tiir bir
yaklasimda, performans veya bir kararin degerini 6zetleyen tek bir reel nicelik, degisik
alternatifler i¢inden yalitilarak, duruma goére ya minimize ya da maksimize yani
optimize edilir. Ortaya ¢ikan optimal karar, karar verme probleminin ¢6ziimii olarak

alinir. Asagidaki problem bu tlirden bir probleme 6rnektir.

Ornek 1.1.1. Bir iireticinin ham madde envanterini géz oniine alalim. Uretici, ham
maddelerden n farkl tip {iriin elde edebilen iiretici araca sahip olsun. Ureticinin
problemi, kazancin1 maksimum yapacak sekilde, ham maddelerini olasi iiriinlerine gore

ayarlamasidir.

Problemin ideal sekliyle, tiretim ve kazang modelinin lineer oldugunu kabul edelim.
Her bir j triiniiniin birim satis fiati p,, j=1,2,..,n olsun. Eger x;, j Urlniinin
bir birim j

tiretilecek miktarini, b,, halihazirdaki i ham maddesinin miktarini, ve a;,

iiriintindeki / maddesinin miktarin1 gosterirse bu durumda firetici, ham maddelerin

miktar1 Uzerindeki uretim kisitlar



a, X, +a,x, +..+a,x, <b

Ay X, +ayx, +...+a,,x, <b,

a,x, +a,x,+..+a,x <b
ve
x,20,x,20,...,x, 20
tizerinden

Pt pyXy +.+ pX,
kazancin1i maksimum yapmak istemektedir.

Lineer esitsizlik kisitlar1 altinda bir lineer objektif fonksiyonu ile karakterize edilen
yukaridaki tipten bir problem, bir lineer (dogrusal) programlama problemi olarak
adlandirilir. Lineer programlama terimi bilgisayar programlamasindan ziyade, is ve

ekonomik yatirimlarin programlanmasi anlamina gelmektedir.
1.2. Temel Tanim ve Kavramlar

Lineer programlama optimizasyon problemlerini ¢6zmek i¢in bir aragtir. 1947 ‘de
George Dantzig [1] dogrusal programlama problemlerini ¢dzmek i¢in Simpleks

algoritmasi adinda etkin bir yontem gelistirmistir.

Lineer programlama en yaygin olarak siirlt miktardaki kaynaklarin ¢esitli faaliyetlere
optimal sekilde paylastirilmasina yonelik problemlerde kullanilir. Bu kapsamda lineer
programlama basta endiistri, ulastirma, egitim, ekonomi, bankacilik, askeri faaliyetler,
tarim ve saglik olmak iizere pek ¢ok alanda uygulama imkani bulan bir yaklasim olarak
karsimiza c¢ikmaktadir. Bu boliimde lineer programlamanin genel tanimlamasinda

kullanilan temel kavramlar tanitilacaktir.
1.2.1. Konvekslik ve lineer esitsizlikler

Lineer esitsizlikler teorisi, iyi bilinen lineer esitlikler teorilerine paraleldir. Burada

konunun temel kisimlarini gelistirip, baz1 uygulamalarina deginecegiz.



Teori, dogal olarak temelde sirali reel dogru yapisi icerdiginden, tezde kullanilan tiim

vektorler ve matrisleri reel degerli olarak kabul edecegiz. [] , reel sayilar kiimesini
gostermek tizere, [1 " deki herhangi iki x ve y noktalari (vektorleri) igin, iki vektoriin

esitsizligini

x 2 y olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x, 2y, (1<i<n)

seklinde ve benzer olarak x<y,x >y, veya x<y esitsizliklerini bilesen bazinda
tanimlayallm. x>y nin (x>y ve x# y) ile aym anlama gelmedigini Ozellikle

belirtelim. ( Bunun nedeni x # y nin her i i¢in x, # y, anlamina gelmeyip, sadece bazi

i lericin x, # y, anlamina gelmesidir.)

Bir n degiskenli m zayif lineer esitsizlik sistemi; 4 nin mxn, x in nx1 ve b nin de

mx1 boyutlu oldugu

Ax>b (1.1)

seklinde bir esitsizlik olarak yazilabilir. Bu sistemdeki her bir bireysel esitsizlik;

a,x, +a,x, +..+a,x, 2b, (1<i<m)

veya A4 A matrisinin i yinci satir vektoriinii géstermek tizere

satwr ; 2

x=>b

satir ; i

seklindedir. Boyle bir sistemi ilgilendiren en temel soru sistemin tutarli olup
olmamasidir. Diger bir ifadeyle 4x > b olacak sekilde bir x var midir? Eger sistem
tutarli ise bu durumda ¢oziimleri bulabilmek i¢in algoritmalar arayabiliriz. Genel

olarak,



formunda daha genel tipten lineer esitsizlik sistemlerini incelemek miimkiin olmakla
birlikte, basitlik i¢in simdilik sadece (1.1) tipindeki sistemleri goz Oniine alalim. Ne

olacagin1 gérmek icin oncelikle asagidaki basit sistemi inceleyelim.

X —x, =-1 (1.2)

n =2 ve m =3 olmak tizere bu sistem matris formunda

seklinde yazilabilir. x, + x, > 2 esitsizligini saglayan noktalar, x, + x, =2 dogrusunun
bir tarafinda bulunmaktadir. Bu dogru ile birlikte, Sistem (1.2) den elde edilen diger iki
dogrunun grafiginin ¢izilmesi ile, bu sistemin ¢dziimii olan biitiin noktalarin kiimesine
karar verebiliriz. Bu kiime Sekil 1.1 de gosterilen iiggensel bolgedir. Eger, Sistem (1.2)
deki esitsizliklerin hepsini tersine cevirirsek, Sekil 1.1 den, tutarlt olmayan bir sonug
elde edecegimizi kolayca gorebiliriz. Ayni1 zamanda, katsayilar matrisinde yapilan ufak
degisikliklerle ¢6ziim kiimesi simirsiz olan bir sistem de iiretebiliriz. ( Ornegin, iigiincii
esitsizlikte —3 yerine -1 alalim.) Grafik, ayrica ¢0ziim kiimesinin asagida

tanimlayacagimiz bir konveks kiime oldugunu gostermektedir.

Tamm 1.2.1. K, bir lineer (vektor) uzayin bir alt kiimesi olsun. Eger, K daki herhangi
iki noktay1 birlestiren dogru parcasi tiimiiyle K nin i¢inde kaliyor ise K ya bir konveks

kiime denir. Matematiksel olarak, eger



x,ye kK

0<o<l1 = k+(1-0)yekK

oluyorsa, K ya konveks denir. Sekil 1.2, [1*> de konveks ve konveks olmayan

kiimelere birer 6rnek gostermektedir.

-3x,+x, 26 0

Sekil 1.1. Sistem (1.2) nin ¢6ziim kiimesi

Konveks kiime Konveks olmavan kiime

Sekil 1.2. Konveks olmayan kiime

Eger z; 6,=1 ve 6,20 olmas: durumunda, vektorlerin ZL 0.x" formundaki bir

lineer birlesimine bir konveks birlesim (kombinasyon) denir. Verilen bir S kiimesinden



sec¢ilen noktalarin tiim konveks birlesimlerinin kiimesi S nin konveks kabugu olarak

adlandirilir ve co(S) ile gosterilir. Boylece,

k k
co(S):{ZHix”) kel,x"eS, 0 >0, 2‘91' :1}

i=1 i=1
kimesidir.

Konveks kiimelerle ilgili bazi temel gercekler asagidaki sonuclarda belirtilmistir.

Lemma 1.2.1. K, [1"de (veya herhangi bir Hilbert uzayinda) bir kapali konveks kiime
olsun. Bu durumda K minimum norma sahip tek bir nokta igerir. Dahas1 asagidaki
ozellikler denktir:

(1) 0¢K

(i)  Her u e K igin(v,u) >0 olacak sekilde bir v vektorii vardir.

Lemma 1.2.2. (Caratheodory teoremi) S n-boyutlu bir lineer uzayin bir alt kiimesi
olsun. § nin konveks Ortiisiiniin her noktast S nin en fazla n+1 noktasinin bir konveks

birlesimidir.

Lemma 1.2.3. Sonlu boyutlu bir normlu lineer uzayda bir kompakt kiimenin konveks

ortlisti kompaktir.

Lemma 1.2.4. (Lineer esitsizlikler teoremi) [J" deki bir kompakt K kiimesi igin
asagidakiler denktir.

(@) Her u € K igin{v,u) >0 olacak sekilde bir v vektorii vardir.

(ii) 0, K nin konveks ortiisiine ait degildir.

Teorem 1.2.1. Eger K konveks bir kiime ise o zaman K daki noktalarin herhangi bir

konveks birlesimi yine K ya aittir.



Ispat. Teoremin ispatim tiimevarim yontemiyle verelim. m =1 igin durum asikar olup,

m =2 nin dogrulugu ise konveksligin tanimindan dolay1 agiktir. m durumunu m -1

durumundan ispatlamak icin, x lerin K ya ait noktalar olmak iizere

m ) m—1 /’1 )
> 2x? =2,x" +(1-2,)) ——x"
i=1 i=1 1- /1,,,

m=1
olur. Burada 0< 4, <1 vel-4, = z&i olup, katsayilar 4, /(1—4,) negatif degildir

i=1

ve toplamlart 1°dir.
Teorem 1.2.2. Konveks kiimelerin bir ailesinin kesisimi yine bir konveks kiimedir.

Ispat. indeks kiimesindeki her & igin K, nin konveks kiime oldugunu kabul edelim.
Eger x,y € ﬂKa ve 0<@<1 ise, budurumda K, konveks oldugundan her « igin

e+ (1-0)y e K, dir. Boylece, G+ (1-0)y € ﬂKa dir.
Simdi, Sistem (1.2) nin ¢6ziim kiimesi ile ilgili baz1 teoremler verelim.
Teorem 1.2.3. Bir lineer esitsizlikler sisteminin ¢dziim kiimesi konveks bir kiimedir.
Ispat. a”x> S seklindeki tek bir lineer esitsizligin ¢oziim kiimesi ;

a" (+(1-60)y)=6a"x+(1-0)a"y=0+(1-0)B=p
oldugundan dolay1 konvekstir. Burada x ve y ler ¢6ziim kiimesinin elemanlaridir. Bir
lineer esitsizlikler sisteminin ¢oziim kiimesi bu sistemi meydana getiren lineer

esitsizliklerin ¢dziim kiimelerinin kesisimidir. Boylece, konveks kiimelerin herhangi bir

ailesinin kesigimi de konveks oldugundan dolay1 bu kiime de konvekstir.



Teorem 1.2.4. S kiimesinin konveks kabugu S yi igeren en kiigiik konveks kiimedir.
Ispat. K kiimesi S ’nin konveks kabugu ve T de S’yi iceren herhangi bir baska

konveks kiime olsun. K <7 oldugunu ispatlamaliyiz. K 'nin herhangi bir elemant,
x, €S,4 20 ve Z;/ii =1 olmak iizere, x= ;/”tl.xi formundadir. 77 §’yi
icerdiginden x, € T oldugu aciktir. T konveks oldugundan x € 7 dir. x K ’nin keyfi

bir elemani oldugundan K c 7' dir.

Teorem 1.2.5. (Ayirma Teoremi I) X R" de kapali konveks bir kiime olsun. Eger p

X ’e ait olmayan bir nokta ise bu durumda, baz1 v # 0 igin

<v, p> < }g; <v, x>

dir.

Ispat. S, p merkezli ve X kiimesi ile kesisebilecek biiyiikliikte yarigapa sahip
kapali bir kiime olsun. Bu durumda SN X kompakttir. x|—>||x— p|| stirekli bir
fonksiyon oldugundan minimum degerini S N X kiimesinde bir & noktasinda alir.
Eger xe X ve 0<8<1 1se y=&+(1-60)¢ e K olup, dolayisiyla ||y - p|| > ||cf —p||

oldugu kolayca goriiliir. Boylece,

le-p|" <[ex+1-0)¢ - p|
=|e-p+o-&)

=|&-p| +260(¢ - p.x—&)+ 0*|x— ¢

olup, buradan

0<2(E—px—E+0|x—¢&
bulunur. Buise, 8 — 0 i¢in

0<(C-p,x=¢)



demektir. v =& — p dersek, son esitsizligi

0<(v,x—p+p-&=wx—p-v)=wx—p)—|p
seklinde yazabiliriz. Béylece iddia edilenden daha giiclii olan
0< ||v||2 <, x)—(v, p)

esitsizligini elde etmis oluruz.

Ayirma teoreminin uygun versiyonlar1 daha genel uzaylar i¢in de gegerlidir. Simdi bir
geometrik uygulamasindan bahsedelim. R" de bir kapali yari-uzay, acll”, Aell ve

a # 0 olmak tizere
{x : <a, x> > /1}
formundaki bir kiime olarak tanimlanair.

Teorem 1.2.6. [1 " deki her kapali konveks kiime, bu kiimeyi i¢eren biitiin kapali yari-

uzaylarin kesisimidir.

Ispat. X in kapali ve konveks bir kiime oldugunu kabul edelim. X in kendisini iceren

kapali yar1 uzaylarin kesisimi tarafindan kapsandigi agiktir. Tersi i¢in, p X ’e ait

olmayan bir nokta olsun. Ayirma teoreminden,

<v, p> <inf <v, x>

xeX

olacak sekilde bir v # 0 vektori vardir.

A=inf <v, x>

xeX



dersek X < {x : <v, x> > /1} olur ki, bu yari-uzay p ’yiicermez.

Teorem 1.2.7. (Ayirma Teoremi II) ( 1" de ) X kapali konveks bir kiime ve ¥ de

kompakt konveks bir kiime olsun. Eger X ve Y ayrik ise bu durumda

gel)t; <v, x> > sup<v, y>

yeY

olacak sekilde bir v e[l " mevcuttur.

Ispat. 1lk olarak Z =X -Y kiimesinin kapali oldugunu gésterelim.z, € Z olmak
lizere z, — z olsun. Acaba z € Z midir? x, € X ve y, €Y olmak lizere z, = x, — y,
alalim. Y 'nin kompakthgindan dolay1 y, — y €Y olacak sekilde yakinsak bir alt dizi
vardir. Boylece z, —z ve x;, —>z+y dir. X kapali oldugunda z+ye X dir. O

halde ze X -Y dir. O0=x-y (xeX,yeY) esitligi X ve Y nin ortak bir nokta

icerdigini ifade edeceginden, 0 ¢ X —Y dir. Z nin konveks oldugunu gostermek

kolaydir. Boylece Ayirma Teoremi I i Z ’ye uygularsak,

<v,0> < inf <v,x - y>

xeX,yeY

olacak seklinde bir v vektoriiniin var oldugu sonucuna varabiliriz. Eger esitsizlikteki

infimumu ¢ 1ile gosterirsek, x € X ve y €Y i¢gin <v,x - y> > ¢ olur ki buradan da

istenen esitsizlik elde edilir.
1.3. Ekstrem Noktalar

0<0<1, yekK,ze K ve y# z olmak iizere x = & + (1 —6)z formunda yazilamayan

bir x € K noktasmma K konveks kiimesinin bir ekstrem noktast denir. Diger bir
ifadeyle, bir ekstrem nokta, K ya ait olan herhangi bir dogru par¢asinin bir i¢ noktasi

olmayan bir noktadir. Denk bir tamm; eger K\{x} konveks ise, x K konveks

kiimesinin bir ekstrem noktasidir. Ornegin, bir kiipiin ekstrem noktalar1 sadece kdse

noktalaridir. Bir kiirenin ekstrem noktalar1 ise kiirenin tim sinir noktalaridir.
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Asagidaki teorem Krein-Milman Teoreminin sonlu boyutlu versiyonudur. ( Royden

[1968])

Teorem 1.3.1. 7 -boyutlu uzaydaki her kompakt konveks kiime ekstrem noktalarinin

kiimesinin konveks kabugunun kapanisidir.

Ispat. Bu teoremin ispatim1 tiimevarimla yapacagiz. Eger n=1 ise konveks kiime
kapal1 ve sinirl bir araliktir. Boylece ekstrem noktalar araligin iki u¢ noktasi olup, bu
durumda teoremin dogru oldugu aciktir. Simdi n boyuttan az olan durumlar icin
teoremin dogru oldugunu ve K nin n-boyutlu uzayda kompakt konveks bir kiime

oldugunu kabul edelim. E, K ’nin ekstrem noktalarinin kiimesini H ’da E 'nin

konveks kabugunu gostersin. H=K oldugu ispatlanmahdlr.(Buradaﬁ, H’nmn

kapanisini temsil etmektedir.) K konveks ve E < K oldugunda H < K elde edilir. K
kapali oldugunda H < K olur. Simdi, p e K/H kabul edelim.(x > x — p) doniisiimii
ile p =0 oldugunu kabul edebiliriz. 0 ¢ H oldugunda Lemma 1.2.4 den her u eH

igin (v,u) >0 olacak sekilde bir v vektdrii vardur.
c= sup{{v,x> iX € K}
diyelim.0 € K oldugunda ¢ >0 dir. K kompakt oldugunda bu supremum vardir. Yani,
K’ :{xeK:<v,x>=c}

kiimesi bos degildir. K’ kiimesi de bir hiperdiizlem iizerinde yattigindan; kompakt,
konveks ve n—1 boyutludur. Tiimevarim hipotezinden dolayr K’, en azindan bir z
ekstrem noktasini igerir. Simdi z nin aslinda K ’nin bir ekstrem noktasi oldugunu

ispatlayalim. 0 < @ <1 ve z, € K olmak iizere z = &, + (1 - 6)z, olsun. Buradan

c=(v,z)=0(v,z;) +(1-0)v,z,) <Oc+(1-0O)c=c
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olup, bdylece (v,z,)=(v,z,)=c ve z;eK "dir. Fakat z, K'niin bir ekstrem noktasi
oldugundan z, =z, dir. Buda z € £ oldugunu ispatlar. Boylece <v, z> <0<c olur ki

bu da ¢eligkidir.

Optimizasyon problemlerinde ekstrem noktalarin 6nemi, bir kompakt konveks kiime
tizerinde bir lineer fonksiyonun minimumunu bulmak i¢in ekstrem noktalar1 arastirma

gerekliliginden ¢ikmaktadir. Asagidaki sonug bununla ilgilidir.

Teorem 1.3.2. K, [1" de bir kompakt, konveks kiime ve f de [1"de bir lineer

fonksiyonel (yani [J " den [J ye bir lineer doniisiim) olsun. f fonksiyonelinin K daki

maksimum ve minimum degerleri K nin ekstrem noktalaridir.

Ispat.
c=sup{f(x):xeK}

olsun. f fonksiyoneli siirekli ve K da kompakt oldugundan
K’ ={xeK:f(x):c}
kiimesi bos kiime degildir. Ayn1 zamanda bu kiime konveks ve kompakttir. O halde,

Krein-Milman teoreminden K', z gibi bir ekstrem noktaya sahiptir. Krein-Milman

Teoreminin ispatindakine benzer sekilde, z K nin bir ekstrem noktasidir. K daki f
fonksiyonunun minimumunun ispati, —f fonksiyonunun maksimumunun gdzoniinde

bulundurulmasi ile elde edilir.
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1.4. Lineer Esitsizlikler

X reel cisim tizerinde bir vektor uzayi olsun. Bir lineer fonksiyonel X den [1" ye bir

lineer dontisimdiir. Bir lineer esitsizlik ise f nin lineer bir fonksiyonel oldugu
f(X) > a esitsizligidir. Bu tipten tek bir esitsizlik ¢6ziim kiimesi olarak {X f(x)> a}
bi¢iminde bir yari-uzaya sahiptir. Burada asil ilgi alanimiz; | sonlu olmas1 gerekmeyen

bir indeks kiimesi olmak tizere f,(X)> ¢, (i € |) lineer esitsizlikler sistemi olacaktir.

1.4.1. Homojen denklem sistemleri

Lineer cebirdeki homogen denklem sistemleri ile ilgili bir teorem ile baslayayip, daha

sonra da esitsizlikler i¢in benzer yapilari verecegiz. Bir f fonksiyonelinin sifir uzayini

fO={xeX:f(x)=0}

kiimesi ile gdsterelim. {f,, f,,..., f,} kiimesinin linear gereninide L(f,f,,..., f ) ile

belirtelim.

Teorem 1.4.1. (Lineer Bagimhihik Teoremi) Bir lineer fonksiyoneller kiimesi icin

asagidakiler denkdir.

M o)

(i) fel(f,f,,..f)

Ispat. (ii))= (i) oldugunu gostermek kolaydir. Gergekten, eger fzzlfn At ve

i=1" 1l

X e ﬂ:n:l f.” ise bu durumda Vi igin f,(X) =0 olup boylece f (x) =0 oldugu agiktir.

Tersinin ispat1 icin m iizerinde tlimevarim kullanacagiz. Kabul edelim ki m=1 ve
f° o f,° olsun. Eger f, =0 ise f," =X olup, dolayisiyla f° =X ve f =0 dir. Bu
durumda f € L(f,) dir. Eger f, #0 ise f (y)=1 olacak sekilde bir y noktas1 alalim

ve kabul edelim ki X, X in herhangi bir noktast olsun. Buradan,
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fl[x— fl(X)y]= f,)—f,(xX)f,(y)=0 ve boylece x— f (X)ye f10 dir. Hipotezden
dolay, x—f,(x)ye f° dir. O halde, f(x)—f,(x)f(y)=0 yani f = f(y)f, dir

Boylece f e L(f,) olur.

Simdi m tamsayisi i¢in teorem dogru olsun.

fo;)mfio

i=1

kabul edelim. Y = f°

m+1

diyelim. Bu, X in bir altuzayidir. Y nin kisitlamasmmi =~ f | Y

notasyonu ile gostererek,

(FIY) 2(f1Y)
i=1
dir. Timevarim hipotezinden uygun A, ler i¢in,
fFIY =X 4f1Y
i=1

dir. Simdi, iki denk denklem; (f=>"" 4, )| Y=0 ve (f-Y" 4,f)’ 2 fy, du.

17 17 m+1

Teoremin m =1 durumunu kullanarsak, baz1 4_, ler igin,

sonucuna variriz.
1.4.2. Lineer esitsizlikler

Simdi yukaridaki teoremin lineer esitsizliklere karsilik gelenini verelim. Fonksiyonlarin

sifir uzaylarma karsilik gelen kavram bu durumda
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fr={xeX:f(x)>0}

yart-uzaylari olacaktir. f,,f,,...f_ ~ lerin swradan lineer gereni yerine, bunlarin

dogurdugu

konisini géz Oniine alacagiz.

Teorem 1.4.2. (Farkas Teoremi) f vef, lineer fonksiyonlar1 i¢in asagidakiler

denktir.

f,"

@ f'2

s

Il
—_

(i) feC(f,f,,..f)

9 199eees Iy

Ispat. Eger (ii) dogru ise buradan kolayca (i) elde edilir. Gergekten, A, >0 olmak

lizere,

olsun. Eger Xeﬂil f." ise, bu durumda her i i¢in f,(x)>0 ve boylece acikca

f(x)>0 dir.
Tersinin ispatini X =[] " kabulii altinda verelim. Her lineer fonksiyon, uygun bir v igin

f(x)=(v,x) formundadir. Simdi C, C(f,, f,,..., f,,) konisini gdstermek iizere, f & C

oldugunu kabul edelim. Ayirma teoreminden,
(v, f)< LE£<V’U>

olacak sekilde bir v vektorii vardir.
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k =inf(v,u)

ueC

olsun. 0eC oldugunda, k<0 dir. Eger k<0 ise k <(v,u)<0 olacak sekilde bir

ueC secelim. Tim pozitif t ler icin, tue C dir. Eger t yeterince biliylik ise

(v,tu) < k olacaktir ki bu da geliskidir. O halde k = 0 dir ve her u € C igin,

(v, f)<0<(v,u)
dir. Buradan f(v) <0< f,(v) elde edilir ki bu da (i) nin yanlis oldugunu gosterir.
Farkas Teoremi asagidaki matris-vektor formiilasyonuna sahiptir.

Teorem 1.4.3. Verilen bir A matrisi ve bir ¢ vektoriiniin asagidaki 6zellikleri denktir.

(i) Her X icin, eger Ax >0 ise ¢' x>0 dur.

(i) Bazi y lerigin, y>0 ve c= A"y dir.
1.4.3. Tutarh ve tutarh olmayan sistemler

Simdi Teorem 1.4.3 {in homogen olmayan bir benzerini verecegiz. Bunun iginde su
terminolojiyi kullanacagiz: Eger g,(X) > £ sisteminin her bir ¢dzimii f,(X) > ¢,
seklindeki bir esitsizlik sisteminin de bir ¢oziimii ise ikinci sisteme birincinin bir

sonucudur denir. Boylece,

X002 8, vijcix: (0 2e Vil
dir.

Teorem 1.4.4. (Homojen olmayan Farkas teoremi) Eger f(X)> « lineer esitsizligi
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9,02 B (I<i<n)

tutarli lineer esitsizlikler sisteminin bir sonucu ise bu durumda, uygun 6, > 0 lar i¢in ;

f=Zn:Higi ve Zn‘ﬂiﬂi >a
i=1 i=1

dir.
Ispat.
9,(X)—48, >0 (1>0) (1.3)

sistemini gozoniine alalim. Eger (X,/I) ikilisi (1.3) sistemini ¢oziiyorsa, bu durumda
g,(X)=> A8, ve Q,(x/A)= . elde edilir. Teoremdeki hipotezden f(x/A)>¢« dir.

Boylece,
f(X)—-Aa >0 (1.4)
olur. Bu ise (1.4) esitsizliginin (1.3) esitsizliginin bir sonucu oldugunu gdésterir. Simdi,

9, (x)-13 20 (120) (1.5)

sistemini gozoniine alalim. Eger (1.4), (1.5)’in bir sonucu ise Farkas Teoreminin

homojen formu uygulanirsa
(fi=2)=2.6,(9;:=B)+6,(0)  (6,20)
i=1

elde edilir. Burada ( f;—«) ikilisi basitge bir vektor ¢iftini géstermektedir. Bu sonug

asagidaki formda da yazilabilir.

f :Zn:eigi a:ieiﬂi_gosiaiﬂi
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Bu ise ispatlanmak istenen seydir. Fakat ispatimiz bununla bitmemektedir. Ciinkii (1.4)
iin (1.3) tin sonucu oldugunu gdsterdigimiz halde (1.5) in sonucu olmayabilir. Bu
durumda (1.5) in (1.3) iin ya da (1.4) iin de ¢oziimii olmayan bir ¢6zlimii vardir. Bu

sekilde bir ¢oziimii ifade eden (u,ﬁ,) icin mutlaka 4 =0 dir. Ciinkii diger durumda bu
cift (1.3) i ve dolayisiyla (1.4) i de ¢dzer. O halde, g,(u)>0> f(u) dur. Hipotezden
dolay1 g;(v) > S, olacak sekilde bir v vektorii vardir. f(u+ Av) < Aa olacak sekilde

pozitif bir A sayist secelim. Bu miimkiindiir ¢iinkii, A4 0 oldugunda sol taraf negatif

f(u) ya yakinsarken sag taraf da 0’a yakinsar. Boylece, g;(u/A+Vv)>g;(v)> S, icin

f(u/A+V)<a oldugundan hipotez ile bir ¢eligki elde etmis oluruz.

1.4.4. Matris-vektor formlar
Teorem 1.4.4 iin matris-vektor bigiminde ifade edilisi asagidaki gibidir.
Teorem 1.4.5. Eger,
Ax>b
sistemi tutarl ve,
Ax>b c'x<a

sistemi de tutarh degil ise,

sistemi tutarhidir.

Teorem 1.4.6. Eger,
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AX

I
O
>
v
S

(1.6)
sistemi tutarh degil ise,
A'y>0 b'y<0 (1.7)
sistemi tutarlidir.
Ispat. Eger (1.6) tutarl degil ise buradan,
beK={Ax:x>0}

dir. K kapali ve konveks oldugunda, Ayirma teoremi uygulanir ve asagidaki sekilde bir

y vektorii vardir.
(y,b) < ig(y, AX)

Bu hesaplamada x 0 olabileceginden <y, b> <0 elde ederiz. Geriye A"y >0 oldugunu
gostermek kalir. Eger bu dogru degilse, bu durumda bazi o indeksi i¢in (AT y) <0dir.

X, X; = Ad, i koordinatli bir vektor olsun. Bu durumda,

a

(y, AX) =i(ATy)j X;=A(Ay) -0 (1> +)

olur. Bu durumda uygun Aigin, (y, Ax) <(y,b) olup bu ise ¢eliskidir. O halde, y (1.7)

sistemini ¢ozer.
Teorem 1.4.7. Eger,

Ax<b, x>0 (1.8)

sistemi tutarsiz ise, bu durumda
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Aly>0, b'y<0, y=>0
sistemi tutarlidir.
Ispat. Eger (1.8) sistemi tutarsiz ise, bu durumda
Ax+z=Db, x>0, z>0

sistemi de tutarsizdir. (1.10) u,

i [

seklinde yazarsak, Teorem 1.4.6 dan

.
ﬁ‘ }yzo b'y <0

sistemi tutarlidir. Bu ise Sistem (1.9) ile aynidir.
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2. LINEER PROGRAMLAMA

Lineer esitsizlik kisitlar1 altinda bir lineer objektif fonksiyonu ile karakterize edilen
Kisim 1.1, Ornek 1.1.1 deki tipten bir problem, bir lineer (dogrusal) programlama
problemi olarak adlandirilir. Lineer programlama terimi bilgisayar programindan
ziyade, is ve ekonomik yatirimlarin programlanmasi anlamina gelmektedir. En agik ve

teknik anlamda, lineer programlama asagidaki sekilde ifade edilebilir

2.1. ilk Standart Form

ceR",beR" ve Ac R™" olsun. xe R", Ax<b ve x>0 kisitlarina altinda ¢ x in

maksimum degerini bulunuz.

Burada x:(xl,xz,...,xn )T olmak tizere, x>0 vektor esitsizliginden Kkasit,

Vie {1,2,...,71} icin x; > 0 olmas1 anlamindandir. Benzer sekilde

Ax<b

esitsizligi; her i e{l,2,...,m} i¢in Zayx ; <b, anlamma gelmektedir. Simdi, lineer
=1

programlamada yaygin olarak kullanilan bazi terminolojileri tanimlayalim:
K:{xeD ! :Abe,xZO}
kiimesine uygun kiime denir.
v=sup{ch:xeK}

sayisina problemin degeri denir. K nin herhangi bir noktas1 bir uygun nokta olarak

adlandirilir. ¢”x =v olacak sekildeki herhangi bir x € K noktasma bir ¢dziim veya bir

optimal uygun nokta denir. xi>c’ x=Zj=lcjxj fonksiyonu objektif (amag)
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fonksiyonu olarak adlandirilir. Problem, A4,b,c verileri ile tam olarak belirlendiginden

problem genellikle (A,b, c) lineer programlama problemi olarak ifade edilir.

2.2. Problemleri Doniistiirme Teknikleri

Degiskenleri lineer esitsizlik kisitlari olan bir lineer fonksiyonun optimizasyonunu

iceren hemen hemen biitiin problemler, lineer programlama formati ile verilebilir.

Bunun i¢in ¢ogu zaman asagidakilerden bir veya birkagina gereksinim vardir.

(1)

(i1)
(iif)
(iv)
v)

(vi)

Eger c¢'x in minimum yapilmasi isteniyorsa bu, —c’x in maksimum

yapilmasi ile ayn1 anlama gelmektedir.

a’ x> f formundaki herhangi bir kisit —a’x < -/ ya denktir.

a’ x = f formundaki herhangi bir kisit a’x < # , —a’ x < -/ ya denktir.
‘aT x‘ < B formundaki herhangi bir kisit a” x < 8, —a’x < 8 ya denktir.
Eger amac¢ fonksiyonu arti bir sabiti iceriyorsa, bunun ¢oziimde higbir
etkisi yoktur. Bdylece, ¢’ x+ # nin maksimumu, ¢’ x in maksimumu ile

ayni noktalar1 verir.

Eger verilen bir problem bir x; degiskeninin negatif olmama kosuluna
gereksinim duymuyorsa x; yi, x, =u, —v, seklinde negatif olmayan iki

degiskenin farki olarak ifade edebiliriz.

Ornek 2.2.1. Asagidaki problemi standart formda lineer programlama problemine

doniistiirelim.

Minimum: 7x, —x, +x; —4

X +x, —x; 22

3x, +4x, +x;, =6
Kisitlar:

X, —2x, +3x;| <5

x, =20,x, <0
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Cozim. u, =x,-u,=x, ve u, —u, =x, olarak kabul edelim. Bdylece bize verilen

lineer programlama problemi asagidaki sekle doniigmiis olur.

Maksimum: —7u, —u, —u, +u,

—u, tu, +u;—u, <=2
3u, —4u, +u;—u, <6
Kisitlar: 3u, +4u, —u; +u, <-6
u, +2u, +3u; —3u, <5
—u, —2u, —3u; +3u, <5
u, 20,u, 20,u; 20,u, 20

Verilen bir (A,b, c) lineer programlama probleminin bir ¢dziimii olabilir de olmayabilir
de. Eger, K uygun kiimesi bos kiime olursa hi¢ bir ¢6ziim varolmaz. Eger, uygun
kiime bos olmayan ve sinirsiz bir kiime ise objektif fonksiyonunun K da bir {ist sinir1
olmayabilir. Bu durumda v =+ olup ¢6ziim yoktur. Eger, K bos kiime ise v =—w0
olur ¢6ziim yine yoktur. Eger, K bos kiime degilse ve sinirli ise, bu durumda en az bir
¢Ozlim vardir. Bu, K nin bu durumda kompakt ([l * de kapali ve sinirli) olmasinin ve
boylece, objektif fonksiyonunun (ki siirekli fonksiyondur) supremumunu K da

almasinin sonucudur.

2.3. Dual Problem

Herhangi bir (4, b, ¢) lineer programlama problemi ile (-4", —c¢, —b) seklinde bir

baska problem iliskilendirilebilir. Bu probleme orijinal problemin duali denir. Ornegin,

Maksimum: 3x, —2x,

Tx,+x, <18
=3x, +5x, <25
6x,—x, <13

x20,x,20

Kisitlar:

probleminin duali asagidaki gibidir.
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Maksimum: -18y, —25y, =13y,

1y +3y,—6y; <=3
Kisitlar: <=y, =5y, +y, <2
»z0,y,20,y,20

Asagidaki teoremler bir lineer programlama problemi ile onun dual problemi arasindaki

iligkileri vermektedir.

Teorem 2.3.1. Eger x, (A,b,c) lineer programlama problemi igin ve y de (=4" ,—c,~b)

dual problemi i¢in uygun noktalar ise, bu durumda
c'x<yTAx<b"y
olur. Esitlik durumunda, x ve y ler sirasiyla kendi problemlerinin ¢dziimleri olur.
Ispat. Hipotezden, x ve y noktalar1 asagidaki esitsizlikleri saglar.
x>0 Ax<b y20 -A"y<-—c.

Buradan,

c'x<(A"y) x=y"Ax<y"h=b"y

elde edilir. Boylece, her iki problemdeki v, ve v, degerleri asagidakileri saglamak

zorundadir.

Eger ¢c'x=b"y ise ¢"x=v, =b" y = —v, oldugu agiktir.
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Teorem 2.3.1 ¢ogunlukla lineer programlama problemindeki v, degerini tahmin etmek

icin kullanilir. Eger x ve dual problemdeki » wuygun noktalar1 biliniyorsa,

c'x<v, <b"y esitsizligi v, ‘i igeren bir aralik tanimlar.

Lemma 2.3.1. Eger,
Ax>b

sistemi futarli ise (yani bir ¢oziime sahipse), ve

Ax>b 'x<a

sistemi tutarsiz ise (yani ¢oziimii yoksa), bu durumda

A'y=b y'bza y>0

sistemi tutarlidir.

Lemma 2.3.2. Eger,

sistemi tutarsiz ise, bu durumda

sistemi tutarlidir.

Lemma 2.3.3. Eger,
Ax<b x2>0

sistemi tutarli degilse, bu durumda

A'y>0 b'y<0 =0
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sistemi tutarlidir.
Teorem 2.3.2. Eger bir lineer programlama problemi ve onun duali uygun noktalara
sahipseler, her iki problemin de ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziimlerin biri digerinin

negatifidir.

Ispat. Teorem 2.3.1 den

x>0 Ax<b y=20 -A"y<-c c'x=b"y

olacak sekilde x ve y» nin var oldugunu ispatlamak yeterlidir. Gergekten, bu
kosullardaki (x, y) ikilisi, orijinal problem i¢in x, ve dual problem i¢in de y

cozlimlerini verir. Asagidaki lineer esitsizlik sisteminin tutarli oldugunu ispatlamaliyiz.

A 0 b
A NS I RN
—c" b Y 0 Y 0

Aksine, bu sistemin tutarli olmadigin1 kabul edelim ve bu durumda bir ¢eliski elde

etmeye calisalim. Lemma 2.3.3 den

A" 0 —c
0 -4 b

N o<oR
\Y
1
o o
1

<

N

sistemi tutarlidir. Burada u vev vektorler ve A bir sabittir. (u,v,/i) nin bu sistemi

sagladigini kabul edelim. Boylece,
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A'u—1c¢>0 —Av+Ab=0 bu—c"v<0
u=0 v2>0 A20

olur. ilk olarak A >0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda A'v, (A,b,c) problemi
icin A'u da (—AT,—c,—b) dual problemi i¢in uygundur. Boylece, Teorem 2.3.1 den

dolay1 ¢’ (xl‘lv)ﬁ bT(Ilu) ve b"u—c"v>0 olur ki bu da celiskidir.

Eger 1=0 ise A'u>02> Av olur. x’i orijinal problem y’yi de dual problem icin

uygun aldigimizda daha onceki esitsizlikte ¢eliski elde ederiz:
c'v< (ATy)Tv =y Av<0< (ATu)Tx = uT(Ax) <u'b=b"u

Teorem 2.3.3. Eger bir dogrusal programlama probleminin veya onun dualinin ¢6ziimii

var ise digerinin de ¢6zimii vardir.

Ispat. Dual problemin duali orijinal problem oldugundan dolay1 teoremin sadece bir
durumunu ispatlamak yeterlidir. Kabul edelim ki (—AT,—c,—b) dual problemi bir y,

cOziimiine sahip olsun. Bu durumda,
~-A"y<—c y=20 -b'y>-b"y,

esitsizlik sistemi tutarli degildir. Kuskusuz, {i¢iincii esitsizligin ihmal edildigi karsilik

gelen sistem tutarlidir. Tutarli olmayan sistemi asagidaki formda yazalim.

T
{A[ }yZ[g} b'y<b"y,.
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sistemi tutarlidir. Boylece,

Ax+u=b x'c=b"y, x>0 u=0
ve buradan,

Ax<b ox" 2b"y, x>0

elde edilir. Boylece, Teorem 2.3.1 den x, orijinal problemin ¢oztimiidiir.

Teorem 2.3.4. x ve y sirastyla dogrusal programlama problemi ve onun duali i¢in
uygun noktalar olsun. Bu noktalarin sirasiyla kendi problemlerinin ¢ézlimleri olmasi

¢in gerek ve yeter kosul, y, >0 olacak sekildeki Vi igin (4x), =b,, ve x, >0 olacak

sekildeki Vi i¢in (AT y)l. = ¢, olmasidir.
Ispat. Eger x ve y ler ¢oziimler ise, Teorem 2.3.1 ve 2.3.2 den
yb=b"y=y"Ax=c"x=x"c

olup, buradan y’ (b — Ax) =0 dir. y20 ve b-Ax>0 oldugunda Vi igin
y,(b, = (Ax).)=0 olur. Béylece i, y, >0 icin bir indeks oldugunda, (4x), =5, olur.
Diger durum simetriden elde edilir. Tersine, Vi igin y,(b, —(4x),)=0 ve

X, (cl. —( ’ y)i): 0 oldugunu kabul edelim. Buradan
b’y = y'b=y"Ax=x"A"y=x"c=c"x

olur. Teorem 2.3.1 den x ve y sirasiyla kendi problemlerinin ¢éziimleridir.
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2.4. Simpleks Algoritmasi

Lineer programlama problemlerinin ¢odziimlerinde en giiclii algoritmalardan birisi

Simpleks algoritmsidir. Bu kisimda bu algoritma tanitilacaktir.
2.4.1. Ikinci standart form

Standart teknikler anlaminda, bir lineer programlama problemi asagidaki forma

dontstiiriilebilir.

xell™,cel",bel™ ve Acll™" olmak iizere, Ax =b ve x>0 kisitlart altinda ¢” x

in maksimum degerini bulunuz.
¢’ x in objektif (amag) fonksiyonunu tanimladigini hatirlayalim. Ayrica, eger bir lineer
programlama probleminin
Ax<D
formunda kisitlar1 varsa,

Ax+u=>b

olacak sekilde bir u >0 vektorii tanimlanarak, yukarida verilen ikinci standart formun

elde edilebilecegini not edelim.

Ikinci standart formdaki problem igin uygun kiime
K={xeD "tAx=0b, xZO}
dir. Herhangi x € K ig¢in, x in bilesenleri pozitif olacak sekilde
I(x):{i:ISiSn ve X, >O}

indis kiimesini tanimlayalim. 4 matrisinin kolonlar1 4,, 4,,..., A, olsun. Bdylece,
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Ax=>b

denklemi

Zn:xi/L =b
i=1

sekline doniigiir. Simdi asagidaki 6nemli teoremi verelim
Teorem 2.4.1. x € K olsun. x in asagidaki 6zellikleri denktir.

(1) x, K nin bir ekstrem(ug) noktasidir.

(i1) { 4. :ieI(x)} lineer bagimsizdir.

Ispat. (ii) nin dogru oldugunu kabul edelim. (i) nin dogrulugunu ispatlayacagiz.
uek,vekK ve 0<@<1 olmak iizere x = 6u+(1-6)v olsun. Her bir i ¢ I(x) icin
O0=x, =60u, +(1-0)v, olur. Bdylece, u, 20, v,>20 oldugundan, her i¢ I(x) i¢in

u, =v, = 0 sonucu ortaya ¢ikar. Buradan,

1

0=Au—Av= i(ui —v)A = D (u,—v)4,
i=1

iel(x)

elde edilir. (i1) den, u, =v, olur. O halde x, K nin bir ekstrem noktasidir.

Simdi kabul edelimki (i) dogru olsun. Eger, ZwiAi =0 1ise, bu durumda i ¢ /(x)

iel(x)

icin w, =0 alalim. A¢ikca

D (x, F w4, =b

iel(x)

dir. iel(x) i¢in x;, >0 oldugundan, x,+Aw, >0 ve x,—Aw, >0 olacak sekilde

yeterince kiiciik bir A4 # 0 alabiliriz. Boylece, u=x+Aw ve v=x—-Aw lar uygun
noktalardadir. x:%(u +v) ve x, K nin bir ekstrem noktasi oldugunda, u=v ve

bdylece w =0 olur. Bu (ii)yi ispatlar.
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Sonug 2.4.1. K uygun kiimesi sadece sayilabilir ¢oklukta ekstrem noktasi igerir.

Ispat. E, K mnin ekstrem noktalariin kiimesi olsun. Her xe€ E i¢in
I(x)c {l, 2,..., n} ve boylece I:E — 2121 Qip (2° gosterimi S nin tiim alt kiimelerinin

ailesini gostermektedir). Bu sekilde (E {izerinde) tanimlanan [/ doniisiimii birebirdir.

Bunu gostermek i¢in her x, y€ E, x# y olsun. Bu durumda,

b=Ax= ZxA—Z

iel(x)

b=dy=3y4=3 34

i=1 iel(y)

olur. Eger I(x)=1(y) ise, bu durum {4,:iel(x)} kiimesinin lineer bagimsizhg ile

{1,2 ,,,,, n}

celigir. Boylece, 1:E — 2 icine olan bu doniisim £ nin elemanlarinin 2" den

fazla olamayacagini1 gosterir.

Dantzig [1] in simpleks algoritmasi iki kisim icerir. ilk kisimda, K mnin bir x"

baslangic ekstrem noktast bulunur. ikinci kisimda ise, olusturulan her noktada objektif

fonksiyonu artan olacak sekilde, x" den baslanarak sonlu sayida ekstrem noktalari
M L2 O T ) _ T2 _ T ()

olusturulur. Bu diziyi x"’,x7,x""... seklinde gosterirsek ¢ x'’ <c x'7 <c'x" <.

olur. Eger problemin bir ¢6ziimii yoksa bu durum algoritmanin akisindan anlasilir.

Eger, lineer programlama problemi bir ¢ziime sahipse, bu durumda algoritmanin sonlu
bir adiminda objektif fonksiyonunu maksimum yapan bir x“ ekstrem degeri yani

¢Ozlim tretilir.
2.4.2. Soyut form

Bu kisimda, algoritmanin ikinci kismmin soyut formunu agiklayacagiz. Oncelikle

asagidaki hipotezi kabul edelim.

Kabul 2.4.1. (Diizgiinliik kabiilii)) K uygun kiimesinin her bir x ekstrem noktasi tam

olarak m tane pozitif bilesene sahiptir.
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Kabul edelim ki x, K nin bir ekstrem noktasidir. Teorem 2.4.1 den,

{Al.: iel (x)} kiimesi lineer bagimsizdir. O halde diizgiinliik kabiiliinden dolay1 kiime

[J™ i¢in bazdir. ( Bu nedenden dolay1 bu sekilde bulunan x noktasina literatiirde temel

uygun nokta denilmektedir.)

A=) D4 (1<j<n)

iel(x)

olacak sekilde D, katsayilar1 varolmahdir. Eger i¢I(x)ise D, =0 alirsak, bu

durumda

4=3D,4

i=l1
veya

A= AD"

olur. ¢, objektif fonksiyonunda yer alan vektor olmak iizere d = D"c tamimlayalim. D

ve d nin x e bagl oldugunu ve algoritma boyunca degisecegini not edelim.

Herhangi ¢ ¢ I(x) indeksi ve herhangi bir 4 €J igin

b=Ax= Zn:xiAi +44, —}tiDiin

i=1 i=1

= ;(xi —AD, +AS8,) 4,

= Z %"
i=1
dir. Boylece, y = x—AD, + Ad,, olmak lizere

Ay=»b
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dir. BuradaD_, D nin gq. kolonunu gdstermektedir. Simdi amacimiz y in K nin bir

ekstrem noktasi (yani y >0)ve ¢’ y>c’x olacak sekilde g ve 4 y1 secmektir.

q £ I(x) oldugunda D, =0 ve x, =0 olup, boylece y, =4 dir. y bir uygun nokta

olacagindan, A >0 olmalidir. Simdi,

n n n
T
cy= ZCixi —/12 ¢D, +/12 0,
i=1 i=1 i=1
=c'x— ﬂcTDq +4c,

:ch—/i(cq -d,)

olur. Objektif fonksiyonunun degerini artrmak i¢in g yu ¢, >d_  olacak sekilde

secelim. Eger ¢< d ise, g varolamaz ve hesaplama durur: x ¢6ziimdiir. Diger durumda

¢, —d, yu mimkiin oldugu kadar biiyiik yapacak sekilde g yu se¢elim ve bu adimdan

sonra sabitleyelim.

Anin se¢imi, A>0 ve I(y) en fazla m elemana sahip olacak sekilde yapilir. y nin
taniminda I(y)c/ (x)U{q} oldugu goriiliir. /(x) in tam olarak m elemani
oldugundan, A4 yi1, x, —AD, nun terimlerinden bir tanesi 0 ve digerleri >0 olacak
sekilde secelim. Bununla beraber, dikkat edilirse eger her 1 <i<n i¢in D, <0 ise, bu
durumda VA>0 igin yeK dir. ¢’y nin yukardaki formiilinden bu durumda,

limc” y = 400 dur. Boylece, objektif fonksiyonu K da sinirsiz oldugundan, bir ¢éziim

A—>wo

yoktur. Eger i nin bir veya birka¢ degeri i¢cin D, >0 ise, 4 y1 sifirdan artan olarak
digiinebiliriz. Baslangigta, ie/(x) i¢in x;, —AD, >0 dir. Bu terimlerin bazilari

azalmaktadir ve bunlardan bir tanesi 0 oldugunda, karsilik gelen A y1 aliyoruz. Yani,

/I:min{;—i:x[ >0,D, >o}

iq
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dir. Boylece y yi tamamu ile belirlemis olarak, bunun bir ekstrem nokta oldugunu

. X
belirlemek istiyoruz. Ilk olarak 2=—- oldugunu kabul edelim. Burada p, x,>0 ve
prq

D, >0 olacak seklindedir. Buradan

I(y)I(y) = I(x)U{q} \{p}
Teorem 2.4.1 den,
{Al. e I(x)u{q} \{p}}
kiimesinin lineer bagimsiz oldugunu ispatlamak yeterlidir.

> A +p,A4,=0, B,=0

iel(x)

oldugunu kabul edelim. Eger S, =0 ise, bu denklem

S f.4, =0

iel(x)
denklemine indirgenir. {Al.:i el (x)} in lineer bagimsizligindan, i€ /(x) igin
B; =0olur. O halde, bu durumda biitin g, ler 0 dir. Bu yizden S, #0 duruma

bakacagiz. Homojenlik nedeni ile S, = —1 oldugunu kabul edelim. Bdylece, denklem

Aq=2ﬁiAi > ﬂpzo

iel(x)

olur. Ayn1 zamanda,

4 =3 D, A = > D, A4

q
i=1 iel (x)
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dir. {Al.:ie[ (x)} in lineer bagimsizhigindan, f, =D, sonucu ortaya ¢ikar. Fakat,
B,=0 ve D, >0 oldugunda bu dogru olamaz. Boylece, B, mutlaka 0 olmalidir. O

halde y € K olup bir ekstrem noktadir.

Ispatlanmas1 gereken bir ayrint1 daha vardir: Eger c< d ise, bu durumda x ¢oziimdiir.

Bunun i¢in # nun bir uygun nokta oldugunu kabul edelim. Buradan,

Ax=b= Au= A(D"u) dur. Bylece, Ax ve AD"u, {4;:i e I(x)}in lineer birlesimleri

olduklarindan ~ x=D"u olur.  Buradan, ispatlamak  istedigimiz  gibi,

c'u<d"u=c"Du=c"x bulunur.
Simdi yukarida soyut olarak agiklanan simpleks algoritmasina somut bir 6rnek verelim.

Ornek 2.4.1.

Maksimum: F'(x) = x, +2x, + x,

X +x,+x, =1
Kisitlar: X FX X, X =1
x, 20, (I1<i<))

problemini simpleks algoritmast ile ¢ozliniiz.

Coziim. Standart formda, veriler

11001 1 .
A= ., b=l |, =[1 21 0 0]
101 11 1

dir. x:(O,l,O,l,O)T ve I(x)={2,4}ile basglayalm. {4,,4,}in [* ic¢in bir baz

olduguna dikkat edelim. O halde, Teorem 2.4.1 den x, uygun kiimenin bir ekstrem

noktas1 yani temel uygun noktadir.
A nin her kolonu 4, ve A4, iin bir lineer birlesimidir. Aslinda,

A=A +A, A=A, A=A, A=A, ve A =4, +A,
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diir. Boylece D matrisi

00000
1100 1
D=0 0 0 0 0
101 11
0000 0]

olur. d” vektdrii, D matrisindeki D' satirlarinmn bir lineer birlesimidir. Yani,

d"=c'D=YcD =D +2D*+D'=[2 2 0 0 2f

i=1

dir. ¢ —d vektoriu

olup, sadece bir bilesen pozitif ve g =3 dir. D,, D nin g ytncti kolonunu géstermek

tzere, x =AD, vektori
x=AD=[0 1 0 1 0-A0 00 10'=[0 1 0 1-2 0]
seklindedir. A =1alirsak, y vektort,
y=x-AD,+d;=[0 1 1 0 0]

bulunur. Ayni islemler, x yerine y alinarak tekrarlanirsa, ikinci adimda

d=(3,21, 1,3)T elde edilir. c< d oldugundan y bir ¢dziimdiir ve F(y)=3 diir.
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2.5. Tablo Yontemi

Simpleks algoritmasimin pratik kullaniminda genellikle veriler bir tablo iizerinde
gosterilip, daha sonra belli kurallara gore ardisik adimlarla diizenlenir. Asagidaki basit

ornek bu algoritmanin tablo yontemi ile nasil olusturulacagini géstermektedir.

Maksimum : F(x) = 6x, +14x,

2x,+ x,<12
2x,+3x, <15
x+ Tx,<21

x20,x,20

Kisitlar :

Simpleks algoritmasini kullanmak i¢in gegici degiskenlerle problemi yeniden

diizenlersek;

Maksimum: F(x) = 6x, +14x, + 0x; + 0x, + Ox;

2x, + x, +x, =12
2x,+3x, +x, =15

Kisitlar:
x,+7x, +x=21

x20,x,20,x,20,x,>20,x, =20

olup, boylece

Maksimum: F(x)=(6, 14, 0, 0, 0)" x

21 100 12
sl 23 01 Ofx=|15
1sitlar: L 70 0 1 o1

_ T
x = (X, X5, X3, %, %) 20

elde edilir. 1k vektdr x=(0,0,12,15,21)" olup, bu verilerin tiimii asagidaki gibi bir

tabloda yazilir:
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6 14 0 0 0 O
2 1 1 0 012
2 3 0 1 0] 15
1 7 0 0 1|21
0 0 12 15 21

Simpleks ydnteminin her adim bir tablo ile baslar. 11k satir objektif fonksiyonu F nin
katsayilarmi icermektedir. F(x)=c"x in o anki degeri sag iist kosede gosterilmektedir.

Tablodaki sonraki m satir, esitlik kisitlarin1 olusturan denklem sistemini temsil
etmektedir. Bu sisteme uygulanan elemanter satir operasyonlarinin, sistemin ¢6ziim

kiimesini degistirmeyecegini hatirlayalim. Tablonun son satiri, o anki x vektoriini
ierir. Dikkat edilirse, en iist ve en alt satir kullanilarak, F(x)=c'x degeri kolaylikla

hesaplanabilir. Tablonun genel formu;

c’ 0 F(x)
A I b

x(temel olmayan) x(temel)

seklindedir.

2.5.1. Tablo kurallan

Simpleks yonteminde yer alan her tablo mutlaka asagidaki 5 kurali saglamalidir.

(1) x vektorii mutlaka Ax=b esitlik kisitlarin1 saglamalidir.

(i)  x vektorli mutlaka x> 0 esitsizligini saglamalidir.

(111))  x in (temel olmayan degiskenlere karsilik gelen ) O degerini alan n bileseni
ve geriye kalan ( temel degiskenlere karsilik gelen) genellikle sifirdan farkli
m bileseni vardir. ( Burada n ve m, gegici degiskenler sunulmadan 6nceki,
orjinal problemle ilgili degerlere karsilik gelmektedir.)

(iv)  Kisitlar1 tanimlayan matrisdeki her temel degisken sadece bir satirda yer
alir.

(v) Objektif fonksiyonu F, mutlaka temel olmayan degiskenler cinsinden ifade

edilmelidir.
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Simdi tablo yontemine devam edelim. Ornekteki, ilk tabloda temel degiskenler

X;,x, ve x5 ve temel olmayan degiskenler de x, ve x, dir. Dikkat edilirse bu tablo i¢in

yukaridaki bes kural da dogrudur.

Her adimda, temel olmayan bir degiskeni bir temel degisken yapmakla, F(x) in
degerinin artip armayacagmi gormek i¢in tablo incelenir. Buradaki ornekte
(x;,x, ve x; uygun sekilde ayarlanarak),x, veya x, nin artirllmasiyla F(x) in
degerinin gergekten arttig1 goriilmektedir. /' deki 14 katsayis1 6 katsayisindan daha
biiyiik oldugundan x, deki birim arti, F(x) 1 x, deki birim artistan daha fazla
artiracaktir. O halde, x, i sifirda sabit tutup, x, nin miimkiin oldugunca fazla artmasina

izin verecegiz. Boylece:

0<x,=12-x,
0<x,=15-3x,
0<x, =21-T7x,

olur. Bu kisitlar sirast ile, x, <12, x, <5, x, <3 olmasini gerektirir. Bunlarin her
tciinii saglayacak sekilde, x, <3 olmalidir. O halde, x, yi 3 e kadar artirabiliriz.
x;,X, ve x5 i¢in karsilik gelen yeni degerler de verilen ti¢ kisittan elde edilir. Boylece,

yeni x vektorii;

x=(0,3,9, 6,0)

olur. Yeni temel degiskenler x,,x, ve x, olup, simdi daha once verilen 5 kurala
uyacak sekilde yeni tabloyu belirleyelim. (v) inci kurali saglamak i¢in x, = (21—-x)/7

olduguna dikkat edelim. Bunu F de yerine koydugumuzda, objektif fonksiyonu;

F(x)=6x, +14x,
=6x, +14(21-x,)/7 = 6x, —2x, + 42
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seklini alir. (iv) kuralin1 saglamak i¢in 7 yi pivot eleman alarak Gauss eliminasyon
yontemi (elemanter satir operasyonu) uygulayalim. Boylece x,, bir denklem harig, tim
denklemlerden yok edilir. Biitiin bu islemler bittikten sonra birinci adim bitmis olup,

ikinci adim asagidaki tablo ile baslar:

6 0 0 0 2142
13/7 0 1 0 -1/7] 9
11/7 0 0 1 -3/7| 6

1 7 0 0 1|21

0 3 9 6 0

Simdi, ortadaki durum baslangigtaki tabloya benzerdir. Temel olmayan degiskenler x,
ve x, dir. x, deki herhangi bir artis, F'(x) de azalmaya neden olur. O halde, yeni temel
degisken x, olmalidir. Ayn kuralla, x; 1 0 da sabit tutup x, in miimkiin oldugu kadar

artmasina izin verirsek;
0<x,=9-(13/7)x,
0<x,=6-(11/7)x,
0<7x, =21-x,

kisitlarindan

X, <63/13 x <42/11 x <21

elde edilir. O halde yeni temel degisken x,, en fazla 42/11 ye kadar artabilir. x,, x, ve

x, nin karsilik gelen yeni degerleri tablodan veya yukaridaki kisitlardan heaplanabilir.

Boylece yeni x vektorii:

x=(42/11, 27/11, 21/2, 0, 0)"

bulunur. Yeni temel olmayan degiskenler simdi x, ve x; dir. (v) inci kurali saglamak

icin x, =(7/11)(6 — x,) alirsak,
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F(x)=6x,—2x5+42

= (42/11)(6 — x,) — 2x, + 42
= —(42/11)x, — 2x, + 714/11

bulunur. F deki her iki katsay1r da negatif oldugu i¢in, iigiincii tabloyu tamamlamak

gereksizdir. Bu ise, x, ve x, temel olmayan degiskenlerinin her ikisinin de F(x)1

azaltmadan temel degisken olamayacagindan dolayi, simdiki x vektoriiniin bir ¢oziim
oldugunu  gosterir. O  halde orijinal  problemde  maksimum  deger

F(42/11,27/11)=630/11 dir.

2.6. Ozet

Yukaridaki 6rnek ve aciklamalar 1s1ginda, tablo yonteminin herhangi bir adimidaki

tabloda yapilmasi gereken isi agagidaki gibi 6zetleyebiliriz:

(1) Eger F deki biitlin katsayilar (yani, tablodaki en {ist satir) <0 ise o anki x
¢Ozimdiir.

(11) F deki katsayis1 pozitif olan ve miimkiin oldugu kadar biiyiik olan temel
olmayan degisken secilir. Bu degisken yeni x; temel degiskenidir.

(ii))  Her bir b,, bulundugu satirdaki yeni temel degiskenin katsayisi a; ile

boliiniir. Yeni temel degiskene atanan deger bu oranlarin en kiicligiidiir.

Boylece eger b, /a,; en kiigtik deger ise x; =b, /a,; alinr.
(iv)  a, pivot elemanini kullanarak, Gauss eliminasyon ile 4 min j kolonunda 0

lar olusturulur.
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3. UYGULAMA PROBLEMLERI VE BILGIiSAYAR KODU

Bu boliimde, Bolim 2 de matematiksel ¢oziim yapisi verilen lineer programlama
problemlerinin gercek hayat problemlerine uygulamalart somut &rneklerle
incelenecektir. Boliim sonunda ise problemlerin ¢éziimleri i¢in C dilinde yazilmis bir

bilgisayar kodu verilecektir.

3.1. Fabrika Uretim Programlamasi (Maksimum problemi)

Bir oyuncak sirketi askerler ve trenler olmak iizere iki tip tahta oyuncak iiretiyor. 27
dolara satilan bir oyuncak asker i¢in 10$ degerinde ham madde kullaniyor. Uretilen her
oyuncak asker sirketin iscilik degiskenini arttirip, maliyete ilave olarak 14$ ekliyor.
218’a satilan bir oyuncak tren i¢in 9% degerinde ham madde kullaniliyor. Yapilan her
oyuncak tren sirketin is¢ilik degiskenini artirip, maliyete ilave olarak 10$ ekliyor. Tahta
askerlerin ve trenlerin iiretiminde marangozluk ve cilalama olmak iizere iki tip iscilige
gereksinim duyuluyor. Bir askerin iiretimi i¢in 2 saat cilalama ve 1 saat marangozluk
gerekmektedir. Bir trenin yapiminda ise 1 saat cilalama ve 1 saat marangozluk
gerekiyor. Sirket haftalik ihtiyaci olan ham maddeleri bulabildigi halde ancak 100 saat
cilalama ve 80 saat marangozluk yapabiliyor. Trenler icin talep sinirsiz oldugu halde
haftada en fazla 40 asker satiliyor. Sirketin haftalik karini (gelirler - giderler)

maksimum yapmak i¢in bir matematiksel model kurunuz.
Coziim.

Karar Degiskenleri : Lineer programlama modelinde karar degiskenleri, iizerinde karar
verilmesi gereken iki veya daha fazla sayidaki faaliyeti ifade eder. A¢ik olarak, sirket
her hafta ka¢ tane oyuncak asker ve trenin iiretilecegine karar vermelidir. Bu

diisiinceyle,

x,: her hafta iiretilen asker sayis1

X, : her hafta tiretilen tren sayis1

olarak tanimlansin.
Objektif (Amag) Fonksiyonu: Herhangi bir lineer programlama probleminde, karar

verici, karar degiskenlerinin bir fonksiyonunu (genellikle gelir veya kar1) maksimum
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veya (genellikle maliyeti) minimum yapmak ister. Maksimum veya minimum yapilmak
istenen bu fonksiyona objektif fonksiyonu denir.

Sirket problemi i¢in sabit maliyetlerin (kiralama ve sigorta gibi) x, ve x, degerlerine

bagli olmadigini kabul edelim. Boylece sirket ,

(Haftalik gelir) - (Ham maddenin satin alinig maliyeti) - (Diger degisken

maliyetler)
degerlerini nasil maksimum yapacagi lizerine yogunlagmalidir.

Sirketin haftalik geliri ve maliyeti x, ve x, karar degiskenleri cinsinden ifade edilebilir.

Sirket i¢in satilacak miktardan daha fazla oyuncak asker iiretmek gereksizdir. O halde

iiretilen biitiin oyuncaklarin satilacagini kabul edersek,

Haftalik gelir = Askerden saglanan haftalik kazang¢ + Trenden saglanan haftalik kazang
_( dolar ( askerler N dolar [ trenler
asker hafta tren hafta

= 27x, +21x,

olur. Ayrica,

Haftalik ham madde maliyeti = 10x, + 9x,
Diger haftalik degisken maliyetleri = 14 x, + 10 x,

olur. Boylece sirket,

(27x,+21x,)—(10x,+9x,)—(14x, +10x,)=3x, + 2x,

degerini maksimum yapmaya calistyor. O halde sirket 3x, + 2x, ‘yi maksimum
yapacak x, ve x, degerlerini bulmalidir. Bdylece, matematiksel olarak amag

fonksiyonu;

maks z=3x, +2x, (3.1)
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olur. Amag¢ fonksiyonundaki degiskenin katsayisina degiskenin amag¢ fonksiyonu
katsayist denir. Ornegin; x, i¢in amag fonksiyonunun katsayis1 3, x, icin de 2’dir. Bu

ornekte, (ve diger bircok problemde) her degiskenin amag¢ fonksiyonu katsayisi, en

basit anlamda degiskenin sirketin karina olan katkisidir.

Kisitlar: x, ve x, arttif siirece sirketin amag fonksiyonunun degeride artar. Boylece,
eger sirket x, ve x, degerlerini se¢mede 6zgiir olursa bu degerleri ¢ok yiiksek tutarak

karmni keyfi bir sekilde biiytitebilir. Fakat x, ve x, degerleri asagidaki ii¢ kisitlama ile

sinirlidir.

Kisit 1: Her hafta 100 saatten fazla cilalama yapilamiyor.

Kisit 2: Her hafta 80 saatten fazla marangozluk yapilamiyor.

Kisit 3: Sinirli talepten dolayi, her hafta en fazla 40 oyuncak asker iiretiliyor.

Elde bulunan ham madde miktar1 sinirsiz olarak kabul edildiginden bu konuda

kisitlama yoktur.

Sirket probleminin matematiksel modelini kurmak i¢in bir sonraki basamak Kisit 1-2-

3’1 x, ve x, karar degiskenleri cinsinden ifade etmektir.

Kisit I’1 x, ve x, karar degiskenleri cinsinden ifade edelim:

toplam cilalama saati ( cilalama saati ] ( iretilen askerlerj

hafta asker hafta

N cilalama saati \( uretilen trenler
tren hafta
=2(x,)+1(x,) =2x, +x,
olup bdylece Kisit 1

2x, +x, <100 (3.2)
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seklini alir. (3.2) deki her bir terimin biriminin bir haftalik cilalama saati olduguna
dikkat edelim. Bir kisitin kabul edilebilir olmasi i¢in kisittaki her terimin ayni birimden
olmas1 gerekir. Aksi halde bu elmalarla armutlar1 toplamak gibi olur ki bu durumda

kisit bir anlam ifade etmez. Benzer sekilde Kisit 2’yi x, ve x, karar degiskenleri

cinsinden ifade edersek

toplam marangozluk saati ( marangozluk saati J ( iiretilen askerler j

hafta B asker hafta

N ( marangozluk saati ] ( tiretilen trenlerj

tren hafta

=1(x,) +1(x,) = x, +x,

olup, boylece Kisit 2
X, +x, <80 (3.3)

ile ifade edilir.

Bir haftada en fazla 40 oyuncak asker satilabileceginden, haftalik oyuncak asker

iiretimini 40 ile sinirliyoruz. Bu da asagidaki kisit1 verir:
x, <40 (3.4)

Boylece (3.2), (3.3) ve (3.4) sirketin lineer programlama probleminin kisitlarinin karar
degiskenleri cinsinden ifadesidir. Kisitlardaki karar degiskenlerinin katsayilarina
genellikle “teknolojik katsayilar” denilmektedir. Bunun nedeni, bu katsayilarin siklikla
farkli iiriinlerin iiretiminde kullanilan teknolojiyi yansitmalarindandir. Ornegin,

(3.3)’deki x, nin teknolojik katsayist 1; bir oyuncak askerin yapiminda 1 saatlik

marangozluk isine ihtiya¢ duyuldugunu belirtmektedir.

Isaret Stmirlamalari: Lineer programlama probleminin kurulmasmi tamamlamak igin

son asama her karar degiskeni i¢in asagidaki sorunun yanitlanmasidir:

Karar degiskeni sadece negatif olmayan degerleri mi kabul ediyor yoksa hem pozitif

hem de negatif degerler alabilir mi?
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Eger x; karar degiskeni sadece negatif olmayan degerleri kabul ediyorsax, > 0 isaret
kisitlamasini ekleyecegiz. Egerx, degiskeni hem pozitif hemde negatif (yada sifir)
degerlerini kabul ediyorsa, x,‘nin isaret kisitlamasi olmadigini sdyleyecegiz. Sirket
problemi i¢in, x; = 0 ve x,> 0 oldugu agiktir. Baz1 problemler de karar degiskenleri
igin isaret smirlamasi olmayabilir. Ornegin x, bir firmanim nakit dengesini temsil etsin.
Eger firmanin borcu, elindeki parasindan daha fazla ise x, negatif bir deger alir. Bu

durumda x, 'nin isaret sinirlamasi olmadigini kabul edecegiz.

x, 20, x,2 0 isaret simirlamalarmi, (3.1) amag¢ fonksiyonu ve (3.2),(3.3),(3.4)

kisitlar ile birlestirerek agsagidaki optimizasyon problemini elde ederiz:

2x,+x, <100 (cilalama kisitr)
X, +x, <80 (marangozluk kisitr)
x, <40 (askerlere talep kisitr)
x, 20 (isaret kisitr) (3.5
x, 20 (isaret kisitr) (3.6)

kisitlar altinda
z=3x,+2x,

fonksiyonunu maksimum yapan x, ve x, degerlerini bulunuz.

Uygun Coziim Bolgesi ve Optimum (Coziim: Bu problemin ¢oziimiinii oncelikle
Simpleks algoritmasi ile olusturup, problem iki degiskenli oldugu i¢in ¢dziimii daha
sonra grafiksel olarak elde edecegiz.

Boliim 2 deki yontemle ilk tablo

0
2 1 1 0 0/100
0| 80

0 0 100 80 40
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olup, ilk  baslangic  vektori x =(0,0,100,80,40)" olarak  almabilir.
F(x)=3x,+2x,+0x; +0x, + 0x; oldugundan, F(x) i x, deki birim artis daha fazla
artiracaktir. O halde x, yi sifirda sabit tutup, x, in miimkiin oldugunca fazla artmasina

izin verecegiz. Boylece:

0<x,=100-2x,
0<x,=80-x,
0<x,=40-x,

olur. Bu kisitlar sirast ile, x, <50, x, <80, x, <40 olmasmi gerektirir. Bunlarin her
tclinii saglayacak sekilde, x;, <40 olmalidir. O halde, x;, 1 40 a kadar artirabiliriz.
x;,X, ve x5 i¢in karsilik gelen yeni degerler de verilen ti¢ kisittan elde edilir. Boylece,
yeni x vektorii;

x = (40, 0, 20,40, 0)"
ve F(x)=3(40-x,)+2x, = 0x, +2x, + 0x; + Ox, —3x, +120 olur. O halde ikinci tablo

0 2 0 0 -3|120

2 1 1 0 0100

1 1 0 1 0] 80

1 0 0 0 1| 40
40 0 20 40 O

dir. Gauss eliminasyon uygulanirsa

0 2 0 0 -3|120

0 1 1 0 -2 20

0 1 0 I -1 40

1 0 0 0 1| 40
40 0 20 40 O

olup, birinci adima benzer sekilde bu kez x, yi temel degisken yaparsak
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0<x;,=20-x,
0<x,=40-x,

0<x, =40

ve boylece X, yi 20 ye kadar artirabiliriz. x,,x; ve x, i¢in karsilik gelen yeni degerler
verilen {i¢ kisit cinsinden elde edilirse, yeni x vektorii

x = (40, 20, 0,20, 0)"
ve F(x)=2(20+2x; —x;)—3x, +120 = —2x, + x5 +160 olur. Boylece,

o 0 -2 0 1]160
0 1 1 0 -2 20
0
1

1 0 1 -1| 40
0 0 0 1] 40
40 20 0 20 O

olur. Gauss eliminasyon uygulanirsa

o 0 -2 0 1]160
0 1 1 0 -2 20
0
1

40 20 0 20 O

bulunur. Simdi x, temel degisken yapilirsa

0<x, =20+2x

0<x,=20-x;

0<x, =40-x;
olur. Bu kisitlar siras1 ile, x; >-10, x;<20, x,<40 olmasim gerektirir. Kural
geregi birinci esitsizlik gozardi edileceginden x; <20 olmalidir. O halde, x; 120 ye
kadar artirabiliriz. x,,x, ve x, icin karsilik gelen yeni degerler de verilen ii¢ kisittan

yazilirsa, yeni x vektorii;
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x=(20, 60,0,0, 20)

veE

F(x)=-2x,+(20+x, —x,)+160=-x, —x, +180

olur. Son ifadede her iki degiskenin katsayis1 negatif oldugundan maksimum deger

x, =x, =0 da olusacagindan, x, =20 ve x, =60 olup ve boylece amag fonksiyonunun

degeri z =3x, +2x, =180 dolardir. Uygun ¢oziim bolgesi Sekil 3.1 de gosterilmistir.

(x,= 20, x,=60 )’1n sirket probleminin optimum ¢6ziimii oldugunu sdyledigimizde,
uygun ¢oziim bolgesindeki higbir noktanin amag¢ fonksiyonu degerinin 180’ni
gecemeyecegini sdylemis oluyoruz. Sirket haftada 20 oyuncak asker ve 60 oyuncak
tren iretirse karimi maksimum yapacaktir. Bu durumda haftalik kazang 180 dolar —
haftalik sabit giderler olacaktir. Eger 6rnegin sabit giderleri haftada 100 dolar ise bu
durumda sirketin haftalik kazanci1 180-100 = 80 dolar olur.

Bu ornekte oldugu gibi iki degiskenli (diizlemsel ) veriler iceren problemleri grafikler
yardimi ile de c¢ozebiliriz. Problemin (3.2)-(3.6) kisitlarim1 saglayan uygun ¢6ziim
bolgesi Sekil 3.1 de gosterilmistir. O halde amag fonsiyonu (3.1) i maksimum yapan
nokta bu bolge i¢cindedir. (Bu bolge konveks oldugundan optimal ¢6ziimiin bolgenin ug
noktalarindan olusacagini not edelim.) Optimal ¢6ziimii bulmak igin Oncelikle
tizerindeki tiim noktalarin ayni z degerini verdigi bir dogru ¢izelim (kopuk cizgili
dogrular). Bir maksimum probleminde bu tiir dogrulara es kazan¢ dogrular1 denir. Eger
problem bir minimum problemi ise bu tiir dogrulara es gider dogrular1 denir. Bir es
kazang dogrusu ¢izmek i¢in uygun bdlgeden bir nokta segelim. Ornegin bu nokta (20,0)

olsun. Bu noktada z =3(20)+2(0) =60 olur. O halde (20,0) noktas1 z =3x, +2x, =60
dogrusu tizerindedir. Tiim es kazang egrileri 3x, +2x, = sabit formunda olduklarindan,

diger es kazang egrileri bu dogruya paralele olan egrilerdir. Boylece z degeri artacak
sekilde paralel dogrular ¢izildiginde, uygun bolgeye degen en son dogrununun uygun
bolgeyi kestigi nokta G, aranilan maksimum ¢oziim degerini verecektir. Bu noktada,

2x,+x, =100 ve x, +x,=80 dogrular1 kesistiginden, G noktas:t bu iki denklemin

ortak ¢6zlimii olan ((20, 60) noktas1 olup, boylece ¢oziim z =3(20)+2(60) =180 dir.
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X

100 Uvgun bolge

Optimal ¢6ziim
80

-

Es kazanc dogrulari
z=060

z=100

7= 1R0

60

40

20

> X,
10 20 40 50 60 80

Sekil 3.1. Fabrika probleminin grafik ¢6ziimii

3.2. Reklam Giderleri (Minimum Problemi)

Bir otomobil firmasi liikks arabalar ve jeepler iiretmektedir. Sirket miisterilerinin biiylik
olasilikla yiiksek gelirli kadinlar ve erkekler olacagina inaniyor. Bu kitlelere ulasmak
icin firma televizyon reklamlarina girisimde bulunuyor ve iki tip program iginde 1
dakikalik kisa reklamlar satin almayi diisiinliyor: Komedi programlar1 ve futbol
maglar1. Televizyondaki her komedi programi 7 milyon yiiksek gelirli kadin ve 2
milyon yiiksek gelirli erkek tarafindan izleniyor. Televizyondaki her futbol programi
ise 2 milyon ytiiksek gelirli kadin ve 12 milyon yiiksek gelirli erkek tarafindan izleniyor.
Bir komedi programi i¢inde yayinlanacak 1 dakikalik reklam i¢in 50,000 dolarlik,
futbol programi i¢inde yayinlanacak 1 dakikalik reklam i¢in ise 100,000 lik bir maliyet
gerekiyor. Firma, reklamlarin en az 28 milyon yiiksek gelirli kadin ve 24 milyon
yuksek gelirli erkek tarafindan goriilmesini istiyor. Oto firmasimin reklam giderlerini
nasil minimum maliyette tutacagina dair bir dogrusal programlama problemi

gelistiriniz.
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Coziim.
Firma komedi programlar1 ve futbol magclar1 i¢in ne kadar reklam satin alacagina karar

vermelidir. O halde karar degiskenleri,

x, = satin alan 1 dakikalik komedi programi reklami sayisi

X, = satin alman 1 dakikalik futbol mag1 reklami sayisi

Firma toplam reklam giderlerini .(bin dolar bazinda) minimum yapmak istiyor.

Toplam reklam gideri = komedi programi reklam gideri + futbol maglar1 reklam gideri

_ [ gider j[ toplam j . { _ gider j[ toplam j
komedi reklami )| komedi reklami1 futbol reklam1 )\ futbol reklami1
=50x, +100x,
olur. Boylece firmanin amag fonksiyonu,
min z = 50x, +100x, (3.7)
dir. Firma asagidaki kisitlarla kars1 karsiya kalacaktir.

Kisit 1: Reklamlar mutlaka en az 28 milyon yiiksek gelirli kadina ulagmali.

Kisit 2: Reklamlar mutlaka en az 24 milyon yiiksek gelirli erkege ulagmali.

Yazim kolaylig: icin yiiksek gelirli kadin sayisin1 (milyon bazinda) YGK ve yiiksek
gelirli erkek sayisini da (milyon bazinda) YGE ile gosterirsek,

VGK = YGK toplam N YGK toplam
| komedi reklami )| komedi reklami futbol reklamu1 )\ futbol reklami
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=7x, +2x,
VGE < YF}E toPlam N YGE toplam
komedireklami /| komedireklami futbol reklam |\ futbol reklami

=2x, +12x,

olup, x, ve x, cinsinden Kisit 1”1

7x, +2x, > 28 (3.8)

ve Kisit 2’yi de

2x, +12x, > 24 (3.9)

seklinde ifade edebiliriz.

Ayrica isaret sinirlamalart x, >0 ve x, 20 da gereklidir. Boylece, firmanin dogrusal

programlamast,

7x, +2x, 228 (YGK)
2x, +2x, 224 (YGE)
X;,Xx, 20
kisitlart altinda

min z = 50x, +100x,
olur.
Bu problem, karar vericilerin; belli gereksinimlerin maliyetini minimum yapmak
istedikleri tipik bir dogrusal programlama probleminin uygulamasidir. Simdi, bu

dogrusal programlamanin grafik ¢6zliimii i¢in, uygun ¢6ziim bdlgesini ¢izerek, ¢ozimii

grafiksel olarak analiz edelim.
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Uygun bolge

Es gider dogrulari
z =600
z =320 (Optimal ¢6ziim)

»
»

2 4 8 10 12 14 X

Sekil 3.2. Reklam giderleri grafik ¢6ziimii (minimum problemi)

Kisitlarin olusturdugu bolge Sekil 3.2. de gosterilen tarali bolgedir. Oyuncak firmasi
probleminde oldugu gibi, bu problemin de bir konveks uygun ¢6ziim bolgesi vardir.
Fakat bu problemin uygun ¢oziim bdlgesi, oyuncak sirketi probleminden farkli olarak,
en az bir degiskenin degeri keyfi biiylikliikte degerler alabilecek noktalar igeriyor. Bu

sekildeki uygun ¢oziim bolgesine “sinirsiz uygun ¢oziim bolgesi” denir.

Firma, toplam reklam maliyetini minimum yapmak istediginden, problemin optimal
¢Oziimii uygun ¢oziim bolgesinde en kiiclik z degerini alan noktadir. Optimal sonucu
bulmak ic¢in, uygun c¢oOziim bolgesi ile kesisen es gider dogrusunu ¢izmemiz
gerekmektedir. Es gider dogrusu, iizerindeki biitiin noktalarin ayni z degerine (ya da
aynit maliyet) sahip oldugu herhangi bir dogrudur. Uygun bdlgedeki her hangi bir
noktadan gegen, (6rnegin x, =4, x, =4 noktasindan gecen) esgider dogrusunu keyfi
olarak seciyoruz. Bu nokta icin, z =50(4)+100(4) =600 olur. Boylece, bir esgider
dogrusu z =50x, +100x, =600 olur. Diger esgider dogrulari, uygun ¢Oziim
bolgesinden gegen ve bu dogruya paralel olan dogrulardir. z degeri azalacak sekilde,
uygun bolgeden gecen en son esgider dogrusu boylece (3.8) ve (3.9) a ait dogrularin
kesistigi, yani 7x, +2x, =28 ve 2x, +12x, =24 dogrularinin kesistigi (x, =3,6 ve
x, =1,4) noktasindan gegen dogru olup, bu noktada minimum z degeri elde edilmis

olur. Boylece, optimal z degeri, z=150(3,6)+100(1,4) =320 =320,000$ olur.
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3.3. Diyet Problemi (Minimum Problemi)

Bir kisinin tiikettigi tiim gidalarin dort “temel besin grubu” nun (gikolatali kek,
dondurma, soda ve peynirli kek) birinden gelmesi istenmektedir. Kisi, bu gruplardan
kakaolu kek, ¢ikolatali dondurma, kola ve ananasli-peynirli kek tiiketmek istemektedir.
Her bir kakaolu kekin maliyeti 800 bin TL, bir kiilah ¢ikolatali dondurmanin maliyeti
600 bin TL, bir sise kolanin maliyeti 700 bin TL ve ananaslhi-peynirli kekin bir
diliminin maliyeti de 1 milyon TL dir. Kisi her giin mutlaka en az 500 kalori, 40 gr
cikolata, 30 gr seker ve 20 gr yag tiiketecektir. Her gidanin birim basina diisen besin
igerigi Tablo 3.1 de gosterilmistir. Buna gore kisinin giinliik besin gereksinimini en az

maliyetle saglayabilecegi bir dogrusal programlama modelini formiile ediniz.

Coziim.
Ik olarak karar degiskenlerimizi olusturalim. Her bir gidadan giinlik ne kadar

tiiketilmelidir? Boylece karar degiskenlerini,

x, = bir giinde tiiketilen kakaolu kek say1s1
x, = bir giinde tiiketilen dondurmanin kiilah say1si
x, = bir giinde tiiketilen kolanin sise say1si

x, = bir giinde tiiketilen ananasli-peynirli keklerin dilim say1s1

olacak sekilde olusturabiliriz.

Kalor Cikolata Seker Yag
T (@) (@ (=)

Kakolu Kek 400 30 20 20
Dondurma (1 Kiilah) 200 20 20 10
Kola (1 sise) 150 0 40 10
Peynirli kek (1 dilim) 500 0 40 15

Tablo 3.1. Diyet i¢in besin degerleri

Amacimiz diyetin maliyetini minimuma indirmektir. Diyetin toplam maliyeti asagidaki

gibi verilebilir.
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(Diyetin toplam maliyeti) = (Kakaolu keklerin maliyeti)
+ (Dondurmalarin maliyeti)
+ (Kolanin maliyeti)

+ (Peynirli kekin maliyeti)

Diyetin toplam maliyetinin degeri i¢in (bin TL bazinda), 6rnegin;

. fiat1 tiiketilen
Kolanin maliyeti=| ——— || . =700x,
bir sise kola ){ sise sayis1

olacagindan, benzer sekilde digerlerinin maliyetleri de yazilirsa

Toplam diyet maliyeti=800x, + 600x, +700x, +1000x,

elde edilir. Boylece amag fonksiyonu

Minimum: z=800x, +600x, + 700x, +1000x,

bulunur. Karar degiskenleri asagidaki kisitlar1 saglamalidir.

Kisit I: Alinan giinliik kalori en az 500 kalori olmalidir.
Kisit 2: Alinan giinliik ¢ikolata en az 40 gr olmalidir.
Kisit 3: Alinan giinliik seker en az 30 gr olmalidir.

Kisit 4: Alian giinliik yag en az 20 gr olmalidir.
Kisit 1 1 karar degiskenleri cinsinden ifade etmek igin;
(Alman giinliik kalori) = (Kakaolu kekteki kalori)
+ (Cikolatali dondurmadaki kalori)

+ (Koladaki kalori)
+ ( Ananasli-peynirli kekteki kalori)
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olacagindan ve 6rnegin kakaolu kek tiiketimindeki kalori;

N tiiketil
Kakolu kekteki kalori=( kalori j( uketilen

: =400x,
bir kek

kek sayisi

olacagindan, sonug olarak

Alnan giinliik kalori = 400x, +200x, +150x, +500x,

olup, boylece

Kisit 1:
400x, +200x, +150x; +500x, > 500 (Kalori kisitr)

ve benzer sekilde,

Kisit 2:
30x, +20x, 240 (Cikolata kisitr)
Kisit 3:
20x, +20x, +40x, +40x, > 30 (Seker kisitr)
Kisit 4:

20x, +40x, +10x; +15x, 220 (Yag kisitr)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

ve isaret kisitlart x, 20 (7 =1,2,3,4) elde edilir. O halde diyet i¢in lineer programlama

modeli

min z = 800x, + 600x, +700x, +1000x,

400x, +200x, +150x; +500x, > 500
30x, +20x, =40

Kisitlar : 20x, +20x, +40x; +40x, =30

20x, +10x, +10x; +15x, > 20

x, =0
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seklini alir. Bu lineer programlama i¢in optimal ¢0zim i¢in grafik ydntem
kullanilamayacaktir. O halde problemi Kisim 2.2 deki kurallar yardimi ile bir

maksimum problemine doniistiiriirsek;

Maksimum: -z =-800x, —600x, —700x, —1000x,

—400x, —200x, —150x, —500x, <-500
-30x, —20x, <40

Kisitlar : {-20x, —20x, —40x; —40x, <-30
—20x, —10x, —=10x, —15x, <-20

x, =20

elde ederiz. Bu problemin simpleks algoritmasi ile ¢Ozliimii
x=Lx,=1/2, x;,=0, x,=0 olup, ve boylece z=1100 olarak elde edilir. O halde

istenilen diyet i¢in sadece 1 adet kakaolu kek ve yarim kiilah ¢ikolatali dondurma

yenilmelidir. Bu minimum maliyetli (1 milyon 100 bin TL ) diyetle giinliik

400(1) +200(1/2) = 500 kalori
30(1)+20(1/2) =40 gr cikolata
20(1) +20(1/2) = 30 gr seker
20(1) + 10(1/2) =15 gr yag

alinmis olur.
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3.4. is Planlama Problemi

Lineer programlama problemlerinin c¢ogu uygulamas: is giicli gereksinimlerini
saglayacak sekilde minimum gider yontemi belirlemeyi icermektedir. Asagidaki 6rnek

bu tiir uygulamalrin ¢cogunda ortak olan temel 6zellikleri igermektedir.

Bir posta firmasi haftanin farkli giinlerinde, tam giin ¢alisacak farkli sayida is¢iye
gereksinim duymaktadir. Her giin i¢in tam zamanli ¢aligmasina gereksinim duyulan en
az is¢i sayist su sekildedir: P.tesi: 17, Sali: 13, Carsamba: 15, Persembe: 19, Cuma: 14,
C.tesi: 16, Pazar: 11. Is¢ilerin caligmasinda ele alinacak temel sendika yasalar1 su
sekildedir: Bir isci araliksiz 5 giin calisacak ve sonra iki giin dinlenecektir. Ornegin;
Pazartesiden Cumaya kadar calisan bir is¢i mutlaka Cumartesi ve Pazar giinii tatil
yapmalidir. Posta firmasi giinliik ihtiyaglarini sadece tam zamanl isgileri ¢aligtirarak
saglamak istemektedir. Postanenin igse almasi gereken en az is¢i miktarinin bulunmasini
saglayan bir lineer programlama problemi modelini kurunuz.

Coziim. Bu problemin dogru olarak modelini vermeden once, bircogumuzun
yapabilecegi bir yanlis ¢6ziim modelini tartisarak ise baslayalim. Model i¢in ilk akla

gelen, ¢ogunlukla, 1.giin = Pazartesi , 2.glin = Sali1 ,v.b. olmak iizere, X, yi I. giinde

calisan iscilerin sayisi olarak tanimlamaktir. Boylece,

Tam giin ¢alisan is¢i sayis1 = ( Pazartesi giinii ¢alisan is¢i sayisi)

+ ( Sal1 giinii calisan isci say1s1)

+ ( Pazar giinii ¢alisan is¢i sayisi)

olup, amag fonksiyonu

minz =X, + X, +...+ X, + X,

seklindedir. Her giin ¢alismak i¢in yeterli sayida tam zamanli is¢i olmasini saglamak

igin x; > (i giinde gerekli olan is¢i sayis1) kisitim da eklemek gerekir. Ornegin;
Pazartesi giinii i¢in X, =17 kisitin1 ekleyelim. X, >0 (i =1,2,...,7) isaret kisitlamalarini

da eklersek asagidakine benzer bir lineer programlama problemini elde ederiz.
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Minimum: Z =X, +X, +X; + X, + X, + X + X,

X
<
v
>
(9%
x<
=
AV A VAR A VAR
e
O D W

Kisitlar:

x
wn
x
N
vV vV IV
—
—_ O\ B

Bu formiilasyonda en az iki hata vardir. Birincisi, amag¢ fonksiyonu tam zamanli ¢alisan
is¢ilerin sayisin1 vermez. Mevcut olan amag¢ fonksiyonu her is¢iyi bir kere saymak
yerine 5 kez saymaktadir. Ornegin, Pazartesi giinii calismaya baslayan her is¢i Pazartesi

glininden Cuma giinline kadar ¢alismaktadir, ve bahsedilen bu is¢i X, X,,X;,X, ve
X;’e dahildir. Ikinci olarak X,X,,...,X, degiskenleri birbirleri ile iligkilidir ve
degiskenler arasindaki iliski yukaridaki kisitlarin kiimesi ile elde edilemez. Ornegin;
Pazartesi giinii ¢alisan bazi is¢iler (X, iscilert) Sali giinii de ¢alisacaklardir. Bu X, ve
X, nin iligkili oldugu anlamina gelmektedir. Fakat yukaridaki kisitlar X, in degerinin

X, nin degerine bir etkisi oldugunu belirtmemektedir.

Bu problemi dogru olarak formiile etmenin anahtart; firmanin temel kararinin her giin
ka¢ kisinin c¢alistyor olmasi degil, haftanin her gilini ka¢ kisinin c¢aligmaya
baslayacagidir. O halde bu sekilde diisiintirsek,

X; = 1. glinde ¢alismaya baglayan isci sayisi

olmalidir. Ornegin; X, = Pazartesi giinii galismaya baslayan is¢i sayis1 (Bu kisiler

Pazartesi giinlinden Cuma giiniine kadar ¢alistyorlar) gibi.

Uygun sekilde tanimlanan degiskenlerle birlikte, dogru amag¢ fonksiyonunu ve kisitlari

belirlemek kolay olacaktir. Amag fonksiyonunu tanimlamak igin,
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Tam giin ¢alisan is¢i sayis1 = ( Pazartesi gilinii ise baslayan is¢i sayisi)

+ ( Sal1 giinii ise baslayan isci sayis1)

+ ( Pazar giinii ige baslayan is¢i sayisi)

alimmalidir. Her is¢i ¢alismaya haftanin sadece bir giinlinde basladig icin, yukaridaki
esitlik iscileri iki kere saymaz. Boylece, degiskenlerin dogru olarak tanimlanmis

haliyle, ama¢ fonksiyonu,

minz =X +X, + X; + X, + X; + X, + X,

olur. Firma, haftanin her giinii yeterli sayida is¢i ¢alismasimi saglamak zorundadir.
Ornegin; Pazartesi giinii en az 17 isci calismalidir. Pazartesi giinii kim calismaktadir?
Sali veya Carsamba giinii calismaya baslayan is¢iler disindaki biitiin ig¢iler. (Sali giinii
calismaya baglayanlar Pazar ve Pazartesi giinii ¢alismiyor, Carsamba giinii ¢aligmaya
baslayanlar Pazartesi ve Sali giinii calismiyor v.s.) Boylece, Pazartesi giinii en az 17 is¢i
calisacaksa
X, + X, + X5 + X + X, 217

kisit1 saglanmalidir. Benzer sekilde, x, >0 (i =1,2,...,7) isaret sinirlamalari ile birlikte

diger alt1 giiniin kisitlarin1 da yazarsak, asagidaki lineer programlama problemini elde

etmis oluruz.

Minimum: Z =X, + X, +X; + X, + X5 + X, + X,

X, +X, X +X, X, =17

X, +X, +X;  +X, +X, =13

X, X, +X +X,  +X, =15

X, X, X, +X +X, =19

Kisitlar: § ' ? ’ ! ’

X, X, Xy X, X >14

+X, Xy X, X X =16

+X; X, +X +X +X, =11

X =0 (i=12,.,7)

Bu minimum probleminine karsilik gelen maksimum problemi
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—X, =X, =X =X, =X <-=17
=X, =X, —Xs —X, —X, <-13
=X, =X, =X X, —X, <-I15
=X, =X, —X; —X -X, <-19
Kisitlar: : ? ’ ! ’
=X, =X, =X, =X, —X <-14
=X, =X, =X, X5 —X <-16
=X, =X, X5 —X, —X, <-11
x>0 (i=12,..,7)

Degiskenler tamsay1 iken anlam kazanacagindan biitiin degiskenlerin tam say1 oldugu

bir cevap i¢in kesirli degiskenler tamsayiya yuvarlanirsa

2=25,X=2,%=4,X=2,X,=8 X =0,X =4, X, =5

uygun ¢oziimiinii elde ederiz.

3.5. Lineer Programlama I¢in C Kodu

Bu kisimda en genel anlamda asagidaki lineer programlama problemi i¢in bir C kodu

iretilecektir. Bilgisayar ¢oziimii liretilecek olan problem:

Maksimum: z = a,,X,8,,X, +...+ a,,X

on“n

a X +a,x, +...+a,x. <b (b>0) i=L...,m

n"'n

a;% +a,% +..+a X, 2b; (b;20) j=m+1,...,m+m,

Kisitlar:
a, X +a,% +...+a,X

X >0 (i=1...,n)

=b, (B, 20) k=m+m,+1,...m+m,+m,

n

61



seklinde verilmelidir. Programda n,m,m,,m,,m, ve

0 ay, ),
b, 11 1n
2= p +1 a a
m m,+1,1 m,+1,n
LMy +m,+m, aml+m2+m3,1 a‘m|+m2+m3,n_

katsayilar matrisi girdi olarak saglanmalidir. Program ¢iktis1 olarak icase degeri (eger
sonlu bir ¢dziim var ise 0, amag fonksiyonu siirsiz ise 1 ve kisitlar1 saglayan bir ¢6ziim
yok ise —1 degerlerini dondiirmekte) ve ¢6ziim matrisi a y1 temsil eden ipsv[j] ve

izrov[j] indeks vektorleri dondiiriilmektedir.

#define EPS 1.0e-6

#define FREEALL free ivector(13,1,m);free ivector(12,1,m);\
free ivector(11,1,n+1);

void simplex(a,m,n,m1,m2,m3,icase,izrov,iposv)

int m,n,m1,m2,m3;

int *icase;

int izrov[],iposv|[];

float **a;

{

int 1,ip,ir,is,k,kh,kp,m12,nl1,nl2,j;

int *11,*12,*13,*ivector();

float q1,bmax;

void simp1(),simp2(),simp3(),nrerror(),free ivector();

m=4;n=4;m1=2;m2=1;m3=1;

if(m!=(m1+m2+m3)) nrerror("Simpleks i¢in yanlis kisit sayis1");

for (1i=0;i<=m;i++)

for(j=0;j<=n;j++)

scanf("%f",&a[i][j]);
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11=ivector(1,n+1);
12=ivector(1,m);
13=ivector(1,m);
nll=m;
for(k=1;k<=n;k++) 11[k]=izrov[k]=k;
nl2=m;
for (i=1;i<=m;i++){
if(a[i+1][1]<0.0) nrerror("Simpleks de kotii girdi tablosu™);
12[i]=i;
iposv[i]=n+i;
}
for (i=1;i<=m2;i++) 13[i]=1;
ir=0;
if(m2+m3){
ir=1;
for(k=1;k<=(n+1);k++){
q1=0.0;
for(i=ml1+1;i<=m;i++) ql+=a[i+1][k];
a[m+2][k]=q1;
}
do{
simpl(a,m+1,11,n11,0,&kp,&bmax);
if(bmax<=EPS && a[m+2][1]<-EPS){
*icase=-1;

printf("durum: %d",*icase);

for (1=0;1<=m;1++)
for(j=05j<=nsj++)
printf("\n%.2f %.2f %.2f %.2f\n",a[1][j]);

FREEALL return;
} else if(bmax<=EPS && a[m+2][1]<=EPS){
ml2=ml+m2+1;

if(m12<=m){
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for(ip=m12; ip<=m;ip++){
if(iposv[ip]==(ip+n)){
simp1(a,ip,l1,nl1,1,&kp,&bmax);

1f(bmax>0.0)
goto bir;
}
b
b
1ir=0;
--m12;

if(ml+1<=m12)
for(i=ml1+1;i<=m12;i++)
if(13[i-m1]==1)
for(k=1;k<=n+1:;k++)
a[i+1][k]=-a[i+1][k];
break;
b
simp2(a,n,12,n12,&ip.kp,&ql);
if(ip==0){
*icase=-1;

printf("duruml: %d",*icase);

for (i=0;i<=m;i++)
for(j=0;j<=n;j++)
printf("\n%.2f %.2f %.2f %.2f\n",a[1][j]);

FREEALL return;
b
bir: simp3(a,m+1,n,ip,kp);
if(iposv[ip]>=(n+m1+m2+1)){
for(k=1;k<=nl1;k++)
if(11[k]==kp)break;
--nll;

for(is=k;is<=nl1;is++) 11[is]=11[is+1];
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a[m+2][kp+1] +=1.0;
for(i=1;i<=m+2;i++) a[i][kp+1]=-a[i][kp+1];
} else {
if(iposv[ip|>=(n+tml+1)){
kh=iposv[ip]-m1-n;
if(13[kh]){
13[kh]=0;
a[m+2][kp+1] +=1.0;
for (i=1;1<=m+2;i++)

a[i][kp+1]= -a[i][kp+1];

}
is=izrov[kp];
izrov[kp]=iposv|[ip];
iposv[ip]=is;
+ while (ir);
h
for(;;){
simp1(a,0,11,nl1,0,&kp,&bmax);
if(bmax<=0.0){

*icase=0;

printf("durum2: %d",*icase);
for (i=0;i<=m;i++)
for(j=0;j<=n;j++)
printf("%f",&a[1][j]);

FREEALL return;
}
simp2(a,n,12,nl2,&ip,kp,&ql);
if(ip==0){

*icase=1;

printf("durum3: %d", *icase);
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printf(" %f ",a);
FREEALL return;
}
simp3(a,m,n,ip,kp);
is=izrov[kp];
izrov[kp]=iposv[ip];
iposv[ip]=is;

}

#include <math.h>

void simp1(a,mm,ll,nll,iabf,kp,bmax)

float **a,*bmax;

int mm, 11[],nlLiabf,*kp;

{

int k;

float test;

*kp=II[1];

*bmax=a[mm-+1][*kp+1];

for (k=2;k<=nll;k++){

if(iabf==0)

test=a[mm-+1][ll[k]+1]-(*bmax);
else
test=fabs(a[mm+1][1l[k]+1])-fabs(*bmax);
if(test>0.0) {*bmax=a[mm+1][1l[k]+1];
*kp=I[K];
b

#define EPS 1.0e-6
void simp2(a,n,12,nl2,ip,kp,q1)
int n,12[],nl2,*ip,kp;

float **a, *ql;
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{
int k,it, i;
float qp,q0,q;
*1p=0;
for(i=1;i<=nl2;i++){
if(a[12[i]+1][kp+1]<-EPS){
*ql=-a[12[i]+1][1}/a[I12[i]+1][kp+1];
*ip=12[i];
for(i=i+1;i<=nl2;i++){
ii=12[i];
if(a[ii+1][kp+1]<-EPS){
ii=12[i];
q=-alii+1][1)/a[ii+1][kp+1];
if(q<*q1){
*ip=ii;
*ql=q;
telse if(qg==*ql){
for(k=1;k<=n;k++){
qp=-a[*ip+1][k+1]/a[*ip+1][kp+1];
qO=-a[ii+1][k+1]/afii+1][kp+1];
if(q0!=qp)break;
}
if(q0<qp) *ip=ii;

A

void simp3(a,il.k1,ip,kp)
int i1,k1,ip,kp;

float **a;

{

int kKk,ii;

float piv;
piv=1.0/a[ip+1][kp+1];

67



for(ii=1;i1<=11+1;ii++)
if(ii-1 !=ip){
a[ii][kpt1] *=piv;
for(kk=1;kk<=k1+1;kk++)
if(kk-1 !=kp)
alii][kk] -= afip+1[kk]*a[ii][kp+1];
}
for(kk=1;kk<=k1+1;kk++)
if(kk-1 '=kp) a[ip+1][kk] *=-piv;
a[ip+1][kp+1]=piv;

void nrerror(error_text)

char error_text[];

{

void exit();

fprintf(stderr,"run-time error... \n");
fprintf(stderr,"%s\n", error_text);
fprintf(stderr,"...sistemden ¢ikiyor \n");
exit(1); }

int *ivector(nl,nh)

int nl,nh;

{ int *v;

v=(int *)malloc((unsigned) (nh-nl+1)*sizeof(int));
if(!v) nrerror("vekt’rde Allocation hatas[1");

return v-nl; }

void free ivector(v,nl,nh)
int *v,nl,nh;

{
free((char*) (v+nl));

}
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