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OZET
Doktora Tezi
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BAZI GENISLETMELER

Rabia AKTAS

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof.Dr. Abdullah ALTIN

Bu tez sekiz boliimden olugsmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci béliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar ve lemmalar veril-
mektedir.

Uciincii boliimde, bir degiskenli ortogonal polinomlar ve onlarmm bazi ozellikleri
tanitilmaktadir.

Dordiincii boliimde, bir bolgede ortogonal olan iki degiskenli polinomlarin temel 6zel-
likleri incelenip, iki degiskenli polinom coziimlere sahip kabul edilebilir kismi tiirevli
denklemlerin genel formu verilmektedir. Ayrica, iki degiskenli ortogonal polinom-
larin cesitli aileleri tizerinde durulmaktadir.

Besinci boliimde, ¢ok degiskenli ortogonal polinomlar tanitilmaktadir. Cok degiskenli
polinom c¢oziimlere sahip kabul edilebilir kismi tiirevli denklemlerin genel formu veril-
mekte ve boylesi denklemlerin bazi1 ortogonal polinom ¢oziimleri ele alinmaktadir.

Altina boliimde, ¢ok degiskenli Lagrange polinomlari ile Jacobi polinomlar: arasin-
daki bir iligki verilmektedir.

Tezin yedi ve sekizinci boliimleri orjinal bulgulari icermektedir. Yedinci boliimde,
iki degigkenli ortogonal polinomlarin yeni bir smifi tanimlanmig ve bu polinomlar
icin gegitli rekiirans bagintilar1 ve integral gosterimleri elde edilmigtir. Son boliim
olan sekizinci boliimde ise ¢ok degigkenli Hermite ve Gegenbauer polinomlar: i¢in
baz1 yeni sonuclar verilmektedir.

Nisan 2012 , 95 sayfa

Anahtar Kelimeler: Gamma fonksiyonu, pochhammer sembolii, rekiirans bagin-
tis1, integral gosterim, dogurucu fonksiyon, multilineer ve multilateral dogurucu
fonksiyon, Hermite polinomlari, Gegenbauer polinomlari.
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SOME EXTENSIONS IN THE PROPERTIES OF ORTHOGONAL
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This thesis consists of eight chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some definitions and lemmas that will be needed for later use
are given.

In the third chapter, orthogonal polynomials with one variable and some properties
are discussed.

In the fourth chapter, the general properties of orthogonal polynomials in two vari-
ables over a domain are examined and then, the general form of the admissible
differential equations of second order which have polynomial solutions in two vari-
ables are given. Also, several families of orthogonal polynomials in two variables are
presented.

In the fifth chapter, orthogonal polynomials in several variables are presented. Ad-
missible partial differential equations of second order in general form which have
polynomial solutions of several variables are given and some of the orthogonal poly-
nomials satisfying such differential equations are examined.

In the sixth chapter, a relationship between Lagrange polynomials in several vari-
ables and Jacobi polynomials is given.

The seventh and eighth chapters of this thesis include the original results. In the
seventh chapter, a new class of orthogonal polynomials in two variables is introduced
and various recurrence relations and integral representations for these polynomials
are obtained. In the eighth chapter which is the last chapter, some new results for
the multivariable Hermite and Gegenbauer polynomials are given.

April 2012, 95 pages

Key Words: Gamma function, pochhammer symbol, recurrence relation, integral
representation, generating function, multilinear and multilateral generating func-
tion, Hermite polynomials, Gegenbauer polynomials.

ii



TESEKKUR

Bana arastirma olanagi saglayan ve calismalarimin her agamasinda yakin ilgi ve
onerileri ile beni yonlendiren Danigman Hocam Sayin Prof.Dr. Abdullah ALTIN
(Ankara Universitesi Matematik Anabilim Dali)’a ve degerli Hocalarim Dog.Dr.
Fatma TASDELEN YESILDAL (Ankara Universitesi Matematik Anabilim Dal)
ile Doc.Dr. Esra ERKUS DUMAN (Gazi Universitesi Matematik Anabilim Dali)’a
en derin saygilarimi ve tesekkiirlerimi sunmay1 bir borg bilirim.

Doktora yaptigim siire boyunca verdigi burs ile beni destekleyen TUBITAK a tegekkiir-
lerimi ve ayrica, her konuda benden maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen aileme
de sayg1 ve sevgilerimi sunarim.

Rabia AKTAS
Ankara, Nisan 2012

iii



ICINDEKILER

OZET ccouiiecircinsinsinssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss i
ABSTRACT .uuiiitiiiiiiniistentississseisssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss ii
TESEKKUR ...uoveeeeeeceereeeenesesssesesesesssessssessssssssssssessssssssssessssssssssssssssssssssessssssssssesens iii
SIMGELER DIZINT .cu.cuuininirninncincinsisssscsscsssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss vi
L. GIRIS evvreececeerneeesesesssesesesesssssssessssssssssessssssssssssessssssssssesssssssssssssssessssssessssssans 1
2. TEMEL KAVRAMLAR VE ON BILGILER ....cuiincinencnsiscsssissssscsssssssssnes 3
3. BIR DEGISKENLI ORTOGONAL POLINOMLAR........ccuoceererererererereserensesens 6
3.1 Jacobi POLINOMIALT «..ccueineensienniinnenseecsnensnnessnensnssssesssessssesssessssessssssssessssssssesssasanns 7
3.2 Genisletilmis Jacobi Polinomlar ......c..eeicciiveeiccninnnicnnssnnicssssnssecsssnsscsssssssscssnann 9
3.3 Gegenbauer PolinOmMIATL......ueiicciiveiiesissnnrecssssnnnessssnrncsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssnses 9
3.4 Genellestirilmis Gegenbauer Polinomlari...........ieeeicvsericscnnicsercnsnecssnnncsnnnes 10
3.5 Hermite PoliNOMIALT c....coueeeeeiineiiiicsninniinnensennsnensnecssenseesssessssecssnssssssssessssessaens 14
3.6 Laguerre PolinOmIark.......ccueeccneicisercisnicssnicssnisssasssssansssssssssssssssssssssssssssssssnssss 15
4. IKi DEGISKENLI ORTOGONAL POLINOMLAR......cuovevererererernrererererenssene 17
4.1 Bir Bolgede Ortogonal iki Degiskenli Polinomlarin Genel Ozellikleri............. 17
4.2 Temel Ortogonal PolinomIar ...........cceiiiivriiiverinssninssnncssssrcssencsssncssssscssssscsssens 22
4.3 Monik Ortogonal PoliNOMIAT ..........cccceeiiiverenisercsssencssnicsseicsssesssssssssssssssssssssassons 29
4.4 Keyfi Basamaktan Kabul Edilebilir Diferensiyel Denklemler .........cccccceeeeeeunnes 31

4.5 Wl(x)wz(y) Formunda Agirhik Fonksiyonuna Gore Ortogonal
POINOMIAT ...caueeniiiiniinnintinienninninnesnnssesnessessssssnsssssssnssnesssssssssssssssssessassssssasssesss 43

4.6 w, (x)w, (y (p(x))fl) Formunda Agirhik Fonksiyonuna Gore Ortogonal

| o0 11107 117 B2 46
5. COK DEGISKENLi ORTOGONAL POLINOMLAR........ccceceuverrrrerererererensesens 50
5.1 Klasik Ortogonal Polinomlarin Farkli Carpimlari..........ceeeeeceeisnecsseecsnencnnnene 52
5.2 n-Boyutlu Kiirede Ortogonal Polinomlar 55
5.3 Simplekste Ortogonal Polinomlar .........ccceeiiciiisnniicssssnniicsssnnecssssnssncsssnssesssnasns 56
6. COK DEGISKENLi LAGRANGE POLINOMLARI iLE JACOBI
POLINOMLARI ARASINDAKI ILISKILER ......ccooeesieruerrresrnsssesnesssessesessenes 58
7. IKi DEGISKENLI ORTOGONAL POLINOMLARIN BiR AILESI
VE BAZI OZELLIKLERI c...ccucueieciteeeteresesesssssesssssessssssssssesssssssssssesssssssssssessses 60



7.1 ki Degiskenli Ortogonal Polinomlarin Bir Ailesi.......c.ceecseeressesessessesessessesessesees 60

7.2 Rekilrans BagInNtIari..... . ceeiciceicssnicssnnccssnncsssnncsssncssssssssssesssssesssssossssssssssssssssesses 64
7.3 INteZIal GOSLEIIIMIET ......vcuererrererereresseresssesessesesssesessessssssessssssessssessssssesessasssssesens 66
8. COK DEGISKENLI HERMITE VE GEGENBAUER POLINOMLARININ
YENI BAZI OZELLIKLER . .couuucuiicininsincicnsiscsscsssissssssssssssssssssssssssssssssns 72
8.1 Cok Degiskenli Hermite Polinomlari icin Bazi Limit Bagintilari............c......... 72
8.2 Dogurucu Fonksiyonlar ve Rekiirans Bagintilari........c.ccocveecccvercssnrcssercscnencnns 76
8.3 INtEGral GOSLETTIMICT ....cececrerererererereseresenesesesessssesessssssssesessssssssasesssssssssesesssssssssens 83
8.4 Multilineer ve Multilateral Dogurucu Fonksiyonlar ........... 85
KAYNAKLAR .utiiiintiniennecsninsaiiseesssecssessssesssesssseesssssssssssassssssssassssssssassssssssssssasess 92
OZGECMIS e eceerreerererernesesesssssssesesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 95



A ’
F’rgaug

)
)

m

(
()

a,b,c;x)

Fr(lalv'waT;Blr"vﬁr)

.....

.....

SIMGELER DiZiNi

Pochhammer sembolii

Gamma fonksiyonu

Birinci Cesit Appell Hipergeometrik fonksiyonu
Humbert Konfluent Hipergeometrik fonksiyonu
Legendre polinomu

Gegenbauer polinomu

Hermite polinomu

Laguerre polinomu

Jacobi polinomu

Genisletilmis Jacobi polinomu

Genellestirilmis Gegenbauer polinomu

Cok degiskenli Genigletilmis Jacobi polinomu
Cok degiskenli Hermite polinomu

Qok degigkenli Legendre polinomu

(Cok degiskenli Gegenbauer polinomu

Cok degiskenli Lagrange polinomu

(ok degigkenli Lagrange-Hermite polinomu

vi



1. GIRIiS

Ortogonal polinomlar teorisi iizerinde yapilan ¢aligmalar ve bunlarin uygulamalar
son yillarda oldukca geligmistir. Bu polinomlarin matematiksel istatistik, kuan-
tum mekanigi ve matematiksel fizigin uygulamalarinda ¢nemli bir yeri vardir. Uy-
gun kosullar altinda ortogonal polinomlarin farkh tip ozellikleri halen arastirilmak-
tadir. Bir degigkenli klasik ortogonal polinomlarin ilk érnekleri A.M. Legendre, P.S.
Laplace, J.L. Lagrange ve N.H. Abel tarafindan ele alinmigtir. Daha sonralari, P.L.
Chebychev klasik ortogonal polinomlarin bazi énemli 6zel durumlarini aragtirmisg ve
ortogonal polinomlarin genel teorisini gelistirmistir. Bir degiskenli ortogonal poli-
nomlar teorisi iizerinde yapilan ¢alismalar ve elde edilen énemli sonuglar C. Jacobi,
C. Hermite, E. Laguerre ve T. Stieltjes tarafindan verilmistir. Ortogonal polinomlar

teorisi iizerinde klasik sonuglar Szegd (1939) tarafindan ele alinmugtr.

Tek degiskenli ortogonal polinomlar tizerinde son yillardaki ¢caligmalarin yogun artisi;
biortogonal, g-ortogonal, katli ortogonal, discrete ortogonal, matris ortogonal ve
Sobolev ortogonal polinomlarin da tanimlanarak, bu konulardaki alan ¢caligmalarinin
genigletilmesine ve buna paralel olarak da bu konulara olan ilginin artmasina ne-
den olmusgtur. Cok degiskenli ortogonal polinomlar ise bu alanlardaki ¢aligmalarin
oldukca yeni ve 6nemli bir boyutunu olusturmaktadir. Bir degigkenli ortogonal poli-
nomlarin 15181 altinda, cok degiskenli ortogonal polinomlar teorisi iizerinde de 6nemli
calismalar yapilmistir ve halen yapilmaya devam edilmektedir. Iki degiskenli Ap-
pell polinomlarimin 6zellikleri Appell ve Kampe de Feriet (1926) tarafindan detayh
bir sekilde incelenmigtir. Jackson (1938) bir bolgede keyfi bir agirlik fonksiyonuna
gore ortogonal olan iki degiskenli ortogonal polinomlarin en basit ¢zelliklerini ele
almigtir. Daha sonra, Krall ve Sheffer (1967), Jackson’in sonuglarii genellegtirmis
ve Ozfonksiyonlar1 bir bolgede ortogonal polinomlar olan ikinci basamaktan bazi li-
neer kismi diferensiyel operatorleri incelemistir. Engelis (1974) de benzer sonuglar
bulmus ve iki degiskenli baz1 ortogonal polinom smiflar1 i¢cin Rodrigues formiiliinii
elde etmistir. Iki degiskenli ortogonal polinomlar teorisi iizerinde klasik sonuclar

Suetin (1988) tarafindan ele alimmigtir. Son yillarda ¢ok degiskenli ortogonal poli-
1



nomlar teorisi iizerinde nemli ¢aligmalar verilmistir (Dunkl ve Xu 2001, Xu, 2006,

2008, Pinar ve Xu 2009).

Bu tezde, ilk olarak bir degiskenli ortogonal polinomlar ve bu polinomlarin bazi
ozellikleri ele alinmistir. Daha sonra bir bolgede ortogonal olan polinomlarin genel
ozellikleri tizerinde durulmus ve iki degiskenli ortogonal polinomlarin gesitli 6rnek-
leri incelenmigtir (Koornwinder 1975, Suetin 1988). Ayrica, ¢ok degiskenli polinom
¢oziimlere sahip kabul edilebilir diferensiyel denklemlerin genel formu verilip boylesi
denklemlerin bazi ¢ok degiskenli ortogonal polinom ¢oziimleri ele alinmigtir (Lyskova
1991, Lee vd. 2004). Tezde orjinal olarak iki degiskenli ortogonal polinomlarin bir
sinifi tanimlanmig ve bu polinomlar igin cesitli rekiirans bagintilar: ve integral gos-
terimleri elde edilmistir. Ayrica ¢ok degiskenli Hermite ve Gegenbauer polinomlar:
icin rekiirans bagintilari, dogurucu fonksiyonlar ve integral gosterimler elde edilmis
ve bu polinomlar i¢in multilineer ve multilateral dogurucu fonksiyonlar iizerinde du-
rulmustur. Dahasi, bu polinomlar ile bagka diger polinomlar arasinda cesitli limit

bagmtilar1 verilmistir (Altin vd. 2009, Aktag vd. 2011).



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ON BILGILER

Tanim 2.1 T (z) ile gosterilen Gamma fonksiyonu,
T () :/t“et dt , >0 (2.1)
0

genellestirilmis integrali yardimayla tanimlanar.

0o b
Mz+1) = /tme_t dt = blim te "t dt
0 0
b o
= lim (—t"¢")| + m/t”‘le_t dt = T ()

b—oo 0

- ~~ g 0

0
oldugundan, T" fonksiyonu
I'(z+1) =2l (x) (2.2)

esitligini tiim x > 0 degerleri i¢cin gercekler.

Uyar1 2.1 Gamma fonksiyonunun tanimindan a > 0 ve v > 0 i¢in

- 1 i —atr—1

V= Pt dt 2.

a N /e (2.3)
0

saglanar.

Tamim 2.2 « reel ya da kompleks bir sayr, n sifir ya da pozitif bir tamsay: olmak

tizere (o), ifadesi

(@), = ala+)(a+2)---(a+n—-1), n>1 (2.4)

(Oé)o =1 y @ 7£ 0
olarak tamimlanir. Bu ifade “Pochhammer semboli” olarak bilinir.

Lemma 2.1 Pochhammer sembolii asagqidaki 6zelliklere sahiptir.
(2.5)

(@)1 = (@+n) (), (2.6)



Ispat. (2.2) esitligi kullanilarak T' (o + n) ifadesi

FNa+n) = (a+n—-1)T(a+n-1)

= (a+n—-1)(a+n—-2)T(a+n—-2)

= (a+n—1)(a+n—-2)...(a+1)al (a)

= (a),I'(e)
seklinde yazilabilir. Egitligin her iki tarafi I' («) ile boliiniirse (2.5) ifadesi elde edilir.
(2.6) esitligi ise

(@) = ) DRI () ),

den goriilmektedir. Ozel olarak (2.5) de n = 0 alinirsa (o), = 1 dir. =

Lemma 2.2

(1-2)=Y ((:?'”:c" Jz <1 (2.7)

dir.

Ispat. (2.7) ifadesini ispat etmek icin f (z) = (1 — 2)~* fonksiyonunu = 0 noktas
komgulugunda Taylor serisine (Maclaurin serisi) agmak yeterlidir. « € Z~ olmasi

halinde (2.7) ifadesi sonlu binom ag¢ihmidir. m

Lemma 2.3 A(k,n) ve B (k,n), k ven ye bagh diziler olsunlar. p = 1,2, ... olmak

uzere
oo 00 [ee) [n/P]
S Akn) = Y > A(k,n—pk) (2.8)
n=0 k=0 n=0 k=0
[e’e] [n/P] oo 00
>N B(kin) = > > B(kn+pk) (2.9)
n=0 k=0 n=0 k=0

egitlikleri saglanur (Srivastava ve Manocha 1984).

Ispat. (2.8) esitliginin gerceklendigini gostermek icin,

Sp(t) =2 > A(k,n)t™ - p=1,23,..
n=0 k=0
4



serisini ele alahm. Diizlemde (k,n) dogal say:i ¢iftlerinin olugturdugu bir nokta

ciimlesi

D={(kn): 0<k<oo , 0<n<oo}

seklinde tanimlansin. Burada yeni indisler
k=jven=N —pj (2.10)

olarak almirsa n + pk = N saglamir. n > 0 ve £ > 0 oldugundan, (2.10) dan
kolaylikla goriiliir ki
N—-pj>0vej=>0

dir ve buradan

0<pj<NveN2>0

saglanir. 0 < j < N/p ve j bir tamsay1 oldugundan D ciimlesi
D*={(j,N): 0<j<[N/p] , 0<SN<oo , p=>1}

ciimlesine doniisiir. Buna gore

oo [N/p

Sp (t) = ZZA(j,N—pj)tN

N=0 j=0
yazilabilir. Burada ¢ = 1 alimirsa ve NV, j indisleri yerine n, k indisleri konulursa
ispat tamamlanmig olur. Benzer sekilde (2.9) egitliginin saglandigi da kolaylikla

gosterilebilir. m

Lemma 2.4 [—a,a] aralijinda integrallenebilen herhangi bir f fonksiyonu asagidaki

bagintilary gercekler.

a a

(1) fx)de =2 | f(x)de , f ¢ift fonksiyon ise
Jrioee =3
(ii) /f (x)dz =0 , [ tek fonksiyon ise



3. BIR DEGISKENLi ORTOGONAL POLINOMLAR

Tanim 3.1 n € Ny:={0,1,2,...} veag,as,..,a, ler de a, # 0 olmak tizere, sabit
saylar olsun.

Pn(x) = ana” + an_12" ' 4 - a1z + ag

geklinde tanimlanan p, : R — R fonksiyonuna bir “polinom (¢ok terimli)” denir.
Buradak: n saypsina polinomun derecesi, ag, ay, ..., a, sayilarina da polinomun kat-
saylary ady verilir. Eger a, = 1 ise p,(z) polinomuna “monik polinom” denir. z
degiskeninin ve katsaylarin reel ya da kompleks olmasina gore p,(z) polinomu reel

polinom ya da kompleks polinom olarak adlandirilur.

Tanim 3.2 [ C R olmak dzere w(x), I da tanwml pozitif bir fonksiyon olsun.

m,n € Ny ve m # n olmak tizere,
(6 60) /d) )la)dr = 0 (3.1)

saglaniyorsa {¢,, ()}, ey, polinom sistemine I arahginda w(w) ageirhk fonksiyonuna

gore ortogonaldir denir.
Ortogonalligin bir bagka tanimi da asagidaki teoremle verilebilir.

Teorem 3.1 I C R arahginda {¢,,(7)},cy, polinom sistemininw(x) agirhk fonksiyo-

nuna gore ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
/(b YaPdr =0 k=0,1,...n—1 (3.2)

ifadesinin gerceklenmesidir.

Ispat. (=) ¢, () ve ¢,,(x) polinomlar1 I araligmda w(z) agirhk fonsiyonuna gore

ortogonal iseler

/¢n(x) () w(x)de =0 : m#n

gerceklenir. x in k£ yinci kuvveti

7" = aody(x) + 191 (2) + .. + argy (2 Z U Bp ( (3.3)
6



esitligi ile ¢,,(x) lerin sonlu bir serisi olarak yazlabilir. Buradan (3.3) iin (3.2) de

yerine yazilmasiyla 0 < m < k < n igin

/¢ Yok de = /(bn(:c)w(x) [Zk:: am¢m(:c)] dx

= am/qﬁn w(z) dx

m=0

elde edilir. Burada 0 < m < n olmak iizere ¢, (z) ve ¢,,(x) lerin (3.1) deki ortogo-

nallik tanim kullanilirsa
/¢ a:da:—O , k=0,1,...n—1

gerceklenir.
(<) Ispatin ikinci kismu i¢in 0 < m < n alalim. ¢,,(x), m—yinci dereceden

bir polinom oldugundan
= Z apz" (3.4)
k=0

formunda yazilir. (3.1) ortogonallik bagintisinda (3.4) esitligi kullamldiktan sonra

(3.2) gozoniinde bulundurulursa

[ 0@ 0(@) vyt = [Z]
= iak/ o z=0

k=0
elde edilir ki bu da ispati1 tamamlar. m

Simdi de bir degiskenli ortogonal polinomlarin baz 6zelliklerini hatirlayalim.

3.1 Jacobi Polinomlari




Rodrigues formiili ile tammlanan Pi*? (x) Jacobi polinomlar1 (—1,1) araliginda
w)=>01-2)"(1+ x)ﬁ agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldirler. Yani,

1
/ (1= 2)° (1+ 2)° PP (2) PP () do
-1

20 (a4+n+ )T (B+n+1)
n(a+B+2n+1)T(a+B8+n+1) "
(min {«, B} > —1; m,n € Ny)

(3.6)

ortogonallik bagintisini gerceklerler. Burada, d,,,, Kronecker deltas:

0; n#m

6nm—
1; n=m

ile tammhdir. (3.5) Rodrigues formiiliinden agik olarak

n k n—k
(GG e
k=0

formunda yazilabilen Jacobi polinomlari, ikinci basamaktan

3!
R
=

—~

8

~—

I

1—a®)' +B—a—(a+B+2)2)y +nn+a+B+1)y=0 (3.8)
diferensiyel denkleminin polinom ¢oziimleri olup

2n (a+ B +n) (a+ B+ 2n —2) PP (z)
= [@® =B +a(a+B+2n)(a+8+2n—2)] (a+8+2n—1) P (z)

—2(a+n—-1)(B+n—1)(a+ B+ 2n) PP (z) (3.9)

ii¢ terimli rekiirans bagmtisim saglarlar (Szegd 1939, Rainville 1960). Ayrica bu

polinomlar
(a+ B +2n) PP V() = (a + B +n) PP (@) + (a+n) P0(@)  (3.10)

ve

S+ B+2m+2) @+ 1) P ()
— (n+1) PSP (@) + (n+ B+ 1) P () (3.11)

rekiirans bagimtilarim da gergeklerler (Rainville 1960).
8



3.2 Genisletilmis Jacobi Polinomlar:

Klasik ortogonal polinomlarin bir genislemesi olan (P (x;a,b, c) genigletilmig Ja-

cobi polinomlari

EP) (g1a,b,¢) = (—nc')” (z—a) *(b—2)"
x%;{u—awmw—xww}, (c>0) (3.12)

Rodrigues formiilii ile tanimlanir (Szego 1939, Fujiwara 1966). (3.5) ve (3.12) Rod-

rigues formiilleri kiyaslanirsa, bu polinomlar ile Jacobi polinomlar: arasinda

F9) (z;a,b,¢) = {c(a —b)}" PP (% + 1> (3.13)

esitligi gergeklenir (Szegd 1939, Srivastava ve Manocha 1984). (3.13) den goriiliir
kia = —b = —1 ve ¢ = % ozel durumu pe) () Jacobi polinomlarm: verir.
(3.8) ve (3.13) den goriiliir ki Fie) (z;a,b,c) genigletilmig Jacobi polinomlar: ikinci
basamaktan

(r—a)b—2)y" +{a(B+1)+b(a+1)—(a+[+2)x}y

—n(a+pB+n+1)y

denklemini gerceklerler. Bu polinomlar (a, b) arahgimda w (z; a,b) = (z — a)* (b — z)°

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldirler. Yani,
b
/ T —a) b—a:) F( )(x;a,b,c)Féf’ﬁ) (z;a,b,c)dx

» (=) (@ = )T D (a4 n+ 1) T (B +n+1)

c?
= 5nm
nla+B+2n+ )T (a+L+n+1)
(min {o, B} > —1; m,n € Ny)
bagintisini gergeklerler.

3.3 Gegenbauer Polinomlari

C¥ (z) Gegenbauer polinomlar:
(=22t +) " =3 C/(x)t" (3.14)

n=0

9



dogurucu fonksiyonu ile tanimlanir. Bu polinomlar i¢in bir diger dogurucu fonksiyon

i ()\)”C;; ()t" = F [)\, v,V (x + \/9027—1> t, <9€ — \/ﬁ> t} (3.15)

— (W),

formunda verilir (Srivastava ve Manocha 1984). Burada A, u € R ve F; Appell

hipergeometrik fonksiyonu

(@D, (8) ar

(7)7"4—5 ﬁ g ’

P [a,ﬁ,ﬁ';%x,y] = i

r,s=0

max {|z[, [y[} <1

ile tanimlanir (Appell ve Kampé de Fériet 1926). Gegenbauer polinomlari ile Jacobi

polinomlar: arasinda

N

(2), P57 ()

(v+3),

formunda bir bagint1 gerceklenir. v = % ozel durumu ise

Cr(x) =

n

(1-20t+2) = 3 P, ()"
n=0

dogurucu fonksiyonu ile tanimlanan P, (x) Legendre polinomlarini verir (Rainville

1960).

3.4 Genellestirilmis Gegenbauer Polinomlari

pled (x) Jacobi polinomlar1 yardimiyla tanimlanan cP (x) genellegtirilmis Gegen-

bauer polinomlar:

st () —EA i a ;” PO (92 1y (3.16)
HT3),
A 141

) (a) %zﬂ bd) (02 1) (317
p 2/ n+1

esitlikleri ile tanimlanir.

Teorem 3.2 \ > —%, >0, n € Ny olmak tzere, o) (x) polinomlary (—1,1)

1
arabjinda w (z) = |z (1 — 2272 afurlik fonksiyonuna gére ortogonaldirler. Yani,

2m

1
e (=2 o0 () €4 (@) o
—1

_ [O+m T +n+5)D(ptn+3) (3.18)
(1 +3), )t O+ p+20) DAt ptm)

10




1
2 A—L (A, A,
/ 2 (1 — 2272 O () OO, (2) da
-1

Kk+myﬁ PAtnty)Dutnty) (3.19)
(4 )] O+ p+ 204 DT A +1)

ve
1

/ 2 (1= 22)""2 O () OO () dax = 0 (3.20)
-1
bagintilary gerceklenir.

Ispat. (3.18) esitliginin sol yamnda (3.16) ifadesi kullanilip, Lemma 2.4 (i) den

yararlanilirsa

(n+3), (e +3),
«PYT ) (02 1) de

yazilir. Burada u = 222 — 1 degisken degistirmesi uygulanirsa

Ot iy Q4 iy [y et g 4o pdid)
e, e (e R

><P7£L/\_§’H_§> (u) du
elde edilir. (3.6) ile verilen Jacobi polinomlarinin ortogonallik bagintisindan m # n
icin
1
_1
/ ™ (1 = 22)* 72 O (@) O () de = 0
~1

11



saglanir. m = n durumunda ise
1
2
e @ =2 [ @) ds
~1

_ (O +m T (A 4n+ )T (utnt3)
[(k+ 1), Pl O+ p+20) T (A + p+n)

gergeklenir. (3.19) esitligini elde etmek igin (3.17) esitligini kullanip benzer iglemleri

yapmak yeterlidir. Son olarak (3.20) esitliginin saglandigim gosterelim. (3.20) nin

sol yaninda (3.16) ve (3.17) esitlikleri yerine yazilirsa

[ 1ol (1= )7 ) @) S ()

1 1

n+1 / ’33‘2“ (1 _ xz)k—% J;Py—a?ﬂﬁ) (23:2 _ 1)

elde edilir. Integralin icindeki fonksiyon tek fonksiyon oldugundan, Lemma 2.4 (ii)

den
1

[ el (1= Ot @) 0 ) da =0

21

gerceklenir. Bu da ispati tamamlar. m

Teorem 3.3 C{M (x) genellestirilmis Gegenbauer polinomlar:

C’O‘yﬂ) — O( 2 - sH 321
ve
A, A+ p+2n+1 A, A p+n o
Cints () = 2Ol () = =L —=C () (3.22)

rekirans bagintilarina saglarlar (Dunkl ve Xu 2001).

Ispat. (3.10) esitliginde z yerine 22% — 1, o yerine A — 1 ve 3 yerine 1 + 1 almirsa

12



A—

N|=

_1
At p+2n) PAT2HTD) 902
I

1l 1 11
_ (A—i—u—i—n)P}f‘ 27N+2)<2I2_1)+ (/\+n_§> P£i127ﬂ+2)(2x2_1)

saglanir. Burada (3.16) ve (3.17) esitlikleri gozoniinde tutulur ve de (2.6) esitliginden

()G ed), e

A+ 1) =A+p+tn)(A+p), (3.24)

dolay1
ve

olduklar dikkate alimirsa
(A1) _ (Ap) _ (Am)
20 (A +p+2n) Cy)" (x) = 2u+2n+1) G0 (2) + (2A +2n — 1) Cy) M (2)
elde edilir. Esitligin her iki yam (2u + 2n + 1) ile boliiniirse

2A+2n—1
A, A,

2u+2n+1 2t

()

bulunur ki bu da istenilen esitliktir.
(3.22) bagmtisin elde etmek igin (3.11) esitliginde x yerine 222 — 1, « yerine \ — %
ve [ yerine p — % alinirsa
1,41
A+ g+ 20+ 1) 2P0 7772 (22 1)
_1,-1 1 1,1
— (n+1) PSP (22— 1) + <u +n+ 5) PR (222 1)

elde edilir. Burada (3.16) ve (3.17) esitlikleri gozoniinde bulundurulup, (3.23) ve
(3.24) den yararlanilirsa

)\+M+2n+1 A, n+1 A, A,
Nt atn ot (2) = mcénf% (z) + Cx" ()
(A+p+mn)

olur. Bu egitligin her iki yam ile carpildiginda

+1

:)\+M+2n+1 C()"“)

/\—i-,u—i—n A
I Lo (@) - AT A R

A?
ot (x)

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. m
13



3.5 Hermite Polinomlari

—00 < x < oo ven € Ny olmak tizere
y" —2xy + 2ny =0 (3.25)

denkleminin ¢oziimlerinden biri

[n/2] k n—2k
B (—=1)" n!(22) . B
H,(x) = ,; B (0 — 28)] ;o n=0,1,..
=0

ile gosterilen H,,(z) Hermite polinomlaridir. Hermite polinomlar1 / = (—o0, 00) ara-
liginda
w(x)=e"

agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olup

o0

/eIQHn () Hy, () dx =0 ;o om#EN

(m,n € Np)

bagintisim gerceklerler. Ote yandan

[l = [ b2 @) do = 2ny7
dir. Hermite polinomlar:
= H,(z)t" )
> = e (2t — 1) (3.26)
n=0

dogurucu fonksiyon bagintisina ve

H, (x)=(-1)" exz% (e’“ﬁ)

Rodrigues formiiliine sahiptir. Hermite polinomlar: i¢in ii¢ terimli rekiirans bagintis
Hyi1(z) —22H,(x) + 2nH,—1(z) =0 ; n=1,2,..

seklindendir (Szego 1939, Rainville 1960). Ayrica, Hermite polinomlar ile Jacobi

polinomlar: arasinda

H,(z) = n! lim {%Pﬁ”‘é’”‘é) (x/\/;)} (3.27)

V—00 vty

14



formunda bir limit gosterimi vardir. Bunun bir sonucu olarak, Gegenbauer polinom-
lar1 ile Hermite polinomlar: arasinda da

H, (z) = n!lim {1/*”/207': (z/v/v)} (3.28)

V—00

esitligi gergeklenir ( Szegd 1939).

H,(z) Hermite polinomlarina benzer olarak He,(x) Hermite polinomlar1 da I =

(—00,00) araliginda

22

w(r)=e 2

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldirler. Yani,

o0

/e‘x2/2Hen (x) Hep, (x) dz = V21010,
( m,n NO)

bagintisini gerceklerler. Bu polinomlar

dn
— (_1\" :(:2/2_ —x2/2
He, (z)=(-1)"e e (e )

formunda bir Rodrigues formiiliine sahip olup, ikinci basamaktan

y' —ay +ny =0 (3.29)
diferensiyel denklemini saglarlar.
3.6 Laguerre Polinomlari
@y = T d" et —a
L (z) = e (ztme™™)

Rodrigues formiilii ile tanimlanan L%a)(x) Laguerre polinomlari, (0,00) araliginda

w(zx) = % e * agirhik fonksiyonuna gore ortogonaldirler. Yani,
I'(a+n+1)

/mo‘ e L (z) LY (z) dz = B —
n!
0

(a>—1; m,n € Ny)
15



ortogonallik bagintisini gerceklerler. Bu polinomlar

> 1 xt
L) == _
21 = e (1)

dogurucu fonksiyon bagintisina sahip olup, ikinci basamaktan

oy +(a+1—2)y +ny=0 (3.30)

diferensiyel denklemini ve
nL(z)=2n -1+ a—x) Lﬁf_)l(x) —(n—14a) L () 5 n=23,..

n—2

ti¢ terimli rekiirans bagintisini saglarlar (Szegd 1939, Rainville 1960).

16



4. iKi DEGISKENLI ORTOGONAL POLINOMLAR

4.1 Bir Boslgede Ortogonal iki Degiskenli Polinomlarin Genel Ozellikleri

Tanim 4.1 z ve y bagimsiz degiskenlerinin kuvvetlerinin ¢arpimlariyla elde edilen

monomaallerinin kiimess:
{z"Fy*} | n=0,1,.. ; k=0,1,..,n

olsun.

{eak} , n=0,1,... ; k=0,1,...,n

reel sabitler ve ¢,y # 0 olmak tizere n-yinci dereceden iki degiskenli cebirsel bir poli-

nom

Pnk (ZE, y) - Z Cmsxm_sys + Z Cnsmn_sys (41)

dir. Burada n indisi, x ve y degiskenlerine gore polinomun toplam derecesini, k indisi
de polinomdaki y degiskeninin en yiiksek kuvvetini gostermektedir. c,y katsayisina
bu polinomun baskatsayist adv verilir. Kolaylik agisindan bu polinom (n, k)-yince
basamaktan bir polinom olarak adlandwrilir. Burada k indisi en fazla n ye esit ola-

bilir.

Lemma 4.1 Baskatsayilar sifirdan farkl olan (n, k)-yinct basamaktan bir polinom

sistems
FPoo (95>y)
Py (z,y) , Pu(z,y)
P20 (xmy) ; P21 (Iay>7 P22 (J],y) (42)

Pho (:U,y) ;» P (:U,y) IERED) Pn,kfl (%y), Py, (x,y)

olarak verilsin. (n, k)-yince basamaktan herhangi bir Q. (x,y) polinomu, (4.2) poli-

nom sistemt yardimayla

n—

Qut (7.9) = DD s Pons (2,9) + D e Prs (2, 9) (4.3)

m=0 s=0 s=0

17



formunda tek tirli olarak ifade edilebilir.

Ispat. (4.1) den Q. (z,y) polinomu

n—1

Qui (2, ) = Em:bmsxm : S—i—ansx oy (4.4)

m=0 s=0
gosterimine sahiptir. (4.2) sistemindeki polinomlarin tamami (4.1) formunda yazilir

ve (4.3) ile (4.4) deki monomiallerin katsayilari kiyaslanirsa

_ (n,k)
bnk: = ApkChy
(n,k) (n,k—1)
bn,k—l = QnkC, k—1 + an,k—lcnyk_l
_ (n,k) (n,k—1) (n,k—2)
bnk—2 = @nkCpjg T Ank1Cpg g + Gnk—2Cy ) o
_ (n.k) (n,k—1) (0,0)
boo = GniCoy + Ank—1Cy + ... F agoCyy

lineer homogen olmayan bir denklem sistemi elde edilir. Bu sistem {a,,s} bilinmeyen-
lerine bagh {"("H +k+ 1} tane denklem igerir. (4.2) deki her polinomun, bagkat-

sayist sifirdan farkli oldugundan, bu denklem sisteminin katsayilar determinanti

b 0 .. 0
(n k) (n,k—1)
Cnk-1 Cnk-1 0 0
_ (n k) (n,k—1) (n,k—2)
A= Cn k—2 Cn,k—? Cn,k—2 0 ?é 0
(n,k) n,k—1 (n,k—2) 0,0)
Coo C(()o : 00 (()0

olup, {ams} ler tek tiirlii olarak belirlenir. Boylece ispat tamamlanir. m

Tanim 4.2 xoy- dizleminde basit, kapaly bir U egrisi tarafindan sinirlanan sonlu,

basit irtibatl bir bolge G olsun. h(x,y), G de tanaml negatif olmayan bir fonksiyon

0<//h(x,y)dxdy<oo
G

kosulu gerceklenirse, bu fonksiyon G bélgesinde bir “agirlik fonksiyonu” olarak ad-

olmak tizere

landirilar.
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Tanim 4.3 Cebirsel bir polinom sistems

Foo (2,y)
Fio (%ZJ) , Py (ﬂf,y)
Fyo (2,y) , Far (2,y), Fa (2,y) (4.5)

FnO (377 y) 3 Fnl (x,y) PEREE) Fn,kfl (QJ, y) ) Fnk (377 y)

olsun. Bu polinom sistemi asagidaki kosullar: saglarsa, h (x,y) agurlik fonksiyonuna
gore G bolgesinde “ortonormal polinom sistemi” olarak adlandiriler.

i. Her bir F,y (x,y) polinomunun baskatsayist pozitif olmalidar,

. (4.5) polinomlar G bélgesinde h (x,y) agurlik fonksiyonuna gére ortonor-

mallik kosulunu saglamalidir. Yani
P = [ 10.0) Fut (5.9) B (a,) didy (4.6
G
5nm5ks

1¢ carprma gerceklenmelidir. Burada
5nm6ks -

dir.

Teorem 4.1 Bir G bilgesinde tanvmlanan herhangi bir agurlik fonksiyonu h (z,y)
olsun. G bolgesinde h (x,y) agurlik fonksiyonuna gore ortonormal olan bir tek { Fx, (x,y)}

polinom sistemi vardir (Suetin 1988).

Ispat. Ispat: tiimevarim yontemi ile yapalim. Sifirme basamaktan keyfi bir polinom

Foo (z,y) = agy > 0 olarak alinirsa

//h (z,y) F020 (z,y) dzdy = //h (z,) agodxdy =1
G G

kogulu saglanacak sekilde Fyg (z,y) = ago polinomu tek olarak belirlenir.

Simdi de

FOO(xay%FlO(l”y)7F11(Iay>7"'7Fn0<x7y>7"'7Fn,k—1 (l’,y) (47)
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polinom kiimesinin ortonormal bir kiime olusturdugunu kabul edelim ve bu kiime
ile ortonormal olacak sekilde (n,k)-ymc basamaktan bir F, (z,y) polinomunun
oldugunu gosterelim. Lemma 4.1 den F,;, (x,y) polinomu

n—1 m

k—1
nk :L‘ y ZzamsFms ZE ?J + anans J} y +ank$ kyk (48)
s=0

m=0 s=0

formunda yazilabilir. (4.6) dan (n, k) # (m,s) igin

n—1

m k—1
(Foks Frns) = ( ZamsFms x,y —i—Zans s (T, y) + apg ™ ko Fms> =0

m=0 s=0 s=0

saglanmalidir. Burada (4.7) polinom kiimesinin ortonormal oldugu gozoniinde bu-

lundurulursa

ms + i ("5 Y*, Frg) =0 (4.9)

elde edilir. (4.9) daki i¢ garpim A, ile gosterilirse
Ams = _a'nkAms

olur. Bu deger (4.8) de yerine yazilirsa

n—1 m k—1
Fnk ($, y) = Qnk xn_kyk - Z AmsFms (377 y) - Z Anans (-CE; y)
m=0 s=0 s=0

= Qnk q)nk (JC, y)

olarak bulunur. Bu ise (4.7) polinom kiimesine ortogonal olan (n, k)-ymc1 basamak-
tan Fy (x,y) polinomunun sabit ¢arpan farkiyla tek oldugunu gosterir. Diger yan-

dan (4.6) daki ortonormallik kogulundan

//M%wﬁﬂwwwwzl

saglanmalidir. Buradan

6@//wa¢(wa@—l
G
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olup, a,r > Okosulu altinda bu katsay:1 tek tiirlii olarak belirlenir. Boylelikle G

bolgesinde h (z,y) agirhik fonksiyonuna gore ortonormal olan tek bir

{FOO (xvy) 7F10 (l’,y) ) Fll (xay) PRERE) FnO (xay) 3 "-7Fn,k—1 (x7y> 7Fnk (I7y)}

polinom sistemi elde edilir. Simdi de bu teoremden yararlanarak, bir polinomun bir

bolgedeki ortogonallik tanimini verelim. m

Teorem 4.2 c,;, baskatsayisi sifirdan farkly olan (n, k)-yince basamaktan bir poli-
nom Fi (x,y) olsun. Fyy (x,y) polinomunun, bir G bolgesinde tanvml h (z,y) agerlik

fonksiyonuna gére ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
//h(fv,y) Fok (2,Y) Qpq (z,y) dzdy =0, (p,q) < (n, k) (4.10)
a

ifadesinin gerceklenmesidir. Burada (p,q) < (n, k) gosterimi

p=n, g<k
(p,q) = (n, k) =
p<n

dur (Suetin 1988).

Ispat. (=) G bolgesinde h (z, y) agirhk fonksiyonuna gére (n, k)-ymci basamaktan

ortogonal bir polinom F (z,y) olsun. Yani,

//h (,y) Fuk (2,y) Fis (x,y)dedy =0 , (n, k) # (m, s)
G

saglansin. Lemma 4.1 den @), (z, y) polinomu, { F,,;s (z,y)} polinom ailesi yardimiyla

ifade edilebileceginden

p—1

qu T y ZamsFms x y +Zaps ps l‘ y)

m=0 s=0 s=0

esitligi yazilabilir. Bu agilim (4.10) integralinde yerine yazilir ve { F,,x. (x,3)} polinom

ailesinin ortogonalligi kullanilirsa
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//h (#,y) Fak (2, 9) Qpq (2,y) dzdy

G

—_

p—

= Z(st /h< 7y)Fnk<x7y)FmS(xvy>d‘rdy

0 s=0

3
]

Q

{ ,
q
3, / h (2, ) Fog (2,9) By (,3) dady
G

s=0

gerceklenir.

(«<=) Tersine (n, k)-ymc: basamaktan daha diigiik basamakl herhangi bir Q) (=, y)
polinomu igin (4.10) esitliginin saglandigimi kabul edelim. Burada Q,, (z,y) poli-

nomu yerine (4.7) ile verilen

FOO(xay)aFlO($7y)7F11('xay)w"aFnO(x?y)7"'7Fn,k—l(xay)

polinomlar: alinabilir. Teorem 4.1 in ispat1 gostermektedir ki, diisiik basamaktan
(4.7) polinomlarima ortogonal olan (n, k)-yinci basamaktan F,,. (z,y) polinomu sabit

carpan farkiyla tektir. Bu da teoremi ispatlar. m

4.2 Temel Ortogonal Polinomlar

Bir degiskenli ortogonal polinomlar gibi iki degiskenli ortogonal polinomlar da agirlik
fonksiyonunun momentleri yardimiyla temsil edilebilir. Bir G bolgesinde herhangi

bir A (x,y) agirlik fonksiyonunun kuvvet momentleri,

hnk://h(x,y)x"_kykdxdy ;n=0,1,... ; k=0,1,...,n (4.11)
€
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formiilii ile tanmimlanir (Jackson 1936). Bu momentleri,

hoo
hio, haa
hao, ha1, hoo (4.12)

hn07 hnl PREEE) hn,nfl ) hnn

formunda bir tablo ile gostermek daha uygundur. (4.12) kuvvet momentleri yardimuyla

asagidaki determinantlar1 tanimlamak muimkiindiir.

hoo hio hi
hoo hio
Ago = hoo, A1g = JA1 = highag hat |-
h1o hao
hi1 ha1 haa
hoo h1o h11 e hpo -+ P k-1 P,
hio hao ha1 o hapio o haviker by
h11 ha1 hag R (S RN (P 1 S S S
Ank -
hnO hn—i—l,O hn—l—l,l e h2n,0 e h2n,k—1 h2n,k
hng-1 Pntik—1 Povike 0 henk—1 o hanpk-1) hon2k-1
Pk hoyik Poyigsr o0 hank oo honok1 henok
(4.13)
Bu determinantlar agsagidaki sekilde elde edilebilir.
{1, N T T T AL Lt VRN ,x”’kyk} (4.14)

lineer bagimsiz fonksiyonlarimin bir sistemini ele alalm. (4.11) formiilii ile elde
edilen momentler, (4.14) sistemindeki fonksiyonlarin i¢ ¢arpim olarak diisiiniilebilir.
(4.14) sisteminin her fonksiyonu aymni sistemin bir elemani olan 1 ile ¢arpilip h (z,y)
agirlik fonksiyonuna gore G bolgesinde integre edilirse, (4.11) den A, determinan-

tinin birinci satirim1 olusturan momentler elde edilir. A,; determinantinin ikinci
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satirinin elde edilebilmesi igin (4.14) sisteminin her fonksiyonunun z ile ¢arpilip G
bolgesinde h (z,y) agirhgina gore integre edilmesi yeterlidir. Boyle devam edilerek,
(4.14) sisteminin her fonksiyonu, ayni sistemin son elemani olan 2" *y* ile carpilip
G bolgesinde integrallenirse A, determinantinin son satir elde edilmis olur. (4.13)
determinantlarimin hepsi (4.14) lineer bagimsiz fonksiyon sisteminin “Gram Deter-

minantlar1” olarak adlandirilir.

Lemma 4.2 A, ,n=0,1,... ; k£ =0,1,...,n Gram determinantlarin herbiri

sifirdan farkldar.

Ispat. (4.14) lineer bagimsiz fonksiyonlarmin sistemi yeniden adlandirihrsa,

{Qpl(xay)a 902(x7y>7"'7§0N(x7y)} ; N_@—i_k—’_l (415)

sistemi elde edilir. Bu fonksiyon sistemine iliskin A,,; determinanti,

(P1,01)  (P1902) = (1, 0n)
Ay = (8027.901) (902:' ©2) ) (8027.901\1)
(on 01) (onsp2) oo (PN en)

olarak tanimlanir. Kabul edelim ki, bu determinant sifira denk olsun. Bu durumda

agikar olmayan {b,,} , m =1,2,..., N ¢oziimlerine sahip

N
Z(@k,@m>bm:0 5 k:1,2,...7N

m=1

lineer homogen denklem sistemini ele alabiliriz. I¢ carpimin lineerlik 6zelliginden,

bu denklem sistemi
N
((pk,megpm> =0, k=1,2,...,N (4.16)
m=1

formunda yazilabilir. (4.16) denklem sistemindeki herbir denklem b ile garpilip

terim terim toplanirsa
N N
k=1 m=1
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elde edilir. (4.6) dan bu ig ¢arpim,

N N
// h(,9) Y o > by, ddy = 0
fe. k=1 m=1

olarak yazilir. Buradan

/ / h(z,y) [ij bm%I 2 dzdy = 0

€]
olup

N
Z bme,, =0
m=1

ifadesi saglanir. (4.15) fonksiyon sistemi lineer bagimsiz oldugundan
bpy=0; m=1,2,....N

elde edilir ki bu da kabuliimiizle ¢eligir. Dolayisiyla A, determinantlar: sifirdan

farkli olmalidir. =

Simdi de A, Gram determinantlar1 yardimiyla ortogonal polinomlar tanimlayalim.

(4.13) determinantinin son satir1 (4.14) fonksiyonlari ile yer degistirilirse, (n, k)-ymc

basamaktan
hoo h1o hi - Pino e P je—1 Pk
hio hao hot =+ hpy10 o Rpgir— Pk
hi1 has hoy o+ hpyin - P i Pt i1
Pnk (.T, y) =
o hnsio0  hpgia oo hopo - hon -1 hon. i
hn,kfl hn+1,k71 hn+1,k e h2n,k71 T h2n,2(k—1) h2n,2k71
1 T y L. " xnfk+1yk71 xnfkyk

(4.17)

polinomu elde edilir. Burada &£ > 1 ise bu polinomun basgkatsayis1 A,, ;1 olur. £ =0
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icin P, (z,y) polinomu,

hOO th hll te hn—l,O T hn—l,n—l hnO
h1o hao hor - -- Ino s P -1 Pnsi0
hi1 ho1 hag - - hn 1 s I Pt
PnO (l‘, y) =
hn—LO hn,O hn,l e h2(n71),0 e hf2(n71),n71 h2n—1,0
hn—l,n—l hn,n—l hn,n e h?(n—l),n—l T h2(n—1)72(n—1) h2n—1,n—1
]_ €x y o e ajnfl e ynfl ajn
(4.18)

olup, bu polinomun bagkatsayisi ise A, 1,1 dir.

Lemma 4.3 (4.17) ile tanumlanan P (x,y) polinomu G bolgesinde h (z,y) ager-
ik fonksiyonuna gére ortogonaldir. Burada P (z,y), (n,k)-yince basamaktan bir

polinomdur (Krall ve Sheffer 1967).

Ispat. (4.17) polinomu, (4.14) fonksiyon sisteminin ilk elemani olan 1 ile carpildik-

tan sonra G bolgesinde h (x, y) agirlik fonksiyonuna gore integrallenir ve (4.11) formiilii

kullanilirsa, birinci ve son satir1 ayni olan

hOO th hll T hn() e hn,k—l hnk
hio hao hot - hppio 0 Ppgpig—1 Ptk
hi1 ha1 hoo =+ hpyin 0 hppik gkt
(Pnk (x,y) ) 1) =
hnO hn—l—l,O hn—‘rl,l T h?n,() e h2n,k—1 h2n,k:
hn,kfl hn+1,k71 thrl,k e th,kfl toe h2n,2(l€—1) h2n,2k71
hOO th hll T hn() e hn,k—l hnk

determinanti elde edilir. (4.17) polinomu x ile ¢arpilip benzer iglemler uygulanirsa
bu durumda ikinci ve son satir1 ayni olan bir determinant bulunur. Bu iglem, (4.14)

deki son monomial hari¢ diger

2 2 n n—k+1, k—1
Yy, T, 2Y, Y 5. T 5., T Yy
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monomialleri i¢in de tekrarlanirsa, her bir durumda iki satir1 ayni olan bir determi-

nant elde edilir ki, bunlarin herbiri sifirdir. Bu ise P, (z,y) polinomunun herbir
Lz, y, 22, zy, y2, ... x", ... gkt
monomialine ortogonal oldugunu gosterir. Buradan
// h(x,y) Pu (x,y) 2™ *y*dxdy =0 , (m,s) < (n,k) (4.19)
a

gerceklenir ki bu ise istenilendir. m

Lemma 4.4 (4.17) ve (4.18) ile tansmlanan polinomlarin normlar: siraswyla, n > 1
cim
| Pax|| = (An,kflAnk)lm k> 1

(4.20)
HPnOH = (Anfl,nflAnO)l/2

dr.

Ispat. (4.17) polinomu, (4.14) fonksiyon sisteminin son elemani olan z" *y* ile

carpihip h (z,y) agirhgma gore G bolgesinde integrallenirse,
// h(z,y) Pu (2, y) 2" FyFdody = Ay, (4.21)
G

esitligi elde edilir. (4.17) determinant: ile tanimlanan P, (z,y) polinomu
Pui (z,y) = Ap oy 2" Fy" + Hyjoy (2,y) (4.22)

olarak ifade edilebilir. Burada H, x_1 (x,y), (n,k) dan daha diigitk basamakli bir

polinomdur. (4.22) polinomu
1Pl = [ [ 1o0) P ) oy
G
integralinde dikkate alinirsa,

1Pkl = // h(z,y) P (2,y) [Ang—r 2" y" + Hypoo (2,y)] dody
é

olarak yazilir. (4.19) ve (4.21) esitliklerinden yararlanilirsa,

”Pnk:” - (An,k—lAnk)l/Q
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elde edilmis olur. Benzer iglemler (4.18) polinomu i¢in tekrarlanirsa,
”PnOH = (An—17n—1An0)1/2

olarak bulunur. Bu normlar, keyfi nve k lar i¢in ardisik iki Gram determinantinin
carpimidir. Norm pozitif oldugundan bu determinantlar ayn isaretli olmahidir. hg
pozitif oldugundan Agy pozitif olup buradan diger Gram determinantlar: da pozitif

olmak zorundadir. m

Sonug 4.1 (4.17) ve (4.20) egitliklerinden yararlaniarak,

Pty =2l 1 poy (4.23)

HPnkH vV An,k:—lAnk

formiilic yardimuyla G bolgesinde h (x,y) agirlik fonksiyonuna gore ortonormal poli-

nomlar elde edilebilir. Bu polinomlarin birkact agik olarak yazilirsa,

Poo (2, ) 1 1 1
F pu— p— p— p—
00 (2, %) [ Pool| 1/2 (h00)1/2 Aoo
[[ h(z,y)dxdy
G
Fio(ny) = Py (2,y) 1 hoo  h1o
o | Prol| VAwA | 1 o
Py (2.9) . hoo hio hn
F _ 11\T,Y _
1 (2, ) 1P| Nz T hio hao hor
1 x v
hoo hio hir hoo
Py (2, 1 hio hao har hso
FQO (x,y) = 20( y) =

|| Pao| VALAN | By hyy hey ha

hOO th hll h20 h,21

hio heo hor hso hsi
Py (x,y) 1

o (x, = = hi1 hoi hos hs1 h
b1 (7, y) [ Po | \/m 11 Ne1 Nog hzt N3
hao hso hs1 hao ha
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olarak bulunurlar. (4.23) formili, bir bolgedeki agurlik fonksiyonunun kuvvet mo-
mentlerinin bilinmesi durumunda, keyfi sonlu sayrda ortonormal polinomun bulun-

masinag 1zin verir.

Tanim 4.4 (4.23) formiili ile tanvmlanan polinomlara G bolgesinde h (z,y) agurlik

fonksiyonuna gére “Temel Ortonormal Polinomlar” adi verilir. Burada

{Fro (%, y), Fo1 (2,9) .-y Fope1 (2,y), Fon (2, )}

n-yinci dereceden temel ortonormal polinom sistemini olugturur. G bélgesinde h (x,y)

agqirlbk fonksiyonuna gore temel ortonormal polinomlarin sistemsi
{Fue (z,y)} , n=0,1,... ; E=0,1,...,n

formunda yazlabilir.
4.3 Monik Ortogonal Polinomlar

(4.14) fonksiyon sistemindeki

{1, T, y, 2%, Ty, yz,...,xnfl,...,ynfl} (4.24)
monomialleri sabit tutulup, n-yinci dereceden keyfi bir " *3/* monomiali alinirsa
{1, x,y, 22 xy, yE g x”_kyk} (4.25)
lineer bagimsiz fonksiyon sistemi elde edilir.

Tanmim 4.5 (4.25) monomialleri ve {Ans} reel katsaylary yardimyla elde edilen

n-yinci dereceden

n—1 m

Do (2, y) = 2" FyF + Z Z Apsx™ y® (4.26)

m=0 s=0

polinomu “monik polinom” olarak adlandirilor.
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Lemma 4.5 {A,,s} bilinmeyenlerine bagh (4.26) polinomu,

/ / h(x,y) Oy (z,y) 2P~ 9yidady = 0
b (4.27)
p=0,1,....n—1; ¢g=0,1,...,p

kosullar: saglanacak sekilde tek tirli belirlenebilir.

Ispat. pve ¢ nun degerleri icin (4.26) polinomu (4.27) de yerine yazilip (4.11)

momentleri kullanilirsa, (4.27) sistemi

n—1 m
E Amshms = _hnk
m=0 s=0
n—1 m
g E Amsherl,s = _hn+1,k
m=0 s=0
n—1 m
E Amshm+1,s+1 = _hn+1,k+1 (428)
m=0 s=0
n—1 m
E Amshm+n71,n+371 = _h2n71,n+k71
m=0 s=0

formuna indirgenir. Bu sistem {A,,,} bilinmeyenlerine bagli homogen olmayan bir
denklem sistemidir. Bu sistemin katsayilar determinant1 A,,_ ,,_; olup, bu determi-
nant sifirdan farkl ve pozitiftir. Boylelikle (4.28) denklem sistemi, tek bir {A,,s}
¢oziimiine sahip olacagindan, &an (x,y) polinomu tek tiirlii belirlenir. Bu lemmanin

bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir. m

Teorem 4.3 Bir G bolgesinde (4.26) ile tammlanan @, (z,y) polinomu, (4.27)
kosulu altinda h (x,y) agirlik fonksiyonuna gére ortogonaldir. Yani, D, (x,y) poli-
nomu, n-yinci dereceden daha digik olan (4.24) polinom sistemindeki tiim monomi-

allere ortogonaldir (Suetin 1988).

Tanim 4.6 (4.27) kosulunu saglayan (4.26) polinomu “monik ortogonal polinom”

olarak adlandivrilir. Bu polinom normu ile boliintirse,

P, (x, e
q)nk (LC, y) = M = Ankx kyk + Rnfl (SC, y)

q)nk
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“monik ortonormal polinomu” elde edilir. Burada R, 1 (x,y), derecesi (n — 1) den

biyik olmayan bir polinomdur.

4.4 Keyfi Basamaktan Kabul Edilebilir Diferensiyel Denklemler

Tanim 4.7

QlO (ZL’, y) ) Qll ($, y)
QQO (ZL‘, y) ) Q21 (ZE, y) ) Q22 (ZE, y)
(4.29)

QNO (xay)7 QNl (xay) IR QNN (m,y)

polinom sistemini ele alalim. Bu polinom sistemine bagly olarak N -yinci basamaktan

lineer kismi diferensiyel operatorii

N m
Dy [u] =) QuiDy*Diu (4.30)

m=1 k=0

olsun. Buna uygun kismi diferensiyel denklem

0 0
D, = Dy = —
1 a ) 2 ay
gosterimi altinda
N m
Dy[u] =) ) QuiDy*Diu = Au (4.31)
m=1 k=0

olarak tanimlansin.

Tamim 4.8 Asaqidaki kosullar saglanacak sekilde
DY .S P,

sayilarimn bir dizisi varsa, (4.31) denklemine “Kabul Edilebilir (Admissible) Kismi
Diferensiyel Denklem” adi verilir (Krall ve Sheffer 1967).

t. Her bir n icin



denklemi, x ve y degiskenlerine gore toplamda n-yinci dereceden (n + 1) tane lineer

bagimsiz

CI)nO (ZC, y) ’ (Dnl (I, y) P q)nn (l’, y) (432)

polinom ¢éziimlerine sahip olmalidir. Burada (4.32) polinom sistemindeki polinom-
larin ikinci indist, y nin derecesini degil, bu sistemdeki polinomlarin sayisina gosterir.
2t. Derecesi n den kii¢iik olan polinom c¢oziimlerinin kiimesinde asikar ol-

mayan ¢ozimler yoktur.

Sabit bir n i¢in, (4.31) denklemini saglayan n-yinci dereceden (n + 1) tane lineer
bagimsiz polinom ¢oziimlerin olusturdugu polinomlarin uzayina V,, ile gésterelim. u =
0 ¢oziimi de (4.31) denklemini saglayacagindan, V,, uzay sifir ¢oziimiini de igine

alir. Burada V,,, (n + 1) boyutlu bir vektor uzayidr.

Tanim 4.9 (4.31) denkleminde asikar olmayan ¢éziimler veren A\, sayilarina (4.31)
denkleminin 6zdegerleri, N\, saylarina karsihk gelen ¢oziimlere de bu denklemin oz-

fonksiyonlar: ady verilir.

Lemma 4.6 (4.31) denklemi kabul edilebilir bir denklem ise,
=0, \y #X\n (Mm#n)

saglanar.

Ispat: (4.31) denklemi kabul edilebilir bir denklem oldugundan, A = \g
i¢in sifirdan farkli u = k& (k sabit) ¢oziimiine sahiptir. Bu ¢tziim (4.31) denklemini

saglayacagindan

Mok =0
elde edilir. Burada k # 0 oldugundan \g = 0 olmak zorundadir. Diger yandan
Am E A (M #n)
ifadesinin saglandigini gostermek icin

Am = Ay, m>n
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oldugunu kabul edelim. Bu durumda
DNcI)nk (SC, y) = )\mq)nk (.Z', y)

gergeklenir. m > n oldugundan Tamim 4.8 den @, (z,y) = 0 olmahdir. Bu da
A = )\, icin denklemin n-yinci dereceden polinom ¢oziimlere sahip olmasiyla celisir.
Dolayisiyla

Am # Ay, M #n

olmalidar.

Teorem 4.4 (4.31) denklemi kabul edilebilir bir denklem ise, (4.29) sistemindeki

her Qui (z,y) polinomunun derecesi m yi asamaz.

Ispat. A = )\, icin (4.31) denkleminin

BnO (C(f,y), Bnl (C(],y),...,Bnn (.l’,y) (433)

lineer bagimsiz ¢oziimleri, V,, uzayimin bir bazim olugtursun. (4.33) sistemindeki her

polinom
n

Bus(2,y) = Y aga" Py + R (z,y) . s=0,1,...,n (4.34)

p=0
agilimina sahiptir. Burada Riln_’i) (z,y) , derecesi (n — 1)-i gegmeyen bir polinomdur.

(4.33) sistemindeki polinomlar lineer bagimsiz olduklarindan

Qoo Ap1 - Aon
Q10 a1 - Aip

A, = 40 (4.35)
Apo Ap1 ¢ Ann

olmalidir. Bunu gostermek i¢in A,, = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda (4.33)
polinomlarinin yle bir kombinasyonu bulunabilir ki, bu polinom hem (4.31) denk-
lemini saglar hem de derecesi (n — 1)-i gegemez. Bu ise (4.31) denkleminin kabul
edilebilir bir denklem olmasiyla celigir. Dolayisiyla A,, # 0 olmalidir.

Simdi de bu kogul altinda, V,, uzaymin

Wno (x7 y) y Wnl (1;’ y) 7+ Wnn (xa y) (436)
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monik bir bazina sahip olabilecegini gosterelim. Bunu gostermek icin,
chkasm =0wm ; m=0,1,...,n (4.37)
s=0

sistemini ele alalim. A,, # 0 oldugundan bu sistemin katsayilar determinanti olan
AL da sifirdan farkh olmalidir. Dolayisiyla herhangi bir k icin, bu sistem tek bir
{csk} ¢Oztimiine sahiptir. Buradan, (4.33) polinomlar: ve {cg} sayilar: yardimiyla

elde edilen

Z Csans (I7 y)

s=0

polinomu, (4.31) denklemini gergekler. (4.34) ve (4.37) den bu polinom

Z Csans (Ia y) = Z Csk [Z aspxn—pyp

5=0 s=0 p=0
n n
- Z [Z Cskasp] " pl/p + Rn@?) ('Ta y)
p=0 Ls=0

olarak yazilabilir.

Wnk = Z Csans (ZL’, y)

s=0

ile gosterilirse, (4.31) denklemini saglayan
formunda monik polinomlar elde edilir. Buradan

Wno (:L‘7y) y Wn1 (%?J) yoeey Wnp ($7y)

lineer bagimsiz polinomlari V,, uzayinin bir monik bazini olugturur. Simdi de tiimevarim
yonteminden yararlanarak, @« (,y) polinomunun derecesinin m yi agamayacagini

gosterelim. n = 1 i¢in (4.36) sistemi
wio (z,y) = z+c”

w11 (@ y) = y+ C((JM)



polinomlarindan olugur. Bu polinomlar n = 1 durumunda (4.31) denklemini saglayaca-

gindan

Qur DT Diwig (z,y) = Mwio (,9)

WE
NE

1 k=0

3
I

kaDinkalgcwn (z,y) = Mwni(z,y)

WE
IM:

1

3
Il

Vv

gerceklenir. Burada m > 2 igin tiirevler sifir olacagindan yukaridaki egitlikler

1
Z Qu. Dy~ Diwyg (2,y) Mwio (2, y)
k=0

1
Z Qu.Dy ™" Diwny (2,y) Mwri (2, y)

k=0

formuna indirgenir. Buradan

Quo (,9) = Mwig (z,9) = At (x n C(()LO))
(4.39)
Qu (,y) = Mwn (2,9) = M (y + c81’1)>

olarak elde edilir. Bu ise gosterir ki, m = 1 igin Q1 (z, y) ve Q11 (z, y) polinomlarinin

derecesi 1 i agamaz.

Simdi de m = 2 durumunu ele alahm. n = 2 igin (4.36) sistemi

W0 (:Ea y) ZE2 + R§2’0) (:Ea y)
Wa1 (‘7:7 y) Ty + R§271) (l’, y)
wy (2,y) = ¥* + By (2,y)

polinomlarindan olugur. Bu polinomlar (4.31) denkleminde yerine yazilip, m > 3

icin karma tiirevlerin sifir oldugu gézoniinde tutulursa,

2 m
ZZkaDT_kDngo (z,y) = Aswa (z,y)

m=1 k=0

2 m
Z Z Qumi DY Diway (2,y) = Agway (z,y)
m=1 k=0

2 m
Z Z Qumi DY " Diwas (2,y) = Agway (x,y)
m=1 k=0
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elde edilir. Burada wsyg, wy; ve wss polinomlarinin acik ifadeleri yerine yazilirsa

2Q20 + (QroD1wzg + Qu1Dawan) = Agwao
Q21 + (QuoD1war + Qui1Dowar) = Agwa (4.40)
2Qa2 + (QuoD1way + QuiDawaz) = Aown
esitlikleri bulunur. (4.39) ifadeleri (4.40) da dikkate alinirsa, QQ29, Q21 ve Q22 poli-
nomlarinin derecelerinin 2 yi asamayacagl kolaylikla goriiliir.

Simdi de m <n—1 (n < N) igin teoremin saglandigin1 kabul edelim ve m = n igin

gergeklendigini gosterelim. (4.36) sisteminden
_ n (n,O)
Wno (CC7 y) = T + Rn—l (:Ev y)

n— TL,I
Wn1 <$7 y) = T ly + szfl) (SL’, y)

Wan (2,9) = y" + R (2,y)

polinomlari, (4.31) denklemini gergekleyeceginden

m—k Nk
kaDl DanO = )\nwn[)

WE
NE

3
i
I
T
o

m—k Mk
kaDl D2wn1 = Anwnl

WE
hE

3
i
)
i}
o

m—k Mk
kaD1 D2wns - /\nwns

WE
NE

3
I
-
x
I
=)

m
m—k Mk

E kaDl D2w7’m - /\nwnn

1 k=0

WE

3
I

esitlikleri saglanir. m > n igin yukaridaki karma tiirevler sifir olacagindan, bu

egitlikler agagidaki forma indirgenir:
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n

ZZkaDT_kDIQCwnO = )\nwno

m=1 k=0
n

ZZkaDin_legwnl = )\nwnl

m=1 k=0

zn:zm:kaDT_kDéwns = AWns

m=1 k=0

nom
m—k nk
kaDl D2wnn = )\nwnn'
m=1 k=0

Bu esitliklerde m = n durumu agik olarak yazilirsa,

n—1 m

n‘QnO + Z Z kaD{n_kD];wnO = Anwno
m=1 k=0

n—1 m

m=1 k=0

(4.41)

n—1

(7’1, — S)!S!Qns + Z kaD;n_kDI;wns = Anwns

elde edilir. Hipotezimiz geregi m < n—1 icin ),,, lerin derecesi m yi asamayacagin-

dan, (4.41) sistemindeki
{Qup (z,y)} 5 p=0,1,....n
polinomlarinin derecesi de n yi gegcemez. Bu da teoremi ispatlar. m

Teorem 4.5 (4.31) denkleminin kabul edilebilir (admissible) kismi diferensiyel denk-

lem olmast i¢in gerek ve yeter kosul,
(1) =0, A #X\v (Mm#n)

.. - Qg
(i) Ay =nly ———  n>1
;(n—k)!
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(#41) Qui (,y) = Crana™Fy* + RN (z,y)

egitliklerinin saglanmasidir. Burada aq, as, ..., ayn ler keyfi olup bunlardan en az biri
sifirdan farklidur ve (i) de n > N i¢in a,, = 0 dwr (Krall ve Sheffer 1967, Suetin
1988).

Ispat. (=) (4.31) denklemi kabul edilebilir bir denklem olsun. Lemma 4.6 dan
(1) saglamir. (ii) ve (i4i) nin saglandigim gostermek i¢in de tiimevarim ydntemini

kullanalm. n = 1 igin (4.39) dan

Q1o (z,y) = Mx + ay
Qi (2,y) = My +an

esitlikleri vardir ve bu polinomlar igin (i7) ve (ii7) formiilleri gergeklenir. Simdi de
(17) ve (1) formiillerinin 1,2,...,n — 1 (n < N)igin saglandigim kabul edelim ve n

icin gergeklendigini gosterelim. Qs (z,y) polinomu

Qns (v,y) = Z Z Apg? 1y (4.42)

p=0 ¢=0

agilimina sahip olsun. A\ = )\, icin w,s ¢dziimleri (4.31) denklemini saglayacagindan,
bu polinom ¢oziimler (4.31) de yerine yazilir ve m > n (n < N) igin karma tiirevlerin

sifir oldugu gézoniinde tutulursa,

N m
Z Z kaDin_le;wns

"%y + Rnnfl) (z, y)) (4.43)

oldugu goriiliir. Bu esitlikte m = 1,2, ...,n — Lligin (i7i) agihm kullanihirsa
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N m n
S QuiD Dby = 30 QuiDi D (a7 + R ()
m=1 k=0 k=0
n—1 m
+> ) [Cf%amwm kb 4 RO (a, y)} DI+ Dj (fc”’sys + R
m=1 k=0
= QnsD?_SDS <$n_sys + Rr(:isl) (l’, y))
n—1 m _ _
+ 33 [Chama™ My + RS (@] DERDE (77 4+ R
m=1 k=0 )
= sl(n—3s)Qns
n—1 m _ _
+3 3 Chaa™ryt + RO (2,y) | DY F DS < sS4 RO
m=1 k=0 B
= A (a7 + R ()

elde edilir. Burada (4.42) deki @,,s polinomunun agik ifadesi yerine yazilir ve n-yinci

dereceden 2" ®y® monomialleri kiyaslanirsa,

n-1l s (n — s)ls!
! _ ! ns n—s,,s Ck m
st(n = s)lansa y—i_mz::lkzzo m@ (n—s—m+k) (s—Fk)!

=\ 2"y

n—s,,s

oldugu goriiliir ki, 2" *y® in katsayilarinin esitlenmesiyle

n—1 s
B . (n — s)!ls!
M= sl n = o+ 3 an ) Cn

m=1 k=0

elde edilir. Burada

Z o (n—s)ls! _ o
~ "n—s—m+k)(s—k)! (n—m)
esitliginden yararlanilirsa, (4.45) ifadesi
L
An = sl (n— s)la,s + n!mzzl (n——mm)'
formuna indirgenir. Burada
ans = Cray,

notasyonu kullanilirsa
n—1

Qa
A = nla, +n! E —
—m)!
m:l(n )
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olarak yazilir ki buradan

ey

m=1

elde edilir. Bu ise (i7) nin gergeklendigini gosterir. (4.44) de @, in agk ifadesi

yerine yazilip n-yinci dereceden tiim monomialler kiyaslanirsa,

Qs (1) = 303 a1y

p=0 ¢=0

polinomunda,
Upg = 0 , g 7é S

oldugu goriiliir. O halde Qns polinomu
Qs (2,Y) = apsz™*y* + R
formunda olmalidir. Burada (4.47) esitligi dikkate alinirsa
Qns (2,y) = CPapa"*y* + R™?)

olarak elde edilir ki, bu da (i7i) nin saglandigini gosterir. Eger n > N ise (4.44) den

N m
> 2 QuDP ™ Dy
m=1 k=0
N m
= 33 [Chana gt 4 R (@,y)| DyEDE (2 4 B ()
1 k=0

olur. Burada (4.42)deki @,s polinomunun agk ifadesi yerine yazilir ve n-yinci

dereceden x"*y® monomialleri kiyaslanirsa,

Z Z Ck am n — (TL — 8)!5! xnfsys _ )\nxnfsys

— = —m+ k) (s —k)!

esitliginden
N
a
Ay = 1! _m
"2

oldugu goriiliir. Boylelikle (ii) ve (ii7) esitliklerinin de saglandig1 gosterilmig olur.

(<) Kabul edelim ki (), (i) ve (iii) esitlikleri saglansin. Keyfi katsayih

Bs (z,9) ZZA”Squ

p=0 ¢=0
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polinomunu ele alalim. (i) esitligi gézoniinde bulundurularak, bu polinom (4.31)

denkleminde yerine yazilirsa,

N m
Z Z [C’T]Za m—k k + R(m k) (l’, y)} D;n—kDé;an (ZL’, y)

m=1 k=0
N m
_ ZZ CF apa™ *yt + R (¢ }ZZA(ns)Dm k Dk gp=aya
m=1 k=0 p=0 ¢=0
n p
= )\n AI()Z’S).Tp_qu
p=0 ¢=0

+ i i { Z Zm: [Cﬁlamxm_kyk + Rﬁ,ﬁ'i'i) (z, y)]

p=0 ¢=0 \m=p+1 k=0

(p—q—m+Ek)(q—

n p

=\, Z Z A]()Z’S)xp_qu

p=0 ¢=0

(n.5)
o M (0 —a)ld! -0tk
k)!

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilip P~%y¢ monomiallerinin katsayilar1 kargilag-

tirilirsa,

p=0 ¢=0 |Lm=1 k=0 (p
n p n m
k n,s —
3| 3 St |
p=0 ¢=0 Lm=p+1 k=0
n.p P q ( B )l |
=D 3) D1 ) 9) I RS e
p=0 g=0 Lm—1 k=0 (p—q—m+k)!(qg—k)
n p n m
+ YD b A | ey
p=0 ¢=0 Lm=p+1 k=0
n p
= )\nA;Z’S)ﬂ ay
p=0 ¢=0
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esitliginden

p q . 1! - .
ZZ[ PEYETE | > S bl = naly

=1 k=0 m=p+1 k=0

bulunur. Burada (4.46) esitligi ve (i) formiilii dikkate alinirsa

m=p+1 k=0

elde edilir. Buradan p = n igin

A’E:é’s)’ A’E’Lri78)7 M 7A(n75) (448)

nn

katsayilarinin keyfi olarak secilebilecegi kolaylikla goriiliir. O halde

m

(Ap = M) Al) 4 Z > bk AL = (4.49)

m=p+1 k=0

olarak yazilabilir. Buradan p = 0,1,....n —1; g = 0,1,...,p icin lineer ho-
mogen olmayan iist tiggensel bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin
esas kosegeni tizerinde p < n icin (A, — A,,) formunda tekrarlanan farklar karsimiza
c¢ikar. Bu denklem sisteminin katsayilar determinanti, esas kosegen tizerindeki ele-
manlarin ¢arpimi olacagindan, (¢) formiilii dikkate alinirsa bu determinant sifirdan
farkli olur. Dolaysiyla p = 0,1,...,n —1; ¢ = 0,1,...,p icin Agg’s) katsayilar
tek tiirlii ¢oziilebilir. Buradan (4.49) denklem sistemi, (n + 1) tane keyfi (4.48) kat-
sayilarii igerir. O halde bu denklem sisteminin (n + 1) tane lineer bagimsiz ¢oziimii
vardir. Boylelikle (4.31) denkleminin (n + 1) tane lineer bagimsiz ¢oziimii elde edilir

ki bu da ispat1 tamamlar. m

Sonug 4.2 N = 2 durumunda tkinci basamaktan kabul edilebilir diferensiyel denk-

lem
0%u 2
L[u] := (A2 +a1$+b1y‘201) 922 + (2Azy + azz + bay + c2) D0y
0*u 6 8u

=n(B+An-1))u

formunda verilir (Krall ve Sheffer 1967, Suetin 1988).
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4.5 w; (z)ws (y) Formunda Agirlik Fonksiyonuna Gore Ortogonal Poli-

nomlar

Teorem 4.6 {p, ()} ve {q, (y)} polinom aileleri siraswyla (a,b) ve (¢, d) araliginda

wy (z) ve wsy (y) agerlik fonksiyonlarina gore ortogonal olsunlar. Bu durumda

Fok (2,y) = po—i (%) @ (y)

polinom ailesi
W (z,y) = wi (z) ws (y)

agirlik fonksiyonuna gére
R={(z,y):a<x<b , c<y<d}
bolgesinde ortogonaldir.

Ispat. (n, k) # (m,1) icin

[ Fas @) B o) W .3 ddy
R

_ / / Pt (@) i () Pt (2) @ () wn () w2 () dyde

= (S @m0 o) <fq ()0 () v <y>dy>
=0

elde edilir ki bu da ispati1 tamamlar. m
Bu teoremin bazi 6zel durumlarini agagida verelim.

i. Hermite-Hermite polinomlari: W (z,y) = e * ¥ agirhk fonksiyo-
nuna gére R = {(z,y) : —0o <z < 00, —00 <y < oo} bolgesinde ortogonal olan
bu polinomlar

Fog(z,y) = Hyk (0) He(y) , 0<k<n (4.51)

formundadir. (3.25) diferensiyel denkleminden H,,_ (x) ve Hy (y) Hermite polinom-

lar1 sirasiyla

"

H, . (z)—2zH, , (x)+2((n—k)H, ;(z)=0
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ve

Hy, (y) — 2yH, (y) + 2kH,, (y) = 0

diferensiyel denklemlerini saglarlar. Birinci denklem Hy (y)ile, ikinci denklem ise

H,_ (z) ile carpilip terim terim toplanirsa,

B H s @) H )] s U0 Hi ()] = 202 [ 0) i ()

2y (Hos (o) H )+ 20 [Ho (0) Ha ()] = 0

denklemine ulagilir. Buradan (4.51) polinomlarmin, ikinci basamaktan

@ N 9%u ou ou
or?  Oy? ox N

denklemini sagladig: goriiliir. Sonug 4.2 den, bu denklem kabul edilebilir bir denklem

olup, A, = —2n i¢in (n + 1) tane n-yinci dereceden lineer bagimsiz polinom ¢oziime

sahiptir.
ii. Laguerre-Laguerre polinomlari: Bu polinomlar
Fo(,y) = L @) L) (), 0<k<n
formunda olup W (z,y) = 2%y’%e=*~Y agirhk fonksiyonuna gore

R={(z,y):0<z <00, 0<y< oo}

(4.52)

bolgesinde ortogonaldirler. (3.30) diferensiyel denkleminden Lﬁ)k (x) ve L,(f ) (v)

Laguerre polinomlar: sirasiyla

82 « 8 o «
1oL (@) + (Lt a =) o LY (2) + (0 = k) LY, () = 0
ve
0 o 0 - (8)
vaale W)+ 04895 L7 )+ kLY (1) =0

denklemlerini saglarlar. Bu iki denklem sirasiyla Lf) (y) ve Lq(fi)k (z) ile garpilip

taraf tarafa toplanirsa, (4.52) polinomlarinin
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kismi tiirevli denklemini gergekledigi goriiliir. Bu denklem kabul edilebilir bir denk-
lem olup A\, = —n i¢in (n+ 1) tane n-yinci dereceden lineer bagimsiz polinom

¢oziime sahiptir.

iii. Laguerre-Hermite polinomlari: W (z,y) = xae_””_% agirlik fonksiyo-
nuna gore R = {(z,y) : 0 < z < 00, — 00 < y < 0o} bolgesinde ortogonal olan Lagu-
erre-Hermite polinomlar1, F,, ; (z,y) = sz )k( )Hep (y) , 0 <k <n formundadir.
(3.29) ve (3.30) diferensiyel denklemlerinden goriiliir ki, bu polinomlar ikinci basamak-
tan

Py + Uyy + (1 + @ — ) uy — yu, = —nu

kismi tiirevli denklemini saglarlar. Sonug¢ 4.2 den bu denklem kabul edilebilir bir
denklem olup A\, = —n i¢in (n + 1) tane n-yinci dereceden lineer bagimsiz polinom

¢oziime sahiptir.
iv. Jacobi-Jacobi, Hermite, Laguerre polinomlari:

Fop(z,y) = P () B0 (y) s k=0,1,....n

n

Jacobi-Jacobi polinomlar:

0%u ou
2y — v —
1= 55 +-a—(a+F+2)a] 5=
+(1—y )82 +—v—(y+5+2) ]a“ (4.53)
0y? dy
=—(n—k(n—k+a+B8+1)+k(k+~yv+d+1)]u
denklemini saglar. Benzer sekilde
Fop (z,9) = PP (2) Hy (y) ; k=0,1,...,n
Jacobi-Hermite polinomlar: ve
Fop(2.9) = PO @) L () s k=010
Jacobi-Laguerre polinomlar: da sirasiyla
u 0% ou ou
1—2%) — + — —a— 2) x| — — 2y—
1-2%) 55 + 5 +t-a—(a+f+2)a] Yoy
=—[n—k)(n—k+a+p8+1)+2klu (4.54)
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ve

0*u d%u ou ou
@+y8—y2+[6—a—(a+ﬁ+2)x]%+[1+7—y]a—y

=—[n—k)(n—k+a+B+1)+ku (4.55)

(1-2?)

denklemlerini gerceklerler. (4.53),(4.54) ve (4.55) denklemleri kabul edilebilir bir
denklem degildirler. Ciinkii, bu denklemler

Du = M\ pu

formunda olup, n ve k lar degistikge n-yinci dereceden {F, j (z,y)} polinomlarina

karsilik gelen A, sayilar1 da degismektedir.

4.6 wy (z)ws (y(p (m))fl) Formunda Agirlik Fonksiyonuna Goére Ortogonal

Polinomlar

Koornwinder bir degiskenli ortogonal polinomlardan iki degiskenli ortogonal poli-
nomlar tiiretmek icin genel bir metod vermistir (Koornwinder 1975). Oncelikle

bununla ilgili agagidaki genel teoremi verelim.

Teorem 4.7 w; (z), (a,b) aralbiginda, ws (y) ise (¢,d) araliginda bir agurlbik fonksi-

yonu olsun. p(x), (a,b) arabginda ya r (r =0,1,2,...)-yinci dereceden bir polinom

ya da 2r (7“ = %, 1, %, ) -yinci dereceden pozitif bir polinomun kare koki olsun. Eger
p (x) bir polinom degilse bu durumda ¢ = —d olsun ve wsy (y), (—d,d) araliginda

¢ift fonksiyon olsun. k > 0 icin p* (z) (n=0,1,...) polinomlar (a,b) arabgmda
(p () wy (x) agulik fonksiyonuna gore, g, (y) polinomlar: da (c,d) arabigmda

wy (y) agurbik fonksiyonuna gore ortogonal olsunlar. Bu durumda

Fur (5,9) = 1o (2) (0 (@) (%) A k>0

polinom ailes:

R={(z,y): a<z<b, cpx)<y<dp(x)}

bolgesinde

W (@, y) = ws (2) wy <p<yx>)

agurlik fonksiyonuna gére ortogonaldir (Koornwinder 1975).
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Ispat. F,x (x,y) polinomunun agcik ifadesi ortogonallik bagintisinda yerine yazilip,

u= % degisken degistirmesi yapilirsa (n, k) # (m,[) igin

/ / g (2,y) Fons (2 9) W () dady
R
b dp(z)

p(x

- [ [ @@ e
v=a y=cp(z)

a5t ) o (i) v e (5 ) o

elde edilir ki bu da ispati1 tamamlar. m

Bu teoremde 6zel secimler yaparak Jacobi polinomlarinin farkl iki degiskenli analoglarini

agsagida verelim (Koornwinder 1975).

ip(@) = (123", wi (2) = wy (2) = (1= 2%)7, (a,b) = (¢,d) = (=1,1)

ozel secimi

+k+ 5 v+h+3
WP (ay) = PUTHETR) (1-2)" P07 () (456)

n 1—x2

(v>-1,n>k>0, nkeNy)

polinom ailesini verir. Bu polinomlar W (z,y) = (1 — 2% — y?)” agirlik fonksiyonuna

gore birim diskte ortogonaldirler.

Malave, bu polinomlar: eliptik bolgede tanimlamistir.

Qz{(ﬂf,y):ﬁ+y—2<1}

a2 b2~

-
eliptik bolgesinde (1 — z—z — z—z> agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olan bu poli-

nomlar
m/2
ytm+tytm+d) (T x?
Spm (,9) = Pp(fm )<—) (1— ) B (L) (4.57)

(7>_1)p2m207 pameNO)
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formunda verilir (Malave 1979).

ii. p(z) =22, w (2) = 2% (1 — 2)*, we () = (1 —22)", (a,b) = (0,1) ve

(¢,d) = (—1,1) 6zel segimi
R:{($,y): y2<x<1}

bolgesinde
W(ry) = (1—2)" (v —y)"

agirlik fonksiyonuna goére ortogonal olan

polinom ailesini verir.

iii. p(z) = 2, wi(z) = 1—2)"2P, wy(z) = 27(1—2)", (a,b) =
(0,1) ve (¢,d) = (0,1) ozel se¢imi

4szﬁ (z,y) = P(a’]fﬂ“kﬂ) 2z — 1) xkpk(ﬂn) (2 1)

n—

(,B,v>-1,n>k>0, n,keNy)
polinom ailesini verir. Bu polinomlar
Wry)=(1-a)"(x—y)y
agirlik fonksiyonuna gore
R={(z,y): O0<y<z<l1}
tiggensel bolgede ortogonaldirler.

iv. p(z) = 1 durumunda bu teorem bir 6nceki teoreme indirgenir. w; (z) =
(]' - x)a (1 + x)ﬁ )y W2 (.I) = (1 - I)’Y (]— + x)é ) (CL, b) = (_]-7 1) ) (Cv d) = (_17 1) ozel
durumunda

R={(z,y): —1l<zx<l, —1l<y<l}
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bolgesinde
Wiry)=(1-a)*1+2)"(1-y) (1+y)

agirlik fonksiyonuna goére ortogonal olan

a,D,, a, 0
sPEPT () = PP (2) PO (y)

n—

(o, B,7,0 >—=1, n>k>0, nkeNy)

polinom ailesi elde edilir.
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5. COK DEGISKENLi ORTOGONAL POLINOMLAR

Tanim 5.1 Ny negatif olmayan tamsaylarn kiimesi olmak tizere bir multi-index
a = (ai,....,aq) € Ndolsun. a € Ndve x = (21, ..., 1q) i¢in 1, ..., vq degiskenlerinin
bir monomiali

x* = ait..ay
formundadur. Burada o] = (aq + ... + ayg) sayise x* man toplam derecesini gosterir.
n—yinci dereceden homogen polinomlarin uzay:
Pl = span{x*: |a| =n, ac NI}
n = SP : =n, 0
ile derecesi en fazla n olan polinomlarin uzay: ise
% := span{x*: |a| <n, o€ NI}
n /4 . —= 'Y 0

ile gosterilir. 1% wzay, k= 0,1,...,n i¢in P polinom uzaylarinin bir direkt toplamadar.

Bu polinom uzaylarimin boyutu sirasiyla

dim P? = ("Jrs*l) ve dimIl¢ = (":d)

ile verilir (Dunkl ve Xu 2001). d degiskenli polinomlarin uzay tzerinde tanimlanan
bir i¢c carpim

(r9) = [ 1) 9 x)dy (0
Rd
olsun. Burada d,, R? de pozitif Borel élgiistidiir.
Tanmim 5.2 Q C R? olsun. P € 1% polinomu
(P,Q) = /P (xX)Q(x)d,(x)=0 , VQ el |, derQ < derP

Q

kosulunu saglyorsa, P ye (,) i¢c carpymina gore n- yinci dereceden ortogonal polinom
ady verilir.  Yami, P diigiik dereceli biitiin polinomlara ortogonaldir. Fakat, ayni

dereceden polinomlar birbirine ortogonal olmak zorunda degildir.
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n-yinci dereceden ortogonal polinomlarin uzayi
Vi={pPelll: (PQ)=0, YQell!_  }
ile gosterilsin. Bu polinom uzayimin boyutu

dim V! = dim P? = <”+d_ 1)

n

dir.
Tanmim 5.3 {P,} € V¢ polinomlariman bir dizisi

(PyyP3) =0 , a#p ve (Py,P,)=1
kosullarini saghyorsa { Py} polinom dizisi “ortonormaldir” denir.

Uyar1 5.1 V? polinom uzayr bir¢ok farkly baza sahip olabilir. Fakat biitiin bazlar

ortonormal olmak zorunda degildir.

Tamm 5.4 A;; (x) ve B; (x) ler @ C R? de tanaml polinomlar olmak iizere,

d

Ll = ) Aj(x) agi;xj +) B (x) g—; = \u (5.1)

ij=1

formunda ikinci basamaktan kismi diferensiyel denklemini ele alalim. Asagidaki
kosullar saglanacak sekilde
A0, AL Ay

reel saylarinin bir dizisi varsa, (5.1) denklemine “Kabul Edilebilir (Admissible)
Kismi Diferensiyel Denklem” ady verilir.
t. Her bir n i¢cin
L [u] = \u
denklemi; x1, ..., x4 degiskenlerine gore (”“Ls_l) tane n-yinci dereceden lineer bagimsiz

polinom ¢oziimlere sahip olmalidir.

21t. Derecesi n den kiiciik olan polinom c¢oziimlerinin kiimesinde asikar ol-

mayan ¢ozimler yoktur.
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Teorem 5.1 (5.1) denkleminin kabul edilebilir (admissible) kismi diferensiyel denk-

lem olmast i¢in gerek ve yeter kosul,
(DX =0, Ny #X\y (m#n)
(i1) Ay (v) = axiz; + é b?jxk +fij , Bi(x)=gxi+h
(113) Ay =n(g+a(n—1))

egitliklerinin saglanmasidir (Lee vd. 2004).

Simdi de ¢ok degiskenli ortogonal polinomlarin bazi 6rneklerini tanitalim.

5.1 Klasik Ortogonal Polinomlarin Farkli Carpimlar:

Teorem 5.2 {Q,, (z;)} i = 1,2,...,d polinomlari, h; (x;) agurlik fonksiyonuna gore

(ai, b;) arahiginda ortonormal polinomlar olsunlar. Yani

b;

[ 1) @ () Q@ (03 s = 61, (5.2

aq

kosulunu saglasinlar. Bu durumda
Qo= {(x1, o 2a) - @ <w <b , 1=1,2,...d}

ve

h (X) = h1 (Il) hg (Q]g) cee hd (l’d)

olmak tizere
fn (X) = fnl ~~~~~ ng <X> = in (Il) T Qnd ($d>

polinomlar: Q2 bolgesinde h (x) agirlik fonksiyonuna gére ortonormal bir sistem teskil
eder. Burada n = (nq,...,ng) olmak iizere |n| = ny + -+ + ng, polinomun toplam

derecesini gosterir (Lyskova 1991, Dunkl ve Xu 2001).

Ispat. (5.2) kosulu kullanilirsa,
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b
_ / B (21) Qo (1) Qumy (1) s - - / ha (20) Quy (24) Qo () da
S "
1, (n1,...,ng) = (M, ..., my)

0 y (77,1, ceey nd) 7£ (7’TL17 ...,md)
elde edilir ki bu da ispati tamamlar. m

Simdi de bu teoremin ¢nemli baz 6rneklerini gorelim.

Foromg (%) = Hu (x) = Hy, (1) - - Hp, (2a) (5.3)

cok degiskenli Hermite polinomlari
Q:={(r1,..,mq): —c0<m; <00, i=1,2...,d}

bolgesinde

h(x):exp(—xf—n-—xz)

agirlik fonksiyonuna gore ortogonal bir sistem tegkil eder. Bu polinomlar

d d
0*u ou
— -2 z,— = —2nu
dx? Z T Ox;

=171 =1
denklemini gerceklerler. Yine bu denklem Teorem 5.1 in kogullarini gergeklediginden
kabul edilebilir bir denklem olup \,, = —2n icin (“+Z_1) tane n-yinci dereceden lineer

bagimsiz polinom ¢6ziime sahiptir.

ii.

Farong (%) = L1090 (x) = LY (1) -+ LI ()

ni ng



cok degiskenli Laguerre polinomlari
Q:={(r1,..,zq): 0<z; <00, i=1,2,...,d}
bolgesinde
h(x)=aft---age @ tea o ;> 1,i=1,2,....d

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldirler. Bu polinomlar

d d
0?u ou
Zazj@—Z(azj—aj—l)a—%:—nu
j=1 J Jj=1
denklemini gercekler. Bu denklem Teorem 5.1 in kogullarini gergeklediginden kabul

n+d—1

. ) tane n-yinci dereceden lineer bagim-

edilebilir bir denklem olup A\, = —n igin (
siz polinom c¢oziime sahiptir.
iii.
Fonsena (%) = O (x) = Ot () -+~ Oyt (wa) (5.4)

ng
¢ok degigkenli Gegenbauer polinomlar:
Q:={(r1,...,2q): —1<z; <1, i=1,2,...,d}
bolgesinde
l/1—l l/d—l 1
hix)=(1—af)" 2 (1=23)" 2% 5 v > —5i=12...d

agirlik fonksiyonuna gore ortogonal bir sistem olustururlar.

iv.

Fasang (%) = PR difieB) (x) = P () - - Botdd) (ag)

cok degiskenli Jacobi polinomlar
Q={(x1,.0,mq) s —1<z; <1, i=1,2,...,d}
bolgesinde
h(x)=(1—z)™ (14+z) (1 —2)™ QA +20)" ; o, 8,>-1,i=1,2,...,d

agirlik fonksiyonuna goére ortogonaldirler.
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Uyar: 5.2 (iii) ve (iv) de verilen ¢ok degiskenli Gegenbauer polinomlary ve Jacobi
polinomlarimin sagladige denklemler kabul edilebilir diferensiyel denklemler degildirler.
Clinkii, n—yinci dereceden her bir polinoma karsilik gelen N\, Ozdegeri farkhdar.
,,,,, ny (X) polinomunun ¢arpanlarindan en az birinin Jacobi polinomu ol-

ny (X) polinomlarnan sagladige denklem, kabul edilebilir bir

.....

diferensiyel denklem olamaz.

5.2 n-Boyutlu Kiirede Ortogonal Polinomlar

= {xeR?: |x|| <1} birim kiiresinde

1 1

W) = (1- %)% a3

agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olan polinomlarin uzay1 V¢ olsun. Burada ||x|| =

(xf+ -+ 33(21)1/ ? Oklid normunu gosterir. Bu polinomlar
d d
o 8 oP
— — — 2u—1)P i— | =- d 2u—1)P

denklemini saglarlar. Bu denklem (5.1) formunda kabul edilebilir bir kismi tiirevli
denklem olup A\, = — (n +d) (n + 21 — 1) igin (”*d ") tane n-yinci dereceden lineer
bagimsiz polinom ¢oziime sahiptir. W, agirhik fonksiyonuna gore ortogonal olan
V4 polinom uzaymn birgok farkli bazi vardir. Bu bazlarm hepsi bu kismi tiirevli

denklemi saglarlar. Bu bazlardan bir tanesi agagidaki gibidir.

x = (21, ...,24) € R ve a = (ay, ..., ag) olmak fizere

Xg = 0, X; = (I‘l, ,xj) 3 1 S] S d (55)

aj = (aja"w@d) ) 1§]§d

by . ) .
olarak tamimlansin. C3) (), ortonormal Gegenbauer polinomlarini gostersin. a €
N¢ igin

d x
. , .
P,( 1 —|Ix; 1|| C’ M| —=—=
J— a; 3
j=1 1 — [l

%)



polinomlar1 W, agirhk fonksiyonuna gére B¢ birim kiiresinde ortonormaldirler. Bu-

rada \; = p + [ad*!| + 4L ve

1/2
d : d—j+2
o { gt (oo 252 |
{(u+d+1)|aj | 2 o

ile verilir (Dunkl ve Xu 2001).

5.3 Simplekste Ortogonal Polinomlar

x € R? igin |x| ;== 1 + -+ + 24 olsun.
={xeR": z,>0,..., 2>0, 1 —|z[ >0}
K 7l K, K —= v .
simpleksinde W, (x) = z;" ?---a," : (1 —|a])+ : , k; > —32 agirhk fonksiyo-

nuna gore ortogonal olan polinomlarin uzayr V¢ olsun. Bu uzaymn elemanlar

d
;xi(l—x —2 Z ”Ja:c,ax]

1<i<j<d

d
OP
+izl((ﬁi+%)—(|/€|+d%1)xi)8xl:—n{n+|ﬁ\+ }P

kismi tiirevli denklemini saglarlar. Bu denklem (5.1) formunda olup

d—1
An ——n{n+|/<a|+T}

i¢in ("J“z_l) tane n-yinci dereceden lineer bagimsiz polinom ¢oziime sahiptir. Burada
|| = K1 + -+ + Kap1 dir. W, (x) agirhik fonksiyonuna gore ortogonal olan V? nin

birgok farkli bazi vardir. Bu bazlardan bir tanesi agagidaki gibidir.

x; ve af, (5.5) deki gibi tammlansin. x = (k1,. .., kar1) olmak tizere

I{j:(ﬁjw"a’%d-‘rl) ) 1§]§d+1

ozj7

olsun. P, ( ), Jacobi polinomlarim gostersin. Bu durumda, V¢ uzaymn orto-

normal bir bazi

d 2|o¢j+1‘
P, ( -1 H 1- |XJ| Plai:b;) _ 2 1
: 1— x4 I 1 — [xj1]

7j=1
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d—j—1

J = — 1
2 >bj—/€j ve

formundadir. Burada, a; = 2 |aj+1| + ’Kj+1‘ + L

1/2

(|“| + %)Ial

he =

d .
j];[l (2]0+| + |w7] + d—JTJr?)Qaj

olarak verilir (Dunkl ve Xu 2001).
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6. COK DEGISKENLi LAGRANGE POLINOMLARI iLE JACOBI
POLINOMLARI ARASINDAKI ILISKILER

Iki degiskenli gﬁfﬂ ) (x,y) Lagrange polinomlar

1 Zgaﬁ)

(1—a2t)* (1 —yt)°
(06,5 €C 5 [t| <min{|=7",lyI™})

dogurucu fonksiyon bagmtis1 yardimiyla tanimlanmaktadir (Erdélyi vd. 1955). Ja-
cobi polinomlar ile iki degiskenli Lagrange polinomlar: arasinda asagidaki formda

bir bagint1 gergeklenir (Chan vd. 2001):

P (ZEL) - gy g0 () (61)
T —y
Bu esitlikte « — —a—n, f§ — —f — n alimirsa
P (E) — (g =) e () (6:2)

saglanir.

Lagrange polinomlariin ¢ok degiskenli bir analogu

H {(1—zt)™™} Zg(al """ ) (&, .., ) 1 (6.3)
i=1
(al,...,are(c ;| <min{|x1|_1,...,]azr|_1})

dogurucu fonksiyon bagintisi ile tanimlanir (Chan vd. 2001). Bu polinomlar Chan-
Chyan-Srivastava polinomlar: olarak da adlandirihirlar. (6.1) bagmtisina benzer
olarak c¢ok degiskenli Lagrange polinomlar: ile Jacobi polinomlar1 arasinda asagi-

daki formda bir baginti gerceklenir.

Teorem 6.1 (Cok degiskenli Lagrange polinomlar: ile Jacobi polinomlar: arasinda

- > H2 (;O‘) (=)™ & (g — x,)"

ni+...4nr—_1=n i=1

XP( Olr_nr—h_a'r—l_nr—l) (

Npr—1

Ty + Tp1
Ty — Tp-1
esitligi saglanir (Altin vd. 2009).
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Ispat. (6.3) dogurucu fonksiyonundan cok degiskenli Lagrange polinomlar: acik

formda
(1,-.1r) oy
R D DI GV M R (6.5)

ki+-+kr=n

olarak yazilir (Chan vd. 2001). (77) = (=1)" 22 (), ozelligi kullanilarak (6.5) esitligi

m!
(a1,emes00r) o —Q —Q kbt ko
gn 1 ([L‘l,...,x»,«) = Z ( kl ) ( kr > ( 1) [L’ll o
kit tke=
n kr 2 o o N
Sy () (e )G e

k1=0 k2=0 r—1=0 (n - kl kr—Q - kr—l kr—l

XJ}? k1 kl k2, xfrfl

seklinde yazlabilir. Bu esitligin sag tarafi (z,_; — x,)" "2 ile carpilip boliiniirse

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

a?!
g ’(xu-- zr)
n
S S () (e
n—Fk ky_3 —k,_
k1 =0 ko =0 ky_0=0 1 r—3 r—2
kr—3—kr— ky—
xx? k1 k;1 k2"'$T:23 TQ(xr_l_xr)TQ

kr_o kr_1 kr—o—kr_1
Ky 1=0 krfl kr72 - krfl Ty —Tr1 Ty —Tr1

bulunur. Burada Jacobi polinomlarmin (3.7) ile verilen agik ifadesi gtzoniinde bu-

lundurulursa

- Yy Z n‘_O‘}lﬁ)...(k —as )(_wm

_a—k._
k1=0ka=0  kp_o=0 T3 7 =2
n—k k k kr—3—kr_2 kr_o
Xy ey T e, T (g — @)
(*Oér*kr—nyaT—I*k'r—Q) Ty + Tr—1

x Py \ _—
-
Ty — Typ—1

- ¥ H( ) O =

ni+-+ny_1=n i=1

s Pl-tr=ns1~apa-ny ) ((TrF Tro1
et Tr — Tr—1

elde edilir ki bu da istenilendir. m
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7. IKi DEGISKENLI ORTOGONAL POLINOMLARIN BiR AILESi
VE BAZI OZELLIKLERI

Bu boliimde, (4.57) ile verilen iki degigkenli ortogonal polinomlar ile genellegtirilmis
Gegenbauer polinomlarindan yararlanarak iki degigskenli polinomlarin bir ailesini

tanimlayacagiz ve baz ozelliklerini verecegiz.

7.1 1Iki Degiskenli Ortogonal Polinomlarin Bir Ailesi

~v>—1,u>0, a,b € R" olmak tizere,n > k >0, n,k € Ny i¢in asagidaki formda

Jacobi polinomlarinin iki degigkenli farkh bir analogunu ele alalim (Aktag vd. 2011):

7 2kt 1) (222 22\ " 7
PUA () = P <—‘1) (1‘9 B Gas)
2

a

k
(1) (v+2k+dp+d) (227 S N
Pszmk (x,y)=aP, , > °? T 1 1-— = Py b\/f—? . (7.2

x ve y degigskenlerine gore bu polinomlarin toplam derecesi sirasiyla 2n ve 2n + 1
dir. y degiskenine gore dereceleri ise 2k dir. (7.1) ve (7.2) ile verilen polinomlarin

ilk birkag tanesi agsagidaki formda yazilabilir:

P (2,y) = 1
PO (z,y) = x
, v+ pu+2 2u+1
PQ(})#)(QJ,:(/):< . )xz_( )
a 2
(7,1) (2, v+ (v+2) 5, (Y +2)
, v+ p+3 2u+3
PB(:Z)#)<$>Z/>:< ) )I3—( ).l’
a 2
(7,1) (v +2) s v+ (v +2) . (Y +2)
P3,2 ($, y) Aa2 x° + 1b2 TYy" — T.CE

3 4 3) (2 + 3
Pﬁo’”(x,y):(”*“* 2)(47+u+ )m4_(’y+u+2 )2(u+ ) 2
’ a CL

1
+§(u2 + 241+ 3).
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Teorem 7.1 Yukarida tanvmlanan polinomlar genellestirilmis Gegenbauer polinom-

lar yardimwyla asagidaks sekilde gosterilebilirler:

El <u+l)n— +2k+17 X $2 K )
Pégglz (x,y) - (~/+2k+2u+1)};7k Cé’(ynfk) & (E) <1 o ?) PZ(IZ ” 1y 22 | (7-3)

(7.1) o a(ets), (v 2kt 1) (2 2\* pr)
P2Zf1,2k (33’3/) = (7+2k+;+1):i_;+102'(Yn—k)+1u (5) (1 B ?) Pm?” £ = | - (7-4)

Ispat. (7.1) ve (7.2) polinomlarinda sirasiyla (3.16) ve ( 3.17) esitlikleri dikkate
alinirsa (7.3) ve (7.4) elde edilir. m

Teorem 7.2 (7.1) ve (7.2) ile tanwmlanan Jacobi polinomlarinin iki degiskenli

analoglar:

2 2
Q—{(w,y) i —l—?;—?Sl}

eliptik bolgesinde

2 2\ 7
2 x Yy
w(z,y;7, 1) = |z|™ (1—?—;2)

agurhik fonksiyonuna gore ortogonaldirler. Bu polinomlarin normlar:

ba? 122 (T (v + 2k + 1))°T (v +n + k + 3)
(n =k CE)! (v +p+2n+1) (27 + 4k + 1)

I'(p+n—k+1) }1/2
)

[P )| = {

X
F'(y+p+n+k+1)I(2y+2k+1
ve

bat 322+ (T (v + 2k + 1))’ T (v + n+ k + 3)
(n— k) (2k)! (v + p+ 2n+2) (27 + 4k + 1)

1/2
y F(,u—kn—k:—k%) /
Fv+p+n+k+2)I'(2y+2k+1)

|rtttaten] -

bagintilar:y ile veriir.
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Ispat. (7.1) esitliginden

// Py () PSU (2, y) w (2, vy, 1) dady

Q
yH2+t -1y (227 7 9 22 y2\”

1, 1 1,1 1
_ /P(”ZZ’”Q’“ :) (20 — 1) P(”f”z’“ :) (20 = 1) (1= )" 72 |2 gy
1

yazilabilir. (3.6) ve (3.18) ortogonallik bagintilarindan dolay:

// Py (2,y) P (2,y) w (2, vy, ) dady

ba? 120 (T (v + 2k + 1))°T (y+n+ k + 3)
(kN (Y +pt2nt )2y + 4k DT (7 +ptntkt1)

IF'(p+n—Fk+3)

X NCIESTESY OnmOki

gergeklenir. Benzer gekilde (7.2) egitligi kullanilip (3.6) ve (3.19) ortogonallik bagin-

tilarindan yararlanilirsa

// 22451) 2% (z,9) Pz(,li)l 2l (z,y) w (x,y;7, 1) drdy

bat 322+ (T (v + 2k + 1))’ T (v + n+ k + 3)
(m—k)CEN(y+p+2n+2) 2y +4k+ )T (v +p+n+k+2)

XF(,u+n—k—|— 3)
I'(2y+2k+1)

5nm5kl
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elde edilir. Diger taraftan, (7.1) ve (7.2) esitliklerinden

[ P ) Pt ) i) dady

Q
42kt -2 22 22 ket ,
[ ) (- 2) e ()
by/1—2
Q

1,41 !
XP(7+2I+27M+2) <E 1) Pz(l%v) ( y x2> a:|:c|2” (1 — % — %2) dzdy

m—I a2
b lfa—2

1
1,1 1,1
- /p,gjﬁ’”z’” ) (202 — 1) plrtaancy) (202 — 1) (1 — o) [ dy

m—I

-1
1

x a?*t2p /Pz(;’v) (u) Pz(gm) (u) (1 —u?)" du
-1
yazilabilir ki, burada birinci integralin i¢indeki fonksiyon tek fonksiyon olup Lemma

2.4 (ii) den dolay1
/ / Pyvs) (a,y) Pt o (wy)w (@, 53y, ) dady = 0
Q

saglanir. m

Iki degiskenli g,(f"ﬁ ) (x,y) Lagrange polinomlar1 ve Jacobi polinomlar1 arasida (6.1)

ile verilen

—a—n,—p—n $+y -n «
P (28] — (- a7 g (o)

esitligi saglanir. Bu esitlik yardimiyla PQ(;fg,z (x,y) ve P;Zfi% (z,y) polinomlar: ile

Lagrange polinomlar1 arasinda agagidaki formda bagintilar elde edilebilir.

Teorem 7.3 PQ(Z’Q‘,z (x,y) ve P;Zfl)% (z,y) polinomlar: ile Lagrange polinomlar: arasinda

CL2 T

y 2 y 2

w gl 2 m1=2k) ptyl- sVl
)

2w 2\/1—*25 2\/1—%

(7:1) n—k n—k _2k—2n 22" (—y—n—h=g—p—ntk+3) z%—a?
PO wy) = (e het (1= D) gl (. 252)

ve
(1) k k+1 2k—2 x? b (—A/—n—k_l —u—n-i-k—l) 5 o
7 = [ —en 2’ 2 z?—qa
Py ok (z,y) = (-1)" "z a 1- 2 &n_k <.CL', )

X
F 2 2
(—y—2k,—y—2k) ( tHy/1-5 %w;%)

e N
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egitliklert gerceklenir.

2
ispat. (6.1) esitliginde y yerine = — a—, « yerine — (7 +n+ 2k + %) ve [ yerine
x
—n—pu+ % alinirsa

P£7+2k+2u—5) (23: B 1) _ (=)™ 2™ (—y-n—2k-%-n—pt}) <x, 552_@2)

n
a2 a2n

elde edilir. Burada n yerine n — k alinirsa

n—k n—
Pn(j-’:2k+%,u—%) (2_3:2 _ 1) (—1)" 2" (cymn—k—d—ntk—ptd) (x, 2 _a2>

= R Bk

olur. Benzer islemler yapildiginda

Pz(zm)( y ) (=y—2k,—y—2k) (_i’ﬂ/l—zg _?Z—\/l—;”g)

g
)

esitligi bulunur. Bu son iki egitlikten Pz(l’% (z,y) polinomlari

Cu-m 1
PUtl (o) = (=) Far e <1 a2> Ty riAr) () )

¢ o1~ 2h == 2k) _%ﬂ/@ _%_@
ng 2\/172% y 2\/172%

formunda yazilir. Benzer sekilde, (6.1) esitliginden P2Z fl) o (2, y) polinomlar: icin

de istenilen bagint1 elde edilir. m

7.2 Rekiirans Bagintilar:

Jacobi polinomlari (3.9) ile verilen agagidaki iig terimli rekiirans bagintisini gergekler.

2n (o + B +n) (a+ B+ 2n —2) P9 (1)
= [ = +ala+B+2m)(a+B+2n-2)](a+B+2n—1) P (2)
~2(a+n—1)(B+n—1)(a+p+2n) P (z).
Bu rekiirans bagintisindan yararlanilarak PZ(Z% (x,y) ve PQ(;: +M1) o (2, y) polinomlar:

icin agagidaki rekiirans bagintilar1 da verilebilir.
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Teorem 7.4 PQ(Z’;Z (x,y) ve P;Zf:l)% (x,y) polinomlary sirasiyla

2(n—k) (Y +p+k+n) (y+p+2n—2) P8 (w,y) = [(v+ p+2k) (v — p+ 2k + 1)
+ (%— )(7+u+2n)(7+ﬂ+2n—2)] (v+p+2n—1) P o (2,y)

a2

—2(y+n+k—1) (n—k+p—2) (y+p+2n) PO o (2,7)

ve

2(n— k) (y+p+k+n+1)(y+pt2n—1) PO, (2,y)
==2(y+n+k—3) (n—k+p—3) (v+p+2n+1) PO, (2,y)

222
+[(7+u+2k+1)(7—,u+2k:)+<—— )(7+u+2n+1)(7+u+2n—1)

a2

X (v + p+2n) POM ) (2,)

tli¢ terimli rekiirans bagintilarine gercekler.

Ispat. (3.9) esitliginde n — n—k, o — y+2k+ %, B — pu— %, xr — 2(1%2 — 1 alimirsa

+2k+%’ _% T
z(n—k)(7+u+k+n)(7+u+2n—2)P(”k g )<ﬁ—1)

n—

+{(7+u+2k)(7—u+2k+1)+(2a%2— )(V—i-,u+2n)(7—|—,u+2n—2)}

1,1
< (7 + 2 — 1) PR <% - 1)

a2

—aZ

2
gozoniinde tutulursa ilk rekiirans bagintisi elde edilir. Benzer iglemler tekrarlanarak

k
elde edilir. Esitligin her iki yam (1 — —) PO (—b y ) ile carpilip (7.1) esitligi
ikinci rekiirans bagintisi da kolaylikla bulunur. m
Teorem 7.5 P;Z’g,z (x,y) ve PQ(ZJ’:l)% (x,y) polinomlary igin

(v ptn+k+1) PO, (vy) = (y+p+2n+ D) aPYh (z,y)

- (7 +n+k+ %) PQ(Z—Hl)Qk: (z,9)
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ve

@ (n—k+1) Py (2,y) = a(y+p+20+2) P, (2,9)

ﬂfW+n—k+53$£®w)

rekiirans bagintilary saglanar.

Ispat. Genellestirilmis Gegenbauer polinomlar1 (3.21) ile verilen

2(y+p+2n) 2y+2n—1
C(%u) _ C(%u) _ (v>12)

rekiirans bagintisim gergekler. Bu bagintida n yerine n — k, v yerine v + 2k + 1 ve

2
T
1-=

2\" ; +2k+1, T
<1 N a_2> Pz(Z K <b 1y_12) Cglz—%ﬂ g (a)
a2
k
_  _2(ytpt2ntl) a2 () (y+2k+1,m) (T
= (2;:%27172“1)# (1 - a_2) Py <b\/1y_7§) Con—2k (5)

k
_ @y#2n42k41) (1 22" p(r) y 2kt (1
(2p+2n—2k+1) a? 2k b /122 2n—2k—1 a
a2

k
 yerine £ almp esitligin her iki yam(l - %;) PQ(Z’A’) (%) ile carpilirsa

bulunur. (7.3) ve (7.4) esitlikleri gozoniinde tutulursa

(v ptn+k+1) PO, (ry) = (y+p+2n+ ) aPYh (z,y)

- (v—i—n—l—k‘—i— %) Pz(rzf1)2k (z,y)

elde edilir. Ikinci rekiirans bagintisini elde etmek icin de benzer islemleri uygulamak

yeterlidir. m
7.3 Integral Goésterimler

P (z) Jacobi polinomlar: i¢in bir integral gosterim

1 i 1
pep) = /ﬁwm—@m ~(1—a)t)dt :
() TlatBintl) e Ly (5 (1-2) (7.5)
0

(a+p8 > =1 ; neNy)
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ya da

(@8) (1) — 1 N (L
POA () = F(a+6+n+1)/<logt> i (50 :v)log d(7.6)

0
(a+p>-1 , neNy)

formunda verilmektedir (Feldheim 1941). Burada L (z), n—yinci dereceden La-
guerre polinomlaridir. (7.5) formiiliiniin bir sonucu olarak agagidaki teoremi vere-

biliriz.

1

Teorem 7.6 v > —5 ve v+ u > —1 olmak fizere PQ(Z’;% (x,y) ve P;Zfl) o (T, 7Y)

polinomlar:y i¢in birer integral gosterim

F'(v+p+n+k+1)I(2y+2k+1)

('Y+2k+%) _‘r_Q (s ys
XL, t(1 pe L, 5 Qb\/@ dtds,

k
<1 _ 9;_2) [eele’e]
Pz(z 512 (z,y) = //t7+u+n+k §2v 2k —t—s
00

ve

k
) x(l_a_2> Fputntk+l 2y+2k , —t
PVN — g ! o
on 12k (T:9) F(7+u+n+k‘+2)r(2W+2k’+1)// ’ ’

(7+2k+l) xz ) S s
<L, (t(1-5) ) L4 5—%@ dtds

formunda verilir.

Teorem 7.7 f\%) (0,0) ve Q(x,y;0, ) siraswyla

fé?;f) (9’ ¢) _ {(n—m)¢i+(a—6)9i} cos™*m ¢COSa+’8 9’
cos 0 ; (O—&Vi
Q(z,y:0,0) = w [906(6 i ye @ ¢)}

egitlikleri ile verilsinler. y+p > —1, v > —1 olmak tizere, PQ(Z’S,Z (x,y) ve PZ(ZJ’:B% (z,y)
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polinomlar:
P(’Y ®)
2n,2k (z,y)

QXIS (y e+ ke 4+ 3) D (y + 2k + 1)
7r2F(27+n+3k+§) 2y +2k+ )T (y+p+n+k+1)

JJT T G5) ()™ ) 0

0 —7m/2—7/2

K [(Z¥2+3) (Q { <1 - z—z) log (1/5) % (1 . F) log (1/t):6 }) dodfdtds

ve
P(’Y H)
2n+1,2k (x y)

QXIS (y e+ ke + 3) T (y + 2k + 1)
7r2F(27+n+3k+§) 2y +2k+ )T (v +p+n+k+2)

1 7/2 w/2

/ / / / (1‘—) (log ) (log ) A 0.0

0 —7m/2—7/2

XLSLT;%J@) (Q { <1 - Z—z> log (1/s) ,% (1 — bﬁ) log (1/t) 6, (;5}) dodOdtds

integral gosterimlerine sahiptir.

Ispat. ki Laguerre polinomunun carpimi icin bir integral gosterim

0tBtmAnD (o 4 p+ DT (B +m + 1)
2l (a+pf+m+n+1)
w/2 w2
<[] 550 0.0 L) @{a b)) dods (1.7

—7/2—7/2
(a+p8 > =1 ; m, neNy)

Ly () L) (y) =

ile tamimlanir (Carlitz 1962). Bu bagintida

1 2
n—>n—k:,oz—>7—|—2k;+§,x—> (1——)10g(1/s)
a?

almip, esitligin her iki yam (log (1/5))""***" ile carpilarak (0,1) arahgmda s ye

gore integrallenirse, (7.6) integral gosteriminden dolay:
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Qv+B+ntktmE 3 (’y—l—n—l-k—l-%)r(ﬁ—i-m—i-l)
L (y+pu+n+k+ )T (y+B8+n+k+m+3)
1 7/2 w/2

// / (log (1/s))7Hthtn féii:%ﬂ) 0. 6)

0 —7/2—7/2

A (Q { (1 . Z—2> log (1/5) ,v; 6, ¢}) dedods — (7.9)

saglanir. Bu son egitlikte

1
m— 2t p =y = (1= 7 e 1)

almir ve esitligin her iki yam (log (1/¢))*"* ile carpilip (0,1) arahgmda ¢ ye gore

integrallenirse, ve de (7.6) integral gosteriminden yararlanilirsa

+2k;+l,,u—l) 222 (v:7)
plUtFtan=2) (20 ) plo) (.
n—=k ( a2 2k b /1_2%

QN EID (y b+ k4 3) T (v + 2k + 1)
7T2F(2fy+n+3k+§)F(2’y+2k+1)F(’y+u+n+k+1)
1 w/2 w/2

/ / [ (e ) (10e ) ) 0.0

0 —7/2—7/2

2 2 ? 1
qugi;%ﬂ) (Q { (1 _ %) log (1/s), 5 (1 - 1?/12) log (1/t) ;9,¢}> dodfdtds

a2

elde edilir. (7.1) esitliginin dikkate alinmasiyla da, PQTZ g,z (x,y) polinomlar igin is-

tenilen integral gosterim bulunmug olur. Benzer islemler uygulanarak P2(g fl) o (T, )

polinomlari icin de istenilen integral gosterim kolaylikla elde edilir. m

Teorem 7.8 f(aﬁ (0, ¢) fonksiyonu Teorem 7.7 deki gibi tansmlansin. v > —% ve

v+ p > —1 olmak tizere Pég’g’,ﬁ (x,y) ve P2(Zf1)2k (x,y) polinomlary i¢in birer integral
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gosterim

Py (2, y)

k 1
(1 - %) 222l (y+n+k+3)T (v + 2k + 1)
72 (n+ k)T (27 + 2k + 2)

w/2 /2
2k
/ / n722k+27 0,0) Fi[-n—k,y+p+n+k+1,2y+2k+1;
—7/2—m/2
3 22\ cosf 1 cos ,
2y +2k+ =5 (1 - = =i (= ¥ ~0=9dgdg
Yer 2’( a2> cos "\2 w12 cos ldg

ve
P(’Y )
2n41,2k (z,y)

k
T (1 _ i_z) 22’Y+3k+n+%1—‘ ('y+n+k+%>r(7+2k+1)
w2 (n+ k)T (27+2k+ %)

w/2 /2
2%
/ /fn 22:” 0,0) Fi[-n—k,y+p+n+k+2,2y+2k+ 1,
—m/2—7/2
3 22\ cosf 1 cos ,
2 2k+— 11— — el0=9)i [ Z _ y —(0=9)1) 10
vt +2’( a2> COS(b "\2 w1z COSgbe Jd¢
esitliklert ile verilir.
Ispat. Teorem 7.7 nin ispatindaki (7.9) esitligi
y+2k+dpu-1) (222
Pi_k ) (? - 1) LY (y)
T (y+B+2k+3) (m+n—Fk)
w/2 /2
2k 3
/ / fnﬂ;m”L 5) (0, 9) P {—m—n+k,’y+u—|—n+k+1;fy+ﬁ+2k+5;
—7/2—7/2
2
T cos@e(gﬂz))i,ycos@ef(gfw dd
a? ) cos ¢ cos ¢
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olarak yazlabilir (Singhal 1974). Burada ®;, iki degiskenli Humbert Konfluent
hipergeometrik fonksiyonu olup

OoOérJrsﬁaj
Z() (B), 2" y*

SR o lz| <1

4 o, By s,y =

r,s=0
esitligi ile tanmimlamir (Erdélyi vd. 1953). Bu son integral gosterimde m — 2k,
B— y—3 (1 — b\/ly_?) log (1/t) almur ve esitligin her iki yam (log (1/t))*%*

ile carpilarak (0, 1) araliginda ¢ ye gore integrallenirse, ve de (7.6) integral gosterimi

kullanilirsa

y2k+ L 1) (222 y
P( X 2 2) ( _ 1) P(V’Y) .

2
T
1-=

92y+n+3k+ 1T (’y +n+k+ %) ['(y+2k+1)
2T (27 + 2k + %) (n+k)!

w/2 7/2
k
/ / nvfmf” 0,0) Fi[-n —k,y+p+n+k+1,2y+2k+1;
—7/2—m/2
3 z? 0089 1 cos 0
2y + 2k 1-= o=y (= e~ =) dgdh
VAT < a2> cosqb ’(2 21;\/1—) ldo

esitligine ulagilir. Burada 2y > —1 ve v 4+ p > —1 dir. (7.1) esitliginin dikkate alin-

©) P(v )

masiyla da PQ(Z”% (z,y) polinomlari igin integral gosterim elde edilmis olur. P, 1], (7, y)

polinomlari i¢in de benzer iglemler uygulanirsa diger integral gosterim bulunur. =
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8. COK DEGISKENLi HERMITE VE GEGENBAUER POLINOM-
LARININ YENI BAZI OZELLIKLERIi

H,, (x) Hermite polinomlarmm ¢ok degiskenli bir analogu (5.3) ile verilen
Hy (x) = Hpy, o, (21,0, 20) = Hyy (21) -+ - Hy, (20)

polinomlaridir. Buradax = (21, ...,z,),n = (ny,...,n,.), |n| = ny+--+n,; ny,...,n, €

Ny dir (Dunkl ve Xu 2001).

Teorem 5.2 den dolay1 H,, (x) Hermite polinomlar i¢in ortogonallik teoremi agagi-
daki gibi verilir.
Teorem 8.1 H,, (x) Hermite polinomlar:

Q={(z1,..,x,): —co<x;<00; i=12,.,1}

bolgesinde

W ($1, cery J’T) = W1 (gpl) Cee Wy (er) — 6_(1%4_"""%2")

agurlik fonksiyonuna gére ortogonaldir (Lyskova 1991, Dunkl ve Xu 2001).

Ispat. H, () Hermite polinomlarimin ortogonallik 6zelligi kullanihirsa,

/w (1, .y ) Hy (X) Hy (x) dx
Q

— /Hnl (xl) Hml (561) eiﬂfidajl Ce /Hnr <$r> HmT (IT) eﬂ”%d%

r

= a2 T]2"ni6mm,

i=1
(mi7ni EI\IO ) 1= 1,2,...,T)

elde edilir. Burada dx = dz;---dz, dir. =

8.1 Cok Degiskenli Hermite Polinomlar1 icin Baz1 Limit Bagintilar:

Bu kisimda, Hermite polinomlar ile, bilinen diger bazi polinomlar arasinda cesitli

limit bagintilar1 elde edilecektir.
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Teorem 8.2 H, (z) klasik Hermite polinomlar ile genisletilmis Jacobi polinomlars,
ki degiskenli Lagrange polinomlar:, ve ¢ok degiskenli Lagrange polinomlary arasinda

asagqidaki limait bagintilary saglanar.

(1) Hu(z) = nt{c(a—-0)} "

-3 v—3.v—3% a(x—+\/v T—+/V
i (D (o2 i) |

.. -n 1. v 5 V)n —V—n—&-%,—u—n—i—% x2—x\/v
(i) Hy(a) = n! (~20)"" timn {2230 (o220 b,

ees . (C‘fl ~~~~~ C“r72:_l’_nr71+%7_V_nr71+%) CEZ—:ET\/;
(iit) thgo {gn L1y ey Tre2y T 755 Tr

T {1:[ (_Tzi)(_l)nix?i} (—Zxr)”’“‘lmér—iilm.

ni+-+np—_1=n \ i=1

Ispat. (i) (3.13) ve (3.27) esitliklerinden,

— 1

H,(z) = n!lm { 3?;17135”2’”5) (x/\/;)}

v—00 (V+§
= im JBens plrams) (L aemyD) bavi) g
_= B (l/-‘r%)n n 2\/; 2\/; b ]

xn!{c(a —b)} "

elde edilir.

(ii) (6.2) esitliginde a = — v — 3, y — xi:}f alinirsa

plr=iw-i) <%) _ (_fi\/\/;;) " ggfufnqL%,fufnJr%) (x i;%;)

v2 () .
% jle carpilip v — oo icin limit alinirsa

(v+3),

b et ()

r v2 (2v), ( 21\/v )" (—v—n+i,—v—n+i) ( ? — x\/;)
= lim - n R
e, ) o v

elde edilir. Bu esitligin her iki yam
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yazilabilir. Burada

i (-71) =

oldugu gozoniinde bulundurulur ve (3.27) limit bagmtisindan yararlanilirsa

Ho(@) = nl lim {”(72;?;)”35”5’”%) (x/ﬁ)}

V—00 vra ),
_n —v—n+i —v—ntl 22 —x\/v
= e i T ()

elde edilir.

(iii) (6.4) esitliginde x,_; — ﬂ—’"\‘ﬁﬁ, Qp = Qp_1 — —V — Nyp_1 + % aliirsa

(@1ymms0tr2,—v—nr_1+3,—v—nr_1+1}) T
gn L1y ooy Tp—2,s eV y L

<L E AIEC e (G A ()

ni+...4nr—_1=n =1

@)1 16 carpilip v — oo i¢in limit alinir

bulunur. Esitligin her iki yan1 v~"r-1/2 (i)
VT3

Np—1

2 Nr—1
lim <— Ty ) = (—2z,)" !

v—oo \ Ty + /v

ve de

esitligi kullanilhirsa

:c,%—zmﬁ

(alwwar72f_y_nrfl+%7_V_nvfl+%)
L1y eeey Tr—2, Trt\/U y L

lim v
V—00 V+§)n L
T

r—2
_ —Qi\ o naong _ Np—1
= 2 {H(n)< 1 x,-}mm
ni+-+nr—1=n (i=1
-—n771/2 (2y)nr71 })( 2

1,1
X lim v i NI g (ﬂ)
v—00 (v+2),., Vv

yazilabilir. (3.27) limit bagintisinin kullanilmasiyla

—nr_1/2 (2V)nT71 (al7--~aa7'72,_1/_nr71+%7_1/_”7'714‘%) IE,%—Z’T\/;
gn x"'

lim v Ty ooy Tpozy oo

1
v—00 V+§)n )
—

r—2

= % 1\ o m_lHnr—1(wr)

S IR | () I
nit-+ny—1=n \(i=1

elde edilir ki bu da ispati tamamlar. m
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Genigletilmig Jacobi polinomlarinin ¢ok degiskenli bir analogu
Fleneariends) (x) = D) (3500, by, 1) - FO (50, by c)  (8.1)

formunda tammlanmir. Burada x = (x1,...,2,), n = (ny,..,n,), n| =ny +--- +
ny; Ny, ...,n. € Ng dir (Altin vd. 2009). Ayrica, Gegenbauer polinomlarinin ¢ok

degiskenli bir analogu (5.4) ile verilen

Clr) (x) = CWr) (3, ) = OO (ay) -+ - OFF ()

n N1y

polinomlaridir.

Buradan F*rif-0r) (x), CYV ) (x) ve Hy, (x) polinomlarim kullanarak agag-

daki teoremi verebiliriz.

Teorem 8.3 (Cok degiskenli H,, (x) Hermite polinomlar i¢in asagidaki bagintilar

saglanar.

(i) Hn(x)= (Q nit{eilai = b”}m)

Y 71’.“7147;;” 7%“.’1%71 a(xX—4/V X—+\/V i 1/_71 Vi)n,
et ) (qe e fr T |

Burada

a AVD) _ bx=yD)

2r 20
o+ B g s biey)

dir.

m S ) {w .
(i) Hy(x) =nq!---n,!  lim {Vl 2y, 2 O <\/_57""7 W)}

(V1,055 )—00

()



Ispat. (i) Teorem 8.2 (i) ve (8.1) den,

Hy (x) = H,, (1) ...H,, (x,)

,/i_l,yi_l ai (i — ST (s — T
X hm {F,Sl 2 2) (ai + L(zt\/yii/i) - bL(QL\/V*\i/i);a/iathi)

I/;%(2lji)ni
* ), }
i=1

x  lim {F,E”l_é """ O ) <a+a(x—ﬁ)_b(x—ﬁ)>

20 20

saglanir.

(ii) Ispat icin (5.3), (5.4) ve (3.28) esitliklerini kullanmak yeterlidir. m
8.2 Dogurucu Fonksiyonlar ve Rekiirans Bagintilar:

,,,,,

bagmtilar1 verilecektir. H,, () Hermite polinomlar1 i¢in bir dogurucu fonksiyon
o0 t,n
E Hyin () — = exp (2wt — ) Hpp (x —1t) , meN, (8.2)
n!
n=0

formundadir (Rainville 1960). Diger taraftan, Kisim 3.3 de goriildii ki, C¥ (z) Gegen-

bauer polinomlar1 (3.14) ve (3.15) ile verilen

doCr(@)t = (1- 2zt +42) "
n=0

ve

> By e = B v (v + V1)1 (- V=T

dogurucu fonksiyonlarina sahiptir. Bu bagintilar1 kullanarak agagidaki sonuclari elde

n=0

edebiliriz.

Teorem 8.4 (Cok degiskenli Hy, (x4, ..., x,) Hermite polinomlar: asagidaki dogurucu

fonksiyonlara sahiptir.
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. *© tnl t;}r
(’L) Z Hn (xl,...,xr)nLl!..,n_A
= [T exp (20t = 12). (8.3)
i=1

(1) Z Yotmytotmy (T15 05 ) 7
n=0

= {ﬁ exp (2xit — t2) } Hp (x—t) (8.4)

=1
Burada
n n—mi n—mij—:--—Nr-2
Yn+m1+---+mr (xb X xr) = E E T E 5n (nla X anl)
n1=0 no=0 ny_1=0
XHn+m1—(n1+-~~+nr71)7n1+m2 ----- nr—1+mr ("Eh ) IT) )
Hm (X_t) = Hm1 ..... my (xl =y Ty — t)
ve

N1y eeey M) =
En(m ! (n—(n1+-+n._1))ng!n,._4!

olarak ifade edilirler.
Ispat. (i) (3.26) dogurucu fonksiyonundan (8.3) iin gerceklendigi goriiliir.

(ii) mq, ..., m, € Ny olmak iizere, (8.2) den Hy 4y (71), ..., Hppgon, () poli-

nomlar1 i¢in dogurucu fonksiyonlar sirasiyla

oo tnl
Z Hypyny (11) — = exp (221t — ) Hypy (21 — 1)
=0 ny-

oo tnz )

Z Hpgpiny (12) — = exp (2z9t — 7)) Hypy (2 — 1)
a0 No-

e} tnr

Z Hyyin, () i exp (2z,t — t*) Hp, (z, — 1)
n,=0

formundadir. Bu esitlikleri taraf tarafa carparsak
7



o0

Z Hm1+n1 (xl) T HmrJrnT (mr)tn1+~~~+n,-

nl‘nr'

ny,e..,npr=0

{H exp (2z;t — ¢?) } Hp (x—1) (8.5)
i=1

elde edilir. Burada Hy, (x—t) := Hyy o om, (#1 — ¢, ...,z —t) dir. Lemma 2.3 den

p =1 igin

S Alkn)=>> A(k,n—k

n=0 k=0 n=0 k=0

esitligi saglanir. Bu 6zelligin kullanilmasiyla

ny ni—n2 nyp—ma2—--—Npr—1
E A(ny,...,n E E g E A(ny —ng — -+ —np,ng, ..., n,)
onp=0 n1=0n2=0 n3=0 n,=0

serisel gosteriminin gerceklendigi goriiliir. (8.5) esitliginin sol yaninda bu serisel
gosterim kullanilirsa

[e.9]

Z Hm1+n1 (551) U HmrJrnr ($T)tn1+"'+n7»
lo..m !
_— =0 ny: ngy.
Z i niu n1—n2i—nr1 Hppy iy (not-tnr) (1) Hunyny (22) -+ Hinyiom, (xr)tnl
n1=0n2=0 n3=0 n,=0 (nl_n2_”'_nr)!n2!'”nr!
T
= {H exp (2z;t — t?) } Hp (x—t)
i=1
elde edilir. ny — n, ny — ny,...,n, — n,_; indis degistirmesi yapildiginda
Z i Til i nlfnTQ Hm1+n7(m+-~+nr71) (5(31> Hmz-i-nl <$2) e Hmr'i‘n'rfl (Ir)tn
n=0 n1=0 n2=0 ny—1=0 (n_nl_“._nrfl)!nl!"'nr—l!
(o]
Z Yn+m1+~~-+mr ((L’l, ceny I‘T) t"
n=0
-
{H exp (2z;t — ¢?) } Hy (x—t)
i=1
olarak bulunur. Burada Y, 1, .vm, (T1, ..., T;)
R
Vi () =30 5 Y &)
n1=0 no=0 Nny—1=0

><Hn+m1—(n1+~~'+nr71),n1+m2 ----- Np—1+mr (‘Tlv ) m?’)
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ile tanimlanir. Boylelikle ispat tamamlanir. m

(3.14) ve (3.15) dogurucu fonksiyonlarimi kullanarak ve Teorem 8.4 dekine benzer

igslemler uygulanarak ¢ok degiskenli Gegenbauer polinomlar i¢in agagidaki teorem

ispatsiz olarak verilebilir.

Teorem 8.5 Cok degiskenli o) (x) Gegenbauer polinomlar: asagidaki dogu-

rucu fonksiyonlara sahiptir:

(i) Z OV gy, o my) £

n1,...,nr=0

=[] (@ —2at; +£2)™",

=1

(ii) Zu( b xl,...,xr)t”

= HFl [/\i,yi,ui;ui; (xﬁ— \/x? — 1) t, (:L‘Z —/Jx?— 1) t} .

1=1
Burada
n n—ni n—nj—-—np_2
uﬁl’”"“’w) (21,..,m,) = Z Z Z Op (N1, .0y 1)
n1=0 n2=0 Np—1=0
ViyeeosVr)
XC 1(n1+ ey 1) e (:L'17 ...,:Ur>

ve

(Al)n—(m-&-“-—l-m—l) ()\2)m o ()\T)nr—l

§n (nl, vy nr,l) =

(Ml)nf(n1+-~-+nr,1) (:u’2>n1 e (lur)n,',l

dir.

(8.6)

(8.7)

(8.8)

Simdi de Hy, (21, ..., z,) ve Ol )(3:1, ..., Z) ler igin rekiirans bagmtisi elde etmede

kullanacagimiz asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 8.1 f,, . (%1,...,2.), herbir x; (i =1,2,...,r) degigskenine gore n;-yinci

dereceden ve toplam derecesi n =ny + - - - + n, olan bir polinom olmak tizere,

(221t — 12, ..., 2z, t, — Z Frroan (T oy T )0

ni,...,nr=0
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formunda bir dogurucu fonksiyona sahip olsun. Ayrica
U(uy,.onuy) = Yiluy) - Wolu,) 5 w=2xt; —t3 5 i=1,2,...r

Ui(u;) = Z’Ynu? , Y070
n; =0

gergeklensin. Bu durumda fp,, . n,.(%1,...,2,) fonksiyonlar: i¢in

0
$i%fn1,...,nr(xla cee 37r)
7
0
- %fnl,...,ni_l,ni—l,ni_,_l,...,n,n (I17 LARS] x’!’) + nifnl ..... Ny ($17 AR :L‘T)7 ni Z 1
7

rekiirans bagntisy saglanar.

Ispat. (8.9) dogurucu fonksiyonunun z; ve t; (i = 1,2,...,7) degiskenlerine gore

tiirevleri alimip gerekli diizenlemeler yapilirsa (8.10) rekiirans bagintisi elde edilir. m

Lemma 8.1 den yararlanarak ¢ok degiskenli Hermite ve ¢ok degiskenli Gegenbauer

polinomlari icin cesitli rekiirans bagintilar1 verilebilir.

Teorem 8.6 Cok degiskenli H, (z1, ..., x,) Hermite polinomlar:

0 0
xia_xiHnl,...,nT-(xla XS} xr) - nia_xiHnl,...,ni,l,ni—l,nprl,...,nr (1'1, sery xr) (811)
- nith“.,nr(Il, '-‘71;7’) ) n; Z 1

rekiirans bagintisini gercekler.

Ispat. Lemma 8.1 deki dogurucu fonksiyon bagntisinda, (8.3) ile verilen

- ot )
Z H, (a:l,...,:(:r)n—l!~'-n’;! :Hexp (2xiti—ti)
ni,...,nr=0 i=1

dogurucu fonksiyonu dikkate alinirsa

Hy (21, .., x,)
oy (1, ) = ————1—=
fn1, Pz ( ) 9 7’) nll'nr' )
1 .
Vn; = 1 1=1,2,...r
;!
oldugu goriiliir. fo,  n,. (T1,...,2,) = W ifadesinin (8.10) rekiirans formiiliinde

yerine yazilmasiyla da (8.11) bagintisi elde edilir. m
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Lemma 8.1 de, (8.6) ile verilen

Z Or(lyl,...,w)<x17 e Tp) ET T = H (1 — 2x;t; + t?)‘w

n1,...,np=0 =1

dogurucu fonksiyonu gozoniinde tutulursa,

fnl,...,nr («Tl; ceny xr) - Clng,m,Vr) (Il, ceey ZET>,

Vg = - i=1,2,...,r

elde edilir ki bunlarin (8.10) da dikkate alinmasiyla, ¢cok degiskenli cyr) (1, .eey Ty)

Gegenbauer polinomlar igin bir rekiirans bagintisi agagidaki gibi bulunur.

Teorem 8.7 (Cok degiskenli C,(fl’”"”r)(a:l, .., ) Gegenbauer polinomlar:

a v v a v 1z
O( Loy T‘)(CCI’ O( 1seees T‘)

Z; 8IZ niy...,Nr R3] x’!‘) - 8$Z N1y Ni—1,Mi— 1,15 41,...,0p (ajl’ e 'TT)
= nicr(zf-i..',ﬁl;r)(wl’ "'7xr) ;o> 1

rekiirans formiiliinii gercekler.
Teorem 8.7 de v; =1/2 | (i = 1,2,...,7) olarak segilirse,

Po(z1, .y my) = Poyony (@1, ooy ) = Py (21) -+ Py, (24)

ile tamimlanan ¢ok degiskenli Legendre polinomlari i¢in agsagidaki sonug verilebilir.

Sonug 8.1 Cok degiskenli Py(x1,...,x,) Legendre polinomlar:

0 0
xia_mipnh---,nr (:L‘17 L) mr) - a_iPn17---7m—17ni—17ni+17---7nr (xla E3) m?“)

=n; Py, (T1, . x) , np>1
rekiirans bagintisini saglar.

Bagka rekiirans bagintilar: elde etmek amaciyla, Lemma 8.1’e benzer asagidaki lem-

may1 verelim.

81



Lemma 8.2 f,, ., (z1,...,2,) fonksiyonu herbir x; (i = 1,2, ...,r) degiskenine gore
n;-yinci dereceden ve toplam derecesi n = ny + - - -+ n, olan bir polinom olmak tizere

[e.9]

e_t%_m_t% (b(l'ltl, . xrtr) — Z fn17.--,71r (Il, . C(Z,,)t’fl . t:ﬂ" (812)

n1,...,np=0

formunda bir dogurucu fonksiyona sahip olsun. Ayrica
S(ug,.oyuy) = Py(u) - Puluy) ;3 wy=xit; 5 1=1,2,..r
Pi(u;) = Z N
n;=0

gergeklensin. Bu durumda fp, . n,.(21,...,2.) fonksiyonlar:

nifnh...,nr(xla ) xr) + anl,---7711'717ni_27ni+17---7n7- ($1, ) xT)
0
= xia_fnh...,nr(xly -~-7x7“) y Ty 2 2 (813)
T

bagintisini gercekler.
Ispat. (8.12) dogurucu fonksiyonunun z; ve t; (i = 1,2,...,7) degiskenlerine gore
tiirevleri alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa (8.13) rekiirans bagintisi elde edilir.

Bu lemmadan yararlanarak gok degiskenli H,, ., (x1,...,x,) Hermite polinomlar:

icin agagidaki rekiirans bagintis1 verilebilir.

Teorem 8.8 (Cok degiskenli H,, .. n, (21, ...,x,) Hermite polinomlar: igin

0
l’i%Hm,...,nr (1:17 ) xr) - nith...,nr(xl? ) QL'T) (814)
i
- an(nz - ]-)Hn1,...,ni,l,ni—2,ni+1,...,n7(xla "'7'IT’) y n; 2 1

rekiirans formili saglanar.

Ispat. Lemma 8.2 de (8.3) ile verilen

o0 T

&' 2 2
Z Hn('rlw"?x’l‘)n_l!'”ﬁ:l—[exp (2xztz_tz)a
n1,...,nr=0 T =1
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dogurucu fonksiyonu gozoniinde bulundurulursa

Hnl,...7nr (xh “eey :L‘T)

ny!--en,!

fnl,...,nr (-rl,...,l‘r) —

Cn, = —, t=12..r

Hnl ..... nr(xly-"vxr)

yazilabilir. (8.13) bagntismmda f,, ., (z1,...,2,) yerine yazilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa, ¢ok degiskenli H,,, . (21, ..., z,) Hermite polinomlar:

icin (8.14) rekiirans formiilii elde edilmig olur. m

Teorem 8.6 ve Teorem 8.8 den asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 8.2 (Cok degiskenli Hy, .. . (21, ...,x,) Hermite polinomlar:

0

O Hm,m,nr (%1, a3 IT) - 2niHn1u~~-,ni—177741'_1,”11-&-1,'“7”7" (1’1, X3 ZL’T)
3

ve

2331'Hm,-~~,ni71,nrl7ni+17-~~7nr ($1> Y .%’7«)

th._.,nr(ﬁ[}l, (AES) l’r) + %Hnlv--,ni—l7ni—17ni+17---7n7' (J/‘la ceey x?”)
(]

rekiirans bagintilariny gercekler.

8.3 Integral Gosterimler

Bu kisimda, (8.3) ve (8.6) dogurucu fonksiyonlar: ile tamimlanan ¢ok degigkenli
Hy (1, ..., z,) Hermite ve cok degiskenli CY""") (x) Gegenbauer polinom aileleri

icin cegitli integral gosterimler elde edilecektir.

Klasik Hermite polinomlar: ile Legendre polinomlar: arasinda

H, (z) = 2" exp (z?) /exp (=) "', (x/t) dt (8.15)

xT

formunda bir integral gosterim vardir (Rainville 1960).

Bu o6zelligin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 8.9 (Cok degiskenli Hy(x1,...,x,) Hermite polinomlar:

1 T2

s ot +nr+T exp (x% 4ot I?)
integral gosterimine sahiptir. Burada, ¢ok degiskenli P, (x/t) Legendre polinomlar

Po(x/t) = Poy o, (21/t1, 20 /1) = Py (21/t1) -+ P, (/1)

ile ifade edilirler.
Ispat. (5.3) ve (8.15) esitlikleri kullanilirsa ispat kolaylikla goriiliir. m
Teorem 8.10 Cok degiskenli C’ e (21, ..., z,) Gegenbauer polinomlar:

O o) = 1o / / / gt gt (Gt
VT

><5( ;&) dSy - (8.16)
(v;i >0 ; i=1,2,...,71)

integral gosterimi ile ifade edilirler. Burada, S (x;&) fonksiyonu

r ["7]] nj—=2m;(__1\mj (¢ 3T2my N\
Se) - I3 2T )

(nj — 2m;)im;!

Y

j=1m;=0

X = (ZE‘l,...,xr> 5 52(517“'>€r)

ile verilir.

Ispat. (8.6) ile ifade edilen

o T

S0 O ) 6ot = [ (1 20t 4+ £) ™

n1,...,nr=0 i=1

dogurucu fonksiyonunun sag yaninda (2.3) ile verilen

1
/e‘att”_ldt ., v>0
0

T ()



esitligi kullanilirsa

Z C’r(l"1 """ ”T)(xl,...,xT) iyt

T

r

e~ Cat ot gl grnml

T

[

—2m; m;

2nj—2m] 1)™i J N .
XHZ Z (—1) (%f) (53) t?dfl---dfr

(n; — 2m;)Im;!

j=1n;=0m;=0

e~ (Gt )gnl L evrl H e2i%ili e 8 dg - -

dg,

elde edilir ki, burada ¢]*-- -t nin katsayilar1 esitlenirse (8.16) integral gosterimi

bulunmus olur. m

Teorem 8.10dav; = 1/2 ,i=1,2,...,r olarak secilirse ¢ok degiskenli P,, .,

Legendre polinomlar: i¢in agsagidaki integral gosterim elde edilir.

Sonug 8.3 (Cok degiskenli P, . . (z1,...,z,) Legendre polinomlar:

— 12 1/2 — (&g +FEy
P oz, x) = 7r’“/2// /é‘ . e ( )
XS(XaE) dgl fr

integral gosterimine sahiptir. Burada, S (x;&) fonksiyonu

r 7] ni—=2mg (1) (g TR (e )™
R e I M5

(nj — 2m;)lm;!

b

j=1 mj:(]

X = (l‘l,...,l'r) 5 E:(§17"'7€r)

ile ifade edilir.

8.4 Multilineer ve Multilateral Dogurucu Fonksiyonlar

(Il,...

75(:7’)

Bu kisimda, ¢ok degiskenli Hermite ve Gegenbauer polinomlar: i¢in bazi multilineer

ve multilateral dogurucu fonksiyonlar elde edilmektedir. Bu tip dogurucu fonksi-

yonlar1 bulmak icin ilk 6nce agagidaki teoremi verelim.
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Teorem 8.11 p-yiinci basamaktan ve s kompleks degiskenli (s € N), sifira denk ol-

mayan Q,(y1, ..., ys ) fonksiyonu icin Ay, (Y1, ..., Ys; 2) V€ Opp o (T1, ooy Try Y1, ooy Yss T)

fonksiyonlar: siraswyla

[e.9]

Auﬂ/ﬂ(yla ey Ysy Z) = Z akQ,u-Hlik(ylv e Ys )Zk (817)

k=0

(ak%ov M,@Z)GC)

ve
[n/p]
Onpuw (T1, oy Tes Y1, oy Ys3 7)1 = Z i Yo phtmitotm, (T15 -0y Tr)
k=0
XQH+W€(y17 ...,ys)Tk (818)
(n,p €N)

ile ifade edilsinler. Bu taktirde, (8.18) ile verilen Oy p .y (T1,..ci Ty Y1, ooy Yss T)

fonksiyonu, ¢ok degiskenli Hermite polinomlar: cinsinden

o0

n
Z 8”’1’1#’1[’ <I1, ey Ly Y1y o0y Ys; t_P) t"
n=0

= {H exp (Qxit — t2) } Hp (x=t) Ay (Y1, -0, ys; M) (8.19)
i=1
dogurucu fonksiyonuna sahiptir.

Ispat. Bu teoremi ispatlamak icin énce (8.18) ile tanimlanan

Ui
Gn,p,u,w (l'l? vy Ty Y1y ooy Yss t_p)

fonksiyonunu, (8.19) un sol yaninda yerine yazalim ve bunu S ile gosterelim. Bu

durumda
oo [n/p]
S=3 "> ar Yo prsmutotme (€1, 0 ) QY ooy g )" (8.20)
n=0 k=0

olur. (8.20) de n yerine (n + pk) almip, (2.9) 6zelligi kullanilir ve daha sonra (8.4)

dogurucu fonksiyonundan yararlanilirsa

S = Z Z (053 Yn+m1+.,.+mT (xl, ceey -/1:7“) Q/J‘H/)k(yh ceey ys)nktn

n=0 k=0
— Z Yoimytotm (T1, oy @) 7 Z kg (Y1, o Y )1"
n=0 k=0
= {Hexp (22t — 1?) } Hon (x=1) Ny (Y1, -+ Y53 7)
i=1
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elde edilir ki bu da ispati1 tamamlar. =

Teorem 8.12 p-yiinci basamaktan ve s kompleks degiskenli (s € N), sifira denk

olmayan Q,(y1, ..., ys ) fonksiyonu

o0

Au,v(ylv"-ays;z) : :ZakQu—l—vk(ylv-"ays)zk
k=0

(ax #0, p,veC)

ile verilen dogurucu fonksiyonuna sahip olsun. Bu durumda, ¢ok degiskenli Hermite

polinomlary ile Q1 vk (Y1, ..., ys ) fonksiyonlarinin ¢arpvma igin

[n1/p]

Hn 32 yee ey Ny n Ny
Z Z Zak SN (;)!tf---tr

n1=0n2,....,n,=0 k=0

XQ;H—Uk(ylv s Ys )77 tnl e
= Apo(y1, s ) Hexp (2wt — 17) (8:21)
i=1

dogurucu fonksiyonu gerceklenir.

Ispat. (8.21) esitliginin sol yaninda n, yerine (ny + pk) almip, (2.9) 6zelligi kullanilir

ve daha sonra (8.3) dogurucu fonksiyonundan yararlanilirsa

[n1/p]

aan kn,,nr()n Ny
Sy Y a0,

n1=0n2,...,nr=0 k=0

XQ;H—Uk(yla e Ys )n

a Hn Mn2,...,7 n n
_ Z Z k 1,12 '( )tll---trTQu—‘,-Uk(yl?"'?yS )nk

ni,...,nr=0 k=0

ktnl _pk

- - Hy\ oo, ne (X n
= Z akQ,u-l-vk(ylv e Ys )77k Z 7,?'27—77?/(')7571“ e trr
k=0 n1yeeynr=0 1 T
- Au,v(yla ooy Ys; 77) Hexp (sztl - t?)
=1

olarak bulunur ki bu da ispat1 tamamlar. m

Bu teoreme benzer olarak, ¢ok degiskenli Gegenbauer polinomlari i¢in de benzer bir

teoremi ispatsiz olarak asagida verelim.
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Teorem 8.13 p-yiinci basamaktan ve s kompleks degiskenli (s € N), sifira denk

olmayan Q, (v, ..., ys ) fonksiyonu

Au,v(ylw“ays;z) : :ZakQquvk(yl?"'ays)Zk
k=0

(ar #0, p,v e C)

dogurucu fonksiyonuna sahip olsun. Bu durumda, ¢ok degiskenli Gegenbauer poli-

nomlary ile Qo (Y1, ..., Ys ) fonksiyonlariman ¢arpime igin bir dogurucu fonksiyon

[n1/p]

o
(V11~--7Vr) ng Ny
Z Z akcﬂl—pkmz,mmr (X) ty? -ty

ni,n9,...,nr=0 k=0

XQ,LH—Uk(yla s Ys )nkt?l_pk
= Au,v(yla ooy Yss 7]) H (1 - 2Iztz + t?)_yi (822)
i=1

formunda verilir.

Yukaridaki teoremlerde

Qu-i-lﬁk(yla "'7ys) (k € N07 s € N)

fonksiyonunun bazi 6zel segimlerini diisiinerek bu teoremlerin farkli uygulamalarin

verebiliriz. Ornegin, Teorem 8.11 de

s=1r ve Quipp(yr,...,yr) = hflﬁl’p“,;%)(yl, ey Yr)
olarak alahm. Burada, ¢ok degiskenli h;‘“"""‘”(ggl, ..., z,) Lagrange-Hermite poli-
nomlari

r

11 {(1 - fcjtj)_aj} - i hieron) (x) ¢, (8.23)

j=1 n=0

t| < min {lel_1 N |$r|_1/r}

dogurucu fonksiyonu ile tanimlanir (Altin ve Erkug 2006). Bu durumda, ¢ok degiskenli
Lagrange-Hermite polinomlar: ve ¢ok degiskenli Hermite polinomlar: icin bilateral

dogurucu fonksiyonlarin bir sinifin1 asagidaki sekilde verebiliriz:
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Sonug 8.4 Cok degiskenli Lagrange-Hermite polinomlar:

Aﬂaw(ylv ey Yri 2 = Z akhg?'zp]gﬁr y17 sy yr)zk

(ax # 0, w,ue@)

dogurucu fonksiyonuna sahip olsun ve

[n/p]
@n,p,u,w (mla"'axr;ylanwyr; E ak n—pk+mi+---+my, (3317"'73:7")

Xhﬁ{pk "Ny, ey T

(n,p € N)
ile gosterilsin. Bu taktirde
N | Y
Z@TL,ZLM,T/J (l'l’"wxrayl)'“ayﬂt_p) t (824)
oo [n/p]
- Zzak —pk+mi+--+m, (l‘l,...,l'r)
n=0 k=0
xhuﬁq’pk’%)(yl, oy Yy ) ETPEE
- {H exp (2xlt - tz) } Hm (X_t) Au,w(ylv vy Yrs 77)
i=1

olur.

Uyar: 8.1 (8.24) de ar, = 1, p = 0, ¥ = 1 alvmp, (8.23) dogurucu fonksiyonu
kullanilirsa, ¢ok degiskenli Hermite ve ¢ok degiskenli Lagrange-Hermite polinomlar:
1¢in

oo [n/p]

S5 Vst (1) sy g0

n=0 k=0
{H exp (Qxit — t2) {(1 — ymi)ﬂ" }} Hpy (x—t)
i=1
bilateral dogurucu fonksiyonu elde edilmis olur. Burada
ol < min {Jun ™ el 7 e

dir.
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Simdi de Teorem 8.11 in bagka bir 6zel durumunu verelim. Bu teoremde, s = r
ve Quipk(Y1, o Ur) = Yirwr (U1, yr) , 11,9 € Ny olarak alinirsa, ok degiskenli
Hermite polinomlari i¢in bilineer dogurucu fonksiyonlarin bir sinifi agsagidaki sekilde

elde edilir:

Sonug 8.5 Y, yk(y1, ..., y,) polinomlar

A#ﬂl’(yh”wym Zak p+k yl?' '7y7‘)zka

(ak # 07u7w € NO)

dogurucu fonksiyonuna sahip olsun ve

[n/p]
Onpp (T1, ooy Tei Y1, o Yy T) *E ar Yo—pktmytotmn (15 0y Tp)

XYM+¢k(y1, cens yr)Tk
(n,p €N)

ile gosterilsin. Bu durumda,

NE

M\ n
Onp. s (xl, ey Ty YLy oees Yy —) t

tp
n=0
.,
€xp (2‘T’Lt - t2) } Hm (X_t> Aﬂﬂ/’(yla ey Yrs 77) (825)
i=1
gerceklenir.
Son olarak Teorem 8.12de s =1 ve Quiok(Y1s .oy Yr) = (Vi{)k’ " (y1, ..., y,) alnirsa,

cok degigkenli Gegenbauer polinomlar:1 ve ¢ok degiskenli Hermite polinomlar: i¢in

bilateral dogurucu fonksiyonlari bir sinifi agagidaki gibi verilebilir.

Sonug 8.6 (8.8) ile tanimlanan ¢ok degiskenli Gegenbauer polinomlar:
Au,v(y17”'ayr;z) o= Zakupz:;;k y17' 'ayr) Zk?
(ak 7’é 0, u, v € No)

dogurucu fonksiyonuna sahip olsun. Bu durumda
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[e'e) oo [n1/p]

aan k,ng,. ,nr( ) n Ny
DD DD D e ST DRL B

n1=0n2,...,n,=0 k=0

Xul(H-vk ) (yb ey yT) nktiLl_pk
- Au,v<y17 ooy Yrs 77) H exp (2$ztz - t?) (826)
=1

saglanir.

Uyar:1 8.2 (8.26) daay, =1, u =0, v =1 aluvmr ve ¢ok degiskenli uly) (Y1, e, Yr)
Gegenbauer polinomlary i¢in (8.7) dogurucu fonksiyonu kullanilirsa, ¢ok degiskenli
u%”l"”’yr) (Y1, .-, yr) Gegenbauer polinomlary ve ¢ok degiskenli Hermite polinomlar:
cim

[n1/p]
. (%)

Z Z Z nlm ]z;l]c{;n'z;ﬂb27 o 'tn2 tTLT (V1, Y )(?Jl,.--,yr)

ni= 077,2, ,nr—o k=0

n1—pk

Xnkt
= | {Fl |:)\i,7/ia’/i§,ui§ <yi Y~ 1> Uk (yz — V- 1) 77]

i=1

X exp (21:1-25@- — tf)}

bilateral dogurucu fonksiyonu elde edilir. Burada

(Vlv “Ur)

k (yla ceey 3/7«)
k k—k1 k—ki——kpr—_2

- Z Z o Z C£V1(7k117)+kr 1)k150kr—1 (yl" "yT)

k1=0 k2=0 kr—1=0
Xék (/{Zl, ey ]{ZTfl)

ve
()‘l)kf(k1+-v-+k,.,1) ()‘2)k1 e ()‘T)k,.,l

(Ml)k—(k1+.-~+kr,1) (M2)k1 T (“r)krfl

Sk (koo 1) =
ile ifade edilirler.

arp (k € Np) katsayilarmin uygun herbir secimi icin, €, 1yx(y1,....¥s) (s € N) cok
degiskenli fonksiyonu, baz fonksiyonlarin uygun bir carpimi olarak ifade edilebilirse
bu durumda Teorem 8.11, Teorem 8.12 ve Teorem 8.13 den, ¢ok degiskenli Hermite
ve ¢ok degigkenli Gegenbauer polinomlar igin, multilineer ve multilateral dogurucu

fonksiyonlarin gesitli aileleri de elde edilebilir.
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