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ÖZET

Doktora Tezi

ÇOK DE¼G·IŞKENL·I ORTOGONAL POL·INOMLARIN ÖZELL·IKLER·INDE
BAZI GEN·IŞLETMELER

Rabia AKTAŞ

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof.Dr. Abdullah ALTIN

Bu tez sekiz bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, di¼ger bölümlerde kullan¬lacak olan baz¬tan¬mlar ve lemmalar veril-
mektedir.

Üçüncü bölümde, bir de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar ve onlar¬n baz¬ özellikleri
tan¬t¬lmaktad¬r.

Dördüncü bölümde, bir bölgede ortogonal olan iki de¼gi̧skenli polinomlar¬n temel özel-
likleri incelenip, iki de¼gi̧skenli polinom çözümlere sahip kabul edilebilir k¬smi türevli
denklemlerin genel formu verilmektedir. Ayr¬ca, iki de¼gi̧skenli ortogonal polinom-
lar¬n çeşitli aileleri üzerinde durulmaktad¬r.

Beşinci bölümde, çok de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar tan¬t¬lmaktad¬r. Çok de¼gi̧skenli
polinom çözümlere sahip kabul edilebilir k¬smi türevli denklemlerin genel formu veril-
mekte ve böylesi denklemlerin baz¬ortogonal polinom çözümleri ele al¬nmaktad¬r.

Alt¬nc¬bölümde, çok de¼gi̧skenli Lagrange polinomlar¬ile Jacobi polinomlar¬aras¬n-
daki bir ili̧ski verilmektedir.

Tezin yedi ve sekizinci bölümleri orjinal bulgular¬içermektedir. Yedinci bölümde,
iki de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar¬n yeni bir s¬n¬f¬tan¬mlanm¬̧s ve bu polinomlar
için çeşitli rekürans ba¼g¬nt¬lar¬ve integral gösterimleri elde edilmi̧stir. Son bölüm
olan sekizinci bölümde ise çok de¼gi̧skenli Hermite ve Gegenbauer polinomlar¬ için
baz¬yeni sonuçlar verilmektedir.

Nisan 2012 , 95 sayfa
Anahtar Kelimeler: Gamma fonksiyonu, pochhammer sembolü, rekürans ba¼g¬n-
t¬s¬, integral gösterim, do¼gurucu fonksiyon, multilineer ve multilateral do¼gurucu
fonksiyon, Hermite polinomlar¬, Gegenbauer polinomlar¬.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

SOME EXTENSIONS IN THE PROPERTIES OF ORTHOGONAL
POLYNOMIALS WITH SEVERAL VARIABLES

Rabia AKTAŞ

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr. Abdullah ALTIN

This thesis consists of eight chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some de�nitions and lemmas that will be needed for later use
are given.

In the third chapter, orthogonal polynomials with one variable and some properties
are discussed.

In the fourth chapter, the general properties of orthogonal polynomials in two vari-
ables over a domain are examined and then, the general form of the admissible
di¤erential equations of second order which have polynomial solutions in two vari-
ables are given. Also, several families of orthogonal polynomials in two variables are
presented.

In the �fth chapter, orthogonal polynomials in several variables are presented. Ad-
missible partial di¤erential equations of second order in general form which have
polynomial solutions of several variables are given and some of the orthogonal poly-
nomials satisfying such di¤erential equations are examined.

In the sixth chapter, a relationship between Lagrange polynomials in several vari-
ables and Jacobi polynomials is given.

The seventh and eighth chapters of this thesis include the original results. In the
seventh chapter, a new class of orthogonal polynomials in two variables is introduced
and various recurrence relations and integral representations for these polynomials
are obtained. In the eighth chapter which is the last chapter, some new results for
the multivariable Hermite and Gegenbauer polynomials are given.

April 2012 , 95 pages
Key Words: Gamma function, pochhammer symbol, recurrence relation, integral
representation, generating function, multilinear and multilateral generating func-
tion, Hermite polynomials, Gegenbauer polynomials.
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1. G·IR·IŞ

Ortogonal polinomlar teorisi üzerinde yap¬lan çal¬̧smalar ve bunlar¬n uygulamalar¬

son y¬llarda oldukça geli̧smi̧stir. Bu polinomlar¬n matematiksel istatistik, kuan-

tum mekani¼gi ve matematiksel �zi¼gin uygulamalar¬nda önemli bir yeri vard¬r. Uy-

gun koşullar alt¬nda ortogonal polinomlar¬n farkl¬tip özellikleri halen araşt¬r¬lmak-

tad¬r. Bir de¼gi̧skenli klasik ortogonal polinomlar¬n ilk örnekleri A.M. Legendre, P.S.

Laplace, J.L. Lagrange ve N.H. Abel taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r. Daha sonralar¬, P.L.

Chebychev klasik ortogonal polinomlar¬n baz¬önemli özel durumlar¬n¬araşt¬rm¬̧s ve

ortogonal polinomlar¬n genel teorisini geli̧stirmi̧stir. Bir de¼gi̧skenli ortogonal poli-

nomlar teorisi üzerinde yap¬lan çal¬̧smalar ve elde edilen önemli sonuçlar C. Jacobi,

C. Hermite, E. Laguerre ve T. Stieltjes taraf¬ndan verilmi̧stir. Ortogonal polinomlar

teorisi üzerinde klasik sonuçlar Szegö (1939) taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r.

Tek de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar üzerinde son y¬llardaki çal¬̧smalar¬n yo¼gun art¬̧s¬;

biortogonal, q-ortogonal, katl¬ ortogonal, discrete ortogonal, matris ortogonal ve

Sobolev ortogonal polinomlar¬n da tan¬mlanarak, bu konulardaki alan çal¬̧smalar¬n¬n

geni̧sletilmesine ve buna paralel olarak da bu konulara olan ilginin artmas¬na ne-

den olmuştur. Çok de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar ise bu alanlardaki çal¬̧smalar¬n

oldukça yeni ve önemli bir boyutunu oluşturmaktad¬r. Bir de¼gi̧skenli ortogonal poli-

nomlar¬n ¬̧s¬¼g¬alt¬nda, çok de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar teorisi üzerinde de önemli

çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r ve halen yap¬lmaya devam edilmektedir. ·Iki de¼gi̧skenli Ap-

pell polinomlar¬n¬n özellikleri Appell ve Kampè de Fèriet (1926) taraf¬ndan detayl¬

bir şekilde incelenmi̧stir. Jackson (1938) bir bölgede key� bir a¼g¬rl¬k fonksiyonuna

göre ortogonal olan iki de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar¬n en basit özelliklerini ele

alm¬̧st¬r. Daha sonra, Krall ve She¤er (1967), Jackson�¬n sonuçlar¬n¬genelleştirmi̧s

ve özfonksiyonlar¬bir bölgede ortogonal polinomlar olan ikinci basamaktan baz¬li-

neer k¬smi diferensiyel operatörleri incelemi̧stir. Engelis (1974) de benzer sonuçlar

bulmuş ve iki de¼gi̧skenli baz¬ortogonal polinom s¬n¬�ar¬için Rodrigues formülünü

elde etmi̧stir. ·Iki de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar teorisi üzerinde klasik sonuçlar

Suetin (1988) taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r. Son y¬llarda çok de¼gi̧skenli ortogonal poli-
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nomlar teorisi üzerinde önemli çal¬̧smalar verilmi̧stir (Dunkl ve Xu 2001, Xu, 2006,

2008, Pinar ve Xu 2009).

Bu tezde, ilk olarak bir de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar ve bu polinomlar¬n baz¬

özellikleri ele al¬nm¬̧st¬r. Daha sonra bir bölgede ortogonal olan polinomlar¬n genel

özellikleri üzerinde durulmuş ve iki de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar¬n çeşitli örnek-

leri incelenmi̧stir (Koornwinder 1975, Suetin 1988). Ayr¬ca, çok de¼gi̧skenli polinom

çözümlere sahip kabul edilebilir diferensiyel denklemlerin genel formu verilip böylesi

denklemlerin baz¬çok de¼gi̧skenli ortogonal polinom çözümleri ele al¬nm¬̧st¬r (Lyskova

1991, Lee vd. 2004). Tezde orjinal olarak iki de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar¬n bir

s¬n¬f¬tan¬mlanm¬̧s ve bu polinomlar için çeşitli rekürans ba¼g¬nt¬lar¬ve integral gös-

terimleri elde edilmi̧stir. Ayr¬ca çok de¼gi̧skenli Hermite ve Gegenbauer polinomlar¬

için rekürans ba¼g¬nt¬lar¬, do¼gurucu fonksiyonlar ve integral gösterimler elde edilmi̧s

ve bu polinomlar için multilineer ve multilateral do¼gurucu fonksiyonlar üzerinde du-

rulmuştur. Dahas¬, bu polinomlar ile başka di¼ger polinomlar aras¬nda çeşitli limit

ba¼g¬nt¬lar¬verilmi̧stir (Alt¬n vd. 2009, Aktaş vd. 2011).
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE ÖN B·ILG·ILER

Tan¬m 2.1 � (x) ile gösterilen Gamma fonksiyonu,

� (x) =

1Z
0

tx�1e�t dt ; x > 0 (2.1)

genelleştirilmiş integrali yard¬m¬yla tan¬mlan¬r.

� (x+ 1) =

1Z
0

txe�t dt = lim
b!1

bZ
0

txe�t dt

= lim
b!1

�
�txe�t

����b
0| {z }

0

+ x

1Z
0

tx�1e�t dt = x� (x)

oldu¼gundan, � fonksiyonu

� (x+ 1) = x� (x) (2.2)

eşitli¼gini tüm x > 0 de¼gerleri için gerçekler.

Uyar¬2.1 Gamma fonksiyonunun tan¬m¬ndan a > 0 ve � > 0 için

a�� =
1

� (�)

1Z
0

e�att��1dt (2.3)

sa¼glan¬r.

Tan¬m 2.2 � reel ya da kompleks bir say¬, n s¬f¬r ya da pozitif bir tamsay¬olmak

üzere (�)n ifadesi

(�)n = �(�+ 1)(�+ 2) � � � (�+ n� 1) ; n � 1 (2.4)

(�)0 = 1 ; � 6= 0

olarak tan¬mlan¬r. Bu ifade �Pochhammer sembolü�olarak bilinir.

Lemma 2.1 Pochhammer sembolü aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

(�)n =
� (�+ n)

� (�)
(2.5)

(�)n+1 = (�+ n) (�)n (2.6)

3



·Ispat. (2:2) eşitli¼gi kullan¬larak � (�+ n) ifadesi

� (�+ n) = (�+ n� 1) � (�+ n� 1)

= (�+ n� 1) (�+ n� 2) � (�+ n� 2)
...

= (�+ n� 1) (�+ n� 2) ::: (�+ 1)�� (�)

= (�)n � (�)

şeklinde yaz¬labilir. Eşitli¼gin her iki taraf¬� (�) ile bölünürse (2:5) ifadesi elde edilir.

(2:6) eşitli¼gi ise

(�)n+1 =
� (�+ n+ 1)

� (�)
=
(�+ n) � (�+ n)

� (�)
= (�+ n) (�)n

den görülmektedir. Özel olarak (2:5) de n = 0 al¬n¬rsa (�)0 = 1 dir.

Lemma 2.2

(1� x)�� =
1X
n=0

(�)n
n!

xn ; jxj < 1 (2.7)

dir.

·Ispat. (2:7) ifadesini ispat etmek için f (x) = (1� x)�� fonksiyonunu x = 0 noktas¬

komşulu¼gunda Taylor serisine (Maclaurin serisi) açmak yeterlidir. � 2 Z� olmas¬

halinde (2:7) ifadesi sonlu binom aç¬l¬m¬d¬r.

Lemma 2.3 A (k; n) ve B (k; n) ; k ve n ye ba¼gl¬diziler olsunlar. p = 1; 2; ::: olmak

üzere

1X
n=0

1X
k=0

A (k; n) =

1X
n=0

[n=p]X
k=0

A (k; n� pk) (2.8)

1X
n=0

[n=p]X
k=0

B (k; n) =
1X
n=0

1X
k=0

B (k; n+ pk) (2.9)

eşitlikleri sa¼glan¬r (Srivastava ve Manocha 1984).

·Ispat. (2.8) eşitli¼ginin gerçeklendi¼gini göstermek için,

Sp (t) =
1P
n=0

1P
k=0

A (k; n) tn+pk ; p = 1; 2; 3; :::

4



serisini ele alal¬m. Düzlemde (k; n) do¼gal say¬ çiftlerinin oluşturdu¼gu bir nokta

cümlesi

D = f(k; n) : 0 � k <1 ; 0 � n <1g

şeklinde tan¬mlans¬n. Burada yeni indisler

k = j ve n = N � pj (2.10)

olarak al¬n¬rsa n + pk = N sa¼glan¬r. n � 0 ve k � 0 oldu¼gundan, (2.10) dan

kolayl¬kla görülür ki

N � pj � 0 ve j � 0

d¬r ve buradan

0 � pj � N ve N � 0

sa¼glan¬r. 0 � j � N=p ve j bir tamsay¬oldu¼gundan D cümlesi

D� = f(j;N) : 0 � j � [N=p] ; 0 � N <1 ; p � 1g

cümlesine dönüşür. Buna göre

Sp (t) =
1X
N=0

[N=p]X
j=0

A (j;N � pj) tN

yaz¬labilir. Burada t = 1 al¬n¬rsa ve N; j indisleri yerine n; k indisleri konulursa

ispat tamamlanm¬̧s olur. Benzer şekilde (2.9) eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ da kolayl¬kla

gösterilebilir.

Lemma 2.4 [�a; a] aral¬¼g¬nda integrallenebilen herhangi bir f fonksiyonu aşa¼g¬daki

ba¼g¬nt¬lar¬gerçekler.

(i)

aZ
�a

f (x) dx = 2

aZ
0

f (x) dx ; f çift fonksiyon ise

(ii)

aZ
�a

f (x) dx = 0 ; f tek fonksiyon ise

5



3. B·IR DE¼G·IŞKENL·I ORTOGONAL POL·INOMLAR

Tan¬m 3.1 n 2 N0 := f0; 1; 2; :::g ve a0; a1; :::; an ler de an 6= 0 olmak üzere, sabit

say¬lar olsun.

pn(x) = anx
n + an�1x

n�1 + � � �+ a1x+ a0

şeklinde tan¬mlanan pn : R! R fonksiyonuna bir �polinom (çok terimli)� denir.

Buradaki n say¬s¬na polinomun derecesi, a0; a1; :::; an say¬lar¬na da polinomun kat-

say¬lar¬ad¬verilir. E¼ger an = 1 ise pn(x) polinomuna �monik polinom�denir. x

de¼gişkeninin ve katsay¬lar¬n reel ya da kompleks olmas¬na göre pn(x) polinomu reel

polinom ya da kompleks polinom olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 3.2 I � R olmak üzere !(x); I da tan¬ml¬ pozitif bir fonksiyon olsun.

m;n 2 N0 ve m 6= n olmak üzere,

(�m; �n) =

Z
I

�m(x)�n(x)!(x) dx = 0 (3.1)

sa¼glan¬yorsa f�n(x)gn2N0 polinom sistemine I aral¬¼g¬nda !(x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna

göre ortogonaldir denir.

Ortogonalli¼gin bir başka tan¬m¬da aşa¼g¬daki teoremle verilebilir.

Teorem 3.1 I � R aral¬¼g¬nda f�n(x)gn2N0 polinom sisteminin !(x) a¼g¬rl¬k fonksiyo-

nuna göre ortogonal olmas¬için gerek ve yeter koşul,Z
I

�n(x)!(x)x
k dx = 0 ; k = 0; 1; :::; n� 1 (3.2)

ifadesinin gerçeklenmesidir.

·Ispat. ()) �n(x) ve �m(x) polinomlar¬ I aral¬¼g¬nda !(x) a¼g¬rl¬k fonsiyonuna göre

ortogonal iseler Z
I

�n(x)�m(x) !(x) dx = 0 ; m 6= n

gerçeklenir. x in k y¬nc¬kuvveti

xk = a0�0(x) + a1�1(x) + :::+ ak�k(x) =

kX
m=0

am�m(x) (3.3)
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eşitli¼gi ile �m(x) lerin sonlu bir serisi olarak yaz¬labilir. Buradan (3.3) ün (3.2) de

yerine yaz¬lmas¬yla 0 � m � k < n için

Z
I

�n(x)!(x)x
k dx =

Z
I

�n(x)!(x)

"
kX

m=0

am�m(x)

#
dx

=
kX

m=0

am

Z
I

�n(x)�m(x) !(x) dx

elde edilir. Burada 0 � m < n olmak üzere �n(x) ve �m(x) lerin (3.1) deki ortogo-

nallik tan¬m¬kullan¬l¬rsaZ
I

�n(x)!(x)x
k dx = 0 ; k = 0; 1; :::; n� 1

gerçeklenir.

(() ·Ispat¬n ikinci k¬sm¬için 0 � m < n alal¬m. �m(x); m�yinci dereceden

bir polinom oldu¼gundan

�m(x) =
mX
k=0

akx
k (3.4)

formunda yaz¬l¬r. (3.1) ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬nda (3.4) eşitli¼gi kullan¬ld¬ktan sonra

(3.2) gözönünde bulundurulursa

Z
I

�n(x)�m(x) !(x) dx =

Z
I

�n(x)

"
mX
k=0

akx
k

#
!(x) dx

=
mX
k=0

ak

Z
I

�n(x)x
k!(x) dx = 0

elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.

Şimdi de bir de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar¬n baz¬özelliklerini hat¬rlayal¬m.

3.1 Jacobi Polinomlar¬

P (�;�)n (x) =
(�1)n

2nn!
(1� x)�� (1 + x)��

� dn

dxn

n
(1� x)n+� (1 + x)n+�

o
(3.5)

7



Rodrigues formülü ile tan¬mlanan P
(�;�)
n (x) Jacobi polinomlar¬ (�1; 1) aral¬¼g¬nda

w (x) = (1� x)� (1 + x)� a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldirler. Yani,

1Z
�1

(1� x)� (1 + x)� P (�;�)n (x)P (�;�)m (x) dx

=
2�+�+1� (�+ n+ 1)� (� + n+ 1)

n! (�+ � + 2n+ 1)� (�+ � + n+ 1)
�nm (3.6)

(min f�; �g > �1; m;n 2 N0)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçeklerler. Burada, �nm Kronecker deltas¬

�nm =

8<: 0 ; n 6= m

1 ; n = m

ile tan¬ml¬d¬r. (3.5) Rodrigues formülünden aç¬k olarak

P (�;�)n (x) =
nX
k=0

�
n+ �

k

��
n+ �

n� k

��
x+ 1

2

�k �
x� 1
2

�n�k
; n = 0; 1; ::: (3.7)

formunda yaz¬labilen Jacobi polinomlar¬, ikinci basamaktan

(1� x2)y00 + (� � �� (�+ � + 2)x)y0 + n(n+ �+ � + 1)y = 0 (3.8)

diferensiyel denkleminin polinom çözümleri olup

2n (�+ � + n) (�+ � + 2n� 2)P (�;�)n (x)

=
�
�2 � �2 + x (�+ � + 2n) (�+ � + 2n� 2)

�
(�+ � + 2n� 1)P (�;�)n�1 (x)

�2 (�+ n� 1) (� + n� 1) (�+ � + 2n)P
(�;�)
n�2 (x) (3.9)

üç terimli rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glarlar (Szegö 1939, Rainville 1960). Ayr¬ca bu

polinomlar

(�+ � + 2n)P (�;��1)n (x) = (�+ � + n)P (�;�)n (x) + (�+ n)P
(�;�)
n�1 (x) (3.10)

ve
1
2
(�+ � + 2n+ 2) (x+ 1)P

(�;�+1)
n (x)

= (n+ 1)P
(�;�)
n+1 (x) + (n+ � + 1)P (�;�)n (x) (3.11)

rekürans ba¼g¬nt¬lar¬n¬da gerçeklerler (Rainville 1960).
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3.2 Geni̧sletilmi̧s Jacobi Polinomlar¬

Klasik ortogonal polinomlar¬n bir geni̧slemesi olan F (�;�)n (x; a; b; c) geni̧sletilmi̧s Ja-

cobi polinomlar¬

F (�;�)n (x; a; b; c) =
(�c)n

n!
(x� a)�� (b� x)��

� dn

dxn

n
(x� a)n+� (b� x)n+�

o
; (c > 0) (3.12)

Rodrigues formülü ile tan¬mlan¬r (Szegö 1939, Fujiwara 1966). (3.5) ve (3.12) Rod-

rigues formülleri k¬yaslan¬rsa, bu polinomlar ile Jacobi polinomlar¬aras¬nda

F (�;�)n (x; a; b; c) = fc (a� b)gn P (�;�)n

�
2 (x� a)

a� b
+ 1

�
(3.13)

eşitli¼gi gerçeklenir (Szegö 1939, Srivastava ve Manocha 1984). (3.13) den görülür

ki a = �b = �1 ve c = 1
2
özel durumu P

(�;�)
n (x) Jacobi polinomlar¬n¬ verir.

(3.8) ve (3.13) den görülür ki F (�;�)n (x; a; b; c) geni̧sletilmi̧s Jacobi polinomlar¬ikinci

basamaktan

(x� a) (b� x) y00 + fa (� + 1) + b (�+ 1)� (�+ � + 2) xg y0

= �n (�+ � + n+ 1) y

denklemini gerçeklerler. Bu polinomlar (a; b) aral¬¼g¬nda ! (x; a; b) = (x� a)� (b� x)�

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldirler. Yani,

bZ
a

(x� a)� (b� x)� F (�;�)n (x; a; b; c)F (�;�)m (x; a; b; c) dx

=
c2n (�1)�+�+1 (a� b)2n+�+�+1 � (�+ n+ 1)� (� + n+ 1)

n! (�+ � + 2n+ 1)� (�+ � + n+ 1)
�nm

(min f�; �g > �1; m;n 2 N0)

ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçeklerler.

3.3 Gegenbauer Polinomlar¬

C�
n (x) Gegenbauer polinomlar¬�

1� 2xt+ t2
���

=
1P
n=0

C�
n (x) t

n (3.14)
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do¼gurucu fonksiyonu ile tan¬mlan¬r. Bu polinomlar için bir di¼ger do¼gurucu fonksiyon
1X
n=0

(�)n
(�)n

C�
n (x) t

n = F1

h
�; �; �;�;

�
x+

p
x2 � 1

�
t;
�
x�

p
x2 � 1

�
t
i

(3.15)

formunda verilir (Srivastava ve Manocha 1984 ). Burada �, � 2 R ve F1 Appell

hipergeometrik fonksiyonu

F1

h
�; �; �

0
; 
;x; y

i
=

1X
r;s=0

(�)r+s (�)r

�
�
0
�
s

(
)r+s

xr

r!

ys

s!
; max fjxj ; jyjg < 1

ile tan¬mlan¬r (Appell ve Kampé de Fériet 1926). Gegenbauer polinomlar¬ile Jacobi

polinomlar¬aras¬nda

C�
n (x) =

(2�)n P
(�� 1

2
;�� 1

2)
n (x)�
� + 1

2

�
n

formunda bir ba¼g¬nt¬gerçeklenir. � = 1
2
özel durumu ise�

1� 2xt+ t2
��1=2

=
1P
n=0

Pn (x) t
n

do¼gurucu fonksiyonu ile tan¬mlanan Pn (x) Legendre polinomlar¬n¬verir (Rainville

1960).

3.4 Genelleştirilmi̧s Gegenbauer Polinomlar¬

P
(�;�)
n (x) Jacobi polinomlar¬yard¬m¬yla tan¬mlananC(�;�)n (x) genelleştirilmi̧s Gegen-

bauer polinomlar¬

C
(�;�)
2n (x) =

(�+ �)n�
�+ 1

2

�
n

P
(�� 1

2
;�� 1

2)
n

�
2x2 � 1

�
; (3.16)

C
(�;�)
2n+1 (x) =

(�+ �)n+1�
�+ 1

2

�
n+1

xP
(�� 1

2
;�+ 1

2)
n

�
2x2 � 1

�
(3.17)

eşitlikleri ile tan¬mlan¬r.

Teorem 3.2 � > �1
2
; � � 0; n 2 N0 olmak üzere, C(�;�)n (x) polinomlar¬ (�1; 1)

aral¬¼g¬nda w (x) = jxj2� (1� x2)
�� 1

2 a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldirler. Yani,
1Z

�1

jxj2� (1� x2)
�� 1

2 C
(�;�)
2n (x)C

(�;�)
2m (x) dx

=
[(�+ �)n]

2 �
�
�+ n+ 1

2

�
�
�
�+ n+ 1

2

���
�+ 1

2

�
n

�2
n! (�+ �+ 2n) � (�+ �+ n)

�nm; (3.18)
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1Z
�1

jxj2� (1� x2)
�� 1

2 C
(�;�)
2n+1 (x)C

(�;�)
2m+1 (x) dx

=

�
(�+ �)n+1

�2
�
�
�+ n+ 1

2

�
�
�
�+ n+ 3

2

�h�
�+ 1

2

�
n+1

i2
n! (�+ �+ 2n+ 1)� (�+ �+ n+ 1)

�nm (3.19)

ve
1Z

�1

jxj2�
�
1� x2

��� 1
2 C

(�;�)
2n+1 (x)C

(�;�)
2m (x) dx = 0 (3.20)

ba¼g¬nt¬lar¬gerçeklenir.

·Ispat. (3.18) eşitli¼ginin sol yan¬nda (3.16) ifadesi kullan¬l¬p, Lemma 2.4 (i) den

yararlan¬l¬rsa

1Z
�1

jxj2�
�
1� x2

��� 1
2 C

(�;�)
2n (x)C

(�;�)
2m (x) dx

=
(�+ �)n (�+ �)m�
�+ 1

2

�
n

�
�+ 1

2

�
m

1Z
�1

jxj2�
�
1� x2

��� 1
2 P
(�� 1

2
;�� 1

2)
n

�
2x2 � 1

�
�P (��

1
2
;�� 1

2)
m

�
2x2 � 1

�
dx

=
2 (�+ �)n (�+ �)m�
�+ 1

2

�
n

�
�+ 1

2

�
m

1Z
0

x2�
�
1� x2

��� 1
2 P
(�� 1

2
;�� 1

2)
n

�
2x2 � 1

�
�P (��

1
2
;�� 1

2)
m

�
2x2 � 1

�
dx

yaz¬l¬r. Burada u = 2x2 � 1 de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi uygulan¬rsa

=
(�+ �)n (�+ �)m

2�+�
�
�+ 1

2

�
n

�
�+ 1

2

�
m

1Z
�1

(1� u)��
1
2 (1 + u)��

1
2 P
(�� 1

2
;�� 1

2)
n (u)

�P (��
1
2
;�� 1

2)
m (u) du

elde edilir. (3.6) ile verilen Jacobi polinomlar¬n¬n ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬ndan m 6= n

için
1Z

�1

jxj2�
�
1� x2

��� 1
2 C

(�;�)
2n (x)C

(�;�)
2m (x) dx = 0
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sa¼glan¬r. m = n durumunda ise
1Z

�1

jxj2� (1� x2)
�� 1

2

h
C
(�;�)
2n (x)

i2
dx

=
[(�+ �)n]

2 �
�
�+ n+ 1

2

�
�
�
�+ n+ 1

2

���
�+ 1

2

�
n

�2
n! (�+ �+ 2n) � (�+ �+ n)

gerçeklenir. (3.19) eşitli¼gini elde etmek için (3.17) eşitli¼gini kullan¬p benzer i̧slemleri

yapmak yeterlidir. Son olarak (3.20) eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim. (3.20) nin

sol yan¬nda (3.16) ve (3.17) eşitlikleri yerine yaz¬l¬rsa

1Z
�1

jxj2�
�
1� x2

��� 1
2 C

(�;�)
2n+1 (x)C

(�;�)
2m (x) dx

=
(�+ �)m (�+ �)n+1�
�+ 1

2

�
m

�
�+ 1

2

�
n+1

1Z
�1

jxj2�
�
1� x2

��� 1
2 xP

(�� 1
2
;�+ 1

2)
n

�
2x2 � 1

�
�P (��

1
2
;�� 1

2)
m

�
2x2 � 1

�
dx

elde edilir. ·Integralin içindeki fonksiyon tek fonksiyon oldu¼gundan, Lemma 2.4 (ii)

den
1Z

�1

jxj2�
�
1� x2

��� 1
2 C

(�;�)
2n+1 (x)C

(�;�)
2m (x) dx = 0

gerçeklenir. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.3 C
(�;�)
n (x) genelleştirilmiş Gegenbauer polinomlar¬

C
(�;�)
2n+1 (x) =

2 (�+ �+ 2n)

2�+ 2n+ 1
xC

(�;�)
2n (x)� 2�+ 2n� 1

2�+ 2n+ 1
C
(�;�)
2n�1 (x) (3.21)

ve

C
(�;�)
2n+2 (x) =

�+ �+ 2n+ 1

n+ 1
xC

(�;�)
2n+1 (x)�

�+ �+ n

n+ 1
C
(�;�)
2n (x) (3.22)

rekürans ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glarlar (Dunkl ve Xu 2001).

·Ispat. (3:10) eşitli¼ginde x yerine 2x2 � 1; � yerine �� 1
2
ve � yerine �+ 1

2
al¬n¬rsa
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(�+ �+ 2n)P
(�� 1

2
;�� 1

2
)

n (2x2 � 1)

= (�+ �+ n)P
(�� 1

2
;�+ 1

2
)

n (2x2 � 1) +
�
�+ n� 1

2

�
P
(�� 1

2
;�+ 1

2
)

n�1 (2x2 � 1)

sa¼glan¬r. Burada (3.16) ve (3.17) eşitlikleri gözönünde tutulur ve de (2.6) eşitli¼ginden

dolay¬ �
�+

1

2

�
n+1

=

�
�+ n+

1

2

��
�+

1

2

�
n

(3.23)

ve

(�+ �)n+1 = (�+ �+ n) (�+ �)n (3.24)

olduklar¬dikkate al¬n¬rsa

2x (�+ �+ 2n)C
(�;�)
2n (x) = (2�+ 2n+ 1)C

(�;�)
2n+1(x) + (2�+ 2n� 1)C

(�;�)
2n�1(x)

elde edilir. Eşitli¼gin her iki yan¬(2�+ 2n+ 1) ile bölünürse

C
(�;�)
2n+1 (x) =

2 (�+ �+ 2n)

2�+ 2n+ 1
xC

(�;�)
2n (x)� 2�+ 2n� 1

2�+ 2n+ 1
C
(�;�)
2n�1 (x)

bulunur ki bu da istenilen eşitliktir.

(3.22) ba¼g¬nt¬s¬n¬elde etmek için (3:11) eşitli¼ginde x yerine 2x2 � 1; � yerine �� 1
2

ve � yerine �� 1
2
al¬n¬rsa

(�+ �+ 2n+ 1) x2P
(�� 1

2
;�+ 1

2
)

n (2x2 � 1)

= (n+ 1)P
(�� 1

2
;�� 1

2
)

n+1 (2x2 � 1) +
�
�+ n+

1

2

�
P
(�� 1

2
;�� 1

2
)

n (2x2 � 1)

elde edilir. Burada (3.16) ve (3.17) eşitlikleri gözönünde bulundurulup, (3.23) ve

(3.24) den yararlan¬l¬rsa

�+ �+ 2n+ 1

�+ �+ n
xC

(�;�)
2n+1 (x) =

n+ 1

�+ �+ n
C
(�;�)
2n+2 (x) + C

(�;�)
2n (x)

olur. Bu eşitli¼gin her iki yan¬
(�+ �+ n)

n+ 1
ile çarp¬ld¬¼g¬nda

C
(�;�)
2n+2 (x) =

�+ �+ 2n+ 1

n+ 1
xC

(�;�)
2n+1 (x)�

�+ �+ n

n+ 1
C
(�;�)
2n (x)

elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.
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3.5 Hermite Polinomlar¬

�1 < x <1 ve n 2 N0 olmak üzere

y00 � 2xy0 + 2ny = 0 (3.25)

denkleminin çözümlerinden biri

Hn(x) =

[n=2]X
k=0

(�1)k n! (2x)n�2k

k! (n� 2k)! ; n = 0; 1; :::

ile gösterilen Hn(x) Hermite polinomlar¬d¬r. Hermite polinomlar¬I = (�1;1) ara-

l¬¼g¬nda

!(x) = e�x
2

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olup
1Z

�1

e�x
2

Hn (x)Hm (x) dx = 0 ; m 6= n

( m;n 2 N0)

ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçeklerler. Öte yandan

kHn k2 =
1Z

�1

e�x
2

H2
n (x) dx = 2

nn!
p
�

dir. Hermite polinomlar¬
1X
n=0

Hn(x) t
n

n!
= exp

�
2xt� t2

�
(3.26)

do¼gurucu fonksiyon ba¼g¬nt¬s¬na ve

Hn (x) = (�1)n ex
2 dn

dxn

�
e�x

2
�

Rodrigues formülüne sahiptir. Hermite polinomlar¬için üç terimli rekürans ba¼g¬nt¬s¬

Hn+1(x)� 2xHn(x) + 2nHn�1(x) = 0 ; n = 1; 2; :::

şeklindendir (Szegö 1939, Rainville 1960). Ayr¬ca, Hermite polinomlar¬ ile Jacobi

polinomlar¬aras¬nda

Hn(x) = n! lim
�!1

�
��

n
2 (2�)n

(�+ 1
2)n

P
(�� 1

2
;�� 1

2)
n

�
x=
p
�
��

(3.27)
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formunda bir limit gösterimi vard¬r. Bunun bir sonucu olarak, Gegenbauer polinom-

lar¬ile Hermite polinomlar¬aras¬nda da

Hn (x) = n! lim
�!1

�
��n=2C�

n

�
x=
p
�
�	

(3.28)

eşitli¼gi gerçeklenir ( Szegö 1939).

Hn(x) Hermite polinomlar¬na benzer olarak Hen(x) Hermite polinomlar¬da I =

(�1;1) aral¬¼g¬nda

!(x) = e�
x2

2

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldirler. Yani,

1Z
�1

e�x
2=2Hen (x)Hem (x) dx =

p
2�n!�nm

( m;n 2 N0)

ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçeklerler. Bu polinomlar

Hen (x) = (�1)n ex
2=2 d

n

dxn

�
e�x

2=2
�

formunda bir Rodrigues formülüne sahip olup, ikinci basamaktan

y00 � xy0 + ny = 0 (3.29)

diferensiyel denklemini sa¼glarlar.

3.6 Laguerre Polinomlar¬

L(�)n (x) =
x��ex

n!

dn

dxn
�
x�+ne�x

�
Rodrigues formülü ile tan¬mlanan L(�)n (x) Laguerre polinomlar¬, (0;1) aral¬¼g¬nda

!(x) = x� e�x a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldirler. Yani,

1Z
0

x� e�x L(�)n (x) L
(�)
m (x) dx =

� (�+ n+ 1)

n!
�nm

(� > �1; m;n 2 N0)
15



ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçeklerler. Bu polinomlar

1X
n=0

L(�)n (x) t
n =

1

(1� t)�+1
exp

�
� xt

1� t

�
do¼gurucu fonksiyon ba¼g¬nt¬s¬na sahip olup, ikinci basamaktan

xy00 + (�+ 1� x)y0 + ny = 0 (3.30)

diferensiyel denklemini ve

nL(�)n (x) = (2n� 1 + �� x)L
(�)
n�1(x)� (n� 1 + �)L

(�)
n�2(x) ; n = 2; 3; :::

üç terimli rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glarlar (Szegö 1939, Rainville 1960).
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4. ·IK·I DE¼G·IŞKENL·I ORTOGONAL POL·INOMLAR

4.1 Bir Bölgede Ortogonal ·Iki De¼gi̧skenli Polinomlar¬n Genel Özellikleri

Tan¬m 4.1 x ve y ba¼g¬ms¬z de¼gişkenlerinin kuvvetlerinin çarp¬mlar¬yla elde edilen

monomiallerinin kümesi�
xn�kyk

	
; n = 0; 1; ::: ; k = 0; 1; :::; n

olsun.

fcnkg ; n = 0; 1; ::: ; k = 0; 1; :::; n

reel sabitler ve cnk 6= 0 olmak üzere n-yinci dereceden iki de¼gişkenli cebirsel bir poli-

nom

Pnk (x; y) =
n�1X
m=0

mX
s=0

cmsx
m�sys +

kX
s=0

cnsx
n�sys (4.1)

dir. Burada n indisi, x ve y de¼gişkenlerine göre polinomun toplam derecesini, k indisi

de polinomdaki y de¼gişkeninin en yüksek kuvvetini göstermektedir. cnk katsay¬s¬na

bu polinomun başkatsay¬s¬ ad¬ verilir. Kolayl¬k aç¬s¬ndan bu polinom (n; k)-y¬nc¬

basamaktan bir polinom olarak adland¬r¬l¬r. Burada k indisi en fazla n ye eşit ola-

bilir.

Lemma 4.1 Başkatsay¬lar¬s¬f¬rdan farkl¬olan (n; k)-y¬nc¬basamaktan bir polinom

sistemi

P00 (x; y)

P10 (x; y) ; P11 (x; y)

P20 (x; y) ; P21 (x; y) ; P22 (x; y) (4.2)

� � �

Pn0 (x; y) ; Pn1 (x; y) ; :::; Pn;k�1 (x; y) ; Pnk (x; y)

olarak verilsin. (n; k)-y¬nc¬basamaktan herhangi bir Qnk (x; y) polinomu, (4:2) poli-

nom sistemi yard¬m¬yla

Qnk (x; y) =

n�1X
m=0

mX
s=0

amsPms (x; y) +

kX
s=0

ansPns (x; y) (4.3)
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formunda tek türlü olarak ifade edilebilir.

·Ispat. (4:1) den Qnk (x; y) polinomu

Qnk (x; y) =
n�1X
m=0

mX
s=0

bmsx
m�sys +

kX
s=0

bnsx
n�sys (4.4)

gösterimine sahiptir. (4:2) sistemindeki polinomlar¬n tamam¬ (4:1) formunda yaz¬l¬r

ve (4:3) ile (4:4) deki monomiallerin katsay¬lar¬k¬yaslan¬rsa

bnk = ankc
(n;k)
nk

bn;k�1 = ankc
(n;k)
n;k�1 + an;k�1c

(n;k�1)
n;k�1

bn;k�2 = ankc
(n;k)
n;k�2 + an;k�1c

(n;k�1)
n;k�2 + an;k�2c

(n;k�2)
n;k�2

� � �

b00 = ankc
(n;k)
00 + an;k�1c

(n;k�1)
00 + :::+ a00c

(0;0)
00

lineer homogen olmayan bir denklem sistemi elde edilir. Bu sistem famsg bilinmeyen-

lerine ba¼gl¬
n
n(n+1)
2

+ k + 1
o
tane denklem içerir. (4:2) deki her polinomun, başkat-

say¬s¬s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan, bu denklem sisteminin katsay¬lar determinant¬

� =

���������������

c
(n;k)
nk 0 0 ::: 0

c
(n;k)
n;k�1 c

(n;k�1)
n;k�1 0 ::: 0

c
(n;k)
n;k�2 c

(n;k�1)
n;k�2 c

(n;k�2)
n;k�2 ::: 0

...
...

...
. . .

...

c
(n;k)
00 c

(n;k�1)
00 c

(n;k�2)
00 ::: c

(0;0)
00

���������������
6= 0

olup, famsg ler tek türlü olarak belirlenir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Tan¬m 4.2 xoy- düzleminde basit, kapal¬bir � e¼grisi taraf¬ndan s¬n¬rlanan sonlu,

basit irtibatl¬bir bölge G olsun. h (x; y) ; G de tan¬ml¬negatif olmayan bir fonksiyon

olmak üzere

0 <

ZZ
G

h (x; y) dxdy <1

koşulu gerçeklenirse, bu fonksiyon G bölgesinde bir �a¼g¬rl¬k fonksiyonu� olarak ad-

land¬r¬l¬r.
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Tan¬m 4.3 Cebirsel bir polinom sistemi

F00 (x; y)

F10 (x; y) ; F11 (x; y)

F20 (x; y) ; F21 (x; y) ; F22 (x; y) (4.5)

� � �

Fn0 (x; y) ; Fn1 (x; y) ; :::; Fn;k�1 (x; y) ; Fnk (x; y)

olsun. Bu polinom sistemi aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glarsa, h (x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna

göre G bölgesinde �ortonormal polinom sistemi�olarak adland¬r¬l¬r.

i. Her bir Fnk (x; y) polinomunun başkatsay¬s¬pozitif olmal¬d¬r,

ii. (4.5) polinomlar¬G bölgesinde h (x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortonor-

mallik koşulunu sa¼glamal¬d¬r. Yani

(Fnk; Fms) =

ZZ
G

h (x; y)Fnk (x; y)Fms (x; y) dxdy (4.6)

= �nm�ks

iç çarp¬m¬gerçeklenmelidir. Burada

�nm�ks =

8<: 0 ; (n; k) 6= (m; s)

1 ; (n; k) = (m; s)

dir.

Teorem 4.1 Bir G bölgesinde tan¬mlanan herhangi bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu h (x; y)

olsun. G bölgesinde h (x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortonormal olan bir tek fFnk (x; y)g

polinom sistemi vard¬r (Suetin 1988).

·Ispat. ·Ispat¬tümevar¬m yöntemi ile yapal¬m. S¬f¬r¬nc¬basamaktan key�bir polinom

F00 (x; y) = a00 > 0 olarak al¬n¬rsaZZ
G

h (x; y)F 200 (x; y) dxdy =

ZZ
G

h (x; y) a200dxdy = 1

koşulu sa¼glanacak şekilde F00 (x; y) = a00 polinomu tek olarak belirlenir.

Şimdi de

F00 (x; y) ; F10 (x; y) ; F11 (x; y) ; : : : ; Fn0 (x; y) ; : : : ; Fn;k�1 (x; y) (4.7)
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polinom kümesinin ortonormal bir küme oluşturdu¼gunu kabul edelim ve bu küme

ile ortonormal olacak şekilde (n; k)-y¬nc¬ basamaktan bir Fnk (x; y) polinomunun

oldu¼gunu gösterelim. Lemma 4:1 den Fnk (x; y) polinomu

Fnk (x; y) =
n�1X
m=0

mX
s=0

amsFms (x; y) +
k�1X
s=0

ansFns (x; y) + ank x
n�kyk (4.8)

formunda yaz¬labilir. (4:6) dan (n; k) 6= (m; s) için

(Fnk; Fms) =

 
n�1X
m=0

mX
s=0

amsFms (x; y) +
k�1X
s=0

ansFns (x; y) + ank x
n�kyk; Fms

!
= 0

sa¼glanmal¬d¬r. Burada (4:7) polinom kümesinin ortonormal oldu¼gu gözönünde bu-

lundurulursa

ams + ank
�
xn�kyk; Fms

�
= 0 (4.9)

elde edilir. (4:9) daki iç çarp¬m Ams ile gösterilirse

ams = �ankAms

olur. Bu de¼ger (4:8) de yerine yaz¬l¬rsa

Fnk (x; y) = ank

"
xn�kyk �

n�1X
m=0

mX
s=0

AmsFms (x; y)�
k�1X
s=0

AnsFns (x; y)

#
= ank �nk (x; y)

olarak bulunur. Bu ise (4:7) polinom kümesine ortogonal olan (n; k)-y¬nc¬basamak-

tan Fnk (x; y) polinomunun sabit çarpan fark¬yla tek oldu¼gunu gösterir. Di¼ger yan-

dan (4:6) daki ortonormallik koşulundan

ZZ
G

h (x; y)F 2nk (x; y) dxdy = 1

sa¼glanmal¬d¬r. Buradan

a2nk

ZZ
G

h (x; y) �2nk (x; y) dxdy = 1
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olup, ank > 0 koşulu alt¬nda bu katsay¬ tek türlü olarak belirlenir. Böylelikle G

bölgesinde h (x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortonormal olan tek bir

fF00 (x; y) ; F10 (x; y) ; F11 (x; y) ; :::; Fn0 (x; y) ; :::; Fn;k�1 (x; y) ; Fnk (x; y)g

polinom sistemi elde edilir. Şimdi de bu teoremden yararlanarak, bir polinomun bir

bölgedeki ortogonallik tan¬m¬n¬verelim.

Teorem 4.2 cnk başkatsay¬s¬ s¬f¬rdan farkl¬ olan (n; k)-y¬nc¬ basamaktan bir poli-

nom Fnk (x; y) olsun. Fnk (x; y) polinomunun, bir G bölgesinde tan¬ml¬h (x; y) a¼g¬rl¬k

fonksiyonuna göre ortogonal olmas¬için gerek ve yeter koşul,ZZ
G

h (x; y)Fnk (x; y)Qpq (x; y) dxdy = 0 ; (p; q) � (n; k) (4.10)

ifadesinin gerçeklenmesidir. Burada (p; q) � (n; k) gösterimi

(p; q) � (n; k) �

8<: p = n ; q < k

p < n

d¬r (Suetin 1988).

·Ispat. ()) G bölgesindeh (x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre (n; k)-y¬nc¬basamaktan

ortogonal bir polinom Fnk (x; y) olsun. Yani,ZZ
G

h (x; y)Fnk (x; y)Fms (x; y) dxdy = 0 ; (n; k) 6= (m; s)

sa¼glans¬n. Lemma 4:1 denQpq (x; y)polinomu, fFms (x; y)g polinom ailesi yard¬m¬yla

ifade edilebilece¼ginden

Qpq (x; y) =

p�1X
m=0

mX
s=0

amsFms (x; y) +

qX
s=0

apsFps (x; y)

eşitli¼gi yaz¬labilir. Bu aç¬l¬m (4:10) integralinde yerine yaz¬l¬r ve fFnk (x; y)g polinom

ailesinin ortogonalli¼gi kullan¬l¬rsa
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ZZ
G

h (x; y)Fnk (x; y)Qpq (x; y) dxdy

=

p�1X
m=0

mX
s=0

ams

8<:
ZZ
G

h (x; y)Fnk (x; y)Fms (x; y) dxdy

9=;
+

qX
s=0

aps

8<:
ZZ
G

h (x; y)Fnk (x; y)Fps (x; y) dxdy

9=;
= 0

gerçeklenir.

(()Tersine (n; k)-y¬nc¬basamaktan daha düşük basamakl¬herhangi birQpq (x; y)

polinomu için (4:10) eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Burada Qpq (x; y) poli-

nomu yerine (4:7) ile verilen

F00 (x; y) ; F10 (x; y) ; F11 (x; y) ; : : : ; Fn0 (x; y) ; : : : ; Fn;k�1 (x; y)

polinomlar¬al¬nabilir. Teorem 4:1 in ispat¬göstermektedir ki, düşük basamaktan

(4:7) polinomlar¬na ortogonal olan (n; k)-y¬nc¬basamaktan Fnk (x; y)polinomu sabit

çarpan fark¬yla tektir. Bu da teoremi ispatlar.

4.2 Temel Ortogonal Polinomlar

Bir de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar gibi iki de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar da a¼g¬rl¬k

fonksiyonunun momentleri yard¬m¬yla temsil edilebilir. Bir G bölgesinde herhangi

bir h (x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonunun kuvvet momentleri,

hnk =

ZZ
G

h (x; y)xn�kykdxdy ; n = 0; 1; : : : ; k = 0; 1; : : : ; n (4.11)
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formülü ile tan¬mlan¬r (Jackson 1936). Bu momentleri,

h00

h10; h11

h20; h21; h22 (4.12)

� � �

hn0; hn1 ; :::; hn;n�1 ; hnn

� � �

formunda bir tablo ile göstermek daha uygundur. (4:12) kuvvet momentleri yard¬m¬yla

aşa¼g¬daki determinantlar¬tan¬mlamak mümkündür.

�00 = h00;�10 =

������ h00 h10h10 h20

������ ;�11 =

���������
h00 h10 h11

h10 h20 h21

h11 h21 h22

��������� ; :::;

�nk =

������������������������

h00 h10 h11 � � � hn0 � � � hn;k�1 hnk

h10 h20 h21 � � � hn+1;0 � � � hn+1;k�1 hn+1;k

h11 h21 h22 � � � hn+1;1 � � � hn+1;k hn+1;k+1
...

...
...

. . .
...

...
...

...

hn0 hn+1;0 hn+1;1 � � � h2n;0 � � � h2n;k�1 h2n;k
...

...
...

...
...

. . .
...

...

hn;k�1 hn+1;k�1 hn+1;k � � � h2n;k�1 � � � h2n;2(k�1) h2n;2k�1

hnk hn+1;k hn+1;k+1 � � � h2n;k � � � h2n;2k�1 h2n;2k

������������������������

:

(4.13)

Bu determinantlar aşa¼g¬daki şekilde elde edilebilir.

�
1; x; y; x2; xy; y2; : : : ; xn; xn�1y; : : : ; xn�kyk

	
(4.14)

lineer ba¼g¬ms¬z fonksiyonlar¬n¬n bir sistemini ele alal¬m. (4:11) formülü ile elde

edilen momentler, (4:14) sistemindeki fonksiyonlar¬n iç çarp¬m¬olarak düşünülebilir.

(4:14) sisteminin her fonksiyonu ayn¬sistemin bir eleman¬olan 1 ile çarp¬l¬p h (x; y)

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre G bölgesinde integre edilirse, (4:11) den �nk determinan-

t¬n¬n birinci sat¬r¬n¬ oluşturan momentler elde edilir. �nk determinant¬n¬n ikinci
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sat¬r¬n¬n elde edilebilmesi için (4:14) sisteminin her fonksiyonunun x ile çarp¬l¬p G

bölgesinde h (x; y) a¼g¬rl¬¼g¬na göre integre edilmesi yeterlidir. Böyle devam edilerek,

(4:14) sisteminin her fonksiyonu, ayn¬sistemin son eleman¬olan xn�kyk ile çarp¬l¬p

G bölgesinde integrallenirse �nk determinant¬n¬n son sat¬r¬elde edilmi̧s olur. (4:13)

determinantlar¬n¬n hepsi (4:14) lineer ba¼g¬ms¬z fonksiyon sisteminin �Gram Deter-

minantlar¬�olarak adland¬r¬l¬r.

Lemma 4.2 �nk ; n = 0; 1; ::: ; k = 0; 1; : : : ; n Gram determinantlar¬n herbiri

s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

·Ispat. (4:14) lineer ba¼g¬ms¬z fonksiyonlar¬n¬n sistemi yeniden adland¬r¬l¬rsa,

f'1 (x; y) ; '2 (x; y) ; : : : ; 'N (x; y)g ; N =
n (n+ 1)

2
+ k + 1 (4.15)

sistemi elde edilir. Bu fonksiyon sistemine ili̧skin �nk determinant¬,

�nk =

������������

('1; '1) ('1; '2) � � � ('1; 'N)

('2; '1) ('2; '2) � � � ('2; 'N)
...

...
. . .

...

('N ; '1) ('N ; '2) � � � ('N ; 'N)

������������
olarak tan¬mlan¬r. Kabul edelim ki, bu determinant s¬f¬ra denk olsun. Bu durumda

aşikar olmayan fbmg , m = 1; 2; : : : ; N çözümlerine sahip

NX
m=1

('k; 'm) bm = 0 ; k = 1; 2; : : : ; N

lineer homogen denklem sistemini ele alabiliriz. ·Iç çarp¬m¬n lineerlik özelli¼ginden,

bu denklem sistemi  
'k;

NX
m=1

bm'm

!
= 0 ; k = 1; 2; : : : ; N (4.16)

formunda yaz¬labilir. (4:16) denklem sistemindeki herbir denklem bk ile çarp¬l¬p

terim terim toplan¬rsa  
NX
k=1

bk'k;
NX
m=1

bm'm

!
= 0
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elde edilir. (4:6) dan bu iç çarp¬m,

ZZ
G

h (x; y)
NX
k=1

bk'k

NX
m=1

bm'm dxdy = 0

olarak yaz¬l¬r. Buradan

ZZ
G

h (x; y)

"
NX
m=1

bm'm

#2
dxdy = 0

olup
NX
m=1

bm'm = 0

ifadesi sa¼glan¬r. (4:15) fonksiyon sistemi lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan

bm = 0 ; m = 1; 2; : : : ; N

elde edilir ki bu da kabulümüzle çeli̧sir. Dolay¬s¬yla �nk determinantlar¬ s¬f¬rdan

farkl¬olmal¬d¬r.

Şimdi de �nk Gram determinantlar¬yard¬m¬yla ortogonal polinomlar tan¬mlayal¬m.

(4:13) determinant¬n¬n son sat¬r¬(4:14) fonksiyonlar¬ile yer de¼gi̧stirilirse, (n; k)-y¬nc¬

basamaktan

Pnk (x; y) =

������������������������

h00 h10 h11 � � � hn0 � � � hn;k�1 hnk

h10 h20 h21 � � � hn+1;0 � � � hn+1;k�1 hn+1;k

h11 h21 h22 � � � hn+1;1 � � � hn+1;k hn+1;k+1
...

...
...

. . .
...

...
...

...

hn0 hn+1;0 hn+1;1 � � � h2n;0 � � � h2n;k�1 h2n;k
...

...
...

...
...

. . .
...

...

hn;k�1 hn+1;k�1 hn+1;k � � � h2n;k�1 � � � h2n;2(k�1) h2n;2k�1

1 x y � � � xn � � � xn�k+1yk�1 xn�kyk

������������������������
(4.17)

polinomu elde edilir. Burada k � 1 ise bu polinomun başkatsay¬s¬�n;k�1 olur. k = 0
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için Pn0 (x; y) polinomu,

Pn0 (x; y) =

������������������������

h00 h10 h11 � � � hn�1;0 � � � hn�1;n�1 hn0

h10 h20 h21 � � � hn;0 � � � hn;n�1 hn+1;0

h11 h21 h22 � � � hn;1 � � � hn;n hn+1;1
...

...
...

. . .
...

...
...

...

hn�1;0 hn;0 hn;1 � � � h2(n�1);0 � � � h2(n�1);n�1 h2n�1;0
...

...
...

...
...

. . .
...

...

hn�1;n�1 hn;n�1 hn;n � � � h2(n�1);n�1 � � � h2(n�1);2(n�1) h2n�1;n�1

1 x y � � � xn�1 � � � yn�1 xn

������������������������
(4.18)

olup, bu polinomun başkatsay¬s¬ise �n�1;n�1 dir.

Lemma 4.3 (4:17) ile tan¬mlanan Pnk (x; y) polinomu G bölgesinde h (x; y) a¼g¬r-

l¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir. Burada Pnk (x; y) ; (n; k)-y¬nc¬basamaktan bir

polinomdur (Krall ve She¤er 1967).

·Ispat. (4:17) polinomu, (4:14) fonksiyon sisteminin ilk eleman¬olan 1 ile çarp¬ld¬k-

tan sonraG bölgesinde h (x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre integrallenir ve (4:11) formülü

kullan¬l¬rsa, birinci ve son sat¬r¬ayn¬olan

(Pnk (x; y) ; 1) =

������������������������

h00 h10 h11 � � � hn0 � � � hn;k�1 hnk

h10 h20 h21 � � � hn+1;0 � � � hn+1;k�1 hn+1;k

h11 h21 h22 � � � hn+1;1 � � � hn+1;k hn+1;k+1
...

...
...

. . .
...

...
...

...

hn0 hn+1;0 hn+1;1 � � � h2n;0 � � � h2n;k�1 h2n;k
...

...
...

...
...

. . .
...

...

hn;k�1 hn+1;k�1 hn+1;k � � � h2n;k�1 � � � h2n;2(k�1) h2n;2k�1

h00 h10 h11 � � � hn0 � � � hn;k�1 hnk

������������������������

= 0

determinant¬elde edilir. (4:17) polinomu x ile çarp¬l¬p benzer i̧slemler uygulan¬rsa

bu durumda ikinci ve son sat¬r¬ayn¬olan bir determinant bulunur. Bu i̧slem, (4:14)

deki son monomial hariç di¼ger

y; x2; xy; y2; : : : ; xn; : : : ; xn�k+1yk�1
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monomialleri için de tekrarlan¬rsa, her bir durumda iki sat¬r¬ayn¬olan bir determi-

nant elde edilir ki, bunlar¬n herbiri s¬f¬rd¬r. Bu ise Pnk (x; y)polinomunun herbir

1; x; y; x2; xy; y2; : : : ; xn; : : : ; xn�k+1yk�1

monomialine ortogonal oldu¼gunu gösterir. BuradanZZ
G

h (x; y)Pnk (x; y)x
m�sys dxdy = 0 ; (m; s) � (n; k) (4.19)

gerçeklenir ki bu ise istenilendir.

Lemma 4.4 (4:17) ve (4:18) ile tan¬mlanan polinomlar¬n normlar¬s¬ras¬yla, n � 1

için

kPnkk = (�n;k�1�nk)
1=2 ; k � 1

kPn0k = (�n�1;n�1�n0)
1=2

9=; (4.20)

d¬r.

·Ispat. (4:17) polinomu, (4:14) fonksiyon sisteminin son eleman¬olan xn�kyk ile

çarp¬l¬p h (x; y) a¼g¬rl¬¼g¬na göre G bölgesinde integrallenirse,ZZ
G

h (x; y)Pnk (x; y) x
n�kykdxdy = �nk (4.21)

eşitli¼gi elde edilir. (4:17) determinant¬ile tan¬mlanan Pnk (x; y) polinomu

Pnk (x; y) = �n;k�1 x
n�kyk +Hn;k�1 (x; y) (4.22)

olarak ifade edilebilir. Burada Hn;k�1 (x; y) ; (n; k) dan daha düşük basamakl¬bir

polinomdur. (4:22) polinomu

kPnkk2 =
ZZ
G

h (x; y)P 2nk (x; y) dxdy

integralinde dikkate al¬n¬rsa,

kPnkk2 =
ZZ
G

h (x; y)Pnk (x; y)
�
�n;k�1 x

n�kyk +Hn;k�1 (x; y)
�
dxdy

olarak yaz¬l¬r. (4:19) ve (4:21) eşitliklerinden yararlan¬l¬rsa,

kPnkk = (�n;k�1�nk)
1=2
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elde edilmi̧s olur. Benzer i̧slemler (4:18) polinomu için tekrarlan¬rsa,

kPn0k = (�n�1;n�1�n0)
1=2

olarak bulunur. Bu normlar, key� n ve k lar için ard¬̧s¬k iki Gram determinant¬n¬n

çarp¬m¬d¬r. Norm pozitif oldu¼gundan bu determinantlar ayn¬i̧saretli olmal¬d¬r. h00

pozitif oldu¼gundan �00 pozitif olup buradan di¼ger Gram determinantlar¬da pozitif

olmak zorundad¬r.

Sonuç 4.1 (4:17) ve (4:20) eşitliklerinden yararlan¬larak,

Fnk (x; y) =
Pnk (x; y)

kPnkk
=

1p
�n;k�1�nk

Pnk (x; y) (4.23)

formülü yard¬m¬yla G bölgesinde h (x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortonormal poli-

nomlar elde edilebilir. Bu polinomlar¬n birkaç¬aç¬k olarak yaz¬l¬rsa,

F00 (x; y) =
P00 (x; y)

kP00k
=

1�RR
G

h (x; y) dxdy

�1=2 = 1

(h00)
1=2
=

1p
�00

F10 (x; y) =
P10 (x; y)

kP10k
=

1p
�00�10

������ h00 h10

1 x

������
F11 (x; y) =

P11 (x; y)

kP11k
=

1p
�10�11

���������
h00 h10 h11

h10 h20 h21

1 x y

���������

F20 (x; y) =
P20 (x; y)

kP20k
=

1p
�11�20

������������

h00 h10 h11 h20

h10 h20 h21 h30

h11 h21 h22 h31

1 x y x2

������������

F21 (x; y) =
P21 (x; y)

kP21k
=

1p
�20�21

���������������

h00 h10 h11 h20 h21

h10 h20 h21 h30 h31

h11 h21 h22 h31 h32

h20 h30 h31 h40 h41

1 x y x2 xy

���������������
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olarak bulunurlar. (4:23) formülü, bir bölgedeki a¼g¬rl¬k fonksiyonunun kuvvet mo-

mentlerinin bilinmesi durumunda, key� sonlu say¬da ortonormal polinomun bulun-

mas¬na izin verir.

Tan¬m 4.4 (4:23) formülü ile tan¬mlanan polinomlara G bölgesinde h (x; y) a¼g¬rl¬k

fonksiyonuna göre �Temel Ortonormal Polinomlar�ad¬verilir. Burada

fFn0 (x; y) ; Fn1 (x; y) ; : : : ; Fn;n�1 (x; y) ; Fnn (x; y)g

n-yinci dereceden temel ortonormal polinom sistemini oluşturur. G bölgesinde h (x; y)

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre temel ortonormal polinomlar¬n sistemi

fFnk (x; y)g ; n = 0; 1; ::: ; k = 0; 1; : : : ; n

formunda yaz¬labilir.

4.3 Monik Ortogonal Polinomlar

(4:14) fonksiyon sistemindeki

�
1; x; y; x2; xy; y2; : : : ; xn�1; : : : ; yn�1

	
(4.24)

monomialleri sabit tutulup, n-yinci dereceden key� bir xn�kyk monomiali al¬n¬rsa

�
1; x; y; x2; xy; y2; : : : ; xn�1; : : : ; yn�1; xn�kyk

	
(4.25)

lineer ba¼g¬ms¬z fonksiyon sistemi elde edilir.

Tan¬m 4.5 (4:25) monomialleri ve fAmsg reel katsay¬lar¬ yard¬m¬yla elde edilen

n-yinci dereceden

e�nk (x; y) = xn�kyk +
n�1X
m=0

mX
s=0

Amsx
m�sys (4.26)

polinomu �monik polinom�olarak adland¬r¬l¬r.
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Lemma 4.5 fAmsg bilinmeyenlerine ba¼gl¬(4:26) polinomu,ZZ
G

h (x; y) e�nk (x; y)xp�qyqdxdy = 0
p = 0; 1; : : : ; n� 1 ; q = 0; 1; : : : ; p

(4.27)

koşullar¬sa¼glanacak şekilde tek türlü belirlenebilir.

·Ispat. p ve q nun de¼gerleri için (4:26) polinomu (4:27) de yerine yaz¬l¬p (4:11)

momentleri kullan¬l¬rsa, (4:27) sistemi

n�1X
m=0

mX
s=0

Amshms = �hnk

n�1X
m=0

mX
s=0

Amshm+1;s = �hn+1;k

n�1X
m=0

mX
s=0

Amshm+1;s+1 = �hn+1;k+1 (4.28)

...
n�1X
m=0

mX
s=0

Amshm+n�1;n+s�1 = �h2n�1;n+k�1

formuna indirgenir. Bu sistem fAmsg bilinmeyenlerine ba¼gl¬homogen olmayan bir

denklem sistemidir. Bu sistemin katsay¬lar determinant¬�n�1;n�1 olup, bu determi-

nant s¬f¬rdan farkl¬ve pozitiftir. Böylelikle (4:28) denklem sistemi, tek bir fAmsg

çözümüne sahip olaca¼g¬ndan, e�nk (x; y) polinomu tek türlü belirlenir. Bu lemman¬n
bir sonucu olarak aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 4.3 Bir G bölgesinde (4:26) ile tan¬mlanan e�nk (x; y) polinomu, (4:27)
koşulu alt¬nda h (x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir. Yani, e�nk (x; y) poli-
nomu, n-yinci dereceden daha düşük olan (4:24) polinom sistemindeki tüm monomi-

allere ortogonaldir (Suetin 1988).

Tan¬m 4.6 (4:27) koşulunu sa¼glayan (4:26) polinomu �monik ortogonal polinom�

olarak adland¬r¬l¬r. Bu polinom normu ile bölünürse,

�nk (x; y) =
e�nk (x; y)


e�nk


 = Ankx

n�kyk +Rn�1 (x; y)
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�monik ortonormal polinomu�elde edilir. Burada Rn�1 (x; y) ; derecesi (n� 1) den

büyük olmayan bir polinomdur.

4.4 Key� Basamaktan Kabul Edilebilir Diferensiyel Denklemler

Tan¬m 4.7

Q10 (x; y) ; Q11 (x; y)

Q20 (x; y) ; Q21 (x; y) ; Q22 (x; y)

� � � (4.29)

QN0 (x; y) ; QN1 (x; y) ; : : : ; QNN (x; y)

polinom sistemini ele alal¬m. Bu polinom sistemine ba¼gl¬olarak N-yinci basamaktan

lineer k¬smi diferensiyel operatörü

DN [u] =
NX
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2u (4.30)

olsun. Buna uygun k¬smi diferensiyel denklem

D1 =
@

@x
; D2 =

@

@y

gösterimi alt¬nda

DN [u] =
NX
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2u = �u (4.31)

olarak tan¬mlans¬n.

Tan¬m 4.8 Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glanacak şekilde

�0;�1; : : : ; �n; :::

say¬lar¬n¬n bir dizisi varsa, (4:31) denklemine �Kabul Edilebilir (Admissible) K¬smi

Diferensiyel Denklem�ad¬verilir (Krall ve She¤er 1967).

i. Her bir n için

DN [u] = �nu
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denklemi, x ve y de¼gişkenlerine göre toplamda n-yinci dereceden (n+ 1) tane lineer

ba¼g¬ms¬z

�n0 (x; y) ; �n1 (x; y) ; : : : ;�nn (x; y) (4.32)

polinom çözümlerine sahip olmal¬d¬r. Burada (4:32) polinom sistemindeki polinom-

lar¬n ikinci indisi, y nin derecesini de¼gil, bu sistemdeki polinomlar¬n say¬s¬n¬gösterir.

ii. Derecesi n den küçük olan polinom çözümlerinin kümesinde aşikar ol-

mayan çözümler yoktur.

Sabit bir n için, (4:31) denklemini sa¼glayan n-yinci dereceden (n+ 1) tane lineer

ba¼g¬ms¬z polinom çözümlerin oluşturdu¼gu polinomlar¬n uzay¬n¬Vn ile gösterelim. u =

0 çözümü de (4:31) denklemini sa¼glayaca¼g¬ndan, Vn uzay¬ s¬f¬r çözümünü de içine

al¬r. Burada Vn, (n+ 1) boyutlu bir vektör uzay¬d¬r.

Tan¬m 4.9 (4:31) denkleminde aşikar olmayan çözümler veren �n say¬lar¬na (4:31)

denkleminin özde¼gerleri, �n say¬lar¬na karş¬l¬k gelen çözümlere de bu denklemin öz-

fonksiyonlar¬ad¬verilir.

Lemma 4.6 (4:31) denklemi kabul edilebilir bir denklem ise,

�0 = 0; �m 6= �n (m 6= n)

sa¼glan¬r.

·Ispat: (4:31) denklemi kabul edilebilir bir denklem oldu¼gundan, � = �0

için s¬f¬rdan farkl¬u = k (k sabit) çözümüne sahiptir. Bu çözüm (4:31) denklemini

sa¼glayaca¼g¬ndan

�0k = 0

elde edilir. Burada k 6= 0 oldu¼gundan �0 = 0 olmak zorundad¬r. Di¼ger yandan

�m 6= �n (m 6= n)

ifadesinin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermek için

�m = �n; m > n
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oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

DN�nk (x; y) = �m�nk (x; y)

gerçeklenir. m > n oldu¼gundan Tan¬m 4:8 den �nk (x; y) � 0 olmal¬d¬r. Bu da

� = �n için denklemin n-yinci dereceden polinom çözümlere sahip olmas¬yla çeli̧sir.

Dolay¬s¬yla

�m 6= �n; m 6= n

olmal¬d¬r.

Teorem 4.4 (4:31) denklemi kabul edilebilir bir denklem ise, (4:29) sistemindeki

her Qmk (x; y) polinomunun derecesi m yi aşamaz.

·Ispat. � = �n için (4:31) denkleminin

Bn0 (x; y) ; Bn1 (x; y) ; : : : ; Bnn (x; y) (4.33)

lineer ba¼g¬ms¬z çözümleri, Vn uzay¬n¬n bir baz¬n¬oluştursun. (4:33) sistemindeki her

polinom

Bns (x; y) =
nX
p=0

aspx
n�pyp +R

(n;s)
n�1 (x; y) ; s = 0; 1; : : : ; n (4.34)

aç¬l¬m¬na sahiptir. Burada R(n;s)n�1 (x; y) ; derecesi (n� 1)-i geçmeyen bir polinomdur.

(4:33) sistemindeki polinomlar lineer ba¼g¬ms¬z olduklar¬ndan

An =

������������

a00 a01 � � � a0n

a10 a11 � � � a1n
...

...
. . .

...

an0 an1 � � � ann

������������
6= 0 (4.35)

olmal¬d¬r. Bunu göstermek için An = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda (4:33)

polinomlar¬n¬n öyle bir kombinasyonu bulunabilir ki, bu polinom hem (4:31) denk-

lemini sa¼glar hem de derecesi (n� 1)-i geçemez. Bu ise (4:31) denkleminin kabul

edilebilir bir denklem olmas¬yla çeli̧sir. Dolay¬s¬yla An 6= 0 olmal¬d¬r.

Şimdi de bu koşul alt¬nda, Vn uzay¬n¬n

wn0 (x; y) ; wn1 (x; y) ; : : : ; wnn (x; y) (4.36)
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monik bir baz¬na sahip olabilece¼gini gösterelim. Bunu göstermek için,

nX
s=0

cskasm = �km ; m = 0; 1; :::; n (4.37)

sistemini ele alal¬m. An 6= 0 oldu¼gundan bu sistemin katsay¬lar determinant¬olan

A?n da s¬f¬rdan farkl¬olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla herhangi bir k için, bu sistem tek bir

fcskg çözümüne sahiptir. Buradan, (4:33) polinomlar¬ve fcskg say¬lar¬yard¬m¬yla

elde edilen
nX
s=0

cskBns (x; y)

polinomu, (4:31) denklemini gerçekler. (4:34) ve (4:37) den bu polinom

nX
s=0

cskBns (x; y) =

nX
s=0

csk

"
nX
p=0

aspx
n�pyp

#
+R

(n;k)
n�1 (x; y)

=
nX
p=0

"
nX
s=0

cskasp

#
xn�pyp +R

(n;k)
n�1 (x; y)

=
nX
s=0

cskaskx
n�kyk +R

(n;k)
n�1 (x; y)

= xn�kyk +R
(n;k)
n�1 (x; y)

olarak yaz¬labilir.

wnk =
nX
s=0

cskBns (x; y)

ile gösterilirse, (4:31) denklemini sa¼glayan

wnk = xn�kyk +R
(n;k)
n�1 (x; y) ; k = 0; 1; :::; n (4.38)

formunda monik polinomlar elde edilir. Buradan

wn0 (x; y) ; wn1 (x; y) ; : : : ; wnn (x; y)

lineer ba¼g¬ms¬z polinomlar¬Vn uzay¬n¬n bir monik baz¬n¬oluşturur. Şimdi de tümevar¬m

yönteminden yararlanarak, Qmk (x; y) polinomunun derecesinin m yi aşamayaca¼g¬n¬

gösterelim. n = 1 için (4:36) sistemi

w10 (x; y) = x+ c
(1;0)
0

w11 (x; y) = y + c
(1;1)
0
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polinomlar¬ndan oluşur. Bu polinomlar n = 1 durumunda (4:31) denklemini sa¼glayaca-

¼g¬ndan

NX
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2w10 (x; y) = �1w10 (x; y)

NX
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2w11 (x; y) = �1w11 (x; y)

gerçeklenir. Burada m � 2 için türevler s¬f¬r olaca¼g¬ndan yukar¬daki eşitlikler
1X

k=0

Q1kD
1�k
1 Dk

2w10 (x; y) = �1w10 (x; y)

1X
k=0

Q1kD
1�k
1 Dk

2w11 (x; y) = �1w11 (x; y)

formuna indirgenir. Buradan8><>:
Q10 (x; y) = �1w10 (x; y) = �1

�
x+ c

(1;0)
0

�
Q11 (x; y) = �1w11 (x; y) = �1

�
y + c

(1;1)
0

� (4.39)

olarak elde edilir. Bu ise gösterir ki,m = 1 içinQ10 (x; y) veQ11 (x; y) polinomlar¬n¬n

derecesi 1 i aşamaz.

Şimdi de m = 2 durumunu ele alal¬m. n = 2 için (4:36) sistemi

w20 (x; y) = x2 +R
(2;0)
1 (x; y)

w21 (x; y) = xy +R
(2;1)
1 (x; y)

w22 (x; y) = y2 +R
(2;2)
1 (x; y)

polinomlar¬ndan oluşur. Bu polinomlar (4:31) denkleminde yerine yaz¬l¬p, m � 3

için karma türevlerin s¬f¬r oldu¼gu gözönünde tutulursa,

2X
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2w20 (x; y) = �2w20 (x; y)

2X
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2w21 (x; y) = �2w21 (x; y)

2X
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2w22 (x; y) = �2w22 (x; y)
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elde edilir. Burada w20; w21 ve w22 polinomlar¬n¬n aç¬k ifadeleri yerine yaz¬l¬rsa

2Q20 + (Q10D1w20 +Q11D2w20) = �2w20

Q21 + (Q10D1w21 +Q11D2w21) = �2w21 (4.40)

2Q22 + (Q10D1w22 +Q11D2w22) = �2w22

eşitlikleri bulunur. (4:39) ifadeleri (4:40) da dikkate al¬n¬rsa, Q20; Q21 ve Q22 poli-

nomlar¬n¬n derecelerinin 2 yi aşamayaca¼g¬kolayl¬kla görülür.

Şimdi de m � n� 1 (n � N) için teoremin sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim ve m = n için

gerçeklendi¼gini gösterelim. (4:36) sisteminden

wn0 (x; y) = xn +R
(n;0)
n�1 (x; y)

wn1 (x; y) = xn�1y +R
(n;1)
n�1 (x; y)

...

wnn (x; y) = yn +R
(n;n)
n�1 (x; y)

polinomlar¬, (4:31) denklemini gerçekleyece¼ginden

NX
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wn0 = �nwn0

NX
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wn1 = �nwn1

...
NX
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wns = �nwns

...
NX
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wnn = �nwnn

eşitlikleri sa¼glan¬r. m > n için yukar¬daki karma türevler s¬f¬r olaca¼g¬ndan, bu

eşitlikler aşa¼g¬daki forma indirgenir:
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nX
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wn0 = �nwn0

nX
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wn1 = �nwn1

...
nX

m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wns = �nwns

...
nX

m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wnn = �nwnn:

Bu eşitliklerde m = n durumu aç¬k olarak yaz¬l¬rsa,

n!Qn0 +
n�1X
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wn0 = �nwn0

(n� 1)!Qn1 +
n�1X
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wn1 = �nwn1

... (4.41)

(n� s)!s!Qns +
n�1X
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wns = �nwns

...

n!Qnn +
n�1X
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wnn = �nwnn

elde edilir. Hipotezimiz gere¼gi m � n�1 için Qmp lerin derecesi m yi aşamayaca¼g¬n-

dan, (4:41) sistemindeki

fQnp (x; y)g ; p = 0; 1; : : : ; n

polinomlar¬n¬n derecesi de n yi geçemez. Bu da teoremi ispatlar.

Teorem 4.5 (4:31) denkleminin kabul edilebilir (admissible) k¬smi diferensiyel denk-

lem olmas¬için gerek ve yeter koşul,

(i) �0 = 0 ; �m 6= �n (m 6= n)

(ii) �n = n!
nX
k=1

ak
(n� k)!

; n � 1
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(iii) Qnk (x; y) = Ck
nanx

n�kyk +R
(n;k)
n�1 (x; y)

eşitliklerinin sa¼glanmas¬d¬r. Burada a1; a2; :::; aN ler key� olup bunlardan en az biri

s¬f¬rdan farkl¬d¬r ve (ii) de n > N için an = 0 d¬r (Krall ve She¤er 1967, Suetin

1988).

·Ispat. ()) (4:31) denklemi kabul edilebilir bir denklem olsun. Lemma 4.6 dan

(i) sa¼glan¬r: (ii) ve (iii) nin sa¼gland¬¼g¬n¬ göstermek için de tümevar¬m yöntemini

kullanal¬m. n = 1 için (4:39) dan

Q10 (x; y) = �1x+ a10

Q11 (x; y) = �1y + a11

eşitlikleri vard¬r ve bu polinomlar için (ii) ve (iii) formülleri gerçeklenir. Şimdi de

(ii) ve (iii) formüllerinin 1; 2; :::; n � 1 (n � N) için sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim ve n

için gerçeklendi¼gini gösterelim. Qns (x; y) polinomu

Qns (x; y) =
nX
p=0

pX
q=0

apqx
p�qyq (4.42)

aç¬l¬m¬na sahip olsun. � = �n için wns çözümleri (4:31) denklemini sa¼glayaca¼g¬ndan,

bu polinom çözümler (4:31) de yerine yaz¬l¬r vem > n (n � N) için karma türevlerin

s¬f¬r oldu¼gu gözönünde tutulursa,

NX
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wns

=
nX
k=0

QnkD
n�k
1 Dk

2wns +
n�1X
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wns

= �nwns

= �n

�
xn�sys +R

(n;s)
n�1 (x; y)

�
(4.43)

oldu¼gu görülür. Bu eşitlikte m = 1; 2; :::; n� 1 için (iii) aç¬l¬m¬kullan¬l¬rsa
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NX
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wns =
nX
k=0

QnkD
n�k
1 Dk

2

�
xn�sys +R

(n;s)
n�1 (x; y)

�
+

n�1X
m=1

mX
k=0

h
Ck
mamx

m�kyk +R
(m;k)
m�1 (x; y)

i
Dm�k
1 Dk

2

�
xn�sys +R

(n;s)
n�1 (x; y)

�
= QnsD

n�s
1 Ds

2

�
xn�sys +R

(n;s)
n�1 (x; y)

�
+

n�1X
m=1

mX
k=0

h
Ck
mamx

m�kyk +R
(m;k)
m�1 (x; y)

i
Dm�k
1 Dk

2

�
xn�sys +R

(n;s)
n�1 (x; y)

�
= s! (n� s)!Qns

+

n�1X
m=1

mX
k=0

h
Ck
mamx

m�kyk +R
(m;k)
m�1 (x; y)

i
Dm�k
1 Dk

2

�
xn�sys +R

(n;s)
n�1 (x; y)

�
= �n

�
xn�sys +R

(n;s)
n�1 (x; y)

�
(4.44)

elde edilir. Burada (4:42) deki Qns polinomunun aç¬k ifadesi yerine yaz¬l¬r ve n-yinci

dereceden xn�sys monomialleri k¬yaslan¬rsa,

s! (n� s)!ansx
n�sys +

n�1P
m=1

sP
k=0

Ck
mam

(n� s)!s!

(n� s�m+ k)! (s� k)!
xn�sys

= �nx
n�sys

oldu¼gu görülür ki, xn�sys in katsay¬lar¬n¬n eşitlenmesiyle

�n = s! (n� s)!ans +
n�1X
m=1

am

sX
k=0

Ck
m

(n� s)!s!

(n� s�m+ k)! (s� k)!
(4.45)

elde edilir. Burada

sX
k=0

Ck
m

(n� s)!s!

(n� s�m+ k)! (s� k)!
=

n!

(n�m)!
(4.46)

eşitli¼ginden yararlan¬l¬rsa, (4:45) ifadesi

�n = s! (n� s)!ans + n!

n�1X
m=1

am
(n�m)!

formuna indirgenir. Burada

ans = Cs
nan (4.47)

notasyonu kullan¬l¬rsa

�n = n!an + n!
n�1X
m=1

am
(n�m)!
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olarak yaz¬l¬r ki buradan

�n = n!

nX
m=1

am
(n�m)!

elde edilir. Bu ise (ii) nin gerçeklendi¼gini gösterir. (4:44) de Qns in aç¬k ifadesi

yerine yaz¬l¬p n-yinci dereceden tüm monomialler k¬yaslan¬rsa,

Qns (x; y) =
nX
p=0

pX
q=0

apqx
p�qyq

polinomunda

anq = 0 ; q 6= s

oldu¼gu görülür. O halde Qns polinomu

Qns (x; y) = ansx
n�sys +R

(n;s)
n�1

formunda olmal¬d¬r. Burada (4:47) eşitli¼gi dikkate al¬n¬rsa

Qns (x; y) = Cs
nanx

n�sys +R
(n;s)
n�1

olarak elde edilir ki, bu da (iii) nin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterir. E¼ger n > N ise (4:44) den

NX
m=1

mX
k=0

QmkD
m�k
1 Dk

2wns

=
NX
m=1

mX
k=0

h
Ck
mamx

m�kyk +R
(m;k)
m�1 (x; y)

i
Dm�k
1 Dk

2

�
xn�sys +R

(n;s)
n�1 (x; y)

�
= �n

�
xn�sys +R

(n;s)
n�1 (x; y)

�
olur. Burada (4:42) deki Qns polinomunun aç¬k ifadesi yerine yaz¬l¬r ve n-yinci

dereceden xn�sys monomialleri k¬yaslan¬rsa,

NX
m=1

sX
k=0

Ck
mam

(n� s)!s!

(n� s�m+ k)! (s� k)!
xn�sys = �nx

n�sys

eşitli¼ginden

�n = n!

NX
m=1

am
(n�m)!

oldu¼gu görülür. Böylelikle (ii) ve (iii) eşitliklerinin de sa¼gland¬¼g¬gösterilmi̧s olur.

(()Kabul edelim ki (i) ; (ii) ve (iii) eşitlikleri sa¼glans¬n. Key� katsay¬l¬

Bns (x; y) =
nX
p=0

pX
q=0

A(n;s)pq xp�qyq
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polinomunu ele alal¬m. (iii) eşitli¼gi gözönünde bulundurularak, bu polinom (4:31)

denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

NX
m=1

mX
k=0

h
Ck
mamx

m�kyk +R
(m;k)
m�1 (x; y)

i
Dm�k
1 Dk

2Bns (x; y)

=
NX
m=1

mX
k=0

h
Ck
mamx

m�kyk +R
(m;k)
m�1 (x; y)

i nX
p=0

pX
q=0

A(n;s)pq Dm�k
1 Dk

2x
p�qyq

= �n

nX
p=0

pX
q=0

A(n;s)pq xp�qyq

olarak bulunur. Buradan

nX
p=0

pX
q=0

(
pX

m=1

mX
k=0

h
Ck
mamx

m�kyk +R
(m;k)
m�1 (x; y)

i
� A

(n;s)
pq (p� q)!q!

(p� q �m+ k)! (q � k)!
xp�q�m+kyq�k

)

+
nX
p=0

pX
q=0

(
nX

m=p+1

mX
k=0

h
Ck
mamx

m�kyk +R
(m;k)
m�1 (x; y)

i
� A

(n;s)
pq (p� q)!q!

(p� q �m+ k)! (q � k)!
xp�q�m+kyq�k

)

= �n

nX
p=0

pX
q=0

A(n;s)pq xp�qyq

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬p xp�qyq monomiallerinin katsay¬lar¬kaŗs¬laş-

t¬r¬l¬rsa,

nX
p=0

pX
q=0

"
pX

m=1

qX
k=0

Ck
mamA

(n;s)
pq

(p� q)!q!

(p� q �m+ k)! (q � k)!

#
xp�qyq

+

nX
p=0

pX
q=0

"
nX

m=p+1

mX
k=0

Ck
mamA

(n;s)
pq

#
xp�qyq

=
nX
p=0

pX
q=0

"
pX

m=1

qX
k=0

Ck
mamA

(n;s)
pq

(p� q)!q!

(p� q �m+ k)! (q � k)!

#
xp�qyq

+

nX
p=0

pX
q=0

"
nX

m=p+1

mX
k=0

bmkA
(n;s)
mk

#
xp�qyq

=
nX
p=0

pX
q=0

�nA
(n;s)
pq xp�qyq
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eşitli¼ginden

pX
m=1

qX
k=0

�
Ck
mam

(p� q)!q!

(p� q �m+ k)! (q � k)!

�
A(n;s)pq +

nX
m=p+1

mX
k=0

bmkA
(n;s)
mk = �nA

(n;s)
pq

bulunur. Burada (4:46) eşitli¼gi ve (ii) formülü dikkate al¬n¬rsa

(�p � �n)A
(n;s)
pq +

nX
m=p+1

mX
k=0

bmkA
(n;s)
mk = 0

elde edilir. Buradan p = n için

A
(n;s)
n0 ; A

(n;s)
n1 ; : : : ; A(n;s)nn (4.48)

katsay¬lar¬n¬n key� olarak seçilebilece¼gi kolayl¬kla görülür. O halde

(�p � �n)A
(n;s)
pq +

n�1X
m=p+1

mX
k=0

bmkA
(n;s)
mk = cpq (4.49)

olarak yaz¬labilir. Buradan p = 0; 1; : : : ; n � 1 ; q = 0; 1; : : : ; p için lineer ho-

mogen olmayan üst üçgensel bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin

esas köşegeni üzerinde p < n için (�p � �n) formunda tekrarlanan farklar kaŗs¬m¬za

ç¬kar. Bu denklem sisteminin katsay¬lar determinant¬, esas köşegen üzerindeki ele-

manlar¬n çarp¬m¬olaca¼g¬ndan, (i) formülü dikkate al¬n¬rsa bu determinant s¬f¬rdan

farkl¬olur. Dolay¬s¬yla p = 0; 1; : : : ; n � 1 ; q = 0; 1; : : : ; p için A(n;s)pq katsay¬lar¬

tek türlü çözülebilir. Buradan (4:49) denklem sistemi, (n+ 1) tane key� (4:48) kat-

say¬lar¬n¬içerir. O halde bu denklem sisteminin (n+ 1) tane lineer ba¼g¬ms¬z çözümü

vard¬r. Böylelikle (4:31) denkleminin (n+ 1) tane lineer ba¼g¬ms¬z çözümü elde edilir

ki bu da ispat¬tamamlar.

Sonuç 4.2 N = 2 durumunda ikinci basamaktan kabul edilebilir diferensiyel denk-

lem

L [u] := (Ax2 + a1x+ b1y + c1)
@2u

@x2
+ (2Axy + a2x+ b2y + c2)

@2u

@x@y

+(Ay2 + a3x+ b3y + c3)
@2u

@y2
+ (Bx+ d1)

@u

@x
+ (By + d2)

@u

@y

= n (B + A (n� 1))u

(4.50)

formunda verilir (Krall ve She¤er 1967, Suetin 1988).
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4.5 w1 (x)w2 (y) Formunda A¼g¬rl¬k Fonksiyonuna Göre Ortogonal Poli-

nomlar

Teorem 4.6 fpn (x)g ve fqn (y)g polinom aileleri s¬ras¬yla (a; b) ve (c; d) aral¬¼g¬nda

w1 (x) ve w2 (y) a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬na göre ortogonal olsunlar. Bu durumda

Fn;k (x; y) = pn�k (x) qk (y)

polinom ailesi

W (x; y) = w1 (x)w2 (y)

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

R = f(x; y) : a < x < b ; c < y < dg

bölgesinde ortogonaldir.

·Ispat. (n; k) 6= (m; l) içinZZ
R

Fn;k (x; y)Fm;l (x; y)W (x; y) dxdy

=

bZ
x=a

dZ
y=c

pn�k (x) qk (y) pm�l (x) ql (y)w1 (x)w2 (y) dydx

=

�
bR

x=a

pn�k (x) pm�l (x)w1 (x) dx

� 
dR

y=c

qk (y) ql (y)w2 (y) dy

!
= 0

elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.

Bu teoremin baz¬özel durumlar¬n¬aşa¼g¬da verelim.

i. Hermite-Hermite polinomlar¬: W (x; y) = e�x
2�y2 a¼g¬rl¬k fonksiyo-

nuna göre R = f(x; y) : �1 < x <1; �1 < y <1g bölgesinde ortogonal olan

bu polinomlar

Fn;k (x; y) = Hn�k (x)Hk (y) ; 0 � k � n (4.51)

formundad¬r. (3.25) diferensiyel denkleminden Hn�k (x) ve Hk (y) Hermite polinom-

lar¬s¬ras¬yla

H
00

n�k (x)� 2xH
0

n�k (x) + 2 (n� k)Hn�k (x) = 0
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ve

H
00

k (y)� 2yH
0

k (y) + 2kHk (y) = 0

diferensiyel denklemlerini sa¼glarlar. Birinci denklem Hk (y) ile, ikinci denklem ise

Hn�k (x) ile çarp¬l¬p terim terim toplan¬rsa,

@2

@x2
[Hn�k (x)Hk (y)] +

@2

@y2
[Hn�k (x)Hk (y)]� 2x

@

@x
[Hn�k (x)Hk (y)]

�2y @
@y
[Hn�k (x)Hk (y)] + 2n [Hn�k (x)Hk (y)] = 0

denklemine ulaş¬l¬r. Buradan (4:51) polinomlar¬n¬n, ikinci basamaktan

@2u

@x2
+
@2u

@y2
� 2x@u

@x
� 2y@u

@y
= �2nu

denklemini sa¼glad¬¼g¬görülür. Sonuç 4.2 den, bu denklem kabul edilebilir bir denklem

olup, �n = �2n için (n+ 1) tane n-yinci dereceden lineer ba¼g¬ms¬z polinom çözüme

sahiptir.

ii. Laguerre-Laguerre polinomlar¬: Bu polinomlar

Fn;k (x; y) = L
(�)
n�k (x)L

(�)
k (y) ; 0 � k � n (4.52)

formunda olup W (x; y) = x�y�e�x�y a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

R = f(x; y) : 0 < x <1; 0 < y <1g

bölgesinde ortogonaldirler. (3.30) diferensiyel denkleminden L
(�)
n�k (x) ve L

(�)
k (y)

Laguerre polinomlar¬s¬ras¬yla

x
@2

@x2
L
(�)
n�k (x) + (1 + �� x)

@

@x
L
(�)
n�k (x) + (n� k)L

(�)
n�k (x) = 0

ve

y
@2

@y2
L
(�)

k (y) + (1 + � � y)
@

@y
L
(�)
k (y) + kL

(�)
k (y) = 0

denklemlerini sa¼glarlar. Bu iki denklem s¬ras¬yla L
(�)

k (y) ve L(�)n�k (x) ile çarp¬l¬p

taraf tarafa toplan¬rsa, (4.52) polinomlar¬n¬n

xuxx + yuyy + (1 + �� x)ux + (1 + � � y)uy = �nu
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k¬smi türevli denklemini gerçekledi¼gi görülür. Bu denklem kabul edilebilir bir denk-

lem olup �n = �n için (n+ 1) tane n-yinci dereceden lineer ba¼g¬ms¬z polinom

çözüme sahiptir.

iii. Laguerre-Hermite polinomlar¬: W (x; y) = x�e�x�
y2

2 a¼g¬rl¬k fonksiyo-

nuna göreR = f(x; y) : 0 < x <1; �1 < y <1g bölgesinde ortogonal olan Lagu-

erre-Hermite polinomlar¬, Fn;k (x; y) = L
(�)
n�k (x)Hek (y) ; 0 � k � n formundad¬r.

(3.29) ve (3.30) diferensiyel denklemlerinden görülür ki, bu polinomlar ikinci basamak-

tan

xuxx + uyy + (1 + �� x)ux � yuy = �nu

k¬smi türevli denklemini sa¼glarlar. Sonuç 4.2 den bu denklem kabul edilebilir bir

denklem olup �n = �n için (n+ 1) tane n-yinci dereceden lineer ba¼g¬ms¬z polinom

çözüme sahiptir.

iv. Jacobi-Jacobi, Hermite, Laguerre polinomlar¬:

Fn;k (x; y) = P
(�;�)
n�k (x)P

(
;�)
k (y) ; k = 0; 1; : : : ; n

Jacobi-Jacobi polinomlar¬

(1� x2)
@2u

@x2
+ [� � �� (�+ � + 2) x]

@u

@x

+(1� y2)
@2u

@y2
+ [� � 
 � (
 + � + 2) y]

@u

@y

= � [(n� k) (n� k + �+ � + 1) + k (k + 
 + � + 1)]u

(4.53)

denklemini sa¼glar. Benzer şekilde

Fn;k (x; y) = P
(�;�)
n�k (x)Hk (y) ; k = 0; 1; : : : ; n

Jacobi-Hermite polinomlar¬ve

Fn;k (x; y) = P
(�;�)
n�k (x)L

(
)
k (y) ; k = 0; 1; : : : ; n

Jacobi-Laguerre polinomlar¬da s¬ras¬yla

(1� x2)
@2u

@x2
+
@2u

@y2
+ [� � �� (�+ � + 2) x]

@u

@x
� 2y@u

@y

= � [(n� k) (n� k + �+ � + 1) + 2k]u (4.54)
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ve

(1� x2)
@2u

@x2
+ y

@2u

@y2
+ [� � �� (�+ � + 2) x]

@u

@x
+ [1 + 
 � y]

@u

@y

= � [(n� k) (n� k + �+ � + 1) + k]u (4.55)

denklemlerini gerçeklerler. (4:53) ; (4:54) ve (4:55) denklemleri kabul edilebilir bir

denklem de¼gildirler. Çünkü, bu denklemler

Du = �nku

formunda olup, n ve k lar de¼gi̧stikçe n-yinci dereceden fFn;k (x; y)g polinomlar¬na

kaŗs¬l¬k gelen �nk say¬lar¬da de¼gi̧smektedir.

4.6 w1 (x)w2
�
y (� (x))�1

�
Formunda A¼g¬rl¬k Fonksiyonuna Göre Ortogonal

Polinomlar

Koornwinder bir de¼gi̧skenli ortogonal polinomlardan iki de¼gi̧skenli ortogonal poli-

nomlar türetmek için genel bir metod vermi̧stir (Koornwinder 1975). Öncelikle

bununla ilgili aşa¼g¬daki genel teoremi verelim.

Teorem 4.7 w1 (x) ; (a; b) aral¬¼g¬nda, w2 (y) ise (c; d) aral¬¼g¬nda bir a¼g¬rl¬k fonksi-

yonu olsun. � (x) ; (a; b) aral¬¼g¬nda ya r (r = 0; 1; 2; :::)-yinci dereceden bir polinom

ya da 2r
�
r = 1

2
; 1; 3

2
; :::
�
-yinci dereceden pozitif bir polinomun kare kökü olsun. E¼ger

� (x) bir polinom de¼gilse bu durumda c = �d olsun ve w2 (y) ; (�d; d) aral¬¼g¬nda

çift fonksiyon olsun. k � 0 için pkn (x) (n = 0; 1; :::) polinomlar¬ (a; b) aral¬¼g¬nda

(� (x))2k+1 w1 (x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre, qn (y) polinomlar¬da (c; d) aral¬¼g¬nda

w2 (y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olsunlar. Bu durumda

Fn;k (x; y) = pkn�k (x) (� (x))
k qk

�
y

� (x)

�
; n � k � 0

polinom ailesi

R = f(x; y) : a < x < b; c� (x) < y < d� (x)g

bölgesinde

W (x; y) = w1 (x)w2

�
y

� (x)

�
a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir (Koornwinder 1975).
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·Ispat. Fn;k (x; y) polinomunun aç¬k ifadesi ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬nda yerine yaz¬l¬p,

u = y
�(x)

de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa (n; k) 6= (m; l) içinZZ
R

Fn;k (x; y)Fm;l (x; y)W (x; y) dxdy

=

bZ
x=a

d�(x)Z
y=c�(x)

pkn�k (x) p
l
m�l (x) (� (x))

k+l

�qk
�

y

� (x)

�
ql

�
y

� (x)

�
w1 (x)w2

�
y

� (x)

�
dydx

=

bZ
x=a

pkn�k (x) p
l
m�l (x) (� (x))

k+l+1w1 (x) dx

�
dZ

u=c

qk (u) ql (u)w2 (u) du

= 0

elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.

Bu teoremde özel seçimler yaparak Jacobi polinomlar¬n¬n farkl¬iki de¼gi̧skenli analoglar¬n¬

aşa¼g¬da verelim (Koornwinder 1975).

i. � (x) = (1� x2)
1=2
; w1 (x) = w2 (x) = (1� x2)



; (a; b) = (c; d) = (�1; 1)

özel seçimi

2P


n;k (x; y) = P

(
+k+ 1
2
;
+k+ 1

2)
n�k (x)

�
1� x2

�k=2
P
(
;
)
k

�
yp
1�x2

�
(4.56)

(
 > �1 ; n � k � 0 ; n; k 2 N0)

polinom ailesini verir. Bu polinomlarW (x; y) = (1� x2 � y2)

 a¼g¬rl¬k fonksiyonuna

göre birim diskte ortogonaldirler.

Malave, bu polinomlar¬eliptik bölgede tan¬mlam¬̧st¬r.


 =

�
(x; y) :

x2

a2
+
y2

b2
� 1
�

eliptik bölgesinde
�
1� x2

a2
� y2

b2

�

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan bu poli-

nomlar

S
p;m (x; y) = P
(
+m+ 1

2
;
+m+ 1

2)
p�m

�x
a

��
1� x2

a2

�m=2
P (
;
)m

�
y

b
q
1�x2

a2

�
(4.57)

(
 > �1 ; p � m � 0 ; p;m 2 N0)
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formunda verilir (Malave 1979).

ii. � (x) = x1=2; w1 (x) = x� (1� x)� ; w2 (x) = (1� x2)
�
; (a; b) = (0; 1) ve

(c; d) = (�1; 1) özel seçimi

R =
�
(x; y) : y2 < x < 1

	
bölgesinde

W (x; y) = (1� x)�
�
x� y2

��
a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan

3P
�;�
n;k (x; y) = P

(�;�+k+ 1
2)

n�k (2x� 1)xk=2P (�;�)k

�
yp
x

�
(�; � > �1 ; n � k � 0 ; n; k 2 N0)

polinom ailesini verir.

iii. � (x) = x; w1 (x) = (1� x)� x�+
; w2 (x) = x
 (1� x)� ; (a; b) =

(0; 1) ve (c; d) = (0; 1) özel seçimi

4P
�;�;

n;k (x; y) = P

(�;�+
+2k+1)
n�k (2x� 1)xkP (�;
)k

�
2y
x
� 1
�

(�; �; 
 > �1 ; n � k � 0 ; n; k 2 N0)

polinom ailesini verir. Bu polinomlar

W (x; y) = (1� x)� (x� y)� y


a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

R = f(x; y) : 0 < y < x < 1g

üçgensel bölgede ortogonaldirler.

iv. � (x) = 1 durumunda bu teorem bir önceki teoreme indirgenir. w1 (x) =

(1� x)� (1 + x)� ; w2 (x) = (1� x)
 (1 + x)� ; (a; b) = (�1; 1) ; (c; d) = (�1; 1) özel

durumunda

R = f(x; y) : � 1 < x < 1 ; � 1 < y < 1g
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bölgesinde

W (x; y) = (1� x)� (1 + x)� (1� y)
 (1 + y)�

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan

5P
�;�;
;�
n;k (x; y) = P

(�;�)
n�k (x)P

(
;�)
k (y)

(�; �; 
; � > �1 ; n � k � 0 ; n; k 2 N0)

polinom ailesi elde edilir.
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5. ÇOK DE¼G·IŞKENL·I ORTOGONAL POL·INOMLAR

Tan¬m 5.1 N0 negatif olmayan tamsay¬lar¬n kümesi olmak üzere bir multi-index

� = (�1; :::; �d) 2 Nd0 olsun. � 2 Nd0 ve x = (x1; :::; xd) için x1; :::; xd de¼gişkenlerinin

bir monomiali

x� = x�11 :::x
�d
d

formundad¬r. Burada j�j = (�1 + :::+ �d) say¬s¬x� n¬n toplam derecesini gösterir.

n�yinci dereceden homogen polinomlar¬n uzay¬

Pd
n := spanfx� : j�j = n; � 2 Nd0g

ile derecesi en fazla n olan polinomlar¬n uzay¬ise

�dn := spanfx� : j�j � n; � 2 Nd0g

ile gösterilir. �dn uzay¬; k = 0; 1; :::; n için Pd
k polinom uzaylar¬n¬n bir direkt toplam¬d¬r.

Bu polinom uzaylar¬n¬n boyutu s¬ras¬yla

dimPd
n =

�
n+d�1
n

�
ve dim�dn =

�
n+d
n

�
ile verilir (Dunkl ve Xu 2001). d de¼gişkenli polinomlar¬n uzay¬üzerinde tan¬mlanan

bir iç çarp¬m

hf; gi =
Z
Rd

f (x) g (x) d� (x)

olsun. Burada d�; Rd de pozitif Borel ölçüsüdür.

Tan¬m 5.2 
 � Rd olsun. P 2 �dn polinomu

hP;Qi =
Z



P (x)Q (x) d� (x) = 0 ; 8Q 2 �dn�1 ; derQ < derP

koşulunu sa¼gl¬yorsa, P ye h; i iç çarp¬m¬na göre n- yinci dereceden ortogonal polinom

ad¬ verilir. Yani, P düşük dereceli bütün polinomlara ortogonaldir. Fakat, ayn¬

dereceden polinomlar birbirine ortogonal olmak zorunda de¼gildir.
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n-yinci dereceden ortogonal polinomlar¬n uzay¬

Vdn :=
�
P 2 �dn : hP;Qi = 0 ; 8Q 2 �dn�1

	
ile gösterilsin. Bu polinom uzay¬n¬n boyutu

dimVdn = dimPd
n =

�
n+ d� 1

n

�
dir.

Tan¬m 5.3 fP�g 2 Vdn polinomlar¬n¬n bir dizisi

hP�; P�i = 0 ; � 6= � ve hP�; P�i = 1

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa fP�g polinom dizisi �ortonormaldir�denir.

Uyar¬5.1 Vdn polinom uzay¬ birçok farkl¬ baza sahip olabilir. Fakat bütün bazlar

ortonormal olmak zorunda de¼gildir.

Tan¬m 5.4 Aij (x) ve Bi (x) ler 
 � Rd de tan¬ml¬polinomlar olmak üzere,

L [u] =
dX

i;j=1

Aij (x)
@2u

@xi@xj
+

dX
i=1

Bi (x)
@u

@xi
= �u (5.1)

x = (x1; :::; xd) ; Aij (x) = Aji (x) ; 1 � i; j � d

formunda ikinci basamaktan k¬smi diferensiyel denklemini ele alal¬m. Aşa¼g¬daki

koşullar sa¼glanacak şekilde

�0;�1; : : : ; �n; : : :

reel say¬lar¬n¬n bir dizisi varsa, (5:1) denklemine �Kabul Edilebilir (Admissible)

K¬smi Diferensiyel Denklem�ad¬verilir.

i. Her bir n için

L [u] = �nu

denklemi; x1; :::; xd de¼gişkenlerine göre
�
n+d�1
n

�
tane n-yinci dereceden lineer ba¼g¬ms¬z

polinom çözümlere sahip olmal¬d¬r.

ii. Derecesi n den küçük olan polinom çözümlerinin kümesinde aşikar ol-

mayan çözümler yoktur.
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Teorem 5.1 (5:1) denkleminin kabul edilebilir (admissible) k¬smi diferensiyel denk-

lem olmas¬için gerek ve yeter koşul,

(i)�0 = 0 ; �m 6= �n (m 6= n)

(ii) Aij (x) = axixj +
dP

k=1

bijk xk + fij ; Bi (x) = gxi + hi

(iii) �n = n (g + a (n� 1))

eşitliklerinin sa¼glanmas¬d¬r (Lee vd. 2004).

Şimdi de çok de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar¬n baz¬örneklerini tan¬tal¬m.

5.1 Klasik Ortogonal Polinomlar¬n Farkl¬Çarp¬mlar¬

Teorem 5.2 fQni (xi)g i = 1; 2; :::; d polinomlar¬, hi (xi) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

(ai; bi) aral¬¼g¬nda ortonormal polinomlar olsunlar. Yani

biZ
ai

hi (xi)Qni (xi)Qmi
(xi) dxi = �ni;mi

(5.2)

koşulunu sa¼glas¬nlar. Bu durumda


 := f(x1; :::; xd) : ai < xi < bi ; i = 1; 2; :::; dg

ve

h (x) = h1 (x1)h2 (x2) � � �hd (xd)

olmak üzere

fn (x) = fn1;:::;nd (x) = Qn1 (x1) � � �Qnd (xd)

polinomlar¬
 bölgesinde h (x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortonormal bir sistem teşkil

eder. Burada n =(n1; : : : ; nd) olmak üzere jnj = n1 + � � � + nd; polinomun toplam

derecesini gösterir (Lyskova 1991, Dunkl ve Xu 2001).

·Ispat. (5:2) koşulu kullan¬l¬rsa,
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Z



h (x) fn (x) fm (x) dx

=

Z



h (x) fn1;:::;nd (x) fm1;:::;md
(x) dx

=

Z



[h1 (x1)h2 (x2) � � �hd (xd)] [Qn1 (x1) � � �Qnd (xd)] [Qm1 (x1) � � �Qmd
(xd)] dx

=

b1Z
a1

h1 (x1)Qn1 (x1)Qm1 (x1) dx1 � � �
bdZ

ad

hd (xd)Qnd (xd)Qmd
(xd) dxd

= �n1;m1 � � � �nd;md

=

8<: 1 ; (n1; :::; nd) = (m1; :::;md)

0 ; (n1; :::; nd) 6= (m1; :::;md)

elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.

Şimdi de bu teoremin önemli baz¬örneklerini görelim.

i.

fn1;:::;nd (x) = Hn (x) = Hn1 (x1) � � �Hnd (xd) (5.3)

çok de¼gi̧skenli Hermite polinomlar¬


 := f(x1; :::; xd) : �1 < xi <1 ; i = 1; 2; : : : ; dg

bölgesinde

h (x) = exp
�
�x21 � � � � � x2d

�
a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal bir sistem teşkil eder. Bu polinomlar

dX
j=1

@2u

@x2j
� 2

dX
j=1

xj
@u

@xj
= �2nu

denklemini gerçeklerler. Yine bu denklem Teorem 5.1 in koşullar¬n¬gerçekledi¼ginden

kabul edilebilir bir denklem olup �n = �2n için
�
n+d�1
n

�
tane n-yinci dereceden lineer

ba¼g¬ms¬z polinom çözüme sahiptir.

ii.

fn1;:::;nd (x) = L(�1;:::;�d)n (x) = L(�1)n1
(x1) � � �L(�d)nd

(xd)
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çok de¼gi̧skenli Laguerre polinomlar¬


 := f(x1; :::; xd) : 0 < xi <1 ; i = 1; 2; :::; dg

bölgesinde

h (x) = x�11 � � �x
�d
d e

�(x1+���+xd) ; �i > �1 ; i = 1; 2; : : : ; d

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldirler. Bu polinomlar

dX
j=1

xj
@2u

@x2j
�

dX
j=1

(xj � �j � 1)
@u

@xj
= �nu

denklemini gerçekler. Bu denklem Teorem 5.1 in koşullar¬n¬gerçekledi¼ginden kabul

edilebilir bir denklem olup �n = �n için
�
n+d�1
n

�
tane n-yinci dereceden lineer ba¼g¬m-

s¬z polinom çözüme sahiptir.

iii.

fn1;:::;nd (x) = C(�1;:::;�d)n (x) = C�1
n1
(x1) � � �C�d

nd
(xd) (5.4)

çok de¼gi̧skenli Gegenbauer polinomlar¬


 := f(x1; : : : ; xd) : �1 < xi < 1 ; i = 1; 2; : : : ; dg

bölgesinde

h (x) =
�
1� x21

��1� 1
2 � � �

�
1� x2d

��d� 1
2 ; �i > �

1

2
; i = 1; 2; : : : ; d

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal bir sistem oluştururlar.

iv.

fn1;:::;nd (x) = P (�1;:::;�d;�1;:::;�d)n (x) = P (�1;�1)n1
(x1) � � �P (�d;�d)nd

(xd)

çok de¼gi̧skenli Jacobi polinomlar¬


 := f(x1; :::; xd) : �1 < xi < 1 ; i = 1; 2; : : : ; dg

bölgesinde

h (x) = (1� x1)
�1 (1 + x1)

�1 � � � (1� xd)
�d (1 + xd)

�d ; �i; �i > �1 ; i = 1; 2; : : : ; d

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldirler.
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Uyar¬5.2 (iii) ve (iv) de verilen çok de¼gişkenli Gegenbauer polinomlar¬ve Jacobi

polinomlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬denklemler kabul edilebilir diferensiyel denklemler de¼gildirler.

Çünkü, n�yinci dereceden her bir polinoma karş¬l¬k gelen �n özde¼geri farkl¬d¬r.

Ayr¬ca, fn1;:::;nd (x) polinomunun çarpanlar¬ndan en az birinin Jacobi polinomu ol-

mas¬durumunda da fn1;:::;nd (x) polinomlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬denklem, kabul edilebilir bir

diferensiyel denklem olamaz.

5.2 n-Boyutlu Kürede Ortogonal Polinomlar

Bd =
�
x 2 Rd : kxk � 1

	
birim küresinde

W� (x) =
�
1� kxk2

��� 1
2 ; � > �1

2

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan polinomlar¬n uzay¬Vdn olsun. Burada kxk =

(x21 + � � �+ x2d)
1=2 Öklid normunu gösterir. Bu polinomlar

dX
i=1

@2P

@x2i
�

dX
j=1

@

@xj
xj

"
(2�� 1)P +

dX
i=1

xi
@P

@xi

#
= � (n+ d) (n+ 2�� 1)P

denklemini sa¼glarlar. Bu denklem (5.1) formunda kabul edilebilir bir k¬smi türevli

denklem olup �n = � (n+ d) (n+ 2�� 1) için
�
n+d�1
n

�
tane n-yinci dereceden lineer

ba¼g¬ms¬z polinom çözüme sahiptir. W� a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan

Vdn polinom uzay¬n¬n birçok farkl¬baz¬vard¬r. Bu bazlar¬n hepsi bu k¬smi türevli

denklemi sa¼glarlar. Bu bazlardan bir tanesi aşa¼g¬daki gibidir.

x = (x1; :::; xd) 2 Rd ve � = (�1; :::; �d) olmak üzere

x0 = 0; xj = (x1; :::; xj) ; 1 � j � d (5.5)

�j = (�j; :::; �d) ; 1 � j � d

olarak tan¬mlans¬n. C�j
�j (xj) ; ortonormal Gegenbauer polinomlar¬n¬göstersin. � 2

Nd0 için

P� (x) = (h�)
�1

dY
j=1

�
1� kxj�1k2

��j
2 C�j

�j

0@ xjq
1� kxj�1k2

1A
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polinomlar¬W� a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre Bd birim küresinde ortonormaldirler. Bu-

rada �j = �+ j�j+1j+ d�j
2
ve

h� =

(
1�

�+ d+1
2

�
j�j

dQ
j=1

�
�+

���j+1��+ d� j + 2

2

�
�j

)1=2
ile verilir (Dunkl ve Xu 2001).

5.3 Simplekste Ortogonal Polinomlar

x 2 Rd için jxj := x1 + � � �+ xd olsun.

T d =
�
x 2 Rd : x1 � 0 ; : : : ; xd � 0; 1� jxj � 0

	
simpleksinde W� (x) = x

�1� 1
2

1 � � �x�d�
1
2

d (1� jxj)�d+1�
1
2 ; �i > �1

2
a¼g¬rl¬k fonksiyo-

nuna göre ortogonal olan polinomlar¬n uzay¬Vdn olsun. Bu uzay¬n elemanlar¬

dX
i=1

xi (1� xi)
@2P

@x2i
� 2

X
1�i<j�d

xixj
@2P

@xi@xj

+
dX
i=1

��
�i +

1
2

�
�
�
j�j+ d+1

2

�
xi
� @P
@xi

= �n
�
n+ j�j+ d�1

2

	
P

k¬smi türevli denklemini sa¼glarlar. Bu denklem (5.1) formunda olup

�n = �n
�
n+ j�j+ d� 1

2

�
için

�
n+d�1
n

�
tane n-yinci dereceden lineer ba¼g¬ms¬z polinom çözüme sahiptir. Burada

j�j = �1 + � � � + �d+1 dir. W� (x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan Vdn nin

birçok farkl¬baz¬vard¬r. Bu bazlardan bir tanesi aşa¼g¬daki gibidir.

xj ve �j; (5.5) deki gibi tan¬mlans¬n. � = (�1; : : : ; �d+1) olmak üzere

�j = (�j; : : : ; �d+1) ; 1 � j � d+ 1

olsun. P (aj ;bj)�j (xj) ; Jacobi polinomlar¬n¬göstersin. Bu durumda, Vdn uzay¬n¬n orto-

normal bir baz¬

P� (x) = (h�)
�1

dY
j=1

�
1� jxjj
1� jxj�1j

�2j�j+1j
P (aj ;bj)�j

�
2xj

1� jxj�1j
� 1
�
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formundad¬r. Burada, aj = 2 j�j+1j+ j�j+1j+ d�j�1
2

; bj = �j � 1
2
ve

h� =

8>>><>>>:
�
j�j+ d+1

2

�
j�j

dQ
j=1

�
2 j�j+1j+ j�jj+ d�j+2

2

�
2�j

9>>>=>>>;
1=2

olarak verilir (Dunkl ve Xu 2001).
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6. ÇOK DE¼G·IŞKENL·I LAGRANGE POL·INOMLARI ·ILE JACOB·I

POL·INOMLARI ARASINDAK·I ·IL·IŞK·ILER

·Iki de¼gi̧skenli g(�;�)n (x; y) Lagrange polinomlar¬

1

(1� xt)� (1� yt)�
=

1X
n=0

g(�;�)n (x; y) tn;�
�; � 2 C ; jtj < min

�
jxj�1 ; jyj�1

	�
do¼gurucu fonksiyon ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla tan¬mlanmaktad¬r (Erdélyi vd. 1955). Ja-

cobi polinomlar¬ile iki de¼gi̧skenli Lagrange polinomlar¬aras¬nda aşa¼g¬daki formda

bir ba¼g¬nt¬gerçeklenir (Chan vd. 2001):

P (���n;���n)n

�
x+ y

x� y

�
= (y � x)�n g(�;�)n (x; y) : (6.1)

Bu eşitlikte �! ��� n; � ! �� � n al¬n¬rsa

P (�;�)n

�
x+ y

x� y

�
= (y � x)�n g(���n;���n)n (x; y) (6.2)

sa¼glan¬r.

Lagrange polinomlar¬n¬n çok de¼gi̧skenli bir analo¼gu
rY
i=1

�
(1� xit)

��i	 =
1X
n=0

g(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr) t
n; (6.3)�

�1; :::; �r 2 C ; jtj < min
�
jx1j�1 ; :::; jxrj�1

	�
do¼gurucu fonksiyon ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r (Chan vd. 2001). Bu polinomlar Chan-

Chyan-Srivastava polinomlar¬ olarak da adland¬r¬l¬rlar. (6.1) ba¼g¬nt¬s¬na benzer

olarak çok de¼gi̧skenli Lagrange polinomlar¬ ile Jacobi polinomlar¬ aras¬nda aşa¼g¬-

daki formda bir ba¼g¬nt¬gerçeklenir.

Teorem 6.1 Çok de¼gişkenli Lagrange polinomlar¬ile Jacobi polinomlar¬aras¬nda

g(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr)

=
X

n1+:::+nr�1=n

r�2Y
i=1

�
��i
ni

�
(�1)ni xnii (xr�1 � xr)

nr�1

�P (��r�nr�1;��r�1�nr�1)nr�1

�
xr + xr�1
xr � xr�1

�
(6.4)

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Alt¬n vd. 2009).
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·Ispat. (6.3) do¼gurucu fonksiyonundan çok de¼gi̧skenli Lagrange polinomlar¬ aç¬k

formda

g(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr) =
X

k1+���+kr=n

(�1)k1 � � � (�r)kr
xk11
k1!

� � � x
kr
r

kr!
(6.5)

olarak yaz¬l¬r (Chan vd. 2001).
��s
m

�
= (�1)m (s)m

m!
özelli¼gi kullan¬larak (6.5) eşitli¼gi

g(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr) =
X

k1+���+kr=n

�
��1
k1

�
� � �
�
��r
kr

�
(�1)k1+���+kr xk11 � � �xkrr

=

nX
k1=0

k1X
k2=0

� � �
kr�2X
kr�1=0

�
��1
n� k1

�
� � �
�

��r�1
kr�2 � kr�1

��
��r
kr�1

�
(�1)n

�xn�k11 xk1�k22 � � �xkr�1r

şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬(xr�1 � xr)
kr�1+kr�2 ile çarp¬l¬p bölünürse

ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

g(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr)

=
nX

k1=0

k1X
k2=0

� � �
kr�3X
kr�2=0

�
��1
n� k1

�
� � �
�

��r�2
kr�3 � kr�2

�
(�1)n�kr�2

�xn�k11 xk1�k22 � � �xkr�3�kr�2r�2 (xr�1 � xr)
kr�2

�
kr�2X
kr�1=0

�
��r
kr�1

��
��r�1

kr�2 � kr�1

��
xr

xr � xr�1

�kr�1 � xr�1
xr � xr�1

�kr�2�kr�1
bulunur. Burada Jacobi polinomlar¬n¬n (3.7) ile verilen aç¬k ifadesi gözönünde bu-

lundurulursa

g(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr)

=

nX
k1=0

k1X
k2=0

� � �
kr�3X
kr�2=0

�
��1
n� k1

�
� � �
�

��r�2
kr�3 � kr�2

�
(�1)n�kr�2

�xn�k11 xk1�k22 � � �xkr�3�kr�2r�2 (xr�1 � xr)
kr�2

�P (��r�kr�2;��r�1�kr�2)kr�2

�
xr + xr�1
xr � xr�1

�
=

X
n1+���+nr�1=n

r�2Y
i=1

�
��i
ni

�
(�1)ni xnii (xr�1 � xr)

nr�1

�P (��r�nr�1;��r�1�nr�1)nr�1

�
xr + xr�1
xr � xr�1

�
elde edilir ki bu da istenilendir.
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7. ·IK·I DE¼G·IŞKENL·I ORTOGONAL POL·INOMLARIN B·IR A·ILES·I

VE BAZI ÖZELL·IKLER·I

Bu bölümde, (4.57) ile verilen iki de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar ile genelleştirilmi̧s

Gegenbauer polinomlar¬ndan yararlanarak iki de¼gi̧skenli polinomlar¬n bir ailesini

tan¬mlayaca¼g¬z ve baz¬özelliklerini verece¼giz.

7.1 ·Iki De¼gi̧skenli Ortogonal Polinomlar¬n Bir Ailesi


 > �1; � � 0; a; b 2 R+ olmak üzere, n � k � 0 ; n; k 2 N0 için aşa¼g¬daki formda

Jacobi polinomlar¬n¬n iki de¼gi̧skenli farkl¬bir analo¼gunu ele alal¬m (Aktaş vd. 2011):

P
(
;�)
2n;2k (x; y) = P

(
+2k+ 1
2
;�� 1

2)
n�k

�
2x2

a2
� 1
��

1� x2

a2

�k
P
(
;
)
2k

�
y

b
q
1�x2

a2

�
; (7.1)

P
(
;�)
2n+1;2k (x; y) = xP

(
+2k+ 1
2
;�+ 1

2)
n�k

�
2x2

a2
� 1
��

1� x2

a2

�k
P
(
;
)
2k

�
y

b
q
1�x2

a2

�
: (7.2)

x ve y de¼gi̧skenlerine göre bu polinomlar¬n toplam derecesi s¬ras¬yla 2n ve 2n + 1

dir. y de¼gi̧skenine göre dereceleri ise 2k d¬r. (7.1) ve (7.2) ile verilen polinomlar¬n

ilk birkaç tanesi aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir:

P
(
;�)
0;0 (x; y) = 1

P
(
;�)
1;0 (x; y) = x

P
(
;�)
2;0 (x; y) =

(
 + �+ 2)

a2
x2 � (2�+ 1)

2

P
(
;�)
2;2 (x; y) =

(
 + 2)

4a2
x2 +

(2
 + 3) (
 + 2)

4b2
y2 � (
 + 2)

4

P
(
;�)
3;0 (x; y) =

(
 + �+ 3)

a2
x3 � (2�+ 3)

2
x

P
(
;�)
3;2 (x; y) =

(
 + 2)

4a2
x3 +

(2
 + 3) (
 + 2)

4b2
xy2 � (
 + 2)

4
x

P
(
;�)
4;0 (x; y) =

(
 + �+ 3) (
 + �+ 4)

2a4
x4 � (
 + �+ 3) (2�+ 3)

2a2
x2

+
1

2
(�2 + 2�+ 3

4
):
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Teorem 7.1 Yukar¬da tan¬mlanan polinomlar genelleştirilmiş Gegenbauer polinom-

lar¬yard¬m¬yla aşa¼g¬daki şekilde gösterilebilirler:

P
(
;�)
2n;2k (x; y) =

(�+ 1
2)n�k

(
+2k+�+1)n�k
C
(
+2k+1;�)
2(n�k)

�
x
a

� �
1� x2

a2

�k
P
(
;
)
2k

�
y

b
q
1�x2

a2

�
; (7.3)

P
(
;�)
2n+1;2k (x; y) =

a(�+ 1
2)n�k+1

(
+2k+�+1)n�k+1
C
(
+2k+1;�)
2(n�k)+1

�
x
a

� �
1� x2

a2

�k
P
(
;
)
2k

�
y

b
q
1�x2

a2

�
: (7.4)

·Ispat. (7:1) ve (7:2) polinomlar¬nda s¬ras¬yla (3.16) ve ( 3.17) eşitlikleri dikkate

al¬n¬rsa (7.3) ve (7.4) elde edilir.

Teorem 7.2 (7.1) ve (7.2) ile tan¬mlanan Jacobi polinomlar¬n¬n iki de¼gişkenli

analoglar¬


 =

�
(x; y) :

x2

a2
+
y2

b2
� 1
�

eliptik bölgesinde

! (x; y; 
; �) = jxj2�
�
1� x2

a2
� y2

b2

�


a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldirler. Bu polinomlar¬n normlar¬




P (
;�)2n;2k (x; y)



 =

(
ba2�+122
+1 (� (
 + 2k + 1))2 �

�

 + n+ k + 3

2

�
(n� k)! (2k)! (
 + �+ 2n+ 1) (2
 + 4k + 1)

�
�
�
�+ n� k + 1

2

�
� (
 + �+ n+ k + 1)� (2
 + 2k + 1)

)1=2

ve




P (
;�)2n+1;2k (x; y)



 =

(
ba2�+322
+1 (� (
 + 2k + 1))2 �

�

 + n+ k + 3

2

�
(n� k)! (2k)! (
 + �+ 2n+ 2) (2
 + 4k + 1)

�
�
�
�+ n� k + 3

2

�
� (
 + �+ n+ k + 2)� (2
 + 2k + 1)

)1=2

ba¼g¬nt¬lar¬ile verilir.
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·Ispat. (7.1) eşitli¼ginden

ZZ



P
(
;�)
2n;2k (x; y) P

(
;�)
2m;2l (x; y)! (x; y; 
; �) dxdy

=

ZZ



(
P
(
+2k+ 1

2
;�� 1

2)
n�k

�
2x2

a2
� 1
��

1� x2

a2

�k+l
P
(
;
)
2k

�
y

b
q
1�x2

a2

�

� P
(
+2l+ 1

2
;�� 1

2)
m�l

�
2x2

a2
� 1
�
P
(
;
)
2l

�
y

b
q
1�x2

a2

�
jxj2�

�
1� x2

a2
� y2

b2

�

dxdy

�

=

8<:
1Z

�1

P
(
+2k+ 1

2
;�� 1

2)
n�k

�
2v2 � 1

�
P
(
+2l+ 1

2
;�� 1

2)
m�l

�
2v2 � 1

� �
1� v2

�k+l+
+ 1
2 jvj2� dv

9=;
�a2�+1b

8<:
1Z

�1

P
(
;
)
2k (u)P

(
;
)
2l (u)

�
1� u2

�

du

9=;
yaz¬labilir. (3.6) ve (3.18) ortogonallik ba¼g¬nt¬lar¬ndan dolay¬

ZZ



P
(
;�)
2n;2k (x; y) P

(
;�)
2m;2l (x; y)! (x; y; 
; �) dxdy

=
ba2�+122
+1 (� (
 + 2k + 1))2 �

�

 + n+ k + 3

2

�
(n� k)! (2k)! (
 + �+ 2n+ 1) (2
 + 4k + 1)� (
 + �+ n+ k + 1)

�
�
�
�+ n� k + 1

2

�
� (2
 + 2k + 1)

�nm�kl

gerçeklenir. Benzer şekilde (7.2) eşitli¼gi kullan¬l¬p (3.6) ve (3.19) ortogonallik ba¼g¬n-

t¬lar¬ndan yararlan¬l¬rsa

ZZ



P
(
;�)
2n+1;2k (x; y) P

(
;�)
2m+1;2l (x; y)! (x; y; 
; �) dxdy

=
ba2�+322
+1 (� (
 + 2k + 1))2 �

�

 + n+ k + 3

2

�
(n� k)! (2k)! (
 + �+ 2n+ 2) (2
 + 4k + 1)� (
 + �+ n+ k + 2)

�
�
�
�+ n� k + 3

2

�
� (2
 + 2k + 1)

�nm�kl
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elde edilir. Di¼ger taraftan, (7.1) ve (7.2) eşitliklerindenZZ



P
(
;�)
2n;2k (x; y) P

(
;�)
2m+1;2l (x; y)! (x; y; 
; �) dxdy

=

ZZ



P
(
+2k+ 1

2
;�� 1

2)
n�k

�
2x2

a2
� 1
��
1� x2

a2

�k+l
P
(
;
)
2k

�
y

b
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1�x2
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�

�P (
+2l+
1
2
;�+ 1

2)
m�l

�
2x2
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� 1
�
P
(
;
)
2l

�
y

b
q
1�x2

a2

�
x jxj2�

�
1� x2

a2
� y2

b2

�

dxdy

=

8<:
1Z

�1

P
(
+2k+ 1

2
;�� 1

2)
n�k (2v2 � 1)P (
+2l+

1
2
;�� 1

2)
m�l (2v2 � 1) (1� v2)

k+l+
+ 1
2 � jvj2� dv

9=;
�a2�+2b

8<:
1Z

�1

P
(
;
)
2k (u)P

(
;
)
2l (u) (1� u2)



du

9=;
yaz¬labilir ki, burada birinci integralin içindeki fonksiyon tek fonksiyon olup Lemma

2.4 (ii) den dolay¬ZZ



P
(
;�)
2n;2k (x; y) P

(
;�)
2m+1;2l (x; y)! (x; y; 
; �) dxdy = 0

sa¼glan¬r.

·Iki de¼gi̧skenli g(�;�)n (x; y) Lagrange polinomlar¬ve Jacobi polinomlar¬aras¬nda (6.1)

ile verilen

P (���n;���n)n

�
x+ y

x� y

�
= (y � x)�n g(�;�)n (x; y)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitlik yard¬m¬yla P (
;�)2n;2k (x; y) ve P
(
;�)
2n+1;2k (x; y) polinomlar¬ile

Lagrange polinomlar¬aras¬nda aşa¼g¬daki formda ba¼g¬nt¬lar elde edilebilir.

Teorem 7.3 P
(
;�)
2n;2k (x; y) ve P

(
;�)
2n+1;2k (x; y) polinomlar¬ile Lagrange polinomlar¬aras¬nda

P
(
;�)
2n;2k (x; y) = (�1)n�k xn�ka2k�2n

�
1� x2

a2

�k
g
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�n�k� 1
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n�k

�
x; x

2�a2
x

�
�g(�
�2k;�
�2k)2k

�
�

y
b
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2
q
1�x2

a2

�
ve

P
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2n+1;2k (x; y) = (�1)n�k xn�k+1a2k�2n

�
1� x2

a2

�k
g
(�
�n�k� 1

2
;���n+k� 1
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n�k

�
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�g(�
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�
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y
b
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2
q
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a2
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y
b
�
q
1�x2

a2

2
q
1�x2

a2

�
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eşitlikleri gerçeklenir.

·Ispat. (6.1) eşitli¼ginde y yerine x � a2

x
; � yerine �

�

 + n+ 2k + 1

2

�
ve � yerine

�n� �+ 1
2
al¬n¬rsa

P
(
+2k+ 1

2
;�� 1

2)
n

�
2x2

a2
� 1
�
=
(�1)n xn
a2n

g
(�
�n�2k� 1

2
;�n��+ 1

2)
n

�
x;
x2 � a2

x

�
elde edilir. Burada n yerine n� k al¬n¬rsa

P
(
+2k+ 1

2
;�� 1

2)
n�k

�
2x2

a2
� 1
�
=
(�1)n�k xn�k

a2(n�k)
g
(�
�n�k� 1

2
;�n+k��+ 1

2)
n�k

�
x;
x2 � a2

x

�
olur. Benzer i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

P
(
;
)
2k

�
y

b
q
1�x2
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�
= g

(�
�2k;�
�2k)
2k

�
�

y
b
+
q
1�x2

a2

2
q
1�x2

a2

;�
y
b
�
q
1�x2

a2

2
q
1�x2

a2

�

eşitli¼gi bulunur. Bu son iki eşitlikten P (
;�)2n;2k (x; y) polinomlar¬

P
(
;�)
2n;2k (x; y) = (�1)n�k xn�ka2k�2n

�
1� x2

a2

�k
g
(�
�n�k� 1

2
;���n+k+ 1
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n�k
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2�a2
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�
�g(�
�2k;�
�2k)2k

�
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y
b
+
q
1�x2

a2

2
q
1�x2

a2

;�
y
b
�
q
1�x2

a2

2
q
1�x2

a2

�
formunda yaz¬l¬r. Benzer şekilde, (6.1) eşitli¼ginden P (
;�)2n+1;2k (x; y) polinomlar¬ için

de istenilen ba¼g¬nt¬elde edilir.

7.2 Rekürans Ba¼g¬nt¬lar¬

Jacobi polinomlar¬(3.9) ile verilen aşa¼g¬daki üç terimli rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçekler.

2n (�+ � + n) (�+ � + 2n� 2)P (�;�)n (x)

=
�
�2 � �2 + x (�+ � + 2n) (�+ � + 2n� 2)

�
(�+ � + 2n� 1)P (�;�)n�1 (x)

�2 (�+ n� 1) (� + n� 1) (�+ � + 2n)P
(�;�)
n�2 (x) :

Bu rekürans ba¼g¬nt¬s¬ndan yararlan¬larak P (
;�)2n;2k (x; y) ve P
(
;�)
2n+1;2k (x; y) polinomlar¬

için aşa¼g¬daki rekürans ba¼g¬nt¬lar¬da verilebilir.
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Teorem 7.4 P
(
;�)
2n;2k (x; y) ve P

(
;�)
2n+1;2k (x; y) polinomlar¬s¬ras¬yla

2 (n� k) (
 + �+ k + n) (
 + �+ 2n� 2)P (
;�)2n;2k (x; y) = [(
 + �+ 2k) (
 � �+ 2k + 1)
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+
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(
;�)
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üç terimli rekürans ba¼g¬nt¬lar¬n¬gerçekler.

·Ispat. (3.9) eşitli¼ginde n! n�k; �! 
+2k+ 1
2
; � ! �� 1

2
; x! 2x2
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�1 al¬n¬rsa
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 + �+ 2n� 2)P (
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1
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n�k
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2x2
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� 1
�

= �2
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2
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(
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n�k�2

�
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(
 + �+ 2k) (
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(
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o
� (
 + �+ 2n� 1)P (
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1
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;�� 1
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n�k�1

�
2x2
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� 1
�

elde edilir. Eşitli¼gin her iki yan¬
�
1� x2

a2

�k
P
(
;
)
2k

�
y

b
q
1�x2

a2

�
ile çarp¬l¬p (7:1) eşitli¼gi

gözönünde tutulursa ilk rekürans ba¼g¬nt¬s¬elde edilir. Benzer i̧slemler tekrarlanarak

ikinci rekürans ba¼g¬nt¬s¬da kolayl¬kla bulunur.

Teorem 7.5 P
(
;�)
2n;2k (x; y) ve P

(
;�)
2n+1;2k (x; y) polinomlar¬için

(
 + �+ n+ k + 1)P
(
;�)
2n+1;2k (x; y) = (
 + �+ 2n+ 1) xP

(
;�)
2n;2k (x; y)

�
�

 + n+ k + 1

2

�
P
(
;�)
2n�1;2k (x; y)
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ve

a2 (n� k + 1)P
(
;�)
2n+2;2k (x; y) = x (
 + �+ 2n+ 2)P

(
;�)
2n+1;2k (x; y)

�a2
�
�+ n� k + 1

2

�
P
(
;�)
2n;2k (x; y)

rekürans ba¼g¬nt¬lar¬sa¼glan¬r.

·Ispat. Genelleştirilmi̧s Gegenbauer polinomlar¬(3.21) ile verilen

C
(
;�)
2n+1 (x) =

2 (
 + �+ 2n)

2�+ 2n+ 1
xC

(
;�)
2n (x)� 2
 + 2n� 1

2�+ 2n+ 1
C
(
;�)
2n�1 (x)

rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçekler. Bu ba¼g¬nt¬da n yerine n� k; 
 yerine 
 + 2k + 1 ve

x yerine x
a
al¬n¬p eşitli¼gin her iki yan¬

�
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ile çarp¬l¬rsa
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� (2
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(
;
)
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1�x2

a2

�
C
(
+2k+1;�)
2n�2k�1

�x
a

�
bulunur. (7.3) ve (7.4) eşitlikleri gözönünde tutulursa

(
 + �+ n+ k + 1)P
(
;�)
2n+1;2k (x; y) = (
 + �+ 2n+ 1) xP

(
;�)
2n;2k (x; y)

�
�

 + n+ k + 1

2

�
P
(
;�)
2n�1;2k (x; y)

elde edilir. ·Ikinci rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬elde etmek için de benzer i̧slemleri uygulamak

yeterlidir.

7.3 ·Integral Gösterimler

P
(�;�)
n (x) Jacobi polinomlar¬için bir integral gösterim

P (�;�)n (x) =
1

� (�+ � + n+ 1)

1Z
0

t�+�+ne�tL(�)n

�
1

2
(1� x) t

�
dt (7.5)

(�+ � > �1 ; n 2 N0)
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ya da

P (�;�)n (x) =
1

� (�+ � + n+ 1)

1Z
0

�
log

1

t

��+�+n
L(�)n

�
1

2
(1� x) log

1

t

�
dt(7.6)

(�+ � > �1 ; n 2 N0)

formunda verilmektedir (Feldheim 1941). Burada L(�)n (x) ; n�yinci dereceden La-

guerre polinomlar¬d¬r. (7.5) formülünün bir sonucu olarak aşa¼g¬daki teoremi vere-

biliriz.

Teorem 7.6 
 > �1
2
ve 
 + � > �1 olmak üzere P (
;�)2n;2k (x; y) ve P

(
;�)
2n+1;2k (x; y)

polinomlar¬için birer integral gösterim

P
(
;�)
2n;2k (x; y) =

�
1� x2

a2

�k
� (
 + �+ n+ k + 1)� (2
 + 2k + 1)

1Z
0

1Z
0

t
+�+n+k s2
+2ke�t�s

�L(
+2k+
1
2)

n�k

�
t

�
1� x2

a2

��
L
(
)
2k

�
s
2
� ys

2b
q
1�x2

a2

�
dtds;

ve

P
(
;�)
2n+1;2k (x; y) =

x
�
1� x2

a2

�k
� (
 + �+ n+ k + 2)� (2
 + 2k + 1)

1Z
0

1Z
0

t
+�+n+k+1 s2
+2ke�t�s

�L(
+2k+
1
2)

n�k

�
t

�
1� x2

a2

��
L
(
)
2k

�
s
2
� ys

2b
q
1�x2

a2

�
dtds

formunda verilir.

Teorem 7.7 f
(�;�)
n;m (�; �) ve 
 (x; y; �; �) s¬ras¬yla

f (�;�)n;m (�; �) = ef(n�m)�i+(���)�ig cosm+n � cos�+� �;


 (x; y; �; �) =
cos �

cos�

�
xe(���)i + ye�(���)i

�
eşitlikleri ile verilsinler. 
+� > �1; 
 > �1

2
olmak üzere, P (
;�)2n;2k (x; y) ve P

(
;�)
2n+1;2k (x; y)
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polinomlar¬

P
(
;�)
2n;2k (x; y)

=
22
+3k+n+

1
2�
�

 + n+ k + 3

2

�
� (
 + 2k + 1)

�2�
�
2
 + n+ 3k + 3

2

�
� (2
 + 2k + 1)� (
 + �+ n+ k + 1)

�
1Z
0

1Z
0

�=2Z
��=2

�=2Z
��=2

�
1� x2

a2

�k �
log

1

t

�2
+2k �
log

1

s

�
+�+n+k
f
(
+2k+ 1

2
;
)

n�k;2k (�; �)

�L(2
+2k+
1
2)

n+k

�



��
1� x2

a2

�
log (1=s) ;

1

2

�
1� y

b
q
1�x2

a2

�
log (1=t) ; �; �

��
d�d�dtds

ve

P
(
;�)
2n+1;2k (x; y)

=
22
+3k+n+

1
2�
�

 + n+ k + 3

2

�
� (
 + 2k + 1)

�2�
�
2
 + n+ 3k + 3

2

�
� (2
 + 2k + 1)� (
 + �+ n+ k + 2)

�
1Z
0

1Z
0

�=2Z
��=2

�=2Z
��=2

x

�
1� x2

a2

�k �
log

1

t

�2
+2k �
log

1

s

�
+�+n+k+1
f
(
+2k+ 1

2
;
)

n�k;2k (�; �)

�L(2
+2k+
1
2)

n+k

�



��
1� x2

a2

�
log (1=s) ;

1

2

�
1� y

b
q
1�x2

a2

�
log (1=t) ; �; �

��
d�d�dtds

integral gösterimlerine sahiptir.

·Ispat. ·Iki Laguerre polinomunun çarp¬m¬için bir integral gösterim

L(�)n (x)L(�)m (y) =
2�+�+m+n� (�+ n+ 1)� (� +m+ 1)

�2� (�+ � +m+ n+ 1)

�
�=2Z

��=2

�=2Z
��=2

f (�;�)n;m (�; �)L
(�+�)
m+n (
 fx; y; �; �g) d�d� (7.7)

(�+ � > �1 ; m; n 2 N0)

ile tan¬mlan¬r (Carlitz 1962). Bu ba¼g¬nt¬da

n! n� k; �! 
 + 2k +
1

2
; x!

�
1� x2

a2

�
log (1=s)

al¬n¬p, eşitli¼gin her iki yan¬ (log (1=s))
+�+k+n ile çarp¬larak (0; 1) aral¬¼g¬nda s ye

göre integrallenirse, (7.6) integral gösteriminden dolay¬
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P
(
+2k+ 1

2
;�� 1

2)
n�k

�
2x2

a2
� 1
�
L(�)m (y)

(7.8)

=
2
+�+n+k+m+

1
2�
�

 + n+ k + 3

2

�
� (� +m+ 1)

�2� (
 + �+ n+ k + 1)�
�

 + � + n+ k +m+ 3

2

�
�

1Z
0

�=2Z
��=2

�=2Z
��=2

(log (1=s))
+�+k+n f
(
+2k+ 1

2
;�)

n�k;m (�; �)

�L(
+�+2k+
1
2)

m+n�k

�



��
1� x2

a2

�
log (1=s) ; y; �; �

��
d�d�ds (7.9)

sa¼glan¬r. Bu son eşitlikte

m! 2k; � ! 
; y ! 1

2

�
1� y

b
q
1�x2

a2

�
log (1=t)

al¬n¬r ve eşitli¼gin her iki yan¬(log (1=t))2
+2k ile çarp¬l¬p (0; 1) aral¬¼g¬nda t ye göre

integrallenirse, ve de (7.6) integral gösteriminden yararlan¬l¬rsa

P
(
+2k+ 1

2
;�� 1

2)
n�k

�
2x2

a2
� 1
�
P
(
;
)
2k

�
y

b
q
1�x2

a2

�

=
22
+3k+n+

1
2�
�

 + n+ k + 3

2

�
� (
 + 2k + 1)

�2�
�
2
 + n+ 3k + 3

2

�
� (2
 + 2k + 1)� (
 + �+ n+ k + 1)

�
1Z
0

1Z
0

�=2Z
��=2

�=2Z
��=2

�
log

1

t

�2
+2k �
log

1

s

�
+�+n+k
f
(
+2k+ 1

2
;
)

n�k;2k (�; �)

�L(2
+2k+
1
2)

n+k

�



��
1� x2

a2

�
log (1=s) ;

1

2

�
1� y

b
q
1�x2

a2

�
log (1=t) ; �; �

��
d�d�dtds

elde edilir. (7.1) eşitli¼ginin dikkate al¬nmas¬yla da, P (
;�)2n;2k (x; y) polinomlar¬için is-

tenilen integral gösterim bulunmuş olur. Benzer i̧slemler uygulanarak P (
;�)2n+1;2k (x; y)

polinomlar¬için de istenilen integral gösterim kolayl¬kla elde edilir.

Teorem 7.8 f
(�;�)
n;m (�; �) fonksiyonu Teorem 7.7 deki gibi tan¬mlans¬n. 
 > �1

2
ve


 + � > �1 olmak üzere P (
;�)2n;2k (x; y) ve P
(
;�)
2n+1;2k (x; y) polinomlar¬için birer integral
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gösterim

P
(
;�)
2n;2k (x; y)

=

�
1� x2

a2

�k
22
+3k+n+

1
2�
�

 + n+ k + 3

2

�
� (
 + 2k + 1)

�2 (n+ k)!�
�
2
 + 2k + 3

2

�
�

�=2Z
��=2

�=2Z
��=2

f
(
+2k+ 1

2
;
)

n�k;2k (�; �)F1[�n� k; 
 + �+ n+ k + 1; 2
 + 2k + 1;

2
 + 2k +
3

2
;

�
1� x2

a2

�
cos �

cos�
e(���)i;

�
1

2
� y

2b
q
1�x2

a2

�
cos �

cos�
e�(���)i]d�d�

ve

P
(
;�)
2n+1;2k (x; y)

=
x
�
1� x2

a2

�k
22
+3k+n+

1
2�
�

 + n+ k + 3

2

�
� (
 + 2k + 1)

�2 (n+ k)!�
�
2
 + 2k + 3

2

�
�

�=2Z
��=2

�=2Z
��=2

f
(
+2k+ 1

2
;
)

n�k;2k (�; �)F1[�n� k; 
 + �+ n+ k + 2; 2
 + 2k + 1;

2
 + 2k +
3

2
;

�
1� x2

a2

�
cos �

cos�
e(���)i;

�
1

2
� y

2b
q
1�x2

a2

�
cos �

cos�
e�(���)i]d�d�

eşitlikleri ile verilir.

·Ispat. Teorem 7.7 nin ispat¬ndaki (7.9) eşitli¼gi

P
(
+2k+ 1

2
;�� 1

2)
n�k

�
2x2

a2
� 1
�
L(�)m (y)

=
2
+�+n+k+m+

1
2�
�

 + n+ k + 3

2

�
� (� +m+ 1)

�2�
�

 + � + 2k + 3

2

�
(m+ n� k)!

�
�=2Z

��=2

�=2Z
��=2

f
(
+2k+ 1

2
;�)

n�k;m (�; �) �1

�
�m� n+ k; 
 + �+ n+ k + 1; 
 + � + 2k +

3

2
;

�
1� x2

a2

�
cos �

cos�
e(���)i; y

cos �

cos�
e�(���)i

�
d�d�
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olarak yaz¬labilir (Singhal 1974). Burada �1; iki de¼gi̧skenli Humbert Kon�uent

hipergeometrik fonksiyonu olup

�1 [�; �; 
;x; y] =
1X

r;s=0

(�)r+s (�)r
(
)r+s

xr

r!

ys

s!
; jxj < 1

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Erdélyi vd. 1953). Bu son integral gösterimde m ! 2k;

� ! 
; y ! 1
2

�
1� y

b
q
1�x2

a2

�
log (1=t) al¬n¬r ve eşitli¼gin her iki yan¬(log (1=t))2
+2k

ile çarp¬larak (0; 1) aral¬¼g¬nda t ye göre integrallenirse, ve de (7.6) integral gösterimi

kullan¬l¬rsa

P
(
+2k+ 1

2
;�� 1

2)
n�k

�
2x2

a2
� 1
�
P
(
;
)
2k

0@ y

b
q
1� x2

a2

1A
=

22
+n+3k+
1
2�
�

 + n+ k + 3

2

�
� (
 + 2k + 1)

�2�
�
2
 + 2k + 3

2

�
(n+ k)!

�
�=2Z

��=2

�=2Z
��=2

f
(
+2k+ 1

2
;
)

n�k;2k (�; �)F1[�n� k; 
 + �+ n+ k + 1; 2
 + 2k + 1;

2
 + 2k +
3

2
;

�
1� x2

a2

�
cos �

cos�
e(���)i;

�
1

2
� y

2b
q
1�x2

a2

�
cos �

cos�
e�(���)i]d�d�

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. Burada 2
 > �1 ve 
 + � > �1 dir. (7.1) eşitli¼ginin dikkate al¬n-

mas¬yla da P (
;�)2n;2k (x; y) polinomlar¬için integral gösterim elde edilmi̧s olur. P
(
;�)
2n+1;2k (x; y)

polinomlar¬için de benzer i̧slemler uygulan¬rsa di¼ger integral gösterim bulunur.
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8. ÇOK DE¼G·IŞKENL·I HERM·ITE VE GEGENBAUER POL·INOM-

LARININ YEN·I BAZI ÖZELL·IKLER·I

Hn (x) Hermite polinomlar¬n¬n çok de¼gi̧skenli bir analo¼gu (5.3) ile verilen

Hn (x) = Hn1;:::;nr (x1; :::; xr) = Hn1 (x1) � � �Hnr (xr)

polinomlar¬d¬r. Burada x = (x1; :::; xr) ; n = (n1; :::; nr) ; jnj = n1+� � �+nr; n1; :::; nr 2

N0 d¬r (Dunkl ve Xu 2001).

Teorem 5.2 den dolay¬Hn (x) Hermite polinomlar¬için ortogonallik teoremi aşa¼g¬-

daki gibi verilir.

Teorem 8.1 Hn (x) Hermite polinomlar¬


 = f(x1; :::; xr) : �1 < xi <1 ; i = 1; 2; :::; rg

bölgesinde

! (x1; :::; xr) = !1 (x1) � � �!r (xr) = e�(x
2
1+���+x2r)

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir (Lyskova 1991, Dunkl ve Xu 2001).

·Ispat. Hn (x) Hermite polinomlar¬n¬n ortogonallik özelli¼gi kullan¬l¬rsa,Z



! (x1; :::; xr)Hn (x)Hm (x) dx

=

1Z
�1

Hn1 (x1)Hm1 (x1) e
�x21dx1 � � �

1Z
�1

Hnr (xr)Hmr (xr) e
�x2rdxr

= �r=2
rY
i=1

2nini!�mi;ni

(mi; ni 2 N0 ; i = 1; 2; :::; r)

elde edilir. Burada dx = dx1 � � � dxr dir.

8.1 Çok De¼gi̧skenli Hermite Polinomlar¬·Için Baz¬Limit Ba¼g¬nt¬lar¬

Bu k¬s¬mda, Hermite polinomlar¬ile, bilinen di¼ger baz¬polinomlar aras¬nda çeşitli

limit ba¼g¬nt¬lar¬elde edilecektir.
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Teorem 8.2 Hn (x) klasik Hermite polinomlar¬ile genişletilmiş Jacobi polinomlar¬,

iki de¼gişkenli Lagrange polinomlar¬ve çok de¼gişkenli Lagrange polinomlar¬aras¬nda

aşa¼g¬daki limit ba¼g¬nt¬lar¬sa¼glan¬r.

(i) Hn(x) = n! fc(a� b)g�n

� lim
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�
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n
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(
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�
(�1)nixnii

)
(�2xr)nr�1

Hnr�1(xr)

nr�1!
:

·Ispat. (i) (3.13) ve (3.27) eşitliklerinden,

Hn(x) = n! lim
�!1

�
��

n
2 (2�)n

(�+ 1
2)n

P
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2
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p
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2
p
�
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p
�)

2
p
�
; a; b; c

��
�n! fc(a� b)g�n

elde edilir.

(ii) (6.2) eşitli¼ginde � = � ! � � 1
2
; y ! x2�x

p
�

x+
p
�
al¬n¬rsa
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�

��n
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(���n+ 1

2
;���n+ 1

2)
n

�
x;
x2 � x

p
�
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p
�

�

elde edilir. Bu eşitli¼gin her iki yan¬
��n=2 (2�)n�
� + 1

2

�
n

ile çarp¬l¬p � !1 için limit al¬n¬rsa
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yaz¬labilir. Burada

lim
�!1

�
� 2x

p
�

x+
p
�

��n
= (�2x)�n

oldu¼gu gözönünde bulundurulur ve (3.27) limit ba¼g¬nt¬s¬ndan yararlan¬l¬rsa
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(iii) (6.4) eşitli¼ginde xr�1 ! x2r�xr
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yaz¬labilir. (3.27) limit ba¼g¬nt¬s¬n¬n kullan¬lmas¬yla
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elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.
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Geni̧sletilmi̧s Jacobi polinomlar¬n¬n çok de¼gi̧skenli bir analo¼gu

F (�1;:::;�r;�1;:::;�r)n (x) := F (�1;�1)n1
(x1; a1; b1; c1) � � �F (�r;�r)nr (xr; ar; br; cr) (8.1)

formunda tan¬mlan¬r. Burada x = (x1; :::; xr) ; n = (n1; :::; nr) ; jnj = n1 + � � � +

nr; n1; :::; nr 2 N0 d¬r (Alt¬n vd. 2009). Ayr¬ca, Gegenbauer polinomlar¬n¬n çok

de¼gi̧skenli bir analo¼gu (5.4) ile verilen

C(�1;:::;�r)n (x) = C(�1;:::;�r)n1;:::;nr
(x1; :::; xr) = C�1

n1
(x1) � � �C�r

nr (xr)

polinomlar¬d¬r.

Buradan F (�1;:::;�r;�1;:::;�r)n (x) ; C
(�1;:::;�r)
n (x) veHn (x) polinomlar¬n¬kullanarak aşa¼g¬-

daki teoremi verebiliriz.

Teorem 8.3 Çok de¼gişkenli Hn (x) Hermite polinomlar¬ için aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar

sa¼glan¬r.
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�

� lim
(�1;:::;�r)!1

(
F
(�1� 1

2
;:::;�r� 1

2
;�1� 1

2
;:::;�r� 1

2)
n

�
a+a(x�

p
�)

2
p
�
�b(x�

p
�)

2
p
�

� rQ
i=1

�
�
ni
2

i (2�i)ni

(�i+ 1
2)ni

)
:

Burada

a+a(x�
p
�)

2
p
�
�b(x�

p
�)

2
p
�

: =
�
a1 +

a1(x1�
p
�1)

2
p
�1

� b1(x1�
p
�1)

2
p
�1

; :::; ar +
ar(xr�

p
�r)

2
p
�r

� br(xr�
p
�r)

2
p
�r

�

dir.

(ii) Hn(x) = n1! � � �nr! lim
(�1;:::;�r)!1

n
�
�n1

2
1 � � � ��

nr
2

r C
(�1;:::;�r)
n

�
x1p
�1
; :::; xrp

�r

�o
:
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·Ispat. (i) Teorem 8.2 (i) ve (8.1) den,

Hn (x) = Hn1 (x1) :::Hnr (xr)

=
rQ
i=1

ni! fci(ai � bi)g�ni

� lim
�i!1

�
F
(�i� 1

2
;�i� 1

2)
ni

�
ai +

ai(xi�
p
�i)

2
p
�i

� bi(xi�
p
�i)

2
p
�i

; ai; bi; ci

�
� �

�ni
2

i (2�i)ni

(�i+ 1
2)ni

�
=

�
rQ
i=1

ni! fci(ai � bi)g�ni
�

� lim
(�1;:::;�r)!1

�
F
(�1� 1

2
;:::;�r� 1

2
;�1� 1

2
;:::;�r� 1

2)
n

�
a+a(x�

p
�)

2
p
�
�b(x�

p
�)

2
p
�

�
�

rQ
i=1

�
�ni

2
i (2�i)ni

(�i+ 1
2)ni

�
sa¼glan¬r.

(ii) ·Ispat için (5.3), (5.4) ve (3.28) eşitliklerini kullanmak yeterlidir.

8.2 Do¼gurucu Fonksiyonlar ve Rekürans Ba¼g¬nt¬lar¬

Bu k¬s¬mda,Hn (x) veC
(�1;:::;�r)
n (x) polinomlar¬için do¼gurucu fonksiyonlar ve rekürans

ba¼g¬nt¬lar¬verilecektir. Hn (x) Hermite polinomlar¬için bir do¼gurucu fonksiyon

1X
n=0

Hm+n (x)
tn

n!
= exp

�
2xt� t2

�
Hm (x� t) ; m 2 N0 (8.2)

formundad¬r (Rainville 1960). Di¼ger taraftan, K¬s¬m 3.3 de görüldü ki, C�
n (x)Gegen-

bauer polinomlar¬(3.14) ve (3.15) ile verilen

1X
n=0

C�
n (x) t

n =
�
1� 2xt+ t2

���
ve

1X
n=0

(�)n
(�)n

C�
n (x) t

n = F1

h
�; �; �;�;

�
x+

p
x2 � 1

�
t;
�
x�

p
x2 � 1

�
t
i

do¼gurucu fonksiyonlar¬na sahiptir. Bu ba¼g¬nt¬lar¬kullanarak aşa¼g¬daki sonuçlar¬elde

edebiliriz.

Teorem 8.4 Çok de¼gişkenli Hn (x1; :::; xr) Hermite polinomlar¬aşa¼g¬daki do¼gurucu

fonksiyonlara sahiptir.
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(i)
1X

n1;:::;nr=0

Hn (x1; :::; xr)
tn11
n1!

� � � t
nr
r

nr!

=
rY
i=1

exp
�
2xiti � t2i

�
; (8.3)

(ii)
1X
n=0

Yn+m1+���+mr (x1; :::; xr) t
n

=

(
rY
i=1

exp
�
2xit� t2

�)
Hm (x�t) (8.4)

Burada

Yn+m1+���+mr (x1; :::; xr) =
nX

n1=0

n�n1X
n2=0

� � �
n�n1�����nr�2X

nr�1=0

�n (n1; :::; nr�1)

�Hn+m1�(n1+���+nr�1);n1+m2;:::;nr�1+mr (x1; :::; xr) ;

Hm (x�t) = Hm1;:::;mr (x1 � t; :::; xr � t)

ve

�n (n1; :::; nr�1) =
1

(n� (n1 + � � �+ nr�1))!n1! � � �nr�1!

olarak ifade edilirler.

·Ispat. (i) (3.26) do¼gurucu fonksiyonundan (8.3) ün gerçeklendi¼gi görülür.

(ii) m1; :::;mr 2 N0 olmak üzere, (8.2) den Hm1+n1 (x1) ; :::; Hmr+nr (xr) poli-

nomlar¬için do¼gurucu fonksiyonlar s¬ras¬yla

1X
n1=0

Hm1+n1 (x1)
tn1

n1!
= exp

�
2x1t� t2

�
Hm1 (x1 � t)

1X
n2=0

Hm2+n2 (x2)
tn2

n2!
= exp

�
2x2t� t2

�
Hm2 (x2 � t)

...
1X

nr=0

Hmr+nr (xr)
tnr

nr!
= exp

�
2xrt� t2

�
Hmr (xr � t)

formundad¬r. Bu eşitlikleri taraf tarafa çarparsak
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1X
n1;:::;nr=0

Hm1+n1 (x1) � � �Hmr+nr (xr)

n1! � � �nr!
tn1+���+nr

=

(
rY
i=1

exp
�
2xit� t2

�)
Hm (x�t) (8.5)

elde edilir. Burada Hm (x�t) := Hm1;:::;mr (x1 � t; :::; xr � t) dir. Lemma 2.3 den

p = 1 için
1X
n=0

1X
k=0

A (k; n) =
1X
n=0

nX
k=0

A (k; n� k)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu özelli¼gin kullan¬lmas¬yla

1X
n1;:::;nr=0

A (n1; :::; nr) =

1X
n1=0

n1X
n2=0

n1�n2X
n3=0

� � �
n1�n2�����nr�1X

nr=0

A (n1 � n2 � � � � � nr; n2; :::; nr)

serisel gösteriminin gerçeklendi¼gi görülür. (8.5) eşitli¼ginin sol yan¬nda bu serisel

gösterim kullan¬l¬rsa

1X
n1;:::;nr=0

Hm1+n1 (x1) � � �Hmr+nr (xr)

n1! � � �nr!
tn1+���+nr

=
1X

n1=0

n1X
n2=0

n1�n2X
n3=0

� � �
n1�n2�����nr�1X

nr=0

Hm1+n1�(n2+���+nr) (x1)Hm2+n2 (x2) � � �Hmr+nr (xr)

(n1 � n2 � � � � � nr)!n2! � � �nr!
tn1

=

(
rY
i=1

exp
�
2xit� t2

�)
Hm (x�t)

elde edilir. n1 ! n; n2 ! n1; :::; nr ! nr�1 indis de¼gi̧stirmesi yap¬ld¬¼g¬nda

1X
n=0

nX
n1=0

n�n1X
n2=0

� � �
n�n1�����nr�2X

nr�1=0

Hm1+n�(n1+���+nr�1) (x1)Hm2+n1 (x2) � � �Hmr+nr�1 (xr)

(n� n1 � � � � � nr�1)!n1! � � �nr�1!
tn

=
1X
n=0

Yn+m1+���+mr (x1; :::; xr) t
n

=

(
rY
i=1

exp
�
2xit� t2

�)
Hm (x�t)

olarak bulunur. Burada Yn+m1+���+mr (x1; :::; xr)

Yn+m1+���+mr (x1; :::; xr) =

nX
n1=0

n�n1X
n2=0

� � �
n�n1�����nr�2X

nr�1=0

�n (n1; :::; nr�1)

�Hn+m1�(n1+���+nr�1);n1+m2;:::;nr�1+mr (x1; :::; xr)
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ile tan¬mlan¬r. Böylelikle ispat tamamlan¬r.

(3.14) ve (3.15) do¼gurucu fonksiyonlar¬n¬kullanarak ve Teorem 8.4 dekine benzer

i̧slemler uygulanarak çok de¼gi̧skenli Gegenbauer polinomlar¬için aşa¼g¬daki teorem

ispats¬z olarak verilebilir.

Teorem 8.5 Çok de¼gişkenli C(�1;:::;�r)n (x) Gegenbauer polinomlar¬ aşa¼g¬daki do¼gu-

rucu fonksiyonlara sahiptir:

(i)
1X

n1;:::;nr=0

C
(�1;:::;�r)
n (x1; :::; xr) t

n1
1 � � � tnrr

=
rY
i=1

�
1� 2xiti + t2i

���i ; (8.6)

(ii)
1X
n=0

u
(�1;:::;�r)
n (x1; :::; xr) t

n

=
rY
i=1

F1

�
�i; �i; �i;�i;

�
xi +

q
x2i � 1

�
t;

�
xi �

q
x2i � 1

�
t

�
: (8.7)

Burada

u(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr) =
nX

n1=0

n�n1X
n2=0

� � �
n�n1�����nr�2X

nr�1=0

�n (n1; :::; nr�1) (8.8)

�C(�1;:::;�r)n�(n1+���+nr�1);n1;:::;nr�1 (x1; :::; xr)

ve

�n (n1; :::; nr�1) =
(�1)n�(n1+���+nr�1) (�2)n1 � � � (�r)nr�1
(�1)n�(n1+���+nr�1) (�2)n1 � � � (�r)nr�1

dir.

Şimdi de Hn (x1; :::; xr) ve C
(�1;:::;�r)
n (x1; :::; xr) ler için rekürans ba¼g¬nt¬s¬elde etmede

kullanaca¼g¬m¬z aşa¼g¬daki lemmay¬verelim.

Lemma 8.1 fn1;:::;nr(x1; :::; xr); herbir xi (i = 1; 2; :::; r) de¼gişkenine göre ni-yinci

dereceden ve toplam derecesi n = n1 + � � �+ nr olan bir polinom olmak üzere,

	(2x1t1 � t21; :::; 2xrtr � t2r) =

1X
n1;:::;nr=0

fn1;:::;nr(x1; :::; xr)t
n1
1 � � � tnrr (8.9)

79



formunda bir do¼gurucu fonksiyona sahip olsun. Ayr¬ca

	(u1; :::; ur) = 	1(u1) � � �	r(ur) ; ui = 2xiti � t2i ; i = 1; 2; :::; r

	i(ui) =

1X
ni=0


niu
ni
i ; 
0 6= 0

gerçeklensin. Bu durumda fn1;:::;nr(x1; :::; xr) fonksiyonlar¬için

xi
@

@xi
fn1;:::;nr(x1; :::; xr)

=
@

@xi
fn1;:::;ni�1;ni�1;ni+1;:::;nr(x1; :::; xr) + nifn1;:::;nr(x1; :::; xr); ni � 1

(8.10)

rekürans ba¼g¬nt¬s¬sa¼glan¬r.

·Ispat. (8.9) do¼gurucu fonksiyonunun xi ve ti (i = 1; 2; :::; r) de¼gi̧skenlerine göre

türevleri al¬n¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa (8.10) rekürans ba¼g¬nt¬s¬elde edilir.

Lemma 8.1 den yararlanarak çok de¼gi̧skenli Hermite ve çok de¼gi̧skenli Gegenbauer

polinomlar¬için çeşitli rekürans ba¼g¬nt¬lar¬verilebilir.

Teorem 8.6 Çok de¼gişkenli Hn (x1; :::; xr) Hermite polinomlar¬

xi
@

@xi
Hn1;:::;nr(x1; :::; xr)� ni

@

@xi
Hn1;:::;ni�1;ni�1;ni+1;:::;nr(x1; :::; xr) (8.11)

= niHn1;:::;nr(x1; :::; xr) ; ni � 1

rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçekler.

·Ispat. Lemma 8.1 deki do¼gurucu fonksiyon ba¼g¬nt¬s¬nda, (8.3) ile verilen

1X
n1;:::;nr=0

Hn (x1; :::; xr)
tn11
n1!

� � � t
nr
r

nr!
=

rY
i=1

exp
�
2xiti � t2i

�
do¼gurucu fonksiyonu dikkate al¬n¬rsa

fn1;:::;nr (x1; :::; xr) =
Hn (x1; :::; xr)

n1! � � �nr!
;


ni =
1

ni!
; i = 1; 2; :::; r

oldu¼gu görülür. fn1;:::;nr (x1; :::; xr) =
Hn(x1;:::;xr)
n1!���nr! ifadesinin (8.10) rekürans formülünde

yerine yaz¬lmas¬yla da (8.11) ba¼g¬nt¬s¬elde edilir.
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Lemma 8.1 de, (8.6) ile verilen

1X
n1;:::;nr=0

C(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr) t
n1
1 � � � tnrr =

rY
i=1

�
1� 2xiti + t2i

���i
do¼gurucu fonksiyonu gözönünde tutulursa,

fn1;:::;nr (x1; :::; xr) = C(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr);


ni =
(�i)ni
ni!

; i = 1; 2; :::; r

elde edilir ki bunlar¬n (8.10) da dikkate al¬nmas¬yla, çok de¼gi̧skenli C(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr)

Gegenbauer polinomlar¬için bir rekürans ba¼g¬nt¬s¬aşa¼g¬daki gibi bulunur.

Teorem 8.7 Çok de¼gişkenli C(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr) Gegenbauer polinomlar¬

xi
@

@xi
C
(�1;:::;�r)
n1;:::;nr (x1; :::; xr)�

@

@xi
C
(�1;:::;�r)
n1;:::;ni�1;ni�1;ni+1;:::;nr(x1; :::; xr)

= niC
(�1;:::;�r)
n1;:::;nr

(x1; :::; xr) ; ni � 1

rekürans formülünü gerçekler.

Teorem 8.7 de �i = 1=2 ; (i = 1; 2; :::; r) olarak seçilirse,

Pn(x1; :::; xr) = Pn1;:::;nr(x1; :::; xr) = Pn1 (x1) � � �Pnr (xr)

ile tan¬mlanan çok de¼gi̧skenli Legendre polinomlar¬için aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.

Sonuç 8.1 Çok de¼gişkenli Pn(x1; :::; xr) Legendre polinomlar¬

xi
@

@xi
Pn1;:::;nr(x1; :::; xr)�

@

@xi
Pn1;:::;ni�1;ni�1;ni+1;:::;nr(x1; :::; xr)

= niPn1;:::;nr(x1; :::; xr) ; ni � 1

rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar.

Başka rekürans ba¼g¬nt¬lar¬elde etmek amac¬yla, Lemma 8.1�e benzer aşa¼g¬daki lem-

may¬verelim.
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Lemma 8.2 fn1;:::;nr(x1; :::; xr) fonksiyonu herbir xi (i = 1; 2; :::; r) de¼gişkenine göre

ni-yinci dereceden ve toplam derecesi n = n1+ � � �+nr olan bir polinom olmak üzere

e�t
2
1�����t2r �(x1t1; :::; xrtr) =

1X
n1;:::;nr=0

fn1;:::;nr(x1; :::; xr)t
n1
1 � � � tnrr (8.12)

formunda bir do¼gurucu fonksiyona sahip olsun. Ayr¬ca

�(u1; :::; ur) = �1(u1) � � ��r(ur) ; ui = xiti ; i = 1; 2; :::; r

�i(ui) =
1X
ni=0

'niu
ni
i ; '0 6= 0

gerçeklensin. Bu durumda fn1;:::;nr(x1; :::; xr) fonksiyonlar¬

nifn1;:::;nr(x1; :::; xr) + 2fn1;:::;ni�1;ni�2;ni+1;:::;nr(x1; :::; xr)

= xi
@

@xi
fn1;:::;nr(x1; :::; xr) ; ni � 2 (8.13)

ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçekler.

·Ispat. (8.12) do¼gurucu fonksiyonunun xi ve ti (i = 1; 2; :::; r) de¼gi̧skenlerine göre

türevleri al¬n¬r ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa (8.13) rekürans ba¼g¬nt¬s¬elde edilir.

Bu lemmadan yararlanarak çok de¼gi̧skenli Hn1;:::;nr(x1; :::; xr) Hermite polinomlar¬

için aşa¼g¬daki rekürans ba¼g¬nt¬s¬verilebilir.

Teorem 8.8 Çok de¼gişkenli Hn1;:::;nr(x1; :::; xr) Hermite polinomlar¬için

xi
@

@xi
Hn1;:::;nr(x1; :::; xr)� niHn1;:::;nr(x1; :::; xr) (8.14)

= 2ni(ni � 1)Hn1;:::;ni�1;ni�2;ni+1;:::;nr(x1; :::; xr) ; ni � 1

rekürans formülü sa¼glan¬r.

·Ispat. Lemma 8.2 de (8.3) ile verilen

1X
n1;:::;nr=0

Hn (x1; :::; xr)
tn11
n1!

� � � t
nr
r

nr!
=

rY
i=1

exp
�
2xiti � t2i

�
;
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do¼gurucu fonksiyonu gözönünde bulundurulursa

fn1;:::;nr (x1; :::; xr) =
Hn1;:::;nr(x1; :::; xr)

n1! � � �nr!

'ni =
2ni

ni!
; i = 1; 2; :::; r

yaz¬labilir. (8.13) ba¼g¬nt¬s¬nda fn1;:::;nr (x1; :::; xr) yerine
Hn1;:::;nr (x1;:::;xr)

n1!���nr! yaz¬l¬r ve

gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa, çok de¼gi̧skenliHn1;:::;nr(x1; :::; xr) Hermite polinomlar¬

için (8.14) rekürans formülü elde edilmi̧s olur.

Teorem 8.6 ve Teorem 8.8 den aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.

Sonuç 8.2 Çok de¼gişkenli Hn1;:::;nr(x1; :::; xr) Hermite polinomlar¬

@

@xi
Hn1;:::;nr(x1; :::; xr) = 2niHn1;:::;ni�1;ni�1;ni+1;:::;nr(x1; :::; xr)

ve

2xiHn1;:::;ni�1;ni�1;ni+1;:::;nr(x1; :::; xr)

= Hn1;:::;nr(x1; :::; xr) +
@

@xi
Hn1;:::;ni�1;ni�1;ni+1;:::;nr(x1; :::; xr)

rekürans ba¼g¬nt¬lar¬n¬gerçekler.

8.3 ·Integral Gösterimler

Bu k¬s¬mda, (8.3) ve (8.6) do¼gurucu fonksiyonlar¬ ile tan¬mlanan çok de¼gi̧skenli

Hn (x1; :::; xr) Hermite ve çok de¼gi̧skenli C
(�1;:::;�r)
n (x) Gegenbauer polinom aileleri

için çeşitli integral gösterimler elde edilecektir.

Klasik Hermite polinomlar¬ile Legendre polinomlar¬aras¬nda

Hn (x) = 2
n+1 exp

�
x2
� 1Z
x

exp
�
�t2
�
tn+1Pn (x=t) dt (8.15)

formunda bir integral gösterim vard¬r (Rainville 1960).

Bu özelli¼gin bir sonucu olarak aşa¼g¬daki teorem verilebilir.
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Teorem 8.9 Çok de¼gişkenli Hn(x1; :::; xr) Hermite polinomlar¬

Hn(x1; :::; xr) =

1Z
x1

1Z
x2

� � �
1Z

xr

exp
�
�t21 � � � � � t2r

�
tn1+11 � � � tnr+1r Pn (x=t) dt1 � � � dtr

�2n1+���+nr+r exp
�
x21 + � � �+ x2r

�
integral gösterimine sahiptir. Burada, çok de¼gişkenli Pn (x=t) Legendre polinomlar¬

Pn (x=t) = Pn1;:::;nr (x1=t1; :::; xr=tr) = Pn1 (x1=t1) � � �Pnr (xr=tr)

ile ifade edilirler.

·Ispat. (5.3) ve (8.15) eşitlikleri kullan¬l¬rsa ispat kolayl¬kla görülür.

Teorem 8.10 Çok de¼gişkenli C(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr) Gegenbauer polinomlar¬

C(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr) =
1

� (�1) � � �� (�r)

1Z
0

1Z
0

� � �
1Z
0

��1�11 � � � ��r�1r e�(�1+���+�r)

�S (x; �) d�1 � � � d�r (8.16)

(�i > 0 ; i = 1; 2; :::; r)

integral gösterimi ile ifade edilirler. Burada, S (x; �) fonksiyonu

S (x; �) =
rY
j=1

[
nj
2 ]X

mj=0

2nj�2mj(�1)mj(xj�j)
nj�2mj

(�j)
mj

(nj � 2mj)!mj!
;

x = (x1; :::; xr) ; � =(�1; :::; �r)

ile verilir.

·Ispat. (8.6) ile ifade edilen

1X
n1;:::;nr=0

C(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr) t
n1
1 � � � tnrr =

rY
i=1

�
1� 2xiti + t2i

���i
do¼gurucu fonksiyonunun sa¼g yan¬nda (2.3) ile verilen

a�� =
1

� (�)

1Z
0

e�att��1dt ; � > 0
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eşitli¼gi kullan¬l¬rsa
1X

n1;:::;nr=0

C(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr) t
n1
1 � � � tnrr

=
rY
i=1

�
1� 2xiti + t2i

���i
=

1

� (�1) � � �� (�r)

1Z
0

1Z
0

� � �
1Z
0

e�(�1+���+�r)��1�11 � � � ��r�1r

rY
j=1

e2tjxj�je�t
2
j�jd�1 � � � d�r

=
1

� (�1) � � �� (�r)

1Z
0

1Z
0

� � �
1Z
0

e�(�1+���+�r)��1�11 � � � ��r�1r

�
rY
j=1

1X
nj=0

[
nj
2 ]X

mj=0

2nj�2mj(�1)mj(xj�j)
nj�2mj

(�j)
mj

(nj � 2mj)!mj!
t
nj
j d�1 � � � d�r

elde edilir ki, burada tn11 � � � tnrr nin katsay¬lar¬eşitlenirse (8.16) integral gösterimi

bulunmuş olur.

Teorem 8.10 da �i = 1=2 ; i = 1; 2; :::; r olarak seçilirse çok de¼gi̧skenli Pn1;:::;nr(x1; :::; xr)

Legendre polinomlar¬için aşa¼g¬daki integral gösterim elde edilir.

Sonuç 8.3 Çok de¼gişkenli Pn1;:::;nr(x1; :::; xr) Legendre polinomlar¬

Pn1;:::;nr(x1; :::; xr) =
1

�r=2

1Z
0

1Z
0

� � �
1Z
0

�
�1=2
1 � � � ��1=2r e�(�1+���+�r)

�S (x; �) d�1 � � � d�r

integral gösterimine sahiptir. Burada, S (x; �) fonksiyonu

S (x; �) =
rY
j=1

[
nj
2 ]X

mj=0

2nj�2mj(�1)mj(xj�j)
nj�2mj

(�j)
mj

(nj � 2mj)!mj!
;

x = (x1; :::; xr) ; � =(�1; :::; �r)

ile ifade edilir.

8.4 Multilineer ve Multilateral Do¼gurucu Fonksiyonlar

Bu k¬s¬mda, çok de¼gi̧skenli Hermite ve Gegenbauer polinomlar¬için baz¬multilineer

ve multilateral do¼gurucu fonksiyonlar elde edilmektedir. Bu tip do¼gurucu fonksi-

yonlar¬bulmak için ilk önce aşa¼g¬daki teoremi verelim.
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Teorem 8.11 �-yüncü basamaktan ve s kompleks de¼gişkenli (s 2 N); s¬f¬ra denk ol-

mayan 
�(y1; :::; ys ) fonksiyonu için ��; (y1; :::; ys; z) ve �n;p;�; (x1; :::; xr; y1; :::; ys; �)

fonksiyonlar¬s¬ras¬yla

��; (y1; :::; ys; z) :=
1X
k=0

ak
�+ k(y1; :::; ys )z
k (8.17)

(ak 6= 0 ; �;  2 C)

ve

�n;p;�; (x1; :::; xr; y1; :::; ys; �) : =

[n=p]X
k=0

ak Yn�pk+m1+���+mr (x1; :::; xr)

�
�+ k(y1; :::; ys)� k (8.18)

(n; p 2 N)

ile ifade edilsinler. Bu taktirde, (8.18) ile verilen �n;p;�; (x1; :::; xr; y1; :::; ys; �)

fonksiyonu, çok de¼gişkenli Hermite polinomlar¬cinsinden
1X
n=0

�n;p;�; 

�
x1; :::; xr; y1; :::; ys;

�

tp

�
tn

=

(
rY
i=1

exp
�
2xit� t2

�)
Hm (x�t) ��; (y1; :::; ys; �) (8.19)

do¼gurucu fonksiyonuna sahiptir.

·Ispat. Bu teoremi ispatlamak için önce (8.18) ile tan¬mlanan

�n;p;�; 

�
x1; :::; xr; y1; :::; ys;

�

tp

�
fonksiyonunu, (8.19) un sol yan¬nda yerine yazal¬m ve bunu S ile gösterelim. Bu

durumda

S =
1X
n=0

[n=p]X
k=0

ak Yn�pk+m1+���+mr (x1; :::; xr) 
�+ k(y1; :::; ys)�
ktn�pk (8.20)

olur. (8.20) de n yerine (n+ pk) al¬n¬p, (2.9) özelli¼gi kullan¬l¬r ve daha sonra (8.4)

do¼gurucu fonksiyonundan yararlan¬l¬rsa

S =

1X
n=0

1X
k=0

ak Yn+m1+���+mr (x1; :::; xr) 
�+ k(y1; :::; ys)�
ktn

=

1X
n=0

Yn+m1+���+mr (x1; :::; xr) t
n

1X
k=0

ak
�+ k(y1; :::; ys)�
k

=

(
rY
i=1

exp
�
2xit� t2

�)
Hm (x�t) ��; (y1; :::; ys; �)
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elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 8.12 �-yüncü basamaktan ve s kompleks de¼gişkenli (s 2 N); s¬f¬ra denk

olmayan 
�(y1; :::; ys ) fonksiyonu

��;�(y1; :::; ys; z) : =

1X
k=0

ak
�+�k(y1; :::; ys )z
k

(ak 6= 0 ; �; � 2 C)

ile verilen do¼gurucu fonksiyonuna sahip olsun. Bu durumda, çok de¼gişkenli Hermite

polinomlar¬ile 
�+�k(y1; :::; ys ) fonksiyonlar¬n¬n çarp¬m¬için

1X
n1=0

1X
n2;:::;nr=0

[n1=p]X
k=0

akHn1�pk;n2;:::;nr (x)

(n1 � pk)!n2! � � �nr!
tn22 � � � tnrr

�
�+�k(y1; :::; ys )�ktn1�pk1

= ��;�(y1; :::; ys; �)
rY
i=1

exp
�
2xiti � t2i

�
(8.21)

do¼gurucu fonksiyonu gerçeklenir.

·Ispat. (8.21) eşitli¼ginin sol yan¬nda n1 yerine (n1 + pk) al¬n¬p, (2.9) özelli¼gi kullan¬l¬r

ve daha sonra (8.3) do¼gurucu fonksiyonundan yararlan¬l¬rsa

1X
n1=0

1X
n2;:::;nr=0

[n1=p]X
k=0

akHn1�pk;n2;:::;nr (x)

(n1 � pk)!n2! � � �nr!
tn22 � � � tnrr

�
�+�k(y1; :::; ys )�ktn1�pk1

=

1X
n1;:::;nr=0

1X
k=0

akHn1;n2;:::;nr (x)

n1! � � �nr!
tn11 � � � tnrr 
�+�k(y1; :::; ys )�k

=

1X
k=0

ak
�+�k(y1; :::; ys )�
k

1X
n1;:::;nr=0

Hn1;n2;:::;nr (x)

n1! � � �nr!
tn11 � � � tnrr

= ��;�(y1; :::; ys; �)
rY
i=1

exp
�
2xiti � t2i

�
olarak bulunur ki bu da ispat¬tamamlar.

Bu teoreme benzer olarak, çok de¼gi̧skenli Gegenbauer polinomlar¬için de benzer bir

teoremi ispats¬z olarak aşa¼g¬da verelim.
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Teorem 8.13 �-yüncü basamaktan ve s kompleks de¼gişkenli (s 2 N); s¬f¬ra denk

olmayan 
�(y1; :::; ys ) fonksiyonu

��;�(y1; :::; ys; z) : =

1X
k=0

ak
�+�k(y1; :::; ys )z
k

(ak 6= 0 ; �; � 2 C)

do¼gurucu fonksiyonuna sahip olsun. Bu durumda, çok de¼gişkenli Gegenbauer poli-

nomlar¬ile 
�+�k(y1; :::; ys ) fonksiyonlar¬n¬n çarp¬m¬için bir do¼gurucu fonksiyon

1X
n1;n2;:::;nr=0

[n1=p]X
k=0

akC
(�1;:::;�r)
n1�pk;n2;:::;nr (x) t

n2
2 � � � tnrr

�
�+�k(y1; :::; ys )�ktn1�pk1

= ��;�(y1; :::; ys; �)
rY
i=1

�
1� 2xiti + t2i

���i (8.22)

formunda verilir.

Yukar¬daki teoremlerde


�+ k(y1; :::; ys ) (k 2 N0 ; s 2 N)

fonksiyonunun baz¬özel seçimlerini düşünerek bu teoremlerin farkl¬uygulamalar¬n¬

verebiliriz. Örne¼gin, Teorem 8.11 de

s = r ve 
�+ k(y1; :::; yr ) = h
(
1;:::;
r)
�+ k (y1; :::; yr)

olarak alal¬m. Burada, çok de¼gi̧skenli h(�1;:::;�r)n (x1; :::; xr) Lagrange-Hermite poli-

nomlar¬

rY
j=1

n�
1� xjt

j
���jo =

1X
n=0

h(�1;:::;�r)n (x) tn; (8.23)

jtj < min
n
jx1j�1 ; jx2j�1=2 ; :::; jxrj�1=r

o
do¼gurucu fonksiyonu ile tan¬mlan¬r (Alt¬n ve Erkuş 2006). Bu durumda, çok de¼gi̧skenli

Lagrange-Hermite polinomlar¬ve çok de¼gi̧skenli Hermite polinomlar¬için bilateral

do¼gurucu fonksiyonlar¬n bir s¬n¬f¬n¬aşa¼g¬daki şekilde verebiliriz:
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Sonuç 8.4 Çok de¼gişkenli Lagrange-Hermite polinomlar¬

��; (y1; :::; yr; z) : =
1X
k=0

akh
(
1;:::;
r)
�+ k (y1; :::; yr)z

k

(ak 6= 0 ;  ; � 2 C)

do¼gurucu fonksiyonuna sahip olsun ve

�n;p;�; (x1; :::; xr; y1; :::; yr; �) : =

[n=p]X
k=0

ak Yn�pk+m1+���+mr (x1; :::; xr)

�h(
1;:::;
r)�+ k (y1; :::; yr)�
k

(n; p 2 N)

ile gösterilsin. Bu taktirde

1X
n=0

�n;p;�; 

�
x1; :::; xr; y1; :::; yr;

�

tp

�
tn (8.24)

=
1X
n=0

[n=p]X
k=0

ak Yn�pk+m1+���+mr (x1; :::; xr)

�h(
1;:::;
r)�+ k (y1; :::; yr)t
n�pk�k

=

(
rY
i=1

exp
�
2xit� t2

�)
Hm (x�t) ��; (y1; :::; yr; �)

olur.

Uyar¬8.1 (8.24) de ak = 1; � = 0;  = 1 al¬n¬p, (8.23) do¼gurucu fonksiyonu

kullan¬l¬rsa, çok de¼gişkenli Hermite ve çok de¼gişkenli Lagrange-Hermite polinomlar¬

için

1X
n=0

[n=p]X
k=0

Yn�pk+m1+���+mr (x1; :::; xr)h
(
1;:::;
r)
k (y1; :::; yr)�

ktn�pk

=

(
rY
i=1

exp
�
2xit� t2

�n�
1� yi�

i
��
io)Hm (x�t)

bilateral do¼gurucu fonksiyonu elde edilmiş olur. Burada

j�j < min
n
jy1j�1 ; jy2j�1=2 ; :::; jyrj�1=r

o
dir.
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Şimdi de Teorem 8.11 in başka bir özel durumunu verelim. Bu teoremde, s = r

ve 
�+ k(y1; :::; yr) = Y�+ k(y1; :::; yr) , �;  2 N0 olarak al¬n¬rsa, çok de¼gi̧skenli

Hermite polinomlar¬için bilineer do¼gurucu fonksiyonlar¬n bir s¬n¬f¬aşa¼g¬daki şekilde

elde edilir:

Sonuç 8.5 Y�+ k(y1; :::; yr) polinomlar¬

��; (y1; :::; yr; z) : =

1X
k=0

akY�+ k(y1; :::; yr)z
k;

(ak 6= 0; �;  2 N0)

do¼gurucu fonksiyonuna sahip olsun ve

�n;p;�; (x1; :::; xr; y1; :::; yr; �) : =

[n=p]X
k=0

ak Yn�pk+m1+���+mr (x1; :::; xr)

�Y�+ k(y1; :::; yr)� k

(n; p 2 N)

ile gösterilsin. Bu durumda,

1X
n=0

�n;p;�; 

�
x1; :::; xr; y1; :::; yr;

�

tp

�
tn

=

(
rY
i=1

exp
�
2xit� t2

�)
Hm (x�t) ��; (y1; :::; yr; �) (8.25)

gerçeklenir.

Son olarak Teorem 8.12 de s = r ve 
�+�k(y1; :::; yr) = u
(�1;:::;�r)
�+�k (y1; :::; yr) al¬n¬rsa,

çok de¼gi̧skenli Gegenbauer polinomlar¬ve çok de¼gi̧skenli Hermite polinomlar¬ için

bilateral do¼gurucu fonksiyonlar¬n bir s¬n¬f¬aşa¼g¬daki gibi verilebilir.

Sonuç 8.6 (8.8) ile tan¬mlanan çok de¼gişkenli Gegenbauer polinomlar¬

��;�(y1; :::; yr; z) : =
1X
k=0

aku
(�1;:::;�r)
�+�k (y1; :::; yr) z

k;

(ak 6= 0; �; � 2 N0)

do¼gurucu fonksiyonuna sahip olsun. Bu durumda
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1X
n1=0

1X
n2;:::;nr=0

[n1=p]X
k=0

akHn1�pk;n2;:::;nr (x)

(n1 � pk)!n2! � � �nr!
tn22 � � � tnrr

�u(�1;:::;�r)�+�k (y1; :::; yr) �
ktn1�pk1

= ��;�(y1; :::; yr; �)
rY
i=1

exp
�
2xiti � t2i

�
(8.26)

sa¼glan¬r.

Uyar¬8.2 (8.26) da ak = 1; � = 0; � = 1 al¬n¬r ve çok de¼gişkenli u
(�1;:::;�r)
n (y1; :::; yr)

Gegenbauer polinomlar¬ için (8.7) do¼gurucu fonksiyonu kullan¬l¬rsa, çok de¼gişkenli

u
(�1;:::;�r)
n (y1; :::; yr) Gegenbauer polinomlar¬ ve çok de¼gişkenli Hermite polinomlar¬

için

1X
n1=0

1X
n2;:::;nr=0

[n1=p]X
k=0

Hn1�pk;n2;:::;nr (x)

(n1 � pk)!n2! � � �nr!
tn22 � � � tnrr u

(�1;:::;�r)
k (y1; :::; yr)

��ktn1�pk1

=
rY
i=1

�
F1

�
�i; �i; �i;�i;

�
yi +

q
y2i � 1

�
�;

�
yi �

q
y2i � 1

�
�

�
� exp

�
2xiti � t2i

�	
bilateral do¼gurucu fonksiyonu elde edilir. Burada

u
(�1;:::;�r)
k (y1; :::; yr)

=
kX

k1=0

k�k1X
k2=0

� � �
k�k1�����kr�2X

kr�1=0

C
(�1;:::;�r)
k�(k1+���+kr�1);k1;:::;kr�1 (y1; :::; yr)

��k (k1; :::; kr�1)

ve

�k (k1; :::; kr�1) =
(�1)k�(k1+���+kr�1) (�2)k1 � � � (�r)kr�1
(�1)k�(k1+���+kr�1) (�2)k1 � � � (�r)kr�1

ile ifade edilirler.

ak (k 2 N0) katsay¬lar¬n¬n uygun herbir seçimi için, 
�+ k(y1; :::; ys) (s 2 N) çok

de¼gi̧skenli fonksiyonu, baz¬fonksiyonlar¬n uygun bir çarp¬m¬olarak ifade edilebilirse

bu durumda Teorem 8.11, Teorem 8.12 ve Teorem 8.13 den, çok de¼gi̧skenli Hermite

ve çok de¼gi̧skenli Gegenbauer polinomlar¬için, multilineer ve multilateral do¼gurucu

fonksiyonlar¬n çeşitli aileleri de elde edilebilir.
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