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Allee etkisi, ilk olarak W.C. Allee tarafindan ortaya atilan ve bireysel uygunluk bilegeni
ile niifus yogunlugu arasindaki iligkiyi tamimlayan bir kavramdir. Kuduz viriisii, semp-
tomlar goriilmeye bagladiginda konak¢i hayvanin éliimiine yol agan 6liimciil bir zoonotik
hastaliktir. Bu viriis, hayvanlarda siddetli klinik bulgulara neden olaran néral fonksiyon
bozukluklarina ve sinirsel siireclerde anomalilere yol acar. Bu tez ¢alismasinda Allee etkisi
altinda olan konakc¢i popiilasyonunda kuduz viriisinlin yayilma dinamikleri bir duyarl-
enfekte-iyilegmis (SIR) modeli yardimiyla incelenmigtir.

Bu tez beg boliimden olusmaktadir. Birinci béliim, Allee etkisi kavramini tanitmaktadir.
Ikinci boliim, konuya iliskin temel kavramlar ve tanimlar iizerinde durmakta olup, genel
salgin modelleri ile Allee etkisini igeren salgin modelleri arasindaki farki vurgulamaktadir.
Uciincii boliim, Usaini tarafindan yazilmis bir arastirma makalesinin 6zetini sunmaktadir.
Bu calismada kullanilana benzer bir metodoloji yardimiyla, dérdincii boliimde verilen yeni
model incelenmigtir. Dordiincii béliimde, lineer olmayan diferensiyel denklemler yardimiyla
ifade edilmig yeni bir model sunulmakta ve bu modelin temel iireme sayis1 ve denge nokta-
lar1 gibi ozellikleri incelenmektedir. Bu boliim ayrica, hastaliksiz denge noktalarinin varligi
ve kararliligi ile endemik denge noktasinin varliginin ispatini icermektedir. Sonuclar son
boliimde 6zetlenmis ve tartisilmigtir.

Ocak 2025, 34 sayfa

Anahtar Kelimeler: Epidemik model, Allee etkisi, karalilik, temel iireme sayisi.
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ABSTRACT

Master Thesis

AN EPIDEMIC MODEL WITH DEMOGRAPHIC ALLEE EFFECT
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Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Elif DEMIRCI

The Allee effect, a concept first proposed by W.C. Allee, describes the relationship be-
tween the individual fitness component and population density. Rabies virus is a fatal
zoonotic disease that leads to the death of the host animal once symptoms begin to ap-
pear. This virus causes severe clinical signs in animals, leading to neural dysfunctions and
abnormalities in neural processes. In this thesis, the dynamics of rabies virus spread in a
host population under the Allee effect have been investigated using a susceptible-infected-
recovered (SIR) model.

This thesis consists of five chapters. The first chapter introduces the concept of the Allee
effect. The second chapter focuses on the basic concepts and definitions related to the
topic, highlighting the difference between general epidemic models and epidemic models
incorporating the Allee effect. The third chapter presents a summary of a research paper
written by Usaini. Using a methodology similar to the one employed in this study, the new
model presented in the fourth chapter is examined. In the fourth chapter, a new model
expressed through nonlinear differential equations is introduced, and the key properties of
the model, such as the basic reproduction number and equilibrium points, are analyzed.
This chapter also includes a proof of the existence and stability of disease-free equilibrium
points and the existence of an endemic equilibrium point. The results are summarized and
discussed in the final chapter.

January 2025, 34 pages

Key Words: Epidemic model, Allee effect, stability, basic reproduction number.
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1. GIRIS

1900’lerin baginda Amerikali ekolog, W.C. Allee, deneysel ¢aligmalarina dayanan,
popiilasyondaki birey sayisi ile bireylerin hayatta kalma oraninin iligkisine dikkat
geken bir kavram geligtirmigtir (Allee vd. 1932). Allee etkisi olarak bilinen bu
kavram, popiilasyon yogunlugu ile bireysel uyum arasindaki pozitif korelasyon olarak

ifade edilmektedir.

Diistik niifus yogunluklarinda biiyiime oraninin daha yiiksek oldugu; tagima kapa-
sitesine yaklastikca biiylime oranin azaldigi lojistik biiyiime modeline karsit olarak,
belirli bir niifus yogunlugunun altinda biiytime oranimin azaldigi (hatta bazi du-
rumlarda negatif oldugu) durumlar Allee etkisi ile agiklanmaktadir. Bu etkiye,
mevsimsel kosullar, avcilara kargi korunma ve eg bulmadaki zorluklar gibi faktor-
ler yol agmaktadir. Son yillarda Allee etkisinin popiilasyon dinamikleri i¢in 6nemi

daha ¢ok vurgulanmigtir (Walter vd. 2017).

Ik olarak, koruma konusundaki artan ilgi, nadir tiirler ve bunlarin popiilasyon di-
namikleri tizerine daha fazla odaklanilmasina yol agmistir. Ayrica, yeni modelleme
teknikleri, Allee etkisinin farkl sistemler {izerindeki etkilerini anlamamiza yardimci
olmustur. Davranigsal ekolojiye artan ilgi, aymi tiirden bireyler arasindaki etkilegim-

lerin popiilasyonlarin hayatta kalmasi i¢in ne kadar kritik oldugunu vurgulamistir.

Literatiirde, tek tiir modellerinde demografik Allee etkisi lizerine ¢caligmalar yapilmis-
tir (Ornegin, Hilker vd. 2009 ve Thieme vd. 2009). Herhangi bir tiiriin popiilasyon
dinamikleri, popiilasyon bagina biiylime oranlarinin degismesiyle onemli olgiide etk-
ilenebilir. Bu negatif veya pozitif etkilerin giicii, sistemde giiclii veya zayif Allee etk-
isini gosterir. Birgok tiirdeki negatif yogunluk bagimliligi, bir popiilasyonun sonsuza
dek geniglemesini engeller. Bununla birlikte, diigiik popiilasyon yogunluklarinda
pozitif yogunluk bagimhiligi, igbirlik¢i taktikler ve es bulunabilirligi yoluyla elde

edilebilir. Bir populasyon, diigiik popiilasyon boyutu veya yogunlugunda biiyiime
1



hizinin negatif oldugu durumlarda giiclii bir Allee etkisi sergiler. Bu negatif etkinin
ortaya ciktigi niifus degeri, Allee esigi olarak adlandirilir. Popiilasyon biiytime
hizinin diisiik popiilasyon boyutu ve yogunlugunda pozitif oldugu durumlarda zayif
bir Allee etkisi sergilenir. Dolayisiyla, zayif bir Allee etkisi durumunda popiilasyon

yogunlugu icin bir esik degeri yoktur.

Allee etkisi genellikle kii¢lik popiilasyon boyutlari veya yogunluklar: iizerinde etk-
ili olacak sekilde tamimlanmir. Allee mekanizmalarinin yiiksek popiilasyon yogun-
luklarinda nasil bir etki yarattigini belirlemek i¢in daha fazla arastirma gereklidir.
Biiytlik popiilasyon boyutlarimi dikkate alan bazi calismalar konak¢i popiilasyonu
hastaliksiz oldugunda kii¢iik bir bozulmanin giiclii bir Allee etkisi varsa ani bir
yok olmaya yol agabilecegini 6ne siirmektedir (Friedman vd. 2012). (Hilker 2010)
calismasinda verilen model, genig bir popiilasyondan ani bir yok olmanin gergek-
legebilecegini 6nermektedir. Usaini’nin galigmasinda, Hilker’'in SI (duyarli-enfekte)
modeli gelistirilerek bir SEI modeli ortaya koyulmus ve incelemis, kisi basina biiytime
fonksiyonu kigi bagina dogum ve 6liim oranlarmin fark: olarak genellegtirmigtir (Us-
aini vd. 2017). Bu, Allee etkisine katkida bulunan farkl faktorleri hesaba katmay1
kolaylagtirmaktadir. Hilker’in modeline benzer gekilde, Usaini bulagici hastalik ve
giiclii bir Allee etkisinin bir kombinasyonunun konakg¢i popiilasyonunun yok olmasina

yol acabilecegini gostermektedir.

Kuduz, rabies lyssavirus adinda bir viriis tarafindan iiretilen 6liimciil bir zoonotik
hastaliktir. Yaban hayatina ciddi bir tehdit olusturur ve tiirlerin neslinin tiiken-
mesi olasiliklarini beraberinde getirir. Yaban hayattaki salginlar ayni zamanda
c¢iftlik hayvanlarini ve dolayli olarak insanlari da tehdit etmektedir. Kontrol ca-
balarina ragmen, yaban hayat popiilasyonlarinda salginlar ongériilemez kalmak-
tadir. Dahasi, kuduz viriisii ve diger lyssaviriislerin evrimsel ge¢misi ¢ok az bil-
inmektedir. Etkili izleme, tani ve hastalik modelleme ¢aligmalari, kuduz viriisiiniin
epidemiyolojisi ve geligsimi hakkinda bilgi saglamaktadir. Viriis, merkezi sinir sis-
temindeki norotransmitter reseptorlerini inhibe ederek konakgi davranigini etkileye-

bilir (Hueffer vd. 2017). Genellikle enfekte hayvanlarin tikiirtigii aracihigiyla yayilir
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ve bazi yabani hayvan tiirleri belirli kuduz viriisii tiplerinin rezervuari olarak islev
goriir. Kuduz, kontamine tiikiiriik yoluyla etkin bir gekilde yayilir ve ag1 uygulan-

mazsa veya hizla post-ekspozisyon (PEP) tedavisi yapilmazsa oliime yol agar.

Bu tezde kuduz hastaliginin yaban hayatta yayilimi {izerine bir model 6nerecegiz.
Bu modelde ele alinan popiilasyonun Allee etkisi altinda oldugu kabulii yapilacak-
tir. Yaban hayatta asilama stratejilerinin etkinligi, farkli popiilasyon yogunluklar:
ve bulagicilik diizeyleri dikkate almarak analiz edilecektir. Onerecegimiz modelde
popiilasyonun agizdan (yiyecek yoluyla) agilanmasi sonucunda viriis yayilminin nasil
etkilendigi tartigilacaktir. Ortaya koyulan modelin incelemesi Usaini makalesinde

(Usaini vd. 2017) verilene benzer bir metodoloji ile yapilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu tez caligmasinda incelenecek modelin yapisinin daha iyi anlagilabilmesi i¢in bu

boliimde temel tanimlara, teoremlere ve sonuclara deginilmistir.

2.1 Epidemik Modeller

Bulasici hastaliklarin hem hayvan hem de insan niifus dinamiklerine etkisi 6nemli
diizeydedir. Tarih boyunca niifuslar1 etkilemis pek ¢ok salgin yagsanmistir. Bu sal-
ginlarin seyrini tahmin etmek i¢in kullanilan en énemli araclardan biri matematik-
sel modellerdir. Epidemiyolojik modeller, bulagici hastaliklarin popiilasyonlar igin-
deki yayilmasini anlamak ve tahmin etmek icin kullanilan matematiksel araclardir
(Raja 2023). Bu modeller, basit deterministik denklemlerden karmagik mekansal
olarak belirlenmis stokastik simiilasyonlara kadar gesitlenebilir (Garner vd. 2011).
Bu modeller, hastalik bulagsma dinamikleri, niifus demografisi ve miidahale etkinligi
gibi gesitli faktorleri igerir (Raja 2023). Epidemiyolojik modeller, degiskenlik, za-
man, mekan ve niifus yapisi gibi unsurlara olan yaklagimlarina gore siniflandirilabilir
(Garner vd. 2011). Bu modeller, politika geligtirme, hastalik 6ncesi 6nlem alma ve

kontrol stratejileri agisindan degerlidir (Garner vd. 2011).

Tipik salgin modelleri popiilasyonun hastaliga iligkin alt gruplar1 arasindaki iligk-
ileri inceler. Ele alinan hastaliga baglh olarak alt gruplarin sayis1 degisiklik gosterir.

Epidemik modellemenin {i¢ temel amaci vardir:
1. Hastaligin yayilma mekanizmalarini daha iyi anlamak,
2. Salgimin gelecekteki seyrini tahmin etmek,
3. Hastaligin yayilmasinin nasil kontrol edilebilecegini anlamak.

Giiniimiizde kullanilan epidemik modellerin temelini Kermack ve McKendrick tarafin-
dan 1927’de verilen model olusturmaktadir. Bu model ti¢ alt bolmeden olugmaktadir

ve agagdaki gibi ifade edilmistir:
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Bu modelde S duyarli bireylerin bélmesini, I enfekte bireylerin bélmesini ve R de
bagisiklik kazanarak iyilesmis bireylerin bolmesini ifade eder. Bu modelde, toplam
niifusta yalnizca hastalikla ilgili 6liimler diginda herhangi bir ekleme veya ¢ikarma
olmadigi varsayillmigtir. Burada «, enfekte bolmeden birim zamanda ayrilanlarin
oranidir, 3 ise niifustaki ortalama bir bireyin enfeksiyonu yaymak i¢in yeterli kigiyle
temas kurma oramidir. Ayrica N, toplam niifus biyiikligiidir ve t’ye bagihdir,

(N(t) = S(t) + 1(t) + R(t)).
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Sekil 2.1 (Brezulianu vd. 2020) da incelenen SIR modelin akig diyagrami

Sekil 2.1 de verilen akig diyagrami ise farkli bir SIR epidemik modele aittir (Brezu-
lianu vd. 2020). Bu modelde, duyarh (S) ve enfekte (I) bireyler arasindaki bu-
lasma oran1 81 olarak temsil etmektedir; burada [, bir duyarli bireyin enfekte
bir bireyle kargilagip enfekte olma olasiligini ifade eden temas oranmidir. Enfekte
(I) ve iyilesmis (R) bireyler arasindaki iyilesme orami ise v ile gosterilmektedir
(Brezulianu vd. 2020). (Chivu 2020) ye gore, enfeksiyon D siiresince devam ediy-
orsa, o zaman vy = % olur, bu da bir bireyin D birim zaman sonunda iyilesecegi

anlamina gelir (Brezulianu vd. 2020).

Epidemiyolojik ¢aligma, bir hastaligin yayilmasinin ardindaki dinamikleri anlamamiza
ve enfeksiyonun bir popiilasyonda yayilmasini yonetmek igin tibbi miidahalenin

gerekli olup olmadigini belirlememize yardimeci olur ve boylece salgindan kurtul-
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mak i¢in gerekli politikalarin olugturulmasina yonelik bilgi saglar.

Temel SIR modelinin genigletmeleri genellikle agilama, karantina veya diger mii-
dahaleleri igerir. Bu modeller, béyle 6nlemlerin duyarli veya bulasgici popiilasyonlar

tizerindeki etkilerini hesaba katarak temel denklemleri degistirir.

Temel iireme sayisi, R,, tamamen duyarl bir popiilasyonda bir vaka tarafindan
tiretilen ortalama ikincil enfeksiyon sayisini ifade eder. Bu say1, enfekte olma siiresinin
uzunluguna, bir temas sirasinda duyarh bir bireyi enfekte etme olasiligina ve belirli

bir zaman diliminde kargilagilan yeni duyarli bireylerin oranina baghdair.

2.2 Allee Etkisi Igeren Epidemik Modeller

Tirlerin niifus dinamikleri tarih boyunca pek ¢ok bilim insam tarafindan incelen-
migtir (Brauer vd. 2001). 19. yiizyilin ikinci yarisimda Darwin, tiirlerin, niifus
biiyiikliiklerini dogal diismanlarina karsi bir savunma mekanizmasi olarak kullandik-
lar1 fikrini ortaya atmigtir (Darwin 1872). Ancak yirminci yiizyilin bagindan itibaren
popiilasyon dinamikleri ¢aligan bilim insanlari, iistel biiyiime ve lojistik biiytime
modelleri iizerinde durmuslardir. Ustel biiyiime modelinde biiyiime oranimimn sabit
oldugu, lojistik modelde ise niifus arttik¢a bliylime oraninin azaldigi kabul edilmistir

(Paixdo vd. 2021).

Hayvanlarin sosyal davraniglari {izerine ¢aligmalar yapan A.B.D. li zoolog Warder
Clyde Allee, deneysel bir ¢alismasinin sonucunda, bir tankta tutulan Japon balik-
larinin hayatta kalma oranlarimin tanktaki Japon balig1 sayisi arttikga arttigim
gostermigtir (Allee 1931). Allee tarafindan gosterilen bu durum daha sonraki yil-
larda Allee etkisi olarak adlandirilmig ve kabaca popiilasyon biiyiikliigii ile biiytime
orani arasinda pozitif bir iliski olmasi olarak ifade edilmistir. Bu pozitif iligki
diisiik popiilasyon yogunluklarinda es bulma giicliikleri, avcilara ve elverigsiz dogal

kogullara kargi korunmasizlik gibi nedenlerle ortaya c¢ikabilir.

Popiilasyondaki biiylime oraninin negatif oldugu popiilasyon biiyiikliigiine Allee esigi
6



adi verilir. Allee etkisi igeren bir lojistik model

dN N, N
=N - 25 - D) (2.1)

formunda ifade edilebilir. Burada N(t), ¢ anindaki niifus buytkligiint, r biiyiime
orani, K tagsima kapasitesini ve A da Allee esigini ifade etmektedir. Niifiis A

degerinin altina diiserse biiyiime hiz1 negatif olabilir.

Epidemik modeller de aslinda niifus modellerinden tiiretilen modeller olduklarin-
dan Allee etkisi igeren modeller iizerine ¢aligmalar yapilmigtir (Hilker vd. 2009 ve

Kang vd. 2013).

Niifiisun Allee etkisi altinda olmasi epidemik egikleri ve dinamikleri farklilagtira-
bilir. Ornegin, popiilasyon yogunlugu Allee esiginin altina diistiigiinde, yok olma
riski artabilir veya epidemiler daha siddetli hale gelebilir. Hastaligin yayilmasinda
Allee etkisinin varlig, temel iireme sayisi (R,) iizerinde etkili olabilir ve bu, epi-
deminin baglamasi veya devami i¢in gerekli kosullar1 degistirebilir. Bu etki, hastalik
dinamikleri ile Allee etkisi arasindaki etkilesime bagli olarak yayilimi artirabilir veya

azaltabilir.

Geleneksel modeller genellikle eger R, > 1 ise popiilasyonda hastalik yayilimini de-
vam edecegini belirtir. Allee etkisi olan modellerde, bu ekolojik etkiye bagh olarak
ek esikler ortaya cikabilir ve epidemilerin dinamikleri karmasiklagabilir. Geleneksel
modellerde, popiilasyon boyutunun hastalik yayilimi tizerindeki etkisi daha basit-
tir. Allee etkisi iceren modellerde diigiik popiilasyon boyutlari, hastalik dinamik-
lerini karmagiklastirabilir ve hastaligin yayilmasini veya popiilasyonun yok olmasini
tetikleyebilir. Geleneksel kontrol stratejileri, Allee etkisinin varliginda degisiklik
gerektirebilir. Ornegin, duyarl popiilasyonu Allee esiginin altina diisiirmek, popiilasy-

on yeterince biiyiik degilse yok olma veya siddetli epidemilere yol agabilir.

Allee etkisinin epidemik modellere dahil edilmesi, hastalik dinamiklerini anlama ve

tahmin etme konusunda énemli karmagikliklar getirir. Geleneksel modeller, epidemi-
7



lerin yayilimi hakkinda degerli bilgiler sunarken, Allee etkisini igeren modeller, diigiik
popiilasyon yogunluklarinin hastalik dinamiklerini nasil etkileyebilecegine dair daha
ayrintili bir bakis saglar ve bu durum, kontrol ve onleme stratejilerinin farklhilag-
masina yol acabilir. Bu farkliliklar1 anlamak, etkili epidemik yonetim i¢in, 6zellikle
diisiik yogunluklu popiilasyonlarda veya koruma sorunlari yagayan popiilasyonlarda

kritik 6neme sahiptir.

2.3 Kuduz I¢in Salgin Modelleri

Kuduz, memelileri etkileyen zoonotik, viral bir hastaliktir. Bu hastalik, Diinya
Saghk Orgiitii'ne gore her y11 %4071 15 yagmin altinda olmak iizere on binlerce in-
sanin Oliimiine yol agmaktadir (WHO 2002). Kuduz viriisii, enfekte hayvanlarin
1sirmasi, tirmalamasi, salyasinin agik yaraya, goze veya agiza temasi ve enfekte
hayvanlarin etinin ¢ig olarak tiiketilmesi sonucu bulagir. Virlis viicuda girdikten
sonra ya oncelikle kaslarda kalir ve burada c¢ogalir, ardindan néromuskiiler kavgak-
lar araciligiyla beyne geger ya da dogrudan periferik sinir sistemi iizerinden beyne
ulagir. Enfeksiyon, beyinde ciddi iltihaplanmaya neden olur ve bu durum komaya ve
nihayetinde Oliime yol agar. Hastaligin belirtileri ortaya ciktiktan sonra 6liim orani
neredeyse yiizde yiizdiir. Tedaviye virlis kan dolagiminda incelmeye baglamadan
once baglanmalidir. Kuduz, agilama ile énlenebilir ve sadece enfeksiyonun baglangig
agsamalarmda tedavi edilebilir bir hastaliktir. Insana bulas genellikle képeklerden
olmaktadir. Ancak vahsi hayatta yasayan yarasa, kurt, tilki gibi hayvanlar kuduz

viriisiiniin temel rezervuarlar: olarak gortilmektedir.

Matematiksel modeller, kuduzun yayilimini anlamak i¢in hayati 6neme sahip araclardir.
SIR, SEIR gibi temel bélmeli modellerin yani sira, kuduz viriisiiniin yayilimini analiz
etmek icin mekansal veya ag modelleri gibi daha karmagik modeller de geligtir-
ilmis ve incelenmistir (Ruan 2017). SIR modeli, farkh tiirler (Ornegin: kopekler,
yarasalar, insanlar) i¢gin bolmeler eklenerek kuduz i¢in uyarlanmigtir (Hampson vd.
2009). Aragtirmalar, bulagim dinamiklerinin tiirler arasinda 6énemli 6lgiide degisik-
lik gosterebilecegini ve ¢ok konakli modellerin énemini vurgulamaktadir (Hampson

vd. 2009). Kuduz bulagmas: genellikle genig cografi alanlarda gergeklegir. Mekan-
8



sal modeller, hayvanlarin ve insan niifuslarinin hareketini dikkate alarak, hastaligin
yayilimi ve agilama kampanyalarinin etkinligi hakkinda daha dogru tahminler yapil-
masini saglar (Bourhy vd. 2008). Bu modeller, niifuslar i¢indeki ve arasindaki etk-
ilegimleri analiz eder, 6zellikle insan-hayvan etkilegimlerinin sik goriildiigii ortam-
larda sosyal yapilarin kuduzun yayilimini nasil etkileyebilecegini anlamada yardimci

olurlar (Danon vd. 2017).

Kuduz yayilimi ile ilgili verilen modeller niifusu ayirdiklar:1 bolmelere ve ele ali-
nan tiir sayisma gore farkhlik gostermektedir. Ornegin (Murray 1987) calismasinda
tilkilerde, (Nur vd. 2024) ¢alismasinda ise kopeklerde kuduz yayilimi incelenmistir.
Tirler arasi etkilegimleri iceren modelleme galigmalar: da yapilmigtir (Ruan 2017).
Bu modeller, temel iireme sayis1 (R,) gibi egiklerin anlagilmasi, salgin riskinin tahmin
edilmesi ve kritik agilama simirlamalarinin belirlenmesi agisindan faydalidir. Mod-
eller, agilama oranlar1 ve gereken kontrol onlemleri dogrultusunda kamu saghg i¢in
alinmasi gereken kararlari etkilemektedir. Ornegin, simiilasyonlar, képek popiilasy-
onlarindaki farkli ag1 kapsama seviyelerinin insanlardaki kuduz insidansi iizerindeki
etkilerini tahmin edebilir (Hampson vd. 2015). Matematiksel modelleme, etkin kamu
saglig1 politikalarinin formiilasyonu i¢in de kullanilmaktadir. Politika yapicilar, 6ner-
ilen girigsimlerin olasi etkilerini degerlendirerek, modelin verdigi sonuglar: kaynaklarin

dagitiminda kullanabilirler.

Sonug olarak, kuduz bulagim dinamiklerini anlamak i¢in uygun epidemik model-
lerini analizi, etkili bir kontrol stratejisi uygulamak agisindan kritik 6neme sahiptir.
Kuduz, hala ciddi bir kamu sagligi sorunu oldugundan, geligtirilecek yeni modeller,
tahmin ve kontrol yeteneklerimizi artiracak ve kuduzun ortadan kaldirilmasi hede-

fine katkida bulunacaktir.

2.4 Kuduz Kontrol Yontemleri

Kuduz, acil tedavi edilmediginde veya onleyici tedbirler alinmadiginda éliimciil olan
zoonotik bir hastaliktir. Kuduzun yaban hayatinda yayilmasi, zamaninda miidahale

edilmediginde insan niifusu i¢in de bir tehdit haline gelir. Tilkiler ve kurtlar gibi
9



bazi1 yaban hayvanlarinda, farkli yontemler araciligiyla kuduzun onlenmesi {izerine
gesitli calismalar yapilmigtir. Yaban hayatta kuduzun 6nlenmesi ile ilgili 6nerilen iki
ana yontem, popiilasyon boyutunu azaltma ve agizdan agilamadir. Baz1 modellerin
(Barlow 1996) avlanmay1 hayvan popiilasyon boyutlarim kontrol etmenin etkili bir
yolu olarak gosterdigi sonucuna varilmigtir; ancak gercek deneyimler bunun aksini
kanitlamigtir. Avlanma, hayvan gociinde bir artisa neden olur. Tilki popiilasyonu
gevrenin tagima kapasitesinin altina diigtiiglinde, bir bosluk etkisi olugur; geng tilk-
iler bolgeye girerek bog alanlari doldurur. Avlanma sonrasinda, bélgelerin yeniden
kurulmasi gerekmektedir ki bu da hayvanlar arasinda sosyal istikrarsizliga yol acar.
Bu durum, artan isirma davranigi da dahil olmak iizere daha agresif davraniglara
yol acgabilir ve kuduzun yayilma olasihgim artirabilir. Avlanma, genellikle yiiksek
sayida gen¢ hayvanla birlikte istikrarsiz ve biiyiiyen bir popiilasyon olusturur. Bu
durum, popiilasyonun daha hareketli olmasina ve hastaligin yayilmasinin hizlan-
masina neden olabilir. Bu nedenle, sadece popiilasyon azaltilmasina dayali kontrol
yontemi kuduzun kontroliinii zorlagtirir ve diger tiirler tlizerindeki etkileri de dahil

olmak fizere ciddi ekolojik, ekonomik ve etik sorunlari giindeme getirir.

Agizdan agilarin kullanmilmasinin, tilkilerin éldiiriilmesinden daha etkili oldugu gos-
terilmistir (Wandeler 2008); ¢ilinkii bagigiklanmig bir popiilasyonda duyarh birey
sayis1 daha diigiiktiir, popiilasyon yogunlugu korunur ve sosyal yapi bozulmadan
kalir (Holmala vd. 2006). Agizdan asilar, 1970’ler ve 1980’lerde Avrupa’daki tilki
popiilasyonlarinda ilk kez geligtirilmis ve dagitilmigtir. 2002 yilinda, kuduza kars:
agizdan agilama, kuduzun yaygin oldugu 21 Avrupa iilkesinden 14’tinde gergeklestir-
ilmigtir ve bu iilkelerden 6’sinda uzun vadeli programlar uygulanmigtir (WHO 2002).
Iyi uygulanan as1 kampanyalarinin gerceklestirildigi yerlerde kuduz vakalarinda ani

bir azalma bildirilmistir (Artois vd. 2001).

Agizdan agilamanin, hayvanlarin popiilasyon boyutunu azaltmaya kiyasla birgok
avantaji vardir. Bu yontem, birkac yil i¢cinde etkin maliyet azalmasina sebep olur,
(Aubert 1999), bolgesel agr korur ve bu da hayvan popiilasyonlarimin istikrarim

saglar ve yogunluga bagh popiilasyon dinamiklerini bozmaz. Ayrica daha insancildir
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(Holmala vd. 2006). Hiicre kiiltiirii yontemlerinin artan aragtirma ve geligtirilmesi,
kuduz agisinin etkinligini ve giivenligini artirmig ve bu agilarin sahada yaygin bir

sekilde kullamlmasina olanak tanmugtir (Rupprecht vd. 2002).
2.5 Tanimlar

Bu tezde kullanacagimiz diger tanimlar, yontemler ve teoremler agsagida belirtilmistir.

Tamm 2.1 X (t) = (z1(t),22(t), ..., 2, ()T, F = (f1, far- .., [2)T ve
fi= filx1(t), xa(t), ..., x,(t)) olmak lizere
dX

— = F(X(1).1) (2:2)

ifadesine birinci basamaktan bir diferensiyel denklem sistemi denir.

Tanim 2.2 (2.2) diferensiyel denklem sistemi ele alinsin. F' fonksiyonu agik olarak t'ye

bagl degilse, (2.2) sistemine otonomdur denir.

Tanim 2.3 (2.2) ile verilen sistem

d!L‘Z‘ “
T > ay(t)z; + gi(t)

j=1

formunda yazilabiliyorsa (2.2) sistemine lineerdir, aski halde lineer olmayandir denir.

Tamm 2.4 X (t) = (z1(t),22(t), ..., 2, ()T, F = (f1, far- .-, [2)T ve
fi = filx1(t), xa(t), ..., x,(t)) olmak lizere

dX
o = F(X(1) (2.3)
otonom diferensiyel denklem sistemi icin
F(X*) =0

kosulunu saglayan X* noktasina (2.3) sisteminin bir denge noktasidir denir.

X = (z1,29)" ve A = (ayj), 1,j = 1,2 olmak {izere

dX
— = AX 24
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sabit katsayili lineer diferensiyel denklemini ele alahm. X* = (0,0), (2.4) sisteminin

bir denge noktasidir. Eger det(A) # 0 ise (0,0), (2.4) sistemine ait tek denge nok-

tasidar.

(2.4) ile verilen sistemin (0, 0) denge noktasmin kararhligina iligkin bir kriter agagida

ifade edilmigtir.

e Eger A matrisinin tiim 6zdegerleri negatif reel kisiml ise orijin asimptotik

kararhdir.

e Eger A matrisinin tiim 6zdegerleri pozitif olmayan reel kisimli ise orijin karar-

Lidar.

e Eger A matrisinin en az bir 6zdegeri pozitif ise orijin kararsizdir.

Tanim 2.5 (2.4) sistemin igin A matrisinin zdegerleri \; ve Ay olsun.

e Eger \; ve )\, reel ve ayni isaretli ise (0,0) denge noktasina diigiim noktasi denir.

A1, Ao < 0 ise kararlidir, Ai, Ao > 0 ise kararsizdir.

e EZer \; ve \; reel ve zit isaretlere sahipse (0, 0) denge noktasina eyer noktasi denir

ve kararsizdir.

dx

it = f(%?J) (2‘5>
dy

i g(x,y)

sistemini goz Oniine alalhm. P = (x,,¥,), (2.5) sisteminin izole bir denge noktasi
olsun. f ve g foksiyonlarmn (z,,y,) civarinda Taylor agilimlar1 yapilirsa, u = z —x,,

v =y — Y, olmak tizere (2.5) sisteminden

du u? v?
% = f(xm y0)+fw (1307 yO)u‘i‘fy(J:m yO)U"—f:m(xm yO)?‘i‘fxy(xm yO)“”"‘fyy(xo; yO)E
ve

dv u? v?
% = g(xm y0)+gx(x07 y0>u+gy (xm Z/O)U+gxw (xm yO)?"‘Qxy(xo; yO)uv+gyy (3707 yO)E

12
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yazilabilir. f(z,,9,) = 0, g(x,,yo) = 0 oldugundan (2.5) lineer olmayan sisteminin

(%o, Y,) crvarinda lineerlegtirilmis sistemi

du
% - fz([Eo, yo)u + fy(xo; yo)v
dv
% = gx(xov yo)u + gy(xm yo)v

sistemidir. Bu sistem

J(xo,yo) _ fx($07yo) fy(xmyo) (26)

92(T0,Yo)  9y(To, Yo)

ve z = (u,v)? olmak iizere

dz J )

W Loy Yo)=

dt Y
fomunda yazilabilir. Burada J matrisi Jakobiyen matrisi olarak adlandirilir.
Teorem 2.1 X’ = f(X) lineer olmayan denklem sistemi verilsin. f : R"™ — R"

stirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon ve X* da sistemin denge noktasi olsun.
1. Eger J(X*) matrisinin tiim 6zdegerleri negatif reel kisimli ise X* asimptotik kararli,

2. Eger J(X*) matrisinin en az bir 6zdegeri pozitif reel kisimli ise X* kararsizdir.

Tamim 2.6 Diigiim noktalar, cevresindeki noktalarin yoriingelerinin ya denge nok-
tasina dogru yaklastigi (kararli noktalari olarak adlandirilan) ya da ondan uzaklastig
(kararsiz noktalari olarak adlandirilan) denge noktalardir. Kararli bir digiim durumunda,
cevredeki yoriingeler zamanla denge noktasina yaklasir, bu da kararlihgi gosterir. Buna
karsilik, kararsiz bir diigiim durumunda, cevredeki yoriingeler zamanla denge noktasindan

uzaklasir, bu da kararsizhg gosterir.

Tanim 2.7 Eyer noktalari, bazi boyutlarda yaklasan yoriingelerin digerlerinde ise uza-
klasan yoriingelerin bulundugu denge noktalaridir. Bu, denge noktasi ¢evresinde karmasik
bir davranisa yol agar, bazi yoriingeler ona dogru hareket ederken digerleri uzaklasir ve

sonuc olarak ne kararli ne de kararsiz bir davranis ortaya cikar.
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3. DEMOGRAFIK ALLEE ETKIiSI OLAN SEI MODELLERI UZER-
INE BiR CALISMA

(Usaini vd. 2017) ¢aligmasinda, yiiksek popiilasyon diizeylerinde giiclii bir Allee etk-
isi ve bulagici hastaligin birlegik etkilerini incelemek ve bu senaryoda hangi tiirlerin
digerlerine gore daha biiyiik bir yok olma riski tagidigini belirlemek i¢in bir SEI mod-
eli geligtirmistir. Bu model (Hilker 2010)’in ¢aligmasindaki SI modele, bir maruz
kalma sinifi olan E’yi ekleyerek olusturulmustur. Allee etkisini olusturan daha genis
bir faktor yelpazesini géz oniinde bulundurmak i¢in, biiyiime oram fonksiyonunu

yogunluga bagh dogum ve oliim fonksiyonlar: arasindaki fark olarak ele almiglardir.

Bu galigmada, t anindaki toplam niifus N(¢) ile belirtilmis ve bu niifus duyarh
(S), maruz kalan (F) ve enfekte (I) bireylerden olusan ti¢ ayr1 bélmeye ayrilmigtir.
N(t) = S(t)+E(t)+1(t) dir. Bumodelde dikey gegisin olmadig1 ve enfeksiyon kuvve-
tinin frekans bagiml oldugu varsayilmigtir. Modele iligkin akig diyagrami Sekil 3.1

de verilmistir.

B(N)N aSl/N D(N)E
D(N)S

OE

D(N)I pl

Sekil 3.1 (Usaini vd. 2017) de incelenen modelin akig diyagrami
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Modele iligkin diferensiyel denklem sistemi

s ST
dE ST
dl

= =0E = [p+ D(N)]L,

formundadir. Burada o parametresi etkin temas oranini, 6 maruz kalan bireylerin
enfekte gruba ge¢me oranini ve p de hastalik nedeniyle 6liim oranini belirtir. Yogun-
luga bagli dogum ve 6liim oran fonksiyonlar1 sirasiyla B(NN) ve D(N), giiglii bir Allee
etkisinin ortaya ¢iktig1 birey bagina biiytime orani ise G(N) = B(N) — D(N) dir.

Denklemlerin taraf tarafa toplanmasiyla

dN
— =G(N)N — ul

elde edilir.

Bu modelde agagidaki kabuller yapilmistir.

(A1) ) Eger G(N) fonksiyonu [0, Nya,| arahginda artan ve N > Ny, igin azalan
ise G(N) fonksiyonu tek maksimum degerini N,,,, de alir.

(A2) G(N) = 0 denkleminin iki pozitif kokii vardir (K_ ve K). M, N degiskeninin
iist sinir1 olmak tizere 0 < K_ < Ny < Ky < M dir.

(A1) ve (A2)’den N € (K_, K.) i¢gin G(N)>0 oldugu elde edilir. Bundan iki sonug
gikarilabilir:

(B1) B(N) > D(N) igin N € (K_,K,) ile B(K,) = D(K,) ve B'(K,) < D'(K,).
(B2) B(N)< D(N) icin N € [0, K_) (K4, M) ile B(K_) = D(K_) ve B'(K_) >
D'(K_).

(3.1) sistemini boyutsuz hale getirmek igin



dontigiimii yapilirsa (3.1) sistemi agagidaki sekilde yazlir:

% =[g(p) — pilp
‘jl_j —o(1 — )i — [5+b(p) + (0 — p)ie (3.2)
di

5 —0¢ = [b(p) + u(1 = D)

Burada s + e + ¢ = 1 dir. Burada g(p), b(p) sirasiyla G(N) ve B(N)’nin boyut-
suz formlaridir. Daha dogrusu, g(p) = G(pKy) ve b(p) = B(pKy) dir. O halde
(A1) ve (A2) varsaymmlar: sunu ifade etmektedir: [0, m] tizerinde, m = %, g(p)’nin
u = % € (0,1) ve 1 olmak tizere iki pozitif kokii vardir ve kokler arasinda tek bir

maksimum vardir.

Elde edilen sonuglar1 biyolojik olarak uygulanabilir kilmak i¢in modelin baz1 temel

ozellikleri tanimlanmigtir.

Teorem 3.1
Q= {(p,e,i) E]Ri 0<p<m,0<e,t,e+1< 1}
olarak tanimlansin.  bdlgesi (3.2) sistemi igin invaryanttir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 (Usaini vd. 2017) de verilmistir. m

Degismez bolge, modelin ¢éziimlerinin hem biyolojik hem de matematiksel olarak
anlamli oldugu alani olugturur. Model degiskenleri canli niifusunu ifade ettiginden,
modelin tiim degigkenlerinin ve parametrelerinin tiim ¢ > 0 degerleri i¢in pozitif ol-
mas1 gerekmektedir. Dolayisiyla modelin tanimlandigl bolgenin tiim ¢ > 0 degerleri

i¢in pozitif degigmez olmasi 6nemlidir.
Temel Ureme Sayisi

Temel iireme sayisi, R,, tamamen duyarl bir popiilasyonda bir vakanin {iretecegi ik-

incil vakalarin sayisidir. Salgin hastaliklarin analizinde endemik seviyelerin kaliciligi,
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temel iireme sayisinin birden biiyilik olmasiyla iligkilendirir. R, 1in biiyiikliigi, bir
salgin1 6nlemek veya bir popiilasyondaki enfeksiyonu ortadan kaldirmak i¢in gerekli
olan ¢caba miktariin belirlenmesine izin verdiginden, belirli bir popiilasyondaki be-

lirli bir hastalik i¢in R, degerini belirlemek ¢ok 6énemlidir.

Demografik etkiler nedeniyle degisen popiilasyonlara sahip hastalik bulagma model-

leri i¢in bir hastalig1 kontrol etmenin egdeger olan iki yolu vardir:
1. Enfekte birey orani olan i(¢) nin sifira gitmesi.
2. Enfekte birey sayist olan [(¢) nin sifira yaklagmasi.

Bu nedenle hastaliksiz denge noktasinin kararliligi aragtirilacaktir.

(3.2) modeli igin {i¢ adet hastaliksiz denge noktasi bulunur:

1. ¢ =1(0,0,0)
2. €1 = (U,0,0)
3. € =1(1,0,0)

Model i¢in temel {ireme sayisi

oo
[0+ b(p)][1 + b(p)]

R(p) =
seklinde bulunur. Buradan
ROO = 9%(0), R01 = %(U), ve R02 = 9{(1)

elde edilir.
p = 1 niifusun tagima kapasitesini ve p = u da minimum hayatta kalma diizeyini

ifade eder.

Denge Noktalar:

Yukaridaki model igin ti¢ farkli denge tiirii bulunmustur: hastaliksiz denge noktalari,
yari-agikar denge noktalar1 ve endemik denge noktalari. (Usaini vd. 2017) bu tiir
denge noktalarinin hesaplanma yéntemini ve kararlilik kriterlerini ayrintili bir sekilde

ele almigtar.
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Teorem 3.2 ¢, denge noktasi Ryg < 1 durumunda kararli diigiim, Ryg > 1 durumunda
ise bir eyer noktasidir. €; denge noktasi her zaman bir eyer noktasidir. ¢ denge noktast,

Rpo < 1 oldugunda kararli bir diiglim, Rgs > 1 oldugunda ise bir eyer noktasidir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 (Usaini vd. 2017)’deki Teorem 2’de verilmistir. m
(3.2) ile verilen model igin en az bir enfekte boliimiin bos olmadig1 denge durumlari,

asikar olmayan denge noktalar1 olarak adlandirilir.

Bu ¢aligmada, yari-agikar denge, hastaligin konak popiilasyonunu ortadan kaldirdig:

denge durumu olarak tanimlanmaktadir. Bu agikar olmayan denge noktalari:
1. e, =(0,es,15)
2. € = (p*,e*, %)

dir.

Teorem 3.3 (3.2) ile verilen modelinin bir yari-asikar denge noktasi €5, Ry > 1

oldugunda mevcuttur ve yerel asimptotik kararhdir.

ispat. Teoremin ispat1 (Usaini vd. 2017)’deki Lemma 1 ve Teorem 3’te verilmistir.

Lemma 3.1 (3.2) ile verilen modelde, Ry > 1 ise belirli bir p* sabiti igin bir €*

mevcuttur.

Ispat. Lemmanm ispati (Usaini vd. 2017)’deki Lemma 1’de verilmigtir. m

Bu c¢alismada, daha ileri analiz icin, kigi bagina diigen biiyiime oranini temsil eden
bir fonksiyon belirlenmis ve bu fonksiyon dogum ve 6liim orani fonksiyonlariin farki
olarak ifade edilmigtir. Hem dogum hem de 6liim orani fonksiyonlarinda yogunluk
bagimliligini ve bagimsizhigini etkileyen parametreler ele alinmistir. Dogum orani
fonksiyonu olan B(NV) nin se¢imi, genellikle igbirlik¢i stratejilerle kolaylagtirilan bol
kaynaklara erigimin artigiyla yonlendirilmektedir. D(N) fonksiyonu, popiilasyon
biiylidiikge 6liim oranini azaltan Allee etkisiyle ilgili faktorleri igermekte olup, bun-

lar arasinda kolektif savunma, bireysel avlanma maruziyetinin azalmasi ve yavrulari
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yetigtirme konusunda isgbirligi yer almaktadir.

Usaini, gii¢lii bir Allee etkisi ve bulagic1 bir hastaligin birlesgik etkilerinin konakgi nii-
fusun yok olmasina yol acgabilecegi, bunun Hilker’in 6nerilerine benzer oldugu sonu-
cuna varmigtir. (Hilker 2010), biiyiik bir niifus boyutundan aniden yok olmanin bir
eyer-diigiim ¢atallanmasi nedeniyle gergeklestigini belirtilmigtir. Aksine, (Friedman
vd. 2012) ’te tartigilan model, hastaliksiz denge noktasindaki kiigiik bir bozulmanin,
yiiksek yogunluklarda giiclii bir Allee etkisi mevcut oldugunda konak¢i niifusunda
dramatik bir diiglisii tetikleyebilecegini gostermektedir. Ayrica, modelin kuadratik
demografik fonksiyonlarla yapilan catallanma analizi, yiliksek bir seviyede aniden
gerceklesen niifus diisligiiniin, tiirler arasinda, igbirlikci hayatta kalma stratejilerinin
olim oram fonksiyonu D(N) iizerindeki etkisinin ne kadar olduguna bagh olarak

degistigini ortaya koymustur.

Ozetle, (Usaini vd. 2017)nin modelinin ve (Hilker 2010)’in modelinin temel fark-
liliklari, maruz kalma simifinin eklenmesi ve Allee etkileriyle iligkili tiir duyarliligin-
daki degisimleri daha iyi yansitan daha genel kuadratik oran fonksiyonlarinin kul-

lanilmasidir.
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4. KUDUZ YAYILIMI ICIN BIR EPIDEMIK MODEL

Bu boliimde yaban hayatta, bir tiir iginde kuduz hastaliginin yayilimimi agiklayan
bir model sunulacak ve incelenecektir. Usaini tarafindan verilen model temel ali-
narak geligtirdigimiz bu model, popiilasyonun Allee etkisi altinda oldugu bir SIR
modeli olarak ifade edilecektir (Usaini vd. 2017). Modelde agilama ve hastaligin

dikey gecisi goz oniine alinmistir.

Tiirtin, ¢ anindaki niifusu N () ile ifade edilecektir. Toplam niifus ii¢ ayrik bolmeye
ayrilmugtir: duyarh (S(¢)), enfekte (I(t)) ve bagisik (R(t)). N(t) = S(t)+1(t)+ R(¢)
dir. Burada bagigik bélme yaban hayattaki hayvanlarin yem formundaki agizdan ag

ile bagigiklik kazandirilmig bireylerinin bolmesidir.

Modele iligkin akig diyagrami Sekil 4.1 de verilmigtir.

b(N)T

BSI

b(N)(N-T) » d(N)R

d(N)S d(MN)I + ol
¥S

Sekil 4.1 Bu tezde analiz edilen lineer olmayan sistemin akis diyagrami

Bu modelin olugturulmasinda, dikey gegisin ve yogunluk bagimh yatay gecisin oldugu

varsayllmigtir. Yukardaki akis diyagrami
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a5 =b(N)[N —I] 4+ zR —~vS — d(N)S — pSI,

it
% _BST + b(N)I — [d(N) + o)1, (4.1)
dR

diferensiyel denklem sistemi ile ifade edilir. Toplam popiilasyon i¢in elde edilen
diferensiyel denklem su sekildedir:

Ciz_]tv — b(N)N — d(N)N —o1. (4.2)

Sistemdeki parametrelerin agiklamasi ve yapilan kabuller agagidaki gibidir:
z: azalan bagigiklik orani

~: etkin agilama orani

B: aktarim katsayisi

o: hastalik kaynakl 6liim oram

b(N): dogum orani fonksiyonu

d(N): dogal 6liim oram fonksiyonu

Giiglii bir Allee etkisinin ortaya ¢iktig1 birey bagina biiytime hiz1 g(N) = b(N)—d(N)
dir. Burada, ¢g(NV) in agsagidaki kogullar1 sagladigi kabul edilir:

(V1) Eger g(N) fonksiyonu [0, Ny, araliginda artan ve N > N4, icin azalan ise
g fonksiyonu tek maksimum degerini N,,,, de alir.

(V2) ky ve ko, g(N) = 0 denkleminin iki pozitif ¢oziimdiir ve 0 < k1 < Ny <
ke < M dir. Burada M, (4.2) denkleminin saglayan N (t) i¢in iist siirdir.

(V1) ve (V2)'den N € (ki,k2) igin g(N) > 0 oldugu elde edilir. Bundan asagi-
daki sonugler elde edilir:

(S1) b(N) > d(N) icin N € (ky, ko) ile b(ka) = d(ks) ve V' (k2) < d'(k2).

(S2) b(N) < d(N) i¢gin N € [0, k1) (ka, M) ile b(ky) = d(ky) ve V' (k1) > d' (k).
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4.1 Modelin Temel Ozellikleri

(4.1) ile verilen modelde bagimh degigkenler niifusu ifade ettigi igin ¢ozlimiin pozi-

tifligini gostermek modelin biyolojik uygunlugu igin gereklidir.

Teorem 4.1 (4.1) ile verilen sistemin S(0) =S, >0, I(0) =1, > 0 ve R(0) = R, >

0 kosullarini saglayan tiim ¢oziimleri ¢t > 0 icin pozitif kalir.

Ispat. Sisteminin ilk denkleminden, eger ¢t > 0 icin S (t) = 0 ise, su sonug elde
edilebilir:

ds .

E|5:0 =b(I + R)R+ zR > 0. Benzer gekilde

dl

—_—|_n = >
dt’I—O O_Oa
dR

—|r=0 = 7S > 0, oldugu goriiliir. Yani negatif olmayan boélgeyi sinirlayan tiim

dt
hiperdiizlemler iizerinde vektér alan R? yoniindedir. m

Q={(S,I,R)eR}:S+I+R=N< M}
olarak tanimlanmak tizere 2, (4.1) sistemi igin invaryanttir.

Epidemiyolojik modellemede, enfeksiyon hastaliklarinin dinamiklerini anlamak, etk-
ili halk saghgi miidahaleleri i¢in kritik éneme sahiptir. Bu baglamda oénemli bir
kavram, bir enfekte birey tarafindan tamamen duyarli bir popiilasyonda iiretilen

ortalama ikincil enfeksiyon sayisin yansitan temel iireme sayisidir.

Temel iireme sayisi, hastaligin yayilma potansiyelini belirlemede énemli bir rol oy-
namaktadir. Temel iireme sayisinin belirlenmesi i¢in farkli yontemler kullanilabilse
de en sik kullanilan yontem hastaliksiz denge noktasinin kararlilik kogulunun elde

edilmesine dayali Jakobiyen yontemidir.

Oncelikle (4.1) ile verilen sistemin yerine bu sistemin ilk iki denklemi ve (4.2) den
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olusan esdeger sistem olan

C;—f =b(N)[N =[]+ 2(N =S —I) =4S — d(N)S — 8SI
% =BSI + b(N)I — [d(N) + o]I (4.3)
% —b(N)N — d(N)N — o1

sisteminin denge noktalar1 elde edilecektir.

f1(S,I,N) =b(N)[N —I]+ 2(N —S —1) — S —d(N)S — BSI
f2(S, I, N) =BSI +b(N)I — [d(N) + o]I
f3(S,I,N) =b(N)N — d(N)N — oI

olarak tamimlanmak tizere

fl(Sala N) :O
f2(S, 1, N) =0 (4.4)
f3(S, I, N) =0

sistemi ¢oziilerek denge noktalar1 elde edilir.

Enfekte siifin 0 oldugu hastaliksiz denge noktalar:
1. g1 = (51,0, ]{31) ve
2. €9 = (SQ, 0, ]{32)

olarak bulunur. Burada

g, = Fnlblln) +2)
2+ v+ b(kn)

dir. Hastaliksiz denge noktalarinin kararlihigi icin asagidaki teoremi verelim:

Teorem 4.2 (4.3) ile verilen model i¢in temel iireme sayisi R, = Ww dir.
R, < 1 ise €9 = (52,0,ko) kararl diigim, R, > 1 ise €5 = (52,0, ko) kararsizdir.
g1 = (51,0, k1) denge noktasi her zaman kararsizdir.
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Ispat. (4.3) ile verilen sisteme iligkin Jakobiyen matris £; noktasinda

J(e1) = 0 S, — o 0
0 —0 g'(k1)ky

seklinde elde edilir. J(e1) matrisinin karakteristik polinomu
(—=(z+ 7+ b(k1)) = A)((BS1 — o) = A)(g' (k1)) k1 — A) = 0

dir. Buradan 6zdegerler

A= —(z24+7+0b(k1))

Ao =05 —0

Az = g'(k1) (k1)

olarak bulunur. \; her zaman negatiftir. A3 ise (S2) kosulu geregi her zaman
pozitiftir.

€9 noktasi i¢in de benzer inceleme yapildiginda 6zdegerler
A= —(z4+7+b(ks))

Ay = g (k2) (k)

A3 =[5 —o0

olarak elde edilir. (S1) kosulu geregi Ay < 0 dir.

Bko — 0)(b(ks) + 2)
oYy

RO:(

olarak tanimlanmak tizere R, < 1 ise A3 < 0 dir ve R, > 1ise A3 > 0 dir. m

(Bky — o) (b(k1) + 2)
oYy

olarak tanimlansin. (4.3) ile verilen sisteme ait bir diger denge noktasi yine (4.4)

R =

sistemine ¢ozerek
o+ d(N) -~ BN BN — AN
g ’ a o

kosullar1 saglanacak sekilde elde edilir.

S* =

24



Endemik denge noktalarmin biyolojik olarak gegerli olabilmesi i¢gin o > (b(Nx*) —
d(N*)) ve g(N*) > 0 kosullarimi saglamasi gerekmektedir. (S1) geregi, g(N*) > 0
yalnizca N* € (ki, k2) durumunda mimkiin olacaktir. Bu nedenle, sonraki analiz
icin 0 > ¢g(IN*) varsayiminda bulunuyoruz. Asagidaki lemmada, endemik denge

noktalarinin varligi ve biyolojik gecerliligi i¢in gerekli kogullar belirtilmektedir.

Lemma 4.1 (4.3) ile verilen sistem, R, > 1 ve Ry < 1 kosullar saglandiginda, sabit
bir N* € (ky,ks) igin e* = (S*,I*, N*) endemik denge noktasina sahiptir. Burada
o > g(N*) dir.

Ispat. S* ve I* degerleri, (4.3) sistemnin ikinci ve iiciincii denklemlerini sifira
esitleyerek bulunur. Ik denklemi sifira esitleyerek, (k;, ky) arahgmda pozitif bir N*

varhigini kanitlamamiz gerekmektedir.

b(N*)N*[1 — M] + 2[N* — a—(b(N*)—d(N*)) (b(N*)—d(N*))N*] . (J—g(N*)>[,y 4

d(N*) + 210N _ 0 ’ -
— [“—gﬁw*)] {Bb(N*)N*

o — g(N*) > 0 oldugundan, denklemin saglanmasi igin ikinci terimin sifir olmasi

—(z+ vy +d(N") + PN _ 9N
o o g

=0

gerekmektedir.
fe(N) := BN(b(N) + 2) — g(N)N — o(z + v + d(N))
olarak tammmlayalim. f. nin (kq, k) araliginda bir kokiiniin varhigimi gosterecegiz.

fulkr) = (By = 0)(b(k1) + 2) — 0
o

fulhs) = (Bhs = o) (b(ks) + 2) — 0y
dir. Ry < 1 oldugunda f.(k1) < 0 ve Ry > 1 oldugunda f.(k2) > 0 dir. Bu, (ki, k2)

araliginda en az bir pozitif N* kokiiniin oldugunu gosterir ve bdylece pozitif bir

endemik denge noktasinin varligini ispatlamaktadir. m
4.2 Modelin Coziimii

(4.3) ile ifade edilen modelde birey bagina biiytime fonksiyonunu

g(N) =a(ks — N)(N — k1), 0<k <k
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formunda goz oniine alahm. Burada k;, Allee etkisinin ortaya ¢iktigi minimum niifus
yogunlugunu ifade eder. ko parametresi ise, tasima kapasitesini temsil eder ve a > 0,

kisi bagina maksimum biiylime orani katsayisidir.

9(N) =a(ks — N)(N — ki)
—a(kyN — kiky — N* + Nky)
=aksN + aky N — akiky — aN?
=aN (ko + k) — a(kike + N?)

b(N) ve d(N) fonksiyonlarimn

d(N) =a(kiky + N?) (4.6)

formunda oldugunu kabul edelim. Bu fonksiyonlarin modele iligkin kogullar1 sagladig:

asagida gosterilmigtir:

(S1): b(ke) = aky(ko + k1) = akiko + ak3,  d(ks) = a(kiky + k3) = akiks + ak?
oldugundan b(ky) = d(ks) dir.

N € (ki, k) igin g(N) = a(ky — N)(N — k1) >0 = b(N) > d(N). Ayrica,
b' (ko) < d'(k2) oldugunu gostermemiz gerekmektedir.

V(ks) = alks + k1) ve d(ks) = 2aks = b(ks) < d'(ks).

(S2): b(ky) = aky(ky + k1) = akiks + ak?,  d(k1) = a(kiks + k%) = akiky + ak?
oldugundan b(ky) = d(k,) dir.

N € [0,k1)U(ka, M) icin g(N) = a(ka—N)(N—k1) <0 = b(N) < d(N). Ayrica,
b'(k1) > d' (k1) oldugunu gostermemiz gerekmektedir.

V (k1) = a(ks + k1) wve d(k) =2ak; = V(ks) > d'(ks).

b(N) ve d(N) fonksiyonlar sirasiyla (4.5) ve (4.6) formunda alinarak, (4.3) sisteminin
¢oziimii Cizelge 4.1 deki parametre degerleri kullanilarak elde edildiginde Sekil 4.2
elde edilir. Bu parametre degerleri i¢in R, = 0.572055 dir. Teorem 4.2 ’ye gore

g9 = (59,0, ko) = (17.9289, 0, 300) ¢oziimii kararhdir (Sekil 4.2).
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Cizelge 4.1 Grafikler igin parametre degerleri

Parametreler Degerler
6] 4.566 x 10~*
z 0.0027
o 0.0137
ky 20
ko 300
a 4.566 x 107
vy 0.05
N (Hayvan)
150
\\\ R
100 — 5(t)
It)
— Nt
" (t)
500 1000 1500 2000

Sekil 4.2 e5 denge noktasinin kararliligini gosteren bir grafik

Yine (izelge 4.1 de 7y degeri 0.01 alinarak inceleme yapilirsa R, > 1 ve Ry < 1 olarak
elde edilir. Bu durumda sistem (29.8101, 0.855928, 135.24) endemik denge noktasia
sahiptir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Allee etkisi, bireysel uygunluk ile popiilasyon yogunlugu arasindaki iligkiyi ifade
eder. Popiilasyon yogunlugu/biiyiikliigii kritik bir egigin altina diigtiigiinde, bu du-
rum popiilasyonun azalmasina ve hatta yok olmasina yol agabilir, bu da tiirlerin
hayatta kalmasi ve iiremesi i¢in belirli popiilasyon yogunluklarinin énemini vurgu-
lar. Diisiik popiilasyon yogunluklarinda Allee etkisini tetikleyen mekanizmalarin

etkisini analiz eden 6nemli aragtirmalar yapilmigtir.

Bu tezde tartigilan model, kuduz gibi bir hastalik i¢in konakg¢1 popiilasyonuna uygu-
lanan agilamay1 da dikkate alan genel bir modeldir. Kuduz, hemen miidahale edilmesi
gereken ve enfeksiyonun onlenmesi i¢in tedbirlerin alinmasi gereken oOliimciil bir
hastaliktir. Son birkag on yilda, bir¢ok gelismis iilke bu salginla miicadele etmekte-
dir. Tiim diinyada enfekte vakalarin sayis1 her yil artmaktadir ve hastaligin ortadan
kaldirilmasi ig¢in gesitli yontemler benimsenmigtir. Vahgi yagamdaki hayvanlarin
kuduzun yayilmasinda 6nemli rol oynadigi bilindiginden, o6zellikle bu hayvanlara
yonelik agiz yoluyla agi uygulamasi, niifus kontrolii ve popiilasyon biiyiikliigiiniin

azaltilmasi gibi yontemler uygulanmig ve incelenmigtir.

Kuduz modelleri, yemli agi kampanyalarini planlamak ve hastaligi kontrol etmek
i¢in bagarili bir gekilde kullanilmigtir. Bu modellerin bagarili olabilmesi i¢in yerel
kosullar ve potansiyel vektor tiirlerinin ekolojisi hakkinda veri toplamak ¢ok énem-
lidir. Ozellikle, bireyler arasindaki temas oranmni etkileyen faktorler hakkinda bilgi
toplamak gereklidir; bunlar arasinda popiilasyon yogunluklari, yuva alanlari, habitat
kullanimi, hareket diizenleri ve hayvanlarin sosyal yapilari bulunmaktadir. Birden
fazla tiiriin kuduz salginlarina karistigi durumlarda, yirtict hayvan toplulugu ve tiir-

ler aras1 etkilesimler hakkinda da veri toplanmasi gereklidir.

Bu tezde, Allee etkisi altindaki bir popiilasyon i¢in agilamanin da goz 6niine alindigi

bir epidemik model olugturulup incelenmistir. Bu model i¢in hastaliksiz denge nok-
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talarinin kararlilik durumlari incelenmis, modelin temel iireme sayisi elde edilmigtir.

Ayrica modelin endemik denge noktasinin varligi i¢in gerekli kogullar elde edilmistir.

Endemik denge, hastaligin popiilasyon i¢inde belirli bir seviyede, éngoriilebilir ya da
sabit bir diizeyde dolasmaya devam ettigi, hastaligin tamamen yok olmadig1 ancak
kontrol altinda oldugu bir durumu ifade eder. R, > 1 oldugunda, her enfekte bireyin
ortalama olarak birden fazla yeni enfeksiyon olugturdugunu, bu nedenle hastaligin

popiilasyonda siireklilik tasiyan bir varlik gosterdigini ifade eder.

Biyolojik olarak, endemik denge kararli bir nokta ise, bu, hastaligin zaman icinde
popiilasyonda ongoriilebilir ve sabit bir seviyede devam edecegi ve kiiciik bozul-
malarin hastaligin kaybolmasina veya kontrolsiiz salginlara yol agmayacagi anlamina
gelir. Bu da, halk saglgi miidahalelerinin hastaligi etkili bir gekilde kontrol al-
tinda tutabilecegini gosterir. Ote yandan, eger bu nokta kararsiz ise, sistemdeki
kiigiik degigiklikler (duyarli bireylerin sayisindaki dalgalanmalar, enfeksiyon oranin-
daki degigiklikler ya da bagigiklik degisiklikleri gibi) hastaligin bir salgina doniigme-
sine veya tamamen kaybolmasina yol acabilir. Bu da, miidahalelerin dikkatlice
yonetilmesi gerektigi, sistemin istenmeyen sonuclara siiriiklenmemesi icin kiiciik

degisimlerin bile kontrol edilmesi gerektigi anlamina gelir.
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