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1. GİRİŞ

Kuantum mekaniğinin özelliklerinden faydalanabilmek amacıyla insanoğlu tarafın-

dan kuantum mekaniği detaylıca araştırılmaktadır. Göçmen kuşların da yaradılı̧s

özellikleri gereği kuantummekaniğinin özelliklerinden faydalanarak göç yollarınıbul-

duğu düşünülmektedir. Dünyanın mikroskobik özelliklerinin anlaşılmasında temel

bir araç olan kuantum mekaniğinin, matematiksel fiziğin ve uygulamalımatematiğin

birçok problemlerinin çözümünde diferensiyel denklemlerin ve diferansiyel operatör-

lerin spektral analizi kullanılmaktadır. Spektral analizde genel olarak diferensiyel

operatörlerin özdeğer problemleri incelenir. Kuantum mekaniğinde, bu özdeğerler

enerji seviyelerine kaŗsılık gelir ve özfonksiyonlarıtanımlar. Saçılım teorisinin genel

olarak kapsamıdalga fonksiyonlarıdır. Dalga fonksiyonları, bir sistemdeki parçacık-

ların davranı̧sınıtanımlayan matematiksel ifadelerdir.

Saçılım teorisi, Schrödinger denklemi veya Klein-Gordon denklemi gibi kuantum

mekaniği denklemleri kullanılarak geli̧stirilir. Bu denklemler, parçacıkların bir potan-

siyel alan içindeki hareketini ifade eder ve saçılma sürecini anlamaya katkısağlar.

Ervin Schrödinger’in 1926 yılında yayımlanan makalesinde yer alan Schrödinger

denklemi kuantum mekaniğinin temel taşlarından biri olup dalga denklemini ifade

eder (Schrödinger 1926). Schrödinger denklemi elektron ve diğer atom altıparçacık-

ların matematiksel ifadesinde kullanılır.

Keldysh 1951 yılında kendine eşlenik olmayan bir operatörün tanım kümesinden bir

fonksiyonun spektral analizini, o fonksiyonun operatörün özfonksiyonlarıcinsinden

bir serisiyle ifade ederek incelemi̧stir (Keldysh 1951). Keldysh’in bu çalı̧sması, teorik

fizikteki ileri matematiksel konuların anlaşılmasına ve uygulanmasına önemli katkı

sağlamı̧stır.

Naimark 1960 yılında Schrödinger operatörünün spektral analizini incelemi̧stir. Bu

çalı̧smasında;

"L2[0,∞) uzayıüzerinde, q potansiyelini kompleks değerli, h’yi kompleks sayıve

yıspektral’ג parametre alarak,
1



l(ξ) := −ξ′′ + q(x)ξ = 2ξג , 0 ≤ x <∞ (1.1)

denklemini

ξ
′
(0)− hξ(0) = 0 (1.2)

sınır koşulu ile sınır değer problemini (SDP) oluşturmuştur. Elde ettiği bu problemin

spektral tekilliklerinin, rezolvent operatörün çekirdeğinin kutup noktalarıolduğunu,

sürekli spektrum üzerinde bulunduğunu ve özdeğer olmadı̆gınıkanıtlamı̧stır. Bunun

yanısıra en az bir ε > 0 için, q potansiyel fonksiyonu;

∞∫
0

eεx |q(x)| dx <∞ (1.3)

(1.3) şartını sağlandı̆gında, (1.1) - (1.2) SDP’nin sonlu sayıda spektral tekillik-

lerinin ve özdeğerlerinin olduğunu göstermi̧stir (Naimark 1960). Bu sonuçların elde

edilmesinden sonra birçok matematikçi yaptı̆gıçalı̧smalarla spektral teoriye önemli

katkılar sağlamı̧stır (Schwartz 1960, Lyance 1967, Pavlov 1967, Cornille 1970, Jaulent

ve Jean 1972, Gasymov ve Maksudov 1972, Marchenko 1986, Levitan ve Sargsjan

1991, Adıvar ve Bairamov 2001, Guseinov 2009, Allahverdiev vd. 2013).

Özellikle genel fonksiyon teorisi ve dağılım teorisi üzerine çalı̧smalar yapan Schwartz,

spektral tekillik ifadesini ilk kullanan bilim adamıdır (Schwartz 1960).

Marchenko tarafından, (1.1) denklemi ve

ξ(0) = 0 (1.4)

(1.4) sınır koşulu ele alınarak,

lim
x→0

ξ(x, xגe−i(ג = 1, +C∋ג := ג} : ג ∈ C, Im ג ≥ 0}

şartınısağlayan ve e(x, (ג ile gösterilen sınırlıbir çözüm elde edilmi̧stir. Elde edilen

e(x, ,(ג sınır değer probleminin Jost çözümüdür. Bu Jost çözümü

∞∫
0

x |q(x)| dx <∞ (1.5)
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(1.5) şartıdoğrultusunda

e(x, (ג = eiגx +

∞∫
0

Ç(x, t)eiגtdt <∞, +C∋ג

integral gösterimine sahiptir. Eşitlikte ifade edilen Ç(x, t), q fonksiyonu yardımıyla

yazılan çekirdek fonksiyonudur.

Ayrıca, Marchenko tarafından

e(ג) = 1 +

∞∫
0

Ç(0, t)eiגtdt <∞, +C∋ג

şeklinde tanımlanan fonksiyonun, (1.1) denklemi ve (1.4) sınır koşulu ile ele alınan

SDP’nin Jost fonksiyonu olduğu belirtilmi̧stir. Bununla birlikte e(ג) Jost fonksi-

yonunun, (1.5) şartıaltında açık üst yarıdüzlemde sonlu sayıda basit sıfırlarının

olduğu gösterilmi̧stir (Marchenko 1986). (1.1) denklemi ve (1.4) sınır koşulu ile ele

alınan sınır değer probleminin saçılım fonksiyonu aşağıdaki gibidir.

S(ג) =
e(ג)
e(ג)

, ∋ג R.

Bir diferensiyel denklem veya denklem sistemini ele aldı̆gımızda, bu denklemler

genellikle belirli bir süre zarfında süreklilik içindeki davranı̧sıtanımlar; ancak, bazı

durumlarda sistem, belirli anlarda anlık deği̧sikliklere uğrar veya anlık etkileşimlere

maruz kalır. Bu tür durumlar, impalsif sınır değer problemlerini doğurur. İmpal-

sif sınır değer problemleri, matematiksel modellerde belirli anlarda meydana gelen

anlık etkileşimleri veya deği̧siklikleri ifade eden problemlerdir. Bu anlık deği̧sim du-

rumlarıveya kontrol sistemlerinin belirli anlarda sistem davranı̧sınıdeği̧stiren im-

palsif etkileşimleri, sınır değer problemleri içinde tanımlanan modelleri etkileyebilir.

Örneğin, biyolojik popülasyon modellerinin belirli anlarda çevresel deği̧sikliklere,

doğal afetlere veya diğer faktörlere maruz kaldı̆gıdurumlar, elektrik devrelerinin be-

lirli anlarda ani voltaj deği̧siklikleri veya akım darbeleri gibi impalsif etkileşimlere

maruz kaldı̆gıdurumlar, ekonomik modellerde belirli anlarda piyasa koşullarındaki

deği̧siklikler veya ekonomik politikalardaki deği̧siklikler gibi anlık etkileşimler, robot
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kontrol sistemlerinde belirli anlarda sensörlerden gelen bilgiler veya dı̧s kuvvetler ne-

deniyle anlık deği̧siklikler, tıpta belirli anlarda ilaç uygulamalarıveya epidemiyolo-

jik modellerde anlık müdahaleler gibi durumlar impalsif sınır değer problemleriyle

modellenebilir. Bu örnekler, impalsif sınır değer problemlerinin çeşitli uygulama

alanlarında nasıl kullanılabileceğini göstermektedir.

Diferensiyel operatörlerin spektral teorisinin önemi nedeniyle son yıllarda Sturm-

Liouville, Schrödinger ve Dirac denklemlerinin spektral teorisi aktif bir biçimde

çalı̧sılmaktadır (Weiss ve Scharf 1971, Bainov ve Simeonov 1993, Bainov ve Sime-

onov 1995, Bairamov vd. 1997, Krall vd. 1999, Bairamov vd. 1999, Nakanishi

2002, Mukhtarov vd. 2004, Wibowo 2009, Baev 2014, Bairamov vd. 2017, Yildirim

2018, Bairamov vd. 2018, Aygar ve Bairamov 2019, Bairamov vd. 2020, Solmaz ve

Bairamov 2022).

Klein-Gordon denklemi, kuantum mekaniği ve kuantum alan teorisinde kullanılan

kuantum alanlarının matematiksel modellemesinde önemli role sahip olan, skaler

parçacıkların davranı̧sını, kuantum alanların dalga fonksiyonlarınıve etkileşimlerini

açıklamak için kullanılan, sadece parçacıkların değil aynızamanda bazıfiziksel ol-

mayan sistemlerin, örneğin belirli tip salınımların matematiksel modellenmesinde

kullanılan, bir parçacı̆gın zaman ve uzaydaki deği̧simini açıklayan ve bu parçacı̆gın

dalga fonksiyonunu ifade eden önemli bir denklemdir. Klein-Gordon denklemi,

Schrödinger denklemiyle ilgili olan göreli bir dalga denklemi olup Schrödinger denk-

lemi biçimine getirilebilir. Herhangi bir potansiyele sahip Klein-Gordon denklem-

leri, göreli kuantum mekaniğinde önemli bir rol oynar (Wang ve Wong 1988) ve bu

nedenle, Klein-Gordon s-dalga denkleminin farklıyöntemler kullanılarak yapılmı̧s

çeşitli potansiyellere sahip kesin çözümleri üzerine birçok çalı̧sma vardır. Bu yön-

temlerden bazılarıdeği̧skenlerine ayırma yöntemi (Greiner 2000), cebirsel yöntem

(Chen vd. 2006), Nikiforov-Uvarov yöntemi (Ikhdair ve Sever 2007) ve asimptotik

iterasyon yöntemidir (Ciftci vd. 2003). Klein-Gordon denklemlerinin bu kesin çözüm-

lerini kullanarak bir çok yazar da bu denklemlerin spektral analizini araştırmaktadır

(Degasperis 1970, Bairamov ve Çelebi 1997, Adıvar ve Bairamov 2001, Bairamov vd.

2001, Bairamov ve Karaman 2002, Bairamov 2004, Başcanbaz-Tunca 2004). Genel
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olarak, bahsedilen çalı̧smalar, farklı sınır koşulları ile çeşitli varsayımlar altında,

varsa özdeğerlerin ve spektral tekilliklerin özelliklerini sunar.

"S-dalga" denklemi, Klein-Gordon denkleminin özel bir durumunu temsil eder. "S-

dalga" terimi, dalga mekaniği ve kuantum mekaniğinde saçılım teorisi bağlamında

kullanılan bir terimdir. Dalga mekaniği, kuantum mekaniğinin parçacıkların davra-

nı̧sınımatematiksel bir yaklaşımla açıklayan dalıdır.

Literatürde Klein-Gordon s-dalga denkleminin saçılım analizi ile ilgili araştırmalara

rastlamak mümkündür. Klein-Gordon s—dalga denkleminin spektral özellikleri De-

gasperis, Jaulent ve Jean, Bairamov gibi önemli matematikçiler tarafından incelen-

mi̧stir (Degasperis 1970, Jaulent ve Jean 1972, Bairamov ve Çelebi 1997, Bairamov

vd. 2001, Bairamov ve Karaman 2002, Bairamov 2004, Ballesteros vd. 2022). Klein-

Gordon s-dalga denklemleri ile ilgili problemler 1926’dan beri birçok araştırmacının

ilgisini çekmi̧s olsa da, bu tür problemlerin sıçrama koşullarının olduğu her durumda

saçılım analizini araştırmak hala açık bir problemdir. Bu vesileyle, fizik, biyotek-

noloji, kimya teknolojisi, popülasyon dinamikleri ve ekonomide incelenen birkaç

gerçek dünya probleminin gözlenen evrim fenomeninin doğal bir açıklamasıolarak

görünen sıçramalıbir etki yapar (Benchohra 2006, Lakshmikantham vd. 1989,

Samoilenko ve Perestyuk 1995). Süreksizliklerin olduğu bu noktalara atlama koşulları,

impalsif koşullar, iletim veya arayüz koşullarıda denir. İmpalsif problemleri ilk ola-

rak Mil’man ve Myshkis çalı̧smı̧slardır (Mil’man ve Myshkis 1960).

Göreli kuantummekaniğinde; q fonksiyonu statik potansiyel olmak üzere, kütlesi sıfır

olan parçacı̆gın radyal Klein-Gordon s-Dalga denklemi aşağıdadır (Greiner 2000)

y
′′

+ −ג] q(x)]2 y = 0, x ∈ (−∞,∞).

1970 yılında Degasperis, L2(0,∞) uzayında

y
′′

+ −ג] q(x)]2 y = 0, x ∈ [0,∞),

denklemi ve y(0) = 0 sınır koşulu ile elde ettiği operatörü L0 simgesiyle göstermi̧s,

bu operatörün, q fonksiyonunun reel, analitik ve sonsuzlukta hızla azalan bir fonk-

5



siyon olmasıdurumunda L0 operatörünün sonlu sayıda ve sonlu katlıözdeğerlerinin

olduğunu ispatlamı̧stır (Degasperis 1970).

1972 yılında Jaulent ve Jean, Schrödinger radyal s-dalga denkleminin ters saçılım

problemini ele almı̧s, Marchenko’nun yönteminin genel halini kullanarak problemin

Jost fonksiyonunu, saçılım fonksiyonunu elde etmi̧s ve fonksiyonun sıfırlarının sonlu

olduğunu göstermi̧stir (Jaulent ve Jean 1972).

1994 yılında Greiner, q sabit, üstel azalan, Newton tipinde bir potansiyel olduğunda

operatörün spektrumunun özdeğerlerden ibaret olduğunu göstermi̧s ve bu özdeğer-

lere kaŗsılık gelen özfonksiyonlarıda elde etmi̧stir (Greiner 2000).

Bairamov ve Çelebi, q kompleks potansiyeli ve basit bir sınır koşulu altında Klein-

Gordon s-dalga denkleminin sonlu sayıda özdeğere ve sonlu kata sahip spektral tekil-

liklerini elde etmi̧s ve özdeğerlere ve spektral tekilliklere kaŗsılık gelen temel fonksi-

yonların özelliklerini incelemi̧stir (Bairamov ve Çelebi 1997). Ayrıca aynıproblem,

Bairamov vd. tarafından "tüm eksende" incelenmi̧stir (Bairamov vd. 2001).

İmpalsif koşullu Klein-Gordon denklemi, kuantum alan teorisinde belirli bir noktada

bir parçacı̆gın momentum deği̧simini tanımlayan matematiksel ifadedir. Denklem

bir parçacı̆gın belirli bir noktada etkileşim veya diğer dı̧s etmenler nedeniyle ani

momentum deği̧simine uğraması durumunu ele alır. Denklem genellikle zamanla

deği̧sen bir fonksiyonun zaman türevini açıklar ve özellikle parçacıkların belirli bir

noktada bir impals almasıdurumunu modeller.

Bu tezde öncelikle L2[0,∞) uzayında, q potansiyel fonksiyonu reel değerli, ג spektral

parametre ve x = 1 impalsif nokta olmak üzere,

y
′′

+ ג] − q(x)]2 y = 0, x ∈ [0, 1) ∪ (1,∞), (1.6)

y(0) = 0, (1.7)

y(1+) = %y(1−)

y′(1+) = ζy′(1−)

}
, %ζ 6= 0, %, ζ ∈ R, (1.8)
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(1.8) impalsif koşullu altında (1.6) - (1.8) sınır değer problemininin Jost çözümü

ve Jost fonksiyonu bulunacaktır. Bulunan veriler kullanılarak problemin saçılım

fonksiyonu elde edilecek ve saçılım fonksiyonunun özellikleri incelenecektir.

İlgili literatür incelendiğinde impalsif koşullu Klein-Gordon s-dalga denkleminin

spektral özelliklerinin ele alındı̆gıherhangi bir çalı̧smanın bulunmadı̆gıtespit edil-

mi̧stir. Bu nedenle çalı̧smamız önemli ve orijinal bir çalı̧smadır. Yapılan bu çalı̧sma

ile literatürdeki boşluğun kapatılmasıhedeflenmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu bölümde, çalı̧smamızda ihtiyacımız olan bazıtemel kavramlar ve teoremler ifade

edilecektir.

Tanım 2.1 Boas kompleks deği̧skenli fonksiyonlarda analitikliği " h bir D böl-

gesinde kompleks deği̧skenli bir fonksiyon ve keyfi bir x0 ∈ D için

lim
x−→x0

h(x)− h(x0)

x− x0
limiti varsa h’ye x0’da diferensiyellenebilir denir. h, x0’ın belli bir açık komşu-

luğundaki tüm noktalarda diferensiyellenebiliyorsa h’ye x0’da analitiktir." şeklinde

tanımlamı̧stır (Boas 1954).

Tanım 2.2 Boas reel deği̧skenli fonksiyonlarda analitikliği " h : [m,n]→ R olsun.

i) h, [m,n]’de sonsuz türevlenebilir, yani h ∈ C∞ [m,n] ,

ii)
∞∑
k=0

h(k)(x0)

k!
(x− x0)k serisi ∀x0 ∈ [m,n] için normal yakınsak,

iii) h(x) =
∞∑
k=0

h(k)(x0)

k!
(x− x0)k, ∀x ∈ [m,n] için kendi Taylor serisine eşit ise

h fonksiyonuna [m,n] aralı̆gında analitik fonksiyon denir." şeklinde tanımlamı̧stır

(Boas 1954).

Tanım 2.3 Kompleks düzlemin tamamında analitik olan h fonksiyonuna tam fonk-

siyon denir (Boas 1954).

Tanım 2.4 Dx ve Dy bölgeleri Dx∩ Dy 6= ∅ olmak üzere ∀z ∈ Dx∩ Dy için fx(z) =

fy(z) oluyorsa (fx, Dx) ve (fy, Dy) fonksiyon elemanlarına birbirinin analitik de-

vamıdır denir (Conway 1978).

Tanım 2.5 Bir dönüşümün tanım ve değer bölgesi aynıK cismi üzerinde vektör

uzayıise bu dönüşüme operatör denir.

L : D → X dönüşümü bir operatör ve ∀x1,x2 ∈ D ve ∀α1, α2 ∈ K için,

L(α1x1 + α2x2) = α1L(x1) + α2L(x2)
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eşitliği gerçekleniyorsa L dönüşümüne lineer operatör, X = C olmasıdurumunda

ise L’ye lineer fonksiyonel adıverilir (Kreyszing 1978).

Tanım 2.6 Lusternik ve Sobolev, "V boştan farklıbir küme ve L : V → V lineer ope-

ratör olmak üzere,

Lx = ,xג x ∈ D(L),

denkleminin ג = 0ג kompleks sayısıiçin sıfırdan farklıbir çözümü varsa 0ג sayısına

L operatörünün özdeğeri ve elde edilen çözüme de bu özdeğere kaŗsılık gelen özvektör

denir." şeklinde tanımlamı̧stır (Naimark 1968).

Tanım 2.7 "V bir kompleks vektör uzayı, L : V → V lineer bir operatör olmak

üzere, ג ∈ C için

Lx = xג

denkleminin aşikar olmayan bir x ∈ V çözümünün olmasıdurumunda ya′ג L ope-

ratörünün özdeğeri, x çözümüne ise L operatörünün ג özdeğerine kaŗsılık gelen özvek-

törü denir." L operatörünün özdeğerler kümesi

σd(L) = ג} | ג ∈ C : Rג(L) mevcut değil}

biçimde olup σd(L) simgesiyle gösterilir (Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanım 2.8 Lusternik ve Sobolev, "V 6= {0} bir kompleks normlu uzay,

V : D(L) ⊂ V → V

bir lineer operatör, ג ∈ C ve I birim operatör olmak üzere,

Rג(L) = (L− I)−1ג

operatörü varsa, bu operatöre L lineer operatörünün rezolventi denir. Rג(L) var,

sınırlıve V uzayında yoğunsa ג kompleks ifadesine L operatörünün regüler değeri

denir. L operatörünün regüler değerlerinden oluşan cümlesine L operatörünün re-

zolvent cümlesi denir." L operatörünün rezolvent cümlesi ρ(L) ile gösterilir şeklinde

ifade etmi̧stir (Lusternik ve Sobolev 1974).
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Tanım 2.9 Naimark, "Bir L operatörünün rezolventinin çekirdeğinin kutup nok-

tasıolan, spektrumda bulunan ve operatörün özdeğeri olmayan noktalara L ope-

ratörünün spektral tekillikleri denir." şeklinde L’nin spektral tekilliklerini tanım-

lamı̧s ve bu kümeyi σss(L) simgesi ile göstermi̧stir (Naimark 1968).

Tanım 2.10 İlk kez Bachmann tarafından kullanılan "O" ve "o” kavramları

" f : [m,n]→ R fonksiyonu sınırlıise x ∈ [m,n] için

f(x) = O(1)

olarak tanımlanır. Başka bir deyi̧sle ∀x ∈ [m,n] olmak üzere,

|f(x)| ≤ S ⇐⇒ f(x) = O(1)

veya

∣∣∣∣f(x)− r(x)

t(x)

∣∣∣∣ ≤ S ⇐⇒ f(x) = r(x) +O(t(x))

şeklinde tanımlanır." Ayrıca O(1) gösteriminden farklıolarak o(1) asimptotik ifadesi

ise sıfıra yakınsama anlamında kullanılır.

f(x) = o(1), x→∞⇐⇒ lim
x−→∞

f(x) = 0

veya

f(x) = h(x) + o(g(x))⇐⇒ lim
x−→∞

∣∣∣∣f(x)− h(x)

g(x)

∣∣∣∣ = 0

şeklinde tanımlıdır (Bachmann 1894).

Tanım 2.11 Kompleks deği̧skeni 0 6= k = reiθ olan logaritmik fonksiyon,

log k = Logr + iθ

şeklindedir. Başka bir ifadeyle sıfırdan farklık karmaşık sayısıiçin

log k = ln |k|+ i arg k
10



eşitliği sağlanır. Burada argk = Argk+2nπ, n ∈ Z, −π ≤ Argk < π biçimindedir.

Bu eşitlikte n = 0 alınırsa logaritmanın esas değeri elde edilir (Sarason 2007).

Tanım 2.12 X 6= ∅ bir küme olmak üzere,

A : X ⊂ R → R, B : X ⊂ R → R fonksiyonlarıX üzerinde türevlenebilir olmak

üzere,

∀x ∈ X için A ve B fonksiyonlarının Wronskiyeni

W [A(x, ,(ג B(x, [(ג = A(x, ,Bx(x(ג −(ג Ax(x, ,B(x(ג (ג

biçimindedir (Naimark 1968).

Teorem 2.1 (Weierstrass-M Kriteri) z 6= ∅ bir küme ve z üzerinde tanımlıfonksi-

yonların bir serisi
∑
fk olmak üzere,

∀x ∈ z ve k ∈ N için |fk| ≤ ak ve
∑
ak <∞ ise

∑
fk serisi z’de düzgün yakınsaktır

(Balcı2012).

Lemma 2.1 (Riemann Lebesque Lemması) " f, [a, b] aralı̆gında tanımlıbir fonk-

siyon olmak üzere bu aralıkta Riemann integrallenebilirse

lim
∞±→−ג

b∫
a

f(t) cos(גt)dt = 0,

lim
∞±→−ג

b∫
a

f(t) sin(גt)dt = 0,

eşitlikleri gerçeklenir." (Titchmarsh 1939).

Tanım 2.13 θ(x, y) bir D = {(x, y) : e ≤ x ≤ f, p ≤ y ≤ r } dikdörtgeninde ta-

nımlıbir fonksiyon, a(x) ve b(x) de e ≤ x ≤ f aralı̆gında tanımlıbir fonksiyon

olmak üzere,

ϑ(x) =

b(x)∫
a(x)

θ(x, t)dt

biçiminde ifade edilen integral yardımıyla tanımlanmı̧s ϑ(x) fonksiyonunun türevi

11



ϑ
′
(x) = θ[x, b(x)]b

′
(x)− θ[x, a(x)]a

′
(x) +

b(x)∫
a(x)

∂θ(x, t)

∂x
dt

biçimindedir (Altın 2020).

Tanım 2.14 ∀ε > 0, ∃= > 0 bulunabiliyorsa,

arakesiti boş olan keyfi iki̧ser [pj, rj] ⊂ [a, b] , j = 1, 2, .., t aralıklarıiçin

t∑
j=1

|pk − rk| < = iken

t∑
j=1

|f(pj)− f(rj)| < ε

ise, f fonksiyonuna [a, b] aralı̆gında mutlak sürekli fonksiyon denir (Lojasiewicz 1988).
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3. İMPALSİF KLEİN-GORDON S-DALGA DENKLEMİNİN SPEKT-

RAL ÖZELLİKLERİ

Bu bölümde, öncelikle, çalı̧smamızda kullanacağımız Klein-Gordon s-dalga denk-

lemi ile ilgili yapılmı̧s bazı çalı̧smaların önemli sonuçları hakkında bilgiler verile-

cektir. Sonrasında, impalsif koşulu ve sınır koşulu ile Klein-Gordon s-dalga denk-

leminden impalsif koşullu SDP oluşturulacaktır. Oluşturduğumuz impalsif koşullu

Klein-Gordon s-dalga denklemininin Jost fonksiyonu ve Jost çözümü bulunacak.

Bu çözümler kullanılarak saçılım fonksiyonu tanımlanacak ve saçılım fonksiyonunun

özellikleri incelenecektir. İmpalsif koşullu Klein-Gordon s-dalga denkleminin Jost

fonksiyonu için asimptotik eşitlik verilecektir. Bir örnekle elde edilen sonuçlar gös-

terilecektir.

3.1 Ön Bilgiler

L2(R+) uzayında aşağıdaki problemi ele alalım

y
′′

+ ג] − q(x)]2 y = 0, x ∈ R+ = [0,∞) , (3.1)

y(0) = 0, (3.2)

sınır koşuludur. Burada ג spektral parametre, q reel değerli, sınırlıve R+’nın her

bir sınırlıalt aralı̆gında mutlak sürekli bir fonksiyondur. Ayrıca q,

∞∫
0

x
[
|q(x)|+

∣∣∣q′(x)
∣∣∣] dx <∞ (3.3)

eşitsizliğini sağlar. Bairamov ve Çelebi "(3.1) ve (3.2) sınır değer problemi, (3.3)

koşulu altında ve ג ∈ R olmak üzere, e+(x, (ג ve e−(x, (ג Jost çözümleri için

e+(x, (ג = eiγ(x)+iגx +
∞∫
x

K+(x, t)eiגtdt

e+(x, (ג = e−iγ(x)−iגx +
∞∫
x

K+(x, t)e−iגtdt

}
(3.4)

13



(3.4) eşitlikleri gerçeklenir." ifadesini elde etmi̧stir (Bairamov ve Çelebi 1997).

Jaulent ve Jean "γ(x) =
∫∞
x
q(t)dt ve K+(x, t) bağımsız deği̧skenlerine göre sürekli

türevlenebilir olan Volterra tipli integral denklemlerin çözümüdür. Bu nedenle

K+(x, t),
d

dx
K+(x, t) ve

d

dt
K+(x, t)’ler için

∣∣K+(x, t)
∣∣ ≤ Cw(

x+ t

2
) exp {g(x)} ,∣∣K+

x (x, t)
∣∣ , ∣∣K+

t (x, t)
∣∣ ≤ C[w2(

x+ t

2
) + θ(

x+ t

2
)],

burada

w(x) =

∞∫
x

[
|q(t)|2 +

∣∣∣q′(t)∣∣∣] dt
g(x) =

∞∫
x

[
t |q(t)|2 + 2 |q(t)|

]
dt

θ(x) =
1

4

{
2 |q(x)|2 +

∣∣∣q′(x)
∣∣∣}

ve C bir sabittir." sonuçlarınıelde etmi̧slerdir (Jaulent ve Jean 1972).

e+(x, (ג çözümü C+ := ג} ∈ C : Im ג > 0}’da ve e+(x, (ג çözümü de

C− := ג} ∈ C : Im ג < 0}’de ya’ג göre analitiktir. Ayrıca bu çözümler üst yarı

düzlemde süreklidir. Bu çözümlere (3.1) ve (3.2)’nin Jost çözümleri denir.

Başcanbaz-Tunca " e+(x, (ג çözümü

e+(x, (ג = eiגx[1 + o(1)], ג ∈ C+ := ג} ∈ C : Im ג ≥ 0} , x −→∞, (3.5)

e+x (x, (ג = eiגx[iג+ o(1)], ג ∈ C+, x −→∞, (3.6)

e+(x, (ג = ei[γ(x)+גx] + o(1), ג ∈ C+, |ג| −→ ∞, (3.7)

eşitliklerini sağlar." asimptotik eşitliklerini elde etmi̧stir (Başcanbaz-Tunca 2004).

Bu eşitlikleri kullanarak, Wronskiyenin aşağıdaki gibi olduğunu elde ederiz.

W [e+(x, ,(ג e+(x, [(ג = lim
x−→∞

W [e+(x, ,(ג e+(x, [(ג = −2iג , ג ∈ R. (3.8)
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Wronskiyen sıfırdan farklıolduğundan dolayıג ∈ R − {0} olmak üzere, e+(x, (ג ve

e+(x, ,(ג (3.1)’in temel çözümleridir.

Θ(x, (ג ve Ψ(x, ,(ג (3.1)’in başlangıç koşullarınısağlayan çözümleri olup aşağıdaki

eşitlikler sağlanır,

Θ(0, (ג = 0 , Θx(0, (ג = 1,

Ψ(0, (ג = 1 , Ψx(0, (ג = 0.

Θ(x, (ג ve Ψ(x, ,(ג ג parametresinin tam fonksiyonlarıdır.

ג ∈ R için Θ(x, (ג ve Ψ(x, (ג çözümlerinin Wronskiyeni;

W [Θ(x, ,Ψ(x,(ג [(ג = Θ(x, ,Ψx(x(ג ,Θx(x−(ג ,Ψ(x(ג (ג

olup, üstteki eşitlikte x = 0 alınırsa,

W [Θ(0, ,Ψ(0,(ג [(ג = Θ(0, ,Ψx(0(ג ,Θx(0−(ג ,Ψ(0(ג (ג = −1

elde edilir. Wronskiyen x deği̧skeninden bağımsız olduğundan dolayı

W [Θ(x, ,Ψ(x,(ג [(ג = −1 (3.9)

yazılabilir.

Θ(x, (ג ve Ψ(x, (ג çözümleri

Θ(x, (ג =
sin xג
ג

+

x∫
0

Ç1(x, t)
sin tג
ג

dt, (3.10)

Ψ(x, (ג = cos +xג

x∫
0

Ç2(x, t) cos ,tdtג (3.11)

integral gösterimlerine sahiptir. Burada Ç1(x, t) ve Ç2(x, t) çekirdek fonksiyonları,

q potansiyel fonksiyonu yardımıyla yazılır (Levitan ve Sargsjan 1991).
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3.2 İmpalsif Klein-Gordon s-Dalga Denklemi

L2[0,∞) uzayında %, ζ ∈ R ve %ζ 6= 0 olmak üzere, (3.1) - (3.2) SDP’ni aşağıdaki

impalsif koşullarıile birlikte dikkate alalım.

y(1+) = %y(1−)

y′(1+) = ζy′(1−)

}
(3.12)

Tez boyunca (3.1) - (3.2) sınır değer problemi ve (3.12) impalsif koşulu ile elde edilen

impalsif koşullu sınır değer problemine kısaca SSDP diyeceğiz.

Konuyla İlgili Problem

Bu tezde (3.1) - (3.2) ve (3.12) impalsif koşullu sınır değer probleminin saçılım teorisi

incelenecektir.

Burada, (3.12) sınır değer probleminin impalsif koşulu ve x = 1 noktası impalsif

noktasıdır.

Öncelikle ג ∈ R, daha önce elde ettiğimiz e+(x, ,(ג Θ(x, (ג ve Ψ(x, (ג çözümleri için

SSDP’nin aşağıdaki çözümünü düşünelim.

E+(x, (ג =

 c1Θ(x, (ג + c2Ψ(x, (ג ; x ∈ [0, 1)

e+(x, (ג ; x ∈ (1,∞)
(3.13)

E+(x, (ג çözümünün (3.12) impalsif koşulunu sağlayabilmesi için bu koşullar uygu-

lanarak

e+(1, (ג = %c1Θ(1, (ג + %c2Ψ(1, (ג

ve

e+
′
(1, (ג = ζc1Θ

′
(1, (ג + ζc2Ψ

′
(1, (ג

elde edilen eşitliklerden ve (3.9) eşitliğinden ג ∈ R için, c1 ve c2 katsayılarını

c1 =
%e+

′
(1, ,Ψ(1(ג −(ג ζe+(1, ′Ψ(ג

(1, (ג
%ζ

(3.14)

c2 =
ζΘ

′
(1, ,e+(1(ג −(ג %Θ(1, ,e+′(1(ג (ג

%ζ
(3.15)
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şeklinde buluruz.

(3.14) ve (3.15) eşitliğini (3.13) çözümünde yerine yazar ve sınır koşulu kullanılırsa,

SSDP’nin Jost fonksiyonunun

E+(0, (ג = c2 (ג)

olduğunu elde ederiz.

(3.3) ve (3.13)’ten E+(x, ,(ג reel eksenden üst kompleks yarıdüzleme analitik devam

ettirilebilir. Üstelik ג ∈ C+ için E+(x, (ג Jost çözümünü temsil eder. Bu temsil

sonucunda c2 (ג) fonksiyonu C+’da analitiktir ve reel eksene dek süreklidir.

Şimdi ג ∈ R\{0} için (3.12) impalsif koşullu (3.1) - (3.2) sınır değer probleminin

(SSDP’nin) aşağıda yer alan çözümünü

G+(x, (ג =

 Θ(x, (ג , x ∈ [0, 1),

c3e
+(x, (ג + c4e+(x, (ג , x ∈ (1,∞),

şeklinde ele alalım.

ג ∈ R\{0} için G+(x, (ג çözümünün (3.12) impalsif koşulunu sağlayabilmesi için

impalsif koşulun uygulanmasıyla ve e+(x, ,(ג e+(x, nın’(ג Wronskiyeni olan (3.8)

eşitliğinin kullanılmasıyla c3 ve c4 katsayılarının

c3 =
−%Θ(1, ,e+′(1(ג (ג + ζΘ

′
(1, ,e+(1(ג (ג

2iג
(3.16)

ve

c4 =
−ζe+(1, ′Θ(ג

(1, (ג + %e+
′
(1, ,Θ(1(ג (ג

2iג
(3.17)

şeklinde olmasıgereklidir.

Lemma 3.1 ג ∈ R\{0} içinE+(x, (ג andG+(x, nınWronskiyeni’(ג aşağıdaki gibidir;

W [E+(x, ,(ג G+(x, [(ג =


−2iג
%ζ
c4 , x ∈ [0, 1),

−2iגc4 , x ∈ (1,∞).

İspat. Wronskiyenin tanımından ve yukarıda yer alan sonuçlardan faydalanılarak
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x ∈ [0, 1) için,

W [E+(x, ,(ג G+(x, [(ג = E+(x, G+x(ג (x, −(ג E+x (x, ,G+(x(ג (ג

= (c1Θ(x, (ג + c2Ψ(x, ((ג Θ
′
(x, −(ג

(
c1Θ

′
(x, (ג + c2Ψ

′
(x, (ג

)
Θ(x, (ג

= c1Θ(x, ′Θ(ג
(x, (ג + c2Ψ(x, ′Θ(ג

(x, −(ג c1Θ
′
(x, ,Θ(x(ג −(ג c2Ψ

′
(x, ,Θ(x(ג (ג

= c2Ψ(x, ′Θ(ג
(x, −(ג c2Ψ

′
(x, ,Θ(x(ג (ג = −c2W [Θ(x, ,Ψ(x,(ג [(ג = c2

W [E+(x, ,(ג G+(x, [(ג = c2, x ∈ [0, 1),

x ∈ (1,∞) için,

W [E+(x, ,(ג G+(x, [(ג = E+(x, G+x(ג (x, −(ג E+x (x, ,G+(x(ג (ג

= e+(1, (ג
(
c3e

+′(1, (ג + c4e+
′(1, (ג

)
− e+′(1, (ג

(
c3e

+(1, (ג + c4e+(1, (ג
)

= e+(1, +c3e(ג
′
(1, (ג + e+(1, ,c4e+′(1(ג −(ג e+

′
(1, ,c3e+(1(ג −(ג e+′(1, ,c4e+(1(ג (ג

= c4e
+(1, ,e+′(1(ג −(ג c4e+

′
(1, ,e+(1(ג (ג = c4W [e+(1, ,(ג e+(1, [(ג = c4(−2iג)

⇒ W [E+(x, ,(ג G+(x, [(ג = −2iגc4, x ∈ (1,∞)

elde edilir.

Öte yandan ג ∈ R\{0} için c2 ve c4 katsayılarıarasındaki ili̧ski (3.15) ve (3.17)’den

c4 = − %ζ
2iג

c2

elde şeklinde elde edilir. Lemma ispatlanır.

Teorem 3.1 ג ∈ R\{0} alalım. Bu durumda c2(ג) 6= 0’dır.

İspat. Öyle bir
∼
ג ∈ R\{0} olduğunu varsayalım ki c2(

∼
(ג = 0 olsun.

Bu E+(0,
∼
(ג = 0 olduğu anlamına gelir. (3.15), (3.16) ve (3.17) kullanılarak

c3(
∼
(ג = c4(

∼
(ג = 0 elde edilir. Bu da G+(x,

∼
(ג çözümünün aynışekilde sıfır olduğunu

verir.

Bu durumdaG+(x,
∼
,(ג SSDP probleminin aşikar çözümü olduğundan bu bir çeli̧skidir.

Bu çeli̧skinin sonucu olarak ג ∈ R\{0} için c2(ג) 6= 0 olduğunu söyleriz.

S(ג) :=
E+(0, (ג
E+(0, (ג

, ג ∈ R\{0}
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fonksiyonu, SSDP probleminin saçılım fonksiyonu olarak adlandırılır.

Her ג ∈ R\{0} olmak üzere, E+(x, dan’(ג

S(ג) =
c2
c2

=
%Θ(0, ,e+′(0(ג −(ג ζΘ

′
(0, ,e+(0(ג (ג

%Θ(0, ,e+′(0(ג −(ג ζΘ′(0, ,e+(0(ג (ג
(3.18)

olduğu açıktır.

(3.18)’den

S(0) = lim
0→−ג

S(ג) = 1

elde edilir.

Teorem 3.2 Her ג ∈ R\{0} için saçılım fonksiyonu S(ג) = S−1(ג) eşitliğini sağlar.

İspat. S(ג) :=
E+(0, (ג
E+(0, (ג

= S−1(ג) elde edilir.

ג ∈ C− için, (3.12), (3.1) - (3.2) impalsif koşullu sınır değer probleminin aşağıda yer

alan başka bir çözümünü ele alalım.

E−(x, (ג =

 c5Θ(x, (ג + c6Ψ(x, (ג ; x ∈ [0, 1)

e+(x, (ג ; x ∈ (1,∞)

Önceki katsayıların elde edili̧s yöntemi gibi, E−(x, (ג çözümünün (3.12) impalsif

koşulunu sağlacak şekilde ve impalsif koşulların uygulanmasıyla elde edilen

e+(1, (ג = %c5Θ(1, (ג + %c6Ψ(1, (ג

ve

e+′(1, (ג = ζc5Θ
′
(1, (ג + ζc6Ψ

′
(1, (ג

eşitliklerinden ve (3.9) eşitliğinden yararlanarak c5 ve c6 katsayıları

c5(ג) =
%e+′(1, ,Ψ(1(ג −(ג ζe+(1, ′Ψ(ג

(1, (ג
%ζ

(3.19)
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c6(ג) =
ζΘ

′
(1, ,e+(1(ג −(ג %Θ(1, ,e+′(1(ג (ג

%ζ
(3.20)

şeklinde olmalıdır.

Yargı3.1 Her ג ∈ R\{0} olmak üzere,

c1 (ג) , c2 (ג) , c3 (ג) , c4 (ג) , c5 (ג) ve c6 (ג) katsayılarıiçin aşağıdaki eşitlikleri ya-

zabiliriz.

c1 (ג) = c5 ,(ג)

c2 (ג) =
−2iג
%ζ

c4 (ג) ,

c3 (ג) =
%ζ

2iג
c6 (ג) ,

c2 (ג) = c6 (ג) ,

c1 (ג) c6 −(ג) c2 (ג) c5 (ג) =
2iג
%ζ
.

Her ג ∈ R − {0} için Yargı3.1’den ve Wronskiyen tanımından aşağıdaki eşitlikleri

yazabiliriz:

W [E+(x, ,(ג E−(x, [(ג =


−2iג
%ζ

, x ∈ [0, 1),

−2iג , x ∈ (1,∞),

=


c2
c4

, x ∈ [0, 1),

%ζ
c2
c4

, x ∈ (1,∞),

ve

W [G+(x, ,(ג E−(x, [(ג =

 −c6 , x ∈ [0, 1),

−%ζc6 , x ∈ (1,∞).
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Teorem 3.3 (3.12) impalsif koşullu (3.1) - (3.2) sınır değer probleminin özdeğer-

lerinin kümesi

σd =
{
ג ∈ C+ : c6(ג) = 0

}
∪ ג} ∈ C− : c6(ג) = 0}

ve

σd = ג} ∈ C+ : c2(ג) = 0} ∪
{
ג ∈ C− : c2(ג) = 0

}
biçimindedir.

Teorem 3.3’ten açıktır ki impalsif koşullu sınır değer probleminin özdeğerlerinin nice-

liksel özelliklerini araştırmak için C+ ve C−düzleminde c2(ג) ve c6(ג)’nın sıfırlarının

niceliksel özellikleri üzerinde çalı̧smak gerekir.

Lemma 3.2 Her ג ∈ C+ ve |ג| → ∞ için aşağıdaki asimptotik eşitlikler gerçek-

lenir:

Θ(1, (ג =
e−iג

ג
[
i

2
+ o(1)],

Θ
′
(1, (ג = e−iג[

1

2
+O(

1

ג
)],

Ψ(1, (ג = e−iג[
1

2
+ o(1)],

Ψ
′
(1, (ג = −]גe−iג i

2
+O(

1

ג
)].

İspat. (3.10)’da verilen

Θ(x, (ג =
sin xג
ג

+

x∫
0

A(x, t)
sin tג
ג

dt

eşitliğinde x = 1 alınırak

Θ(1, (ג =
sin ג
ג

+

1∫
0

A(1, t)
sin tג
ג

dt

bulunur. Bu eşitlikte
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sin ג =
eiג − e−iג

2i
(3.21)

ifadesi kullanılırsa

Θ(1, (ג =
eiג − e−iג

2iג
+

1∫
0

A(1, t)(
eiגt − e−iגt

2iג
)dt

çıkar. Buradan

Θ(1, (ג +
e−iג

2iג
=
eiג − e−iג

2iג
+
e−iג

2iג
+

1∫
0

A(1, t)(
eiגt − e−iגt

2iג
)dt

=
eiג

2iג
+

1∫
0

A(1, t)(
eiגt − e−iגt

2iג
)dt

elde edilen eşitlikte gerekli i̧slemler yapılırsa

(
Θ(1, −(ג ie−iג

ג2

)
גeiג =

 eiג
2iג

+

1∫
0

A(1, t)(
eiגt − e−iגt

2iג
)dt

 גeiג

=
eiג

2i
+

1∫
0

A(1, t)(
eiג(t+1) − eiג(1−t)

2i
)dt (3.22)

eşitliği elde edilir. Her ג ∈ C+, |ג| → ∞ için

eiג

2i
= o(1) (3.23)

olur.

|A(1, t)| ≤ N1,

1∫
0

A(1, t)(
eiג(t+1) − eiג(1−t)

2i
)dt = o(1) , ג ∈ C+ ve |ג| → ∞ (3.24)

bulunr. (3.22), (3.23) ve (3.24) eşitliklerinden

Θ(1, (ג =
e−iג

ג
[
i

2
+ o(1)], ג ∈ C+ ve |ג| → ∞ (3.25)

asimptotik eşitliği yazılır.
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(3.11)’de verilen

Ψ(x, (ג = cos +xג

x∫
0

B(x, t) cos tdtג

eşitlikte x = 1 alınırsa,

Ψ(1, (ג = cos +ג

1∫
0

B(1, t) cos tdtג

bulunur.

cos ג =
eiג + e−iג

2
(3.26)

eşitliği kullanılarak,

Ψ(1, (ג =
eiג + e−iג

2
+

1∫
0

B(1, t)(
eiגt + e−iגt

2
)dt

eşitliği gösterilir. Buradan,

Ψ(1, −(ג e−iג

2
=
eiג + e−iג

2
− e−iג

2
+

1∫
0

B(1, t)(
eiגt + e−iגt

2
)dt

=
eiג

2
+

1∫
0

B(1, t)(
eiגt + e−iגt

2
)dt

yazılır. Son eşitlikte gerekli i̧slemler yapılarak

(Ψ(1, −(ג e−iג

2
)eiג = [

eiג

2
+

1∫
0

B(1, t)(
eiגt + e−iגt

2
)dt]eiג

=
e2iג

2
+

1∫
0

B(1, t)(
eiג(t+1) + e−iג(t−1)

2
)dt (3.27)

eşitliği elde edilir.

|B(1, t)| ≤ N2,

1∫
0

B(1, t)(
eiג(t+1) + e−iג(t−1)

2
)dt = o(1), ג ∈ C+ ve |ג| → ∞ (3.28)

23



eşitliği yazılır. (3.23), (3.27) ve (3.28) eşitlikleri kullanılarak

Her ג ∈ C+, |ג| → ∞ için,

Ψ(1, (ג = e−iג[
1

2
+ o(1)] (3.29)

asimptotik eşitliği elde edilir.

(3.10) ifadesinin x’e göre türevi alınır ve x yerine 1 yazılırsa

Θ
′
(1, (ג = cos +ג A(1, 1)

sin ג
ג

+

1∫
0

Ax(1, t)
sin tג
ג

dt

eşitliği bulunur. (3.21) ve (3.26) eşitliklerinden faydalanılarak

Θ
′
(1, (ג =

eiג + e−iג

2
+ A(1, 1)(

eiג − e−iג
2iג

) +

1∫
0

Ax(1, t)(
eiגt − e−iגt

2iג
)dt

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikten

Θ
′
(1, גei(ג =

e2iג + 1

2
+

1

ג
[A(1, 1)(

e2iג − 1

2i
) +

1∫
0

Ax(1, t)(
eiג(t+1) − eiג(1−t)

2i
)dt]

ve

Θ
′
(1, גei(ג − 1

2
=
e2iג

2
+

1

ג
[A(1, 1)(

e2iג − 1

2i
) +

1∫
0

Ax(1, t)(
eiג(t+1) − eiג(1−t)

2i
)dt]

yazılır.

Her ג ∈ C+, |ג| → ∞ için

A(1, 1)(
e2iג − 1

2i
) = O(1) (3.30)

asimptotik eşitliği elde edilir.

|Ax(1, t)| ≤ N3

ג ∈ C+, |ג| → ∞ için

1∫
0

Ax(1, t)(
eiג(t+1) − eiג(1−t)

2i
)dt = o(1) (3.31)
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yazılır. (3.23), (3.30) ve (3.31) eşitliklerinden faydalanılarak

ג ∈ C+, |ג| → ∞ için

e2iג

2
+

1

ג
[A(1, 1)(

e2iג − 1

2i
) +

1∫
0

Ax(1, t)(
eiג(t+1) − eiג(1−t)

2i
)dt] = O(

1

ג
)

çıkar. ג ∈ C+, |ג| → ∞ için

Θ
′
(1, (ג = e−iג[

1

2
+O(

1

ג
)] (3.32)

asimptotik eşitliği bulunur.

(3.11)’de yer alan ifadenin x’e göre türevi alınır ve x yerine 1 yazılırsa;

Ψ
′
(1, (ג = ג− sin ,B(1+ג 1) cos +ג

1∫
0

Bx(1, t) cos tdtג

elde edilir. Burada (3.21) ve (3.26) eşitliklerinden yararlanarak

Ψ
′
(1, (ג = e)ג−

iג − e−iג
2i

) +B(1, 1)(
eiג + e−iג

2
) +

1∫
0

Bx(1, t)(
eiגt + e−iגt

2
)dt

eşitliği yazılır. Gerekli i̧slemler yapılırsa

Ψ
′
(1, (ג

eiλ

ג
=

1− e2iג
2i

+
1

ג

B(1, 1)(
e2iג + 1

2
) +

1∫
0

Bx(1, t)(
eiג(t+1) + eiג(1−t)

2
)dt


elde edilir. Buradan

Ψ
′
(1, (ג

eiג

ג
− 1

2i
= −e

2iג

2i
+

1

ג

B(1, 1)(
e2iג + 1

2
) +

1∫
0

Bx(1, t)(
eiג(t+1) + eiג(1−t)

2
)dt


bulunur. Her ג ∈ C+, |ג| → ∞ için

B(1, 1)(
e2iג + 1

2
) = O(1) (3.33)

elde edilir.

|Bx(1, t)| ≤ N4 olduğundan, ג ∈ C+, |ג| → ∞ için
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1∫
0

Bx(1, t)(
eiג(t+1) + eiג(1−t)

2i
)dt = o(1) (3.34)

bulunur.

(3.23), (3.33) ve (3.34) eşitliklerinden ג ∈ C+, |ג| → ∞ için

Ψ
′
(1, (ג = −]גe−iג i

2
+O(

1

ג
)] (3.35)

asimptotik eşitliği yazılır.

Teorem 3.4 (3.3) koşulu altında (3.12) impalsif koşullu (3.1) - (3.2) sınır değer

probleminin c2(ג) katsayısıaşağıdaki asimptotik eşitliği sağlar.

c2 (ג) = B

(
%+ ζ

%ζ

)
+O(

1

ג
), ג ∈ C+, |ג| → ∞.

İspat. (3.5), (3.6), (3.25) ve (3.32) asimptotik eşitlikleri

Θ(1, (ג =
e−iג

ג
[
i

2
+ o(1)],

Θ
′
(1, (ג = e−iג[

1

2
+O(

1

ג
)],

e+(x, (ג = eiגx[1 + o(1)],

e+
′
(x, (ג = eiגx[iג+ o(1)],

c2’de yerlerine yazılırsa

c2 =
ζΘ

′
(1, ,e+(1(ג −(ג %Θ(1, ,e+′(1(ג (ג

%ζ

=

e−iג
[

1

2
+O(

1

ג
)

]
eiג [1 + o(1)]

%
−

e−iג

ג

[
i

2
+ o(1)

]
eiג [iג+ o(1)]

ζ

bulunur. Buradan
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c2 (ג) = B

(
%+ ζ

%ζ

)
+O(

1

ג
), ג ∈ C+, |ג| → ∞

sonucuna ulaşılır. Burada B 6= 0 bir sabittir. Ayrıca ג ∈ C− ve |ג| → ∞ olduğunda

c2(ג) için de benzer asimptotik eşitliği elde edebiliriz.

Örnek 3.1 : 0 ≤ x <∞ için aşağıda yer alan problemi ele alalım.

 y
′′

+ −ג] q(x)]2y = 0

y(0) = 0,
(3.36)

q(x) =

 1 ; x ∈ [0, 1)

0 ; x ∈ (1,∞).
(3.37)

(3.36)-(3.37) sınır değer probleminin y
′′

+ (1− 2y(ג = 0 ; x ∈ [0, 1)

y
′′

+ 2yג = 0 ; x ∈ (1,∞)
(3.38)

y(0) = 0 (3.39)

sınır koşulu olmak üzere %, ζ ∈ R ve %ζ 6= 0 için

y(1+) = %y(1−)

y
′
(1+) = ζy

′
(1−),

(3.40)

impalsif koşulu ile oluşturulan problemin, x ∈ [0, 1) için Klein-Gordon s-dalga

denklemi, x ∈ (1,∞) için Sturm-Liouville sınır değer problemi olacağı kolaylıkla

görülebilir.

Bu problemde e+(x, ,(ג Θ(x, (ג ve Ψ(x, (ג ifadeleri için

e+(x, (ג = eiגx,

Θ(x, (ג =
sin(ג− 1)x

−ג 1
,

ve

Ψ(x, (ג = cos(ג− 1)x
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eşitlikleri elde edilir. Bu sonuçlarıkullanarak (3.38)-(3.40) sınır değer probleminin

Jost çözümünü,

m(ג) = eiג
(

cos(ג− 1)

%
− iגsin(ג− 1)

ζ(ג− 1)

)
ve

n(ג) = eiג
(
iג cos(ג− 1)

ζ
+

−ג) 1) sin(ג− 1)

%

)
olmak üzere,

E+(x, (ג =

 m(ג) cos(ג− 1)x+ n(ג)
sin(ג− 1)x

−ג 1
, x ∈ [0, 1),

eiגx , x ∈ (1,∞),

olarak yazarız.

(3.38)-(3.40)’nin Jost çözümünün tanımından vem(ג), n(ג)’dan (3.38)-(3.40)’ın Jost

fonksiyonu ve saçılım fonksiyonu sırasıyla

E+(0, (ג = eiג
(

cos(ג− 1)

%
− iגsin(ג− 1)

ζ(ג− 1)

)
, ג ∈ C+,

ve

S(ג) = e−2iג


cos(ג− 1)

%
+ iג

sin(ג− 1)

ζ(ג− 1)

cos(ג− 1)

%
− iגsin(ג− 1)

ζ(ג− 1)

 , ג ∈ R\{0},

olarak bulunur. Şimdi Teorem 3.3’ü kullanarak (3.38)’in özdeğerler kümesini yaza-

lım:

σd =
{
ג ∈ C+ : E+(0, (ג = 0

}
∪
{
ג ∈ C− : E+(0, (ג = 0

}
.

Bu problemin özdeğerler kümesini elde etmek için E+(0, nın’(ג sıfırlarınıbulmak ve

elde edilen özdeğerlerin eşlenik değerlerini dikkate almak gerekir.

Eğer

E+(0, (ג = 0

ise

eiג
(

cos(ג− 1)

%
− iגsin(ג− 1)

ζ(ג− 1)

)
= 0

eşitliği yazılır. Bu eşitlikte

κ =
ζ(ג− 1)

ג%
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alınırsa

kג = − i
2

ln

∣∣∣∣1 + κ
1− κ

∣∣∣∣+
1

2
Arg

∣∣∣∣1 + κ
1− κ

∣∣∣∣+ 1 + kπ, k ∈ Z,

elde edilir. Son eşitlik κ sayısına göre incelenirse;

Durum 1: 0 < κ < 1 için,

kג = − i
2

ln

(
1 + κ
1− κ

)
+ 1 + kπ, k ∈ Z,

buluruz. kג ∈ C− := ג} ∈ C : Im ג < 0} olduğundan bu durumda (3.38)-(3.40)’ın

özdeğerleri yoktur ve kג problemin özdeğerleri değildir. Çünkü bu değerler ג ∈ C−
olduğunda E+(0, (ג = 0’ın sıfırlarıdeğildir.

Durum 2: 1 < κ <∞ için,

kג = − i
2

ln

∣∣∣∣1 + κ
1− κ

∣∣∣∣+ 1 +

(
k +

1

2

)
π, k ∈ Z,

elde ederiz. Durum 1’deki gibi kג ∈ C− ’dir ve (3.38)-(3.40)’ın özdeğerleri yoktur.

Durum 3: κ ∈ (−1, 0) için,

kג =
i

2
ln

(
1− κ
1 + κ

)
+ 1 + kπ, k ∈ Z,

elde edilir. Burada kג ∈ C+’dır ve kג (3.38)-(3.40) sınır değer probleminin özdeğer-

leridir. Üstelik kג ∈ C− ’dir, E+(0, (ג = 0’ın sıfırlarıdır. Bu problem için σd’nin

tanımınıkullanarak kג ∈ C−, k ∈ Z, (3.38)-(3.40) sınır değer probleminin özdeğer-

leri olur.

Durum 4: κ ∈ (−∞,−1) için,

kג =
i

2
ln

∣∣∣∣1− κ1 + κ

∣∣∣∣+ 1 +

(
k +

1

2

)
π, k ∈ Z,

elde ederiz ve Durum 3’tekine benzer şekilde kג sayılarık ∈ Z ve kג (3.38)-(3.40)’ın

özdeğerleridir.

Yapılan bu çalı̧sma "Turkish Journal of Mathematics" dergisinde yayımlanmı̧stır

(Taş vd. 2023).
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu çalı̧smada, diferensiyel denklemler teorisi ve uygulamalımatematiğin önemli bir

diferensiyel denklemi olan Klein-Gordon denkleminin, yarım eksende, impalsif koşul

ve bir sınır koşulu altında ele alınarak oluşturulan sınır değer probleminin spektral

özellikleri ve saçılım fonksiyonu incelendi. Bu problemin saçılım fonksiyonu, Jost

fonksiyonu ve Jost çözümü verildi. Bu temel çözümler kullanılarak saçılım fonksi-

yonu ve bu fonksiyonun temel özellikleri elde edildi. Bunların yanı sıra impalsif

problemin Jost çözümünün katsayılarına ili̧skin Jost fonksiyonu için asimptotik bir

denklem verildi ve ilgili problemin özdeğerler kümesi belirlendi. Bir örnekle elde

edilen sonuçlar gösterildi.

Bu çalı̧sma, impalsif Klein-Gordon s-dalga denkleminin Jost çözümünü, Jost fonksi-

yonunu ve saçılım fonksiyonunu inceleyen ilk çalı̧smadır. Ayrıca çalı̧smamız impalsif

Klein-Gordon s-dalga denkleminin bazıspektral özelliklerini de içermektedir.

Bu çalı̧smanın matematikçilere yeni bir alan açacağınıve uygulamalımatematikte

birçok farklı alana temel oluşturacağını umuyoruz. Çalı̧smamızda elde ettiğimiz

sonuçları, farklıyöntemler kullanarak, potansiyel fonksiyonun farklıözellikleri açısın-

dan geni̧sletmek mümkündür.
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