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Dart boliimden olugan bu ¢aligmada ilk boliim girig i¢in aynldi.

Ikinci bslimde temel kavramlara yer verildi.

Ugiincii boltimde, irtibatlh, lokal egrisel irtibatli bir topolojik uzay tizerinde
Yiksek Homotopi gruplaninin H; demeti tegkil edilerek baz: karakterizasyonlar:
olugturuldu ve "Genellegtirilmis Whitney Toplami" tarifi verilerek gosterildi ki
H*:Hnlfa Hp,®...®H;, demeti Hy xHpyx...xHp, demetine izomorftur.

Dordtincii boltimde, H, nin regiiler ve abelyen bir ortii uzay: oldugu
ispatland1. Herhangibir H}; CH, grup altdemeti igin Qu;, bolim demeti tegkil

edilerek bu boliim demetinin abelyen gruplann bir demeti olarak regiiler bir orti
uzayi oldugu gosterildi.
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Whitney Toplamu, Abelyen gruplarm demeti, Regiiler 6rtii uzayi,
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This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the
introduction.

In the second chapter, fundamental concepts are included.

In the third chapter, constructing the sheaf H, of higher homotopy groups
on a connected and locally path connected topological space, its some

characterizations are examined and defining "The Generalized Whitney Sum" show
that the sheaf H'=H, ®H,,®...®H, is isomorphic to the sheaf

HnIXan"» ..xHp, .

Finally in the fourth chapter, we prove that H; is a regular and abelian
covering space. Constructing the Quotient sheaf QH'n for any subsheaf of group

H},CH, , it is shown that Qu, is a regular covering space as a sheaf of abelian

groups.

KEY WORDS: The sheal H,, of higher homotopy groups, Section, Generalized Whitney Sum,

Sheaf of abelian groups, Regular covering space, Abelian covering space,
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BOLUM 1
GiRiS

Esas grup (veya 1- boyutlu homotopi grubu) cebirsel topolojide Snemli bir
kavram olup, topolojik uzaylara ait ¢ziimii zor olan topolojik problemler icin daha kolay
bir ¢iziim yolu bulunabilmesinde ve mukabil cebirsel problemlerde dnemli bir aractir.
Balci (1982) demet kavramini da gézontine alarak Esas gruplarint demetini tegkil etmig ve
Esas grubun cebirsel topolojide yiklendigi roliin bu demet tarafindan da
ytiklenebilecegini gostermistir. Ayrica Esas grup yardimiyla tegkili miimkiin olmayan
kargit problemlerin ¢bzitmiine yer vermigtir (Balci 1983). Yine, Balci (1988) Esas
gruplann demetinin ortti uzaylarmi tamamen belirttifini gstermigtir. Canbolat (1982) ise
Yiiksek Homotopi gruplarinin demetini teskil etmis ve tek yonlii bazi karakterizasyonlar
vermigtir.

Caligmamuzin ikinci boliimii iki kisma aynimis olup, difier boliimler igin temel
olugturmaktadir. Birinci kisimda Esas grup'a ikinci kisimda ise Yiiksek Homotopi
grubuna ait konumuzla ilgili tarif ve teoremler verilmigtir.

Ugtincii boliimde, ¢nce demet kavrami tizerinde durularak Ytiksek Homotopi
gruplannin demetinin Abelyen gruplarin bir demeti oldufu gosterilmis ve gift yonli

karakterizasyonlar verilmigtir. Daha sonra i=1,2,...,n olmak iizere irtibath, lokal egrisel
itibath X topolojik uzaylan iizerinde Yiksek Homotopi grublannin Hy, demetleri

dikkate almarak  "Genpellegtiriimis Whitney Toplami" tarif edilmis ve
H*=Hp, ®Hy,®...®H,, demetinin  Hp xHpyx...xHp, demetine izomorf oldugu

gosterilmigtir.
Dordiincii boltimde, X irtibatly, lokal egrisel irtibatli bir topolojik uzay (veya bir

Riemann yiizeyi) olmak iizere Hy nin X {izerinde Regiiler rtii uzay: oldufu ispatlanarak,
herbangi H;CH, grup altdemeti igin QH;, boliim demeti tegkil edilmig ve bu boliim

demetinin X iizerinde Abelyen gruplann bir demeti oldugu gosterilmigtir. Aynica Hy nin

*
grup aldemetlerinin Whitney toplami tarif edilerek Hx sapmnm (Hp), x (H2), x...x(HD),
sapina izomorf oldugu belirlenmigtir. Burada i=1,2,...,n olmak tizere H‘ll ler X tizerinde
Hp demetinin grup altdemetleridir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Esas Grup

Tarif 2.1.1. X bir topolojik uzay, 1=[0,1]={x:0<x<1} birim kapali arali1 olsun.
Bu taktirde bir o:I->X siirekli tasvirine egri denir. a(o) noktasina egrinin baglangig,
a(1) noktasina egrinin bitim noktas: denir.

a egrisinin inversi diye de a'l:I—>X, oyleki a'l(x)=a(1-x), tasvirine denir.

Teorem 2.1.1.X,Y topolojik uzaylar, A, BCX kapal altuzaylar ve X=AUB olsun.
Sayet LA—Y ve gB—Y, | \ng=8| anp sartm saglayan siirekli tasvirler ise bu
taktirde h | ,=f, h | g=g olacak gekilde siirekli bir h:X—Y tasviri vardir.

ispat. PCX bir altciimle ve Pj=PNA, P,=PNB olsun. Bu taktirde P=P;UP, ve
dolayistyla h(P)=h(P;)Uh(P,) dir. Buradan h(P)=h(P;)Uh(P,) dir. Simdi xEP; bir
nokta olsun. Bu durumda X i ihtiva eden herbir agik ciimle, P; e ait bir nokta ihtiva
eder, ve dolayisiyla A ya ait bir nokta ihtiva eder. O halde XEA dir. A kapali
oldufundan xEA dir. Boylece P,CA dir. Buradan h( -P.‘1)=f( Py) dir. Aym sekilde
132CB ve h( ?2)=g( 1—32) dir. Fakat { ve g siirekli olduklarindan f( -131)Cf'-(_ﬁ5 ve
g( ]32)C é(-P?) dir. Dolayisiyla

h(P)=h( P;)Uh( P)
=f(Py)Ug(P2)
Cf(Py)Ug(P2)
=h(P1)Uh(P2)

=h(P; UP7)



=h(P)

dir. Boylece h(P)Ch(P) dir. Bu ise h tasvirinin stirekli oldugunu gosterir.

Tarif 2.1.2. o,B:1—=X a(1)=p(0) sartim saglayan egriler olsun. Bu taktirde

a(2x) . Osxs%—-

¥(x)=
B(2x-1) . %— <xx1

seklinde tarif edilen y:I-+X tasviri, Teorem 2.1.1 den dolay: siireklidir. Dolayisiyla ¥,
X de bir egri tarif eder. Bu efriye a ve f egrilerinin ¢arpimu denir ve y=af seklinde
gosterilir.

Tarif 2.1.3. a sabit bir tasvir, yani a(I) X de birtek noktadan ibaret ise, o efrisine

"siftr egri" denir.

Tarif 2.1.4. a efrisi a(o)=a(1) sarim saghyorsa bu taktirde o ya bir "kapal1 egri"

denir.

Tarif 2.1.5. o,B:1—X iki egri olsun. Sayet F(x,0)=a, F(x,1)=B sartim saglayan
stirekli bir F=F(x,t):IxJ—>X tasviri varsa o, ya homotoptur denir ve a~f ile
gosterilir.

F tasvirine de a dan § ya homotopi denir.

Tarif 1.1.6. a,B:I—X, a(o)=p(0) ve a(1)=p(1) sartlanm saflayan egriler olsun.
Sayet a ve 8, I nin (0,1) altciimlesine nazaran homotop iseler a~frel(0,1) denir.

X bir topolojik uzay ve x E£X keyfi saibt bir nokta olsun X de x, da baglayip
X, da biten biitiin kapah egrilerin climlesini gozoniine alalm. x, a efriler igin taban
nokta, efrilere de X, da egriler denir. $imdi a, X da herhangi bir kapal1 egri olsun. x_
da a ya homotop biitiin kapal1 egrilerin ciimlesini [a] homotbpi sinifi ile, bu homotopi
simiflarinin ctimlesini de

T (X x )={la] | a:I=X, x da kapah egri }



ile gosterelim. Bu climle tizerinde {a], {B] gibi iki homotopi simufinn garpimi
[a].[fl=[a.B]

seklinde tarif edilir. Bu ¢arpim iyi tariflidir. Gergekten a~y ve f~d ise af~yd olup
fal.[Bl=[a.Bl=[y.0 ]

dir (Balc 1982).

Gosterilebilir ki yukarida tarif edilen iglemle birlikte TT ;(X,x ) bir grup tegkil
eder. Bu gruba X topolojik uzaymin x, noktasindaki "Esas Grubu" denir (Balci
1982).

Dikkat edilmelidir ki, egrisel irtibath bir topolojik uzaymn esas grubu taban
noktasina bagli degiildir. Taban nokta defistikce esas grup da defigir. Simdi bunu
ifade eden teoremi verelim.

Teorem 2.1.2. X efrisel irtibathi bir topolojik uzay, x, ve x;, X de farkh iki nokta
olsun. Bu taktirde

T (XX )sTT ((X,%))

dir (Balci 1982).

Simdi de farkli topolojik uzaylarin esas gruplan arasindaki iligkiyi veren
agafidaki teoremi ifade ediyoruz.

Teorem 2.1.3. X, X, iki topolojik uzay, x ,€X, keyfi sabit bir nokta ve f:X —X,;
de siirekli bir tasvir olsun. Bu taktirde bir

homomorfizmi vardir (Ulugay 1978).

Bu teoremi gozintine alarak sdyleyebiliriz ki; her noktali topolojik uzaya, bu
uzaym esas grubunu ve her f:X —»X, siirekli tasvirine de T (X ,x)—>
Tt (X,x=f(x)) homomorfizmini kargilik getirmek sartiyla noktal topolojik uzaylar
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ve strekli tasvirleri kategorisinden, gruplar ve homomorfizmleri kategorisine bir
funktor (kovaryant funktor) vardir (Ulugay 1978).

Teorem 2.1.4. X ,X, iki topolojik uzay, x €X  keyfi sabit bir nokta ve f:X —X,

bir homeomorfizm olsun. Bu taktirde

£*: 0 (X Xo)—>TT (X 1,X=(x,))

tasviri bir izomorfizmdir (Ulugay 1978).

2.2. Yiiksek Homotopi Grubu

Bundan 6nceki kisimda bir X topolojik uzaymnin x, noktasindaki Esas grubunu
tegkil etmig ve T (X,x,) ile gostermigtik. Bu notasyondaki 1 indeksi R-Euclid
uzaymm' bir pargast olan I=[0,1] birim kapal1 aralifmin boyutunu ifade etmektedir.
Sayet I yerine R" Euclid uzaymn bir pargast olan [, birim kiibii gdzoniine alinirsa
Esas grup kavrami n-boyuta genellestirilebilir. Ancak bu genellegtirmede n>1
durumunda Esas grup ifadesi yerine Yiiksek veya n-boyutlu Homotopi grubu ifadesi
kullamimaktadir. Dolayisiyla Esas gruba 1-boyutlu Homotopi grubu da denilir.

X=(X X5+ +5Xp)s R"de herhangibir nokta ise

I ={x€R™ 0=x;x1, i=1,2,...,n} dir. 1 deki topoloji

1/2

||x||=|{ 2 x?)
\ia1
olmak tizere
d(x,y)=lix-yll
metrigi ile tespit edilen topolojidir. [ nin siun

i={x€l;: [ | x;(1-x)=0}

iml



climlesidir.
Tarif 2.2.1. X bir topologjik wuzay, X, X sabit bir nokta ve
a,B:1,—X 5 a(l )=B(I,)=x, herhangi iki siirekli tasvir olsun. $ayet
i) F(x,0)=a, F(x,)=p
i) F(I xJ)=x
sartlarmi saglayan bir F=F(x,t):I, xJ—X siirekli tasviri varsa, bu takdirde a,, [ ye gore

B ya homotoptur denir ve a~p rel. 1, ile gosterilir.

Tarif 2.2.2. X bir topolojik uzay ve a,8:1, —~X3a(i )=p(i,)=x, herhangi iki surekli

tasvir olsun.

a(2X},X5,...,Xp,) . 0= X< :12—

’Y:
<x=1

[\)I [

B(2x,-1,X5,...,X,)

seklinde tarif cdilen y:I,—X tasviri siirekli olup y(i )=x dir. n=1 durumunda y, a ve
P egrilerinin carpimdir. n>1 igin y tasvirine « ve P tasvirlerinin ¢arpumi denir ve y=af§

ile gosterilir.

Teorem 2.2.1. ~rel.i, bagintisi bir egdegerlik bagintisidir (Ulugay 1978).
Simdi, Yiiksek Homotopi grubunun tegkilinde istifade edecefimiz agafidaki

lemmalar1 veriyoruz.

Lemma 2.2.1. X bir topolojik uzay, x,EX sabit bir nokta ve a,B,y,0:0,—>X >
a(l,)=B(y)=y(1)=d()=x, stirekli tasvirler olsun. Efer a~p rel.i; ve y~d rel.l_ ise
bu taktirde ay~Bd rel.i dir.

ispat.

a~p rel.i, = IF=F(x,t):I_xJ—>X stirekli, ve F(x,0)=a,

F(x,1)=8, F(ix))=x,.
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y~d rel.I, = 3G=G(x,t):I xJ—>X siirekli, ve G(x,0)=y,
G(x,1)=3, G(I x))=x,,
dir. §imdi bir H:I xJ—X tasvirini agafidaki gekilde tarif edelim:

F((2XI,XZ,...,XH),':) . OSXIS;‘_'
H=H(x,t)=
O(@Ky-Lgpe X t) - 7= SXyS 1

H tasviri Teorem 2.1.1 den dolay: siireklidir. Ustelik,

1
F((2xy,%5,...,X,) ,0) . O< X1<5
H(x,0)=
G((2x4-1,Xy,...,X;),0) . %— sx=1
1
a(2X1,Xp,-- -, Xp) . O=< XS5
) 1
Y(2x-1,Xp,...,X)) - 5 Sx=1
=y
ve
[ F(2 1 0 L
((2x[ X0y, 1) . 0sSx=3
H(x,1)=4
{ G((ZXI-I,XZ,...,xn),l) . %‘ SXISI
[ B(2X [, X5, .., Xp) . Osxs1
6(2x1-1,x2,...,xn) . '2"' < Xls 1
:ﬁb
dir. Diger taraftan

H(i xJ)=x,



dir. Dolayisiyla ay~Bd rel.1 dir.

. Lemma 2.2.2. X bir topolojik uzay, x, X sabit bir nokia ve
a,B,yv:I, =X 3 a ()= )=y(i)=x, herhangi siirekli tasvirler olsun. Bu taktirde

(aB)yy~a(By) rel.i dir.

Ispat. F=F(x,t):l xJ—X tasviri agafidaki gekilde tarif edilmig olsun.

4x 1+t
[ a(d XXy 0% X8 ~7—
1+t 2+t
Fix,ty=4d BEx1-L Xp0%p) - S%STg
4(1-xy) 241t
y(1-———15 x,,...,x) 5 sxsl
L 2-1t
F tasviri Teorem 2.1.1 den dolayi stireklidir. Ustelik,
= 1
a(4xl,x2,...,xn) O0x X< T
1 1
F(X,O):ﬁ B(4X1—1 9 Xz,...,xn) . Z‘ s XIS Q"‘
2X4-1 1 1
L Y( xl' ,X2,...,xn) . '2— < XIS
=(af)y
ve
[ a(2Xy,Xg,...,%p) 0=<x;s —;—-
1 3
F(x,1)=4 [3(4x1-2,x2,...,xn) 5 SXsS7
4x.-3 3 1
L Y( xl- ax2r”’xn) 4 < Xls

=a(By).

Diger taraftan



F(I xJ)=x,, .

Dolaysiyla (af)y~o(By)rel.iy dir.
Lemma 2.2.3. X bir topolojik uzay, X €X sabit bir nokta, .l >X 3 a (I )=x,
sitrekli tasvir ve B:I =X, x €X de sifir tasvir, yani B(I)=x, olsun. Bu taktirde

af~o rel.i dir. Aym gekilde y, x, da sifir tasvir ise ya~o rel.L dir.

Ispat. F=F(x,1):1 xJ—X tasviri agagidaki gekilde tarif edilmig olsun:

2x 1+t
a(ﬁ{-,xz,...,xn) : 0sx;s—
F(x,t)= et
+
adl )=B(X},Xs, ..., Xy) . 5 <x=1

Bu tasvir Teorem 2.1.1 den dolay: stireklidir. Ustelik ,

a(2x1,x2,...,xn) ; 0=<x=< é—
F(x,0)= |
a(l )=P(x{,Xp, ..., X)) . 7S XS 1
:aﬁ
ve
(X1,Xs,-- -, Xpy) . O=sxx1
F(x,1)=
a(l,) .ox=1
=a
dir. Diger taraftan
F(i xJ)=x,

dir. Dolaystyla a.f~a rel.I, dir.
Benzer sekilde yo~a rel.1 dir.
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Lemma 2.2.4. X bir topolojik uzay, x €X sabit bir nokia, a:I, >X 3 a (I )=x,

stirekli bir tasvir olsun. Bu taktirde oo™ ve a”la sifir tasvire homotopturlar.

Ispat. F=F(x,t):I xJ—X tasviri agafidaki gekilde tanf edilmis olsun:
1
a(2x1(1-t),x2,...,xn) . 0=<xy< 5

F(x,t)=
a@UANAVXpeeXy) - SXS

Bu tasvir Teorem 2.1.1 den dolay: siireklidir, tistelik |

a(2X(,Xp,---,Xp) . O=sx< -;:—
F(x,0)=

(2(1-x1),Xg,..-,Xy) . %—s X< 1

—a.a’!
ve
1

0(0,Xp, .-, X) . 0=<x< 5
F(x,1)= |

a(0,Xy,.--,X) . 5—5 x<1

1

dir. Dolayisiyla oo™, resmi x, olan sifir tasvire homotoptur. Benzer gekilde

gosterilebilir ki alo da, resmi X olan stfir tasvire homotoptur.

$imdi, X bir topolojik uzay, x EX keyfi sabit bir nokia olmak iizere a(i)=x,
sarim saflayan ol =X siirekli tasvirlerini gozoniine alalim. ~rel.i, bafntist bir
egdegerlik bagintisi olup a siirekli tasvirlerini aynk esdegerlik simflarina ayinr. Bu
aynik egdegerlik smiflara homotopi siiflan rel.l; denilir ve [«] ile gosterilir. Bu
esdegerlik simflannin ciimlesini de TU (X,x) ile gosterelim. TU (X,x) izerinde
agagidaki gekilde bir iglem tarif ediyoruz: Herhangi [a], [BIETT (X,X,) igin,
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[o].[Bl=lo.B]

olsun. Kolaylikla gosterilebilir ki bu iglem iyi tariflidir.

Teorem 2.2.2. (TT (X,X),s) bir gruptur.

iIspat. Bu ikilinin grup oldugu Lemma 2.2.1, Lemma 2.2.2, Lemma 2.2.3 ve Lemma

2.2.4 iin bir direkt neticesidir.
Bu gekilde elde edilen TU (XX ) grubuna X topolojik uzaymnin x,, noktasindaki

n boyutlu homotopi grubu veya n. mertebeden Yiiksek Homotopi grubu denir. n=1
igin TT {(X,x,) bildigimiz Esas gruptur. Sunu da belirtelim ki n>1 igin T (X,X )

yiiksek homotopi grubu komiitatiftir (Hilton 1961).

Simdi yiiksek homotopi grubu igin karakterizasyonlar mahiyetinde olan
agagidaki teoremleri veriyoruz.

Teorem 2.2.3.X egrisel irtibath bir topolojik uzay ve X ,x;EX herhaﬁgi iki nokta
olsun. Bu taktirde

T (X,X)=TE (X, X,)

dir (Hilton 1961).
Dikkat edilmelidir ki, egrisel irtibatl1 uzaylar igin yiiksek homotopi grubu taban
noktaya bagli degildir.

Teorem 2.2.4. (X,x.), (Y,y,) noktali topolojik uzaylar ve TT (X,x), TU (Y,y,) bu
uzaylarin yiiksek mertebeden homotopi gruplari olsun. Bu durumda

TU (KXY, X xy o) =TT (XX )BT (Y.y,)

dir.

ispat. P,, Py XxY nin sirasi ile X ve Y tizerine izdiigiim tasvirleri olsun. Yani,
fEL(XXY, X xy,) igin P,ofEL(X,X ) ve PyofEL(Y ,¥) olsun.

Simdi  bir @I (XY, X xy )T (X,x )®T (Y,y,) tasvirini  her
[fIETT (XxY X xy,) i¢in
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@([f1)=([P,of], [Pyofl)

seklinde tarif edelim. Bu tasvir iyi tariflidir. Gergekten f €[f] ise {~f rel x xy, dir.
Dolayistyla bir

F=F(x,t):I xJ—>XxY
homotopisi vardir Oyleki
F(x,0)=f, F(x,1)=f ve F(l xJ)=x xy,

dir.

PoF: L xJ—>X tasvirini gozoniine alalim. Buna gore (P,oF)(x,0)=Pyof,,
(PoF)(x,1)=Pof ve (P.oF)(i xJ)=x, dir. Buradan P, of ~Pof rel.i bulunur. Yani
[P,of] birtek olarak belirtilmigtir.

Benzer sekilde [Pyol] nin de birtek olarak belirtildigi kolayca gﬁrﬁlebilir.

i) @ tizerinedir. Gergekten ([g;1,[g,])ETT (X,x )®TT (Y,y,) olmak tizere
fEL(XxY, X xy,,) clemanini

1
(gl(leyxz”“:xn)ayo) . 05 XIS"Z—'
f(x)= ,
(X 80(2%4-1,%5,...,X ) . Fsxs1

seklinde tarif edelim. f siirekli bir tasvirdir. Tariften dolayr [Pyof]=[g,] ve [Pyoﬂ=[g2]
dir. Yani P,of~g; ve Pyof~g2 dir. Diger taraftan f(I xJ)=(x,y,) oldugundan
fEL(XXY ,x xy,) dir. Boylece ®([f)=([g,].[g,]) dir.

ii) @ birebirdir. Gergekten her [f], [f{1ETT (XxY ,x,xy,) igin ®([f )=@(If;])
ise
(P, o f,.IPy o [ D=(IP, o [;1.[P, o f;])

dir. Bu demektir ki, Pxofv0 ile Pyof; arasinda F; ve py(’fo ile Pyof 1 arasinda bir F,

homotopisi vardir. Bu homotopiler yardimmyla

F1xJ—>XxY
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homotopisi F(x,t):(Fl(x,t),FZ(x,t)) seklinde tarif edelim. F; X,Y nin herbirinde
stirekli oldugundan XxY de siireklidir. Ustelik

F(x,0)=(P;of o, Pyof )=f (%)
F(x,1)=(Pyof, Pyof)=f y(x)
F(L x)=(F (L xJ) , Fo(l x))=(X, ¥ )=X XY,
dir. Dolayssiyla f ~f rel.1; dir. Buradan [f}=[f] elde edilir.

i) @ bir homomorfizmdir. Gergekten [f], [f{]ETT (XxY,xxy,) ise bu

© taktirde

O[] [ D)=L, f; 1)
=([Pyolfof DL [Pyolfof)])
=([Pyof, Pyofy1,[Pyof . Pyof;])
=([Pyof, I [Pof {1, [Pyof 1. [Pyof 1)
=([Pyof 1, [Pyof ) ([Pyof 11, [Pyof )
=([f, ). @(If; ]

dir.

Teorem 2.2.5.X , X, iki topolojik uzay, x €X , keyfi sabit bir nokta ve :X X,
siirekli bir tasvir olsun. Bu taktirde bir |

T (X, X )T (X, x=f(x,))
homomorfizmi vardir.

Ispat. o, B, x ,€X daiki tasvir ise foa, foff da x,=f(x ) da iki tasvirdir.

o~ rel.1, = F=F(x,0):[ xJ—>X, 3 F siirekli ve
F(x,0)=a, F(x,1)=B, F(lxJ)=x
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dir.
Simdi G(x,0):[xJ—=X, tasvirini, G(x,)=f(F(x,t)) seklinde tarif edelim. G
stirekli olup

G(x,0)=fow, G(x,1)=fof, G(l xJ)=f(x,)=x,

dir. O haldc foa~fof rcl.i dir.

Boylece f*:T0 (XX )T (X, ) tasviri f* ([a])=[foa] seklinde tarif editirse
f*, x,EX, da tasvirlerin homotopi smifim f(x )EX; de tasvirlerin homotopi simfina
gotiirlir, dyleki [o] birtek olarak f*([a]) y1 belirtir. Dolayisiyla f* tasviri, Tt (X ,X.)
m herbir elemamna TT (X ,f(x,)) m birtek elemamm kargilik tutmaktadir. $imdi
gosterecegiz ki f* homomorfizmdir. Gergekten her [a], [BIETT (XX igin

f*([a]).f* ([B])=[foa]. [foB}=[foa BI=f* ([ 1)
dir.

Bu teoremi dikkate alarak; her noktal: topolojik uzaya bu uzaymn yiiksek
homotopi grubunu, her :(X,x)—*(X;,x;) siirekli tasvirine de * homomorfizmini

kargilik getirmek sarttyla: noktalt topolojik uzaylar ve siirekli tasvirleri kategorisinden,
yilksek homotopi gruplart ve homomorfizmleri kategorisine bir funktor (kovaryant
funktor) (Tennison 1975) un varligindan bahsedebiliriz. Gergekten,

C: Noktali topolojik uzaylar ve siirekli tasvirleri kategorisi.

D: Yiiksek homotopi gruplart ve homomorfizmleri kategorisi olsun. lddia
ediyoruz ki ¢:C—>D bir funktor (kovaryant funktor) dur.

i) X=X, olsun. Bu durumda f=1y, tasviri olup

AD=R LK =X T (K KT (X %)
dir. Her [a]ETT (X ,X,) igin

(Ixo) (laD=[1x oal=[a]
oldugundan

W1X=1Xo = 1T n(Xo,Xo0)

dir.
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i) (X, x )—=>(X (X)), &Xpxp)—=>(Xy,Xx,) ki stirekli tasvir ise
gli(XpoXo)>(Xp,X,)  bir  sirekli  tasvir olup (DT (X, x )T (X,X)),
Q)T (XX )T (X5,X5)  ve (gD (X, x)—>T (X;,X5)  dir.  Her
[aler (X.x,) igin (gHa~g(fo) dir. Ustelik,

(e(eD)([al)=L(ghal
=[g(fo)]
=(p(g)([fa])
=(@(g)). (D) ([e])
=(p(g).9(N). ([o])

dir. Dolayistyla @(gh)=(g).¢(f) dir.
O halde,

Teorem 2.2.6. Noktali topolojik uzaylar ve siirekli tasvirleri kategorisinden,
Yiiksek homotopi gruplart ve homomorfizmleri kategorisine bir {unktor (kovaryant
funktor) vardir.

Bu teoremi de gozoniine alarak agagidaki teoremi ifade ediyoruz.

Teorem 2.2.7. X, X, iki topolojik uzay, x,€X, herhangibir nokta ve £:X —X,
bir topolojik tasvir (homeomorfizm) olsun. Bu taktirde

f‘ NI n(Xo, Xo)—>T[ II(X X 1=f(xc))

bir izomorfizmdir (Hilton 1961).
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BOLUM 3

YUKSEK HOMOTOPI GRUPLARININ DEMETi

Bu boliimde once demet ile ilgili temel kavramlar verilerek irtibatli, Iokal egrisel
irtibatlr bir X topolojik uzay: iizerinde yiiksek homotopi gruplarmin demeti tegkil
edilecek ve gosterilecektir ki bu demet, abelyen gruplarin bir demetidir. Daha sonra

yitksek homotopi gruplarnin demetleri i¢in karakterizasyonlar verilecektir. Nihayet
Hp,,Hpy,....Hn, demetlerinin Genellegtirilmiy Whitney Toplam: H'=Hp @
Hp,®...@H,, olmak iizere H* demetinin Hp,xHpyx...xHp, demetine izomorf oldugu

ispatlanacaktir.

3.1. Demet Kavrami

Tarif 3.1.1. S, X iki topolojik uzay ve TT :S—X lokal topolojik bir tasvir olsun. Bu
takdirde (S,TT) ¢iftine veya kisaca S ye X iizerinde bir demet denir.
Her x€X igin S =Tt 'l(x) e X lizerinde (S,TT) nin veya sadece S nin sapt denir.

Tarif 3.1.2. (ST), X tizerinde bir demet olsun. S*CS agik bir ciimle ve TT *=TT | *
ise bu takdirde (S*,TT*) a S nin altdemeti denir.

Dikkat edilmelidir ki, herbir altdemet bir demettir. Bunun igin TT*:S*—»X
tasvirinin lokal topolojik oldugunu gostermek yeterlidir. Gergekten, herbir o€S igin
enaz bir U(0)CS ve V(TT(0))CX agik civarlan vardir oyleki TU | U~V tasviri
topolojiktir. Fakat U*=UNS* ve V*=IT (U*) sirasiyla o nin S* da TT (o) nin X de agik
civarlar olup TT * | ;;:U*—V" topolojiktir.

Tarif 3.1.3. (S,11), X iizerinde bir demet, WCX agik bir climle ve s:W—S siirekli
bir tasvir, oyleki TT os=1,, olsun. Bu takdirde s ye S nin W iizerindeki kesiti denir.
S nin W tizerindeki kesitlerin ciimlesini I'(W,S) ile gosterecegiz.
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Teorem. 3.1.1. (S,11), X iizerinde bir demet, WCX bir agik ciimle ve s€I'(W,S)
olsun. Bu taktirde TT :s(W)—W topolojiktir ve s=(TT | s(W))_l dir.

Ispat. XEW igin TT os=1, oldugundan
so(TT | s(w))os(x)=So(Tl' 08)(X)=s(x)
-dir.

Teorem 3.1.2. (S,1T), X iizerinde bir demet, WCX bir acik climle ve s:W—>S bir
tasvir, dyleki Tl os=1,, olsun. Bu taktirde s€I'(W,S) dir yalniz ve yalmz s(W), S de

acik ise.

Ispat. Kabul edelim ki, s siireklidir. o,&s(W) ve x =Tl (o) olmak iizere s(x)=o0,
dir. Ustelik, V(x JCW ve U(o )CS agik civarlani meveut olup T | ;U—=>VNW
topolojiktir. s siirekli oldugundan 6ylebir V'(x )CV civar1 vardir ki s(V')CU dur.
Dolayisiyla

(T [ ols | y)=(TLos) [ y=1yp
ve
(T ) (V))=s(V")Cs(W)
dir. Boylece s(V'), o, n agik bir civandir. Yani o, s(W) nin bir i¢ noktasidir.

Kargit hal de kolaylikla ispatlanabilir.

Teorem 3.1.3. (S,T1), X iizerinde bir demet ve o&S olsun. Bu taktirde, bir VCX
acik climlesi ve o&s(V) gartim saglayan bir s€I'(V,S) kesiti vardir.

ispat. x=IT (o) olsun. TU lokal topolojik tasvir oldugundan U(c)CS ve V(X)CX agik
civarlan mevcut olup TT :U—>V topolojiktir. Bu durumda, V ve s=(TT | U)'1 istenen

sartlar1 yerine getirir.
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Teorem 3.1.4.(S,TT), X iizerinde bir demet ve WCX bir agtk climle olsun. Sayet
$;,5,€T'(W,8S) kesitleri bir x€EW noktasinda eit iseler bu taktirde bir V(X)CW agik

civarinda egittirler.

iIspat. o=s,(x)=s,(x) olsun. Bu taktirde U=s,(W,)Ns,(W,), o nin agik bir civandir
ve Tl | ;U V=TT (U)CW topolojik tasvirdir. Dolayisyla s, |y=(Tt | ) '=s, [y dir.

Tarif 3.1.4.(S,,1T)), (S,,1T,), X iizerinde iki demet olsun.

i) 8,8, tasviri T,op=T1; garimi saghiyorsa, yani her x€X igin
P((S1))E(S,); ise, saplan koruyor denir.

ii) Saplar1 koruyan stirekli @:S,—S, tasvirine Demet morfizmi denir.

iii) Saplan koruyan topolojik ¢:S;—S, tasvirine Demet izomorfizmi denir. Bu
taktirde S; ve S, demetlerine izomorfturlar denir (Balci 1996, Tennison 1975).

Teorem 3.1.5. (S,,TT}), i=1,2, X iizerinde iki demet ve @:S,—>S, saplan koruyan
bir tasvir olsun. Bu taktirde agagidaki ifadeler esdegerdir:

i) @ bir demet morfizmidir.

if) Herbir WCX agik cimlesi ve herbir s€I'(W,S,) kesiti i¢in gos€I'(W,S,)
dir.

iii) Herbir o€S; igin bir WCX agik climlesi ve bir sS€[(W,S,) kesiti vardir
3 o€s(W) ve gos€EI(W,S,) dir.

ispat:
1) g siirekli, WCX agik ve s€I'(W,S, ) ise qos de siireklidir. Difer taraftan
T ;0(os)=(TT ,op)os=TT ;os=1,

dir. Dolayistyla gos€l(W,S,) dir. Boylece (i)=>(i1) dir.

2) o€S, ise, bu taktirde oEs(W) sarti safflayan bir WCX agik ciimlesi ve bir
sE(W,S,) kesiti vardir. (i) den dolay1 gos€I(W,S,) dir. O halde (ii)=>(iii) dir.

3) (iii)) den dolay1 s:W-»s(W) topolojiktir. Boylece o] s(\,V)z((pos)os'l:
s(W)—>S, siireklidir. O halde @, o da siireklidir. Bu ise (iii)=>(i) demektir.
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Tarif 3.1.5. X bir topolojik uzay olsun. Herbir WCX agik climlesine bir M,
climlesinin kargiik geldigini, herbir (V,W), VCW, agik ciimle ¢ifti igin bir
Yw,v'My—>M, tasvirinin verildigini kabul edelim. $ayet

i) Her WCX agif igin Yoo, w=1M,,

ii) UCVCW igin v, 0¥ v=Yy 4
ise bu taktirde {X,Mw,yw‘v} kolleksiyonuna dndemet denir. y,, , tasvirlerine de tahdit
edici tasvirler denir (Grauret and Remmert 1979).

Herbir (S,TT) demetine tabii sekilde bir ndemet karsilik gelir. Gergekten V ve
W, VCW, X in agk ciimleleri ise My=I'(W,S) ve Yw,v(s):s |y, SEM,, kabul
edilebilir. Bu durumda {X,['(W,S),y,, . } bir dndemettir.

Twy

Teorem 3.1.6. Herbir {X.M
suretiyle bir demet kargilik getirilebilir (Grauret and Fritzsche 1976).

wYw,yy Ondemetine induktif limit tegkil etmek

Tarif 3.1.6. (S,,TT,), (S,,11,),...,(S,T;), X lizerinde demetler olsun. WCX
aglk climlesi igin M=I(W,S,xI'(W,S,)x...x[(W,S;) karlezyen carpimim  (egkil
edelim.  s=(s;.s,,....s))EM;, ve VCW agk ciimlesi igin 1y (s)
=(s;]y»83|y»---»s|y) olsun. Bu taktirde {X,My,Yy, ,} bir oOndemettir. Bu
ondemetin tarif ettigi S*=S, ®S,®...®S, demetine S,,S,,...,S; demetlerinin Whitney

Toplami denir.

Misal 3.1.1.R bir Riemann yiizeyi, A(R) R tizerinde tarifli analitik fonksiyonlarin
halkast olsun. Herhangibir x,€R igin f,gEA(R) egdegerdir yalmz ve yalmz
AW(x )CR agik climlesi varsa 3| ,=g| ,, dir. Bu baginu bir egdegerlik bagntis1 olup
A(R) yi ayrik egdegerlik siniflarina ayinr. Herbir fEA(R) nin egdegerlik simfim [flx,
ile, bu egdegerlik siniflarimin climlesini de O(R)x,, ile gosterelim. Simdi

o®= V oRs,
Xo ER

aynk birlegimini tegkil edelim. O(R), R iizerinde bir ciimle olup her
[flxcEOR)x,COR) igin p([flx,)=x, seklinde tarif edilen

p:O(R)—->R
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tasviri iizerinedir. O(R) ciimlesi lizerinde tabii bir topoloji vardir. Gergekten, WCR
agik ve fEA(R) olmak lizere herbir f elemanina y{(x )=[f1x,, X ,EW ile tarifli

yf=s:W—=O(R)
tasvirini kargilik getirelim. Bu taktirde
T={(yf=s)(W) | WCR agik, fEAR) }

ciimlesi O(R) tizerinde bir topoloji tabanidir. p bu topolojiye nazaran lokal topolojiktir.
Dolayssiyla (O(R),p) , R iizerinde bir demetti. Bu demete R ilzerinde analitik
fonksiyonlarnn niivelerinin demeti denir. Aym zamanda bu demet R lizerinde regiiler
bir ortii uzayi olarak € Cebir demetidir.

3.2. Yiiksek Homotopi Gruplarinin Demeti

Bu kisimda bir demet omegi olarak, yitksek homotopi gruplarinin demetini
tegkil ediyor ve bazi karakterizasyonlar veriyoruz (Canbolat 1982).

X irtibatly, lokal egirisel irtibatli bir topolojik uzay olsun. Bu taktirde X efrisel
irtibatlidir ve yalmz bir egrisel bileseni vardir, o da X dir. Bu kisimda X topolojik
uzay1 olarak ¢€X keyfi sabit bir nokta olmak iizere (X,c) noktal: topolojik uzayini

gozoniine alacagiz.

Simdi yitksek homotopi gruplarimin demetini tegkil edip, gosterecegiz ki bu
- demet bir cebirsel yapili demet olarak Abelyen gruplann bir demetidir.

H,FXTI a(X.Xx)

ciimlesi herbir x€X igin T (X,X) yiiksek homotopi gruplarinin aynk birlegimini
gostersin. H; , X iizerinde bir ctimle olup her o,=[a] &(H),CH, i¢in P(o,)=x
seklinde tarif edilen y:H —>X tasviri iizerinedir. Diger taraftan, H tizerinde bir tabii
topoloji vardir, goyleki; x &€X keyfi sabit bir nokta, W=W(x), X, m efrisel irtibatli
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bir agik komgulugu olsun. X egrisel irtibatl oldugundan her XEW igin baglangic
noktast ¢, bitim noktast x olan bir y egrisi vardir. Bu durumda vy egrisi herhangi
[l E(Hy). igin v* ([a])=[B]x seklinde tarifli bir y*:(Hp)c—>(Hpy)x izomorfizmini intac
eder. Bu izomorfizm sadece y nin homotopi sinifina baglidir. $imdi s:W—>H,; tasvirini
her XEW igin s(x)=y"([a])=[B] seklinde tarif edelim. $ayet cEW ise y, c de sabit bir
tasvir olmak tizere s(c)=y"([a])=[a]. dir. Gorllmektedir ki, s tasviri hem [y]
homotopi simifina, hem de [a], homotopi simfina baghdir. Her x€W igin [y]
homotopi simufint sabit tutarsak bu durumda s, yalmz [a], homotopi simfina baghdir
ve [a]  defistikge kendisi de degismektedir. Dolayisiyla s iyi tarifli olup yos=1,, dir.
Simdi; B, X igin efrisel irtibatlt agik komsguluklarin bir tabami olsun.

T,={s(W): WEB, sEI(W,H)}

ciimlesi H_ i¢in bir tabandir. Bu topolojide 1 ve s siirekli tasvirlerdir. Ustelik v lokal
topolojik bir tasvirdir. s ise ¢ nin lokal inversidir. Gergekten,
i) ox,EH,, ise P(ox,)=x,EX dir. Eger W=W(X) bir a¢ik ciimle ise her W,EB

i¢in
W:U Wi
il
seklinde yazilabilir. Boylece her W, igin 1pos;=1y,; sartint saglayan
s;W,—H,

tasviri vardir ve s;(W,)ET,, dir.
Simdi s:W—>H_ 3 s | w;=s; seklinde bir s tasvirini tanf edelim. Boylece

s(W)=J s;(W)
il
H,, de agik bir ciimle olup yos=1y dir. s(W)=U dersek

Pos=lw, sop=ly

oldugundan v | ;:U—W bijektif bir tasvirdir ve (1 | U)“1=s dir.
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ii) U ve W izerindeki topolojiler; H, ve X den elde edilen altuzay
topolojileridir. W' CW agik bir climle olsun. Herhangi I€1 i¢in W;=W.N\W' olmak

tizere
w'=iLEJ[ w!

seklinde yazilabilir. $imdi s{: W —U > s{=s; | F seklinde bir tasvir ise
s"W—Uss'[w; =5 |

dir. Boylece s'(W'):U s{(W{)CU agik bir ciimledir. Dolayistyla v|; stirekli bir

=
tasvirdir.

ii1) U’ CU agik bir ciimle ise

u=lJ siw)
=

dir. Boylece (U’ )=U WICW agik bir climledir. Dolayistyla s siirekli bir tasvirdir.
il

(| '=s oldugundan (y | ) stireklidir.

O halde (H,,y) X iizerinde bir demettir. Bu demete "Yikksek Homotopi
Gruplannin Demeti" denir. Diger taraftan tarif olarak s€I'(W,H,) tasvirine H, nin bir
W ilizerinde kesiti denir. Ayrica her XEX igin (H,), climlesine de H, demetinin x€X
tizerindeki sapi denir. Dikkat edilmelidir ki (H;), sap1 abelyen gruptur. Boylece
I'(W,H,) ctimlesi noktasal ¢arpma operasyonuyla birlikte bir abelyen gruptur. Bu
abelyen grupta tzdeg eleman; 1, X, de sifir tasvir olmak iizere e(x1)=[1]x1 seklinde
tarif edilen e€I'(W,H,) Kkesitidir. Herhangi s€I'(W,H,) kesitinin inversi ise;
s'x)=s(x,)"! geklinde tarif edilen sTE(W,H,) kesitidir. ©:H @H —~H,
operasyonunun H, nin her sapina tahditi siireklidir. Dolayisiyla H; , X izerinde
Abelyen gruplann demetidir ve bu sebeple bir cebirsel demettir.
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3.3. Yiiksek Homotopi Gruplarinin Demetleri Uzerine Karakterizasyonlar
X,» X, herhangi irtibatli, lokal egrisel irtibath topolojik uzaylar ve bu uzaylara

kargihk gelen Yiiksek homotopi gruplarmin demetleri de sirasiyla (Hp,,%;) ve
(an,tpz) olsun. Bunu notasyon olarak (X, ,Hnl) ve (XZ,H,,Z) ciftleri ile gosterelim.

Tarif 3.3.1. (Xl’Hﬂl) ve (Xz’an) verilmig olsun. Bu ciftler arasinda bir

homomorfizm vardir denir ve

(£,£%):(X ., Hny)—>(X5, Hup)

yazilir, sayet bir (f,f*) ¢ifti varsa oyleki

L. £:X,—X, siireklidir
2. f*:Hnl—->Hn2 stireklidir

3. f*, f ye nazaran saplari korur
4. Her x,€X, igin f* | (Hn, )xlz(Hnl)xl""(Hﬂz)f(x N bir homomorfizmdir.

Tarif 3.3.2. (f,f* ):(Xy,Hn, )—+(X2,Hn2) bir homomorfizm olmak iizere (Xl,Hnl) ve
(X4, Hn,) ciftleri verilmig olsun. Sayet [ ve f* topolojik iseler (f,f*) a bir izomorfizm

denir. (Xl,Hnl) ve (X,,Hn,) ciftlerine de izomorfiktirler denir.

. Teorem 3.3.1. (X;,Hy,) ve (X2,H,,2) giftleri verilmig olsun. Sayet f:X,—X,
siirekli bir tasvir ise bu taktirde (X;,Hp,) ve (X;,Hn,) ¢iftleri arasinda bir
homomorfizm vardir.

ispat.

i) f* stireklidir. Ciinkit UyCHy, herhangibir agik cimle ise gosterilebilir ki
£"!(U,)=U, CHy, bir agik climledir

ii) f*,  ye nazaran saplari korur. Ciinkii her o=[a]x, &(Hn, )5 CHy, igin
(fotpl)([a]xl)=f(1p1([a]xl))=f(xl)

(ool )Tl )=,(" ([0, )=,([foaly P=f(x,)
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dir. Dolayisiyla fop, =1p,of dur.

ii) Her x,EX, i¢in I(Hnl)xf(Hnl)xl—’(an)f(xl) bir homomorfizmdir.
Ciinkii o), B, x,; de iki tasvir, a,=foa,, B,=fof, de f(x)EX, de iki tasvir olmak
iizere

F(["-ll)f:([ﬁ 1])=[f0(11]‘ [fOﬁll-:[(lz]. [Bg]
=[f°(a1~31)]=f‘([a151])

dir.

Teorem 3.3.2. (X;,Hy,), (X;,Hp,), (X3,Hpy) siftleri ve f;:X,—X,, £,:X,—X;
siirekli tasvirleri verilmig olsun. Bu taktide bir (f.{* ):(X;,Hp, )—>(X;5,Hy,)

homomorfizmi vardir Syleki f=f,of, ve f*=f,*of,* dir.

Ispat. f=f,of :X,~X; siirekli bir tasvir oldugundan bir (f.f* )3(X1’Hn1)**(X3’Hng)
homomorfizmi vardir. Burada f*=f,*of,* oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin
de herhangi bir [a]€Hy, igin

*([al)=(f," of ;") ([a])
oldugunu gostermek gerekir. Fakat
*([a])=[(Tyof o]
Ve
(f"of) ") (laD=t,"(f;"([aD)=[f,0(f o)}
oldugundan
(f0f  Joa~f,o(f 0cx) rel.i;

oldugunu gostermeliyiz. :
Sayet «, x,EX, de bir tasvir ise (f,of ol =X, ve fyo(fjoa):l,—X,,
£,(f(x,))EX de stirekli tasvirlerdir. $imdi
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F(xl,xz,.. . ,xn,t):InxJ"’X3
tasvirini

(fyof Na(X(,X5,....X)) . O0sx;<1i-t

F(X{,Xp,0.0,X ,0)=
(Xps Koo Xpel) fyo(f 00(%),X5,...,Xp)) . 1-tsx <1

seklinde tarif edelim. F siireklidir. Diger taraftan

F(X;,X5, -+, X,0)=(f50f ) Jorr
F(X,,X,,...,Xp,1)=f0(f, 0a)

F(x 12 5{2,. vosX n,t)= g(fl(xl))

dir. Dolayistyla (f,of ; Joa~f,o(f ,0t) rel.I,, bulunur.

Simdi

C: irtibath, lokal egrisel irtibatli topolojik uzaylar ve siirekli tasvirleri
kategorisini

D: Demetler ve stirekli demet homomorfizmleri kategorisini gostersin.

@:C—D tasvirini her X ve X ,—X, igin MX):XXTI X x)=H, ve

O(f)={*:Hp,—>Hn, seklinde tarif edelim. Bu takdirde
i) X=X, ve f=lx, ise ®(1x,)=1py, » Ha=®(X;) dir. Cinkii &(1x,)=Ty ve
1
her [a]EHy, igin
(1% Y([aD=[1x,0al=[a]
1

dir. Dolayistyla 1;(1 :SIHn1 dir.

i) £X;—X, ve gX,—>X, stirekli ise gf:X;—X, siireklidir. Dolayisiyla
P(gf):Hy, —>Hy, bir siirekli homomorfizmdir. Gergekten

D(gh)=(gf)*=g" of = g)o®(f)

drr.
O halde :C—D bir kovaryant funktordur.
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Dolayisiyla;

Teorem 3.3.3. irtibatli, lokal egrisel irtibath topolojik uzaylar ve siirekli tasvirleri
kategorisinden, Demetler ve stirekli demet homomorfizmleri kategorisine bir funktor
(kovaryant funktor) vardir yle ki bu funktor bir irtibatli, lokal egrisel irtibatli topolojik
uzaya, bu uzay iizerinde inga edilen yiiksek homotopi gruplarinin demetini, f tasvirine
de f* tasvirini kargilik getirir.

Simdi agagidaki teoremleri ispatsiz olarak veriyoruz (Canbolat 1982).

Teorem 3.3.4. (Xl,Hnl) ve (Xz,an) giftleri verilmig olsun. Sayet f:X,—>X, bir
topolojik tasvir ise bu taktirde

F=(f:f‘):(xl ’ Hlll ).-)(XZa Hﬂz)
bir izomorfizmdir.

Teorem 3.3.5. (X,Hp,), (X;,Hn,) ciftleri ve f,,f,:X,—>X, siirekli tasvirleri
verilmig olsun. Bu taktirde F,=(f,,f,*) ve F,=(f,,f,") homomorfizmlerindeki f,*=f,*

dir yalniz ve yalniz f, =f, ise.

3.4. Karsit Teoremler

Burada, kisim 3.3 de verilen teoremlerin kargitlarini ifade ve ispat edecegiz. Bu
teoremler literatiirde daha 6nce higbir yerde ifade edilmemisgtir.

Once Teorem 3.3.1 in kargitim ele aliyoruz.

Teorem 3.4.1. (X;,Hp,) ve (X,,Hp,) ¢iftleri verilmig olsun. Sayet f*:Hnl—*an bir
demet homomorfizmi ise bu taktirde birtek f:X,—>X, siirekli tasviri vardir Syleki
(1,f), (X;,Hn,) ve (X,,Hp,) giftleri arasinda bir homomorfizmdir.

ispat. Bu teoremin ispati igin 6nce bir f:X,—X, tasviri bulacagiz. f* saplan
korudugundan ber (Hp,)x,CHp, sap1 igin bir (an),‘ZCHn2 sap1 vardir oyleki



27

f*((Hp,)x,)C(Hn,)x, dir. Dolayisiyla, herhangibir x,€X, noktasma bir x,EX,
noktasi kargilik gelir. Boylece f* ((Hﬂl)xl)C(Hﬂz)xz ozelligini gozoniinde tutarak bir
f:X,—>X, tasvirini f(x,)=x, seklinde tarif edebiliriz. $imdi gosterecegiz ki f stireklidir.

WCI(X,) bir agik ciimle olsun. [ "l(W)CX1 in agik oldufunu gostermek, ispat
igin yeterlidir. W, X, de agik oldugundan X, de W, i€I egrisel irtibath agik ciimleleri

vardir oyleki

w=J w,
=

dir. Boylece

ssowy={J s?w,), s®Er(W,Hp,)
il

Hp, de agik bir ciimledir. {* stirekli oldugundan

% owy)=U ri(sPwy)
i€l

Hp, de agik bir ciimledir.
O halde X, de egrisel irtibath agik V,, i€, ciimleleri vardir dyleki

r"(s%w>)=g stV

dir. Burada s% ler V; iizerinde kesitlerdir. Boylece

¥, (" Ew=l v;

il
X de agik bir ctimledir. Simdi gosterelim ki

o= v,

i€l

dir.
L x,€f 1(W) olsun. Bu taktirde yalmiz bir x,&€X, noktasi vardir dyleki
f(x;)=x, dir.

s%(x,)=0x,E5° (W), s“(W)=lJ sf(wy
=



ve

% wy)=J shvy
il

oldugundan bir

ox, EF (W) 3 f*(0x)=0x,, ox,E51 (V)), i€]
elemam vardir. Boylece

wl(ox1)=x1€Vi
dir. Dolayisiyla 1(W)CZU V, dir.

i€l
2. XIEU V; olsun. Bu taktirde x; EV, ve s} (XI)E(Hﬂl)xl dir. Buradan da
i€l

(sl (x)), E8°(W)
ve
Py (si (X)) 5, =%, EW
dur. f tasvirinin tarifinden f(x,)=x, dir. Dolayisiyla xlet'l(W) dir. O halde
U vier'ow)
il

dir. Boylece (1) ve (2) den istenilen elde edilir. Diger taraftan gosterilebilir ki
(£,0):(X |, Hp)—>(X;,Hp,) bir homomorfizmdir ve foy,=y,of* oldufundan f

birtektir.

Teorem 3.4.2. (X ,Hp)), (X;,Hyp,) ve (X3,Hn3) giftleri verilmis olsun. Sayet
f I:Hnl-»an, f E:Hn2—>Hn3 demet homomorfizmleri ise bu taktirde (Xl,Hnl) ve
(X3,Hn,) ciftleri arasinda bir (£ f*) homorfizmi vardir dyleki f=f,of |, f*=f Sof}.

ispat. [, f siirekli tasvirler oldugundan f3of] stirekli bir tasvirdir. Teorem 3.4.1.
den dolay1 bir f: X, —>X, siirekli tasviri vardir. A¢ik olarak f 20f1, f ye nazaran saplan
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korur ve fjofif her sap tzerinde bir homomorfizmdir. Boylece
(f.£20f7):(X,,Hn,)—>(X3, Hy,) bir homomorfizmdir.

Simdi gosterelim ki f=fyof, dir. Herhangibir (Hﬂl)xICHﬂl sap1 igin bir
(an),;2CHn2 sap1 vardir oyleki 1] ((Hnl)xl)(:(an)x2 dir. Diger taraftan herhangibir
(Hny)y,CHu, sapt igin de bir (Hay)y CHyy sapi vardir oyleki f2((Hn,)y,)C(Hogy,

dir. O halde

(£20f1)((Hny)x )= 2(f1(Hny)x JC2((Huy)y, YC(Hug)y,

ve
f(x)=x;"

dir. Ote taraftan f)(X))=X,, {,(x;)=x; dir. Boylece (fof,)(x,)=l,(f,(x,))=x, dir.
Buradan f,of ,=f bulunur.

Simdi,

C: Yiiksek homotopi gruplarimn demeti ve demet homomorfizmleri kategorisi

D: irtibatl, lokal egrisel irtibatli topolojik uzaylar ve stirekli tesvirleri kategorisi
olsun. Bu durumda bir T:C—D tasvirini gu sekilde tarif edebiliriz: Herhangi H demeti
ve her f*:Hy, —Hj,, demet homomorfizmi igin T(H)=X, T(f*)=fX,—X, dir.

i) Hn,=Hy, ise f*=1H, . olup T(f*)=T( 1Hg )=1x, dir.
if) Sayet f{:Hy,~>Hn, ve £:Hp,~Hy, iki demet homomorfizmi ise
T(f20f 1 )=T((f,of | )*)=f,o0f | =T(f2)oT(f])

dir. Dolayistyla T:C—D kovaryant bir funktordur.

O halde agafidaki teoremi ifade ediyoruz.

Teorem 3.4.3. Yiiksek homotopi gruplarimn demetleri ve demet homomorfizmleri
kategorisinden, Irtibatli, lokal egrisel irtibath topolojik uzaylar ve siirekli tasvirleri
| kategorisine bir funktor (kovaryant funktor) vardir 6yleki bu funktor, bir yiksek
homotopi grubunun demetine, Irtibatli, lokal egrisel irtibath bir topolojik uzaymm, f*
tasvirine de f tasvirini kargilik getirir.
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Teorem 3.4.4. (X;,Hp,) ve (X,,Hn,) giftleri verilmig olsun. §ayet F':HIll =>Hy, bir
demet izomorfizmi ise bu taktirde (XI,H,,I) ve (X,,Hn,) cifleri arasinda bir

izomorfizm vardir.

ispat. Tcorem 3.4.1. den dolayt bir f:X;—X, siirekli tasviri vardwr. Simdi
gosterecegiz ki f bijektiftir. Gergekten x,,y,EX, olmak iizere f(x,)=f(y,)=x, ise bu
taktirde bir (Hn,)y, sapt vardir yleki f‘((Hnl)xl)=t* ((I-I,,l)yl)=(an)x2 dir. f* birebir
oldupundan bu imkansizdir. Dolayisiyla x,=y, dir. Diger taraftan f* tizerine
oldugundan her (an)x2 sapl igin bir (Hp, )xl sap1 vardir dyleki f*( (Hn1)x1)=(Hn2)x2'
Bu sonugtan dolay1 her x,E€X, igin bir x, X, vardir dyleki {(x,)=x, dir.

! siirekli oldugundan Teorem 3.4.1. den dolay: bir g:X,—X siirekli tasviri
vardir. Kolaylikla gosterilebilir ki g bir bijeksiyondur. Diger taraftan gosterilebilir ki

=1 dir. Dolayisiyla f bir homeomorfizmdir. O halde (f,f*) bir izomorfizmdir.

3.5. Genellestirilmis Whitney Toplami

Simdi, yine literatiire katki mahiyetinde olan bir kavram ve karakterizasyon
takdim ediyoruz.

(X{,Hn),  (X5,Hny),..5(X, Hay) giftleri  verilmig olsun. W,CX,,
W,CX,,...,W, CX, aglk ciimleler olmak izere I‘l(Wl,Hn]),Fz(Wz,an),...,
I (W, Hp,) kesitler cimlelerini dikkate alalim. W=WxW,x...xW CX,xX,x...xX

i¢in
M= (W, Ho XTy(Wy, Hyo)x. . xTy(Wy, Hap)

ctimlesini tegkil edelim. s=(s,,s,,...,8)EM, ve VCW (V=V xVx...xV,, V,CW,,
V,CW,,..., V,CW,, acik ciimledir) agi§ i¢in de

Yoy (O (5158258 =(¥ CYRNEMINICN)

w1,v1 (51) Yo,z

=(s, |V1, S2lV2”"’ H'Vn
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olsun. Bu taktirde {Xlxxzx...xXn,Mw,yw v} bir 6ndemettir. Boylece indiiktif limit
teskil etmek suretiyle {X,xX,x.. .xXn,Mw',yw v} ondemetinden bir demet elde edilir

(Grauret and Fritzsche 1976).

Tarif 3.5.1. Induktif limit tegkil etmek suretiyle {X;xXpx..xX,M_ .y, }
ondemetinden clde edilen demete Hp,, Hp,,... ve Hp,, demetlerinin "Genellegtirilmig
Whitney Toplam" denir ve H*=Hy @H,,®...®Hy, ile gosterilir,

Simdi gosterelim ki H* (X1 X3,...,5y) SaP1 bir grup yapisina sahiptir. Gergekten

{(W.(51500 S xy o xg) WEW(XXg, o X)CX x X, X, agik}

cimlesini H' o . ile gosterelim ve herhangi (W.(s;,85...-.8)))x; x5, .. x0)

' I ol ' * i el § it
(W ’(Sl’82""’Sﬂ))(xl,xg,...,xn)eH (X1 Xp0....5;) ElEmantan igin "" iglemini

(W,(51,89... S (x5 i) (W o(81, 82, -80))(x; K2seeeXpy)
=(w"’(sl Si ’525,2"“’snsa))(xl,xz,....xn)
seklinde tarif edelim. Burada
W"'=W{x..xW}
ve
W’1’=WlﬂW'l, Wy=W,NW, ..., Wi=W NW,

dir. Boylece

14 4 ! ! —
(W’(SI’SZ""’sn))(n.xz,--.,xn)'(w ’(sl’82"'"s"))(m.xz....,xn)‘

(W",(le, WY (Sl)° le ’ Wll' (S{ )aYWza wi (82) ’YW2, Wg (S’Z)v . ,Ywn, W; (sn)°YWna Wg (sl"l)))

dir. Dolayistyla s, si GFI(W'{,Hnl), 8,85 €, (W3 ,an),...,sns;,EI‘n(W’n',Hn) dir.
O halde tarif edilen carpma iglemi iyi tarifli olup H*(x, x,,...,x,) de kapalidir. Aynca
goriilebilir ki bu ¢arpma operasyonuna gore H* (X1,X2,....%y) DIF gruptur (Balc1 1984).
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Diger taraftan (Hp,)x,x(Hny)x,x...x(Hny)x, Uzerinde asagidaki sekilde bir
iglem tarif edelim: Herhangi (o;,0,,..., o) (oi,o’z,...,o;,)G(Hnl)xlx(an)x2

x...x(Hpy)y elemanlar igin

Xp

(015095+++ 001 ,...,07)=(0;. 0] ,0,. 6%,...,0,. 0 )

dir. Bu ¢arpma iglemi iyi tarifli olup (Hn1)x1"(Hﬂz)x X... x(H,,n)xn de kapalidir.
Kolaylikla gosterilebilir ki (Hnl)x x(an) X. X(Hnn bu garpma iglemiyle birlikte

bir gruptur (Balci 1984).
Simdi agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.5.1. (X;,Hn,),(X5,Hny),-.. (X, Hy) ciftleri igin H*:Hnlﬁane...
®H,, verilsin. Bu taktirde herhangibir (X;,X,,..., X )EXxX,x.. . xX
k((was=(spsza---’Sn))(xl,x2....,xn))=(51(x1)’52(x2)’---’Sn("n)) geklinde tarif edilen

k:H* (xl ,X2,. .. Jn)_)(Hn 1)X1x (an)xzx IR ¢ (Hlln)xn

tasviri bir izomorfizmdir.

ispat.
L (Xp5%5,..., X )EX x X x...xX herhangibir nokta ve W, W’ bu noktanin

herhangi iki agik komgulugu olsun. Bilinmektedir ki

(X X2 s Xn)
(W,8=(5,,5,,...,5,))  ~ (W', ,s'=(s],s},...,53))

yalniz ve yalmz bir V((X,,X,,...,x))CWNW' komgulugu vardir oyleki s|y=s'|y.

Bu ise s(x)=s'(x) durumuna egittir. Dolayisiyla k iyi tariflidir ve birebirdir.

2. 0=(0y,05,...,0, )E(Hnl)xlx(an) x...x(Hnn)xn olsun. Bu durumda
W,CX,, W,CX,,...,W,CX agk komguluklari vardir dyleki s EI‘I(WI,Hnl),
8$,€L(Wy,Hp, )., 8, €L (W, Hp) kesitleri i¢in

$1(X1)=0y, 85(X,)=0y,..., Sp(Xp)=0y

dir. Boylece W=W;xWyx..xW,, (X;,X,,...,X;) nin agik komsgulufudur ve
§=(8,,8,,..-,S)EM, igin
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8(X;,Xg,e e, X )=(8,(X)),85(%5),. .., 8, (X))

dir. Dolayisiyla ys(x)=ys((x;,Xy,-..,X))=(W,s=(s,,8,,. "’Sn))(xl.xz...‘,xn) seklinde
tarif edilen ys, W tizerinde bir kesittir ve

k((W,s=(5,8,,- .. S (1. K00nns xn))=(sl(x1),s2(x2), 8y(X))=0

dir. O halde k iizerinedir.

3. Herhangi

— bWl ot ! ' *
(w’s"(sl’sz"“’Sn))(xl,xg,...,xn)’(w »§ "(sl’32"'"Sn))(xl,x2,...,xn)€H (X1,X24.+45Xp)

elemanlan igin

K((W.5=(5385 g5, (W 5585580 )
(W55 505031 53, )
=(5,(X,)81 (%1),85(%5) 85(Xy) ..., 8,(X,) - 87 (X))
=(51(X,)585(X5) 5. .- Sp(X )Y (81 (X,),85.(%5) .- ... 80 (X))
=k((w’(sl’82"“’Sn))(xl,XZ,...,xn)) k(W' (st ’S'Zv"’sﬁ))(xl ,xg,...,xn))

oldugundan k bir homomorfizmdir. O halde k bir izomorfizmdir. Dolayisiyla,
k :
H* (Xl »X25e .. JXp) = (Hnl)xlx (an)xzx ee X (Hnn)xn'
dir.
Bﬁylece H* (xl R xn) lle (Hnl )x1 X (an)xzx I (Hnn)xn

i 0zdegleyebiliriz.
Simdi (X1:Hn).(X5, Hny) - (X, Hng) ciftleri verilmig olsun. Bu taktirde

Y

Y Gany Hom Y o)y Ha V. Ga

dir. Dolayisiyla
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Hy,xHp,x.. .ann=V (Hn)x, X(Hp, ), X X(Hy )y
(X Rg s Ky JEX | xKp X XX

dir. Boylece HpxHp,x...xHpy, X xXox...xX, Uzerinde bir ctimledir.

Hnl,an,- X ,Hn

n

21

topolojik uzaylar oldugundan Hp,xHp,x...xHg, de topolojik
uzaydir. O halde (o,,0,,.. .,on)EHnlenzx. ..xHp, igin

q)(ol a021 e 9011):('4’1 (01) a‘Pg(Uz) EARS ,wn(on))
seklinde tarifli

(I):Hnlenzx. - xHpy =X xXox. . xX

tasvirini gozoniine alabiliriz.

iddia ediyoruz ki ®@=(y;,¢,,..., ;) lokal topolojik bir tasvirdir. Gergekten
(01,02,...,on)EHnlenzx...ann ise bu taktirde ®((a,,0,,...,0.))=(},(0,),P,(c,)
seensPplo)=(Xp5...%y)  dir. @ Hp =X 9, Hy, =X, @ Hy =X lokal
topolojik  tasvirler olduklarindan Ul("l)Can W, (x,)CX,, U2(02)CHn2,
W, (x,)CX,, ..., U0 )CHp, W(x )CX,  agtk  komguluklart  vardir  Oyleki
Y | UI:U1—>W1, Y, | UZ:U2—>W2, ey | Un:Un_’Wn topolojiktir.  Béylece
U(0,,09,...,09)=U (0, )xUy(o,)x.. xU (o)  ve W=W (x)x.. xW (X)) sirasiyla
(01,09, .--,0y) V€ (X[,X,,..., X)) noktalarinin agik komsuluklandir.

Sonug olarak, agikca goriiliir ki 9 | ;:U—W bir topolojik tasvirdir.

Boylece (Hp xHp,x. . xHypp, @), X;xXox..xX;, lizerinde bir demettir. Ustelik
I'(W,Hp xHp,x. . .xHny), WCX xXx.. xX), agik, bir gruptur. O halde ¢arpma iglemi
Hp,xHn,x...xHp, nin topolojisine gore her sap izerinde sureklidir. Boylece

HHIXanx‘- ..xHp,, cebirsel yapili bir demettir.

Tarif 3.5.2. (Xl,Hnl), (X2,Hn2),...,(Xn,Hnn) giftleri verilmis olsun. Bu taktirde’
Hp, xHpyx...xHp, demetine Hy ,Hp,,...,Hp, demetlerinin direkt toplami denir.

Simdi agafidaki teoremi verelim.

Teorem 3.5.2. (Xl,Hnl), (XZ,an),...,(Xn, Hp,) ¢iftleri verilmig olsun. Bu taktirde
H*=Hp ®Hyp,®...®H,, demeti ile Hy, xHy,x. . .xHp, demeti izomorftur.
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ispat. H'=(H*,y*) ve Hp, xHp,x. . xHp,=(Hp,xHp,x.. xHpy, ®=(4,,9,,... ,P,))
oldugunu kabul edelim.

K: H*"’Hnlx anx. X Hnn

tasviri _her (W,(sl,sz,...,sn))(xl,xZ,,,‘,xn)EH* icin K((W’(Sl’Szw"Sn))(xl,xz,.-..xn))"‘
(5,(%1),85(%5),...,8,(X,)) seklinde tarif edilsin. Once gosterclim ki K sreklidir.
Gergekten, W, (i€l), V; (EJ) ve O, (t€T) ler egrisel irtibath agik ctimleler olmak
iizere UCK(H®) agik bir ciimle yani U=U;xU,x.. .x U,

U1=U s}(wl)’ U2=U S%(Vj),...,Un-:U S?(Ot)
i€l i el

olsun. Dolaysiyla U,=s,(W), Uy=8,(V),...,U=8,(0) ve U=s (W)xs,(V)x...xs (O)
dur. Burada s,€T(W,Hp,),5,ET(V,Hy)).....s,EN(O,Hy,) ve w=LaJ wi,szaJ \/
i i
,...,O:U O, dir. Boylece ®(U)=Wx Vx...xO dir. Gosterecegiz ki K'I(U)CH“ actk
ter

bir ciimledir.
Eger o* GK’I(U) ise bu taktirde bir o€U vardir dyleki K(o*)=a dir. Dolayisiyla
0*=((D(U)9(Slasz:-.“ ,Sn))(xl ,X2 ..... Xn) ISC

K(a")=(8,(x,),85(X5),...,5 (X ))EU

ve
P(K(o"))=(%,Xg,..., X )ED(U)

dir.  Boylece  ys((X},Xp,- -, X))=(D(U), (51,85, -+ ,8p)) %) Xg.....xn)=0" EYS(D(U))

seklinde tarifli bir

Y8=Y(8,,5,,...,8,): (U)—>H"
 kesiti vardir. Dolayistyla o* keyfi sabit bir nokta oldugundan
K (U)Cys(@))

dir. Diger taraftan, eer o*' Sys(P(U)) isc bu taktirde
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' =(D(U),(5159:+ S MKy X' X'p)
vE
P0* =X}, X g, .. X' NED(U)

dir. Buradan (s;(X{),8,(X2),...,5,(X))EU dir. Dolayisiyla K(o")z(sl(x{),sz(x’z)
sSy(Xh)) dir. Boylece o"'€KU) ve ys(®U)CK'(U) di. O halde

K (U)=ys(®(U)) dur. Yani K\ (UYCH® agik bir cumle olup K stireklidir.

Teorem 3.5.1. den dolay1 her H*(xl,xz,....xn)CH' sapt igin K |4 (LXK ):k
WA, 98n

oldugundan X tasviri bijektiftir. Diger taraftan her o*€H" igin
(PoK)(0*)=9*(0")

oldugundan K saplari koruyan bir tasvirdir. Dolaysiyla K bir demet morfizmidir.
Ustelik K agik bir tasvir oldugundan K™ sireklidir.

Boylece K tasviri bir demet izomorfizmidir.

O halde H* ile Hp xHp,x.. xHp, Ozdeglenebilir. Dolayistyla  her
WCX xXox.. x X agifi igin

I(W,H")=I(W,Hy, xHp, X. .. XHyy)
dir.



BOLUM 4

BiR ABELYEN ORTU UZAYI OLARAK H, DEMETi

Bu boliimde, dnce X=(X,c) irtibatli, lokal egrisel irtibatli bir topolojik uzay
(veya bir Riemann yiizeyi) olmak iizere X tizerinde inga edilen Yiksek Homotopi
gruplarinin H demetinin bir regtiler ortii uzay: (Knill 1973, Massey 1991) oldugu

gosterilecek ve Genel Yiikseltme Probleminin bir ¢oziimil verilecektir. Daba sonra
HhCH,, bir grup altdemet olmak iizere Qp;, bolim demeti tegkil edilecek ve ispat

edilecektir ki, bu boliim demet de X iizerinde abelyen gruplarin bir demeti (Tennison

1975) ve regiller bir orti uzayidir. Nihayet H, demetinin H.,HZ..H® grup

altdemetleri yardimiyla H = H}, ® Hﬁ@...@Hs Whitney Toplamt tegkil edilecek ve

®
gosterilecektir ki Hx sap1 (H,l,)X x (Hﬁ)xx...x(Hg)x sapina izomorftur.

4.1. H, nin Karakteristik Gériiniimii.

Bir dnceki bolimde gosterdik ki H,, X tizerinde abelyen gruplann demeti ve
dolaystyla bir cebirsel demettir. $imdi de H,, demetinin karakteristik goriiniimiinii
verecefiz. Oncelikle H, demeti agagidaki dzellikleri saplar:

(1) WCX agik bir ctimle olsun. Bu taktirde W tizerindeki bir kesit X tizerindeki
global bir kesite genigletilebilir. Ustelik, her s€I'(X,H,) igin
(W, H,)=I(s |y .H,)

dir.
(i) H, nin herhangi iki sap1 birbirine izomorftur. Ciinkii, egrisel irtibath
topolojik uzaylarda ytiksek homotopi grubu noktaya bagl degildir.

(iif) Wy, W,CX iki agik ciimle, s,EI'(Wy,H,) ve s,€I(W,,H,) olsun. Sayet
bir X ,EW MW, igin $;(X,)=8,(X,) ise bu taktirde biitiin W,NW, iizerinde
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S 1= 82

dir.
Gergekten, W{,W,CX iki agik climle ve XEWNW, igin 5,(X )=55(X,)
olsun. Bu durumda [o:l]xo=[a2]xo dir. Buradan y, x, noktasim keyfi bir X EW,NW,

noktasina birlegtiren bir egri olmak lizere

v (Lol )= ([og)g )
dir. Buradan da [B;]x 1=[f32]xl elde edilir. Yani sq(x{)=8,(x;) dir. X; keyfi bir nokta

oldugundan s,=s, dir.

(iv) WCX agik bir ciimle ve s,,8,E'(W,H,) olsun. Sayet herhangi x €W igin
$1(X,)=8,(X,) ise bu taktirde biitiin W lizerinde

S1=52

dir (Balc1 1988).

Simdi de gosterelim ki Hy, X in bir regiiler oriii uzayidur. Oqce agagidaki

teoremi veriyoruz.

Teorem 4.1.1. H, X tizerinde abelyen gruplarin demeti ve W, X de bir agik ciimle
olsun. Bu taktirde

(Hp) = I(W,H,)

dir.

Ispat. WCX agik bir ciimle ve s&€l'(W,H,) olsun. Bu taktirde birtek o =[a] E(Hp)
vardir 3 her xEW igin

c

s(x)=y" ([u])=[B1x

dir. (Hp), nin herbir elemanma I'(W,H ) de yalmz bir eleman kargihk gelir. Bunu
ifade eden tasviri her o &(Hp),, igin (0 )=s olmak lizere
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®:(Hp) —~>T(W.H,)
ile gosterelim.
U::'—'[“l]c’ 0§=[02]CE(Hn)c olsun. olc ve oi sirasiyla s, €M(W,H) ve

$,E€(W,H,) kesitlerini belirlesin. Bu taktirde her xEW igin
$1(x)=y*([o1]1)=IB )

ve
$o(x)=y" ([0])=1B,]x

dir. Eger olcatoi ise s;(X)#sy(x) dir. Dolayistyla @ birebirdir. Tariften dolay1 @
tizerinedir. Boylece @ bijektiftir.
Ustelik ® bir homomorfizmdir. Clinkii clc::[a e ogz[azlcE(Hn)c ise

“i:' oi:[al.aglc
dir. Boylece oy. o2 E(Hy), bir SET(W,H,) kesitini tarif eder syleki her xEW igin
s(x)=y"([o1. a2] )=[B;-Bo1x
dir. Diger taraftan
$1(%)-85(0)=y" ([a1])-y* ([x2] )
=y*({o1]. [o2])
=y*([o1-a2],)
=[B,-Bo )«
dir. Boylece
(oL, 02)=8.5,=B(0L). D(02)
dir. Dolayisiyla

(Hp)¢ = I'(W,Hp)

dir.
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Sonu¢ 4.1.1. H, X iizerinde abelyen gruplanin demeti, (Hp),, XEX noktasi
tizerinde bir sap olsun. Bu taktirde

(Hp)y = I'(X,Hp)
dir.

Teorem 3.1.1 den dolayt ¥ | yyy:s(W)—>W topolojik bir tasvir ve s=(y | s(w))-l
dir. Dolayisiyla

w‘*(W)zi\el s(W) , s,E€T(W,H,)

olup
VP ,si(W'):si(W)_)w

bir topolojik tasvirdir. Boylece W=W(x) agik ciimlesi 9 yardimiyla tamamen ortiiliir.
Dolayistyla 1 bir ortii projeksiyonu (Ulugay 1987) olup (H,,¢) X in bir ortii
uzayidir. Hatta, abelyen bir ortit uzayidir.

Simdi, X, €X herhangibir nokta ve y, x, baglangi¢ noktali bir egri olsun. Bu
durumda

soy:I—H
stirekli bir tasvirdir ve

YPo(soy)=y

dir. Eger (Soy)(xo)=p_on(Hn)xo ise soy, Hy de x uizerinde Pxo baglangfc; noktasinda
y nin bir yukseltmesidir. soy=y* diyelim. y* birtektir. Ciinkii

P sy s(X)—=X

bir homeomorfizmdir.
Boylece agafidaki teoremi ifade edebiliriz.
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Teorem 4.1.2. (H,,y), X iizerinde abelyen gruplarin demeti, x €X herhangibir
nokta ve y, X de x, baglangig noktali bir egri olsun. Bu taktirde herhangi bir
Px,E(Hyy, iciny, Hydep, baglangi¢ noktal1 birtek y* yiikseltmesine sahiptir.

Dolayisiyla H,, X in regiiler bir ortii uzayidir diyebiliriz.
Simdi, Monodromy Teoremi (Bcardon 1984, Conway 1978) olarak da

isimlendirebilecegimiz agafidaki teoremi veriyoruz.

Teorem 4.1.3. (H,,y) X iizerinde abelyen gruplann demeti ve y; , y; H, de Px,
ortak baglangig noktali, p, ortak bitim noktali egriler olsun. Bu taktirde H,, de Yy
¥, a homotoptur yalmiz ve yainiz X de oy | da oy , & homotop ise

ispat. y’; , y;, G homotopisi ile homotopik olsun. Bu taktirde yoG, woy’; ve woy;

arasindaki homotopiyi verir.
Kargit olarak, zpoy’; ve woy; X de x,, ortak baglangig, x; ortak bitim noktah

egriler ve
H:IXJ—X

bu egriler arasindaki homotopi olsun. Px,EHy oldugundan
S(Xo)=Px,

sartin saglayan bir tek s€I'(X,H,) kesiti vardir. Boylece
so(oy)=y]

ve
so(Poy »)=Y,

dir. Ustelik soH, v ile y, arasindaki bir homotopidir.

Teorem 4.1.4. (H,,y) X tizerinde abelyen gruplarin demeti, x X keyfi sabit bir
nokta ve Px E(Hpy herhangibir nokta olsun. Bu taktirdc H nin Py, taban noktali

esas grubu (Hn)xo a izomorftur.
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Ispat. Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.3 iin direkt bir sonucudur.

Simdi de, H, abelyen gruplarimin demeti igin "Genel Yiikseltme Teoremi"
(Massey 1991)'ni verecegiz.

Teorem 4.1.5. X=(X,x ), Y=(Y,y,) irtibath, lokal egrisel irtibatl1 iki topolojik uzay
(veya iki Riemann yiizeyi), (H,,y) X iizerinde abelyen gruplann demeti ve
pxoew'l(xo) herhangibir nokta olsun. Sayet f:Y—X herhangi stirekli bir tasvir ise bu
taktirde f, yof*=f gartin saglayan birtek f*:(Y,y )—>(H,, Pyx,) Yikseltmesine sahiptir.

Ispat. f:(Y,y )—(X,x,) siirekli bir tasvir olsun. $ayet pxoew"l(xo) herhangibir
nokta ise bu taktirde

$(Xo)=Px,,
sartim saBlayan birtek s€I'(X,H, ) kesiti vardir. Boylece

Sof:(Y,¥)—>(Hp, Py )
stirekli bir tasvir olup

WPo(sof)=f

dir. Dolaystyla sof, f nin H, e yiikseltilmesidir. Sofzf" oldugunu kabul edelim. s

kesiti birtek oldugundan f* da birtektir.
Boylece agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.6. X=(X,x), Y=(Y,y,) irtibatli, lokal egrisel irtibatl iki topolojik uzay
(veya iki Riemann yiizeyi), (H,9) X tlizerinde abelyen gruplarin demeti,
pxoew"l(xo) herhangibir nokta ve

I*,8":(Y.y)—=(Hp,pyx )
Pof "=1pog" 6zelligini saglayan iki tasvir olsun. Bu taktirde

=g
dir.

ispat. Teorem 4.1.5 in direkt bir sonucudur.
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4.2. Hn nin Altdemetleri ve Béliim Demeti

Bu kisimda, H, X iizerinde abelyen gruplann demeti ve HyCH, bir grup
altdemeti olmak tizere Qg boltim demetini tegkil ederek bu demetin de X iizerinde

abelyen gruplann bir demeti ve regiiler bir ortii uzay1 oldugunu gostereceBiz. Ayrica
*

H, nin grup altdemetlerinin Whitney Toplamini tegkil ederek Hx sapinin

(H},)x x (Hﬁ),‘x...x(}-lg)x sapina izomorf oldugunu ispatlayacagiz.

Tarif 4.2.1. H , X iizerinde abelyen gruplarnin demeti ve Hy,CH,, agik bir ctimle

olsun. Sayet
i) P(Hp)=X
i) Her x&€X igin (H}),C(H,), bir altgrup ise
bu taktirde H}, ye Abelyen gruplarin H,, demetinin bir altdemeti denir (Ulugay 1981).

Simdi agagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.2.1. X=(Xc) irtibatli, lokal egrisel irtibatli bir topolojik uzay (veya bir
Riemann ylizeyi) ve (H,). , ¢€X noktasina Kkargilik gelen yiiksek homotopi grubu
olsun. Bu taktirde, her (H}) C(H,),, altctimlesi X iizerinde bir demet belirtir.

ispat. (H,), , cEX noktasina kargilik gelen yiiksek homotopi grubu ve (Hy) C(H,),
olsun. Her x€X igin [y] homotopi simf} tarafindan belirlenen tasvir ® olmak iizere

o
(Hp)e= (Fy)i

dir. Dolayisiyla (Hy), ciimlesi ® izomorfizmi ile (Hp), ciimlesine doniigtiiriiliir.
Simdi

Hy= Y (H),
xeX
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olsun. Agik olarak HY,, X iizerinde bir cimledir ve her o, &€(H} n), CHY igin g(oy)=x
seklinde tarif edilen

P :Hy—X
tasviri tizerinedir.
Aynca Hy, iizerinde asafidaki gekilde bir topoloji vardir:
X,EX berhangibir nokta, W=W(x_) ,x in egrisel irtibatlt agik bir komgulugu

ve [y] da, (H,). ile (H), arasinda ® keyfi sablt izomorfizmini belirten bir homotopi
sinif1 olsun. Simdi, s’:W-=H), tasvirini her xEW igin o =[a ] €(H}), olmak tizere

5" =y ([o] J=[B1 5
scklinde tarif edelim. Eger cEW ise y, ¢ de sabit tasvir segilerek

s'(c)=0;
yazilabilir. s’ iyi tarifli olup ' os'=1,, dir. Dier taraftan B, X i¢in efrisel irtibatl acik
- komguluklarn bir tabani ise

Th={s'(W). WEB}

climlesi de Hj, igin bir tabandir. Dolayisiyla Hj, bir topolojik uzaydir. Bu topolojide
P’ ve s’ siireklidir. Ustelik ¢’ bir lokal topolojik tasvirdir. Boylece (Hy,9'), X

izerinde bir demettir.

Simdi de bu teoremin bir sonucunu verelim.

Sonu¢ 4.2.1.
i) Eger (Hy)=(Hp). ise Hy=H, dir. Boylece H) demetleri H, nin

altdemetleridir.

i) Eger (Hy, ).(Hp, ) C(H}), iki altciimle ve (Hj, ) C(Hy, ), ise Hy CHY,
dir. Ustelik WCX bir agik ciimle ise

(W, Hy, )CI(W, Hy, )JCT(W,H,)
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dir.
H,CH,, abelyen gruplarin bir aldemeti ve WCX bir agik ctimle olsun. Bu

taktirde T'(W,H', )CT'(W,H,) bir altgruptur, Eger W=X alimrsa I'(X,H})CT'(X,H,)

bir altgruptur.
Sunu da belirtelim ki, H, nin biitin Hy, altdemetleri H ile aym ozelliklere

sahip olup birer regiiler ortii uzaylandir (Ulugay 1987).

Simdi D', D"CI'(X,H,), D'CD", iki altgrup olsun. Bu durumda D’ ve D"
altgruplanina, H,, CH}, sartini saglayan Hj, ve Hj altdemetleri kargilik gelir. Ustelik
D'CD"C...CI'(X,H,) altgruplanmn siralisi, HyCH{ C...CH,, alidemetleri sirahisina

izomorftur. Bu altdemetlerin her zinciri bir iist smira sahiptir. Zorn Lemmasindan
dolayi bir maksimal demet vardir. Bu ise I'(X,H ) ye kargilik gelen H_, dir.

§imdi de Boliim Demetinin tarifini verelim.

Tarif 4.2.2. H , X tizerinde abelyen gruplarin demeti ve H; CH,, bir grup altdemet
olsun. Her WCX agik ciimlesi icin

_T'(W,H,)

M= T'(W,H!)

- ciimlesini tegkil edelim. Bu durumda {X,M,.y,,,} bir dndemettir. Bu Sndemet
tarafindan tarif edilen demete "Boliim Demeti" denir ve Qyy;, ile gosterilir.

Teorem 4.2.2. H, , X iizerinde abelyen gruplann demeti, H,CH,, bir grup
aldemet ve Qy, boliim demeti olsun. Bu durumda

I'X,H,)

TXH) =I'(X,Qu;,)
dir.
ispat. Bir

JX,Hp)

: -I'(X,Qu
YI‘(X,H’,,) (X.,Qnu,)



I'(X,H,)
T'(X,H,)

limiti gostermektedir (Grauret and Fritzsche 1976).
Sayet y([s])=1 ise bu taktirde y[s]=1 ve boylece herhangi x€X igin

y[s1(x)=(X,[e]), dir. Buradan (W, [s]),=(W.,[e]), ve [s]=[e] elde edilir. Dolayistyla y

birebirdir. Agik olarak y iizerinedir. Her [s41, [s,lE il:%’-g—?-;- i¢in
2%n

tasvirini her [s]€ igin y([s])=yls] seklinde tarif edelim. Burada y indiiktif

Y([s 1. [8,D)=v([5. s5))=v[5;. 8,]=v[5,].v[s,]

oldugundan y homomorfizmdir. Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.3. H, , X iizerinde abelyen gruplann demeti ve HjCH, bir grup
alidemet olsun. Bu durumda Qg bolim demeti X iizerinde Abelyen gruplarn bir

demetidir.

Ispat. H,, X tzerinde abelyen gruplann demeti ve Hy, , H, nin bir grup altdemeti
olsun. Dolaysiyla Hj, abelyen gruplann bir normal altdemetidir. Boylece

I'(X,H3)CT(X,H,) bir normal altgruptur. O halde IE"‘%EJI:II_’% bir gruptur.
. 4 n
Qu, =V (Quy )y
xeX
ve
I'X,H,)
(Qu, )x={ (W,[s])x:WCX agik, [sl€ m }

olsun. Her (Qy, ), sapmda

(w’ [SI])X'(W’ [82])x=(w’ [sl' SZ])x
scklinde iyi tarifli bir "." iglemi tarif edelim. Gosterilebilirki (Qny, ) sap1 bu iglemle
birlikte bir abel grubudur. Boylece I'(X,Qp, ) de bir abel grubu olup, Qy;, Abelyen

gruplarin bir demetidir.
Ustelik Qyy;, Abelyen gruplarin bir demeti olarak regtler bir 6rtii uzaydur.
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Diger taraftan H,CH{C...CH, abelyen gruplartun altdemetlerinin siralist
Quy, DQuy D... DQu, abelyen gruplannin demetlerinin siralisina  izomorftur.

Ustelik bu abelyen gruplari demetlerinin her zinciri bir iist sinra sahiptir. Zom
Lemmasindan dolay1 Qy:, maksimal demettir.

Simdi, H, X iizerinde Abelyen gruplann bir demeti ve Hy,HZ,..,H2 bu
demetin grup alidemetleri olsun. (X,HL), (X,HZ),....(X,H") ciftlerini gozoniine
alalim. WCX agik bir ciimle ve I(W,H.),T(W,H2),....[{W,H") kesitler ciimleleri
olmak tizere

My =L(W,H})xD(W,H2 )x.. xD(W,H})
climlesini tegkil edelim. s=(s;,$,,...,5,)EMy; ve VCW agik altctimlesi igin de
YW,V(S)WW,V(SI’ Sza AR ] Sll)

=(s1]v»83]vs+-»8a V)

olsun. Bu taktirde {X,MW,YW V} bir 6ndemettir. Bu 6ndemetin tarif ettifi demete

HL H2, .. H® grup altdemetlerinin "Whitney Toplami" denir ve
Ny 1 2 n
H=H_ ®H_@. . ®H
ile gosterilir.
Teorem 4.2.4. i=1,2,...n ve cpich|H§l olmak Uzere (HL,q)i), X Uzerinde H,

demetinin grup altdemetleri ve H de bu grup altdemetlerinin Whitney Toplami olsun.
Bu taktirde her XEX igin (W,(5,55,...,89))x~>(5(X),55(X),...,8,(X)) seklinde tarifli

E3
8: Hx—(HL), x (H2), x...x(H),

tasviri bir izomorfizmdir.

ispat

®
i) A=1,2 ve XEW;NW, igin s, =(s},5,...,s) ET(Wy,, H) olsun. (W,5;)~ (W,,5))
dir yalniz ve yalmz bir V(x)CW,NW, civan vardir Oyleki
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1, 1 2, 2 2
(51 |y 52 [ yoes8n [ =081 |52 [y oo57 | )

dir. Bu ise i=1,2,...,n igin si (x):siz(x) demektir. Dolayistyla 0 birebirdir.

i) 6 tasviri izerinedir.  Gergekten, o=(0;,05,...,0;) olmak
0E(HL), x (H2), x...x(HD), ise

sj(X)=0; 3 sTEM(W,,H})

dersek

W=ﬁWi

=1
X noktasinin bir civandir ve
S | w=si€0(W, Hy)
dir. Boylece s=(sy,5,,...,5,)EMy, dir. Dolayisiyla
y5(x)=(W,(81,8,-..,8))x>S(X)=0

seklinde tarifli ys, W iizerinde bir kesittir.

lizere

* .
iii) Herhangi (W,s= (S1,52,+++55, ))x , (W',s' = (s'l,s'z,,...,s{,))x EHx elemanlan igin

B((W,8), *(W,5)) = B(W7 (580,285 - 8y80)), )+ W7 = WOW?
= (5(X)87.(%),55,(X)85,(X),.. .8, (X} (X))
= (81(%)82(%),..84 (X)) (8 (X)85.(X),...57, (%)
= O(W.(51,52.-,5,)), )- O{( W' (85,55 53)) )

= 6((W,s), )-8((W",s"), )

oldugundan 0 bir homomorfizmdir. O halde 8 bir izomorfizmdir. Dolayisiyla
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*
Hx = (HL) 4 x (H2), % . x(HD),

dir. Boylece Hx ile (HL), x (H2), x...x(H2), i dzdegleyebiliriz.

Teorem 4.2.5. i#l,Z,...,n ve ‘VF‘I’l i olmak iizere (H;,(pi), X lizerinde H,
n

demetinin grup altdemetleri ve H da bu grup altdemetlerinin Whitney Toplami olsun.
Bu taktirde

pi(01,0'2, cen ,O'n =0i
seklinde tarifli
L4 .
piH—~H,
kanonik projeksiyonlan birer demet morfizmleridir.

Ispat. Agk olarak p; ler saplan  komr. Diger  taraftan

cé'_-'Hx=(I—I:l)x X (Hi)xx,..x(H’,;)x ise bu taktirde s=(s{,S,,...,8,) i¢in 5,(X)=p;(c) ve
ys(x)=o olacak gekilde H}, de s; kesitleri vardir. Dolayisiyla p, - ys=s; siireklidir, p;

bir demet morfizmidir.

Simdi  i=1,2,...n ve siEl"(W,Hi,) olsun. Her x€EW icin
(8 B, ®...®s,,)(X)=(5(X),55(X),...,5,(x)) geklinde tarifli bir

(s ©s,@.. .@sn):W—»ItI‘
tasvirini gozoniine alalim. Agik olarak s=(s,,s,,...,5,)EMy; ve
() (X)=(W,(51,59,-+-,5))x
=(51(X),85(X),...,8,(X))

=(s; D5, D...DPs, )(x)
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dir. Dolayisiyla s; @s,@...@s,=ys€[(W,H) dir. Boylece [(W,H) ciimlesi ile
T(W,HLE x H2 x...xH?) climlesini dzdegleyebiliriz.

Teorem 4.2.6. H,, X iizerinde abelyen gruplarmn demeti ve H},,Hﬁ,...,Hﬂ, HCH,
ler X tizerinde sirasiyla i=1,2,...,n olmak tizere {X,My Yy} {X My, vy 3

abelyen gruplann dndemetlerinin tarif ettii grup altdemetleri olsun. Herbir WCX agik
ciimlesi igin

YW,V (pW(sl’ 525 ’Sn)’:(pV(YlW,V(S 1) ’YZW’V(SZ) (AN ’an’v(sn))
sartmni saglayan bir
anl 2 n
q)w.Mw X Mw X...XMW —> MW
tasviri mevcut olsun. Burada siEMiw ve VC W agik climledir. Bu taktirde
[ COTR 2 ,st)=Y(pW(Sl, $,-+-,8p)
seklinde tarifli birtek
*
¢:H—H
demet morfizmi vardir.
ispat.
i) W,W C X acik ciimleler, xEW N W ve i=1,2,..,n igin (W,si)r: (W,§i) olsun. Bu
taktirde bir V(x)C W N W agik ciimlesi vardir 6yleki
Y v =T (8)
LA AN N AN

dir. Boylece



51
Yoy Pw(81:52 - S)=0y (Y gy (5D ¥y y(82) 00 ¥y (80))
'—"PV(Y%,V(%)’Y%’N CYSRER (gn))
=Y W,V cpw(§1,§2,...,§n)
ve

X [= T
(W, py(51,5,---,5)) ~ (W,(pW (sl,sz,...,sn))

dir. O halde bir (p:f{ —H tasviri
(Y51(%),Y55(%),.... Y8 ,(X))—=>(W,@51,50.. S ))x
=YQyA51,89,--.,8,)(X)
seklinde tarif edilebilir. ¢ saplart korur ve
cp(Ysl,Ysz, ol ,st)=chw(s1,s2,. . ,sn)
dir. Dolayistyla ¢ birtek olarak belirlenmigtir.

i) 00,09+ -0 )E(HL)x X (H2)y x... x(HR)x igin a;=(W,8;)y, i=1.2,....,n gartint
saglayan bir W(x) komgulufu ve siEMiw clemanlari mevcuttur. Boylece

s=(¥sy,¥sy,...,Ys )EL(W,H), o€Es(W) ve

@ os=Yy(${,55,...,8)ET(W,H)

dir. Dolayisiyla ¢ stireklidir.
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