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Bu tezde, bir dizi ailesinin sézde-rastgeleligini(pseudorandomness) iki temel 6l¢iit agisin-
dan inceliyoruz: aile karmagikligy (f-karmagiklik) ve ¢ mertebesindeki gapraz-korelasyon
olglitii. Galigmamiz, hem ikili (binary) hem de k-sembollii alfabeler iizerindeki dizileri kap-
samaktadir. Oncelikle, ikili sézde-rastgele dizi ailelerinin olusturulmasina yénelik bilinen
yontemleri genigletiyor ve belirli indirgenemez polinomlarin Legendre sembollerinden iire-
tilen genis bir ikili dizi ailesinin f-karmasgikligi igin bir sinir belirliyoruz. Bu ailenin ve onun
dualinin, hem yiiksek aile karmasgikligina hem de gorece yiiksek bir mertebeye kadar diigiik
capraz-korelasyon Ol¢iisiine sahip oldugunu gosteriyoruz. Ayrica, benzer sekilde ytliksek f-
karmasikliga ve diisiik ¢apraz-korelasyon 6l¢iistine sahip ikinci bir ikili dizi ailesi sunuyoruz.
Son olarak, sonuclarimizi k-sembollii alfabeler tizerindeki dizi ailelerine genelliyoruz.
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1. GIRIS

Sozde-rastgele (pseudorandom) diziler, deterministik kurallar aracihgiyla tiretilme-
lerine ragmen istatistiksel olarak rastgele davranis sergileyen yapilardir. Bu dizi-
ler, sembol kiimelerine gore siiflandirildiklarinda; elemanlar1 {0, 1} veya {—1,+1}
kiimelerinde yer alanlar ikili (binary), {ai,as,...,ar} kiimesinden gelenler ise k-
sembollii diziler olarak adlandirilir. Bu yapilarin iiretimi, sonlu cisimler iizerinde
taniml indirgenemez polinomlar, dogrusal geribeslemeli kaydirmali yazicilar, Mer-
senne Twister, Blum Blum Shub algoritmasi, kriptografik hash fonksiyonlari, hiicre-

sel otomatlar ve kaotik sistemler gibi cesitli yontemlerle gergeklestirilebilir.

Sozde-rastgele diziler; telekomiinikasyon, kriptografi, simiilasyon ve sayisal entegras-
yon gibi ¢ok ¢esitli uygulama alanlarinda kullanilmaktadir |[Dick ve Pillichshammer
2010], [Golomb ve Gong 2005], [Niederreiter ve Winterhof 2015], [Topuzoglu ve
Winterhof 2007]. Ornegin telekomiinikasyonda; kanal kodlama, hata tespiti ve diizel-
timi, yayih spektrum sistemleri ve CDMA (Kod Boélmeli Coklu Erigim) yapilarinda
senkronizasyon gorevlerinde etkin bi¢gimde kullanilirlar. Yayili spektrum teknikleri
sayesinde sinyaller, genig frekans bantlarina yayilarak parazit ve girigsimden koruna-
bilir. Kriptografi uygulamalarinda ise giivenli anahtar iiretimi, akan sifreleme sistem-
leri ve protokollerde énemli roller iistlenirler. Bu baglamda yiiksek kalitede rastgele-
lik 6zellikleri, veri gizliligi, biitiinliigii ve iletiminin giivenligi agisindan kritik 6neme
sahiptir. Simiilasyonlarda—ozellikle Monte Carlo yontemlerinde—bu diziler, karma-
sik ve rastlantisal siireglerin gergekci bigimde modellenmesine olanak tanir. Sayisal

entegrasyon uygulamalarinda ise hizli ve hassas sonuclar elde edilmesini saglar.

Bu dizilerin kalitesi cesitli istatistiksel ve yapisal Ol¢iitler iizerinden degerlendirilir.
Ozellikle iyi-dagilim 6lciitii (well-distribution measure) ve korelasyon dliitii (corre-
lation measure), tekil dizilerin rastgelelik niteliklerini niceliksel olarak belirlemede

kritik rol oynar. Rastgelelik ozelliklerini test etmek amaciyla cesitli istatistiksel test
1



paketleri geligtirilmigtir. Bunlar arasinda L’Ecuyer’s TESTUO1 [L’Ecuyer ve Simard
2007], Marsaglia'nmin Diehard testi [Marsaglia 1996] ve NIST Statistical Test Suite
[Rukhin vd. 2001] yer almaktadir. Bu test paketleri, dizilerin hem diizgiin dagilimim
hem de korelasyon yapilarini ¢ok boyutlu istatistiksel yontemlerle analiz eder. Ayrica
dogrusal karmagiklik, oto-korelasyon degerleri ve ¢ok boyutlu dagilimin diizgiinlii-
glinii Olgen discrepancy gibi metrikler, teorik ve uygulamali diizeyde degerlendirilen

onemli kalite gostergeleridir |[Gyarmati 2013|, [Topuzoglu ve Winterhof 2007].

Ozellikle kriptografik sistemlerde, eszamanl olarak {iretilen ve istatistiksel bagimsiz-
lik gosteren ¢oklu sézde-rastgele ikili dizilerden olusan dizi ailelerine ihtiyag¢ duyula-
bilir. Bu dizilerin yiiksek diizeyde rastgelelik sergilemesi ve birbirlerinden bagimsiz
olmasi beklenir. Bu nedenle, aile karmagiklige (family complexity), capraz-korelasyon
(cross-correlation), ¢akisma direnci (collision resistance), minimum mesafe (mini-
mum distance) ve ¢1g etkisi (avalanche effect) gibi metrikler dikkate alimr [Sarkozy
2017]. Aile karmagikhg, bir dizi ailesinin belirli konum kiimelerinde tiim olasi sem-
bol kombinasyonlarini temsil edebilme kapasitesini, dolayisiyla diziler arasi ayirt
edilebilirlik diizeyini ifade ederken; capraz-korelasyon ise diziler arasindaki benzer-
lik miktarim oOlgerek, aralarindaki bagimsizlik derecesini belirler. Cakigma direnci,
farkl girdilerin aym ¢iktiy1 iretmesinin hesaplama acisindan zor olmasini ifade eder-
ken; ¢ig etkisi, girigte yapilan kiigiik bir degisikligin, ¢ikt1 {izerinde biiyiik ve yaygin

degisimlere yol agmasini gerektirir.

Dizi ailesi, belirli bir liretim mekanizmasi ile olusturulan ve yapisal agidan benzer
ozellikler sergileyen diziler kiimesidir; bu tez kapsaminda F ile gosterilecektir. Bu
calismada, ikili ve k-sembollii diziler {izerine yapilan giincel arastirmalar dogrultu-
sunda, [F), izerinde tanimli baz1 indirgenemez polinomlar ve Legendre sembolii kulla-
nilarak iki ayr1 6zgiin dizi ailesi inga edilmigtir. S6z konusu ailelerin so6zde-rastgelelik
ozellikleri, 6zellikle capraz-korelasyon 6Olgiitii ve aile karmagikligi metrikleri iizerin-
den analiz edilmistir. Ayrica, bu alandaki mevcut yaklagimlarin geligtirilmesi ve daha

verimli yontemlerin 6nerilmesi hedeflenmistir.
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1.1 Katkilar ve Ana Hatlar

Bu boéliimde tezin temel katkilari sunulmakta ve béliimlerin genel yapisina iligkin
bir 6zet verilmektedir. Caligmamiz, sozde-rastgele dizilerin yapisal 6zelliklerini ince-
leyerek, bu dizilerin rastgelelik ve giivenlik kriterleri bakimindan analizini amagla-

maktadar.

Boliim 2, sozde-rastgele dizilerin incelenmesine yonelik teorik bir ¢erceve sunmakta
ve sonraki boltimler i¢in metodolojik temel olusturmaktadir. Bu dogrultuda, dizilerin
rastgelelik ozelliklerini anlamak ve analiz etmek amaciyla gerekli temel matematik-
sel kavramlar ele alinmustir. Oncelikle karakter teorisi aracihigiyla dizilerin yapisal
ve spektral ozellikleri ele alinmig, sonlu abelyen gruplarin karakterleri tizerinden bu
ozelliklerin rastgelelik, dogrusal karmagiklik ve giivenlik iizerindeki etkileri ortaya
konmugtur. Ardindan, normallik, korelasyon ve iyi dagilhim gibi sézde-rastgelelik &l-
glitleri tanitilmig ve bu olgiitler arasindaki yapisal iligkiler ayrintili bigimde analiz
edilmistir. Dogrusal Geri Beslemeli Kaydirma Kayitlar: (LFSR) ve Legendre sembol-
lerine dayali iiretim teknikleri gibi yontemler ele alinmig ve bu tekniklerin rastgelelik
kriterleri agisindan yeterliligi analiz edilmigtir. Ayrica, dogrusal karmagiklik kavrama,
bir dizinin en kisa iiretim yontemiyle iligkisi bakimindan ele alinmig ve rastgelelik
ol¢iitii baglamindaki 6nemi agikliga kavusturulmustur. Son olarak, ¢esitli tiirde di-
zilerden olusan dizi aileleri tanitilmig ve bu yapilarin giivenlik agisindan tagidigi

ozellikler degerlendirilmistir.

Boliim 3’te, 7 caligmasinda sunulan ikili s6zde-rastgele dizi ailesi genigletilerek

Fi ::{(#):}i:l,...,p—l}

bi¢imindeki yapi tanimlanmigtir.



Burada p tek asal say1 olmak {izere, her biri indirgenemez olan f;(z) polinomlar:

-2 ,.d—2 -3, .d—3

fi(x) = 2% 4 agi?2x™? 4 azi®s?P 4 - 4 ag_gi®

222 + agi® € B[]

bicimindedir.

? caligmasindaki sonuglarin aksine, Teorem 3.1 kapsaminda, bu dizi ailesinin ¢apraz-
korelasyon oOl¢iitiiniin polinomun d derecesi arttik¢a yiikseldigi, buna karsilik f-

karmagikligina dair alt sinirin azaldigi matematiksel olarak gosterilmistir.

Boliim 4’te, I, iizerinde derecesi d olan ve indirgenemez bir f polinomu kullanilarak

e (2]

ikili dizi ailesi analiz edilmistir. Burada d < /p/2 kosulunu saglayan pozitif bir tam-
sayidir. Bu ailenin de hem yiiksek f-karmagikliga hem de diisiik gapraz-korelasyon
Olciitiine sahip oldugu gosterilmis; ancak d arttikca bu metriklerde bozulma gozlem-
lenmistir. Ote yandan, F, ailesinin eleman sayismin yaklasik p¢~2 olmasi, bu yapinin
Fi ailesine kiyasla daha genis oldugunu gostermektedir (Teorem 4.1). Benzer bir

yap1, [Liu,H. ve Liu,X. 2024] ¢caligmasinda farkh bir yontemle olugturulmustur.

Boliim 5te, ikili diziler i¢in sunulan temel kavramlar k-sembollii alfabe yapisina ge-
nellenmis ve ¢apraz-korelasyon ile f-karmagiklik 6l¢iitleri baglaminda teorik siirlar
tiiretilmistir. Son olarak, Boliim 6’da, 5 ailesinin k-alfabe tizerindeki genellemesinin
hem yiiksek f-karmagikliga hem de diiglik ¢apraz-korelasyon Ol¢iitiine sahip oldugu

gosterilmigtir.

Not 1.1. Burada U < V ve U = O(V') notasyonlar, pozitif bir sabit ¢ i¢in |U| < ¢V
anlaminda kullanagmastur. Ayrica, f(n) = o(1) ifadesi, n — oo iken lim, o f(n) =0

kosulunu ifade etmek tizere kullanilmastor.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Karakter Teorisi

Karakter teorisi, dizilerin yapisal ve spektral ozelliklerini inceleme imkani sunar ve
bu sayede rastgelelik diizeyi, dogrusal karmagiklik ve kriptografik giivenlik agisin-
dan kapsamli analizlerin yapilabilmesini miimkiin kilar. Bu nedenle karakter teorisi,
ozellikle kriptografide dizilerin tasarimi, analizi ve giivenli bi¢cimde kullanilmasina

yonelik temel bir matematiksel arag niteligindedir.

Bu boliimde, sonlu cisimlerin toplamsal ve ¢arpimsal gruplarina ait karakterler in-
celenmigtir. Sunulan bilgiler i¢in temel kaynak olarak [Lidl ve Niederreiter 1986]

kullanilmaktadir.

G, sonlu bir abelyen grup (¢arpimsal bi¢imde yazilmig) olsun. Bu durumda, |G|, G
grubunun mertebesini; 1, birim elemani gosterir. G'nin bir karakteri y, G’den kar-
magik diizlemde birim ¢ember tizerindeki sayilarin olugturdugu U ¢arpimsal grubuna

bir homomorfizmadir. Yani, her g, g € G igin

x(9192) = x(91)x(g2)

ozelligi saglanmaktadir.

Bir x karakteri i¢in



ozellikleri gegerlidir; burada x(g) ifadesi, x(g) karakter degerinin kompleks eglenigini
belirtmektedir.

Sonlu bir abelyen grup olan G {izerindeki tiim karakterlerin olusturdugu kiime, yine
bir grup yapisi tasir. Bu grup, karakter grubu olarak adlandirilir ve G ile gosterilir.

Karakter grubunun mertebesi, G grubunun mertebesine esittir; yani |G| = |G| dir.

Her y € G icin
|G|7 eger X = Xo,
> xlg) =
9eG 0,  efer X # Xo

karakteristik toplam esitligi saglanir. Burada yo, G grubunun asikar karakter: olup,

her g € G igin xo(g) = 1 bigiminde tanimlanir.

Ornek 2.1. [Lidl ve Niederreiter 1986] Mertebesi n olan sonlu ve devirli bir grup

G ve bu grubun bir treteci g olsun. Bu durumda, her 0 < j <n —1 i¢in
xi(gF) = e¥km  k=0,1,...,n—1

seklinde tanimlanan fonksiyon, grup G ftzerinde tanimly bir karakterdir. Burada
karakterlerinin tamamu, G tizerindeki tiim karakterleri olusturarak G olarak adlan-

dirilan dual grubu meydana getirir.

Sonlu F, cisminin toplamsal grup olarak (IF,,+) ve garpimsal grup olarak (F,-)

seklinde iki 6nemli abelyen grup yapisi mevcuttur.

Oncelikle (F,,+) toplamsal grubunu ele alalim. Bu grubun karakterlerine toplamsal
karakterler denir. Karakteristigi p olan I, bir sonlu cisim olup, asal cismi [, dir.

Bu asal cisim IF,,, Z/(p) yapisiyla izomorftur.

Tr: F, — F, biciminde tanimlanan iz fonksiyonu (trace function), F, tizerinde dog-
6



rusal bir fonksiyondur.

FF, sonlu cismi, ¢ = p olmak iizere, I, iizerinde tammh d boyutlu bir vektor uzayidir.

Bu baglamda, iz fonksiyonu
Tr(c) e+ o+ Vee F,

seklinde tanimlanir ve bu tanim her ¢ € I, i¢in bir [F,, eleman: iiretir.

Iz fonksiyonu yardimiyla tanimlanan
xi(c) = ¥ e e T, (2.1)

fonksiyonu, (F,,+) grubu tizerinde bir karakterdir.

Gergekten de, her ¢, co € Fy icin iz fonksiyonunun dogrusalligi sayesinde
Y1 (Cl + Cg) _ 627ri~Tr(cl+cz)/p _ 627rz’~(Tr(c1)+Tr(cg))/p _ Xl(cl)Xl(CQ)

esitligi saglanir. Bu nedenle x;, F, toplamsal grubunun kanonik toplamsal karakter:

olarak adlandirilir.

Teorem 2.1. F, cismi tzerinde, her b € F, i¢in

xp(c) = x1(bc), VeceF,,

seklinde tanmvmlanan fonksiyon, (F,,+) grubunun bir karakteridir. Ayrica, bu grup-

taki her toplamsal karakter bu yolla elde edilebilir.

(F?,-) grubunun karakterlerine, bu grubun carpimsal karakterleri denir.



Teorem 2.2. F, sonlu cisminde g bir ilkel eleman olsun. Her j = 0,1,...,¢—2 i¢in

tanimlanan

v Fy = C, y(g*) = eIy

fonksiyonu, F, dzerinde bir ¢carpvmsal karakterdir. Dahasu:

1. 9; karakterleri, @/F\; karakter grubunun tim elemanlarine olusturur.

2. I, i her karakteri, yalnizca bir j € {0,1,...,q—2} indisi i¢in 1; seklindedir.

Tanimda kullanilan herhangi bir g € F; iiretecinden bagimsiz olarak, v, fonksiyonu
asikdr (trivial) carpimsal karakteri temsil eder ve her ¢ € F} igin 1y(c) = 1 olacak

sekilde tanimlanir.

Tamim 2.1. F, cismi tzerinde tanimiy carpimsal karakterlerin kimesi, asagqidaks

ozelliklere sahip, ¢ — 1 elemanl, sonlu ve devirli bir Abel grubudur:

o Grup islemi, karakterlerin noktasal ¢arpymayla tanimlanwr. Yani her x € F
¢
(1 - ¥2)(x) = 1 (2)ta(2)
esitligi saglanar.
e Bu grubun birim elemam, trivial karakter olan o dwr ve her x € Fy igin

Yo(x) = 1 egitligi gegerlidir.

e Her karakterin tersi, karmasik eslenik alinarak elde edilir. Yani her i) karakteri

i¢in ters eleman

7 (x) = P(2)
bicimindedir.

o Karakterler kimest devirli bir gruptur. Dolayiswyla her ¢arpimsal karakter, bir

trete¢ karakterin uygun bir kuvvet: seklinde yazilabilir.

8



Ornek 2.2. ¢ bir tek asal kuvveti olmak tizere (q = p™), n fonksiyonu, her ¢ € F;
¢im
1, eger c € F, kare eleman,
n(c) =

—1, eger c € F} kare olmayan eleman

olarak tanimlanir. Bu fonksiyon carpimsaldir ve yalnizca elemanin karesel olma du-

rumuna gore deger aldigindan, kuadratik karakter olarak adlandirilur.

Teorem 2.2°e gore, n karakteri, ¥, 'nan ¢arpymsal karakter grubunun bir dretecinin

q;—l-z’nci kuvveti olarak ifade edilebilir.

Ozellikle ¢ = p (tek asal) durumunda, kuadratik karakter 7 her ¢ € F,, icin
c
n(e) = | -
0-(3)
seklinde yazilir. Burada kullanilan

0, egerc=0 (mod p),

c
<—) = 1, eger c bir kuadratik kalan ise,

—1, eger ¢ bir kuadratik kalan degilse

tanimi Legendre sembolii olarak bilinir.

Not 2.1. Bir kuadratik karakter, (F, -) grubunun elemanlariny 1 ve -1 degerleriyle
esleyerek iki alt kiimeye ayiran bir fonksiyondur. Ancak karakteristigi 2 olan bir
cisimde —1 =1 (mod 2) oldugundan bu ayrim anlamsizlagir. Dolayisiyla kuadratik

karakterler, karakteristigi 2 olan cisimlerde wyi tanimiy degildur.

Carpimsal karakterlerin 6nemli bir uygulamasi, sonlu cisimler iizerindeki polinom-

9



lara ait karakter toplamlarinin mutlak degeri icin iist sinir elde edilmesinde kullanilan
Weil Teoremi’dir. Bu calismada sunulan dizi ailelerinin tiretiminde bu smir kritik

rol oynamaktadir.

Teorem 2.3. [Weil 1948][Weil Swnursy] F, sonlu cismi dzerinde tanimly, asikdr
olmayan ¢arpimsal bir karakter x ve f(z) € F,[z] polinomu verilsin. Eger f(z) kare-
carpansiz bir polinomsa (yani Fq tzerinde tim kokleri ayrik ise), asaqidaki esitsizlik
saglanar:

> x(f(@))| < (deg(f) —1) - ¢

z€lF,

ve bu egitsizlik, karakter toplamlarinin biyukligi i¢in st sinwr olusturmaktadar.

1990’1 yillarin ikinci yarisinda Mauduit ve Sarkozy, sonlu ikili dizilerin sozde-rastgelelik
ozelliklerini analiz edebilmek amaciyla wyi-dagilim, korelasyon ve normallik Olgiitle-

rini ortaya koymuglardir [Mauduit ve Sarkézy 1997].

2.2 Sozde-Rastgele Olgiitlerinin Tanimi

Sonlu ikili dizilerin rastgelelik 6zelliklerini degerlendirmek amaciyla cesitli dlgiitler
geligtirilmigtir. Bu baglamda, bir dizinin elemanlarinin dagilim diizenliligini ve ardi-
sik terimler arasindaki istatistiksel bagimliligi nicel olarak degerlendirmeye yarayan
iki temel 6l¢iit one gikmaktadir: iyi-dagilam olgiti (well-distribution measure) ve
korelasyon 6l¢iitii (correlation measure). Iyi-dagilim 6lciitii, dizinin belirli aritmetik
alt diziler lizerindeki toplamlarinin biiyiikliigiinii temel alarak, dizideki elemanlarin
ne derece dengeli dagildigini 6lgmektedir. Korelasyon 0lciitii ise belirli araliklardaki
ardigik terimlerin carpimina dayali toplamlari inceleyerek, farkli konumlardaki te-
rimler arasinda istatistiksel bir iligkinin varligin1 aragtirmaktadir. Bu odlgiitler, dizi-
lerin ne 6lgiide deterministik veya rastgele yapi sergilediginin belirlenmesinde temel

kriterler arasinda yer almaktadir. Asagida her iki 6l¢iitiin tanimi ayrintili bigimde
10



sunulmaktadair.

S6z konusu 6lgiitler, cogunlukla {—1,+1} kiimesinden elemanlar igeren sonlu ikili

dizilere uygulanir. Bu baglamda, uzunlugu N olan bir Fy ikili dizisi
EN = (617 €o, ... ,6]\]) € {—]_, +].}N

seklinde ifade edilmektedir.

Tanim 2.2. [Mauduit ve Sarkozy 1997] Bir Ey dizisi i¢in, a,b,t € N olmak tizere

t

U(En,t,a,b) = Z Cartjb

J=1

seklinde tanimlanan fonksiyon, dizinin belirli bir aritmetik alt dizisindeki terimlerin

toplamana 6lgmektedir.

Ote yandan, D = (dy,dy, ..., d;) olmak dizere 0 < dy < dy < --- < dy kosulunu

saglayan artan bir dizi verildiginde ve M € N i¢in

M
V(EN, M, D) = E En+dyCntds * * Entdy
n=1

fonksiyonu tanimlanir. Burada € i¢in en fazla ¢ = O(log N) kabul edilir. Bu fonk-
siyon, dizide belirli konumlardak: terimlerin carpimina dayale yapilarin toplamans

dikkate alarak korelasyon iliskisini degerlendirmektedir.

Bu tanimlar dogrultusunda, Ex dizisinin tyi-dagilim ol¢titi

t—1

E €a+jb

=0

W(Ey) = max |U(En,t,a,b)| = max (2.2)

bi¢iminde ifade edilir. Burada maksimum, a,b,t € N olmak tzere 1 < a < a+ (t —

1)b < N kosulunu saglayan tim (a,b,t) uglileri izerinden alinmaktadur.
11



Benzer sekilde, En dizisinin ¢ mertebeden korelasyon o6l¢iitii

M-1
Ce(En) = max|V(En, M, D)| = max Z% €ntdi€ntdy " Entd, (2.3)
seklinde tanimlanwr. Burada maksimum, M ve D = (dy,...,dy) degerleri tzerinde

alinmakta olup, M + d, < N kosulunun saglanmasi gerekmektedir.

Bir ikili dizinin sozde-rastgelelik 6zelligini degerlendirmede, ardigik alt dizilerin ce-
sitliligi temel bir 6l¢iit olarak 6ne ¢ikar. Uzunlugu ¢ olan bir alt dizinin alabilecegi
tiim olast desen sayis1 2¢dir. Ote yandan, uzunlugu N olan bir dizide 6rtiismeli

bi¢imde elde edilebilecek ardisik f-uzunluklu alt dizilerin sayisi en fazla
N—-(+1

olabilir. Tiim olas1 desenlerin dizide tekrar etmeksizin yer alabilmesi icin 2 < N —

¢ 4 1 kosulu ve buna denk olarak N > 2¢ + ¢ — 1 kosulunun saglanmasi gerekir.

Bu durum, korelasyon analizinde istatistiksel anlamlilik tasiyan ¢ uzunluklarimin
belirlenmesinde kritik bir rol oynar. Uygulamada, bu esitsizlikten yaklagik bir sinir
elde edilir:

{ < [log, N|

ve bu sinir, korelasyon olciitlerinin hesaplanmasinda dikkate alinabilecek en biiyiik
¢ degerini belirler. Zira uzunlugu log, N’den biiyiik olan alt dizilerin dizide tekrarsiz

bigimde yer alabilme olasiligi oldukca diisiiktiir.

Bu baglamda ardigik alt dizilerin incelenmesi 6zellikle 6nemlidir; ¢iinkii dizinin her
pozisyonunda baglatilan ve kayan pencere yaklagimiyla elde edilen bu alt diziler,
dizinin yerel yapisini ortaya koyar. Her bir ardigik alt dizinin ozgiinliigii, dizideki

ortintiilerin tekrarlanma egilimiyle dogrudan iligkilidir ve rastgelelige dair énemli
12



bir gosterge sunar.

Ornek 2.3. N =5 ve { = 2 i¢in, F5 = (e1,es,...,e;5) dizisinin ardisik 2 uzunluklu
alt diziler:

(61,62), (62763), (63764)7 (64,65)

seklindedir ve toplam 5 — 2 + 1 = 4 adet alt dizi elde edilir. Bu durumda 2% = 4
oldugundan, her olasy desen dizide bir kez yer alabilir. Ancak ¢ = 3 icin 23 = 8 >
5—3+1 = 3 oldugundan, yalnizca 3 adet ardisik alt dizi bulunabilir ve bu say,
tiim olasy desenleri kapsamak i¢in yetersizdir. Bu nedenle, uzunlugu 3 olan tim

desenlerin dizide yer almast teorik olarak imkansizdur.

Bu ornek, yukaridaki esitsizligin korelasyon 6lgiitlerinin giivenilir bi¢gimde degerlen-

dirilebilmesi ac¢isindan neden temel bir sinir sundugunu acik bigimde gostermektedir.

Ornek 2.4. Uzunlugu N = 6 olan Ey = (ey,es,...,e5) € {—1,+1}° seklinde ta-
niml bir dizi ele alalim. Bu dizinin 1y dagilmas olup olmadiginey degerlendirmek
amacwyla, a,b,t € N olmak tzere 1 < a < a+ (t — 1)b < 6 kosulunu saglayan tim

(a,b,t) dglilerinde yapilan hesaplamalar (lizelge 2.1°de gosterilmistir.

Ornek 2.5. Uzunlugu N = 10 olan bir Ey = (e1,eq,...,e10) € {—1,4+1}1° dkili

dizisi ele alalim. Korelasyon dl¢iiti hesaplanirken, kullanilabilecek en biyik ¢ degeri

log N log10
B 2833

~ log2  log2

oldugundan, ¢ = 3 se¢imi uygundur. Bu durumda, artan bir kayma dizisi olarak
D = (1,3,6) almabilir.
13



Cizelge 2.1 W(Ey) degerlerinin farkli (a,b,t) kombinasyonlar: i¢in hesaplanmasi
W(EN) = max, Zz;%) Ca+jb

Z;;%)ea—l—jb
ler + es]
|€1+63|
|€2—|—€3|
les + ey
|62—|—65|
€2 + e
|€3+64|
|€3+€5|
|€3+€6|

|€1 + e2 + €3|
|€1 + €3 + €5|
s + €3 + e4]
‘62 + €4 + 66‘
‘61 + €9 +e3 + €4|
|62 +e3+eq+ €5|
|€1+€2+63+64+65|
|62+€3+64+€5+66|
|61+62+63+€4+65+66|

t=2

t=3

N RN RN R RFRWWWNoDNDND N~ — D
Rl Rl RN R RO RRWN R B WD - DN o

Uciincii mertebeden korelasyon 6l¢iiti

M—-1
E Cn+dy En+da Ontds

n=0

C3(EN) = Hj\}jcig(

seklinde tanvmlanir. Burada D = (dy,dy,d3) olmak dzere, toplamin sinirlars i¢inde
kalmasu igin M +ds < N kosulu saglanmalidur. Segilen D = (1,3, 6) i¢in bu kosuldan
M < 4 elde edilir; dolaysiyla M € {2,3,4} degerleri dikkate alinar.

Cizelge 2.27de, her M i¢in hesaplanan korelasyon toplamlary gosterilmistir:

Cizelge 2.2 D = (1,3,6) kayma dizisi i¢in C3(Ey) korelasyon degerleri

Cs3(En) = 224:1 €n+1€n+3€En16
= |eseq 7]

= |eaeser + €3 e es]

= |eaeser + ezeses + e es e
= leseger + ezes5e5 + eqese9 + €5 €6 €19

~lwlvol—| Z
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Sonug¢ olarak, bu mutlak degerli toplamlarin en biyigi, dizinin tg¢iinct mertebeden

korelasyon 6l¢iiti olan Cs(Ey) degerini verir.

Bir E dizisinin sozde-rastgelelik 6zellikleri /. mertebeden ¢apraz-korelasyon oOl¢iitii
Cy(Ey) ve iyi-dagilim olgiitii W(Ey) olarak baghca iki matematiksel olgiitle ni-
celendirilir. Bu olgtitlerin kiiciik degerlere sahip olmasi durumunda, ilgili dizi iyi

sozde-rastgele dizi (good pseudorandom sequence) olarak kabul edilir.

Sozde-rastgeleligi daha hassas bi¢gimde degerlendirebilmek amaciyla, normallik 61-
ciitii literatiire kazandirilmigtir  [Mauduit ve Sarkoézy 1997]. N,(Ey) 6lgiitii, uzun-
lugu N olan ikili bir dizide belirli bir /-uzunluklu desenin beklenen frekansindan
ne Ol¢lide saptigini olcer. Bu 6l¢iit, dizinin istatistiksel rastgeleligini analiz etmede
onemli bir aragtir. Ny(E)y) degerinin kiigiik olmasi, dizinin tiim f-uzunluklu desenleri
yaklagik olarak egit siklikta igerdigini ve dolayisiyla yiiksek diizeyde sozde-rastgelelik

ozelligi tasidigini gosterir.

Tanim 2.3. [Mauduit ve Sdarkizy 1997] Ex = (e1,es,...,ex) € {—=1,+1} bir ikili
dizi ve X = (x1,x9,...,2¢) herhangi bir (-uzunluklu desen olsun. Ey dizisinin X

deseniyle eslesme sayist

T(En, M,X) = [{n:0<n <M, (eni1,eniz -, ents) = X}|

ile verilir. Ey dizisinin € dereceden normallik 6l¢titid (normality measure)

M
N((En) = max T(En, M, X) — o

olarak tanamlanir. Maksimum deger, tim X € {—1,+1}¢ desenleri ve M < N —{+1
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kosulunu saglayan M degerler: tizerinden alinir.

Birlesik sozde-rastgelelik olgiitii, iyi-dagilim ve korelasyon o6l¢iitlerinin ortak bir ge-

nellemesi olarak tamimlanir [Mauduit ve Sarkézy 1997].

Tamm 2.4. Ey = (e1,...,en) € {—1,+1} bir ikili dizi olsun. Her ¢ € N igin,
D= (dy,...,dy) (0<dy <---<dy) kaydirma dizisi ve a,b,t € N parametreleriyle,

t

Z(EN, a, b, t, D) = E €a+jb+d1 e ea+jb+d2
Jj=0

seklinde tanimlanan toplam yardimayla, ¢ dereceden birlesik ol¢iit

Q:(Ew) = max |Z(Ey,a,b,t,D)|

olarak verilir. Dizinin genel birlesik olctti ise

Q(Exy) = max QuEy)

log N
1<0<| 55 ]

seklinde tanvmlanir. Burada maksimumlar, a + jb + d; € {1,2,... N} kosulunu

saglayan tim parametreler izerinden alinar.

Ozetle, Q¢(Ey) bir Ey dizisinin ¢ dereceden korelasyonunun, aritmetik ilerlemeler

tizerindeki davranigini olger.

Her ne kadar W, C,, N, ve @, gibi Olg¢iitler dizilerin bircok sozde-rastgele 6zelli-
gini incelemeye olanak verse de, bu Olgiitlerle tiim rastgelelik 6zelliklerinin eksiksiz
bigimde karakterize edilmesi miimkiin degildir. Nitekim Topuzoglu ve Winterhof
(2007) tarafindan sunulan Discrepancy, Uniform Distribution, Nonlinearity, Lattice
Test, Linear Complexity, Linear Complexity Profile ve Simetri gibi dlgiitler, dizilerin

sozde-rastgeleligini tanimlamada baglica aracglar olarak kullanilmaktadir.
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Bu alanda yiiriitiilen calismalarin son yillarda hizla gelismesi nedeniyle tiim testlerin
uygulanmasindan ¢ok, uygulamalarda yeterli giivenligi saglayabilecek sinirli ancak
etkili bir temel 6l¢iit kiimesinin belirlenmesi daha uygun bir yaklagimdir. Giincel

aragtirmalar, W ve C} 6l¢iitlerinin bu temel kriterleri sagladigini ortaya koymaktadir.

2.3 Sozde-Rastgele Dizi Insa Yontemleri

Legendre sembolii kullanilarak iyi-sozde-rastgele diziler iretmeye yonelik ilk yontem,

[Mauduit ve Sarkozy 1997|'de incelenmistir.

Insa 2.1. p asal says ve N = p — 1 olmak iizere, bir Ey = (e1,€9,...,en) Legendre

dizist

kuralina gore olusturulur. Burada (;) Legendre semboliinii temsil eder.

Bu durumda, Insa 2.1 ile tamimlanan Ey dizisi icin [Mauduit ve Sarkézy 1997]
[Teorem-1|’e gore

W(Ey) < N'?log N,

Cy(En) < ENY*1og N

ust simirlar: elde edilir.

Bu smurlar, literatiirde bilinen en iyi sonuglar arasindadir. Ayrica, séz konusu iire-
tim yontemi uygulamada oldukga hizli ve pratiktir. Burada kullanilan < notasyonu

Vinogradov simgesidir; f(x) < g(x) ifadesi f(x) = O(g(x)) anlamina gelir.

Ornek 2.6. p = 59 asal sayist icin Insa 2.1 (Legendre yontemi) ile olusturulan

N = 58 olan dizi
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EN :/J; '1; 1; 17 1; '17 17 '1; 1; '1; '17 17 _17 ']7 ]7 ]7 ]7 '17 17 17 17 17 _17 ']7 ]7 ]7
17 1; 17 _1; _1; _17 _17 _17 1; 17 _1; _1; _1; _17 1; _1; _1; _1; 17 17 _17 17 17 _17 1) _1) 17
1, -1, -1, 1, -1]

seklindedir. Bu dizinin iyi-dagilim ol¢ita W(Ey) = 9’dur. Baz asal saylar igin

hesaplanan iyi-dagilim olgiti degerleri Cizelge 2.3°te verilmistir.

Cizelge 2.3 W(Ey) degerleri

p W(Ey) ~ N'2]log N
59 9 10.1
79 10 12.1
97 12 19.5
257 20 38.4
oTT 32 66.2
983 43 94

Bu baglamda, dizinin kontrol edilmesi gereken maksimum korelasyon derecesi

log N log59
B 80 58

(< =
~ log?2 log 2

seklinde hesaplanir. Bazi asallar i¢in korelasyon dlgiitlert Cizelge 2.4 te sunulmustur.

Cizelge 2.4 Cy(Ey) degerleri

P N 14 MAX tog ¥ Co(EN) (N2 log N
61 60 5 26 68.8
59 58 5 23 67.1
53 52 5} 21 61.8
37 36 5! 19 46.7
29 28 4 12 30.6

[Mauduit ve Sarkozy 1998] calismasinda, Legendre sembolii temelli Insa 2.1 yéntemi,
belirli kogullar altinda g(x) € F,[x] bigimindeki permiitasyon polinomlar: kullanila-

rak genellegtirilmistir. Bu genellemede, klasik (%) ifadesi yerine (%) kullanilarak
yeni bir iyi-stzde-rastgele dizi iiretim yontemi elde edilmistir.
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Bir f(z) € F,[x] polinomu, F, cismi iizerinde birebir ve érten bir fonksiyon taniml-

yorsa, f’ye permiitasyon polinomu adi verilir.

Bazi 6nemli permiitasyon polinomlar: agagida siralanmigtir:

1. Dogrusal polinomlar: a € F} ve b € F, olmak tizere, f(z) = ax + b bigimin-

deki polinomlar permiitasyon polinomudur.

2. Monomiyaller: f(x) = x* bicimindeki monomiyaller, obeb (k,q — 1) = 1

kosulu saglandiginda permiitasyon polinomu olur.

3. Ozyinelemeli polinomlar: n € N ve a € [F;, parametreleriyle tanimlanan

{D,(z,a)} polinom dizisi

Dyio(z,a) = xDyiq(x,a) — aDy(z, a)

ozyineleme bagmtisim saglar. obeb(n, ¢*> — 1) = 1 kogulu altinda D,,(x,a) poli-

nomlar1 F, iizerinde permiitasyon polinomu 6zelligi gosterir.

Insa 2.2. [Mauduit ve Sarkozy 1998] p asal sayr ve g(x), F, dzerinde derecesi m

olan bir permdiitasyon polinomu olsun ve
g(x) polinomunun kokinin kathlhg tek sayida olmalidur. (2.4)

kosulu saglansin. E, = (e1, ..., e,) dizisi

L) a2 e,

1, egerg(n)=0 (mod p)
19



kuralina gore olusturulur. Bu durumda, her k € N ve k < p i¢in
Qr(En) < 11kmp'?logp

saglanar.

Ornek 2.7. Ornek 2.6°da verilen Legendre yontemiyle elde edilen 58 uzunluklu dizi,

g(n) = n® permiitasyon polinomu kullanilarak, Insa 2.2’deki yintemle elde edilebilir.

Not 2.2. 1. Dogrusal polinomlar; ¢ > 2 ve (k,q— 1) =1 kosulu altinda, her a €
F, i¢in tanumlanan x*+a bigimindeki polinomlar; ayrica a € Iy ve (5, ?—1) =
1 kosullary altinda tanwmlanan Ds(x,a) Dickson polinomlar:, Kogsul (2.4) 4

saglar.

2. Kosul (2.4)in saglanmast ve kullanilan polinomun derecesinin digiik olmast

durumunda, Qr(Ey) 6l¢iti i¢in daha elverigli bir tst sinir elde edilebilir.

Legendre (Insa 2.1) yonteminde, sabit bir N sayisi icin yalnizca uzunlugu N olan
tek bir dizi iiretilebilir. Ancak bir¢ok uygulama, birden fazla sézde-rastgele ikili dizi
gerektirir. Goubin ve digerleri, Legendre semboliine dayali genis sozde-rastgele ikili

dizi aileleri olugturmay1 bagarmigtir [Goubin vd. 2004].

inga 2.3. K € N ve p asal says olsun. P, F,[x]’te derecesi 0 < k < K olan ve
Fp (F, 'nin cebirsel kapanisi) dzerinde katl kok icermeyen polinomlarn kimesini

gostersin. Her f € P i¢in E,(f) = (e1,...,e,) dizisi

<@> . eger obeb(f(n),p) =1,

+1, eger p | f(n)

en =

(2.5)

kuralina gore tanvmlanir. Bu dizilerden olusan aile F = {E,(f) : f € P} ile gdste-
rilir.
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Bu durumda, F acgikca genis bir sozde-rastgele ikili dizi ailesini ifade eder. Goubin
ve digerleri, belirli kogullar altinda f polinomlar: i¢in E,(f) dizisinin giiglii stzde-

rastgele ozelliklere sahip oldugunu ispatlamiglardir [Goubin vd. 2004].

Teorem 2.4. Insa 2.3teki p, P ve F tammlaryla, f € P ve E, = E,(f) € F i¢in

(f ‘nin derecesi k olmak tzere)
W(E,) < kp'/? log p

esitsizligi gecerlidir. Ayrica, £ € N i¢in

1. 1 =2,
2. L < pwve?2, pye gore ilkel bir kok,

3. (4k)E < p,

kosullarindan herhangi birt gegerliyse
Cy(E,) < kip*?logp

saglanar.

[Rivat vd. Sarkozy 2006] calismasinda, Insa 2.3 ile elde edilen dizilerin NIST-STS
test paketindeki tiim testleri gectigi gosterilmigtir.

Bilinen permiitasyon polinomlarinin hem sayica az hem de ¢esitlilik bakimindan
sinirl olmasi nedeniyle, Insa 2.2 yontemi kullamlarak yeterli bityiikliikte dizi aileleri
tiretmek miimkiin olmamaktadir. Ancak Gaubin ve digerleri tarafindan geligtirilen

bir yaklagimla, belirli yapisal 6zellikleri saglayan polinomlar segilerek yeni ve daha
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genig dizi aileleri elde edilmigtir [Goubin vd. 2004].

Tanim 2.5. m € N ve A, B C Z,, i¢in
r(c) =#{(a,b) e AxB:a+b=c}

olmak tizere, her ¢ € Z,, i¢in r(c) = 0 (mod 2) ise A+ B toplam: P ozelligine

(property) sahiptir.

Tanim 2.6. k,{,m € N ve k,{ < m olmak iizere, ejer A, B C Z,, kiimeleri i¢in
|A| =k, |B| = € ve A+ B toplama P ézelligine sahip olacak hichir kiime ¢ifti yoksa,

bu durumda (k, €, m) tuglisine uygun t¢li (admissible triple) denir.

Not 2.3. Insa 2.3’te tanamlanan, derecesi k olan bir f polinomu kullanilarak elde
edilen E,(f) dizisinin (-mertebeden ¢apraz-korelasyon dl¢iti Cy(E,), her r < k
icin (r, 0, p) uclistinin uygun olmast durumunda, Teorem 2.4 ’te verilen st sinirlar

saglamaktadar.

Insa 2.3’lin uygulanabilmesi icin, uygun (k, £, p) iicliilerinin bulunmasi gerekmekte-
dir. Bu tigliillerin uygunlugu igin gerekli kogullar [Goubin vd. 2004] ¢aligmasinda
agsagidaki gekilde verilmigtir.

Teorem 2.5. [Goubin vd. 2004]

1. k€N, k <p wve her asal p igin (k,2,p) t¢lisi uygundur.

2. Eger p asal say, k,! € N ve (4k)* < p kosulu saglanyorsa, (k,{,p) di¢lisii

uygundur.

3. p asal sayr ve mod p’de 2 bir primitif kok ise, k < p ve { < p olacak sekilde
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her k, ¢ € N icin (k, £, p) dg¢lisi uygundur.

Tanmim 2.7. k < m ve { < m olacak sekilde her k,¢ € N c¢ifti icin (k,{,p) tclisi

uygun ise, m sayist 1yt olarak adlandirilur.

Teorem 2.6. [Goubin vd. 2004/ Bir tek asal say p i¢in, p’nin iyi olmast igin gerek

ve yeter kosul, 2’nin mod p’de bir primitif kok olmasidar.

Not 2.4. p tek asal sayr ve 2 sayist mod p’de primitif kok olmak dizere, k > 0
icin bir m saysian iyi olmasy, ancak ve ancak m = 4, p* veya 2p* bicimindeyse

mamkindiir.

Ornek 2.8. p = 7 asal sayst i¢in 1+ z7 polinomunun Fy [z] halkasinda ¢arpanlara
ayrilise

l+2"=1+2)1+2+2°)(1+2*+2°)

seklindedir. Bu ¢arpanlar, asagida verilen iki farklh A ve B kiime ¢iftine karsihk
gelir. Her bir kiime, ilgili polinomda yer alan terimlerin derecelerinden (yani x’in

tslerinden) olugur:

o A=1{0,1,3} ve B=1{0,1,2,4},
siraswla (1+ x4 2°) ve (1+z)(14+ 2% +2°) = 1+ 2 + 22+ 2* polinomlarindan
elde edilir.

o A=1{0,2,3) ve B=1{0,2,3 4},
siraswla (1+ 22 +23) ve (1+2)(1+x+23) = 1+ 2+ 2° + 2* polinomlarindan
elde edilir.

Bu kiime ¢iftlerinden olusturulan ¢oklu kime toplami A+ B, her ¢ € Z; i¢in r(c)
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degerinin ¢ift olmasini sagladigu i¢in, P dzelligine sahiptir. Bu nedenle (3,4,7) ve

(4,3,7) dglileri uygun degildir.

Genel olarak, p =T i¢in A, B C Z7 olacak sekilde P ozelligine sahip bir A+ B ¢oklu
kiimesi bulmak mimkindir. Bu problem, derecesi 7’den kii¢iik olan iki polinom Py
ve Pg'nin

Pa(x) - Ps(x)

carprminan (1 4+ x)(1 + 2 + 23)(1 + 2? + 23) polinomunun bir katr olmas: kosulunu

saglayacak sekilde secilmesi problemine denktir.

Ornegin,

I+z+22+2)1+27) =1+ 2% +2° + 2% (1 + 2+ 2%+ 2*)

carpvmy dikkate alindiginda, buradan

A={0,3,5,6}, B=1{0,1,2,4}

kiimeleri elde edilir ve bu ¢iftin olusturdugu A + B ¢oklu kiimesi yine P dzelligine

sahiptir.

Sonug olarak, p =7 i¢in (3,4,7), (4,3,7) ve (4,4,7) dg¢lileri uygun degildir.

Ornek 2.9. p = 19 olsun. 1+2 polinomunun Fy [x] dizerindeki carpanlarina ayrilige:
1+x19:(1+x>(x18+x17+x16+”'+x+1)
seklindedir. Bu yapwn tzerinden A ve B kime ¢iftinin elde edilmesi miimkiin de-

gildir.
24



Bununla birlikte, Teorem 2.6 uyarinca 2 sayist mod 19°da primitif kék oldugundan,
19 sayse 1yi bir sayder. Tanam 2.7ye gore, k < 19 ve £ < 19 kosullarini saglayan

her (k,0) ¢ifti i¢in (k,€,19) dg¢lisi uygundur.

Fi9[z] tizerinde derecesi k = 15 olan, indirgenemez

f(x) = 2" + 53" + 162" + 112" + 72" + 162" + 2” + 62°

+ 527 +162° + 72° + 182* + 152 + 1822 + 132 + 3

polinomunu ele alalvm. Bu polinomun Frg icinde katle kéki yoktur.

Insa 2.3teki dizi diretim yontemiyle asagidaki dizi elde edilmistir:
Eyy=(,1,1,-1,-1,1,-1,1,1,1,-1,1,-1,1,1,-1,1,1, —1).

Bu dizinin maksimum korelasyon olguti degeri C5(E19) = 9 ve iyi-dagilvm degeri

6 dar.

Legendre sembolii kullanilarak sézde-rastgele dizi iiretimi amaciyla tanimlanan Insa 2.1,

indis kavrami yardimiyla alternatif bir bicimde de ifade edilebilir.

p bir asal say1 ve g, modp altinda bir primitif kék olmak tizere, her a € F, elemam
i¢in g"4¢ = @ (mod p) kogsulunu saglayan ind a sayisi, a'nin g tabanindaki indisi
olarak tammlanir. Bu deger, her a € F} i¢in tektir ve genellikle 1 < inda < p—1

araliginda alinir.

Bu tanima gore, n = 1,2,...,p — 1 igin dizinin n’inci terimi, ind n ¢ift oldugunda

+1, tek oldugunda ise —1 olarak atanir. Yani,

+1, eger indn cift ise,

€n —

—1, eger indn tek ise
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seklinde tanimlanir.

Bu yaklagim, Legendre semboliiniin indis cinsinden ifadesine karsilik gelir. Gergekten
de, ind n cift oldugunda n bir ikinci dereceden kalandir ve bu durumda <%> = +1
olurken; ind n tek oldugunda n bir ikinci dereceden kalmayan olur ve bu durumda

(%) = —1 esitligi saglanir.

Boylece, F kiimesinin p — 1 elemam Legendre sembolii kullamlarak iki gruba ay-
rilir; bir yaris1 41, diger yarisi ise —1 degeriyle eglenerek ikili bir dizi olusturulur.
Benzer bir esleme yaklagimi, Inga 2.47te farkli bir dizi iiretim yontemi cercevesinde

sunulmusgtur.

Insa 2.4. [Sdrkozy 2001] p tek asal sayr ve N = p—1 olmak tizere, Ex = (e1,...,€enN)
dizisi
+1, eger1 <indn <ZE !

2

€n =

-1, eg’er]%l <indn<p-—1

kuralina gore olusturulur. Bu dizi i¢in iyi dagilvm 6l¢iiti W (Ey)
W(Ey) < 4p"*(logp)? < 20N?(log N)?
esitsizligini saglar. Ayrica, her k € N ve k < p i¢in korelasyon él¢iti Cy(Ey)
Cr(En) < 9k - 4% - p'/2 . (log p)F+! < 27k - 8F - 20NV/2 . (log N)*+!
st sinarine saglar.

Uyar: 2.1. Ey dizisi, p asal sayis i¢in segilen primitif kéke bagh olarak olusturulur.
Farkly bir primatif kok segildiginde, her elemanin indn degeri original indislerin bir
permiitasyonu haline gelir. Dolayiswyla dizinin bit degerleri degismez; yalnizca siralar:
farkly olur. Bu nedenle, 1yi dagilim ol¢iti W(Ey) ve tim (-mertebeden korelasyon

olgiitleri Co(EN) ayne kalur.
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Ornek 2.10. p = 59 asal sayisine ele alalim. Bu durumda, Fiy carpimsal grubunun
mertebesi 58 ’dir. Mod 59 °da 6 sayust bir primitif kok oldugundan, bu kékin kuvvetleri
tim Fiy elemanlarin tiretir. Asagidaki ¢izelgede 6™ mod 59 degerleri, karsiik gelen

indisler ve e, bit degerleri verilmistir:

Cizelge 2.5 p = 59 i¢in 6™ mod 59 degerleri, indisler ve Fsg dizisinin bitleri

Say1 Kuvvet (6™ mod 59) Indis (n) Bit Degeri (e,)
1 68 58 -1
2 633 33 —1
3 626 26 +1
57 610 10 +1
58 6°° 59 —1
Bu ¢izelgeye gore, Esg = (e, €, ..., e58) dizisi

+1  eger 1 <indn < 29,

—1 eger 30 < indn < 58
kuralina gore olusturulur. Elde edilen tam dizi Esg su sekildedir:

[_]-a _]-a +17 +1) +17 +17 +17 _17 _17 _17 +]-a _]-7 _]-7 _]-7 _]-7 +]-a _]-a +17 _]-7 _]-7 _]-7 _]-7
_]-7 +17 _17 +17 +1a +17 _17 +]-7 _]-7 _]-7 _]-7 +]-> _]-7 +17 +17 +1a +1a +]-7 _]-7 +]-> _]-7 +17
1,41, 41, — 1, +1, 41, +1, —1, -1, —1,—1, —1, +1, +1]

Bu dizinin rastgelelik olgiitler::

o Iyi dagilim degeri: 12,

o Maksimum korelasyon olguti (ilk 5 mertebe i¢in): 30
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degerlerini almakta olup, her iki deger de teorik st simirlarin altinda kalarak dizinin

sozde-rastgelelik agisindan uygun oldugunu gostermektedir.

Insa 2.4’te dogrudan n iizerinde tanimlanan iiretim yontemi, Inga 2.5'te n yerine

f(n) uygulanarak genellegtirilmigtir.

Insa 2.5. [Gyarmati 2004] p bir tek asal say ve g, Fy carpimsal grubunun bir
primatif koki olsun. Derecesi k olan bir f(z) € F,lx] polinomu igin, uzunlugu p — 1

olan E, 1 = (e1,...,e,—1) ikili dizisi

+1  eger 1 <ind f(n) <21,
en = 2 (2.6)

—1 ejer B2 <ind f(n) <p—1veyap| f(n)

seklinde tanimlanar.

Uyar1 2.2. Bu dizi iiretim yontems, Insa 2.3 ile benzer istatistiksel dzellikler sunsa
da, pratikte onemli bir hesaplama zorlugu icerir. Ozellikle, e,, degerlerinin belirlen-
mesi, ayrik logaritma problemine (DLP) indirgenebilecek bir iglem gerektirir. Bu
problem igin bilinen en hzl klasik algoritmalar O(\/p) zaman karmagikhgma sahip-
tir. Dolayswyla, p buyik asal saylar i¢in segildiginde, bu yontem hesaplama agisin-

dan verimsiz hale gelir.

2.4 Dogrusal Karmasiklik ve LFSR

Tanmim 2.8. Bir periyodik dizinin dogrusal karmagiklagy (linear complexity), bu
diziyi treten en kisa LFSR nin derecesidir. Baska bir deyisle, diziyi tireten karakte-

ristik polinomun derecest dogrusal karmasikligy belirler.

28



Dogrusal karmagiklik, bir dizinin tahmin edilebilirlik diizeyini ve yapisal karmagik-
ligin1 nicel olarak Olgen temel bir Ol¢iittiir; bu degerin yiiksek olmasi, dizinin krip-
tografik acidan giiclii oldugunu, diisiik olmasi ise kolay tahmin edilebilir bir yapiya

sahip oldugunu gosterir.

Bu boliimde, yiiksek rastgelelik ozellikleri tasiyan periyodik dizilerin iiretiminde
sikca kullanilan LFSR sisteminin yapisi, bu sistemle iiretilen dizilerin korelasyon
ozellikleri ve dogrusal karmasiklik 6l¢iitii incelenecektir. Ayrica dogrusal karmagik-

ligin rastgelelik olciitleriyle iligkisi de ele alinacaktir.

F, sonlu cismi tizerinde tamiml diziler, haberlesme, kriptografi ve hata diizeltme
kodlar1 gibi bir¢ok alanda 6nemli bir rol oynar. Bu dizilerin otokorelasyon degeri,
dizinin kendisiyle farkli kaydirmalardaki benzerligini; capraz korelasyon degeri ise iki
farkl dizi arasindaki benzerligi olger. Diigiik otokorelasyon, dizinin rastgelelige yakin
bir yap1 sergiledigini gosterirken; diigiik ¢apraz korelasyon, sinyallerin birbirinden

ayirt edilebilirligini artirir.

Tanmim 2.9. F, sonlu cismi tzerinde periyodu N olan iki dizi a = (ao,...,an_1) ve

b = (by,...,by_1) verildiginde, bu dizilere ait ¢apraz korelasyon

N-1
Cap(T) = Z Wit b
i=0

2mi/q

seklinde tamimlanir ve 0 < 7 < N i¢in gegerlidir. Burada w = e ifadesiyle

tamwmlanan q dereceden birim koktir. Ayrica, a;.. ifadesindeki tim indisler mod N

altinda degerlendirilir.

Ozellikle, a = b durumunda bu ifade

N-1

Ca(T) — Z it %
1=0
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biciminiy alir ve bu durumda a dizisinin otokorelasyonu elde edilir.

Periyodu N olan bir ikili a dizisinde, ardigik & adet 0 (ya da 1) igeren bir blogun
baglangicinda ve sonunda 1 (ya da 0) bulunan & uzunlugundaki alt dizilere run adi
verilir. Golomb, ikili periyodik dizilerin rastgeleligini degerlendirmek {izere ii¢ temel

varsaylm ortaya koymustur:

1. Denge Varsayimi (Balance Postulate): Dizideki 0 ve 1’lerin sayilari bir-

birine miimkiin oldugunca yakin olmalidir.

2. Run Varsayimi (Run Postulate): Dizinin her periyodunda, run sayilarinin
yarist uzunlugu 1 olan, dortte biri uzunlugu 2 olan, sekizde biri uzunlugu 3

olan bigimde olmalidir.

3. Otokorelasyon Varsayimi (Autocorrelation Postulate): Dizinin kaydi-
rilmig hallerine gore otokorelasyon degerleri miimkiin oldugunca diigiik olma-
lidir. Bu durum, diziyle onun kaydirilmig halleri arasinda diigiik benzerligin

oldugunu gosterir ve rastgelelik algisini destekler.

LFSR’ler, kriptografi, hata tespiti, rastgele say1 liretimi ve dijital haberlesme gibi pek
¢ok alanda etkin bigimde kullanilir; 6zellikle maksimum periyotlu diziler (m-dizileri)
iiretebilmeleri, onlar1 giivenli iletisim sistemlerinin temel bilegenlerinden biri haline

getirir.

LFSR dizileri, rastgelelik ozellikleri ve donanimsal olarak kolay uygulanabilirlikleri
sayesinde, mesafe ol¢iim, navigasyon, yayilmis spektrumlu iletisim ve CDMA tabanlh
mobil aglar gibi pek ¢ok sistemde yaygin olarak kullanilmaktadir. Ayrica, akan sifre-

leyicilere (stream cipher) dayah kriptografik yapilarda da 6nemli bir rol tistlenirler.

Klasik kriptografide temel ilke, sistem giivenliginin algoritmanin gizliligine degil, yal-

nizca anahtar bilgisinin gizli tutulmasina bagl olmasidir. Bu agidan, LFSR tabanl
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sistemler s6z konusu ilkeyi karsilar; ¢linkii sistemin yapisi agikca bilinse bile, baglan-
g1¢ durumunun gizli kalmasi dizinin fazini belirlemeyi zorlagtirir. Bu 6zellik, mobil
iletisim altyapilarinda giivenli veri iletimi saglamak bakimindan 6nemli bir avantaj

sunar.

Ikili cisim F, = {0,1} bu calismada temel cebirsel yap1 olarak kullanilacaktir. Bu

durumda

Fg = {(ao,al, S ,Cl,n_l) | a; € ]FQ}

kiimesi, Fy cismi iizerinde tanimh n boyutlu bir vektér uzayidir.

Ikili cikt1 iireten ve n adet ikili girdiyi igleyen fonksiyonlara n-degiskenli Boole fonk-

siyonlar1 adi verilir. Bu fonksiyonlar,
f : Fg — Iy

seklinde tamimlanir. Dogrusal bir Boole fonksiyonu, tiim katsayilar: Fy cismine ait

olmak tlizere

f(l') = f($07x1a s 73:1171) =CoTo+C1T1+ -+ Cp—1Tn—1

seklinde ifade edilir.

Bir LFSR, sifir olmayan bir (ag,as,...,a,_1) € Fy baglangig degeriyle baglatilir.
Her adimda, kaydirma kaydindaki bitler saga kaydirilir; en sagdaki bit ¢ikig olarak
alinirken, en soldaki bit geri besleme fonksiyonuyla elde edilir. Bu yapi, dizinin

elemanlar1 arasinda asagidaki 6zyinelemeli iligkiyi olugturur:

Ak4+n = f(ak,ak+1,...,ak+n_1), kZZO,l,Q,....
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Elemanlar: F cismine ait sonsuz diziler kiimesi

V(F) :={a = (ag,ai,...) | a; € F}

seklinde tanimlanir. Bu kiimede toplama ve skaler carpma iglemleri

a+b:(ao+b0,&1+b1,...), Ca:(CGo,C(ll,...)

seklinde tanimlanir ve bu iglemlerle V(IF), F iizerinde sonsuz boyutlu bir vektor uzay:

olugturur. Bu uzaym sifir vektori

0 = (0,0,0,...)

seklindedir.

Bir a = (ag, a1, as,...) € V(F) dizisi bir LFSR dizisidir. LFSR yapisinda, her yeni
terim sabit katsayilarla 6nceki n terimin dogrusal birlegimi olarak belirlendiginden,

uretilen dizi

n—1
Apap = Z Cigri, k=0,1,..., (2.7)
i=0
dogrusal 6zyineleme bagintisini saglar. Burada cg, ¢y, ..., c,_1 € F sabit katsayilar-

dur.

LFSR dizileri iizerinde taniml sola kaydirma iglemi, L : V(F) — V(F) dogrusal
operatorii

La = (a,as,as,...)

ile tanimlanir ve bu iglem igin L'a = (a;, a; 11, aiyo, - - .), L’a = a esitlikleri gegerlidir.

Bu operator yardimiyla (2.7) bagintist

n—1 n—1
L'a = Z c;L'a ya da (L” — Z ciLZ) a=>0
i=0 i=0
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seklinde yazilabilir.

Bu gergevede, LFSR tarafindan iiretilen diziyi tanimlayan karakteristik polinom f(x)
f(z)=2" — (chr2™ ' 4 -+ + o)
olarak ifade edilir. Bu polinomun sola kaydirma operatérii L cinsinden karsiligi ise
f(L)=L" — (chr L™ P 4 - -+ col)

seklindedir ve dolayisiyla f(L)a = 0 esitligi saglanir. Bu esitlik, dizinin f(z) karak-

teristik polinomu tarafindan belirlenen dogrusal bagintiya uygun oldugunu gosterir.

Tanim 2.10. Sonsuz bir dizia € V(F) i¢in, f(L)a = 0 egitligini saglayan bir monik
bir polinom f(z) € Flz| varsa, a dizisine bir dogrusal 6zyinelemeli dizi (linear
recurring sequence) ya da bir LESR dizisi denir. Bu durumda, f(z) polinomu, a
dizisinin F cismi tizerindeki karakteristik polinomu olarak adlandirilir. Polino-
mun terslenmis (reciprocal) hali ise dizinin geri besleme (feedback) polinomu

olarak tanimlanar.

LFSR yapisinda geri besleme iglemi, belirli bir karakteristik polinom araciligiyla
tanimlanir. Ornegin, P () = 2® + 2° + 23 + 1 polinomu igin, kaydirma kaydinin 8.,
5. ve 3. konumlarindaki bitler XOR iglemiyle birlegtirilerek en sol bite geri beslenir.
Bu yapiya ait LFSR devresi SJekil 2.1'de gosterilmistir. Bu durumda £ = 0,1,2, ...
icin

ag+k = A D azp D aspg

ozyineleme bagintisi elde edilir.

Bu LFSR’nin periyodu 23’tiir. Baglangi¢ durumu [0, 0,0, 0,0, 0,0, 1] olan dizi i¢in ilk

birkag terim agagida verilmigtir:
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[0,0,0,000,0,1,1,1,1,0,1,1,1,0,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1, 1,1, 1, 0,
1,1,1,0,0,1,1,0,1,0, 1, ...]

—s{o|olofo]1]|1|[1]0o}——

Sekil 2.1 Geri besleme polinomu P(x) = 2% + 2% + 2% + 1 olan bir LFSR devresi

Bu mekanizma, LFSR'nin dongiisel olarak sozde-rastgele bit dizileri iiretmesini sag-
lar. Elde edilen dizinin periyodu, kullanilan geri besleme polinomunun yapisi ve
baslangi¢c durumu tarafindan belirlenir. Eger derecesi n olan primitif bir polinom

kullanilirsa, elde edilen dizinin maksimal periyodun uzunlugu 2" — 1 olur.

Ornek 2.11. Ornek 2.6°da, p = 59 asal sayise ile Legendre yontemi kullanilarak
elde edilen dizinin dogrusal karmagikhgr L(s) = p = 59 olarak bulunur. Bu diziyi

iireten geri besleme polinomu ise m(x) = 2P — 1 = 2% — 1 bigimindedir.

Berlekamp—Massey algoritmasi, verilen sonlu bir dizinin dogrusal karmagiklik dege-
rini hesaplamak icin yaygin olarak kullanilan bir yontemdir. Bu algoritma, genellikle
{0,1} elemanh diziler {izerinde galigmak tizere geligtirilmigtir. Ancak bu tez kapsa-
minda, {—1,41} degerlerinden olusan diziler ele alinmigtir. Bu iki gosterim arasin-
daki doniigiim, ¢: {—1,+1}¥ — {0, 1} biciminde tanimlanan dogal bir eglestirme

yoluyla saglanabilir.

Bir Ey € {—1,+1}* dizisinin ¢ déniigiimii

¢(EN) = ¢((61,€2, .. .,GN)) = aynN = (ao,al, P ,CLN_1>,
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I —ein

a; = 5

seklinde tamimlanir. Buradan da goriilebilecegi gibi, a; = 0 oldugunda e;; = +1,

a; = 1 oldugunda ise e;;; = —1 olur.

Bu durumda, Ey € {—1,+1}*" dizisinin dogrusal karmagikligi
L(En) = L(¢(EN))

seklinde tanimlanir. Winterhof ve Brandstétter, bir Ey dizisinin dogrusal karma-

stkhiginin dizinin korelasyon ol¢iitleriyle iligkilendirilebilecegini kanitlamiglardir 7.

Teorem 2.7. N > 2 ve Ey bir ikili dizi olmak “izere, dizinin dogrusal karmagiklig

ile korelasyon dlgiitlert arasinda

L(EN) Z N — max Ck<EN>
1<k<L(En)+1

wiskisi vardar.

Bu egitsizlik, belirli yapilardan elde edilen diziler i¢in dogrusal karmasgiklikta giiclii
alt smirlar saglar. Ancak teoremin bir dezavantaji, yliksek mertebeden korelasyon
ol¢iitlerinin kullanilmasini gerektirmesidir. Boyle korelasyonlarin tahmini genellikle
zordur. Andics, yalnizca ikinci mertebeden korelasyon olgiitiinii kullanan bir esitsiz-

lik ortaya koymustur [Andics 2005].

Teorem 2.8. Eger N € N ve Ey bir tkili dizi ise, bu durumda dizinin dogrusal

karmasikhge ile ikinct mertebeden korelasyon ol¢iiti arasinda
2HEN) > N — Cy(Ey)

esitsizligi gegerli olur.
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2.5 Dizi Aileleri

Pek ¢ok uygulamada yalnizca bir dizi ailesinin, yani JF kiimesinin, biiyiik sayida
dizi icermesi yeterli degildir. Ornegin, F cok sayida dizi icermesine ragmen, diziler
yalnizca birkag bite gore farklilik gésteriyorsa, bu tiir bir yap1 kriptografik uygulama-
larda zayif kalir. Bu nedenle, F ailesinin hem c¢esitlilik hem de karmagiklik agisindan
zengin bir yapiya sahip olmasi gerekir. Ozellikle, aile icinde birbirine yapisal olarak
benzemeyen ve istatistiksel agidan bagimsiz dizilerin bulunmasi énem arz eder. Bu
tiir ozelliklerin degerlendirilmesi amaciyla f-karmagiklik ve ¢apraz-korelasyon gibi
olciitler tanimlanmigtir. Bu dogrultuda, ilk aile olgiitii Ahlswede ve digerleri tara-

findan 2003 yilinda tamtilmigtir [Ahlswede vd. 2003].

Tamim 2.11. [Ahlswede vd. 2003] Uzunlugu N olan ve Exy € {—1,+1}" bicimin-

deki ikili dizilerden olugan bir F ailesinin f-karmagiklige C(F), her 1 < iy < iy <

- < i; <N konum segimi ve her e, €, ..., ¢; € {—1,+1} desenine karsilik
€i; = €1, €iy, = €2, cey €Z‘j =€
esitliklerini saglayan bir Exy = (eq,es,...,en) € F dizisinin bulunabildigi en biyik

Jj >0 tam sayiseder.

Bu tanim, aile icerisindeki dizilerin ne 6lgiide farkli sembol kombinasyonlar1 kapsa-
yabildigini belirler. C'(F) = j olmasi, ailedeki dizilerin her j pozisyonda tiim olasi
sembol dizilimlerini icerebildigini, ancak 7+ 1 pozisyon i¢in bu kapsamanin saglana-
mayabilecegini belirtir. Bu nedenle, C'(F) degeri ne kadar biiytikse, ilgili dizi ailesi o
olciide zengin ve karmagik bir yapiya sahiptir. Bu tiir bir yapi, 6zellikle kriptografik

sistemlerin giivenliginde kritik bir rol oynar.

Ornegin, anahtar dizisi olarak Eyx = (ey,...,ey) € F almsm. Bu anahtar dizisi

kullanilarak bir metnin sifrelenmesi su sekilde gerceklestirilir: Oncelikle, gonderilecek
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metin uygun bir kodlama yontemiyle Uy € {—1,+1}" olacak sekilde bir isaret

dizisine dontgtiiriiliir. Ardindan bu dizi,
Unv = (u1,...,uy) — V= (v1,...,on) = (1u1, ..., eNUN)
bi¢iminde gifrelenir ve Vy dizisi elde edilir. Sifreli metni orijinaline doniigtiirmek i¢in
Unv = Ex(Vy) = (e1v1,...,enon) = (uq,...,uy)

seklindeki ters iglem uygulanir.

Simdi, bu sifreleme sistemini kirmak isteyen bir saldirganin izleyebilecegi olasi stra-
tejileri ele alalim. Boyle bir saldirgan, sifre ¢ozme siirecinde agagidaki iki senaryoyu

dikkate alabilir:

Durum 1. Saldirgan, Uy I, Vi sifreleme iglemi sirasinda, orijinal metnin belirli dii-
zenliliklerini ve tekrar eden yapilarini korudugunu varsayar. Bu yapisal 6zelliklerden
yararlanarak, anahtar dizisi Ey = (ey, ..., ex)'nin bazi bitlerine iligkin

€ :51,...,eij

=¢&j (Zl < <K< Zj) (28)

seklinde kismi bilgi edinmeye caligir.

Durum 2. Saldirgan, (2.8) ifadesiyle elde ettigi bu kismi bilgiye dayanarak, anahtar

dizisi Fx’'nin geri kalan bitlerini de tahmin etmeyi hedefler.

Sifreleme sisteminin kirilmaya kargi dayanikli olabilmesi i¢in, yukarida tanimlanan
her iki durumun da dikkate alinmasi ve bu dogrultuda giivenlik 6nlemlerinin gii¢len-
dirilmesi gerekir. Durum 1 igin, iyi sdzde-rastgele dizilerden segilen bir E anahtar:
yeterli giivenlik saglayabilir. Ote yandan, Durum 2’ye karg: giivenligi saglamak icin,

dizi ailesinin yapisal karmagiklik 6zelliklerinin yiiksek olmasi gerekir.
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Bu amagla, f-karmagiklik C'(F) igin bir iist siur elde etmek iizere,

€y =E1, €j =E2, ..., €C(F) = EC(F) (2,9)

kosulunu saglayan tiim olasiliklar goz oniinde bulundurulur.

f-karmasgiklik tanimina gore, F ailesine ait en az bir Ey dizisi bu kosulu saglamalidir.
Her bir konum kombinasyonu icin iki farkll bit secilebildiginden, toplamda 2¢(%)

farkl olasilik s6z konusudur. Bu durum,
2¢) < | F| (2.10)

seklindeki temel esitsizlikle ifade edilir.

Bu bagintidan hareketle, f-karmagiklik i¢in

(2.11)

seklinde bir iist sinir elde edilir.

[F, iizerinde tanimh ve derecesi K’dan kiiciik polinomlar kullanilarak (2.5) bagn-
tisiyla olusturulan ikili diziler, Legendre sembolii yardimiyla iiretilmekte olup, bu

dizilerden olusan aile F (K, p) ile gosterilsin.

[Ahlswede vd. 2003] (Teorem 1.A) ile bu dizi ailesinin f-karmagikliginin en az K
oldugu gosterilmistir. I, tizerinde derecesi K’dan kiiciik olan tiim polinomlardan

elde edilen F(K, p) ailesi, yeterli cesitlilige sahiptir. Ozellikle, her K ’Ii konum secimi

(i1,...,ix) ve her (e1,...,ex) € {—1,+1}* kombinasyonu i¢in
(ﬂm):@ (1<k<K)
p

kosulunu saglayan bir f(z) € [F,[z] polinomu bulunabilir. Bu durum iki temel goz-
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leme dayanmaktadir:

e Derecesi en fazla K — 1 olan bir polinom, K farkli noktada verilen herhangi

bir £1 deger kombinasyonunu gerceklestirebilecek bicimde secilebilir.

a

e Her ¢, € {—1,+1} degeri i¢in, Legendre sembolii <;> = ¢}, esitligini saglayan

yeterli sayida a € I, eleman1 mevcuttur.

Dolayisiyla, tamm geregi C(F(K,p)) > K egitsizligi saglanir.

Ote yandan, (2.11) ifadesi dikkate alindiginda, [F, tizerinde derecesi K’dan kiigiik
olan polinomlardan olusan kiimenin biiyiikliigii | F (K, p)| = p¥ olarak alimabilir. Bu

deger, agagidaki list sinir bagintisina yerlestirildiginde

log | F(K,p)| _ log p™

<
C(F(K.p)) log 2 ~ log2

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak, F (K, p) ailesinin f-karmagikhig1 igin

K < C(F(K,p)) <

1
log 2 &P

seklinde c¢ift yonli bir simir gecerlidir. Bu sinirlar, dizilerin karmasikliginin hem kul-
lanilan polinomlarin derecesi K hem de taniml olduklari cismin biiyiikligi p ile

dogrudan iligkili oldugunu gostermektedir.

Gyarmati ve digerleri, ¢ mertebesindeki ¢apraz-korelasyon Ol¢iitiinii tanimlamiglardir

|Gyarmati vd. 2014].

Tanim 2.12. Uzunlugu N olan ikili dizilerden olusan bir F ailesi

Ei,N = (62',1762',2, .. .,61‘7]\7) & {—1,+1}N, 1= 1,2, A ,F
39



seklinde tanimlansin. Bu ailenin ¢ mertebedeki ¢capraz-korelasyon ol¢iiti

M
(I)f(]:) ‘= Inax § :eilﬂ’H‘dl © Cigntde

M,D,I
n=1

olarak tamimlanir. Burada,

o D= (dy,dg,...,dy), 0 < dy <dy <--- < dy kosulunu saglayan bir tam sayr

dizisidir,
e M +d, <N olmalidr,

o [ = (iy,iy,...,00), {1,2,..., F}* kiimesinden segilen bir {-uzunluklu sirahdor.

Ayrica, 1 # j ve By y = Ej n durumlarinda d; # d; kosulu saglanmalidir. Bu kosul,
aym diziye karsilik gelen farkly indekslerin ayne kaydirma degeriyle birlikte ¢carpimda

yer almasiny onlemek amaciyla getirilmastir.

Bu 6l¢iit, ¢ adet dizide belirli kaymalarla secilen elemanlarin ¢arpimlarinin toplamini
alarak bu diziler arasindaki yapisal benzerlikleri olger. Eger bu toplam biiyiikse, bu
diziler belirli alt diziler iizerinde senkronize davraniyor demektir; bu da rastgelelik

agisindan olumsuz bir durumdur.

Ornek 2.12. Uzunlugu N = 10 olan ikili dizilerden olusan bir F ailesi i¢in, I =
[1,2,3,7,8] ve D =10,0,2,3,5] segimleri yapildiginda, ¢apraz-korelasyon olgiiti ¢ =
|I| = |D| =5 i¢in hesaplanacaktur.

Verilen kaydirma vektori D dikkate alindiginda, 0 < d; < dy < --- < dy kosulu
saglanmakta ve M +dy < N sarty altinda M en ¢ok 5 olabilir. Ornegin, M = 4 i¢in

capraz-korelasyon toplama

4
@5(‘/_") = max Z €iynt+dy *  Cisntds
n=1

4,D,1
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= |e11€21€33€74€586 1 €12€29€34€7 5657 + €1.3€2 363 567 6€8.8 + €142 4€3 6€7.7€8.9

seklinde hesaplanar.

Capraz-korelasyon toplaminda yer alan ¢arpim terimlerindeki dizi elemanlarimn ko-

numlary, Chizelge 2.6°da renk kodlarwyla gorsellestirilmaistir.

Cizelge 2.6 M=4 i¢in ®(F) gapraz-korelasyon terimlerinin gosterimi

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 e1,4) e15 | el | e1,7 | ers | €19 | €1,10
2 e24 ]| €25 | eae | €27 | e28 | €29 | €210
3 €e3,4) €35) e36| e3,7 | ess | eso | €310
4| eq1 | ea2 | €a3 | €a,4|€a5 | a6 | €a,7 | €18 | €19 | €4,10
5)les1|es2|€e53|es4a | ess5 | ese|es,7|ess | es9 | €510
6 |es1 | €62 | €63 | €64 €65 | €66 | €67 | €68 | €69 | €6,10
7T)ler1|er2|ers er5) ere| err| ers | ero | €710
8| es1|es2|ess3 | esa| ess es, 7| ess8| es 9| €810
91 eg1 | €92 | €93 |ega|es | eoe| €7 | eas | eo | €910
10| e10,1 | €10,2 | €10,3 | €10,4 | €10,5 | €10,6 | €10,7 | €10,8 | €10,9 | €10,10

Uzunlugu N olan ve |F| < 212 kosulunu saglayan bir ikili dizi ailesi F icin, ¢ <

kosulu altinda ¢apraz-korelasyon 6l¢iitiintin beklenen degeri yaklagik olarak

N 1/2
O)(F) ~ (Nlog <€> + llog |]-"|)

seklindedir [Mérai 2016]. Sabit M = F ve tim ¢ € {1,2,...,¢} igin d; = 0 alind1-

_N
6log, | F|

ginda hesaplanan gapraz-korelasyon icin ®; notasyonu kullanilir.

Tanim 2.13. Uzunlugu N olan F adet ikili diziden olusan bir F ailest verilsin.
Bu ailenin dual ailesi F, orijinal dizilerin siitunlarndan olusturulan yeni diziler

kiimesidir.

Matematiksel olarak, F = {(€i1,...,ein) € {1, +1} | 1 < i < F} seklinde
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tanmemlanan aile icin, her n € {1,..., N} siitun indeksine karsilik gelen
Cn = (el,rw €2,my .- 76F,n) € {_17 +1}F

siitun vektorlerinin timi F dual ailesini olusturur. Bu yap, orijinal F x N boyutlu

dizi matrisinin transpozu alinarak elde edilen N x F' boyutlu matrise karsilik gelir.

? caligmasinda ikili dizi ailelerinin karmagiklik Olciitleri ile dual ailelerin ¢apraz-

korelasyon ozellikleri arasinda temel bir baginti kurulmustur.

F" adet ikili diziden olusan bir F ailesinin her bir elemani
Ein = (e, €2, ... ein) € {—1,+1}"

seklinde tanimlansin. Burada i = 1,..., F' olmak iizere, ailenin f-karmagikligi C'(F)
ile dual aile F'nin capraz-korelasyon dlciitii ®;(F) arasinda, her £ € {1,2,...,log, F'}
icin
> — F))| - :
C(F) > [logQF log, (1<?<1%>g<2F<I>g(]:))—‘ 1 (2.12)
esitsizligi elde edilmistir. Bu sonug, bir dizi ailesinin yapisal karmasikligi ile ona

kargilik gelen dual ailenin korelasyon 6zellikleri arasinda dogrudan bir iligki oldugunu

gostermektedir.

Bu tezin temel katkilarindan biri, Boliim 3 ve Boliim 4’te tanmimlanan iki yeni dizi
ailesinin ingasidir. Bu aileler i¢in f-karmagiklik alt sinirlarinin hesaplanmasinda,
yukarida verilen (2.12) numarali egitsizlik dogrudan kullamilmigtir. Elde edilen uy-
gulama sonuglar1 ve bu sinirlarin etkinligi, ilgili béliimlerde ayrintili olarak ele ali-

nacaktuir.
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3. SINIRLI CAPRAZ-KORELASYON VE AILE KARMASIKLIGI OL-
CUTLERINE SAHIP BIR AIiLE VE DUALI

Legendre sembolii ve indirgenemez polinomlar kullanilarak tanimlanan ikili dizi aile-
lerine iligkin gegitli yapilar literatiirde yer almaktadir ?, [Gyarmati vd. 2014],
[Gyarmati 2009]. Bu boliimde, ? ¢aligmasinda tamtilan dizi ailelerinin baz1 yapisal

ozelliklerini tagiyan yeni bir yapi ele alinmaktadir.

Tlgili calismada, p > 2 asal bir say1 ve b, mod p’ye gore bir kare olmayan (quadratic

nonresidue) bir say1 olmak iizere,

2 _ pi2 (p—1)/2 _1
F = (n Z) :nzl,...,p—
p i=1 2

biciminde tanimlanan dizi ailesi F ile bu ailenin duali F incelenmistir.

Her k& € NV icin, bu dizi ailelerinin ¢apraz-korelasyon olciitlerinin
O (F) < kp?logp ve @y(F) < kp/?logp

seklinde tistten sinirlandigr gosterilmigtir. Burada, dizi ailesinin duali Tanim 2.12’de
belirtildigi sekilde tanimlanmaktadir. Elde edilen bu iist siirlar, (2.12) bagintisiyla
birlikte degerlendirildiginde, F ve F ailelerine ait f-karmagiklik icin

C(F) > (% —0(1)) Eig ve OF) > (% _0(1)) Eig

seklinde alt siirlar elde edilmektedir.

Bu béliimde elde edilen yapi, 7 calismasinda tanimlanan dizi ailesinin bir genelle-
mesidir. S6z konusu ¢aligmada, p > 2 asal sayis1 igin uzunlugu (p — 1)/2 olan diziler

tanimlanmigtir. Bu boliimde ise, I, izerindeki indirgenemez polinomlar kullanilarak
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uzunlugu p —1 olan yeni bir dizi ailesi olusturulmakta ve bu ailenin hem kendisi hem
de dualeri i¢in ¢apraz-korelasyon ve f-karmagiklik 6l¢iitlerine dair benzer siirlarin

saglandig1 gosterilmektedir.

Bu amagla, p > 2 asal bir say1 ve d > 5 olmak iizere, IF, iizerindeki d dereceli

indirgenemez polinomlardan olugan
Qpa = {xd +aez? 2 agor? Fag € F,[x] | as, a3 # O}

kiimesi tanimlanir. Bu yapi1 iizerine kurulu yeni dizi ailesi ve onun dualeri, hem
yiiksek f-karmagiklik hem de diigiik ¢apraz-korelasyon o6l¢iitleri bakimindan analiz

edilmigtir.

Teorem 3.1. p > 2 asal say ve d < p1/2/2 olmak tizere, f € Q, 4 secilsin. Her i €

{1,2,...,p—1} igin, f;(X) =i f(X /i) biciminde tanimlanan polinomlar yardimayla

(e

seklinde tanimlanan Fr tkilt dizi ailesi ve onun duals .T:f ele alindiginda, her k €

{1,2,...,p— 1} i¢in
Oy(Fy) < dkp**logp wve O4(Fy) < dkp'/*logp (3.1)

seklinde ¢apraz-korelasyon st sinwrlar, elde edilir.

Ayrica, bu dizi ailesi ile dualine iliskin f-karmasiklik agisindan

o7 = (5 o) AL (32)

2 log 2
CF) = (5 - o) L 33)

biciminde alt sinirlar saglanmaktadur. Ozellikle, d = p° biciminde bir secim yapildi-
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ginda karmasiklik i¢in

1 log p
——ec—o(1
(2 e —of )) log 2

alt sinary elde edilir. Bu sinar, € > 1/2 durumunda anlamsiz hale gelir.

Ispat. Capraz-korelasyon olciitiine iligkin iist smirlarn elde edilmesi icin karakter
toplamlarimin analiz edilmesi gerekir. I, iizerinde tanimh ¢arpimsal karakter top-

lamlar:

> x(f(@)

z€lF,
seklinde ifade edilir. Burada x sonlu cisim F,, iizerindeki Legendre karakterini, f(z)

ise sabit olmayan ve kare ¢arpansiz bir polinomu temsil eder.

Weil teoremi (Teorem 2.3) kullanilarak karakter toplamlarinin mutlak degeri

> x(f(@)| < (derf —1)-p*/?

zelF,

seklinde siirlandirilir.
F ailesindeki her bir ikili dizi
Eip—1=(€i1,€i2, .- €p1) € {—1,+1}77"

olarak tanimlanir. Bu diziler iizerinde k-mertebeden ¢apraz-korelasyon ol¢iitii

‘Ff - ]1\/4'1/1%}([ E 67,1 n+dy ° eik,n+dk

seklinde ifade edilir.
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Bu olgiit F; ailesine uygulandiginda capraz-korelasyon toplami

B(0). (272)

) = s
T =1

seklinde yazilir. Legendre semboliiniin ¢arpimsalligi kullanilarak bu ifade

Q) (Fr) = max

M,D,I D

i”: <fi1(n+d1)---fik(n+dk)>‘

n=1

olarak sadelegtirilir.
Teorem 3.1’de belirtildigi gibi her f;(X) polinomu

filX) =i f(X/i)

seklinde elde edilir. f(X) polinomunun indirgenemez olmasi nedeniyle tiiretilen her

fi(X) polinomu da indirgenemez kalir.

h(X) polinomunun kare ¢arpansiz oldugunu gostermek igin farkh (i;,d;) ciftleri igin

fi,(X + dj) polinomlarmin birbirinden farkh oldugu ispatlanir. Bazi i; # i, igin
fi; (X +dj) = fi,(X + dp)

esitligi saglanmis olsun. Bu durumda, her iki polinomun X! teriminin katsayilar:

da esit olmahdir. Binom acilimi dikkate alindiginda bu katsayilar sirasiyla
d d
(1) Xy ve <1>Xd1df

d-dj=d-dy, (mod p)

bi¢imindedir. Dolayisiyla

esitligi saglanir. obeb(p, d) = 1 varsayim altinda

dj = dg
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esitligi elde edilir.

Bu durumda X% 2 ve X973 terimlerinin katsayilarimm incelenmesi
2 K 3 .3
0/27/]' = dagly Ve aglj = asty

esitliklerini gerektirir. Buradan

;=1

celigkisi elde edilir. Dolayisiyla, tiim f;; (X +d,) polinomlar: birbirinden farklhidir. Bu
da h(X) polinomunun ayirt edilebilir ¢arpanlardan olugtugunu ve bu nedenle kare

garpansiz oldugunu gosterir.

Derecesi dk olan kare garpansiz h(X) polinomu i¢in Weil sinir1 uygulanarak,
Py (Fr) < dkp'*logp ve Dp(Fp) < dk p*/*log p

ust simirlar: elde edilir.

Son olarak, (2.12) esitsizligi kullanilarak dizi ailesinin f-karmagiklig1 igin

F
max  ®9(Fy)

1<¢<log, F

p—1
2 lOgQ (dkpl/z 10gp>
1 p—1
=1lo
82\ d(log, p) p'72 log p

P2
>1
=082 (d (log, p) 10gp)

1 p 2
=3 log, (@) — log, log™p

1 1 d?
(_ _0(1)) og(p/d*)

2 log 2

C(}—f) > log,

Y

alt siir1 elde edilir. Burada, (2.11) ifadesinde belirtildigi gibi, f-karmagiklik ta-
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nim1 geregi en fazla k£ < log, | Ff| mertebesine kadar olan degerlerin dikkate alin-
mas1 gerektiginden, iist siirin tahmininde k ~ log, p kabul edilmistir. Ote yandan,
log, log? p terimi, p biiyiidiikce log(p/d?) ifadesine kiyasla ihmal edilebilir hale gel-
diginden, bu fark o(1) terimiyle ifade edilerek karmagiklik i¢in elde edilen alt sinirin

asimptotik gegerliligi korunmustur.

Bu baginti, 6zellikle d = p® bigiminde bir se¢im yapildiginda daha sade bir bigime

indirgenebilir. Bu durumda

log(p/d*) = log(p/p*) = log(p'~*) = (1 — 2¢) log p

esitligi saglanir ve boylece f-karmagiklik icin

C(Fy) > (; e 0<1>) s

seklinde bir alt siir elde edilir. Ancak € > 1/2 olmasi durumunda, bu smir negatif

degerlere karsilik geleceginden, asimptotik anlamda anlaml bir bilgi sunmaz. 0

Uyar1 3.1. Teorem 3.1°de kullamilan €, 4 kiimesi tanvmlamirken, a; ve aq—1 katsayi-
larinan sifir olarak segilmesi tesadiifi degildir. Bu tercih, f;(X) = i¢f(X /i) déniisimii
ve ardindan uygulanan kaydirma islemi f;(X + d) sonucunda elde edilen polinomla-
rn katsayr yapilariman birbirinden farkly kalmasini saglamak amaciyla yapilmastar.
Ozellikle a1 # 0 veya aq_1 # 0 durumlarinda, farkh (i,d) ciftlerinden elde edilen
bazi polinomlarin esit olabilme riski dogar. Béyle bir durumda, capraz-korelasyon
analizinde incelenen toplamda yer alan ¢arpvm polinomu h(X) ayne ¢carpans birden
fazla kez igerebilir. Bu ise h(X)’in kare ¢arpanl olmasina, dolayisiyla Weil teoremi-
nin uygulanamaz hale gelmesine neden olur. Weil teoreminin gegerli olabilmest i¢in
h(X) polinomunun kare ¢arpansiz olmasi zorunlu oldugundan, ay = ag—1 = 0 kosulu

teknik agidan gereklidir.

Uyar1 3.2. Teorem 3.1 kapsaminda elde edilen ¢capraz-korelasyon st simarlary, belirls
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carpimsal karakter toplamlarimin analizi ile iliskilidir. Bu toplamlar

> (%)

seklinde ifade edilir ve burada h(X) = fi, (X +dy) -+ f;, (X + di) bigiminde tanim-
lanan, derecesi dk olan h polinomu yer alr. Her bir f; (X + d;) ifadesi, baslangicta
sabit olarak secilen bir f(X) polinomunun ince fi(X) = i%f(X/i) bigiminde élgek-
lenmest ve ardindan degisken kaydirmas: X — X + d; uygulanmasiyla elde edilen
bir tirevidir. Ispatta gésterildigi tizere, h(X) polinomu kare carpansiz bir yapuya

sahiptir.

Eger toplam tim F, dzerinde alinsaydi, Weil teoremi (bkz. Teorem 2.3) dogrudan

uygulanabilir ve

Z (@) < (derh —1) - p*/* = (dk — 1) - p'/*

z€eF,,

biciminde bir st sinar elde edilebilirdi. Ancak Teorem 3.1°de oldugu gibi toplam
yalnizeca n = 1 ile M < p — 1 arasindaki sinarly bir arabkta alindiginda, Weil si-
nire dogrudan uygulanamaz. Bu durumda karakter toplamlary tizerindeki kontrol,
Polya—Vinogradov esitsizligi yardimiyla saglanir ve bu yaklasim bir logp carpan:

dogurur. S6z konusu esitsizlik asagidaki analiz adimlarina dayanar.

1. Fourier agilima kullanilarak, karakter toplami w(n) gosterimi yardimuyla

S xn) = 37 x(m) w(n)

bi¢iminde ifade edilir. Burada w(n), yalnizea [1, M| araliginda 1, diger yerlerde

0 olan bir agirhk fonksiyonudur. Bu fonksiyonun Fourier acilima

[asry

p—

w(n) =) w(r)e,(nr)
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seklindedir. Burada e,(x) = e? /P jifadesi, I, tzerinde tanimly toplamsal ka-

rakterdir.

Gauss toplama kullanilarak karakter toplama, Fourier acilima

T
L

R

> xmw(n) =Y a(r)

neL/pZ

x(n) ep(nr) .

ﬁ
I
[en}

(3
Il

J/

Glxtbr)

seklinde yeniden yazilir. Burada x ¢arpvmsal, ¢,.(n) = e,(nr) ise toplamsal
karakterdir ve i¢ toplam klasik Gauss toplaminay verir. Eger x birim olmayan

bir karakterse, her r icin

IG(x,¥r)| < VP

bagintisy gegerlidir.

. Fourier katsayilarinin biyikligi acisindan, agirhk fonksiyonu yalnizca

(1, M] araliginda taniml oldugundan, Fourier katsayilar

Z ep(—nr)

n=1

w(r) =

=

genellikle ~ 1/r mertebesinde azalan bir yapr gosterir. Katsayilarin biyikli-

guni analiz etmek i¢in geometrik seri 6zelligini kullanarak

1 ey(—r) — ep(—(M + 1))
D 1 —ep(—r)

w(r) =

ifadesini elde ederiz. Paydayr Taylor serisiyle a¢tigimizda (r # 0 ig¢in)

2rr

p

1 —ep(=r)[ =

oldugunu goririz, bu da bize katsayilarin biyikliginin

- 1
B(r)| ~ —

seklinde davrandigine gosterir. Bu katsayilarin toplam biiytikligi yaklasik ola-
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rak harmonik seri davranisy sergileyerek

p—1

- 1
[@(r)| ~ Y~ ~logp+7+0(1/p)

1 r=1

¥
L

T

degerini alir, burada v =~ 0.5772 Euler sabitidir.

4. Sonuc olarak

> x(m)| <D j@(r)] - 1G(x, )| < /plogp

bagintisy elde edilir.

Dolayisiyla, Teorem 3.1°deki capraz-korelasyon st sinirlarnda gorilen logp car-
pam, karakter toplamlarinin yalnizca sinarl bir aralikta degerlendirilmest nedeniyle
ortaya ¢ikar. Weil teoremi yalnizca tam toplamlar icin gegerliyken, kismi toplamlar
durumunda Fourier analizi ve Gauss toplamlarina dayanan Polya—Vinogradov yon-
temi kullanilmakta ve bu yontem dogal olarak logp biyikliginde bir ¢arpan iiret-

mektedir.

Uyar1 3.3. Diziler arasindaki capraz-korelasyon dl¢iiti, her bir dizinin farklh kay-
malarla ¢arpilip toplanmasiyla elde edilen karakter toplamlarina dayanmaktadir. Bu
toplamlar, diziler arasinda olusan yapisal benzerliklert olgmekte ve Legendre sembolii
qibi karakterler araciliqiyla degerlendirilmektedir. Béylece, korelasyon yapist Weil si-

nry kullanidarak tstten sinirlanabilir.

Karakter toplamlarinin biyikligi ile f-karmagiklhk arasinda ters yonli bir iliski
bulunmaktadir. Yiiksek korelasyon, yani toplamlarin biiyik olmasi, diziler arasinda
guclic yapisal benzerliklerin varlgina isaret eder; bu durum, dizilerin daha ongo-
riilebilir hale gelmesine ve dolayiswla f-karmasikligin azalmasina neden olur. Ote
yandan, karakter toplamlarimin kiicik olmasi diziler arasy ayrismayr artirir ve daha

yliksek bir f-karmasiklik dizeyine karsilik gelir.
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Bu sezgisel iliski, 7 calismasinda verilen

F
max  ®9(Fy)

1<¢<log, F

C(]:f) > log,

seklindeki egitsizlik ile matematiksel olarak ifade edilmistir. Bu egitsizlik, capraz-
korelasyon kiicildikce f-karmasikligin artmasina katkr sagladigine acgik bigimde or-

taya koymaktadar.

Uyar: 3.4. Teorem 3.1°de tanimlanan F; ailesine ait sonuglarin, polinom derecesi
d arttik¢a zayifladige; buna karsin aile biyikligindn sabit kaldige, yani |[Fr| =p—1

oldugu gozlemlenmektedir.

Tyi yapilandurlmas bir dizi ailesi icin f-karmasikligin, log F mertebesinde olmast

beklenir. Bu baglamda, Teorem 3.1°de elde edilen

o) 2 (3 - o) LD

alt sinar, aile buyikligi cinsinden yeniden yazildiginda

C(F) > G _0<1>> <1og|ff| - 21ogd>

log 2 log 2

seklini alur. Ozellikle d kiiciik secildiginde, log d < log |F¢| olacagindan ikinci terim

thmal edilebilir dizeydedir. Bu durumda karmagiklik i¢in yaklasik alt sinwr olarak

log | |

C(F) > ———

(F5) 2 2log 2
ifadest gegerli olur. Bununla birlikte, C(Fy) i¢in benzer mertebede bir dst sumr da
saglanabilir ve mevcut alt sinwr daha da iyilestirilebilirse, Fr ailest iye bir dizi ailesi

olarak degerlendirilebilir.

Ornek 3.1. d =5 ve p = 11 i¢in f(z) = 2° 4+ 2% + 222 + 3 polinomu Q15 kiimesine
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aittir. Her i € {1,2,...,10} i¢in tanwmlanan fi(x) = i f(x /i) polinomlar siraswyla

fi(z) = 2° + 2® + 22° + 3, fo(z) = 2° + 42° + 52 + 8,
fs(x) =2 +92° + 102* + 3, fu(z) = 2° 4 5a® + 72 + 3,
fs(x) =2 +32° +82° +3,  fo(x) =" + 32”4 32% + 8,
fr(x) = 2° +52° +42° +8,  fy(x) = 2° +92° + 2* +8,
fo(z) =2° +42° + 62> +3,  fio(z) = 2° + 2 +92° + 8

seklinde elde edilir.

Bu polinomlardan elde edilen ve her biri 10 uzunlugunda olan p — 1 = 10 adet

dizi Tablo 3.1°de verilmistir. Bu dizi ailesi S-karmagikhga sahip degildir, ¢iinki F

(Gizelge 3.1 d = 5, p = 11 igin elde edilen diziler

Dizi No Dizi
Eq (-1,—-1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)
Es (-1, 1,-1, 1,-1,-1,—-1,-1,—-1,-1)
E3 (1, 1,-1, 1, 1,-1, 1, 1, 1, 1)
E, (1 1, 1,-1, 1, 1, 1,-1, 1, 1)
Ex (1 1, 1, 1,-1, 1, 1, 1, 1,-1)
Eg (1,-1,-1,-1,-1, 1,-1,-1,—-1,-1)
E; (-1,-1, 1,-1,-1,-1, 1,-1,—-1,-1)
Ey (-1,-1,-1,-1, 1,-1,-1, 1,—-1,-1)
Ey (1, 1, 1, 1, 1, 1,-1, 1,—-1, 1)
Eio (-1,-1,-1,-1,-1,-1,—-1,-1, 1, 1)

1 1 1 1 -1 —1 -1 —1
1 P 1 3 _]_ 9 _]. 9 1 9 1 i _]- 9 _1 ?
1 -1 1 —1 1 —1 1 —1

vektorlerinin tamamy bulunmamaktadvr. Ornegin dizilerin ilk tic¢ bitinden olusan alt
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diziler

—1 —1 1 1 1 1 —1 —1 1 —1
_]_ 9 ]. P 1 3 1 9 ]_ 9 _1 9 _1 9 _]. ) ]- Y _1
1 —1 —1 1 1 —1 1 -1 1 —1

seklindedir ve tiim olasiliklar: kapsamamaktadir. Bu nedenle dizi ailesi 3 f-karmagikhga
sahip degildir. Ote yandan, tim ikili kombinasyonlar: icerdiginden F ailesi 2 f-

karmasikhga sahiptir.

Bu dizi ailesinin 5. mertebeden ¢apraz-korelasyon él¢iti, M =10, I = [2,6,7,8,10]
ve D = [0,0,0,0,0] icin maksimum dejer olan 10’dur. Dual aile Fy, I = [3,4,6,9,10]
ve D =10,0,0,1, 1] se¢imleriyle bu dl¢iitte 9 degerini alur. Dual ailenin karmasiklig

ise 1’dir.

Bu ornekte p = 11 gibi gorece kii¢ik bir asal sayr kullamildigindan, (3.1) ifade-
sinde verilen astmptotik capraz-korelasyon st siniry, gozlemlenen degerle karsilastr-
rildiginda olduk¢a yiksek kalmaktadur. Gergekte ®5(Fy) = 10 tken, teorik dst sinr
yaklasik olarak 75 tir. Bu fark, ilgili stnarin yalnizea p yeterince buyiik oldugunda

gecerli bir ongori sundugunu gostermektedir.

Benzer sekilde, (3.2) ve (3.3) ifadeleriyle elde edilen f-karmasiklk alt sinir da
p = 11 ve d = 5 i¢in yaklasik —0.43 olmakta ve negatif bir degere karsilik geldi-
ginden, bu tir simrlarin yalmzea biyik asal sayilar iw¢in anlamly sonuclar verdigi

anlasiimaktadur.

Teorem 3.1°de tanimlanan F; (veya F ;) ailesinde yer alan dizilerin birbirinden farkl
oldugu, ¢apraz-korelasyon 6l¢iitii i¢in verilen iist sinirdan anlagilabilir. Ayni aile ige-
risinde iki dizinin 6zdes olmasi durumunda, bu diziler arasindaki capraz-korelasyon
toplami en biiyiik degere, yani p — 1’e ulagirdi. Ancak Teorem 3.1°de verilen ®, tist
siir1, d < p/?/2 kosulu saglandiginda bu degerin altinda kalmaktadir. Dolayisiyla,

bu kosgul altinda dizilerin birbirinden ayirt edilebilir oldugu ve aile biiyiikliigiiniin
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|F¢| = p— 1 oldugu garanti edilir. Ornek olarak verilen d = 5 ve p = 11 igin bu
kosul saglanmasa da, teoremin asimptotik gecerliligi baglaminda dizilerin farklilig

korunmaktadar.

Ote yandan, #{F; | f € Qu.} ile gosterilen farkl dizi ailelerinin sayis1 tam ola-
rak bilinmemektedir. Asagidaki sonugta, bu sayiya iligkin bir iist sinir verilmektedir.

S6z konusu sonug dogrudan [Cakiroglu vd. 2022] ¢alisgmasindan almmigtir.

Bu sonuca ge¢gmeden 6nce bazi gésterimleri tanimlayalim. Her o € F igin, Cp 0 2 (yP+
y) = a(x? 4+ 1) denklemi ile verilen bir F,-lizerinde tanimh cebirsel egri tanimlamnir.

Cy egrisi iizerindeki IFj»-noktalarmin sayisini
#Ca(Fpn)
ile gosterelir. Bu duurumda, sapma fonksiyonu
Sa(Fpn) := #Ca(Fpr) — (p" + 1)

seklinde tanimlanir.

Burada g Mobius fonksiyonunu; [p | n| ise bir dogruluk gostergesini ifade eder.

Bu gosterim

1, eger p sayisit n’yi béliiyorsa,
[p | n] =
0, eger p sayist n’yi bolmiiyorsa

seklinde tanimlanair.

Bu tanimlar altinda, agagidaki iist siir elde edilmigtir.

Sonug 3.1. (2, ,, kiimesindek: indirgenemez polinomlarla tanimlanabilen Fy dizi aile-
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lerinin sayist i¢in

1
#Ir | €Dt < > u(d) (Fy(n/d) = [p | n] - p"/™)
R
esitsizligi gegerlidir. Burada F,(n) fonksiyonu

(p—1)

Fy(n) =p" %+
P( ) p2

1
T > SalFym)

aEIF;

seklinde tanimlanar.

Ispat. F ailesi, 2, ,, kiimesinde yer alan her bir indirgenemez polinom f kullanilarak
inga edilmigtir. |[Cakiroglu vd. 2022|[Theorem-1] sonucuna gore, indirgenemez po-
linomlarin sayist F,(n) cinsinden ifade edilebilmektedir. Ardindan, [Cakiroglu vd.

2022|[Teorem-5] bu sonucu sunar. O
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4. DUSUK CAPRAZ KORELASYON VE YUKSEK AILE KARMA-
SIKLIGINA SAHIP BUYUK BIR DiZi AILESI

Bu boliimde, hem diigiik capraz-korelasyon o6l¢iitiine hem de yiiksek f-karmagikliga
sahip biiyiik bir ikili dizi ailesi tanimlanmaktadir. Ancak, bu dizi ailelerinin dualleri

i¢in gegerli genel bir sonug elde edilememigtir.

Teorem 4.1. p > 2 asal sayr, d € Z* ve p t d olmak tzere, Fp[X] tzerindeki

indirgenemez polinomlardan olusan
Q= {f(X)= X"+ X"+ +aq €F,[X] : [ indirgenemezdir}

kiimest tamimlansin. Bu kiimedeki her bir f polinomuna karsilhik gelen ikili dizi ailesi

o (1) ren)

seklinde tanimlanir. Bu durumda, f-karmagiklk icin

o d—2 /2
o7 2 (5 - o)) ST (4.)

alt sunare saglaner. Ayrica, 3 < d < p'/?/2 kosulu altinda, dizi ailesinin biiyikligi

il = P =0 (07)

seklindedir.

Ispat. Weil siir1, karakter toplamlar: iizerinde sagladig giiclii analitik simirlar sa-
yesinde, farkli indirgenemez polinomlardan tiiretilen dizilerin birbirinden ayirt edi-

lebilmesini saglayan temel bir aractir. Bu siir, genel durumda farkli polinomlara
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karsilik gelen dizilerin karakter degerlerinin ¢akigma olasiligini 6nemli 6l¢iide azalt-
tigim gosterir. Boylece, her bir polinomdan elde edilen dizinin digerlerinden farkh
oldugu varsayilabilir ve dizi ailesinin biiytikliigii, kullanilan indirgenemez polinom-

larin sayisina esit alinir.

?’da p 1 d kogulunu saglayan ve iz fonksiyonunun degeri sifirdan farkh olan d dere-

ceden indirgenemez polinomlarin sayisi

1
-+ A/t
o E p(t)p

t|d

olarak hesaplanmigtir.

Dogrudan hesaplama yapildiginda,

d/2 d/2+1
i_ P —p__ P /2 _q

sonucuna ulagilir. p > 2 asallar1 i¢inde en kiiciik deger olan p = 3 igin,

d

1 P
— E Hpdt > £
dp i (™ = dp

d—1

UL ;
B is P 3
;p =g 2P

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla, dizi ailesinin biiyiikliigi

[ Fal = pT -0 (™)

seklinde ifade edilebilir.

Hesaplama kolayligi nedeniyle ®;, yerine ®$’y1 tercih ederek, sonraki adimda (2.12)

denklemi yardimiyla aile karmagikligi sinirin1 kanithyoruz.

58



@9 (F,) ifadesini hesaplayabilmek igin

£ () ()

karakter toplami dikkate alinir. Bir f polinomunun €2; kiimesine ait olmasi

V= L 1<ij<---<ip<p-—1

1

FX) = (X = B)(X = B7)--- (X — "),

bi¢iminde ifade edilebilmesiyle esdegerdir. Burada 8 € [, elemam asagidaki iki

kosulu saglamalidir:

1. Tr(8) = 0 olacak sekilde iz fonksiyonu sifirdir. Bu kosul, polinomun X¢!

teriminin katsayisinin sifir olmasini1 garanti eder.

2. B, t| dvet < dolacak sekilde higbir F,: altcisminin eleman degildir. Bu

kosul, f(X) polinomunun FF,[X] {izerinde indirgenemez olmasimi saglar.

Bu gozlem dogrultusunda V' toplami

1 (h=8)-(L=B"")\  [(Ge=p5)-(is=p"")
=i T () ()

BEF
F a=Fp(B)
Tr(8)=0

1 N(i1—5)>m(N(ik—6))
]de:]FP(B)
Tr(8)=0

bi¢imini alir. Burada N: F,« — I, norm fonksiyonunu ifade eder ve her o € Fq i¢in

N(Oé)::Oé'O[p"'O[p :a%
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N(o)
2

seklinde tanimlanir. Bu baglamda y(a) = ( ) tanimi, Fq {izerinde tanimh ku-

adratik karakteri ifade eder.

V' toplamindaki (’larin ilkel eleman olma kogulunun analitik olarak iglenmesi zor
oldugundan, toplami daha kolay analiz edilebilir iki kisma ayirmak uygun bir yak-
lasimdir. Birinci kisim I« 'nin ilkel elemanlar tizerinden alinirken, ikinci kisim ilkel
olmayan elemanlarm katkisini icerir. ¢ | d, ¢ < d olacak sekilde her bir F,: 6z alt

cisminde yer alip, F « i¢inde bulunmayan « elemanlariin sayisi

p

U 5| <y = e

t|d t|d
1<t<d t<d

seklinde sinirlandirilabilir. Bu gozlem dikkate alindiginda, V' icin

iist s elde edilir. Iz fonksiyonu Tr(a) = a+aP+- - -+a?" " oldugundan, bu esitligi

saglayan her (3 icin f = o — « yazilabilir. Bu doniigtimle V' toplami
1 » ' pd/2
s ; X (i1 = (0" = a)) -+ (ix — (" — a))) +0<7>
« pd

bicimini alir. Burada karakter toplaminda yer alan polinomun derecesi pk oldugun-

dan, Weil Teoremi uygulanabilir. Bu teorem yardimiyla

pkp¥?log p p?/? kp¥?logp p??
< - = — £
V< ot 0~ 0~

{ist st elde edilir. Ote yandan, (2.10) ifadesine gére 264 < | F,| = F oldugundan
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ve k = C(Fy) icin k < log, I esitsizligi gegerlidir. Bu durumda, (2.12) kullanilarak

C(Fy) > log, ( r )

max) <¢<iog, £ P§(Fa)

alt sinir1 yazilabilir. Bu ifade agagidaki gibi agilir:

X — O(pld?)
k2% logp + O(p?/2/d)

d/2—1
P2 (p — 61)

Llog,(F) p¥?logp + ¢

pd/2-1 c
=logy | 3 d ! - .
5 logy(F) log p + i

C(Fq) > log,

= log,

|F| = pd; — O(pl¥/?]) oldugundan, asimptotik olarak |F| ~ % kabul edilir ve bu
durumda
pi
log, F' = log, <T) = logy(p™™") —logy(d) = (d — 1) logy p — logy d ~ dlog, p

elde edilir. Dolayisiyla log, F' ifadesi, asimptotik olarak dlog, p biciminde yaklagik
kabul edilebilir. Buradan

p/2-1 .
> a1
C(Fd) = 1089 ((10g2pd) logp/d_"CQ)

pd/2-1 ~ e
= log, d
(logy p) logp + ¢z

1 d/2—1 2
> §log2 ((p T 01) ) — log,(log® p + ¢3)
1

pi2 P ,
=5 log, (7 —2¢; g + cl> — log,(log™ p + ¢2)
elde edilir. Boylece
1 log(p*?/d*)
> (2 —o(1)) =2 L2/
o7 = (5 - o)) EL
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alt sinir1 kanitlanmig olur. Burada, log p ve co terimleri asimptotik olarak ihmal edile-
bilir biiyiikliikkte oldugundan, negatif terim o(1) diizeyinde kabul edilmistir. Boylece

elde edilen sonug, (4.1) esitsizliginde verilen alt sinir1 desteklemektedir. 0

Teorem 4.1°de verilen C'(Fy) alt simirinin, d degeri arttikga azaldigi gozlemlenmek-

tedir. Ozellikle d = 3 icin bu alt smur,

1 logp
——o(1
(2 o )) log 2

seklinde sadelegir.

Gyarmati ve digerleri, Teorem 4.1’de tanimlanan ailenin ¢apraz-korelasyon oOl¢iitii-

niin kii¢iik oldugunu ve her k € {1,2,3,...,p — 1} i¢in
Oy (Fy) < kdp?logp (4.2)

esitsizliginin saglandigini gostermistir [Gyarmati vd. 2014|[Teorem 8.14].

Ornek 4.1. p = 11 ve d = 5 alalum. Bu durumda,
Qs = {f(x) = 2° + ap2® + az2® + ayx + a5 € Fyy[z] : f indirgenemezdir}

kiimesi, 2640 adet indirgenemez polinom icermektedir. Bu ailenin f-karmagiklige
8’dir. (4.1) ifadesinde verilen alt sinr yaklasik olarak 3’tir ve bu durum, séz konusu
ornekle uyumludur. Ancak bu alt sinar, kiicik asal saylar igin yeterince yakin degil-
dir. Ote yandan, ailenin 5 dereceden ¢apraz korelasyon él¢iti M=10, 1=[2573, 244,
2118, 1629, 740] ve D=[0,0,0,0,0] parametreleriyle maksimum 10 degerini almakta-

dir. Bu deger, (4.2) bagintiswyla verilen asimptotik st sinardan oldukca farklhdar.
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5. k-SEMBOLLU ALFABE UZERINDE SOZDE-RASTGELE DiZi AILE-
LERI

Mauduit ve Sarkozy tarafindan {a, as, ..., ax} sembol kiimesi iizerinde tanimlanan
capraz-korelasyon olgiitleri, literatiirde genig uygulama alanlarima sahiptir [Mauduit
ve Sarkozy 2002]. Bu boliimde, ikili alfabe (k=2) i¢in geligtirilen kavramlar, k > 2

olan genel durumlar i¢in genisletilecektir.

A = {ay,a,...,a;} ile tamimlanan alfabe, uygulamalarda genellikle birim kokler

2mi/k

kiimesi olarak secilir. Ozellikle w = e olmak iizere, w bir k dereceden birim kok

olarak alindiginda,

A= {1w,w? . .. 1

seklinde tanimlanabilir. Bu tiir bir se¢im, 6zellikle harmonik analiz ve sinyal igleme
gibi alanlarda avantaj saglar. Ciinkii bu alanlarda sinyaller, Fourier doniisiimleri
araciligiyla frekans bilesenlerine ayrigtirilir ve bu doniigtimler birim kdkler tizerinden
tanimlanir. Boylece, hem teorik analizler hem de sayisal hesaplamalar agisindan

onemli kolayliklar elde edilir.

Tanim 5.1. Uzunlugu N olan ve {ai,as,...,a;} alfabesinden elemanlar i¢eren F
adet diziden olusan ¢bir F ailesi ele alalvm. Her bir dizi E; n = (e;1,€i2,.-.,€iN)
(1=1,2,..., F) bigiminde tanimlansin. Bu ailenin ¢ mertebeden ¢apraz-korelasyon
olgriti,

M

75(‘/—_.) :Wr,rl\lia,d)D(,] g(FaW>MaD7])_W

olarak tamimlanar. Burada,

o W e A%: Sabit bir (-uzunluklu sembol dizisidir.

e D=(dy,...,dp):0<dy <---<dyve M+d, < N kosullarini saglayan kayma
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vektoridir.

e Indeks vektorindeki her i, dejeri icin aym diziden alinan farkle pozisyonlar

kullaniimamalidir; bu nedenle i, = iy oldugunda d, # ds kosulu saglanmalidur.

o [ = (iy,ig,...,00) € {1,2,...,F} ise { adet diziyi temsil eden bir indeks

vektoridir.

o g(F,W,M,D,I): F ailesinde W dizisinin I ve D altindaki gézlenme sayisidur

ve
g FW,M,D,I)={n:1<n <M, (€nids---»Cipnidy) = W}|

olarak tanimlanar.

Bu tanmim, bir dizi ailesinde belirli bir sembol dizisinin ka¢ kez gozlendigini, yani
esit dagilma davramsindan ne kadar sapma gosterdigini dlcer. Olciim, her sembol
kombinasyonunun egit olasilikla goriilmesi beklenen ideal durumla karsilagtirilarak

yapilir.

Tanim 5.2. F C {ay,...,a.}" kiimesi, uzunlugu N olan k-sembollii dizilerden
olusan bir dizi ailesi olsun. F ailesinin f-karmagiklags C(F), asagidaki kosulu

saglayan en biyik j > 0 tam saysy olarak tanimlanar:

Her 1 <iy; <iy < --- <i; < N indeks segimi ve her €1, €,...,¢; € {a1,az,...,a;}

sembol kiimesi i¢in, F ailesinde oyle bir dizi

En = (e1,e2,...,€n)
bulunur ki, bu diz
€;; = €1, €iy = €2, ey €. =€

bagintisine saglar. Baska bir deyisle C(F), F ailesinin, uzunlugu j olan her tirli

64



konum ve sembol kombinasyonu i¢in, bu semboller: ilgili konumlarda tasiyan en az
bir diziyi icermesini garanti ettigi en biiyik j degerini ifade eder. Yani dizi ailesi F,
C(F) uzunlugundaki her olasy sembol yerlesimini karsilayabilecek kadar cegitlilige

sahiptir.

F ailesinin dual ailesi F, F'teki N uzunlugundaki dizilerin transpozlarmim alinma-
siyla elde edilen ve her biri F' uzunlugunda olan N adet diziden olugur. Teorem 5.1,
dual aileler arasindaki f-karmagiklik ile ¢apraz korelasyon oOlgiitii arasindaki iligkiyi

genellemektedir.

Teorem 5.1. Uzunlugu N olan ve her bir

Ein= (61‘,1, cee 7€i,N> € {a,as,... ,ak}N

’

biciminde taniml F adet diziden olusan bir F ailesi verilsin.

Bu ailenin dual ailesi F, hern=1,2,...,N i¢in

En = (61,7’“ €2.ny - - - 76F,n) € {ah az, . .. 7ak}F

seklinde taniymlanan, uzunlugu F olan N adet diziden olusur.

Bu durumda asaqidaki alt simarlar gegerlidir:

C(F) > [logk F —log,, (lgg%g(kF%(.T))—‘ -1,

C(F) > [long—logk( max Fi(f)ﬂ — 1.

1<i<log;, F

Ispat. Bu ispat, ikili alfabe durumunda bilinen yontemin k-sembollii alfabe yapisina

genellemesine dayanmaktadir.
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Oncelikle 7 bir tamsay1 olmak tizere,
€k,n1 = b17 €k,n2 = b2’ ey €k7n] = b]

olacak sekilde j uzunlugunda bir sembol dizisi B = (b, ba, ..., b;) € {a1, a9, ..., a;}’
tanmimlayalim. F ailesinde, bu sembolleri ilgili pozisyonlarda igeren en az bir dizinin

var oldugunu varsayalim.

Bu kosulu saglayan, yani pozisyonlari (nq,...,n;) olan ve sembol dizisi B’yi iceren

dizi sayisin A ile gosterelim. Tanim geregi, ; (F) capraz-korelasyon &lciitii

— M
v (F) = nax g(F,W,M,D,I) — =

bi¢imindedir. Burada
g(F,W,M,D,I)=|{n:1<n <M/ (e nid,- - €imia;) = W}

esitligi saglanir. Bu ifadede M = F, W = B, D = (0,...,0) ve [ = (ny,...,n;)

olarak secildiginde,
g(F,B,F,(0,...,0),(ny,...,n;)) = A

esitligi elde edilir. Dolayisiyla, A degeri, belirtilen pozisyonlardaki sembol dizisi
B’nin kag kez gerceklestigini ifade eder.

Bu durumda,

elde edilir. Eger

j <log, F —logy, v;(F)

ise, sag taraf pozitiftir ve bu da A > 0 anlamina gelir. Yani, en az bir dizinin ilgili

pozisyonlarinda B dizisinin yer aldig1 garanti edilir.
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Bu durum,

Jj <log, F' —log, ( max w(?)) :

1<¢<log,, F'
esitsizligini saglayan her j icin gecerlidir. Bu da her sembol kombinasyonunun belirli

pozisyonlarda en az bir dizide bulundugunu garanti eder. Dolayisiyla:
1<¢<log;, F

C(F) > [long—logk( max W(?)ﬂ -1

esitsizligi elde edilir.

Benzer sekilde aynmi yontemle,

C(F) > [long—logk< max M?)ﬂ -1

1<¢<log,;, F

esitsizligi gosterilir. ([l

Ornek 5.1. k = 3 ve w = e2™/3 olmak dizere, A = {1,w,w?} alfabesini kullanalm.

Uzunlugu N =9 olan ve A alfabesinden semboller iceren F' =9 diziden olusan bir
dizi ailesi F = {F1, Ea, ..., Eq} tanumlansin. Bu dizilere ait her bir satvrin bir diziyi
temsil ettigi ve her bir hiicrenin dizinin o pozisyondaki semboliini gosterdigi bilgiler

Clizelge 5.17de verilmastir.

Cizelge 5.1 Ugiincii dereceden birim koklerle olusturulmus 9 elemanl dizi ailesi

Dizi 1 2 3 4 5 6 7 8 9
E; 1 w 1 w? 1 w 1 w? 1
E, W 1 w1 w 1 w1 W
Es 1 W w 1 1 W w 1 1
E, w? 1 1 w w? 1 1 w w?
Es 1 1 1 1 1 1 1 1 1
FEy w w w w w w w w w
E; w2 ow? w? W W W Wt oW WP
Ey 1 woo w1 woowr o1 w o w?
Ey w? w 1 w w? 1 w w? 1

D
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Bu dizilerden her siitun, dual aileyi olusturan bir diziyi temsil eder. Ornegin birinci
sttundaki degerler (ey1,€a1,...,€91) vektorini, yani Dy dizisini verir. Benzer se-
kilde Ds, ..., Dy dizileri de ayni yontemle elde edilmekte olup, bu durumda her bir

pozisyonun sttun olarak alinmasiyla olusturulan dizilerden meydana gelen dual aile
F ={Dy,Ds,...,Dg}, burada D, = (€1n,€2.n,---,€0n)

seklinde tanimlanar.

Y1 (F) degeri, her pozisyonda sembollerin ideal es dagilima ne kadar yakin oldugunu

olcer. Ideal durumda her semboliin gérinme orans

1_

1
3
olmaldir. Gercek sembol dagilimiman teorik dagilimdan ne kadar saptiginy 6lgmek
i¢in, her semboliin pozisyonlardaki orans ile beklenen oran arasindaki mutlak farkin

en biytgini veren

— 1
1(F) = max Pozisyonlardaki a semboliinin orani — 3
ac

seklinde tanimlanan él¢it kullanalr.

Ote yandan C (F) degeri, F ailesinde kag farkl pozisyon segilirse, bu pozisyonlardaki
tiim k7 farkle sembol kombinasyonlarwan en az bir dizide yer aldugine belirtir. Orne-
gin C(F) = 3 ise, herhangi ii¢ pozisyon segildiginde 3> = 27 olast kombinasyonun

tamamy F icerisinde yer almaktadr.

Bu durumda dizilerin ¢apraz korelasyon karmasiklige ile sembol dagilim sapmast ara-

sinda

C(F) > [logy9 —logg i (F)] — 1

esitsizligi gegerli olur.

68



Eger v (F) = % olarak hesaplanirsa, bu durumda ilgili logaritmik degerler
1
logs9 =2, logs 9= —2

olur ve esitsizlik

CF)>T2—(-2)] - 1=[4]-1=3

seklinde sadelesir.

Baz pozisyonlara ait sembol dagilimlar, Cizelge 5.2°de gosterilmekte olup, bu veri-

lerden pozisyonlardaki sembollerin es dagilima yakinlgr gozlemlenebilmektedir.

Cizelge 5.2 A = {1,w, w?} alfabesi i¢in pozisyon bazl sembol dagilimi

Pozisyon Sembol Goriilme Sayis1 Oran
1 1 3 1/3
1 w 3 1/3
1 w? 3 1/3
2 1 4 4/9
2 w 3 1/3

Clizelgeden goriilecegi tizere, pozisyon 1 i¢in her sembol esit siklikta gorinmekteyken,
pozisyon 2°de bu oranlar farkhilhk gostermektedir. En biiyik sapma pozisyon 2’de

|4/9 — 1/3| = 1/9 olarak él¢iilmektedir.
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6. DUSUK CAPRAZ KORELASYON VE YUKSEK AILE KARMA-
SIKLIGINA SAHIP BUYUK BIR k-SEMBOL DiZi AILESI

Bu boliimde, Boliim 4’te tanimlanan ikili dizi ailesi, k-sembollii alfabeler i¢in genel-
legtirilmektedir. Asagida sunulan Teorem 6.1, Teorem 4.1’in bir uzantisi olup, ispati

benzer yapidadir.

Teorem 6.1. d ve p > 2 olmak tizere iki farkl asal sayr ve k pozitif bir tam say:

d _
obeb (k,p 1) —1
p—1

kosulu saglansin. I, tizerinde tanvml d dereceli indirgenemez bir fg polinomu, 5 €

F

olsun. Bu saylar i¢in

pa olacak ve iz fonksiyonu Tr(3) = 0 olacak bigimde

1

fola) = (z—B)(x — B7) - (x — ")

seklinde tanimlansin.

Mertebesi k olan bir karakter x sabitlenmis olsun. Bu durumda, B € Fpa \ F, ve

Tr(B) = 0 kosulunu saglayan elemanlar i¢in asagidaki k-sembolli dizi ailesi

F={(x(fs())2y : B € Fpa \F,, Tr(5) = 0}

olarak tanvmlansin. Bu aile i¢in € € {2,3,...,p — 1} aralgindaki her € degeri bak:-

mandan ¢apraz-korelasyon ol¢iiti

Ye(F) < (p'?log p
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tst stnarima saglar. Ayrica, bu ailenin f-karmagiklige i¢in

O(F) > (g - 1) logyp — log, ((d — 1) logy p) (6.1)

alt sinwre elde edilir. Tanimlanan bu dizi ailesinin biyikligii

seklindedur.

Ispat. Oncelikle a bir k-mertebeden birim kok olmak iizere, S(a,m) fonksiyonu

-

?rlr—k

seklinde tanimlanir ve bu tanim i¢in agagidaki esitlik gecerlidir

1 eger x(m) = a,

0 eger x(m) # a.

S(a,m) =

Bu tanim yardimiyla g(F, W, M, D, I) sayma fonksiyonu
g(F,W,M,D,I) =

{
M/
:ZHSa],fZJ (n+d;))

n:1<n<M (e nids---»€iynid) = W}

3
Il
—
<.
—_

(@x(fi,(n+d;)))"”

M-
4?'1:

T k M [
SR DL LR ) it (Hfixnw) |
t1=1 n=1 j=1

seklinde hesaplanir. Yukaridaki toplamda tiim ¢; = 0 durumunda i¢ toplam M

olurken, geri kalan terimler karakter toplamlarina indirgenir ve ifade

g(f,W,M,D,J):%+% S oan agtzZX<Hf”n+d )

1<t;<k—1
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seklinde yazilir. Bu toplam mutlak deger iizerinden agagidaki bicimde sinirlanabilir

-1 k—1

S%Z"'Z

t1=1 te=1

n=1

Burada

fn) = fi,(n+d)" - fi,(n+ d)"*

seklinde tanimlanan polinomun, F,[z] tzerinde taniml bir polinomun k. kuvveti
olmadigini gostermek gerekir. Gergekten de her f; , bir 8;, € Fpa \ F, ile
d—1
fiy (@) = H(x - Z )
r=0
seklinde yazlabilir ve bu durumda f(n) agagidaki bigimi alir
‘ P s |
fo) =TT +d; - 5,)" =

J=1

Burada Tr(3;;,) = 0 kosulu saglandigy ve 3;, € F,a \ F, oldugu igin tiim carpanlar
farkli dogrusal terimlerdir. Ayrica t; < k ve obeb (k, ’%) = 1 oldugundan bu

polinom bir k. kuvvet olamaz.

Bu durumda karakter toplamina Weil teoremi uygulanabilir ve
M 1/2

esitsizligi elde edilir. Bu sonug, Tanim 5.1 uyarinca
Ye(F) < £p*?log p

seklinde bir iist sinir elde edilmesini saglar.

Simdi (6.1) alt simrinin ispatina gegelim. Aile biiyiikliigiinii belirlemek igin 6nce
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agagidaki gozlemi yapalim. F,q \ I, kiimesinde iz fonksiyonu sifir olan

p =D
p

adet farkli eleman bulunur ve bu elemanlardan her d tanesi [F,, {izerinde bir indirge-

nemez polinom tanimlar. Béylece aile biiytikligii

d
p —D
F = 6.2
- (62)
seklinde ifade edilir.
Dual aile iizerinden yapilan analizde
g F W, F0,1) = {n:1<n<F @nidrs---»Cipmid,) = W}
F ¢
= > [5G 7))
n=1 j=1
F ¢
= Z H S(ag, fuliy))
n=1 j=1

sayma fonksiyonu degerlendirilmelidir. Bu toplam agagidaki bi¢cimde sinirlanabilir

F ¢ k-1 k-1

F ) .
ZHS(aﬁfn(ij)) < %‘i‘ % le <]i[(z] — ﬁn)tf'pp—l ) |

n=1 j=1 t1=1  ty=1 |n= j=

oL ¢ .,

. t.. P —

St 2 X(H@j—ﬁ)”*)
t1=1 ty=1 /Be]de\Fp 7=1

Tr(B8)=0, konjugat olmayan

R S ¢ s
Sy_‘_ﬁ Zd_ Z X(H(Z]_ﬁ)t]pl> .

ti=1  t,=1 BEF 4\Fy j=1

Buradaki karakter toplaminda kullanilan polinom yine bir k-inc1 kuvvet olmadigin-
dan Weil teoremi uygulanabilir ve toplam

Lot 1yd2
<% [(tp — 1)p™* + p]
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seklinde simirlanir. Buradan dual ¢apraz-korelasyon olciitii i¢in agagidaki tist sinir

elde edilir
— 1
°(F) < o [(tp — 1)p™? +p] . (6.3)

Son adimda (6.2) ve (6.3) ifadeleri birlestirilerek f-karmagiklik igin

F
max 7y (F)

1<¢<log, F

d
> (5 — 1) log, p — log, ((d — 1) log, p)

C(F) > log,

alt sinir1 elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur. 0

Ornek 6.1. k=4, p =11, d = 3 alalum. Bu durumda

A1 1P -1 1
Z; — =1 = i’go =133 we obeb(k,133) = obeb(4,133) = 1

esitliklert saglandigindan, Teorem 6.1 uyarinca bir k-sembolli dizi ailest insa edile-

bilur.

w = e2™/* dordincii dereceden bir birim kok olmak izere, alfabe olarak
A= {1, w,w’w?}={1,i,-1,—i}

alinabilir.

Fi15 \ Fyy kimesinde iz fonksiyonu Tr(5) = 0 olan 120 adet eleman bulundugu gz
ontinde bulunduruldugunda, bunlarin her 3 tanesi F11 tzerinde bir indirgenemez po-

linom tanimlar. Bu durumda aile biiytikligi

olarak hesaplanar.
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Her € Fi1s \ Fy1 ve Tr(B) = 0 igin ilgili polinom
folz) = (@ = B)(z = B*) (@ - 5)

seklinde tanymlanir. Ornegin, § = 07 (burada 6, Fi1s alanwnin treteci) segilirse,
fo(z) = (z = 07)(x — 07)(x — 0°)

polinomu elde edilir. Burada x, mertebesi k = 4 olan bir karakterdir ve IF} 5 ¢arpanlar

grubunun treteci « igin x(a') = W' olacak sekilde tanimlanmagtir.

Bu durumda F ailesi

F = {(x(fs(n))ry : B € Frya \ Fu1, Tr(8) =0}

seklinde tanimlanar.

Aileye ait bazi diziler Tablo 6.1°de sunulmustur. Bu diziler, yukarida belirtilen sekilde

X(fa(n)) bigiminde tretilmis olup her satur farkl bir 5 elemanina karsiik gelmekte-
dir.

(izelge 6.1 k£ = 4 ve p = 11 i¢in inga edilen F dizi ailesinden 6rnek diziler

Dizi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B, 1 woo ow? w1 woo owr w1 w
E, wo oW w1 w o owr w1 wo w?
Es w? Wl 1 w wroow? 1 w w? oWl
Ey w3 1 w w? Wl 1 w w? Wl 1

Bu ailenin capraz-korelasyon ol¢iti yaklasik olarak

Y(F) < €-v/11 -log11 ~ € - 3.3166 - 2.398 ~ (- 7.95

seklinde sinarlandirilabilir.
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Ozellikle ¢ = 2 i¢in

tst stmr elde edilir. Ayrica dual aile tizerinden yapilan analiz sonucunda ¢apraz-

korelasyon ol¢iiti yaklasik olarak

_ 1 1
° — — 1)p/? =—[(2-11—-1)- 11" 4+ 11
7(F) < a [(ep — 1)p™* + p] I I ) +11]

1 777.08
~ o [21-3648 + 11 ~ 0 & 9355
53 AT

seklinde tahmin edilir.

Son olarak, f-karmasiklik i¢cin

C(F) > log, < i

— | =1 . ~ 0. >1
23.55> 0g5(1.698) ~ 0.76 = C(F) >

alt swnare elde edilir.

Gergekten de tim j = 1 pozisyonlarnda her sembol yer almakta; ancak baz j = 2

pozisyonlarinda eksiklikler gozlemlendiginden f-karmagiklk
C(F)=1

olarak belirlenmistir.

Bu ornek, Teorem 6.1 °de verilen yapiya uygun bir dizi ailesinin nasil insa edileceging,
capraz-korelasyonun nasil tahmin edildigini ve f-karmagikligin nasil sinirlandiging

gostermektedir.
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7. SONUC

Sozde-rastgele diziler bircok pratik alanda kullanilmaktadir ve kaliteleri, istatistik-
sel test paketleri ile belirli dlgiitler tizerinde kanitlanmig sonuglara gore karar ve-
rilmektedir. Buna ek olarak, baz1 uygulamalarda birkag yonden iyi sozde-rastgele
dizilerden olusan biiyiik bir aile gereklidir. Bu tezde, boylesi iki 6l¢iitii inceledik:
f-karmasgikligi ile ikili ve k-sembol alfabesi tizerinde dizi ailesi i¢in sirasiyla ¢ dere-
ceden capraz-korelasyon olciitii. Legendre sembolleri ile tiretilen iki ikili dizi ailesi

incelendi. Bunlardan ilki

(e

aile dizisidir. Burada f;(z) indirgenemez polinomlar

d 2 d—2 3 d—3 d—2_ 2 d
filx) = 2%+ agi“z® " + a3tz + - - + ag_21“" T + agi

olarak tanimlanir. Ikinci olarak pozitif d sayisi icin F, ailesi

p—1
Fo= { (M> : f, derece d, I, iizerinde indirgenemez bir polinom}
p

n=1

seklinde tanimhdir.

F1 ve Fy ailelerinin her ikisinin de biiyiik bir aile karmagikligina ve oldukga biiyiik
bir dereceye kadar kiigiik bir ¢apraz-korelasyon 6lgiitiine sahip oldugunu gésterdik.
Ardindan, k-sembol alfabesi tizerindeki dizi ailesi i¢in benzer sonuglar: ispatladik ve

iyi bir k-sembol dizileri ailesi inga ettik.
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