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Bu tez alt1 bolimden olugmaktadir. Birinci boliimde ¢aligmanin amaci, kapsami ve yon-
temi sunulmustur. Ikinci boliimde, lineer pozitif operatorlerin temel ozellikleri ile tez
boyunca kullanilacak temel tanim ve teoremler verilmis; ayrica Bernstein’in Weierstrass
problemi iizerine teoremi ve Bohman—Korovkin teoremi ele alinmisgtir.

Uciincii boliimde, varyasyon yari normunda yakinsama ve yakinsama hizinin incelen-
mesinde temel rol oynayan total varyasyon kavrami tamitilmig; BV, AC ve TV fonksiyon
uzaylar1 arasindaki iligkiler incelenmisgtir.

Doérdiincii boliimde, Bernstein-Durrmeyer operatorlerinin merkezi momentleri ile varyasyon
yar1 normundaki varyasyon azaltici 6zellikleri ve yakinsama davraniglari analiz edilmis;
siirli salinimh fonksiyon uzayinda yakinsama hizina iliskin sonuclar elde edilmistir.

Besinci boliim, calismanin 6zgiin katkilarina ayrilmig olup, Appell polinomlarini iceren op-
eratorlerin merkezi momentleri ile varyasyon yari1 normundaki varyasyon azaltici ve yakin-
sama ¢zellikleri incelenmistir.

Son olarak, altinci boliimde elde edilen bulgular degerlendirilmis ve gelecekte yapilabilecek
calismalar icin olas1 aragtirma yonleri sunulmugtur.
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This thesis consists of six chapters. The first chapter presents the aim, scope, and method-
ology of the study. In the second chapter, the fundamental properties of linear positive
operators, together with the basic definitions and theorems used throughout the thesis, are
introduced. In addition, Bernstein’s theorem on the Weierstrass approximation problem
and the Bohman—Korovkin theorem are discussed.

The third chapter introduces the concept of total variation, which plays a key role in the
study of convergence and rates of convergence with respect to the variation seminorm, and
examines the relationships among the function spaces BV, AC, and TV.

In the fourth chapter, the central moments of the Bernstein-Durrmeyer operators are
investigated, and their variation-diminishing properties and convergence behavior in the
variation seminorm are analyzed, together with results on the rate of convergence in the
space of functions of bounded variation.

The fifth chapter is devoted to the original contributions of this thesis, focusing on opera-
tors involving Appell polynomials and their variation-diminishing and convergence prop-
erties.

Finally, the sixth chapter presents the discussion and conclusions, where the main findings
are evaluated and possible directions for future research are outlined.

December 2025, 60 pages

Key Words: Linear operators,Integral operators, Kantrovich operators, Durrmeyer
operators, Voronovskaya-type theorem, bounded variation function, absolutely continuous
function, variation detracting property, variation seminorm, convergence and rate of
convergence in the variation seminorm

iii



TESEKKUR

Tez calismamin hazirlanmas: siirecinde bilgi, deneyim ve degerli yonlendirmeleriyle
bana yol gosteren, sabri ve destegiyle akademik gelisimime biiyiik katki saglayan
danisman hocam sayin Prof. Dr. Fatma TASDELEN YESILDAL’a en derin tesekkiir-
lerimi sunarim. Calismama bilimsel katkilari, arastirma siirecimde yol gosterici
tavsiyeleri ve tegvik edici yaklagimlariyla bana her zaman ilham kaynagi olan sayin
Prof. Dr. Harun KARSLI'ya; bilgi ve tecriibelerini paylasmaktan ¢ekinmeyen,
katkilariyla her daim yanimda olan sayin Prof. Dr. Giilen BASCANBAZ TUNCA’ya

sonsuz tesekkiir eder ve saygilarimi sunarim.

Akademik yasamim kadar kisisel hayatimda da destegini esirgemeyen, her daim sevgi

ve giivenle yanimda olan aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica, sagladigi maddi destek ile bu ¢aligmanin yiiriitiilmesine katkida bulunan

TUBITAK kurumuna tesekkiirlerimi sunarim.

Giil Emine CANBOLAT
Ankara, Aralik 2025

v



ICINDEKILER

TEZ ONAY SAYFASI

I
(01 1 PP
ABS T R A CT . .. it it i i i e e e e
TESEKKUR. . .ottt ittt ittt et et ettt et e,
SIMGELER DIZINT ........ ..
1. GIRIS .ot e
2. LINEER POZITiF OPERATORLER .............c...c.....
2.1 Lineer Pozitif Operator Tanim .. ...... ..ot
2.2 Lineer Pozitif Operatér Ozellikleri. . . .o vvvivnnnnneenn..
2.3 Kullanilacak Olan Diger Tanim ve Teoremler................
2.4 Bohman-Korovkin Teoremi .............00iiiiiiiinennn.

3. SINIRLI SALINIMLI FONKSIiYONLAR VE ILGILIi KAVRAM-
LA R oottt e e
3.1 Smirhh Salinimh Fonksiyonlar ............. ... ... . o .
3.2 Stieltjes Integrali. . . . oot vttt ittt e,
4. BERNSTEIN-DURRMEYER OPERATORU ...............
4.1 Bernstein-Durrmeyer Operatorii igin Varyasyon Yar:i Normunda
D =) 10 YT ¥ o 0 - Y

4.2 Bernstein-Durrmeyer Operatorii igcin TV-Normda Yakinsama
| /2

5. APPELL POLINOMLARI KULLANILARAK iNSA EDIiLEN
KANTOROVICH TiPi SZASZ-MIiRAKYAN OPERATORU ..

5.1 Varyasyon Yari Normunda Yakinsama .....................
5.2 TV-Normda Yakimsama Hiz1 . ......... ... iiiiteennnnn.

6. TARTISMA VE SONUG ...ttt itii it i,
KAYNAKLAR . o .ttt ittt et et ettt et it
OZGECMIS . it e e e



SIMGELER DiZiNi

Toplam
f fonksiyonunun [a, b] araliginda total salmimi veya total varyasyonu

Gamma fonksiyonu

Beta fonksiyonu

Norm

Bernstein-Durrmeyer polinomlari

Appell polinomlarimi iceren Kantrovich tipli Operator
Sinirh salinimhi fonksiyonlar uzay:

Mutlak siirekli fonksiyonlar uzay1

Uzerinde yar1 norm tanimli sinirli salinimh fonksiyonlar uzay:
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1. GIRIiS

Fonksiyonlar teorisinin en yaygin uygulama alanlarindan biri olan yaklagim teorisi,
temel olarak karmagik fonksiyonlari daha basit ve hesaplamasi kolay fonksiyon-
lar aracihigiyla incelemeyi amaglar. Matematiksel analizde 6nemli bir yer tutan
bu alanda, bir fonksiyonun daha kullanigh ve anlagilir fonksiyonlar cinsinden ifade

edilmesi hedeflenir.

Yaklagim teorisinin geligimi, 1885 yilinda Karl Weierstrass’in “Herhangi bir stirekli f
fonksiyonuna [a,b] araliginda diizgiin yaklagan bir polinom ailesi vardir” teorem-
inin ispat1 ile baglamigtir. Weierstrass’in bu teoremi, Taylor teoreminin aksine,
tiirevlenebilir olma sarti aramayan siirekli fonksiyonlara uygulanabilmesi ve tiim
[a,b] araliginda bu fonksiyonuna yakinsayan bir polinomun varhigini garanti etmesi

ile dikkat ceker.

Bu teorem iizerinde ¢aligan 6nemli matematikgiler arasinda "Carl Runge (1885),
Henri Lebesgue (1908), Charles de la Vallée-Poussin (1908), Lip6t Fejér (1916) ve
Sergej N. Bernstein (1912)" sayilabilir. S.N. Bernstein, olasilik yontemlerini kulla-
narak [0,1] araliginda siirekli fonksiyona diizgiin yaklagan bir polinom dizisi kurmus
ve boylece Weierstrass teoreminin kisa, basit ve zarif bir ispatini vermistir. Bu
calisma, bugiin ¢ok iyi bilinen Bernstein operatoriinii ortaya ¢ikarmig ve lineer poz-

itif operatorler teorisinin temelini olusturmustur:
" k. (n n—
(B.0)) =3 1) ) - o
k=0

Bernstein operatorii, lineer pozitif operatorler sinifina aittir ve gegtigimiz yiizyilin ilk
yarisinda 6nemi tam olarak anlagilamamigtir. 1951-1953 yillar1 arasinda T. Popovi-
ciu, H. Bohman ve P.P. Korovkin, lineer porzitif operatorlerle belirli operatorlere
yaklagimi daha basit ve sistematik bir gekilde kanmitlamiglardir. Bohman, bu oper-
atorlerin [0,1] arahginda siirekli fonksiyonlara yaklagmasi i¢in yalnizca ii¢ kogulun
yeterli oldugunu gostermistir. Daha sonra Korovkin, Bohman-Korovkin teoreminin
temelini atmigtir. Bu gelismeler, lineer porzitif operatorler teorisinin ilerlemesine

biiyiik katk: saglamigtir.



Yaklagim teorisinin bir diger 6nemli konusu, yakinsaklik hizinin hesaplanmasidir.
Bernstein operatériiniin bir fonksiyona yaklagim hizi, Voronovskaya (1932) tarafin-
dan [0,1] araliginda siir fonksiyonlar: igin ortaya konmusgtur. Belirli zy € [0, 1]
icin:

i [(Bo ) o) — f(a0)] = (1 = a0)" (o)

ifadesi elde edilmigtir. Daha sonra Bardaro, Butzer, Stens ve Vinti (2003), bu sonucu

birinci tiirev igin genisleterek, f simirh ve f” ise bu durumda

"

lim 0 [(B,f)(x) — F(@)] = go(1 — )" (2) + "(2)

n—oo

gerceklenir. Tez kapsaminda ayrica Voronovskaya-tipi teoremler incelenecek ve be-

lirli operatorler igin bu teoremlerin ispatlari verilecektir.

Yaklagim teorisinin bir bagka ilgi ¢ekici alani, yar1 normlu uzaylarda yakinsakliktir.
Bu konuda ilk galigmay1 G.G. Lorentz (1953) ortaya koymustur. Lorentz, doktora
tezinde Bernstein operatorlerinin sinir fonksiyonlar iginvaryasyon azaltici (variation

diminishing) 6zelligini gostermigtir:
Vioa) [Bnf] < Vo[ f].

Bardaro ve arkadaglari (2003) bu sonucu kullanarak, varyasyon yari normunda
yakinsaklig1 arastirmis ve varyasyon azaltici 6zelligin, yaklagim hizini1 hesaplamada
gerekli ve yeterli bir kogul oldugunu gostermislerdir. Bernstein, Kantorovich ve
Szasz-Mirakyan operatorleri ile genel singiiler konvoliisyon operatérlerinin varyasyon
azaltici ozellikleri incelenmis ve varyasyon yari normunda yaklagim hizlar1 hesaplan-
mugtir. Ayrica, AC(I) uzayindaki fonksiyonlarin total varyasyonu ile L;(/)—normunun
esdegerligi gosterilmigtir. Bu caligmalar, yaklagim teorisinde yeni aragtirma alan-
larimin agilmasima onciiliik etmigtir. ((Karsh, H. 2013), (Demiray, R. 2013), (Kiv-
inukk, A., & Tamberg, G. 2013), (Radu, C. 2008), (Oksiizer, O., Karsh, H., &
Tagdelen, F. 2016)).



2. LINEER POZITIiF OPERATORLER

2.1 Lineer Pozitif Operatér Tanimi

Tanim 2.1 X ve Y iki fonksiyon uzayi olsun. Eger Xden alinan herhangi bir f
fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu L kuralina
X den Y uzayma bir operatordiir denir ve L(f(t);z) = g(z) veya L(f;x) = g(x)
bigiminde gosterilir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995). Burada L(f;z) = L(f(t);z)
olmak iizere x degigskeni L igsleminde sabit gibidir ve L(f(x);x) = f(z)L(1; z) yazla-
bilir.

X uzay bir lineer uzay oldugunda lineer operatoriin tanimi yapilabilir.
Tanmim 2.2 X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere,
L:X—-Y
seklindeki L operatoriinii gozoniine alalm. V f, g € X ve V «, 8 € R icin
L(af + Bg;x) = aL(f;x) + BL(g; 7)

kosulunu saglayan L operatoériine lineer operator denir (Hacisalihoglu ve Haciyev

1995).
Tanim 2.3 L: X — Y operator ve f € X bir fonksiyon olmak {izere,
f>0iken L(f;x) >0

ozelligi saglaniyor ise L operatoriine pozitif operator denir (Hacisalihoglu ve Haciyev
1995).
Hem lineerlik hem de pozitiflik kosullarini saglayan L operatoriine lineer pozitif

operator denir.

Uyar: 2.1 f <0 iken L(f;z) < 0 gergeklenir.
ispat. Kabul edelim ki f < 0 olsun. O halde

—f=0
3



yazilabilir. L operatorii pozitif oldugundan
L(=f;2z) 20
bulunur. L operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilirsa
—L(f;x) > 01ise L(f;2) <0
elde edilir. Boylece istenilen 6zellik gerceklenmis olur. m

2.2 Lineer Pozitif Operator Ozellikleri

Lemma 2.1 i) Lineer pozitif operatérler monoton artandir.

ii) Eger L lineer pozitif operator ise, her f € X i¢in

\L(f;2)| < L(|f];x)

esitsizligi saglanir.

Ispat. i) L lineer pozitif operator olmak iizere f ve g fonksiyonlar: icin
f<gise L(f;x) < L(g; v)

oldugunu gostermek yeterlidir.
Kabul edelim ki f < g olsun. O halde g — f > 0 olacagindan ve L operatorii pozitif

oldugundan
Lig—f) =0 (2.1)
yazilabilir. Ayrica L operatorii lineer oldugundan

L(g = f) = L(g) = L(¥)

elde edilir. Bunun (2.1) de kullanilmasiyla

L(g = f) = L(g) = L(f) = 0 ise L(f) < L(g)

olup istenilen sonug¢ bulunur.

ii) Keyfi bir f fonksiyonu igin

—fI<f<If]
4



oldugu aciktir. L operatorii lineer ve monoton artan oldugundan

—L(If1) < L(f) < L(|f])

elde edilir. Buradan
IL(f)] < L(|f])

elde edilir m

Tamim 2.4 (Ho6lder Esitsizligi) L : X — Y pozitif lineer operator olsun, %—{—% =

1 esitligini saglayan p,q > 1 reel sayilar ve her f,g € X olmak iizere
L(f.g1) < (@S L)
seklinde tanimlanir.

Tanim 2.5 (Cauchy Schwarz Esitsizligi) Tanim 2.4’de Holder esitsizliginde p =

q = 2 alimarak

L(|f.g] %) < V/L(f?, )/ L(g? x)

elde edilir.
Tanmim 2.6 n € N olmak iizere f,,(z)’e bir fonksiyon dizisi denir ve ( f,,) ile gosterilir.

Tanim 2.7 Uzerinde bir norm tanimlanmis olan X vektor uzayna bir normlu uzay
adi verilir. Bir X vektor uzay: (reel veya kompleks) iizerinde tanimh bir norm ise, X
tizerinde taniml olup bir € X noktasidaki degeri ||z || ile gvsterilen ve x ve y, X'de
keyfi vektorler, a herhangi bir skaler olmak tizere asagidaki ozellikleri gercekleyen
reel degerli bir fonksiyondur.

(N1) [lz]| = 0

(N2) [[z]| =0«<= 2z =0

(N3) [loz]| = e [

(N4) [l +yll < [l + vl

Tanim 2.8 X vektor uzay tizerinde tanimli bir yar1 norm; (N1), (N3), (N4) sart-
larin saglayip ve (N2) nin bir kismini yani, eger = 0 = ||z|| = 0 sartin saglayan

p: X — R doniisiime denir.



Bu tamimdan yola gikarak yari normlu bir uzayda, eger ||z| = 0 ise 2 = 0 sdylene-

meyebilir. Bir diger deyisle ||z|| = 0 olmas1 x = 0 ifadesini her zaman saglamaz.

Tanim 2.9 X ve Y normlu uzaylar ve D(L) C X olmak tizere L : D(L) — Y lineer
operator olsun. Eger her x € D(L) i¢in

IL(f2)lly < e llfllx

esitsizligini gergekleyen c, reel sayisi varsa o takdirde L operatoriine lineer operator
denir. Bu ¢, sabitlerinin en kiigligiine L operatoriiniin normu denir ve [|L|| ile

gosterilir.

Tanim 2.10 Kapal bir [a, b] aralig: iizerinde siirekli ve reel degerli fonksiyonlardan
olugan kiimeye C'a, b] fonksiyon uzay1 denir. Bu uzaydaki norm

1F (@)l oy = maks [ f ()]

a<z<b

seklinde tanimlanir. Burada

1.V f, g € Cla,b] igin f+ g € Cla, b
2.V f,gelCla,b)i¢in f+g=g+ f

3.V f,g,heCla,bligin (f+g)+h=f+(g+h)

4.V f,€Cla,bligin 3 vardir ki f+0 =0+ f = f

5.V f, € Cla,b) igin 3 f'vardiw ki f+ f'=f'+f=40

6. V f, € Cla,b] ve A € Cicin Af € Cla, b

7.V f, € Cla,b] ve A, € Cicin (Ap)f = A(uf)

8.V f, € Cla,b

9.V f,€Cla,blve \,p € Cigin A+ p)f = Af + pf

10. V f, g € Cla,b] ve A € Cigin A(f +g) = \f + \g

11. V f, € Cla,b] i¢in || f]| > 0

12. ¥V f, € Cla,b] igin ||f|| =0« f =0

13. V f, € Cla,b] ve A € Cigin [|Af]| = A || ]I

14.V f, g € Cla,b] igin |[f + gll < [Lf] + llg]

kosullar1 saglayan C/a, b] uzayina lineer normlu uzaydir denir.

6



Tanim 2.11 (f,,) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna C|a, b] lineer normlu uza-

yinda diizgiin yakinsak olmasi igin, Vz € [a, b] iken

Tim ([ fu(2) ~ £(@)| g =0
olmasidir. Daha agik olarak ise

lim maks |f,(x) — f(x)| =0

n—oo a<r<b

esitliginin saglanmasidir.

2.3 Kullanilacak Olan Diger Tanim ve Teoremler

Tanim 2.12 F C D C R ve f: D — R bir fonksiyon olsun. Herhangi bir ¢ > 0
icin bir § > 0 vardir dyleki |z —t| < § egitsizligini saglayan her x,t € D igin

|f(x) — f(t)] < € sartoim saglayan f fonksiyonuna E iizerinde diizgiin siirekli denir.

Tanim 2.13 X vektor uzayimnin bir alt kiimesi M olsun. X ’in M nin noktasi olan
ya da olmayan bir xy noktasini ele alalhim. Eger xq 'in her komsulugu, zy dan farkh
en az bir y € M noktasi igerirse, o noktasma M nin yigilma noktasi (veya M nin

bir limit noktast) ad1 verilir.

Tanmim 2.14 M nin noktalariyla, M nin yigilma nokalarindan olusan kiimeye M

nin kapanis denir ve M ile gosterilir. M, M’yi iceren en kiiciik kapali kiimedir.
Tanim 2.15 Bir X metrik uzaymin bir M alt kiimesi verildiginde eger
M=X

ise M kiimesi X de yogundur denir.
Bu tamim X in her noktasinin M nin bir yigilma noktasi oldugu anlamina gelir.
Diger bir deyisle X in her bir noktasi i¢cin M ’de X ’in bir elemanina yakinsayan bir

dizi bulunabilir.

Tanim 2.16 Her n € N, D C R olmak iizere f, : D — R, {f,} fonksiyonlar dizisi
D de f fonksiyonuna (noktasal) yakinsamas i¢in gerek ve yeter sart her bir xy € D

icin {f, (o)} reel sayilar dizisinin f(xg) reel sayisina yakinsamadir.
7



Tanim 2.17 Her n € N, D C R olmak iizere f, : D — R, {f,} fonksiyonlar dizisi
f fonksiyonuna diigiin yakinsamasi icin gerek ve yeter sart her bir € > 0 i¢cin n* € N

vardir dyleki her z € D ve n > n*i¢in | f,(x) — f(z)| < € sartim saglamasidir.

Tanmim 2.18 ( Seriler igin Cauchy-Schwarz Esitsizligi)

> lont = () (o)

k=0 =0

olarak tamimlanir.

Tanim 2.19 (Seriler i¢cin Hoélder Esitsizligi) p, ¢ > 1 ve %4—% = 1 olmak iizere

1=

> Gl < (Z(@p)p ( (nm)q

k=0

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.20 (Integral i¢in Cauchy-Schwarz Esitsizligi)

Jamoiaes ([ <<<as>>2d:c)é (/o)

N

seklindedir.

Tamim 2.21 (Integral icin Hélder Esitsizligi) p, ¢ > 1 ve %—{—é = 1 olmak

lizere

[cemar < ([cwpra)” (fa <$>"d@”)$

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.22 Gama fonksiyonu
I'(z) = /tx_le_tdt , x>0
0
seklinde tammmlanir. Ayrica I'(x) = (z — 1)! 6zelligine sahip olup

Dz +1) =2(x)

egitligi tiim x > 0 degerleri ic¢in saglanir.

8



Tanim 2.23 Re(z), Re(y) > 0 igin Beta fonksiyonu

1

B(z,y) = /t“(l — )y tdt

0

olarak tanimlanir. Ayrica Beta fonksiyonu B(z,y) = Féf;i;%) ozelligini gercekler.

Tanim 2.24 (Taylor Formiilii) y = f(z) fonksiyonu a noktasini iceren bir ar-

alikta (n + 1). dereceden tiirevlere sahip olsun. Bu takdirde aym fonksiyon igin

o) = £+ L0 -+ D ey

polinomunu olugturabiliriz. Bu polinoma f(z) fonksiyonu tarafindan = = a nok-
tasinda iiretilen n. dereceden Taylor polinomu denir. f(z) fonksiyonu n. dereceden
bir polinom oldugunda onun n. dereceden Taylor polinomu 6zdeslikle kendisine egit
oldugu, yani p(z) = f(z) esitligini gercekledigi agiktir.

f(z) fonksiyonu n. dereceden bir polinom oldugunda ise f(x)— p(z) farki, genellikle

sifirdan farkli olur. Bu farki R, () ile gosterelim.

f"(a)

n!

f'(a)
1!

f"(a)
2!

p(z) = f(a) + (z—a)+ (z—a)’+ ..+ (z — a)" + Ry(x)

esitliginde R, (x) ifadesine kalan terim, fark veya hata denir. Yukaridaki esitlige de

kalan terimli Taylor formiilii ad1 verilir.

2.4 Bohman-Korovkin Teoremi

f € Cla,b] ve tiim reel eksende siirh
|f ()| < My (2.2)
olsun. Eger L, (f;x) lineer pozitif operator dizisi Va € [a, b] igin

lim ||Ln(ti; x)

n—o0

— ' gy =0 (1=10,1,2)

9



kosullarim saghyorsa bu durumda [a, b] araliginda her f € Cla, b]

nlij& | L. (f; ) — f(l“)“(;[a,b] =0

esitligi saglanir.

Ispat. Kabul edelim ki f € C[a, b] olsun. Siireklilik tammindan
|t — x| < diken [f(t) — f(z)| <e
dir. |t — 2| > § oldugundan ise (2.2) den ve iigen esitsizliginden
[F(t) = f@)] < 1 FO]+ 1f ()] < 2M; (2.3)

elde edilir. Diger taraftan

t —
|t — x| > § iken ( 62I > 1
saglanir. (2.2) ve (2.3) ten

F(0) — F)] < 201, < 2nr, L)

yazilabilir. O halde
|t — x| < diken |f(t) — f(z)] <€

(t — z)*

[t — | >0 iken |f(t) — f(2)] < 2Mp~—

bulunur. Dolayisiyla Vt € R ve VY € [a, b] igin

(t—z)?

1)~ @) < e+ 220,

(2.4)

dir. Eger (L,) operator dizisinin ¢ = 0,1,2 i¢in lim,, . || L, (t"; z) — xi||c[a7b] =0
kosullarini sagladigi gosterilirse ispat tamamlanmaig olur.

L,, operatoriiniin lineerlik 6zelliginden

[ Lu(f(t);2) = f(@)] = [Lu((f(2) = f(2)); 2) + (@) (Ln(1;2) = 1]

elde edilir. Burada ti¢gen esitsizligi kullanilirsa

L (f(t); ) = f(@)] < [La((f(E) = f(2)); )| + [ f ()| [Ln(1; ) — 1))
10



yazilabilir. Diger taraftan lineer pozitif operatorler monoton artan ve

f(t) = f(z) < |f(t) = f(2)]
ozelligini sagladigindan
[La((f(t) = f(@);2)] < |La(f(t) = f(2)];2)]
yazilabilir. L,, operatorii pozitif oldugundan ve |f(t) — f(z)| > 0 esitsizligi gercek-

lendiginden
[ La(f () = f(@)52)] = La([f(8) = f ()] ;)

dir. O halde

[Ln(f(1);2) = f(@)] < Lu([f(8) = f(0)]52) + | f (@) | Ln(1;2) = 1)
oldugu gosterilmis olur. (2.2) den

[La(f(1);2) = f(@)] < Ln([f(8) = f(2)];2) + My | Lo (15 2) = 1)]
yazilabilir. L,, operatorii monoton artan oldugundan, (2.4) iin kullanilmas ile
t—x)?
() - S| < L (e 20, ) g s - 0 (29)
bulunur. Diger taraftan
— )2 2M
Lo (ev o 500) e+ 2000 a0
= L)+ 2 (L) - o)
+2x(z, Ly (t; ) + 2° (L, (15 ) — 1)]

yazilabilir. Son bulunan ifadenin (2.5) te kullamlmasiyla

[Lu(f(t);2) = f(2)] < [eLn(L52) + My [Ln(1;2) — 1))

2M
T La(t2) = 2?)

+22(z, Ly (t; ) + 2° (L, (15 ) — 1)] (2.6)
elde edilir. Teoremin kogullarmm (2.6) da kullamilmasiyla

[Ln(f(t);z) — f(z)] <€
elde edilir. O halde
lim max [L,(f(¢);z) — f(z)| =0

n—oo a<z<b
esitligi gerceklenmis olur. m
11



3. SINIRLI SALINIMLI FONKSiYONLAR VE iLGIiLi KAVRAMLAR

Bu boliimiin amaci, varyasyon yari normunda yakinsama ve yakinsaklik hizi baglaminda
kullanilacak toplam varyasyona iligkin temel tanim ve teoremleri sunmak; ayrica, stz
konusu yaklagimda belirleyici bir rol iistlenen BV, AC ve TV uzaylar1 arasindaki il-

igkileri incelemektir.

3.1 Smurlhi Salinimhi Fonksiyonlar

Bir f(x) fonksiyonu

a=20<T1 < .. <Tp1<x,=0>

araliginda sonlu olsun. Toplam formu

\/ = S i) — Fla)]

olsun.

Tanim 3.1 Tiim miimkiin olan \/ toplamlarinin en kiigiik iist sinir1; [a, b] araliginda
b
f(z) fonksiyonunun total salinim veya total varyasyonu diye adlandirilir ve \/(f)

ya da Vi y[f] ile gosterilir.

b
Tanim 3.2 Eger \/(f) < +oo ise f(z) fonksiyonuna [a,b] araliginda sinirh (veya

sonlu) salinimli bir fonksiyondur denir.

Tanim 3.3 [ da tamimli tiim simirh salimimli fonksiyonlar sinifi BV uzay1 diye
tamimlanir ve BV (I) ile gosterilir. Bu uzayda f € BV (I) ve a € I sabit bir nokta

olmak iizere |[|.|| g,y normu ve |.[ 5y ;) yar1 normu sirasiyla

1Al gy = Vilfl+ 1f(a)l
‘f‘BV(]) = Vilf]

ile gosterilir.

12



Tanim 3.4 I C R sabit bir aralik ve V(p[f] ise f : I — R fonksiyonunun total

salinimi olsun.

1y = Valf] = / ] de

yar1 normu ile verilen I da tanimli tiim sinirh fonksiyonlarin sinifi 7'V uzay1 olarak

tanumlanir ve TV (I) ile gosterilir.

Teorem 3.1 [a,b] araliginda tanimli monoton bir fonksiyon, [a, b] de sinirh salimima
sahiptir.
Ispat. Eger f fonksiyonu [a,b] araligimda monoton artan ise, o zaman [a,b] nin

herhangi bir {x¢ ,x1, ..., z,} parcalanmasi i¢in,

S
A
i
A

[f(@ra) = floo)l = ) (F(@rga) = faw) = f(0) = f(a)

0

B
Il

0

B
Il

b
esitligi saglanir. Bundan dolay1 \/(f) = f(b) — f(a) < 400 dur. Bu f nin [a,b] de
sinirll salinima sahip oldugunu gosterir.

Benzer bir yol ile azalan fonksiyonu iginde ispatlanabilir.

Tanim 3.5 Eger [a,b] araligimin herhangi iki x, y noktasi icin,

[f(x) = f(y)] < K]z —y]

olacak sekilde bir K sabiti varsa, [a, b] de tamimh sinirli f(x) fonksiyonuna Lipschitz

sinifindandir denir.

Teorem 3.2 [a,b] araliginda smirh salinimh her fonksiyon, [a, b] de siirhdir.
Ispat. a < 2 < bve zg = a, 11 = x, T, = b olmak tizere {a,x,b}, [a,b] nin bir

parcalanmasi olsun. O zaman
1

> 1 f(xe) = flan)l = |f (@) = f@)] +1£(0) = f@)] < \/(f)

k=0

saglanir. f fonksiyonu [a,b] de smirh salimimli oldugundan, K negatif olmayan bir

reel say1 olmak iizere |f(x) — f(a)] < K olur. Bu ise
fla) = K < f(z) < fla) + K

dir. z, [a,b] de keyfi bir say1 oldugundan f, [a,b] de simirhidir denir. m
13



Teorem 3.3 Sinirli salimmlh iki fonksiyonun toplami, farki ve ¢arpimi da sinirh
salimiml fonksiyondur.

Ispat. f(z) ve g(z) € BV[a,b] olsun. s(z) = f(x)+ g(z) olsun. O zaman

s(Thy1) = s(@e)| = [f(@es1) + 9(Thy1) — f(2r) — g(2n)]

< f(zrra) = flz)] + 19(zrea) — g(aw)]

b b b
olur. Buradan \/(s) < \/(f) + V(g) esitsizligi elde edilic. f ve g nin [a,b] de
b

smurh salinimh oldugu biliniyor. Boylece M pozitif reel say1 olmak tizere \/(s) < M
yazilabilir. Bu ise s(z) in BV [a, b] de oldugunu gosterir. ’

Benzer gekilde f — g ninde BV[a, b] de oldugu gosterilebilir.

f.g € BV|[a,b] oldugunu ispatlamak i¢in t(z) = f(z)g(z) seklinde yeni bir fonksiyon

diisiinelim. O halde

(t(wrg1) — t(xn)| = | f(@ri1)9(@r1) — f(zr)g(ar) — (@) g(@rin) + f(2r)g(0r41)]

yazilabilir. Ucgen esitsizliginden

t(zrs1) = taw)| < glzer) [ 1f (@raa) = flze)l + 1 f (@)l lg(zer) —glz)] - (3.1)

yazilabilir. Teorem 3.2’den f ve g nin [a, b] de smirli oldugu bilinir. Buradan (3.1)
b b

esitsizligi, K pozitif reel say1 olmak tizere \/(t) = V/(f.g) < K oldugunu gosterir.
Dolayisiyla f.g € BV][a,b] dir. m

Teorem 3.4 f(x), [a,b] araliginda tanimh sinirh bir fonksiyon ve a < ¢ < b olsun.

O zaman
V=V +Vw

esitligi saglanir.

Ispat. [a, ] ve [c,b] araliklarinin herbir alt parcalanmas
a=Y <P < ..<Yn=c¢,c=2<21<.<2z,=0b
m—1 n—1
seklinde olsun. Vi = > |f(yk+1) — f(yk)| ve Vo = > |f(zks1) — f(2x)| alalim.
k=0 k=0

b
Bu ise Vi + V5 < \/(f) oldugunu gosterir. {yo,v1,..., Ym} ve {z0, 21, ..., 2m} nokta

c b
kiimeleri keyfi oldugundan \/(f) + \/(f) <

[

e <l

(f) olusturulur.
14



Simdi [a, b] araliginin alt parcalanmasi
a=xg <z <..<xyp =020

olarak alinsin. a < ¢ < b oldugundan, kabul edelim ki m < n olmak iizeri ¢ = z,,

olsun. O zaman

S F i) — Flan) = 3 1f(ner) — Fal =3 1) — Fal < VOV ()

b c b
elde edilir. Dolayisiyla \/(f) < \/(f) 4+ V(f) dir. Sonug olarak

V=V +Vu

elde edilmis olur. m

Teorem 3.5 [a,b] araliginda tanimh ve siirh f(z) fonksiyonu smirh salimml bir
fonksiyonu olmasi i¢in gerek ve yeter sart iki artan fonksiyonunun fark: olarak yazila-
bilmesidir.

Ispat. f; ve f, iki artan fonksiyon olsun. Teorem 3.1 den fi, fo € BV ]a,b] dedir.
Boylece f = f1 — fo € BV]a,b] dir. Tersine m(z) = \x/(f), a <z <b ma) =0

olsun. Kolayca goriiliir ki 7 artan bir fonksiyondur. Simdi v(z) = 7(x) = —f(2)

seklinde yeni bir fonksiyon diistinelim. Ilk olarak v(x) in bir artan fonksiyon oldugu

gosterilmelidir.

Eger z < yise v(y) —v(z) = 7(y) = f(y) —n(z) + f(z) = \Z/(f)—f(y)—\/(f)Jrf(x)

a
T

(y) — V(f) + f(z) yazlr.

a

—

dir. Teorem 3.4 den v(y) — v(z) = V(f) + \y/(f) -

Dolayisiyla v(y) —v(x) = \y/(f) —[f(y) — f(z)] = 0 oldugu aciktir. Bu nedenle v(x)

bir artan fonksiyondur.

Sonug olarak f(z) = 7(z) —v(x) dir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Teorem 3.6 Smurh salinimh bir f(z) fonksiyonu [a, b] araliginda tammlansin. Eger

f(x) fonksiyonu xg noktasinda siirekli ise, o zaman



fonksiyonu da xg noktasinda siireklidir.
Ispat. Kabul edelim ki z, < b olsun. 7(x) in siirekliligini gostermek igin € > 0

segelim ve [zg, b] kisminin alt parcalanmasi
To<T1<..<x,=0>0

olsun. Buradan
b

V=) |f(zr) — flan) >\/<f)_€

0 ts)

i
L

B
i

V' toplami sadece artan oldugundan yeni noktalar eklendiginde

[f(x1) = f(zo)| <€

oldugu varsayilabilir. Boylece

b n—1 n—1 b
V() < et D 1) = fla)l < 26+ ) [ F(wrn) = Flan)] < 26+ /()
) k=0 k=0 T
elde edilir. Bundan dolay1 \b/(f) - \b/(f) < 2¢ olup g\?(f) < 2e¢ olur. 7(x) — m(xp) =

T zo T

V(f) = V(f) = V(f) oldugundan, 7(z) in z, noktasinda sagdan siirekli oldugu
a a o

ortaya c¢ikarilir.

Benzer sekilde, soldan siirekliligi de ispatlanabilir. Béylece 7(x), xy noktasinda

siireklidir. m

Sonug 3.1 [a,b] araliginda tanimh sinirh salmiml siirekli bir fonksiyon, iki siirekli
artan fonksiyonun farki olarak yazilabilir.
Teorem 3.7 f, [a,b] araliginda tamimlh bir fonksiyon olsun. Eger f’ [a b] de var,

b
siirh ve Riemann integrallenebilir ise o zaman f € BV [a,b] ve \/(f f |f'(x)] dx

a
dir.

Ispat. [a,b] araliginm alt parcalanmasini
Oa=Tg<T1 <3< ... <Tp_1<Tp,=2>

olarak alalim. [a,b] arahginda f’ nin siirl oldugu biliniyor. O halde IM > 0

vardir oyleki her = € [a,b] i¢in |f'(x)| < M dir. f" var oldugundan Ortalama Deger
16



Teoremine gore xj, < ¢ < xpy1 olmak {izere ¢, € R vardir 6yleki tiim £ =0, ...,n—1

icin
f(xk-i-l) - f(fl?k) _ f,(ck>
Tht1 — Tk
dir. Buradan
n—1 n—1
|f(@irn) = f@p)l = D [ (en)] |wers — zi| < M(b—a)
k=0 k=0

elde edilir. Boylece f € BV]a,b| dir. Ayrica, Riemann integral tanimi kullanilarak

n—1

V) = sup S 1f@n) — fon)] = sup S 1 ()] oner — 2

a k=0
n—1 b

=l Y Il low - 0l = [ 170 da
k=0 o

elde eldilir. Bu ise ispat1 tamamlar. m

Tanim 3.6 f(z), [a,b] arahiginda tanimh simirh bir fonksiyon olsun. Kabul edelim
ki her € > 0 icin bir 6 > 0 vardir 6yle ki a1 < by < ay < by < ... < a, < b, olmak

tizere her aq, by, ..., a,, b, sayilar1 ve

n

Z(bk — ak) <0

k=0
icin

<e€

> {F (k) — flaw)}

ise 0 zaman f(x) fonksiyonu mutlak siireklidir, denir. [a, b] araliginda tanimli mutlak

stirekli fonksiyonlarin simfi AC|a, b] ile gosterilir.

Teorem 3.8 Bir mutlak siirekli fonksiyon, diizgiin siireklidir.

Ispat. Tamm 3.6’da eger n = 1 alimrsa ispat elde edilir. =

Teorem 3.9 Eger M > 0 Lipschitz katsayis1 ve f : [a,b] — R Lipschitz fonksiyonu
ise f, [a,b] de mutlak siireklidir.

Ispat. € > 0 ve (ax, by), [a,D] de 6rtilsmeyen bir aralik, 6yle ki

n

Z(bk — ak) <0

k=0
17



olsun. Lipschitz koguluna gore her k = 1, ...,n i¢in M), € R olmak iizere
| f(br) — flaw)| < M |ag —by| < M.o

elde edilir. § < 57 segilirse ispat tamamlanir. Sonug olarak f mutlak siireklidir. m

Teorem 3.10 [a,b] araliginda tanimh her mutlak siirekli fonksiyon o aralikta sinirl
salinima sahiptir.
Ispat. f: [a,b] — R mutlak siirekli olsun. O halde herhangi bir € > 0 verildiginde

d > 0 vardir oyleki; > |b; — a;| < 0 ve (a;,b;), [a,b] de 6rtiigmeyen bir aralik olmak
i=1

izere 3 |£(b) — f(a:)| < e dur.
i=1

[a,b] nin bir pargalanmasini, {:z:z =a+ z(b 9.0<i< k} olarak diisiinelim. Bu-
rada mutlak siireklilik kosulundan \/ (f) < e dur. Bu alt araliklarin en iist k
Ti—1
b
sayist vardir. Bundan dolayi, Teorem 3.4 den \/(f) < ek elde edilebilir. Boylece f

fonksiyonu [a, b] de sinirh salimmhdir. =

Sonug 3.2 Eger f fonksiyonu [a,b] de Lipschitz kogulunu saglarsa, o zaman f

fonksiyonu [a, b] de sinirh salinima sahiptir.

Teorem 3.11 ACa, b] varyasyon yar1 normunda 7'V [a, b] nin kapali bir alt uzayidir.
Ispat. Teorem 3.10 dan, AC nin TV nin alt uzay1 oldugu aciktir.
f fonksiyonuna varyasyon yari normunda yakinsayan AC|[a, b] de tanimh bir (f,,)nen

fonksiyon dizisini ele alalim. O halde € > 0 verildiginde neN vardir 6yleki
€
View = Un = £)= 1~ 11l < §

dir. f, € AC|[a,b] de olmak iizere Syle bir 6 > 0 vardwr dyle ki; > (b; — a;) < ¢ igin

birbirini kapsamayan araliklarin her smirh {[a,b] : ¢ = 1,2, ..., k} kiimesi igin,

Z|fn 7 fn az)|<§

dir. Boylece
k k k
SO = fla)l < DI = fa)bi) = (f = fa) (@) + D | falb) = falas)]
=0 =0 1=0
< [a,b] = [f - fn] +

18



sonucu gikarihr. Buradan f € AC|a,b] dir ve boylece AC|a,b] kapahdir. m

Sonug 3.3 Eger f mutlak siirekli ise o zaman f hemen hemen heryerde tiirevli ve

f' Lebesgue integrallenebilirdir.
3.2 Stieltjes Integrali

Tanim 3.7 f(z) ve g(x) fonksiyonlar [a,b] de sinirli fonksiyonlar olsun. [a,b] ar-

aliginin alt parcalanmasi
a=rg<T1<..<x,=0b

olmak tizere k = 0,...,n — 1 igin [xy, 2441] de bir {; noktas: segelim ve toplam formu

o= F(C)l9(@rs1) — g(r)]

0

3
—_

il

olsun. Eger ¢ toplam formu parcalanma ve (, noktalarinin se¢iminden bagimsiz
olarak

A = max(zp —x) — 0

seklinde sonlu bir limite dogru giderse, bu limite g(x)’e gore f(z) fonksiyonun Stielt-

jes integrali denir ve

ile gosterilir.

Teorem 3.12 Eger f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve g(z), [a, b] de sinirh

salimimh bir fonksiyon ise
b
[ rdgta)

integrali vardir.
Ispat. Smurl salmiml her fonksiyon artan iki fonksiyonun farki olarak yazila-

bildiginden ¢ fonksiyonu artandir denir. [a,b] araliginin alt pargalanmasi

a=xg <z <..<xp,,=0
19



olsun. my, ve My, [zx, xg11] de f(z) fonksiyonunun en kiigiik ve en biiyiik degerleri

ve

5= z_:mk[g(xkﬂ) —g(zg)], S= z_: My[g(zrs1) — g(or)]

olsun. O halde s < ¢ < § dir. Alt parcalanmanin yeni noktalar1 eklendiginde s
azalan degildir. Bunu gostermek igin [@,, Z;41] € . noktas: ekleyelim ve m;, m;;
sirasiyla (2., .| ve [Tq, Ty,e1] lizerinde f fonksiyonunun en kiigiik degerleri olmak

lizere

s1 = molg(x1) — g(xo)] + ... + milg(xe) — g(@m)] + my[9(Tpt1) — glae)]

+...+ mn_1[g($n) - g(xn—l)]

olsun.

s =molg(71) — g(xo)] + ... + Mun[9(Trmi1) — g(@m)] + o + Mpa[g(20) — g(Tn1)] Ve

Moy [Tm, Tm1] Uzerinde f fonksiyonunun en kiiciik degeri oldugundan
S1 > S

sonucu c¢ikarilir.
Benzer bir yol ile S in artan olmadig1 gosterilebilir. Bu ise gosteriyor ki s toplam-
larinin hicbirinin herhangi bir S toplamindan biiyiik degildir. Boylece s1, S7 ve so,

Sy ye uyan [a, b] araliginin alt parcalanmalar icin, s; < Sy elde edilir.
I = sup{s}

alalim. Boylece [a, b] nin her alt parcalanmasi i¢in
s<I<S

bulunur ve sonug olarak

lo—1I|<S—s

elde edilir. f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli oldugundan diizgiin siireklidir.
Boylece her € > 0 igin [a, b] deki tiim x, y ler |z — y| < 0 oldugunda |f(z) — f(y)| < e
olacak sekilde bir 0 > 0 vardir.Buradaki z ler 6 dan bagimsizdir. Boylece k =
0,1,...,n — 1 igin

My —my <e
20



elde edilir. Buradan A < ¢ igin

S—s = i Mylg(zr41) — g(@e)] — imk[g(mkﬂ) — g(x)]

30— m)lgons) — glaw)
< S lglarn) - gl
= ¢lg(b) — g(a)]

elde edilir. |0 — I| < S — s oldugundan

o —I| < e[g(b) — g(a)]

elde edilir.
Sonug olarak

limo=1
A—0

yani
b
1= [ faydg(a)
bulunur ki, boylece ispat tamamlanmig olur. m

Teorem 3.13 Her f1, f2, f € Cla,b] ve g1, g2, g € BV][a, 1] i¢in

L. f[fl(f) + fo(x)]dg(x) = fbfl(x)dg(f) + jzf2(fﬂ)dg($),
2. | F@)dlgn(e) + (@) = | Fa)dgn(e) + [ £a)dgala),

3. Eger m ve n sabit ise, o zaman

b

/b mi(@)dng(a) =mn [ f(o)dg(a),

4. Eger a < ¢ < b ise
/ f(2)dg(z) = / F(2)dg(z) + / f(2)dg(x)

esitlikleri saglanir.
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Teorem 3.14 Eger f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve ¢g(z), [a,b] de smirh

salimiml bir fonksiyon ise o zaman
b

/ F()dg()| < M(H\(9)

saglanir.
Ispat. [a,b] nin keyfi bir alt arahg: icin
b

/f(x)dg(x) = nlLIEOZ FCl9(@r1) — g(xk)]‘

a

IN

i 317G o) ~ g(wm‘

mayx} f(@)[g(zrs1) — g(zr)]

VAN
f:
g B
ol
i
M

=

= M(f)| lim i[g(wkﬂ) - g(mk)]‘

= M(f)|g(b) — g(a)|
= M)\

a

elde edilir. Ispat tamamlanmis olur. m

Teorem 3.15 Eger f(z) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve g(x), [a,b] nin her

noktasinda Riemann integrallenebilir ve ¢’(x) tiireve sahip ise, o zaman

b

(5) [ f)dgla) - / F(2)g(x)da

esitligi saglanir.
Ispat. g(x) tiireve sahip oldugundan Lipschitz sartini saglanir ve boylece g(x) siurh
salinimli olur. Bundan dolay1 soldan integrali vardir.

[a, b] araligimin alt parcalanmasi
a=xg< T <..<x,=0>
olsun. Ortalama deger teoremine gore x; < ¢ < xxy1 olsun iizere

9(wps1) — g(xr) = 9 (er)(Thgr — 1)
22



esiligi saglanir. ¢; noktasi (, noktasi i¢in alinabilir. Boylece

b

) [ $@as) =l Y felgtonn) — glan)

a

n—1
- T}LI&Zf(ck)g/(ck)(ﬁfkﬂ )
k=0

~ [ f@g @)z

a

elde edilir. =
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4. BERNSTEIN-DURRMEYER OPERATORU

[0,1] araliginda tamiml, klasik norm altinda tiim Lebesgue ¢l¢iilebilir ve integral-
lenebilir fonksiyonlar uzay1 L]0, 1] olarak gosterilir. Lineer pozitif operatorler rnek-
lerinde goriildiigii iizere, bu uzaydaki fonksiyonlarin yaklagim problemlerine yanit
verebilmek amaciyla J. L. Durrmeyer ve Lupas, bagimsiz olarak Bernstein poli-
nomlarimin integral modifikasyonlarini gelistirmislerdir. Bu operatorler, Bernstein-

Durrmeyer operatorii olarak adlandirilmaktadir ve su sekilde tanimlanir:

1
n

(Duf)(@) = (n+ 1) pusla) / Pak(t) f(1)dt, x € 0,1, (4.1)

k=0 0

1
Burada klasik anlamda kullamlan (4.1) esitliginde f(%) yerine [ p,x(t)f(t)dt degeri
0
gelmektedir. 1981 yilinda Derriennic, bu operatorleri ayrintili olarak incelemistir.
Daha sonra Gonska ve Zhou (1991), Ditzian ve Ivanov (1989) gibi arastirmacilar

caligmalarin siirdiirmiiglerdir. Aliman X = z(1 — z) ile

di;pn,k(l“) _ (k — nizpn,k(m)’ (4.2)
esitliginden hareketle, (D, f)(x) operatériiniin birinci tiirevi:
" 1
(Duf () = T 3tk nop / FOpait (1.3

ve

—ann 1e(x)(n+1) /f (O [P p+1(t) — poi(t)]dt (4.4)

olarak elde edilir.

Bardaro ve arkadaglarinin (Bardaro vd. 2003) ¢alismasina gore, (D, f) operatorii

icin toplam moment agagidaki gibi tanimlanir

n

Ton(z) = Z[k — nx] ppi(T). (4.5)
k=0
24



O halde agagidaki esitlikler saglanir (Bardaro vd. 2003).

1 r=20
0 r=1

Trn(x) = nX r=2 (4.6)
nX(1—2x) r=3

3nX)?+(1-6X)nX r=4.

4.1 Bernstein-Durrmeyer Operatdorii igin Varyasyon Yari Normunda Yakin-

sama

Bu boliimde Bernstein-Durrmeyer operatoriiniin varyasyon azaltict ozelligi ince-

lenecekir.

Teorem 4.1 Eger f € TV|0,1] ise
Vio[Dnf] < Vol f] (4.7)

ve

D0 fll g0y < Il vy (4.8)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (4.1) ile verilen Bernstein-Durrmeyer operatoriinii

(Dnf)(@) = pus(@) Fi.

seklinde yeniden yazalim. Burada

1

Fon = (n+1) / F(O)pas(t)dt
2



dir. (4.4) deki gibi, (4.1) in tiirevini alalim

(Dnf)(z) = ank )Fkn

n—1

_ Z (})re o= 3 ()t - 0 - o

k=0

= ann 1k ( Fk+1n—nzpn 1k () Flen

k=0

= nzpn 1k Fk:-i—ln Fk,n}

1Dnfllrviey = ViewlDafl = [ [(Dnf) ()] da

Pn— 1k( )d

1
esitsizligi elde edilir. n [ p,_1x(z)dz = 1 oldugundan
0

n—1

||an||Tv[0,1} < nz |AF ]
k=0

elde edilir. Burada AF},, ifadesi

1

AP = (D) [ F0parat) = por(ole

0
1

_ (n+1)/f(t)APn7k<t)dt

/

dir. pn,k(w)a

p/nk:(x) = N(Pn-14-1() = Pn-14(7))
= —n(pp-1x(x) — pn—Lk—l(I))

= _nApn—l,k—l(x)u
26
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oldugundan ve

Bpcvsr(ty = L2 sy = el
esitliginden,
1
|AF,,| = (n+1)/f(t) l%} dt (4.11)
sonucu elde edilir. Boylece (4.10) ve (4.11) den,
n—1 n—1 y
VoulDaf) = 3 18Ful = |= [ Ftir st
k=0 k=0 | 9

n—1 1
= /Pn+1,k+1(t)f/(t)dt

IN
3
AR
_
H O\HO
3
3
+
—
Ed
+
=
—~
N~—
oy
—~
-
QL
~

)tk“ R )] e

- (
n (”Zl) R VO
[

M

nt 1) ok ) de

= /<t+1 L) dt = /|f (1) dt
= Volf]

esitsizligi elde edilir, bu ise (4.7) sonucunu ispatlar.

1

(Duf)(0) = (n+ 1) / (1=t f(t)dt

0

ve Tamm 3.4

1 5vio.1y := Vinlf] + 1£(0)]
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oldugundan, (4.8) bagntisi (4.7) bagintisinin bir sonucudur.

||an||Bv[o,1] = Vo, 1][D f1+ (Daf)(0)

1
< Vioylf] /1—t
0

dir. Burada f € TV|[0,1] ve ¢, [0,1] araliginda bir sabit olmak iizere

1

(n+1) / (L — &y f()dt| = £(0)] < |£(c)]

0

oldugundan
1Dnf v < 1l vio

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. =
4.2 Bernstein-Durrmeyer Operatorii igcin TV-Normda Yakinsama Hizi

TV (I) uzaymin dikkate deger ve ilgi cekici ozellikleri Bardoro ve arkadaglarimin
(2003) calismasinda ele alinmugtir. [ araliginda tamimh reel degerli mutlak siirekli
fonksiyonlarm olusturdugu uzay AC(I), || f||7y ;) yari normuna gore T'V(I) uzaymm

bir alt uzayidir. Ayrica, eger (gn)n>1 € AC(I) olup

lim VI[gn - g} =0

n—oo

sartini saghyorsa, bu durumda g € AC(I) olur. Burada || f]| := || f|| Ly, Olmak tizere

o= [19.0) =g 01t = I, = I,

esitligi gegerlidir. Boylelikle, (g, ),>1 dizisinin g ye varyasyon yar: normunda yakin-
samasi, aynl zamanda tiirevlerinin L;;) normunda yakisadigi anlamina gelir. Bu
boliimde ise Bernstein-Durrmeyer operatoriiniin varyasyon yari normunda yakin-

sama hizlar1 incelenecektir.

Teorem 4.2 ¢” € AC|0, 1] olsun. ¢ yeterince kiigiik pozitif bir reel sabit ve C' > 1

sabit olmak tizere

6(C+1)
=
28
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esitsizligi saglanir.

Ispat. ¢ fonksiyonu icin integral formunda kalan terimli Taylor formiilii yardimiyla

g(t) = g(x) + (t —2)g'(z) + (t — 2)

l\DIr—l

/ (t — 2z —u)?¢" (z +u)du
0

yazilabilir. z + u = v degisken degigtirmesi yapilirsa

g(t) = g(z) + (t —2)g'(z) + (t — 2)° )

l\DlH

/ 29" (v)dv (4.12)
0

esitligi elde edilir. Eger D! operatorii (4.12) egitliginin her iki tarafina uygulanirsa,

(4.3)’ten
(Dng)' = Aon(2)g(x) + A1n(2)g'(2) + Az (2)g"(x) + (Rng)(x) (4.13)

bulunur. Burada A;,, ler

1

n+1w— . )

Ajnl@) = 57 2k = no)pas(a) / (t =P par(D)dt (j=0,1,2)
" k=0 0

ve kalan terim R, g

1 t

(k — nx)pnk(x)/ /(t —v)?¢" (v)dv | por(t)dt  (4.14)

k=0 0

n+1 —

(Rug)(@) = "

ile verilir. (4.5) , (4.6) esitlikleri, binom katsayilar1, Beta ve Gama fonksiyonlarinin

ozelliklerini kullanarak agagidaki esitlikleri elde ederiz.

Aonle) = [Tan(e)] =0
Apn(z) = mm,n(@ + (1= 20T 0(0)] = —
Aapla) = ge 2)17@ gy Tele) 30 20) (o) +
(2?(n® +n+12) + (n — 6)z + 2)T n ()]
on(1 — 2u)
(n+2)(n+3)
Boylece (4.12), (4.13) ve (4.14) den
(Dug)(0) = ) + 2B )+ (Rale) (419
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esitligini elde ederiz.

Simdi yeterince kiigiik bir ¢ pozitif reel say1 secelim. Kalan terim (4.14)’i agagidaki

gibi iki kisima ayiralim:

(Rag)() =
Burada
(Rusg)(0) = 555 32 (b= napusta) [
e ’
(Ruag)(0) = 5= 32 (k= napusta) [
e ’

(Fn19)(x) + (Bn29)(2).

(4.16)

P (t)dt (4.17)

(v)dv | ppx(t)dt (4.18)

dir.Kalan terim (4.14) igindeki ¢ift integralin integrasyon bolgesini hesaplamak igin

toplami farkh parcalara ayiralim:

(Rn,lg) (x) = Byng + Bsng ve (Rn,2g)<$) = B1yg + B3ng + Bing + Bsng-

Burada B; ng'ler i = 1,2,...,6 icin

ot 7
n+1
Bug = "t Y k- mopaa) [ | [0 0| puattidr
6<m—§§z 0 T
] z [ ¢
n +
Bug = 5t 5 kol [ | (0= 0Pg @] puaiat,
0§$—%§5 k Lz _
1 1T ¢t 7]
n +
Bsng = 5% Z (k;_nx)pnk(l‘)/ /(t—v)29"'(v)dv Pk (t)dt,
6<m—%§az x Lz i
T t
n—+1 2 m
B4,ng - 2X Z (k—nl')pn’k(l') (t_v) g (U)dU pn,k(t)dta
(5<%f:r§171 0 T
ey
n—+1 2 m
BS,ng = 92X Z (k_n‘%)pn,k(x) (t—U) g (U)dv pn,k(t)dta
0<%—$§5 T T
ve
1 1 t
n+
Boag =" 3 (k= nohpna(a) [ | [ (6= 029 0| sty
5<§—r§1—r k T



dir. Burada Bi,9 + B2ng9 = —Bang ve Bs,g + Bsng = —DBs,g oldugu kolayca
goriiliir. Boylece

|Bl,ng + B2,n9‘ = |_B4,n9’ < |Bl,ng| + ’B2,ng’
ve

|Bsng + Beng|l = |=Bsng| < |Bsng| + |Bsngl
elde edilir. Buradan

[(Rng)(@)] < 2(|Bing| + |Bang| + | Bsngl + [ Bsngl)
ya da
|(Rng)(z)] < 2(]=Bsngl + |[—Bingl)

seklinde yazilabilir. Simdi sadece B; ,,g yisirasiyla: = 1,2, 5 ve 6 i¢in hesaplayacagiz.
[k olarak iglemi B ,g i¢in yapalim bu durumda:

k
n t
n+1
Biogl < oL b= nalpuata) [ | [ 6= 029" ()0 pus(oyi
6<17%§z 0 T
k
1 Al
n -+
< e Z |k — nx| ppi(z) / /(t —0)?|g" (V)| dv| p,x(t)dt
6<m—%§az 0 T
£ -
1
— n;—( (nz — k)pni(x) / /(t —0)?|g" ()| dv | pap(t)dt
b<z—k 0o Lt J
E . -
1
< DS e Rpaato) [ | [ 170 do| postrds
d<a—k 0 t d
,ﬁ x 7
n+1
< U Y - Bpat? [ | [le7@)do] puatar
5<x—% 0 t |
sl 7
n+1
< e (nx—k)pmk(x):v?/ /|g'"(v)|dv Pk (t)dt
6<zf% 0 LO _
<

0

5<$_,

2
T
= 2"y (e = Bpasl)

k
o<z—
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olur.

Z (TLJI - k>pn,k(x) = Z (k - nx)pmk(x)

k
5<$—E

oldugundan

2
T
Buagl < 5 llg"l > (= napus(a)

k
<=4

elde edilir. Benzer sekilde, By g

%—x<—5

(4.19)

T t
n+1
Bragl < S el puala) [| [ = org" )] pustiar
0<a—£<s ko |z
T t
n+1
< e X ke nelpal) [ |02 e do| bt
0<z—£<s ko |z
= 2L (- bp) / / (t— )2 |g" ()] dv | pas(t)dt
z—£<s k
< Sy 2L (nw = k)pas() / (t — ) / 9" ()| dv | pui(t)dt
mfggﬁ k t i
n+1 k 20l
< . o m
< e X e =tputa) (5 o) [ | [l @l bt
foSJ kLt i
z [ 1 T
1 2
< e X e -puta) (S-o) [ [l puoa
x—ES(S k LO i
n+1 (k — nz)? /
< LY - Bpate) S [ paar
z—E<s k
< ISk — ol (o) — ) (o)
< 9y poi( nr)°p} (v
k=0
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olarak hesaplanir. Burada Holder esitsizligi ve (4.6) goz oniine alinirsa

[NIE
NG

Bangl < 121 (Z(k—m:)?pn,k(x)) (Z(k—nxfpn,k(x))

- k=0
g 1 )
= 5y (L2n(2))? (Tan(@))?
~ oopzx V! nX)"+ (1 -6X)nX)
Hg///H

1
= 3nX +1-6X)2
oy (BnX + )

bulunur. Bj,¢ ’ nin normunu alinirsa
1 n
IBnsl < —= 11" (420)

esitsizligi elde edilir. Simdi (4.6) yardimiyla Bs,,¢’yi hesaplayalim.

k
ot
n+1
Bragl < B el puala) [ | [ = 0rg" )] pustias
0<%—J»‘§5 z |
L t
n+1
< 5 (k’—nx)pnk(m)/ /(t—v)2 19" (v)| dv | px(t)dt
0<E_z<6 v La
1 k 2 3 [
n -+
< DS G napsto) (5o [ 1901 | st
E—Iﬁé " x x
N
< 2n2XZ| nx|” pni(T).
k=0

Boylece Bs ;g deki gibi benzer iglemlerle

"
| Bsngll < lg”l (3nX +1— 6X)>
n
elde edilir. Normunu alirsak
1
| Bs gl < NG 1g"|| - (4.21)
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Son olarak Bg,g’yi (4.6) yardimiyla hesaplayalim.

1] ¢t
n—+1
Boagl < "0 Y0 b nalpate) [ [ 029 0| puattyi
6<§fx§17x k |z
1] ¢t
n+1 2 . m
< LS e nalpat@) [ | (= 021" 0) do| pos(tyi
5<7’€L—x§1—x k |z
X 1 t
n—+
< e Z (k—7w)pn7,r€(x)/(t—x)2 /|g"’(v)|dv Pri(t)dt
(S<%—I k T
1
1
< n;)—( Z (k= nx)pp (e 1—1:2/ / "(v)| dv | pn(t)dt
§<5—a:
< 1 S k- ) (422)
§<f—x

olarak hesaplanir. (4.19) ve (4.22) nin toplanmasi ile

2?24+ (1 —z)?
|B1ng| + |Beng| < # Il Z (k — nz)ppr(x)
,,$‘>5
22+ (1 —x)? k (E—as)2
< T 3 (Bea) B
2X P n o
2+ (1 —z)? n k s
- s T (Be) e
,_$|>5
22+ (1 —x)? 1
< T 9" 5y |5 Taa(2)
2X 0° |n
< L (1.23)
elde edilir. (4.23)’ten
1
1BLagll + 1 Bongll < — 19"l (4.24)

bulunur. Burada (4.20), (4.21) ve (4.24) esitsizlikleri (4.16) da yerine yazilirsa

///H

1 " 6
IRugl <2 ( =+ =+ = ) "l < o= o

elde edilir. Yukaridaki esitsizlik (4.15) kullanilirsa

"

2
/ "
Il + —— llg"
34
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bulunur. C' > 1 olmak iizere Stein’s egitsizliginden (Trigub ve Belinsky 2004),

19" @ ony < Y1900 19" 0

< C(I9lzuon + 19" 0
elde edilir. #2 < \/Lﬁ oldugundan

p 6(C+1) 1 "
(D) = o1 < S22 (1914 11"1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. =
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5. APPELL POLINOMLARI KULLANILARAK INSA EDIiLEN KAN-
TOROVICH TiPi SZASZ-MiRAKYAN OPERATORU

Tanim 5.1 f fonksiyonu [0, 00) sinirsiz araliginda tanimli, reel degerli, siirekli bir

fonksiyon olmak iizere,

Su(fir) =y “"U)kf(f), re0,00), neN

k! n
k=0

seklinde tanimlanan lineer pozitif operatorlere Szédsz-Mirakyan operatorleri denir.

Tanim 5.2 f fonksiyonu [0, c0) sinirsiz arahiginda tanmimli, reel degerli, siirekli bir

fonksiyon olmak tizere,

k41
o) [

Ko ,x):ne—mz(”lj) /f(t)dt, z€0,00), neN
k=0 %

seklinde tanimlanan lineer pozitif operatorlere Szasz-Mirakyan Kantorovich oper-

atorleri denir. (V.Totik)

Teorem 5.1 {p;(z)},—, bir polinomlar dizisi olsun.
a) {pr(x)}re, bir Appell polinomlar dizisidir.

b) Appell polinomlarinin dogrucu fonksiyonu

A(t)e® = i p’“k(!‘c) A (5.1)

seklindedir. Burada A(t) = > %t* olmak iizere || < R (R > 1) arahgmnda
k=0
tanimlanan kuvvet serileridir.

c) ap # 0 olmak iizere {ay},_, i¢in

pe(z) = Xk: (fj) — (5.2)

esitligi saglanir.
d) Her k£ > 1 i¢in
Pi(®) = kpr—1(x) (5.3)

bagintis1 gecerlidir.



Yukarida verilen sartlar altinda, Varma agagidaki lineer pozitif 6perator tanimla-

maktadar:

(K, f)(@) =nj{; 5 el / f (s) ds. (5.4)

t =1ic¢in, z € [0,00) i¢in (5.4) operatorii

(K@) =n s S [ s (5.5)

seklini alir. (Bardaro vd. 2003) ¢alismasida oldugu gibi (5.5) operatorii i¢in toplam

momenti

i k — nz|"Gy(nx)

k=0
seklinde tanimlayalim. Burada
e " pr(x)
Gr(nz) = A0 K
dir.
Lemma 5.1
.
1 ,7=20
A1) _
0] ,r=1
AT oA _
T B A(D) + m + nx , = 2
=3 P . 69)
A<(1§ + 3%y + Bna + ) zo) + nx T =
4 "
A A
( ) +6 A(il) + (6nx + 7) )) i
+(10nz — 1) ((1)) + +12(nz)? — 15(nx)? + nx

\

Ispat. (5.1) denkleminde t = 1 ve z yerine nz almrsa

_ Z Dk ij)

k=0

elde edilir. (5.6) denkleminde r = 0 i¢in,

TOn Z




saglanir. (5.1) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinir, £ = 1 ve x yerine na alimirsa

A'(1)e™ +nzA(1 = i (Z;: (5.7)

olur. (5.6) denkleminde r = 1 igin,

—nx

& ) e Epna)e
Tl,n<$) = Z(]:_ 1)!14(1) —nx% kk;! A(l)

() (1)
= A(1)+nas—n:1::A(1)

saglanir. (5.1) denkleminin ¢ ye gore iki kere tiirevi alinirsa

[A"() + 20 A'(1) + 22 AD))e = Pr(®) (5.8)
elde edilir. (5.8) esitliginde ¢t = 1 ve z yerine nx yazilirsa,

— P
Z(,f

k=2

A"(1) 4 2naA'(1) + (nx)*A

bulunur. (5.6) denkleminde r = 2 almur , (5.7) denklemi kullanilarak gerekli diizen-
lemeler yapilirsa,

o

B o Dr(nx) e
Top(x) = Z(k—nx) WA
k=0
pk( ) e~ T o pk e~ N ) o0 pk(nx) e~ N
—2
> G —2iam H 02 2 G pam T T A
k=2 =1 k=0
ATy A
= A + A1) + nx
elde edilir. Yine (5.1) denkleminin ¢ ye gore ii¢ kez tiirevi alinirsa
[A”(t) + 3z A" (t) + 322A'(t) + 2°A(t) i Pr(2) (5.9)
(k—3)!

k:3

elde edilir. (5.9) esitliginde t = 1 ve x yerine nx yazilirsa,

[A”(1) + 3nzA” (1) + 3(nx)? A’ (1) + (nz)*A(1)]e™ = Z 5:(_71;'

olur. (5.6) denkleminde r = 3 alinip (5.8) ve (5.9) denklemleri kullanilarak gerekli
38



diizenlemeler yapilirsa,

B > sDr(nx) e ™

= Z pe(ne) e + (3 —3nx Zk2pk n) e

= (k=3)LAQ1) HOAD)
3(nz)? — 2) Z pk Z Pk(
o A1)
1
A +3 A0 + (3nz + )A(l) + nx
olur. Son kez (5.1) denkleminin ¢ ye gore dort kez tiirevi alinirsa
[AD (1) + 4z A" () + 622 A" (1) + 42 A'(t) + 2* A(t)]e™ = Y /fk ‘"’2 (5.10)
k:4

elde edilir. (5.10) esitliginde t = 1 ve = yerine nx yazilirsa,

[AD (1) + dnz A" (1) + 6(nz)2A" (1) 4+ 4(nz)3A'(1) + (nx)*A(1 f: (ZZC -
=4

saglanir. (5.6) denkleminde r = 4 alnir ve (5.8), (5.9) ve (5.10) denklemleri kul-

lanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa,

Tyn(z) = i(;{; _ nx)4pk(nx) e

—nx

0 A
_ i pr(nx) e + (6 dna) ik?)pk(nx) e
— (k=4)! A(l) — Kl A(1)
2 2 Dr(nx) e . (na) e"*
4 = pr(nz) e "
+(nx) ; kk‘ e
@ '" " ,
= AA(S) + 6/114((11)) + (6nx + 7)1?4—(11)) + (10nx — l)iT(ll)) +12(nx)?

+15(nz)? + na
elde edilir. Ispat tamamlanmis olur. m

5.1 Varyasyon Yari Normunda Yakinsama

Bu boliimde (K}) operatoriiniin varyasyon azaltici 6zelligi incelenecekir.
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Teorem 5.2 Eger f € TV|0,00) ise

Vio.oo) (K5 f1 < Vio,oo[f]
ve
1K | v0.00) < 2 1 f 1 Bvi0,00)
esitsizlikleri saglanir.

Ispat. K operatoriinii agagidaki gibi yazalim:

() () = s )

At &

- [

k,n-

Burada
k+1

_n/f

dir. (5.13) {in tiirevi alinirsa

—ne " & Py(nz) e N Pl(nx)
Kif)(x) = — B P N B
k=0 k=0
—ne " SN Py(nr) Pk 1(nz)
= am et Zk Fen
k=0
—ne " SN Py(nr) ne="* Py (nz)
= F, F
A(t) 2 KR A®Y Z Rl
k=0 k=0
ne " o= Py(nx)
= A(t) Z k! [FkJrl,n - Fk,n]
ne " o= Py(nr)
= A F,
A(t) 2 ! oo
k=0
elde edilir. (5.14) esitligi ve Tanim 3.4 gbz 6niine alinirsa
1 v = ViosolKGS] /u€|m
| ne—ne Py(nz)
— A By, | dx
/ A(t) Z ! b
9 k=0
i s Pilna)
_ /mégZAFme | da

IA
E
MS
>
&
S
—
®
3
8
=
N
=
<y
8

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)



‘ s

olur. Burada
n$ ar k k—r

n / - Pk (nx) B /
A(t) A
0 0 "=

k o0
( )k_T/ —ne nack "dx
=0 0

dir. Bu esitlikte Gamma fonksiyonunun tanimi dikkate alinir, integral hesaplanirsa

N

2=

NN

(1)

r

_on i k! (k—r)!
- A(t);k!(k—r)!ar n

=1
elde edilir. Bu deger (5.15) esitsizliginde yerine yazilirsa
IS |l 7vi0,00) < Z | AFy 0l
k=0

bulunur. 0 < k < n olmak tizere vy, = (v +k)/n , v_1 = 0 ve v,1; = 1 olacak

sekilde tanmimlanmugtir. (Bardaro vd. 2003).

[ee] o0 o0 l
Z ’AFkn‘ = Z ‘Fk+1,n - Fkn‘ = Z / Uk+1 ’Uk)) dv
k=0 k=0 k=0 |7

< /Z |f (verr) — f (vi)| dv

k=-1

< ‘/[O,oo) [f]

esitsizligi elde edilir. Bu ise (5.11)’ ispatlar.

(K2)(0) = n / £(s)ds

3=

ve

1l 8vi0.00) = Viooo) [fT + [F(O)],
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olup bu esitsizligin her iki tarafina (K f) operatorii uygulanirsa

K5 Bv10.00)

IA

IA

IN

IN

<

Vio.oo) 5 f] + [K5,£(0)]
Vio.oo)[f1+ 1K £(0)]
Vio.oo) /1 + [ F(0) = F(O)] + [£(0)]

k+1
n

v+ | [ (7(6) = F(O)ds

k

n

k+1

T / (F(s) — £(0)] ds

||f||BV[0,oo) + Vio.oo) /]

21 Flsvi0.00)

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. =

5.2 TV-Normda Yakinsama Hiz

Bu béliimde, K g operatoriiniin g ye yaklagim hizi varyasyon yari normu iizerinde

incelenmektedir.

Teorem 5.3 ¢” € ACI0,00) olsun. C' > 1 sabit olmak iizere

) C
Viooo) (K39 = 9 < — {Vioeo) 9] + Vio.o) 9”1}

esitsizligi saglanir.

Ispat. ¢ fonksiyonu icin integral kalan terimli Taylor formiilii yardimiyla

g(t) = g(x) + (t — 2)g'(x) + (t — 7)

29" ()
2

xT

yazilabilir. K g operatorii (5.17) nin her iki tarafina uygulanirsa,

(K9) (z) = Aom(2)g(x) + Arn(2)g (z) + Az (2)g" (z) + (Rng)(z)

elde edilir. Burada A,, (7 =0,1,2)

42

e / (t — 0)2g" (v)dv

(v+k+1 )j (v+k )J]
—_— — X — — dU
n n

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)



ve kalan terim (R,g) = (R,19) — (Rn29). Burada,

v+k+1

(Rna9)(x) = n2jz) kio: pk(];m) /1 /n (LIC—F1 — u)zg'"(u)du dv  (5.20)

n

(Rog)(x) = n 2‘2;; :O p’“gj‘”) 0/1 /(” - b u>29"'(u)du Qv (5.21)

e o pr(na)
Apn(z) = ngA(l)Z kk:! /

BV TE) o n?
e p(nz) | e & py(nz)
~ RAQ) %Ug_m) N nA(l)Z N
= Tl + Do)

1 A1)

n A1)

Bu egitlikler (5.18) denkleminde yerine yazilirsa

(i) =)+ |1+ 0| 9@+ (Rag)o (5.22)

elde edilir. (R,g9) = (Rn19) — (R, 29) kalanim 4 parcaya ayiralim.

(Fng)(x) = [(Bn119) (%) + (Bn129)(2)] = [(Rn219)(x) + (Bn229)(2)]  (5.23)
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Burada

(Rni19)(z) = HQZZ) i pk(]::v) /1 / (%ﬁ - u>2 " (u)du | dv

Bursalo) =t 3 0 [ (bt Y )

1 B vi;k -1
—nz oo i 2
(Rngﬁ@ﬂ——nSAO S p%:x)/“(/‘(v+ B ) " (w)du | dv
’”:;k 7:1:|<6 0 T n
ve
1 v:k T
B efnw oo pk(ﬂl’) v+ k’ B 2 »
(Rn229)(2) = n2A(1) Z I / / ( - u) g"(u)du| dv
|#*3§|>5 0 | = |

dir. (R,19) kalanimm icindeki integrasyon bolgesini hesaplamak icin toplami farkl

parcalara agagidaki gibi ayiralim.
(Rn119)(w) = Mypg + Ms g ve (Rp129)(x) = Ming + Mz ng + Mang + Me g

Mg (j=1,2,..,6) olmak iizere asagidaki sekilde 6 parcaya ayiralim.

v [~ v+k+1 -

n

tht1
L N ) ] vkl N
M1,n9—n2A(1) Z: 1 / / <T—u 9" (u)du| dv
0

6<zf”Tk+1§m

8

- okl _
_ e’} z n 2
e nT pk(’I’Ll') v+k+1 "
Mypng =ngrr~ E — / / ( — g" (u)du | dv
’ |
2A(1) D<o ks k! . J n

[ 1\’
/ (%—u) " (u)du| dv

e " - pr(nx) [ (v+k+1 2
Msng = n2A<1> Z 1 / / <T —u) ¢"(u)du| dv
O<vthtl <5 o o



v+k+1
o0

1 n
e " pr(nx) v+k+1 2 "
pr— — —_——
Me g ng ) E 1 / / ( " u) ¢"(u)du| dv

k+1
5<%—x§1—m vt k+1 -

n

Burada Mg + Msng = —Myng ve Msng + Mgng = —Ms,g oldugu goriiliir.
Boylece
|M1,ng + MQ,ng| = |_M4,ng’ S |M1,ng| + |M2,ng|

| M5.n.9 + Mgng| = |—Ms 9| < |Msn9] + |Msng|
elde edilir. Buradan

‘(Rn,lg)<x)’ S 2 (’Ml,ng’ + ’MQ,ng’ + ’M5,n.g’ + ’Mﬁ,ngD

dir.
Simdi M g yi sirasiyla ¢ = 1,2,5 ve 6 icin hesaplayalim. M;,g L;—normunda

hesaplanirsa
0 v+k+1| v+k+1
e ad pr(nx) v+k+1 2 "
| Mingll < /n2A(1) Z 5 / / <T—u 9" (uw)du| dv
0 5<$—%k+1§55 0 T
0o v+k+1 vtk41
e " > pr(nT) v+k+1 2 -
Jor 5 2o T (et Y[ Tl
0 6<x7%k+1§x 0 T
0 1 v+k+1
e " > pr(nx) v+k+1 2 .
< g 5 m [ Y g
0 6<m—%k+1§r 0 T
o vdktl
e o= pr(na) [3(k —nx)? +9(k —nx) +7 / m
< d
< [ 25 | 9" ()| du
0 - T

olur. Burada

e S pr(n) ) _[34"(1)  12A'(1)
2A(1) kz:% Ll [3(]‘7_7”) "‘9(]@_”95)"'7} = { A + A1) —I—3nx—|—7}

olup 3?;/1()1 ) 4 12AA(/1()1) + 3nzx < 3nzx+ K (K > 0) elde edilir. Boylece
o v+k+1
1
| My 09|l < 6—/(3nx—|—K)da: / lg" (w)] du
n
0 T
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esitsizligi saglanir. Totik’in (1983) sunulan yak1a§1ma dayanarak S* tipi operatorler

i¢in agsagidaki sonug elde edilmistir. f € L'(0, 0o) f f(u)du olmak iizere
1Shf = fllipey = O(7)  (n—o0)
HxZﬁFH —0(8%) (6 — 0+)

(TV+L>)[52,00)
< f € ACp, «) olup xf'(z) =n(x) € TV|[0,00) ve n(0) =0

dir. Sonug olarak, O(1/n) mertebesi S} operatorleri igin en iyi yaklagim mertebesi

oldugunu gostermektedir. Bu sonug¢goz oniine alinirsa

o0 v+k+1
1
| M1 9] < %/(an—}—[()d:v / 19" (u)| du = O(1/n) (5.24)
0 x

elde edilir. Benzer sekilde, M, g kalanim hesaplayalim. M, , g in ispatindaki gibi

vtk+1

T nT i I v+k+1 2
| Mgl < / pkg{:‘ ) / / <—n - u) g" (u)du| dv
0 0<z— ”+k+1 <6 ' vtk+1 z
- vt kt1l
_ 00 2 ”
e—nT pk(ngj) / (U +k+1 ) / "
< /n 3 vkl o, 1" (w)| du| dov
- 2A(1 k!
0 ( ) 0<x—%§5 vtk+1 " 2
v+k+1
o0 — o0 2 n
e " pr(nx) (x+k+1 / "
< — d
= /”2A(1) §+ k! ( n . 97 ()] du

< /n e i pk(T‘Ll') [(k —nx)?+2(1 + .7;)2(]{ —nx)+ (1+ x)T

dir. Boylece (1)) + 2 ((1))

nx? + nx + nx + na olup

+nz+ 20 +0) 50 + (1 +2)? <a?+ 4z +nw+5 <

. v+k+1
n
| Mangll < o /(I2 + 2z + a)dx / lg" (u)| du
0 x

elde edilir. Benzer sekilde Totik’in sonucu kullanilirsa

[Mangl| = O(1/n) (5.25)
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saglanir. Simdi M5 ,,g i hesaplayalim.

vt+k+1| v+k+1

7 [ k+1 2
[Ms gl < / S [ () na

v+k:+1 —z<6 p .
0o v+k+1 v+k+1
e pr(nx) v+k+1 2 "
< /”zA i (T‘l‘ lg" ()l du| dv
0<erchrl —z<§ T T
S v+k+1
e > pr(nx) (x+k+1 2 / "
< — d
= /"2A(1) 2 Kl ( n v 97 (w)l du
0 0<”+nﬂ—x§6 T
3 —nx X . 2 . 2
< . Z pr(nx) [(k —nx)* 4+ 2(1 +2)(k — nz) + (1 + x)
2A(1 ! n?
0
vt+k+1
< [ 19" du
olup
0o v+:+1
Magl < 5 [+ 204 o [ 19" ()] du
n
0 T
M, g kalanindaki gibi benzer sekilde
[ Ms.ng]l = O(1/n) (5.26)
oldugu goriiliir. Son olarak Mg, ¢ y1 hesaplayalim.
v+k+1
o0 oo 1 ~ L 1 2
1 Mongl < / it [ (PR ) i
6< v+k+1 —x<l—z ’ vtk+1 T
e’} 1 9 v+§+l
e - pr(nT) v+k+1 / "
< _—— du| d
= /”2/1(1) 2. K] / < n * 9" (w)]du | dv
0 (5<#7I§171‘ vtk+1 T
S 1 v+k+1
e " - pk nx v+k+1 2 g"
ot 5 ey Tl
0 5<%’i+1 z<l—=x 0 T
I v+k+1
e N Pu(nz) [3(k —nx)? +9(k —nx) +1 / "
d
0 - T
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saglanir.

oo v+k+1
1
Mg ngll < 6—n/(3nx—|—K)dx / 1" ()| du
0 x

M, g kalanina benzer sekilde

[Mengll = O(1/n)
elde edilir. (5.24), (5.25), (5.26) ve (5.27) den
[ Rn1gll = 80(1/n)

olur. R, ;¢ nin ispatina benzer sekilde 2, 2 g asagidaki sekilde yazilabilir.

(Rn219)(x) = Nong + N5 ng  ve

Nj,ng (Z =

Nl,ng =

N2,ng -

N4,ng =

N5,ng =

Nﬁ,ng -

dir. Burada

1,..,6) olmak iizere asagidaki sekilde 6 parcaya ayiralim.

v+k [ v+k

et - Pk(nx)/n /n<v+k )2 -
n Z —u | ¢"(u)du| dv
|
2A(1 e k! / J n
i :U+k _
e = Pk(nx)/ /(v+k‘ )2 "
n Z —u | ¢"(u)du| dv
|
2A(1 ver Tk s k! 2o n
. v+k
e e - Pk(nx)/ /n v+ k >
— dul d
s S T
<z-=—<z 0 T

vtk
e e - Py(nz) Fl [ (v+k .
n2A(1) Z X / /( - —u) g"(u)du| dv
0<vth_z<s x z
= pgw) | ok Y
e " i (nax v+ "
v 2 [ | () ) e
S<ith_p<1g vtk T

|(Rn29) ()] < 2(IN1ngl + [Nangl + [Nsngl + [Nongl)
48

(5.27)

(5.28)

(Rn,2.2g) (SL’) = Nl,ng + N3,ng + N4,ng + N6,ng



dir. Nj,g yi R, 19 ispatindaki gekliyle sirasiyla ¢ = 1,2,5 ve 6 icin hesaplayalim.

Ni g9 yi Li—normunda hesaplanirsa

T nT Flr v+ k 2
[ Ningl] < / pk(}g' )/ /( - —u) g" (u)du| dv
<zT— U+k< ' 0 T
v+k

n

fn £ ot Ft ) [fuoa

vtk

s/n;;:; 5 e [ )| o]

v+k

IN

/\
&z
d
+
ko
IA
8
=)

o

vtk
e o= pr(na) [3(k —nx)? +3(k —nx) +1 /n "
<
< [ram 2| 9" ()]
0 - T

AII( )

16y 4 W 3 41 <3na 4T (T > 0) elde edilir. Boylece

A1)

olup

v+k

o0

1
Ningl < g [ (Gna+ Dy [ 1g"0)| du
0

esitsizligi saglanir. Totik’in sonucu kullanirsa
[N1ngll = O(1/n) (5.29)

elde edilir. Benzer sekilde, N;, ¢ kalanim hesaplayalim. N ,g¢ in ispatindaki gibi

v+k

INongll < 771 e " i Pk(nm)/x /n(erkz_u)Q §" (u)du)| dv
5T — ‘
/ 2A(1) pa i< k! EAE n
vtk
o0 — o0 T 2 n
e " pk(nﬁ) / <U+k ) / 1
< /n— Z —x lg" (u)| du | dv
2A(1 !
0 ( )0<$—#§6 k v+k x

n

IN

v+k
pk(nil?) T+ k / ///
2A(1) 2. T < ) g7 (W)l du ] dv

e i": pi(nz) [(k — na)? + 2z(k — na) + 332]

IN

n2
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dir. Boylece 2 )—l—ﬁ—irmﬁLQxA( ) 422 < 22420+ nx +2 < na? +na+nx+nb

A( 1) (1)
olup
o v+k+1
n
| No.ng|| < %/(:1:2 +2x + a)dx / lg" (u)| du
0 x

elde edilir. Benzer sekilde Totik’in sonucu kullanilirsa

[N2ngll = O(1/n) (5.30)

saglanir. Simdi benzer gekilde N5, g y1 hesaplayalim

v+k| vtk

[Nsngll < nﬂ Z pe(nz) | [ (vtk —u 2 g" (u)du| dv
sadll = 24(1) Kl n
0 T T

xT

v+k vtk
e = pe(nz) 2
0<th_z<s p

[ = pe(nx) (24 k+ 1
= /"2A(1) 2. o ( |9m )| du

0 0<th _z<s

[ oeme & pe(nz) [(k —nx)* + 2z(k — nx) / m
<
= /"2A(1) kz_o k! { n? 97 (w)] du

" —

dur. Boylece

vtk

[e.9]

| N5.ngll < %/(9&2 + 2z + b)dx / lg" (u)| du
0

elde edilir. V; g kalanindaki gibi benzer sekilde

N5 ngll = O(1/n) (5.31)
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oldugu goriiliir. Son olarak Ng,g kalanim hesaplayalim.

5 11+

%) 1 |
e " > pr(nx v+ k 2
e Z ) [ ( - _u> ()| dv
0 —x vtk
1

v+k

oo i 9 "
‘ vtk x
[ 1 9 %
< /n ngm)/(v;k_I) /|g"’(u)|du dv
0 0 T

5< ”Jrk —z<l—x

v+k

= /nQA(l)kZ:Opkk! . [3<k_m)2 t)’i(k_m)ﬂ] /’gm(“)‘du

saglanir.

v+k
o

1
Nongl < - [ (na+ D) [ 1g"0)| du
0
ve Totik’in sonucu kullanirlarak

[Nengll = O(1/n)
elde edilir. (5.29), (5.30), (5.31) ve (5.32) den

[ Rn2g]l = 80(1/n)
elde edilir. (5.22) de yerine yazilirsa

(K2 (@) < g') + |2+ 5] @)+ 0tm

elde edilir. Stein’s egitsizligi yardimiyla (Trigub ve Belinsky 2004),

N

9" L0y < C\/||g’||L1[o,oo> 1911, 10,00)

< C (19 aj000) + 19" 2010

C > 1 olmak iizere

. C
I(E59)" = gl < —(llg'll + llg™1D) -

Bu da ispati tamamlar. m
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Teorem 5.4 f, RT iizerinde tamiml simirh bir fonksiyon olsun. Eger f”tiirevi,
r € R noktasinda mevcutsa, bu durumda
) . A'(1 x
im n{( 1Y ()~ )] = (14 58 ) + 2
n—oo A(1) 2
saglanir.

Ispat. Taylor formiilii yardimiyla

29”(35)
21

5./"(x)
3!

floe) = f(@) + (o — 2) f'(2) + (v — @) + (vk — ) h(vy, — x)
(5.33)

elde edilir. Burada h(y) := h,(y) fonksiyonu her y i¢in sinirli olup |h(y)| < M esit-

+ (Uk —.73)

sizligi saglar ve sifira yakinsar. (5.33) denklemine operatériin tiirevli halini uygu-

layalim.

(FG ) () = Ag(@) f(2) + Ar (@) f'(2) + Az (2) [ (x) + Az (@) " () + (Ro f) ().
(5.34)

(u+k:+1 )j (v+k: >J]
_— ] - —x dv
n n
vtk+1 3 1

(5.35)

CERN FTC ) P

dir. (5.6) ve (5.19) kullamlarak agagidaki esitlikler elde edilir

Burada

e SN Py(na) /
Ajn(z) = nA(l)j‘ Z 1 /

" k=0

dir. Kalan terimler sirasiyla,

(o) = - [l /

- 0

ve

(Raf) (o Z . /

k=

AO,n(m) = 07
Al,n(aj) = ]-7
Azalw) = %*fA((lf)’
1 A1) | 3A4(1)
Aanl®) = 505 | T T A T T e



Bu egitlikler (5.34) yerine yazilirsa,

olur. Simdi R, (z) kalanini iki pargaya ayiralim ve sirasiyla bu kalanlari hesaplayalim.

1

YR e ] =

e

1

Pu(nz) [ (v+k+1 P ofv+k+1
L ) (It YT

S
+
b
+
=
8

N

=)

o

Her ¢ > 0 igin, 0 < y < § olacak sekilde |h(y)| < e esitsizligini saglayan bir § > 0

vardir. Bu ilk toplamda gtz oniine alinirsa

oo X M () e ()

1 !
1 g
e " Py(nz) [(k—nz)®*  9(k—nz)*> 7(k—nx) 15
= nem’wk;‘ 5 k! [ n3 * 2n3 * n3 +@]
A A A ] e [ A
= T ¥ e 0 | [+ e
75A’(1)
TR

3

IN
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bulunur. Simdi ) kalanini benzer sekilde hesaplayalim.
2

1
e " Pr(nz) v+k+1 S (v+k+1
Z = nA(l) Z o /( - —:v) h —Y 7 dv
—z|> 0

2 |v+k+1 | 5
1
n e~ "< 0 Pk(nx)/ v+k+1 b v+k+1
o n _ JrhTe
- 52A(1);0 k! n ) n )
= 0
1
M e L P 1 >
< n 26 k(nx)/ v+ k+ ) do
5% A(1) p k! n
0
M e X Py(na) [(k—nx)®  25(k —na)t  130(k — na)?
< -
= A(D% K [ B 2w 3w
+135(k: — nx)? N 51(k — nzx) N 93
2n® nd np

Lokalizasyon Teoremi
q say1s1 ¢ > 2 bir tamsay1 olsun. {L,} (n =1,2,...) , HD(¢) — Clc,d] [c < € < d)
tammlanmusg dizisi olsun. {L,} operatérlerinin (t—¢&)7™! ve (t—&)?"2 fonksiyonlarina

uygulabilir oldugunu varsayalim ve

1

olsun. Bu durumda, her f(t) € H@(¢) igin

sy =3 = o o ()

rl
r=0

esitligi saglanir.

Lokalizasyon Teoremi dikkate alinip yukaridaki son egitsizlikte goz oéniine alinirsa,
IR
2

elde edilir. Ry(x) kalammi R; () kalaninda oldugu gibi 2 pargaya ayiralim ve sirasiyla

kalanlar1 hesaplayalim.

(mf)@) = 05y X+ 2 P’f”"”"’j(“*’f )h(”Z’“_;de

\#_1\«5 ]%—z]za

= ;Jr;

o4



> kalani igin
3

S B ()

%k—x|<5

e " Py(nz) [(k—nx)®*  3(k—nzx)*> (k—nx) 1
= nsA<1> |v+z| 5 k! { n3 * 2n3 * n3 - 4n3
_ ﬂ) A"(1) A1) 3 [A'(1)  A(1)
- Al A +(3nx—|—1)A(1)+nx 2—712{14(1) +A(1)

e A'(1

n? A(1) 4n2
< ¢

elde edilir. Son olarak benzer gekilde > kalanim hesaplayalim
1

I G K G

; E
n e " Pk (’I?,ZL’) v+ k 5 v+ k
< — —x) h —x)d
= $2A() kz_o k! ( n 37> n x ) av
= 0
1
—nx 5
< nMe Pk(n:n)/ v+k ) e
5% A1) c~ k! n
= 0
M e N Py(nz) [(k—nax)®  5(k—nx)'  10(k — na)’
< R
S EAM R [ S
5(k —nx)?  (k—no) n RN
2nd ns 6n®

bulunur. Dolayisiyla

lim n[(K:f) (x) — f'(2)]

n—o0

I
VR
—

+

=

=

N——
=
N
+
s

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. m

%)



6. TARTISMA VE SONU(C

Bu tezde ele alinan temel kavramlardan biri varyasyon azaltic1 6zellik olup, bilindigi
kadariyla bu ozellik iizerine yapilan ilk galisma Lorentz’'e (1953) dayanmaktadir.
Daha sonra Bardaro ve arkadaglar1 (2003), varyasyon yari normunda yakinsak-
ligin elde edilebilmesi i¢in operatorlerin varyasyon azaltici nitelik gostermesinin hem

gerekli hem de kritik bir kogul oldugunu ortaya koymuslardir.

Bu calisma, 6zellikle Bernstein tiirii polinomlar ile singiiler konvoliisyon integralleri
icin varyasyon azaltict Ozellik ile varyasyon yari normunda yakinsama arasindaki
iligkiyi ayrintili bir bigimde analiz eden ve geligtiren Bardaro vd. (2003) galigmasin-
dan ilham alinarak hazirlanmistir. S6z konusu temel ¢alismanin ardindan varyasyon
yarlt normundaki yakinsama, yaklagim teorisi kapsaminda yeni bir aragtirma yonii

olarak 6nem kazanmigtir.

Tez kapsaminda elde edilen dikkat cekici sonuclardan biri de, uzaklik kavraminin
tanimli olmadig yar1 normlu uzaylarda dahi yakinsamanin anlamli bir bi¢cimde ifade
edilebilmesidir. Bu baglamda en 6nemli nokta, L; — normu ile yar1 norm arasinda

uygun bir iligki kurularak s6z konusu uzayda yakinsamanin saglanabilmesidir.

Ayrica bu tezde gerceklestirilen arastirmalar, Appell polinomlar: kullamilarak insa
edilen Kantorovich-tipi Szdsz-Mirakyan lineer pozitif operatoriiniin varyasyon azaltici
ozelligi, varyasyon yar1 normundaki yakinsakligi ve yakinsama hizi incelemekte olup,
literatiire 6zgiin katkilar sunmaktadir. Boylece elde edilen sonuglarin, benzer oper-
atorlere uyarlanabilir nitelikte olmasi ve bu alanda ¢aligan arastirmacilar i¢cin motive

edici bir kaynak tegkil etmesi hedeflenmektedir.
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