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ÖZET
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Dan¬̧sman: Prof. Dr. Fatma TAŞDELEN YEŞ·ILDAL

Bu tez alt¬bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölümde çal¬̧sman¬n amac¬, kapsam¬ve yön-
temi sunulmuştur. ·Ikinci bölümde, lineer pozitif operatörlerin temel özellikleri ile tez
boyunca kullan¬lacak temel tan¬m ve teoremler verilmi̧s; ayr¬ca Bernstein�¬n Weierstrass
problemi üzerine teoremi ve Bohman�Korovkin teoremi ele al¬nm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde, varyasyon yar¬ normunda yak¬nsama ve yak¬nsama h¬z¬n¬n incelen-
mesinde temel rol oynayan total varyasyon kavram¬tan¬t¬lm¬̧s; BV, AC ve TV fonksiyon
uzaylar¬aras¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde, Bernstein�Durrmeyer operatörlerinin merkezi momentleri ile varyasyon
yar¬ normundaki varyasyon azalt¬c¬ özellikleri ve yak¬nsama davran¬̧slar¬ analiz edilmi̧s;
s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyon uzay¬nda yak¬nsama h¬z¬na ili̧skin sonuçlar elde edilmi̧stir.

Beşinci bölüm, çal¬̧sman¬n özgün katk¬lar¬na ayr¬lm¬̧s olup, Appell polinomlar¬n¬içeren op-
eratörlerin merkezi momentleri ile varyasyon yar¬normundaki varyasyon azalt¬c¬ve yak¬n-
sama özellikleri incelenmi̧stir.

Son olarak, alt¬nc¬bölümde elde edilen bulgular de¼gerlendirilmi̧s ve gelecekte yap¬labilecek
çal¬̧smalar için olas¬araşt¬rma yönleri sunulmuştur.
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sürekli fonksiyon, varyasyon azalt¬c¬ özellik, varyasyon yar¬ normu, varyasyon yar¬
normunda yak¬nsakl¬k ve yak¬nsakl¬k h¬z¬.
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This thesis consists of six chapters. The �rst chapter presents the aim, scope, and method-
ology of the study. In the second chapter, the fundamental properties of linear positive
operators, together with the basic de�nitions and theorems used throughout the thesis, are
introduced. In addition, Bernstein�s theorem on the Weierstrass approximation problem
and the Bohman�Korovkin theorem are discussed.

The third chapter introduces the concept of total variation, which plays a key role in the
study of convergence and rates of convergence with respect to the variation seminorm, and
examines the relationships among the function spaces BV, AC, and TV.

In the fourth chapter, the central moments of the Bernstein�Durrmeyer operators are
investigated, and their variation-diminishing properties and convergence behavior in the
variation seminorm are analyzed, together with results on the rate of convergence in the
space of functions of bounded variation.

The �fth chapter is devoted to the original contributions of this thesis, focusing on opera-
tors involving Appell polynomials and their variation-diminishing and convergence prop-
erties.

Finally, the sixth chapter presents the discussion and conclusions, where the main �ndings
are evaluated and possible directions for future research are outlined.
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lerimi sunar¬m. Çal¬̧smama bilimsel katk¬lar¬, araşt¬rma sürecimde yol gösterici
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1. G·IR·IŞ

Fonksiyonlar teorisinin en yayg¬n uygulama alanlar¬ndan biri olan yaklaş¬m teorisi,

temel olarak karmaş¬k fonksiyonlar¬ daha basit ve hesaplamas¬ kolay fonksiyon-

lar arac¬l¬¼g¬yla incelemeyi amaçlar. Matematiksel analizde önemli bir yer tutan

bu alanda, bir fonksiyonun daha kullan¬̧sl¬ve anlaş¬l¬r fonksiyonlar cinsinden ifade

edilmesi hede�enir.

Yaklaş¬m teorisinin geli̧simi, 1885 y¬l¬nda Karl Weierstrass�¬n �Herhangi bir sürekli f

fonksiyonuna [a,b] aral¬¼g¬nda düzgün yaklaşan bir polinom ailesi vard¬r� teorem-

inin ispat¬ ile başlam¬̧st¬r. Weierstrass�¬n bu teoremi, Taylor teoreminin aksine,

türevlenebilir olma şart¬ aramayan sürekli fonksiyonlara uygulanabilmesi ve tüm

[a,b] aral¬¼g¬nda bu fonksiyonuna yak¬nsayan bir polinomun varl¬¼g¬n¬garanti etmesi

ile dikkat çeker.

Bu teorem üzerinde çal¬̧san önemli matematikçiler aras¬nda "Carl Runge (1885),

Henri Lebesgue (1908), Charles de la Vallée-Poussin (1908), Lipót Fejér (1916) ve

Sergej N. Bernstein (1912)" say¬labilir. S.N. Bernstein, olas¬l¬k yöntemlerini kulla-

narak [0,1] aral¬¼g¬nda sürekli fonksiyona düzgün yaklaşan bir polinom dizisi kurmuş

ve böylece Weierstrass teoreminin k¬sa, basit ve zarif bir ispat¬n¬ vermi̧stir. Bu

çal¬̧sma, bugün çok iyi bilinen Bernstein operatörünü ortaya ç¬karm¬̧s ve lineer poz-

itif operatörler teorisinin temelini oluşturmuştur:

(Bnf)(x) =
nX
k=0

f(
k

n
)

�
n

k

�
xk(1� x)n�k:

Bernstein operatörü, lineer pozitif operatörler s¬n¬f¬na aittir ve geçti¼gimiz yüzy¬l¬n ilk

yar¬s¬nda önemi tam olarak anlaş¬lamam¬̧st¬r. 1951-1953 y¬llar¬aras¬nda T. Popovi-

ciu, H. Bohman ve P.P. Korovkin, lineer pozitif operatörlerle belirli operatörlere

yaklaş¬m¬daha basit ve sistematik bir şekilde kan¬tlam¬̧slard¬r. Bohman, bu oper-

atörlerin [0,1] aral¬¼g¬nda sürekli fonksiyonlara yaklaşmas¬için yaln¬zca üç koşulun

yeterli oldu¼gunu göstermi̧stir. Daha sonra Korovkin, Bohman-Korovkin teoreminin

temelini atm¬̧st¬r. Bu geli̧smeler, lineer pozitif operatörler teorisinin ilerlemesine

büyük katk¬sa¼glam¬̧st¬r.
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Yaklaş¬m teorisinin bir di¼ger önemli konusu, yak¬nsakl¬k h¬z¬n¬n hesaplanmas¬d¬r.

Bernstein operatörünün bir fonksiyona yaklaş¬m h¬z¬, Voronovskaya (1932) taraf¬n-

dan [0; 1] aral¬¼g¬nda s¬n¬r fonksiyonlar¬ için ortaya konmuştur. Belirli x0 2 [0; 1]

için:

lim
n!1

n [(Bnf)(x0)� f(x0)] =
1

2
x0(1� x0)f 00(x0)

ifadesi elde edilmi̧stir. Daha sonra Bardaro, Butzer, Stens ve Vinti (2003), bu sonucu

birinci türev için geni̧sleterek, f s¬n¬rl¬ve f 000 ise bu durumda

lim
n!1

n [(Bnf)(x)� f(x)] =
1

2
x(1� x)f 000(x) + f 00(x)

gerçeklenir. Tez kapsam¬nda ayr¬ca Voronovskaya-tipi teoremler incelenecek ve be-

lirli operatörler için bu teoremlerin ispatlar¬verilecektir.

Yaklaş¬m teorisinin bir başka ilgi çekici alan¬, yar¬normlu uzaylarda yak¬nsakl¬kt¬r.

Bu konuda ilk çal¬̧smay¬G.G. Lorentz (1953) ortaya koymuştur. Lorentz, doktora

tezinde Bernstein operatörlerinin s¬n¬r fonksiyonlar içinvaryasyon azalt¬c¬(variation

diminishing) özelli¼gini göstermi̧stir:

V[0;1] [Bnf ] � V[0;1][f ]:

Bardaro ve arkadaşlar¬ (2003) bu sonucu kullanarak, varyasyon yar¬ normunda

yak¬nsakl¬¼g¬araşt¬rm¬̧s ve varyasyon azalt¬c¬özelli¼gin, yaklaş¬m h¬z¬n¬hesaplamada

gerekli ve yeterli bir koşul oldu¼gunu göstermi̧slerdir. Bernstein, Kantorovich ve

Szász-Mirakyan operatörleri ile genel singüler konvolüsyon operatörlerinin varyasyon

azalt¬c¬özellikleri incelenmi̧s ve varyasyon yar¬normunda yaklaş¬m h¬zlar¬hesaplan-

m¬̧st¬r. Ayr¬ca, AC(I) uzay¬ndaki fonksiyonlar¬n total varyasyonu ile L1(I)�normunun

eşde¼gerli¼gi gösterilmi̧stir. Bu çal¬̧smalar, yaklaş¬m teorisinde yeni araşt¬rma alan-

lar¬n¬n aç¬lmas¬na öncülük etmi̧stir. ((Karsl¬, H. 2013), (Demiray, R. 2013), (Kiv-

inukk, A., & Tamberg, G. 2013), (Radu, C. 2008), (Öksüzer, Ö., Karsl¬, H., &

Taşdelen, F. 2016)).
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2. L·INEER POZ·IT·IF OPERATÖRLER

2.1 Lineer Pozitif Operatör Tan¬m¬

Tan¬m 2.1 X ve Y iki fonksiyon uzay¬olsun. E¼ger Xden al¬nan herhangi bir f

fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu kaŗs¬l¬k getiren bir L kural¬varsa bu L kural¬na

X den Y uzay¬na bir operatördür denir ve L(f(t);x) = g(x) veya L(f ;x) = g(x)

biçiminde gösterilir (Hac¬saliho¼glu ve Hac¬yev 1995). Burada L(f ;x) = L(f(t);x)

olmak üzere x de¼gi̧skeni L i̧sleminde sabit gibidir ve L(f(x);x) = f(x)L(1; x) yaz¬la-

bilir.

X uzay¬bir lineer uzay oldu¼gunda lineer operatörün tan¬m¬yap¬labilir.

Tan¬m 2.2 X ve Y fonksiyon uzaylar¬olmak üzere,

L : X ! Y

şeklindeki L operatörünü gözönüne alal¬m. 8 f , g 2 X ve 8 �, � 2 R için

L(�f + �g;x) = �L(f ;x) + �L(g;x)

koşulunu sa¼glayan L operatörüne lineer operatör denir (Hac¬saliho¼glu ve Hac¬yev

1995).

Tan¬m 2.3 L : X ! Y operatör ve f 2 X bir fonksiyon olmak üzere,

f � 0 iken L(f ;x) � 0

özelli¼gi sa¼glan¬yor ise L operatörüne pozitif operatör denir (Hac¬saliho¼glu ve Hac¬yev

1995).

Hem lineerlik hem de poziti�ik koşullar¬n¬ sa¼glayan L operatörüne lineer pozitif

operatör denir.

Uyar¬2.1 f � 0 iken L(f ;x) � 0 gerçeklenir.
·Ispat. Kabul edelim ki f � 0 olsun. O halde

�f � 0
3



yaz¬labilir. L operatörü pozitif oldu¼gundan

L(�f ;x) � 0

bulunur. L operatörünün lineerlik özelli¼gi kullan¬l¬rsa

�L(f ;x) � 0 ise L(f ;x) � 0

elde edilir. Böylece istenilen özellik gerçeklenmi̧s olur.

2.2 Lineer Pozitif Operatör Özellikleri

Lemma 2.1 i) Lineer pozitif operatörler monoton artand¬r.

ii) E¼ger L lineer pozitif operatör ise, her f 2 X için

jL(f ;x)j � L(jf j ;x)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. i) L lineer pozitif operatör olmak üzere f ve g fonksiyonlar¬için

f � g ise L(f ;x) � L(g;x)

oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

Kabul edelim ki f � g olsun. O halde g� f � 0 olaca¼g¬ndan ve L operatörü pozitif

oldu¼gundan

L(g � f) � 0 (2.1)

yaz¬labilir. Ayr¬ca L operatörü lineer oldu¼gundan

L(g � f) = L(g)� L(f)

elde edilir. Bunun (2.1) de kullan¬lmas¬yla

L(g � f) = L(g)� L(f) � 0 ise L(f) � L(g)

olup istenilen sonuç bulunur.

ii) Key� bir f fonksiyonu için

� jf j � f � jf j
4



oldu¼gu aç¬kt¬r. L operatörü lineer ve monoton artan oldu¼gundan

�L(jf j) � L(f) � L(jf j)

elde edilir. Buradan

jL(f)j � L(jf j)

elde edilir

Tan¬m 2.4 (Hölder Eşitsizli¼gi) L : X ! Y pozitif lineer operatör olsun, 1
p
+ 1

q
=

1 eşitli¼gini sa¼glayan p; q > 1 reel say¬lar ve her f; g 2 X olmak üzere

L(jf:gj) � (L(jf jp))1=p (L(jf jq))1=q

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.5 (Cauchy Schwarz Eşitsizli¼gi) Tan¬m 2.4�de Hölder eşitsizli¼ginde p =

q = 2 al¬narak

L(jf:gj ; x) �
p
L(f 2; x)

p
L(g2; x)

elde edilir.

Tan¬m 2.6 n 2 N olmak üzere fn(x)�e bir fonksiyon dizisi denir ve (fn) ile gösterilir.

Tan¬m 2.7 Üzerinde bir norm tan¬mlanm¬̧s olan X vektör uzay¬na bir normlu uzay

ad¬verilir. Bir X vektör uzay¬(reel veya kompleks) üzerinde tan¬ml¬bir norm ise, X

üzerinde tan¬ml¬olup bir x 2 X noktas¬ndaki de¼geri kxk ile gösterilen ve x ve y, X�de

key� vektörler, � herhangi bir skaler olmak üzere aşa¼g¬daki özellikleri gerçekleyen

reel de¼gerli bir fonksiyondur.

(N1) kxk � 0

(N2) kxk = 0() x = 0

(N3) k�xk = j�j kxk

(N4) kx+ yk � kxk+ kyk :

Tan¬m 2.8 X vektör uzay¬üzerinde tan¬ml¬bir yar¬norm; (N1), (N3), (N4) şart-

lar¬n¬sa¼glay¬p ve (N2) nin bir k¬sm¬n¬yani, e¼ger x = 0 =) kxk = 0 şart¬n¬sa¼glayan

� : X ! R dönüşüme denir.
5



Bu tan¬mdan yola ç¬karak yar¬normlu bir uzayda, e¼ger kxk = 0 ise x = 0 söylene-

meyebilir. Bir di¼ger deyi̧sle kxk = 0 olmas¬x = 0 ifadesini her zaman sa¼glamaz.

Tan¬m 2.9 X ve Y normlu uzaylar ve D(L) � X olmak üzere L : D(L)! Y lineer

operatör olsun. E¼ger her x 2 D(L) için

kL(f ;x)kY � cx kfkX

eşitsizli¼gini gerçekleyen cx reel say¬s¬varsa o takdirde L operatörüne lineer operatör

denir. Bu cx sabitlerinin en küçü¼güne L operatörünün normu denir ve kLk ile

gösterilir.

Tan¬m 2.10 Kapal¬bir [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli ve reel de¼gerli fonksiyonlardan

oluşan kümeye C[a; b] fonksiyon uzay¬denir. Bu uzaydaki norm

kf(x)kC[a;b] = maks
a�x�b

jf(x)j

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada

1. 8 f; g 2 C[a; b] için f + g 2 C[a; b]

2. 8 f; g 2 C[a; b] için f + g = g + f

3. 8 f; g; h 2 C[a; b] için (f + g) + h = f + (g + h)

4. 8 f; 2 C[a; b] için 9 � vard¬r ki f + � = � + f = f

5. 8 f; 2 C[a; b] için 9 f 0vard¬r ki f + f 0 = f 0 + f = �

6. 8 f; 2 C[a; b] ve � 2 C için �f 2 C[a; b]

7. 8 f; 2 C[a; b] ve �; � 2 C için (��)f = �(�f)

8. 8 f; 2 C[a; b] için 1:f = f

9. 8 f; 2 C[a; b] ve �; � 2 C için (�+ �)f = �f + �f

10. 8 f; g 2 C[a; b] ve � 2 C için �(f + g) = �f + �g

11. 8 f; 2 C[a; b] için kfk � 0

12. 8 f; 2 C[a; b] için kfk = 0() f = 0

13. 8 f; 2 C[a; b] ve � 2 C için k�fk = j�j kfk

14. 8 f; g 2 C[a; b] için kf + gk � kfk+ kgk

koşullar¬sa¼glayan C[a; b] uzay¬na lineer normlu uzayd¬r denir.
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Tan¬m 2.11 (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna C[a; b] lineer normlu uza-

y¬nda düzgün yak¬nsak olmas¬için, 8x 2 [a; b] iken

lim
n!1

kfn(x)� f(x)kC[a;b] = 0

olmas¬d¬r. Daha aç¬k olarak ise

lim
n!1

maks
a�x�b

jfn(x)� f(x)j = 0

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.

2.3 Kullan¬lacak Olan Di¼ger Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 2.12 E � D � R ve f : D ! R bir fonksiyon olsun. Herhangi bir � > 0

için bir � > 0 vard¬r öyleki jx� tj < � eşitsizli¼gini sa¼glayan her x; t 2 D için

jf(x)� f(t)j < � şarto¬n¬sa¼glayan f fonksiyonuna E üzerinde düzgün sürekli denir.

Tan¬m 2.13 X vektör uzay¬n¬n bir alt kümesi M olsun. X �in M nin noktas¬olan

ya da olmayan bir x0 noktas¬n¬ele alal¬m. E¼ger x0 �¬n her komşulu¼gu, x0 dan farkl¬

en az bir y 2 M noktas¬içerirse, x0 noktas¬na M nin y¬¼g¬lma noktas¬(veya M nin

bir limit noktas¬) ad¬verilir.

Tan¬m 2.14 M nin noktalar¬yla, M nin y¬¼g¬lma nokalar¬ndan oluşan kümeye M

nin kapan¬̧s denir ve M ile gösterilir. M; M�yi içeren en küçük kapal¬kümedir.

Tan¬m 2.15 Bir X metrik uzay¬n¬n bir M alt kümesi verildi¼ginde e¼ger

M = X

ise M kümesi X de yo¼gundur denir.

Bu tan¬m X in her noktas¬n¬n M nin bir y¬¼g¬lma noktas¬oldu¼gu anlam¬na gelir.

Di¼ger bir deyi̧sle X in her bir noktas¬içinM �de X �in bir eleman¬na yak¬nsayan bir

dizi bulunabilir.

Tan¬m 2.16 Her n 2 N; D � R olmak üzere fn : D ! R, ffng fonksiyonlar dizisi

D de f fonksiyonuna (noktasal) yak¬nsamas¬için gerek ve yeter şart her bir x0 2 D

için ffn(x0)g reel say¬lar dizisinin f(x0) reel say¬s¬na yak¬nsamad¬r.
7



Tan¬m 2.17 Her n 2 N; D � R olmak üzere fn : D ! R, ffng fonksiyonlar dizisi

f fonksiyonuna dügün yak¬nsamas¬için gerek ve yeter şart her bir � > 0 için n� 2 N

vard¬r öyleki her x 2 D ve n � n� için jfn(x)� f(x)j < � şart¬n¬sa¼glamas¬d¬r.

Tan¬m 2.18 ( Seriler için Cauchy-Schwarz Eşitsizli¼gi)

1X
i=1

j� i�ij �
 1X
k=0

(�k)
2

! 1
2
 1X
l=0

(�l)
2

! 1
2

olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.19 (Seriler için Hölder Eşitsizli¼gi) p; q > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere

1X
i=1

j� i�ij �
 1X
k=0

(�k)
p

! 1
p
 1X
l=0

(�l)
q

! 1
q

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.20 (·Integral için Cauchy-Schwarz Eşitsizli¼gi)Z
j�(x)�(x)j dx �

�Z
(�(x))2dx

� 1
2
�Z

(�(x)2dx

� 1
2

şeklindedir.

Tan¬m 2.21 (·Integral için Hölder Eşitsizli¼gi) p; q > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak

üzere Z
j�(x)�(x)j dx �

�Z
(�(x))pdx

� 1
p
�Z

(�(x)qdx

� 1
q

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.22 Gama fonksiyonu

�(x) =

1Z
0

tx�1e�tdt , x > 0

şeklinde tan¬mlan¬r. Ayr¬ca �(x) = (x� 1)! özelli¼gine sahip olup

�(x+ 1) = x�(x)

eşitli¼gi tüm x > 0 de¼gerleri için sa¼glan¬r.
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Tan¬m 2.23 Re(x), Re(y) > 0 için Beta fonksiyonu

B(x; y) =

1Z
0

tx�1(1� t)y�1dt

olarak tan¬mlan¬r. Ayr¬ca Beta fonksiyonu B(x; y) = �(x)�(y)
�(x+y)

özelli¼gini gerçekler.

Tan¬m 2.24 (Taylor Formülü) y = f(x) fonksiyonu a noktas¬n¬ içeren bir ar-

al¬kta (n+ 1): dereceden türevlere sahip olsun. Bu takdirde ayn¬fonksiyon için

p(x) = f(a) +
f 0(a)

1!
(x� a) + f

00(a)

2!
(x� a)2 + :::+ f

(n)(a)

n!
(x� a)n

polinomunu oluşturabiliriz. Bu polinoma f(x) fonksiyonu taraf¬ndan x = a nok-

tas¬nda üretilen n: dereceden Taylor polinomu denir. f(x) fonksiyonu n: dereceden

bir polinom oldu¼gunda onun n: dereceden Taylor polinomu özdeşlikle kendisine eşit

oldu¼gu, yani p(x) = f(x) eşitli¼gini gerçekledi¼gi aç¬kt¬r.

f(x) fonksiyonu n: dereceden bir polinom oldu¼gunda ise f(x)�p(x) fark¬, genellikle

s¬f¬rdan farkl¬olur. Bu fark¬Rn(x) ile gösterelim.

f(x)� p(x) = Rn(x)

veya

p(x) = f(a) +
f 0(a)

1!
(x� a) + f

00(a)

2!
(x� a)2 + :::+ f

(n)(a)

n!
(x� a)n +Rn(x)

eşitli¼ginde Rn(x) ifadesine kalan terim, fark veya hata denir. Yukar¬daki eşitli¼ge de

kalan terimli Taylor formülü ad¬verilir.

2.4 Bohman-Korovkin Teoremi

f 2 C[a; b] ve tüm reel eksende s¬n¬rl¬

jf(x)j < Mf (2.2)

olsun. E¼ger Ln(f ;x) lineer pozitif operatör dizisi 8x 2 [a; b] için

lim
n!1



Ln(ti;x)� xi

C[a;b] = 0 (i = 0; 1; 2)
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koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa bu durumda [a; b] aral¬¼g¬nda her f 2 C[a; b]

lim
n!1

kLn(f ;x)� f(x)kC[a;b] = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki f 2 C[a; b] olsun. Süreklilik tan¬m¬ndan

jt� xj � � iken jf(t)� f(x)j < �

dir. jt� xj > � oldu¼gundan ise (2.2) den ve üçen eşitsizli¼ginden

jf(t)� f(x)j � jf(t)j+ jf(x)j � 2Mf (2.3)

elde edilir. Di¼ger taraftan

jt� xj > � iken (t� x)
2

�2
> 1

sa¼glan¬r. (2.2) ve (2.3) ten

jf(t)� f(x)j � 2Mf � 2Mf
(t� x)2

�2

yaz¬labilir. O halde

jt� xj � � iken jf(t)� f(x)j < �

jt� xj > � iken jf(t)� f(x)j � 2Mf
(t� x)2

�2

bulunur. Dolay¬s¬yla 8t 2 R ve 8x 2 [a; b] için

jf(t)� f(x)j � �+ 2Mf
(t� x)2

�2
(2.4)

dir. E¼ger (Ln) operatör dizisinin i = 0; 1; 2 için limn!1 kLn(ti;x)� xikC[a;b] = 0

koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬gösterilirse ispat tamamlanm¬̧s olur.

Ln operatörünün lineerlik özelli¼ginden

jLn(f(t);x)� f(x)j = jLn((f(t)� f(x));x) + f(x)(Ln(1; x)� 1j

elde edilir. Burada üçgen eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

jLn(f(t);x)� f(x)j � jLn((f(t)� f(x));x)j+ jf(x)j jLn(1; x)� 1)j
10



yaz¬labilir. Di¼ger taraftan lineer pozitif operatörler monoton artan ve

f(t)� f(x) � jf(t)� f(x)j

özelli¼gini sa¼glad¬¼g¬ndan

jLn((f(t)� f(x);x)j � jLn(jf(t)� f(x)j ;x)j

yaz¬labilir. Ln operatörü pozitif oldu¼gundan ve jf(t)� f(x)j � 0 eşitsizli¼gi gerçek-

lendi¼ginden

jLn(jf(t)� f(x)j ;x)j = Ln(jf(t)� f(x)j ;x)

dir. O halde

jLn(f(t);x)� f(x)j � Ln(jf(t)� f(x)j ;x) + jf(x)j jLn(1; x)� 1)j

oldu¼gu gösterilmi̧s olur. (2.2) den

jLn(f(t);x)� f(x)j � Ln(jf(t)� f(x)j ;x) +Mf jLn(1; x)� 1)j

yaz¬labilir. Ln operatörü monoton artan oldu¼gundan, (2.4) ün kullan¬lmas¬ile

jLn(f(t);x)� f(x)j � Ln
�
�+ 2Mf

(t� x)2

�2
;x

�
+Mf jLn(1; x)� 1)j (2.5)

bulunur. Di¼ger taraftan

Ln

�
�+ 2Mf

(t� x)2

�2
;x

�
= �Ln(1; x) +

2Mf

�2
Ln((t� x)2;x)

= �Ln(1; x) +
2Mf

�2
�
Ln(t

2;x)� x2)

+2x(x; Ln(t;x)) + x
2(Ln(1; x)� 1)

�
yaz¬labilir. Son bulunan ifadenin (2.5) te kullan¬lmas¬yla

jLn(f(t);x)� f(x)j � [�Ln(1; x) +Mf jLn(1; x)� 1)j

+
2Mf

�2
[Ln(t

2;x)� x2)

+2x(x; Ln(t;x)) + x
2(Ln(1; x)� 1)

�
(2.6)

elde edilir. Teoremin koşullar¬n¬n (2.6) da kullan¬lmas¬yla

[Ln(f(t);x)� f(x)] � �

elde edilir. O halde

lim
n!1

max
a�x�b

jLn(f(t);x)� f(x)j = 0

eşitli¼gi gerçeklenmi̧s olur.
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3. SINIRLI SALINIMLI FONKS·IYONLAR VE ·ILG·IL·I KAVRAMLAR

Bu bölümün amac¬, varyasyon yar¬normunda yak¬nsama ve yak¬nsakl¬k h¬z¬ba¼glam¬nda

kullan¬lacak toplam varyasyona ili̧skin temel tan¬m ve teoremleri sunmak; ayr¬ca, söz

konusu yaklaş¬mda belirleyici bir rol üstlenen BV, AC ve TV uzaylar¬aras¬ndaki il-

i̧skileri incelemektir.

3.1 S¬n¬rl¬Sal¬n¬ml¬Fonksiyonlar

Bir f(x) fonksiyonu

a = x0 < x1 < ::: < xn�1 < xn = b

aral¬¼g¬nda sonlu olsun. Toplam formu

_
=

n�1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j

olsun.

Tan¬m 3.1 Tümmümkün olan
W
toplamlar¬n¬n en küçük üst s¬n¬r¬; [a; b] aral¬¼g¬nda

f(x) fonksiyonunun total sal¬n¬m¬veya total varyasyonu diye adland¬r¬l¬r ve
bW
a

(f)

ya da V[a;b][f ] ile gösterilir.

Tan¬m 3.2 E¼ger
bW
a

(f) < +1 ise f(x) fonksiyonuna [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬(veya

sonlu) sal¬n¬ml¬bir fonksiyondur denir.

Tan¬m 3.3 I da tan¬ml¬ tüm s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ fonksiyonlar s¬n¬f¬BV uzay¬ diye

tan¬mlan¬r ve BV (I) ile gösterilir. Bu uzayda f 2 BV (I) ve a 2 I sabit bir nokta

olmak üzere k:kBV (I) normu ve j:jBV (I) yar¬normu s¬ras¬yla

kfkBV (I) := VI [f ] + jf(a)j

ve

jf jBV (I) := VI [f ]

ile gösterilir.
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Tan¬m 3.4 I � R sabit bir aral¬k ve V(I)[f ] ise f : I ! R fonksiyonunun total

sal¬n¬m¬olsun.

kfkTV (I) := VI [f ] =
Z
{

jf 0j dx

yar¬normu ile verilen I da tan¬ml¬tüm s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬TV uzay¬olarak

tan¬mlan¬r ve TV (I) ile gösterilir.

Teorem 3.1 [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬monoton bir fonksiyon, [a; b] de s¬n¬rl¬sal¬n¬ma

sahiptir.

·Ispat. E¼ger f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda monoton artan ise, o zaman [a; b] nin

herhangi bir fx0;; x1; :::; xng parçalanmas¬için,
n�1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j =
n�1X
k=0

(f(xk+1)� f(xk)) = f(b)� f(a)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bundan dolay¬
bW
a

(f) = f(b) � f(a) < +1 dur. Bu f nin [a; b] de

s¬n¬rl¬sal¬n¬ma sahip oldu¼gunu gösterir.

Benzer bir yol ile azalan fonksiyonu içinde ispatlanabilir.

Tan¬m 3.5 E¼ger [a; b] aral¬¼g¬n¬n herhangi iki x; y noktas¬için,

jf(x)� f(y)j � K jx� yj

olacak şekilde bir K sabiti varsa, [a; b] de tan¬ml¬s¬n¬rl¬f(x) fonksiyonuna Lipschitz

s¬n¬f¬ndand¬r denir.

Teorem 3.2 [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬her fonksiyon, [a; b] de s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. a < x < b ve x0 = a; x1 = x; x2 = b olmak üzere fa; x; bg ; [a; b] nin bir

parçalanmas¬olsun. O zaman
1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j = jf(x)� f(a)j+ jf(b)� f(x)j �
b_
a

(f)

sa¼glan¬r. f fonksiyonu [a; b] de s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬oldu¼gundan, K negatif olmayan bir

reel say¬olmak üzere jf(x)� f(a)j � K olur. Bu ise

f(a)�K � f(x) � f(a) +K

dir. x, [a; b] de key� bir say¬oldu¼gundan f , [a; b] de s¬n¬rl¬d¬r denir.
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Teorem 3.3 S¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ iki fonksiyonun toplam¬, fark¬ ve çarp¬m¬da s¬n¬rl¬

sal¬n¬ml¬fonksiyondur.

·Ispat. f(x) ve g(x) 2 BV [a; b] olsun. s(x) = f(x) + g(x) olsun. O zaman

js(xk+1)� s(xk)j = jf(xk+1) + g(xk+1)� f(xk)� g(xk)j

� jf(xk+1)� f(xk)j+ jg(xk+1)� g(xk)j

olur. Buradan
bW
a

(s) �
bW
a

(f) +
bW
a

(g) eşitsizli¼gi elde edilir. f ve g nin [a; b] de

s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬oldu¼gu biliniyor. Böylece M pozitif reel say¬olmak üzere
bW
a

(s) �M

yaz¬labilir. Bu ise s(x) in BV [a; b] de oldu¼gunu gösterir.

Benzer şekilde f � g ninde BV [a; b] de oldu¼gu gösterilebilir.

f:g 2 BV [a; b] oldu¼gunu ispatlamak için t(x) = f(x)g(x) şeklinde yeni bir fonksiyon

düşünelim. O halde

jt(xk+1)� t(xk)j = jf(xk+1)g(xk+1)� f(xk)g(xk)� f(xk)g(xk+1) + f(xk)g(xk+1)j

yaz¬labilir. Üçgen eşitsizli¼ginden

jt(xk+1)� t(xk)j � jg(xk+1)j jf(xk+1)� f(xk)j+ jf(xk)j jg(xk+1)� g(xk)j (3.1)

yaz¬labilir. Teorem 3.2�den f ve g nin [a; b] de s¬n¬rl¬oldu¼gu bilinir. Buradan (3.1)

eşitsizli¼gi, K pozitif reel say¬olmak üzere
bW
a

(t) =
bW
a

(f:g) � K oldu¼gunu gösterir.

Dolay¬s¬yla f:g 2 BV [a; b] dir.

Teorem 3.4 f(x); [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬bir fonksiyon ve a < c < b olsun.

O zaman
b_
a

(f) =

c_
a

(f) +

b_
c

(f)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. [a; c] ve [c; b] aral¬klar¬n¬n herbir alt parçalanmas¬

a = y0 < y1 < ::: < ym = c ; c = z0 < z1 < :: < zn = b

şeklinde olsun. V1 =
m�1P
k=0

jf(yk+1)� f(yk)j ve V2 =
n�1P
k=0

jf(zk+1)� f(zk)j alal¬m.

Bu ise V1 + V2 �
bW
a

(f) oldu¼gunu gösterir. fy0; y1; :::; ymg ve fz0; z1; :::; zmg nokta

kümeleri key� oldu¼gundan
cW
a

(f) +
bW
c

(f) �
bW
a

(f) oluşturulur.
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Şimdi [a; b] aral¬¼g¬n¬n alt parçalanmas¬

a = x0 < x1 < ::: < xm = b

olarak al¬ns¬n. a < c < b oldu¼gundan, kabul edelim ki m < n olmak üzeri c = xm

olsun. O zaman

n�1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j =
m�1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j+
n�1X
k=m

jf(xk+1)� f(xk)j �
c_
a

(f)+

b_
c

(f)

elde edilir. Dolay¬s¬yla
bW
a

(f) �
cW
a

(f) +
bW
c

(f) dir. Sonuç olarak

b_
a

(f) =

c_
a

(f) +
b_
c

(f)

elde edilmi̧s olur.

Teorem 3.5 [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve s¬n¬rl¬f(x) fonksiyonu s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir

fonksiyonu olmas¬için gerek ve yeter şart iki artan fonksiyonunun fark¬olarak yaz¬la-

bilmesidir.

·Ispat. f1 ve f2 iki artan fonksiyon olsun. Teorem 3.1 den f1; f2 2 BV [a; b] dedir.

Böylece f = f1 � f2 2 BV [a; b] dir. Tersine �(x) =
xW
a

(f); a < x � b; �(a) = 0

olsun. Kolayca görülür ki � artan bir fonksiyondur. Şimdi �(x) = �(x) = �f(x)

şeklinde yeni bir fonksiyon düşünelim. ·Ilk olarak �(x) in bir artan fonksiyon oldu¼gu

gösterilmelidir.

E¼ger x < y ise �(y)��(x) = �(y)�f(y)��(x)+f(x) =
yW
a

(f)�f(y)�
xW
a

(f)+f(x)

dir. Teorem 3.4 den �(y) � �(x) =
xW
a

(f) +
yW
a

(f) � f(y) �
xW
a

(f) + f(x) yaz¬l¬r.

Dolay¬s¬yla �(y)� �(x) =
yW
x

(f)� [f(y)� f(x)] > 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle �(x)
bir artan fonksiyondur.

Sonuç olarak f(x) = �(x)� �(x) dir. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.6 S¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬mlans¬n. E¼ger

f(x) fonksiyonu x0 noktas¬nda sürekli ise, o zaman

�(x) =
x_
a

(f)
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fonksiyonu da x0 noktas¬nda süreklidir.

·Ispat. Kabul edelim ki x0 < b olsun. �(x) in süreklili¼gini göstermek için � > 0

seçelim ve [x0; b] k¬sm¬n¬n alt parçalanmas¬

x0 < x1 < ::: < xn = b

olsun. Buradan

V =

n�1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j >
b_
x0

(f)� �

V toplam¬sadece artan oldu¼gundan yeni noktalar eklendi¼ginde

jf(x1)� f(x0)j < �

oldu¼gu varsay¬labilir. Böylece

b_
x0

(f) < �+
n�1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j < 2�+
n�1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j � 2�+
b_
x1

(f)

elde edilir. Bundan dolay¬
bW
x0

(f)�
bW
x1

(f) � 2� olup
x1W
x0

(f) � 2� olur. �(x)� �(x0) =
xW
a

(f) �
x0W
a

(f) =
xW
x0

(f) oldu¼gundan, �(x) in x0 noktas¬nda sa¼gdan sürekli oldu¼gu

ortaya ç¬kar¬l¬r.

Benzer şekilde, soldan süreklili¼gi de ispatlanabilir. Böylece �(x), x0 noktas¬nda

süreklidir.

Sonuç 3.1 [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬sürekli bir fonksiyon, iki sürekli

artan fonksiyonun fark¬olarak yaz¬labilir.

Teorem 3.7 f , [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬bir fonksiyon olsun. E¼ger f 0, [a; b] de var,

s¬n¬rl¬ve Riemann integrallenebilir ise o zaman f 2 BV [a; b] ve
bW
a

(f) =
bR
a

jf 0(x)j dx

dir.

·Ispat. [a; b] aral¬¼g¬n¬n alt parçalanmas¬n¬

a = x0 < x1 < x2 < ::: < xn�1 < xn = b

olarak alal¬m. [a; b] aral¬¼g¬nda f 0 nin s¬n¬rl¬ oldu¼gu biliniyor. O halde 9M > 0

vard¬r öyleki her x 2 [a; b] için jf 0(x)j �M dir. f 0 var oldu¼gundan Ortalama De¼ger
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Teoremine göre xk � ck � xk+1 olmak üzere ck 2 R vard¬r öyleki tüm k = 0; :::; n�1

için
f(xk+1)� f(xk)
xk+1 � xk

= f 0(ck)

dir. Buradan
n�1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j =
n�1X
k=0

jf 0(ck)j jxk+1 � xkj �M(b� a)

elde edilir. Böylece f 2 BV [a; b] dir. Ayr¬ca, Riemann integral tan¬m¬kullan¬larak
b_
a

(f) = sup
n�1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j = sup
n�1X
k=0

jf 0(ck)j jxk+1 � xkj

= lim
n!1

n�1X
k=0

jf 0(ck)j jxk+1 � xkj =
bZ
a

jf 0(x)j dx

elde eldilir. Bu ise ispat¬tamamlar.

Tan¬m 3.6 f(x), [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬bir fonksiyon olsun. Kabul edelim

ki her � > 0 için bir � > 0 vard¬r öyle ki a1 < b1 � a2 < b2 � ::: � an < bn olmak

üzere her a1; b1; :::; an; bn say¬lar¬ve

nX
k=0

(bk � ak) < �

için �����
nX
k=0

ff(bk)� f(ak)g
����� < �

ise o zaman f(x) fonksiyonu mutlak süreklidir, denir. [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬mutlak

sürekli fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬AC[a; b] ile gösterilir.

Teorem 3.8 Bir mutlak sürekli fonksiyon, düzgün süreklidir.

·Ispat. Tan¬m 3.6�da e¼ger n = 1 al¬n¬rsa ispat elde edilir.

Teorem 3.9 E¼ger M > 0 Lipschitz katsay¬s¬ve f : [a; b]! R Lipschitz fonksiyonu

ise f; [a; b] de mutlak süreklidir.

·Ispat. � > 0 ve (ak; bk), [a; b] de örtüşmeyen bir aral¬k, öyle ki

nX
k=0

(bk � ak) < �
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olsun. Lipschitz koşuluna göre her k = 1; :::; n için Mk 2 R+ olmak üzere

jf(bk)� f(ak)j �M jak � bkj < M:�

elde edilir. � � �
M
seçilirse ispat tamamlan¬r. Sonuç olarak f mutlak süreklidir.

Teorem 3.10 [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬her mutlak sürekli fonksiyon o aral¬kta s¬n¬rl¬

sal¬n¬ma sahiptir.

·Ispat. f : [a; b]! R mutlak sürekli olsun. O halde herhangi bir � > 0 verildi¼ginde

� > 0 vard¬r öyleki;
nP
i=1

jbi � aij < � ve (ai; bi), [a; b] de örtüşmeyen bir aral¬k olmak

üzere
nP
i=1

jf(bi)� f(ai)j < � dur.

[a; b] nin bir parçalanmas¬n¬,
n
xi = a+ i

(b�a)
k
: 0 � i � k

o
olarak düşünelim. Bu-

rada mutlak süreklilik koşulundan
xiW
xi�1

(f) � � dur. Bu alt aral¬klar¬n en üst k

say¬s¬vard¬r. Bundan dolay¬, Teorem 3.4 den
bW
a

(f) � �k elde edilebilir. Böylece f

fonksiyonu [a; b] de s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬d¬r.

Sonuç 3.2 E¼ger f fonksiyonu [a; b] de Lipschitz koşulunu sa¼glarsa, o zaman f

fonksiyonu [a; b] de s¬n¬rl¬sal¬n¬ma sahiptir.

Teorem 3.11 AC[a; b] varyasyon yar¬normunda TV [a; b] nin kapal¬bir alt uzay¬d¬r.

·Ispat. Teorem 3.10 dan, AC nin TV nin alt uzay¬oldu¼gu aç¬kt¬r.

f fonksiyonuna varyasyon yar¬normunda yak¬nsayan AC[a; b] de tan¬ml¬bir (fn)n2N

fonksiyon dizisini ele alal¬m. O halde � > 0 verildi¼ginde n�N vard¬r öyleki

V[a;b] = [fn � f ] = kfn � fk <
�

2

dir. fn 2 AC[a; b] de olmak üzere öyle bir � > 0 vard¬r öyle ki;
nP
i=0

(bi � ai) < � için

birbirini kapsamayan aral¬klar¬n her s¬n¬rl¬f[a; b] : i = 1; 2; :::; kg kümesi için,
kX
i=0

jfn(bi)� fn(ai)j <
�

2

dir. Böylece
kX
i=0

jf(bi)� f(ai)j <
kX
i=0

j(f � fn)(bi)� (f � fn)(ai)j+
kX
i=0

jfn(bi)� fn(ai)j

� V[a;b] = [f � fn] +
�

2

< �
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sonucu ç¬kar¬l¬r. Buradan f 2 AC[a; b] dir ve böylece AC[a; b] kapal¬d¬r.

Sonuç 3.3 E¼ger f mutlak sürekli ise o zaman f hemen hemen heryerde türevli ve

f 0 Lebesgue integrallenebilirdir.

3.2 Stieltjes ·Integrali

Tan¬m 3.7 f(x) ve g(x) fonksiyonlar¬ [a; b] de s¬n¬rl¬fonksiyonlar olsun. [a; b] ar-

al¬¼g¬n¬n alt parçalanmas¬

a = x0 < x1 < ::: < xn = b

olmak üzere k = 0; :::; n� 1 için [xk; xk+1] de bir �k noktas¬seçelim ve toplam formu

� =

n�1X
k=0

f(�k)[g(xk+1)� g(xk)]

olsun. E¼ger � toplam formu parçalanma ve �k noktalar¬n¬n seçiminden ba¼g¬ms¬z

olarak

� = max(xk+1 � xk)! 0

şeklinde sonlu bir limite do¼gru giderse, bu limite g(x)�e göre f(x) fonksiyonun Stielt-

jes integrali denir ve

bZ
a

f(x)dg(x) yada (S)

bZ
a

f(x)dg(x)

ile gösterilir.

Teorem 3.12 E¼ger f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve g(x), [a; b] de s¬n¬rl¬

sal¬n¬ml¬bir fonksiyon ise
bZ
a

f(x)dg(x)

integrali vard¬r.

·Ispat. S¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ her fonksiyon artan iki fonksiyonun fark¬ olarak yaz¬la-

bildi¼ginden g fonksiyonu artand¬r denir. [a; b] aral¬¼g¬n¬n alt parçalanmas¬

a = x0 < x1 < ::: < xn = b
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olsun. mk ve Mk, [xk; xk+1] de f(x) fonksiyonunun en küçük ve en büyük de¼gerleri

ve

s =
n�1X
k=0

mk[g(xk+1)� g(xk)]; S =
n�1X
k=0

Mk[g(xk+1)� g(xk)]

olsun. O halde s � � � S dir. Alt parçalanman¬n yeni noktalar¬eklendi¼ginde s

azalan de¼gildir. Bunu göstermek için [xm; xm+1] e xc noktas¬ekleyelim ve mi; mj;

s¬ras¬yla [xm; xc] ve [xc; xm+1] üzerinde f fonksiyonunun en küçük de¼gerleri olmak

üzere

s1 = m0[g(x1)� g(x0)] + :::+mi[g(xc)� g(xm)] +mj[g(xm+1)� g(xc)]

+:::+mn�1[g(xn)� g(xn�1)]

olsun.

s = m0[g(x1)� g(x0)] + :::+mm[g(xm+1)� g(xm)] + :::+mm�1[g(xn)� g(xn�1)] ve

mm; [xm; xm+1] üzerinde f fonksiyonunun en küçük de¼geri oldu¼gundan

s1 � s

sonucu ç¬kar¬l¬r.

Benzer bir yol ile S in artan olmad¬¼g¬gösterilebilir. Bu ise gösteriyor ki s toplam-

lar¬n¬n hiçbirinin herhangi bir S toplam¬ndan büyük de¼gildir. Böylece s1; S1 ve s2;

S2 ye uyan [a; b] aral¬¼g¬n¬n alt parçalanmalar¬için, s1 � S2 elde edilir.

I = supfsg

alal¬m. Böylece [a; b] nin her alt parçalanmas¬için

s � I � S

bulunur ve sonuç olarak

j� � Ij < S � s

elde edilir. f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli oldu¼gundan düzgün süreklidir.

Böylece her " > 0 için [a; b] deki tüm x; y ler jx� yj < � oldu¼gunda jf(x)� f(y)j < "

olacak şekilde bir � > 0 vard¬r.Buradaki x ler � dan ba¼g¬ms¬zd¬r. Böylece k =

0; 1; :::; n� 1 için

Mk �mk < "
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elde edilir. Buradan � < � için

S � s =

n�1X
k=0

Mk[g(xk+1)� g(xk)]�
n�1X
k=0

mk[g(xk+1)� g(xk)]

=

n�1X
k=0

(Mk �mk)[g(xk+1)� g(xk)]

� "

n�1X
k=0

[g(xk+1)� g(xk)]

= "[g(b)� g(a)]

elde edilir. j� � Ij < S � s oldu¼gundan

j� � Ij < "[g(b)� g(a)]

elde edilir.

Sonuç olarak

lim
�!0

� = I

yani

I =

bZ
a

f(x)dg(x)

bulunur ki, böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 3.13 Her f1; f2; f 2 C[a; b] ve g1; g2; g 2 BV [a; b] için

1.
bR
a

[f1(x) + f2(x)]dg(x) =
bR
a

f1(x)dg(x) +
bR
a

f2(x)dg(x);

2.
bR
a

f(x)d[g1(x) + g2(x)] =
bR
a

f(x)dg1(x) +
bR
a

f(x)dg2(x);

3. E¼ger m ve n sabit ise, o zaman

bZ
a

mf(x)dng(x) = mn

bZ
a

f(x)dg(x);

4. E¼ger a < c < b ise

bZ
a

f(x)dg(x) =

cZ
a

f(x)dg(x) +

bZ
c

f(x)dg(x)

eşitlikleri sa¼glan¬r.
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Teorem 3.14 E¼ger f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve g(x); [a; b] de s¬n¬rl¬

sal¬n¬ml¬bir fonksiyon ise o zaman������
bZ
a

f(x)dg(x)

������ �M(f)
b_
a

(g)

sa¼glan¬r.

·Ispat. [a; b] nin key� bir alt aral¬¼g¬için������
bZ
a

f(x)dg(x)

������ =

����� limn!1
n�1X
k=0

f(�k)[g(xk+1)� g(xk)]
�����

�
����� limn!1

n�1X
k=0

jf(�k)j [g(xk+1)� g(xk)]
�����

�
����� limn!1

n�1X
k=0

max
x2[a;b]

f(x)[g(xk+1)� g(xk)]
�����

= M(f)

����� limn!1
n�1X
k=0

[g(xk+1)� g(xk)]
�����

= M(f) jg(b)� g(a)j

= M(f)
b_
a

(g)

elde edilir. ·Ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 3.15 E¼ger f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve g(x); [a; b] nin her

noktas¬nda Riemann integrallenebilir ve g0(x) türeve sahip ise, o zaman

(S)

bZ
a

f(x)dg(x) =

bZ
a

f(x)g0(x)dx

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. g(x) türeve sahip oldu¼gundan Lipschitz şart¬n¬sa¼glan¬r ve böylece g(x) s¬n¬rl¬

sal¬n¬ml¬olur. Bundan dolay¬soldan integrali vard¬r.

[a; b] aral¬¼g¬n¬n alt parçalanmas¬

a = x0 < x1 < ::: < xn = b

olsun. Ortalama de¼ger teoremine göre xk < ck < xk+1 olsun üzere

g(xk+1)� g(xk) = g0(ck)(xk+1 � xk)
22



eşili¼gi sa¼glan¬r. ck noktas¬�k noktas¬için al¬nabilir. Böylece

(S)

bZ
a

f(x)dg(x) = lim
n!1

n�1X
k=0

f(ck)[g(xk+1)� g(xk)]

= lim
n!1

n�1X
k=0

f(ck)g
0(ck)(xk+1 � xk)

=

bZ
a

f(x)g0(x)dx

elde edilir.
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4. BERNSTEIN-DURRMEYER OPERATÖRÜ

[0; 1] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, klasik norm alt¬nda tüm Lebesgue ölçülebilir ve integral-

lenebilir fonksiyonlar uzay¬L1[0; 1] olarak gösterilir. Lineer pozitif operatörler örnek-

lerinde görüldü¼gü üzere, bu uzaydaki fonksiyonlar¬n yaklaş¬m problemlerine yan¬t

verebilmek amac¬yla J. L. Durrmeyer ve Lupas, ba¼g¬ms¬z olarak Bernstein poli-

nomlar¬n¬n integral modi�kasyonlar¬n¬geli̧stirmi̧slerdir. Bu operatörler, Bernstein-

Durrmeyer operatörü olarak adland¬r¬lmaktad¬r ve şu şekilde tan¬mlan¬r:

(Dnf)(x) = (n+ 1)
nX
k=0

pn;k(x)

1Z
0

pn;k(t)f(t)dt; x 2 [0; 1]: (4.1)

Burada klasik anlamda kullan¬lan (4.1) eşitli¼ginde f( kn) yerine
1R
0

pn;k(t)f(t)dt de¼geri

gelmektedir. 1981 y¬l¬nda Derriennic, bu operatörleri ayr¬nt¬l¬olarak incelemi̧stir.

Daha sonra Gonska ve Zhou (1991), Ditzian ve Ivanov (1989) gibi araşt¬rmac¬lar

çal¬̧smalar¬n¬sürdürmüşlerdir. Al¬nan X = x(1� x) ile

d

dx
pn;k(x) =

(k � nx)pn;k(x)
X

; (4.2)

eşitli¼ginden hareketle, (Dnf)(x) operatörünün birinci türevi:

(Dnf)
0(x) =

(n+ 1)

X

nX
k=0

(k � nx)pn;k(x)
1Z
0

f(t)pn;k(t)dt (4.3)

ve

(Dnf)
0(x) = n

n�1X
k=0

pn�1;k(x)(n+ 1)

1Z
0

f(t)[pn;k+1(t)� pn;k(t)]dt (4.4)

olarak elde edilir.

Bardaro ve arkadaşlar¬n¬n (Bardaro vd. 2003) çal¬̧smas¬na göre, (Dnf) operatörü

için toplam moment aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r

Tr;n(x) =

nX
k=0

[k � nx]rpn;k(x): (4.5)
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O halde aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r (Bardaro vd. 2003).

Tr;n(x) =

0BBBBBBBBB@

1

0

nX

nX(1� 2x)

3(nX)2 + (1� 6X)nX

r = 0

r = 1

r = 2

r = 3

r = 4:

(4.6)

4.1 Bernstein-Durrmeyer Operatörü için Varyasyon Yar¬Normunda Yak¬n-

sama

Bu bölümde Bernstein-Durrmeyer operatörünün varyasyon azalt¬c¬ özelli¼gi ince-

lenecekir.

Teorem 4.1 E¼ger f 2 TV [0; 1] ise

V[0;1][Dnf ] � V[0;1][f ] (4.7)

ve

kDnfkBV [0;1] � kfkBV [0;1] (4.8)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. (4.1) ile verilen Bernstein-Durrmeyer operatörünü

(Dnf)(x) =
nX
k=0

pn;k(x)Fk;n:

şeklinde yeniden yazal¬m. Burada

Fk;n := (n+ 1)

1Z
0

f(t)pn;k(t)dt
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dir. (4.4) deki gibi, (4.1) in türevini alal¬m

(Dnf)
0(x) =

nX
k=0

p0n;k(x)Fk;n

=

nX
k=1

�
n

k

�
kxk�1(1� x)n�kFk;n �

n�1X
k=0

�
n

k

�
xk(n� k)(1� x)n�k�1Fk;n

= n

n�1X
k=0

pn�1;k(x)Fk+1;n � n
n�1X
k=0

pn�1;k(x)Fk;n

= n

n�1X
k=0

pn�1;k(x) [Fk+1;n � Fk;n]

= n

n�1X
k=0

pn1;k(x)�Fk;n (4.9)

elde edilir. Tan¬m 3.4 de (4.9) eşitli¼gi göz önüne al¬n¬rsa

kDnfkTV [0;1] = V[0;1][Dnf ] =

1Z
0

j(Dnf)
0(x)j dx

� n
n�1X
k=0

j�Fk;nj
1Z
0

pn�1;k(x)dx

eşitsizli¼gi elde edilir. n
1R
0

pn�1;k(x)dx = 1 oldu¼gundan

kDnfkTV [0;1] � n
n�1X
k=0

j�Fk;nj (4.10)

elde edilir. Burada �Fk;n ifadesi

�Fk;n = (n+ 1)

1Z
0

f(t)[pn;k+1(t)� pn;k(t)]dt

= (n+ 1)

1Z
0

f(t)�pn;k(t)dt

dir. p0n;k(x);

p0n;k(x) = n(pn�1;k�1(x)� pn�1;k(x))

= �n(pn�1;k(x)� pn�1;k�1(x))

= �n�pn�1;k�1(x);
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oldu¼gundan ve

�pn�1;k�1(t) =
�p0n;k(t)
n

=) �pn;k(t) =
�p0n+1;k+1(t)
n+ 1

eşitli¼ginden,

j�Fk;nj =

������(n+ 1)
1Z
0

f(t)

��p0n+1;k+1(t)
n+ 1

������� dt (4.11)

sonucu elde edilir. Böylece (4.10) ve (4.11) den,

V[0;1][Dnf ] =

n�1X
k=0

j�Fk;nj =
n�1X
k=0

�������
1Z
0

f(t)p0n+1;k+1(t)dt

������
=

n�1X
k=0

������
1Z
0

pn+1;k+1(t)f
0(t)dt

������
�

n�1X
k=0

1Z
0

pn+1;k+1(t) jf 0(t)j dt

=

1Z
0

n�1X
k=0

�
n+ 1

k + 1

�
tk+1(1� t)n�k jf 0(t)j dt

=

1Z
0

nX
k=1

�
n+ 1

k

�
tk(1� t)n+1�k jf 0(t)j dt

�
1Z
0

n+1X
k=1

�
n+ 1

k

�
tk(1� t)n+1�k jf 0(t)j dt

=

1Z
0

(t+ 1� t)n+1 jf 0(t)j dt =
1Z
0

jf 0(t)j dt

= V[0;1][f ]

eşitsizli¼gi elde edilir, bu ise (4.7) sonucunu ispatlar.

(Dnf)(0) = (n+ 1)

1Z
0

(1� t)nf(t)dt

ve Tan¬m 3.4

kfkBV [0;1] := V[I][f ] + jf(0)j
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oldu¼gundan, (4.8) ba¼g¬nt¬s¬(4.7) ba¼g¬nt¬s¬n¬n bir sonucudur.

kDnfkBV [0;1] = V[0;1][Dnf ] + (Dnf)(0)

� V[0;1][f ] +

������(n+ 1)
1Z
0

(1� t)nf(t)dt

������
dir. Burada f 2 TV [0; 1] ve c, [0; 1] aral¬¼g¬nda bir sabit olmak üzere������(n+ 1)

1Z
0

(1� t)nf(t)dt

������ = jf(0)j � jf(c)j
oldu¼gundan

kDnfkBV [0;1] � kfkBV [0;1]

sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

4.2 Bernstein-Durrmeyer Operatörü için TV-Normda Yak¬nsama H¬z¬

TV (I) uzay¬n¬n dikkate de¼ger ve ilgi çekici özellikleri Bardoro ve arkadaşlar¬n¬n

(2003) çal¬̧smas¬nda ele al¬nm¬̧st¬r. I aral¬¼g¬nda tan¬ml¬reel de¼gerli mutlak sürekli

fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu uzayAC(I), kfkTV (I) yar¬normuna göre TV (I) uzay¬n¬n

bir alt uzay¬d¬r. Ayr¬ca, e¼ger (gn)n>1 2 AC(I) olup

lim
n!1

VI [gn � g] = 0

şart¬n¬sa¼gl¬yorsa, bu durumda g 2 AC(I) olur. Burada kfk := kfkL1(I) olmak üzere

VI [gn � g] =
Z
I

jg0n(t)� g0(t)j dt = kg0n � g0kL1(I)

eşitli¼gi geçerlidir. Böylelikle, (gn)n>1 dizisinin g ye varyasyon yar¬normunda yak¬n-

samas¬, ayn¬zamanda türevlerinin L1(I) normunda yak¬nsad¬¼g¬anlam¬na gelir. Bu

bölümde ise Bernstein-Durrmeyer operatörünün varyasyon yar¬ normunda yak¬n-

sama h¬zlar¬incelenecektir.

Teorem 4.2 g00 2 AC[0; 1] olsun. � yeterince küçük pozitif bir reel sabit ve C > 1

sabit olmak üzere

V[0;1][Dng � g] �
6(C + 1)

�2
1p
n

�
V[0;1][g] + V[0;1][g

00]
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eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. g fonksiyonu için integral formunda kalan terimli Taylor formülü yard¬m¬yla

g(t) = g(x) + (t� x)g0(x) + (t� x)2 g
00(x)

2
+
1

2

t�xZ
0

(t� x� u)2g000(x+ u)du

yaz¬labilir. x+ u = v de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa

g(t) = g(x) + (t� x)g0(x) + (t� x)2 g
00(x)

2
+
1

2

t�xZ
0

(t� v)2g000(v)dv (4.12)

eşitli¼gi elde edilir. E¼ger D0
n operatörü (4.12) eşitli¼ginin her iki taraf¬na uygulan¬rsa,

(4.3)�ten

(Dng)
0 = A0;n(x)g(x) + A1;n(x)g

0(x) + A2;n(x)g
00(x) + (Rng)(x) (4.13)

bulunur. Burada Aj;n ler

Aj;n(x) =
n+ 1

Xj!

nX
k=0

(k � nx)pn;k(x)
1Z
0

(t� x)jpn;k(t)dt (j = 0; 1; 2)

ve kalan terim Rng

(Rng)(x) =
n+ 1

2X

nX
k=0

(k � nx)pn;k(x)
1Z
0

24 tZ
x

(t� v)2g000(v)dv

35 pn;k(t)dt (4.14)

ile verilir. (4.5) , (4.6) eşitlikleri, binom katsay¬lar¬, Beta ve Gama fonksiyonlar¬n¬n

özelliklerini kullanarak aşa¼g¬daki eşitlikleri elde ederiz.

A0;n(x) =
1

X
[T1;n(x)] = 0;

A1;n(x) =
1

(n+ 2)X
[T2;n(x) + (1� 2x)T1;n(x)] =

n

n+ 2

ve

A2;n(x) =
1

2(n+ 2)(n+ 3)X
[T3;n(x) + 3(1� 2x)T2;n(x) +

(x2(n2 + n+ 12) + (n� 6)x+ 2)T1;n(x)]

=
2n(1� 2x)
(n+ 2)(n+ 3)

:

Böylece (4.12), (4.13) ve (4.14) den

(Dng)
0(x) =

n

n+ 2
g0(x) +

2n(1� 2x)
(n+ 2)(n+ 3)

g00(x) + (Rng)(x) (4.15)
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eşitli¼gini elde ederiz.

Şimdi yeterince küçük bir � pozitif reel say¬seçelim. Kalan terim (4.14)�ü aşa¼g¬daki

gibi iki k¬s¬ma ay¬ral¬m:

(Rng)(x) = (Rn;1g)(x) + (Rn;2g)(x): (4.16)

Burada

(Rn;1g)(x) =
n+ 1

2X

X
j kn�xj��

(k � nx)pn;k(x)
1Z
0

24 tZ
x

(t� v)2g000(v)dv

35 pn;k(t)dt (4.17)
ve

(Rn;2g)(x) =
n+ 1

2X

X
j kn�xj>�

(k � nx)pn;k(x)
1Z
0

24 tZ
x

(t� v)2g000(v)dv

35 pn;k(t)dt (4.18)
dir.Kalan terim (4.14) içindeki çift integralin integrasyon bölgesini hesaplamak için

toplam¬farkl¬parçalara ay¬ral¬m:

(Rn;1g)(x) = B2;ng +B5;ng ve (Rn;2g)(x) = B1;ng +B3;ng +B4;ng +B6;ng:

Burada Bi;ng�ler i = 1; 2; :::; 6 için

B1;ng =
n+ 1

2X

X
�<x� k

n
�x

(k � nx)pn;k(x)

k
nZ
0

24 tZ
x

(t� v)2g000(v)dv

35 pn;k(t)dt;
B2;ng =

n+ 1

2X

X
0�x� k

n
��

(k � nx)pn;k(x)
xZ

k
n

24 tZ
x

(t� v)2g000(v)dv

35 pn;k(t)dt;
B3;ng =

n+ 1

2X

X
�<x� k

n
�x

(k � nx)pn;k(x)
1Z
x

24 tZ
x

(t� v)2g000(v)dv

35 pn;k(t)dt;
B4;ng =

n+ 1

2X

X
�< k

n
�x�1�x

(k � nx)pn;k(x)
xZ
0

24 tZ
x

(t� v)2g000(v)dv

35 pn;k(t)dt;
B5;ng =

n+ 1

2X

X
0< k

n
�x��

(k � nx)pn;k(x)

k
nZ
x

24 tZ
x

(t� v)2g000(v)dv

35 pn;k(t)dt;
ve

B6;ng =
n+ 1

2X

X
�< k

n
�x�1�x

(k � nx)pn;k(x)
1Z

k
n

24 tZ
x

(t� v)2g000(v)dv

35 pn;k(t)dt
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dir. Burada B1;ng + B2;ng = �B4;ng ve B5;ng + B6;ng = �B3;ng oldu¼gu kolayca

görülür. Böylece

jB1;ng +B2;ngj = j�B4;ngj � jB1;ngj+ jB2;ngj

ve

jB5;ng +B6;ngj = j�B3;ngj � jB5;ngj+ jB6;ngj

elde edilir. Buradan

j(Rng)(x)j � 2(jB1;ngj+ jB2;ngj+ jB5;ngj+ jB6;ngj)

ya da

j(Rng)(x)j � 2(j�B3;ngj+ j�B4;ngj)

şeklinde yaz¬labilir. Şimdi sadeceBi;ng yi s¬ras¬yla i = 1; 2; 5 ve 6 için hesaplayaca¼g¬z.

·Ilk olarak i̧slemi B1;ng için yapal¬m bu durumda:

jB1;ngj �
n+ 1

2X

X
�<x� k

n
�x

jk � nxj pn;k(x)

k
nZ
0

������
tZ

x

(t� v)2g000(v)dv

������ pn;k(t)dt
� n+ 1

2X

X
�<x� k

n
�x

jk � nxj pn;k(x)

k
nZ
0

������
tZ

x

(t� v)2 jg000(v)j dv

������ pn;k(t)dt
=

n+ 1

2X

X
�<x� k

n

(nx� k)pn;k(x)

k
nZ
0

24 xZ
t

(t� v)2 jg000(v)j dv

35 pn;k(t)dt
� n+ 1

2X

X
�<x� k

n

(nx� k)pn;k(x)

k
nZ
0

(t� x)2
24 xZ
t

jg000(v)j dv

35 pn;k(t)dt
� n+ 1

2X

X
�<x� k

n

(nx� k)pn;k(x)x2
k
nZ
0

24 xZ
t

jg000(v)j dv

35 pn;k(t)dt
� n+ 1

2X

X
�<x� k

n

(nx� k)pn;k(x)x2
k
nZ
0

24 1Z
0

jg000(v)j dv

35 pn;k(t)dt
� x2

2X
kg000k

X
�<x� k

n

(nx� k)pn;k(x)(n+ 1)
1Z
0

pn;k(t)dt

=
x2

2X
kg000k

X
�<x� k

n

(nx� k)pn;k(x)
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olur.

X
�<x� k

n

(nx� k)pn;k(x) =
X

k
n
�x<��

(k � nx)pn;k(x)

oldu¼gundan

jB1;ngj �
x2

2X
kg000k

X
k
n
�x<��

(k � nx)pn;k(x) (4.19)

elde edilir. Benzer şekilde, B2;ng

jB2;ngj �
n+ 1

2X

X
0�x� k

n
��

jk � nxj pn;k(x)
xZ

k
n

������
tZ

x

(t� v)2g000(v)dv

������ pn;k(t)dt
� n+ 1

2X

X
0�x� k

n
��

jk � nxj pn;k(x)
xZ

k
n

������
tZ

x

(t� v)2 jg000(v)j dv

������ pn;k(t)dt
=

n+ 1

2X

X
x� k

n
��

(nx� k)pn;k(x)
xZ

k
n

24 xZ
t

(t� v)2 jg000(v)j dv

35 pn;k(t)dt
� n+ 1

2X

X
x� k

n
��

(nx� k)pn;k(x)
xZ

k
n

(t� x)2
24 xZ
t

jg000(v)j dv

35 pn;k(t)dt
� n+ 1

2X

X
x� k

n
��

(nx� k)pn;k(x)
�
k

n
� x
�2 xZ

k
n

24 xZ
t

jg000(v)j dv

35 pn;k(t)dt
� n+ 1

2X

X
x� k

n
��

(nx� k)pn;k(x)
�
k

n
� x
�2 xZ

k
n

24 1Z
0

jg000(v)j dv

35 pn;k(t)dt
� n+ 1

2X
kg000k

X
x� k

n
��

(nx� k)pn;k(x)
(k � nx)2

n2

xZ
k
n

pn;k(t)dt

� kg000k
2n2X

nX
k=0

jk � nxj p
1
2
n;k(x)(k � nx)2p

1
2
n;k(x)
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olarak hesaplan¬r. Burada Hölder eşitsizli¼gi ve (4.6) göz önüne al¬n¬rsa

jB2;ngj �
kg000k
2n2X

 
nX
k=0

(k � nx)2pn;k(x)
! 1

2
 

nX
k=0

(k � nx)4pn;k(x)
! 1

2

=
kg000k
2n2X

(T2;n(x))
1
2 (T4;n(x))

1
2

=
kg000k
2n2X

(nX)
1
2 (3(nX)2 + (1� 6X)nX)

1
2

=
kg000k
2n

(3nX + 1� 6X) 12

bulunur. B2;ng �nin normunu al¬n¬rsa

kB2;ngk �
1p
n
kg000k (4.20)

eşitsizli¼gi elde edilir. Şimdi (4.6) yard¬m¬yla B5;ng�yi hesaplayal¬m.

jB5;ngj �
n+ 1

2X

X
0< k

n
�x��

jk � nxj pn;k(x)

k
nZ
x

������
tZ

x

(t� v)2g000(v)dv

������ pn;k(t)dt
� n+ 1

2X

X
0< k

n
�x��

(k � nx)pn;k(x)

k
nZ
x

24 tZ
x

(t� v)2 jg000(v)j dv

35 pn;k(t)dt
� n+ 1

2X

X
k
n
�x��

(k � nx)pn;k(x)
�
k

n
� x
�2 k

nZ
x

24 tZ
x

jg000(v)j dv

35 pn;k(t)dt
� kg000k

2n2X

nX
k=0

jk � nxj3 pn;k(x):

Böylece B2;ng deki gibi benzer i̧slemlerle

kB5;ngk �
kg000k
2n

(3nX + 1� 6X) 12

elde edilir. Normunu al¬rsak

kB5;ngk �
1p
n
kg000k : (4.21)
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Son olarak B6;ng�yi (4.6) yard¬m¬yla hesaplayal¬m.

jB6;ngj �
n+ 1

2X

X
�< k

n
�x�1�x

jk � nxj pn;k(x)
1Z

k
n

������
tZ

x

(t� v)2g000(v)dv

������ pn;k(t)dt
� n+ 1

2X

X
�< k

n
�x�1�x

jk � nxj pn;k(x)
1Z

k
n

������
tZ

x

(t� v)2 jg000(v)j dv

������ pn;k(t)dt
� n+ 1

2X

X
�< k

n
�x

(k � nx)pn;k(x)
1Z

k
n

(t� x)2
24 tZ
x

jg000(v)j dv

35 pn;k(t)dt
� n+ 1

2X

X
�< k

n
�x

(k � nx)pn;k(x)(1� x)2
1Z

k
n

24 1Z
0

jg000(v)j dv

35 pn;k(t)dt
� (1� x)2

2X
kg000k

X
�< k

n
�x

(k � nx)pn;k(x) (4.22)

olarak hesaplan¬r. (4.19) ve (4.22) nin toplanmas¬ile

jB1;ngj+ jB6;ngj �
x2 + (1� x)2

2X
kg000k

X
j kn�xj>�

(k � nx)pn;k(x)

� x2 + (1� x)2
2X

kg000kn
X

j kn�xj>�

�
k

n
� x
� � k

n
� x
�2

�2
pn;k(x)

=
x2 + (1� x)2

2X
kg000k n

�2

X
j kn�xj>�

�
k

n
� x
�3
pn;k(x)

� x2 + (1� x)2
2X

kg000k n
�2

�
1

n3
T3;n(x)

�
� 1

n�2
kg000k (4.23)

elde edilir. (4.23)�ten

kB1;ngk+ kB6;ngk �
1

n�2
kg000k (4.24)

bulunur. Burada (4.20), (4.21) ve (4.24) eşitsizlikleri (4.16) da yerine yaz¬l¬rsa

kRngk � 2
�
1p
n
+

1p
n
+

1

n�2

�
kg000k � 6

�2
p
n
kg000k

elde edilir.Yukar¬daki eşitsizlik (4.15) kullan¬l¬rsa

k(Dng)
0 � g0k � 2

n+ 2
kg0k+ 2

n+ 2
kg00k+ 6

�2
p
n
kg000k
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bulunur. C > 1 olmak üzere Stein�s eşitsizli¼ginden (Trigub ve Belinsky 2004),

kg00(x)kL1(0;1) � C
q
kg0kL1(0;1) kg0

00kL1(0;1)

� C
�
kg0kL1(0;1) + kg

000kL1(0;1)
�

elde edilir. 1
n+2

< 1p
n
oldu¼gundan

k(Dng)
0 � g0k � 6(C + 1)

�2
1p
n
(kg0k+ kg000k)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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5. APPELL POL·INOMLARI KULLANILARAK ·INŞA ED·ILEN KAN-

TOROV·ICH T·IP·I SZÁSZ-M·IRAKYAN OPERATÖRÜ

Tan¬m 5.1 f fonksiyonu [0;1) s¬n¬rs¬z aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, reel de¼gerli, sürekli bir

fonksiyon olmak üzere,

Sn(f; x) = e
�nx

1X
k=0

(nx)k

k!
f

�
k

n

�
; x 2 [0;1); n 2 N

şeklinde tan¬mlanan lineer pozitif operatörlere Szász-Mirakyan operatörleri denir.

Tan¬m 5.2 f fonksiyonu [0;1) s¬n¬rs¬z aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, reel de¼gerli, sürekli bir

fonksiyon olmak üzere,

Kn(f; x) = ne
�nx

1X
k=0

(nx)k

k!

k+1
nZ

k
n

f (t) dt; x 2 [0;1); n 2 N

şeklinde tan¬mlanan lineer pozitif operatörlere Szász-Mirakyan Kantorovich oper-

atörleri denir. (V.Totik)

Teorem 5.1 fpk(x)g1k=0 bir polinomlar dizisi olsun.

a) fpk(x)g1k=0 bir Appell polinomlar¬dizisidir.

b) Appell polinomlar¬n¬n do¼grucu fonksiyonu

A(t)ext =
1X
k=0

pk(x)

k!
:tk (5.1)

şeklindedir. Burada A(t) =
1P
k=0

ak
k!
tk olmak üzere jtj < R (R > 1) aral¬¼g¬nda

tan¬mlanan kuvvet serileridir.

c) a0 6= 0 olmak üzere fakg1k=0 için

pk(x) =
kX
r=0

�
k

r

�
ak�rx

r (5.2)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

d) Her k > 1 için
p0k(x) = kpk�1(x) (5.3)

ba¼g¬nt¬s¬geçerlidir.
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Yukar¬da verilen şartlar alt¬nda, Varma aşa¼g¬daki lineer pozitif öperatör tan¬mla-

maktad¬r:

(Knf)(x) = n
e�nx

A(t)

1X
k=0

pk(x)

k!

k+1
nZ

k
n

f (s) ds: (5.4)

t = 1 için, x 2 [0;1) için (5.4) operatörü

(K�
nf)(x) = n

e�nx

A(1)

1X
k=0

pk(x)

k!

k+1
nZ

k
n

f (s) ds (5.5)

şeklini al¬r. (Bardaro vd. 2003) çal¬̧smas¬da oldu¼gu gibi (5.5) operatörü için toplam

momenti

Tr;n(x) =
1X
k=0

[k � nx]rGk(nx)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada

Gk(nx) =
e�nx

A(1)

pk(x)

k!

dir.

Lemma 5.1

Tr;n(x) =

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

1 ; r = 0

A0(1)
A(1)

; r = 1

A
00
(1)

A(1)
+ A0(1)

A(1)
+ nx ; r = 2

A
000
(1)

A(1)
+ 3A

00
(1)

A(1)
+ (3nx+ 1)A

0(1)
A(1)

+ nx ; r = 3

A
(4)

(1)
A(1)

+ 6A
000
(1)

A(1)
+ (6nx+ 7)A

00
(1)

A(1)

+(10nx� 1)A
0(1)
A(1)

++12(nx)3 � 15(nx)2 + nx
; r = 4:

(5.6)

·Ispat. (5.1) denkleminde t = 1 ve x yerine nx al¬n¬rsa

A(1)enx =
1X
k=0

pk(nx)

k!

elde edilir. (5.6) denkleminde r = 0 için,

T0;n(x) =
1X
k=0

e�nx

A(1)

pk(nx)

k!
= 1
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sa¼glan¬r. (5.1) denkleminin t ye göre türevi al¬n¬r, t = 1 ve x yerine nx al¬n¬rsa

A0(1)enx + nxA(1)enx =
1X
k=1

pk(nx)

(k � 1)! (5.7)

olur. (5.6) denkleminde r = 1 için,

T1;n(x) =

1X
k=1

pk(nx)

(k � 1)!
e�nx

A(1)
� nx

1X
k=0

pk(nx)

k!

e�nx

A(1)

=
A0(1)

A(1)
+ nx� nx = A0(1)

A(1)

sa¼glan¬r. (5.1) denkleminin t ye göre iki kere türevi al¬n¬rsa

[A00(t) + 2xA0(t) + x2A(t)]ent =
1X
k=2

pk(x)

(k � 2)! (5.8)

elde edilir. (5.8) eşitli¼ginde t = 1 ve x yerine nx yaz¬l¬rsa,

A00(1) + 2nxA0(1) + (nx)2A(1)]enx =
1X
k=2

pk(nx)

(k � 2)!

bulunur. (5.6) denkleminde r = 2 al¬n¬r , (5.7) denklemi kullan¬larak gerekli düzen-

lemeler yap¬l¬rsa,

T2;n(x) =
1X
k=0

(k � nx)2pk(nx)
k!

e�nx

A(1)

=
1X
k=2

pk(nx)

(k � 2)!
e�nx

A(1)
+ (1� 2nx)

1X
k=1

pk(nx)

(k � 1)!
e�nx

A(1)
+ (nx)2

1X
k=0

pk(nx)

k!

e�nx

A(1)

=
A
00
(1)

A(1)
+
A
0
(1)

A(1)
+ nx

elde edilir. Yine (5.1) denkleminin t ye göre üç kez türevi al¬n¬rsa

[A000(t) + 3xA
00
(t) + 3x2A0(t) + x3A(t)]ent =

1X
k=3

pk(x)

(k � 3)! (5.9)

elde edilir. (5.9) eşitli¼ginde t = 1 ve x yerine nx yaz¬l¬rsa,

[A000(1) + 3nxA
00
(1) + 3(nx)2A0(1) + (nx)3A(1)]enx =

1X
k=3

pk(nx)

(k � 3)!

olur. (5.6) denkleminde r = 3 al¬n¬p (5.8) ve (5.9) denklemleri kullan¬larak gerekli
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düzenlemeler yap¬l¬rsa,

T3;n(x) =

1X
k=0

(k � nx)3pk(nx)
k!

e�nx

A(1)

=
1X
k=3

pk(nx)

(k � 3)!
e�nx

A(1)
+ (3� 3nx)

1X
k=0

k2
pk(nx)

k!

e�nx

A(1)
+

+(3(nx)2 � 2)
1X
k=0

k
pk(nx)

k!

e�nx

A(1)
� (nx)3

1X
k=0

pk(nx)

k!

e�nx

A(1)

=
A
000
(1)

A(1)
+ 3

A
00
(1)

A(1)
+ (3nx+ 1)

A0(1)

A(1)
+ nx

olur. Son kez (5.1) denkleminin t ye göre dört kez türevi al¬n¬rsa

[A(4)(t) + 4xA
000
(t) + 6x2A

00
(t) + 4x3A0(t) + x4A(t)]ent =

1X
k=4

pk(x)

(k � 4)! (5.10)

elde edilir. (5.10) eşitli¼ginde t = 1 ve x yerine nx yaz¬l¬rsa,

[A(4)(1) + 4nxA
000
(1) + 6(nx)2A

00
(1) + 4(nx)3A0(1) + (nx)4A(1)]enx =

1X
k=4

pk(nx)

(k � 4)!

sa¼glan¬r. (5.6) denkleminde r = 4 al¬n¬r ve (5.8), (5.9) ve (5.10) denklemleri kul-

lan¬larak gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

T4;n(x) =
1X
k=0

(k � nx)4pk(nx)
k!

e�nx

A(1)

=
1X
k=4

pk(nx)

(k � 4)!
e�nx

A(1)
+ (6� 4nx)

1X
k=0

k3
pk(nx)

k!

e�nx

A(1)
+

(6(nx)2 � 11)
1X
k=0

k2
pk(nx)

k!

e�nx

A(1)
+ (6� 4(nx)3)

1X
k=0

k
pk(nx)

k!

e�nx

A(1)
+

+(nx)4
1X
k=0

pk(nx)

k!

e�nx

A(1)

=
A
(4)
(1)

A(1)
+ 6

A
000
(1)

A(1)
+ (6nx+ 7)

A
00
(1)

A(1)
+ (10nx� 1)A

0
(1)

A(1)
+ 12(nx)3

+15(nx)2 + nx

elde edilir. ·Ispat tamamlanm¬̧s olur.

5.1 Varyasyon Yar¬Normunda Yak¬nsama

Bu bölümde (K�
n) operatörünün varyasyon azalt¬c¬özelli¼gi incelenecekir.
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Teorem 5.2 E¼ger f 2 TV [0;1) ise

V[0;1)[K
�
nf ] � V[0;1)[f ] (5.11)

ve

kK�
nfkBV [0;1) � 2 kfkBV [0;1) (5.12)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. K�
n operatörünü aşa¼g¬daki gibi yazal¬m:

(K�
nf)(x) =

e�nx

A(t)

pk(nx)

k!
Fk;n: (5.13)

Burada

Fk;n := n

k+1
nZ

k
n

f(s)ds =

1Z
0

f(
v + k

n
)dv

d¬r. (5.13) ün türevi al¬n¬rsa

(K�
nf)

0(x) =
�ne�nx
A(t)

1X
k=0

Pk(nx)

k!
Fk;n +

e�nx

A(t)

1X
k=0

P 0k(nx)

k!
Fk;n

=
�ne�nx
A(t)

1X
k=0

Pk(nx)

k!
Fk;n +

ne�nx

A(t)

1X
k=1

k
Pk�1(nx)

k!
Fk;n

=
�ne�nx
A(t)

1X
k=0

Pk(nx)

k!
Fk;n +

ne�nx

A(t)

1X
k=0

Pk(nx)

k!
Fk+1;n

=
ne�nx

A(t)

1X
k=0

Pk(nx)

k!
[Fk+1;n � Fk;n]

=
ne�nx

A(t)

1X
k=0

Pk(nx)

k!
4 Fk;n (5.14)

elde edilir. (5.14) eşitli¼gi ve Tan¬m 3.4 göz önüne al¬n¬rsa

kK�
nfkTV [0;1) = V[0;1)[K

�
nf ] =

1Z
0

j(K�
nf)

0j dx

=

1Z
0

�����ne�nxA(t)

1X
k=0

Pk(nx)

k!
4 Fk;n

����� dx
=

1Z
0

����� nA(t) limm!1

mX
k=0

4Fk;ne�nx
Pk(nx)

k!

����� dx
� n

A(t)
lim
m!1

mX
k=0

j4Fk;nj
1Z
0

e�nx
Pk(nx)

k!
dx (5.15)
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olur. Burada

n

A(t)

1Z
0

e�nx
Pk(nx)

k!
dx =

n

A(t)

1Z
0

e�nx
kX
r=0

ar
k!

�
k

r

�
(nx)k�rdx

=
n

A(t)

kX
r=0

�
k

r

�
ar
k!

1Z
0

e�nx(nx)k�rdx

dir. Bu eşitlikte Gamma fonksiyonunun tan¬m¬dikkate al¬n¬r, integral hesaplan¬rsa

=
n

A(t)

kX
r=0

k!

k!(k � r)!ar
(k � r)!
n

= 1

elde edilir. Bu de¼ger (5.15) eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

kK�
nfkTV [0;1) �

1X
k=0

j4Fk;nj

bulunur. 0 � k � n olmak üzere �k = ( � + k)=n , ��1 = 0 ve �n+1 = 1 olacak

şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r. (Bardaro vd. 2003).

1X
k=0

j�Fk;nj =
1X
k=0

jFk+1;n � Fk;nj =
1X
k=0

������
1Z
0

(f(vk+1)� f(vk))

������ dv
�

1Z
0

1X
k=�1

jf(vk+1)� f(vk)j dv

� V[0;1)[f ]

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu ise (5.11)�i ispatlar.

(K�
nf)(0) = n

k+1
nZ

k
n

f(s)ds

ve

kfkBV [0;1) := V[0;1)[f ] + jf(0)j ;
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olup bu eşitsizli¼gin her iki taraf¬na (K�
nf) operatörü uygulan¬rsa

kK�
nfkBV [0;1) = V[0;1)[K

�
nf ] + [K

�
nf(0)]

� V[0;1)[f ] + jK�
nf(0)j

� V[0;1)[f ] + jK�
nf(0)� f(0)j+ jf(0)j

= kfkBV [0;1) +

�������n
k+1
nZ

k
n

(f(s)� f(0)ds

�������
� kfkBV [0;1) + n

k+1
nZ

k
n

j(f(s)� f(0)j ds

� kfkBV [0;1) + V[0;1)[f ]

� 2 kfkBV [0;1)

elde edilir. Bu ise ispat¬tamamlar.

5.2 TV-Normda Yak¬nsama H¬z¬

Bu bölümde, K�
ng operatörünün g ye yaklaş¬m h¬z¬varyasyon yar¬normu üzerinde

incelenmektedir.

Teorem 5.3 g00 2 AC[0;1) olsun. C > 1 sabit olmak üzere

V[0;1)[K
�
ng � g] �

C

n

�
V[0;1)[g] + V[0;1)[g

00]
	

(5.16)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. g fonksiyonu için integral kalan terimli Taylor formülü yard¬m¬yla

g(t) = g(x) + (t� x)g0(x) + (t� x)2 g
00(x)

2
+
1

2

tZ
x

(t� v)2g000(v)dv (5.17)

yaz¬labilir. K�
ng operatörü (5.17) nin her iki taraf¬na uygulan¬rsa,

(K�
ng)

0(x) = A0;n(x)g(x) + A1;n(x)g
0(x) + A2;n(x)g

00(x) + (Rng)(x) (5.18)

elde edilir. Burada Aj;n (j = 0; 1; 2)

Aj;n(x) = n
e�nx

A(1)j!

1X
k=0

pk(nx)

k!

1Z
0

"�
v + k + 1

n
� x
�j
�
�
v + k

n
� x
�j#

dv (5.19)
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ve kalan terim (Rng) = (Rn;1g)� (Rn;2g). Burada,

(Rn;1g)(x) = n
e�nx

2A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

1Z
0

264
v+k+1

nZ
x

�
v + k + 1

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv (5.20)

(Rn;2g)(x) = n
e�nx

2A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

1Z
0

264
v+k
nZ
x

�
v + k

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv (5.21)

dir. (5.6) ve (5.19) kullan¬larak aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir.

A0;n(x) = 0

A1;n(x) = n
e�nx

A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

1Z
0

��
v + k + 1

n
� x
�
�
�
v + k

n
� x
��
dv

= n
e�nx

A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

1

n

= 1

A2;n(x) = n
e�nx

2A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

1Z
0

"�
v + k + 1

n
� x
�2
�
�
v + k

n
� x
�2#

dv

= 2n
e�nx

2A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

(k � nx+ 1)
n2

=
e�nx

nA(1)

1X
k=0

(k � nx)pk(nx)
k!

+
e�nx

nA(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

=
e�nx

nA(1)
[T1;n(x) + T2;n(x)]

=
1

n
+
A0(1)

A(1)
:

Bu eşitlikler (5.18) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

(K�
ng)

0 = g0(x) +

�
1

n
+
A0(1)

A(1)

�
g00(x) + (Rng)(x) (5.22)

elde edilir. (Rng) = (Rn;1g)� (Rn;2g) kalan¬n¬4 parçaya ay¬ral¬m.

(Rng)(x) = [(Rn;1:1g)(x) + (Rn;1:2g)(x)]� [(Rn;2:1g)(x) + (Rn;2:2g)(x)] (5.23)
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Burada

(Rn;1:1g)(x) = n
e�nx

2A(1)

1X
j v+k+1n

�xj��

pk(nx)

k!

1Z
0

264
v+k+1

nZ
x

�
v + k + 1

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv

(Rn;1:2g)(x) = n
e�nx

2A(1)

1X
j v+k+1n

�xj>�

pk(nx)

k!

1Z
0

264
v+k+1

nZ
x

�
v + k + 1

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv

(Rn;2:1g)(x) = n
e�nx

2A(1)

1X
j v+kn �xj��

pk(nx)

k!

1Z
0

264
v+k
nZ
x

�
v + k

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv
ve

(Rn;2:2g)(x) = n
e�nx

2A(1)

1X
j v+kn �xj>�

pk(nx)

k!

1Z
0

264
v+k
nZ
x

�
v + k

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv
dir. (Rn;1g) kalan¬n¬n içindeki integrasyon bölgesini hesaplamak için toplam¬farkl¬

parçalara aşa¼g¬daki gibi ay¬ral¬m.

(Rn;1:1g)(x) =M2;ng +M5;ng ve (Rn;1:2g)(x) =M1;ng +M3;ng +M4;ng +M6;ng:

Mj;ng ( j = 1; 2; :::; 6) olmak üzere aşa¼g¬daki şekilde 6 parçaya ay¬ral¬m.

M1;ng = n
e�nx

2A(1)

1X
�<x� v+k+1

n
�x

pk(nx)

k!

v+k+1
nZ
0

264
v+k+1

nZ
x

�
v + k + 1

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv

M2;ng = n
e�nx

2A(1)

1X
0<x� v+k+1

n
��

pk(nx)

k!

xZ
v+k+1

n

264
v+k+1

nZ
x

�
v + k + 1

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv

M3;ng = n
e�nx

2A(1)

1X
�<x� v+k+1

n
�x

pk(nx)

k!

xZ
0

264
v+k+1

nZ
x

�
v + k + 1

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv

M4;ng = n
e�nx

2A(1)

1X
�< v+k+1

n
�x�1�x

pk(nx)

k!

xZ
0

264
v+k+1

nZ
x

�
v + k + 1

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv

M5;ng = n
e�nx

2A(1)

1X
0< v+k+1

n
�x��

pk(nx)

k!

v+k+1
nZ
x

264
v+k+1

nZ
x

�
v + k + 1

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv
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M6;ng = n
e�nx

2A(1)

1X
�< v+k+1

n
�x�1�x

pk(nx)

k!

1Z
v+k+1

n

264
v+k+1

nZ
x

�
v + k + 1

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv
Burada M1;ng + M2;ng = �M4;ng ve M5;ng + M6;ng = �M3;ng oldu¼gu görülür.

Böylece

jM1;ng +M2;ngj = j�M4;ngj � jM1;ngj+ jM2;ngj

jM5;ng +M6;ngj = j�M3;ngj � jM5;ngj+ jM6;ngj

elde edilir. Buradan

j(Rn;1g)(x)j � 2 (jM1;ngj+ jM2;ngj+ jM5;ngj+ jM6;ngj)

dir.

Şimdi Mj;ng yi s¬ras¬yla i = 1; 2; 5 ve 6 için hesaplayal¬m. M1;ng L1�normunda

hesaplan¬rsa

kM1;ngk �
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
�<x� v+k+1

n
�x

pk(nx)

k!

v+k+1
nZ
0

�������
v+k+1

nZ
x

�
v + k + 1

n
� u
�2
g000(u)du

������� dv
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
�<x� v+k+1

n
�x

pk(nx)

k!

v+k+1
nZ
0

�
v + k + 1

n
� x
�2 264

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du

375 dv
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
�<x� v+k+1

n
�x

pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k + 1

n
� x
�2 264

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du

375 dv
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

�
3(k � nx)2 + 9(k � nx) + 7

3n2

�264
v+k+1

nZ
x

jg000(u)j du

375
olur. Burada

e�nx

2A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

�
3(k � nx)2 + 9(k � nx) + 7

�
=

�
3A00(1)

A(1)
+
12A0(1)

A(1)
+ 3nx+ 7

�

olup 3A00(1)
A(1)

+ 12A0(1)
A(1)

+ 3nx � 3nx+K (K > 0) elde edilir. Böylece

kM1;ngk �
1

6n

1Z
0

(3nx+K)dx

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du
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eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Totik�in (1983) sunulan yaklaş¬ma dayanarak S�n tipi operatörler

için aşa¼g¬daki sonuç elde edilmi̧stir.f 2 L1(0;1); F (u) =
xR
0

f(u)du olmak üzere

kS�nf � fkL1(0;1) = O(n�1) (n!1)

()



x42

�F




(TV+L1)[�2;1)

= O(�2) (� ! 0+)

() f 2 AC[0; 1) olup xf 0(x) = �(x) 2 TV [0;1) ve �(0) = 0

dir. Sonuç olarak, O(1=n) mertebesi S�n operatörleri için en iyi yaklaş¬m mertebesi

oldu¼gunu göstermektedir. Bu sonuçgöz önüne al¬n¬rsa

kM1;ngk �
1

6n

1Z
0

(3nx+K)dx

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du = O(1=n) (5.24)

elde edilir. Benzer şekilde, M2;ng kalan¬n¬hesaplayal¬m. M1;ng in ispat¬ndaki gibi

kM2;ngk �
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
0<x� v+k+1

n
��

pk(nx)

k!

xZ
v+k+1

n

�������
v+k+1

nZ
x

�
v + k + 1

n
� u
�2
g000(u)du

������� dv

�
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
0<x� v+k+1

n
��

pk(nx)

k!

xZ
v+k+1

n

�
v + k + 1

n
� x
�2 264

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du

375 dv

�
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
0<x� v+k+1

n
��

pk(nx)

k!

�
x+ k + 1

n
� x
�2 264

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du

375
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

�
(k � nx)2 + 2(1 + x)(k � nx) + (1 + x)2

n2

�

dir. Böylece A00(1)
A(1)

+ A0(1)
A(1)

+ nx + 2(1 + x)A
0(1)
A(1)

+ (1 + x)2 � x2 + 4x + nx + 5 �

nx2 + nx+ nx+ na olup

kM2;ngk �
n

2n

1Z
0

(x2 + 2x+ a)dx

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du

elde edilir. Benzer şekilde Totik�in sonucu kullan¬l¬rsa

kM2;ngk = O(1=n) (5.25)

46



sa¼glan¬r. Şimdi M5;ng i hesaplayal¬m.

kM5;ngk �
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
0< v+k+1

n
�x��

pk(nx)

k!

v+k+1
nZ
x

�������
v+k+1

nZ
x

�
v + k + 1

n
� u
�2
g000(u)du

������� dv
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
0< v+k+1

n
�x��

pk(nx)

k!

v+k+1
nZ
x

�
v + k + 1

n
� x
�2 264

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du

375 dv
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
0< v+k+1

n
�x��

pk(nx)

k!

�
x+ k + 1

n
� x
�2 264

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du

375
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

�
(k � nx)2 + 2(1 + x)(k � nx) + (1 + x)2

n2

�

�

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du

olup

kM5;ngk �
n

2n

1Z
0

(x2 + 2x+ a)dx

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du

M2;ng kalan¬ndaki gibi benzer şekilde

kM5;ngk = O(1=n) (5.26)

oldu¼gu görülür. Son olarak M6;ng y¬hesaplayal¬m.

kM6;ngk �
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
�< v+k+1

n
�x�1�x

pk(nx)

k!

1Z
v+k+1

n

�������
v+k+1

nZ
x

�
v + k + 1

n
� u
�2
g000(u)du

������� dv

�
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
�< v+k+1

n
�x�1�x

pk(nx)

k!

1Z
v+k+1

n

�
v + k + 1

n
� x
�2 264

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du

375 dv

�
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
�< v+k+1

n
�x�1�x

pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k + 1

n
� x
�2 264

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du

375 dv
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
k=0

Pk(nx)

k!

�
3(k � nx)2 + 9(k � nx) + 1

3n2

� v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du
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sa¼glan¬r.

kM6;ngk �
1

6n

1Z
0

(3nx+K)dx

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du

M1;ng kalan¬na benzer şekilde

kM6;ngk = O(1=n) (5.27)

elde edilir. (5.24), (5.25), (5.26) ve (5.27) den

kRn;1gk = 8O(1=n) (5.28)

olur. Rn;1g nin ispat¬na benzer şekilde Rn;2:g aşa¼g¬daki şekilde yaz¬labilir.

(Rn;2:1g)(x) = N2;ng +N5;ng ve (Rn;2:2g)(x) = N1;ng +N3;ng +N4;ng +N6;ng

Nj;ng (i = 1; ::; 6) olmak üzere aşa¼g¬daki şekilde 6 parçaya ay¬ral¬m.

N1;ng = n
e�nx

2A(1)

1X
�<x� v+k

n
�x

Pk(nx)

k!

v+k
nZ
0

264
v+k
nZ
x

�
v + k

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv
N2;ng = n

e�nx

2A(1)

1X
0<x� v+k

n
��

Pk(nx)

k!

xZ
v+k
n

264
v+k
nZ
x

�
v + k

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv

N3;ng = n
e�nx

2A(1)

1X
�<x� v+k

n
�x

Pk(nx)

k!

xZ
0

264
v+k
nZ
x

�
v + k

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv
N4;ng = n

e�nx

2A(1)

1X
�< v+k

n
�x�1�x

Pk(nx)

k!

xZ
0

264
v+k
nZ
x

�
v + k

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv
N5;ng = n

e�nx

2A(1)

1X
0< v+k

n
�x��

Pk(nx)

k!

v+k
nZ
x

264
v+k
nZ
x

�
v + k

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv
N6;ng = n

e�nx

2A(1)

1X
�< v+k

n
�x�1�x

Pk(nx)

k!

1Z
v+k
n

264
v+k
nZ
x

�
v + k

n
� u
�2
g000(u)du

375 dv
dir. Burada

j(Rn;2g)(x)j � 2 (jN1;ngj+ jN2;ngj+ jN5;ngj+ jN6;ngj)
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dir. Nj;ng yi Rn;1g ispat¬ndaki şekliyle s¬ras¬yla i = 1; 2; 5 ve 6 için hesaplayal¬m.

N1;ng yi L1�normunda hesaplan¬rsa

kN1;ngk �
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
�<x� v+k

n
�x

pk(nx)

k!

v+k
nZ
0

�������
v+k
nZ
x

�
v + k

n
� u
�2
g000(u)du

������� dv
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
�<x� v+k

n
�x

pk(nx)

k!

v+k
nZ
0

�
v + k

n
� x
�2 264

v+k
nZ
x

jg000(u)j du

375 dv
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
�<x� v+k

n
�x

pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k

n
� x
�2 264

v+k
nZ
x

jg000(u)j du

375 dv
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

�
3(k � nx)2 + 3(k � nx) + 1

3n2

�264
v+k
nZ
x

jg000(u)j du

375
olup 3A00(1)

A(1)
+ 6A0(1)

A(1)
+ 3nx+ 1 � 3nx+ T (T > 0) elde edilir. Böylece

kN1;ngk �
1

6n

1Z
0

(3nx+ T )dx

v+k
nZ
x

jg000(u)j du

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Totik�in sonucu kullan¬rsa

kN1;ngk = O(1=n) (5.29)

elde edilir. Benzer şekilde, N2;ng kalan¬n¬hesaplayal¬m. N1;ng in ispat¬ndaki gibi

kN2;ngk �
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
0<x� v+k

n
��

pk(nx)

k!

xZ
v+k
n

�������
v+k
nZ
x

�
v + k

n
� u
�2
g000(u)du

������� dv

�
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
0<x� v+k

n
��

pk(nx)

k!

xZ
v+k
n

�
v + k

n
� x
�2 264

v+k
nZ
x

jg000(u)j du

375 dv

�
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
0<x� v+k

n
��

pk(nx)

k!

�
x+ k

n
� x
�2 264

v+k
nZ
x

jg000(u)j du

375 dv
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

�
(k � nx)2 + 2x(k � nx) + x2

n2

�
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dir. Böylece A00(1)
A(1)

+ A0(1)
A(1)

+nx+2xA
0(1)
A(1)

+x2 � x2+2x+nx+2 � nx2+nx+nx+nb

olup

kN2;ngk �
n

2n

1Z
0

(x2 + 2x+ a)dx

v+k+1
nZ
x

jg000(u)j du

elde edilir. Benzer şekilde Totik�in sonucu kullan¬l¬rsa

kN2;ngk = O(1=n) (5.30)

sa¼glan¬r. Şimdi benzer şekilde N5;ng y¬hesaplayal¬m

kN5;ngk �
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
0< v+k

n
�x��

pk(nx)

k!

v+k
nZ
x

�������
v+k
nZ
x

�
v + k

n
� u
�2
g000(u)du

������� dv
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
0< v+k

n
�x��

pk(nx)

k!

v+k
nZ
x

�
v + k

n
� x
�2 264

v+k
nZ
x

jg000(u)j du

375 dv
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
0< v+k

n
�x��

pk(nx)

k!

�
x+ k + 1

n
� x
�2 264

v+k
nZ
x

jg000(u)j du

375
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

�
(k � nx)2 + 2x(k � nx) + x2

n2

� v+k
nZ
x

jg000(u)j du

dur. Böylece

kN5;ngk �
n

2n

1Z
0

(x2 + 2x+ b)dx

v+k
nZ
x

jg000(u)j du

elde edilir. N2;ng kalan¬ndaki gibi benzer şekilde

kN5;ngk = O(1=n) (5.31)
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oldu¼gu görülür. Son olarak N6;ng kalan¬n¬hesaplayal¬m.

kN6;ngk �
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
�< v+k

n
�x�1�x

pk(nx)

k!

1Z
v+k
n

�������
v+k
nZ
x

�
v + k

n
� u
�2
g000(u)du

������� dv

�
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
�< v+k

n
�x�1�x

pk(nx)

k!

1Z
v+k
n

�
v + k

n
� x
�2 264

v+k
nZ
x

jg000(u)j du

375 dv

�
1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
�< v+k

n
�x�1�x

pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k

n
� x
�2 264

v+k
nZ
x

jg000(u)j du

375 dv
�

1Z
0

n
e�nx

2A(1)

1X
k=0

pk(nx)

k!

�
3(k � nx)2 + 3(k � nx) + 1

3n2

� v+k
nZ
x

jg000(u)j du

sa¼glan¬r.

kN6;ngk �
1

6n

1Z
0

(3nx+ T )dx

v+k
nZ
x

jg000(u)j du

ve Totik�in sonucu kullan¬rlarak

kN6;ngk = O(1=n) (5.32)

elde edilir. (5.29), (5.30), (5.31) ve (5.32) den

kRn;2gk = 8O(1=n)

elde edilir. (5.22) de yerine yaz¬l¬rsa

(K�
ng)

0(x) � g0(x) +
�
1

n
+
A0(1)

A(1)

�
g00(x) +O(1=n)

elde edilir. Stein�s eşitsizli¼gi yard¬m¬yla (Trigub ve Belinsky 2004),

kg00kL1[0;1) � C
q
kg0kL1[0;1) kg000kL1[0;1)

� C
�
kg0kL1[0;1) + kg

000kL1[0;1)
�

C > 1 olmak üzere

k(K�
ng)

0 � g0k � C

n
(kg0k+ kg000k) :

Bu da ispat¬tamamlar.
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Teorem 5.4 f; R+ üzerinde tan¬ml¬ s¬n¬rl¬ bir fonksiyon olsun. E¼ger f 000türevi,

x 2 R+ noktas¬nda mevcutsa, bu durumda

lim
n!1

n[(K�
nf)

0(x)� f 0(x)] =
�
1 +

A0(1)

A(1)

�
f 00(x) +

x

2
f 000(x)

sa¼glan¬r.

·Ispat. Taylor formülü yard¬m¬yla

f(vk) = f(x)+ (vk�x)f 0(x)+ (vk�x)2
g00(x)

2!
+ (vk�x)3

f 000(x)

3!
+ (vk�x)3h(vk�x)

(5.33)

elde edilir. Burada h(y) := hx(y) fonksiyonu her y için s¬n¬rl¬olup jh(y)j � M eşit-

sizli¼gi sa¼glar ve s¬f¬ra yak¬nsar. (5.33) denklemine operatörün türevli halini uygu-

layal¬m.

(K�
nf)

0(x) = A0;n(x)f(x) +A1;n(x)f
0(x) +A2;n(x)f

00(x) +A3;n(x)f
000(x) + (Rnf)(x):

(5.34)

Burada

Aj;n(x) := n
e�nx

A(1)j!

1X
k=0

Pk(nx)

k!

1Z
0

"�
v + k + 1

n
� x
�j
�
�
v + k

n
� x
�j#

dv

dir. Kalan terimler s¬ras¬yla,

(R1f)(x) = n
e�nx

A(1)

1X
k=0

Pk(nx)

k!

1Z
0

"�
v + k + 1

n
� x
�3
h

�
v + k + 1

n
� x
�#
dv;

(5.35)

ve

(R2f)(x) = n
e�nx

A(1)

1X
k=0

Pk(nx)

k!

1Z
0

"�
v + k

n
� x
�3
h

�
v + k

n
� x
�#
dv (5.36)

dir. (5.6) ve (5.19) kullan¬larak aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir

A0;n(x) = 0;

A1;n(x) = 1;

A2;n(x) =
1

n
+
A0(1)

nA(1)
;

A3;n(x) =
1

2n2

�
A00(1)

A(1)
+
3A0(1)

A(1)
+ nx

�
+

7

12n2
:
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Bu eşitlikler (5.34) yerine yaz¬l¬rsa,

(K�
nf)

0(x) = f 0(x) +

�
1

n
+
A0(1)

nA(1)

�
f 00(x)

+

�
1

2n2

�
A00(1)

A(1)
+
3A0(1)

A(1)
+ nx

�
+

7

12n2

�
f 000(x) + [R1(x)�R2(x)]

olur. ŞimdiR1(x) kalan¬n¬iki parçaya ay¬ral¬m ve s¬ras¬yla bu kalanlar¬hesaplayal¬m.

(R1f)(x) = n
e�nx

A(1)

X
j v+k+1n

�xj<�

Pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k + 1

n
� x
�3
h

�
v + k + 1

n
� x
�
dv

+
X

j v+k+1n
�xj��

Pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k + 1

n
� x
�3
h

�
v + k + 1

n
� x
�
dv

=
X
1

+
X
2

:

Her " > 0 için, 0 � y � � olacak şekilde jh(y)j < " eşitsizli¼gini sa¼glayan bir � > 0

vard¬r. Bu ilk toplamda göz önüne al¬n¬rsa

X
1

= n
e�nx

A(1)

X
j v+k+1n

�xj<�

Pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k + 1

n
� x
�3
h

�
v + k + 1

n
� x
�
dv

� n"
e�nx

A(1)

X
j v+k+1n

�xj<�

Pk(nx)

k!

�
(k � nx)3

n3
+
9(k � nx)2

2n3
+
7(k � nx)

n3
+
15

4n3

�

=
"

n2

"
A
000
(1)

A(1)
+ 3

A
00
(1)

A(1)
+ (3nx+ 1)

A0(1)

A(1)
+ nx

#
+
9"

2n2

�
A
00
(1)

A(1)
+
A0(1)

A(1)
+ nx

�
+

+
7"

n2
A0(1)

A(1)

� ~"
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bulunur. Şimdi
P
2

kalan¬n¬benzer şekilde hesaplayal¬m.

X
2

= n
e�nx

A(1)

X
j v+k+1n

�xj��

Pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k + 1

n
� x
�3
h

�
v + k + 1

n
� x
�
dv

� n

�2
e�nx

A(1)

1X
k=0

Pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k + 1

n
� x
�5
h

�
v + k + 1

n
� x
�
dv

� n
M

�2
e�nx

A(1)

1X
k=0

Pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k + 1

n
� x
�5
dv

� n
M

�2
e�nx

A(1)

1X
k=0

Pk(nx)

k!

�
(k � nx)5

n5
+
25(k � nx)4

2n5
+
130(k � nx)3

3n5
+

+
135(k � nx)2

2n5
+
51(k � nx)

n5
+
93

n5

�
Lokalizasyon Teoremi

q say¬s¬q � 2 bir tamsay¬olsun. fLng (n = 1; 2; :::) , H(q)(�)! C[c; d] [c � � � d)

tan¬mlanm¬̧s dizisi olsun. fLng operatörlerinin (t��)q+1 ve (t��)q+2 fonksiyonlar¬na

uygulabilir oldu¼gunu varsayal¬m ve

Ln((t� �)r; �) = O
�

1

nb(r+1)=2c

�
; (r = 0; 1; :::; q + 2)

olsun. Bu durumda, her f(t) 2 H(q)(�) için

Ln(f(t); �) =

1X
r=0

Ln((t� �)r; �)
r!

f (r)(�) +O

�
1

nq=2

�
eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Lokalizasyon Teoremi dikkate al¬n¬p yukar¬daki son eşitsizlikte göz önüne al¬n¬rsa,X
2

� ~"

elde edilir. R2(x) kalan¬n¬R1(x) kalan¬nda oldu¼gu gibi 2 parçaya ay¬ral¬m ve s¬ras¬yla

kalanlar¬hesaplayal¬m.

(R2f)(x) = n
e�nx

A(1)

8><>:
X

j v+kn �xj<�
+

X
j v+kn �xj��

9>=>; Pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k

n
� x
�3
h

�
v + k

n
� x
�
dv

=
X
3

+
X
4

:
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P
3

kalan¬için

X
3

= n
e�nx

A(1)

X
j v+kn �xj<�

Pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k

n
� x
�3
h

�
v + k

n
� x
�
dv

� n"
e�nx

A(1)

X
j v+kn �xj<�

Pk(nx)

k!

�
(k � nx)3

n3
+
3(k � nx)2

2n3
+
(k � nx)
n3

+
1

4n3

�

=
"

n2

"
A
000
(1)

A(1)
+ 3

A
00
(1)

A(1)
+ (3nx+ 1)

A0(1)

A(1)
+ nx

#
+
3"

2n2

�
A
00
(1)

A(1)
+
A0(1)

A(1)
+ nx

�
+
"

n2
A0(1)

A(1)
+

"

4n2

� ~"

elde edilir. Son olarak benzer şekilde
P
4

kalan¬n¬hesaplayal¬m

X
4

= n
e�nx

A(1)

X
j v+kn �xj��

Pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k

n
� x
�3
h

�
v + k

n
� x
�
dv

� n

�2
e�nx

A(1)

1X
k=0

Pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k

n
� x
�5
h

�
v + k

n
� x
�
dv

� n
M

�2
e�nx

A(1)

1X
k=0

Pk(nx)

k!

1Z
0

�
v + k

n
� x
�5
dv

� n
M

�2
e�nx

A(1)

1X
k=0

Pk(nx)

k!

�
(k � nx)5

n5
+
5(k � nx)4

2n5
+
10(k � nx)3

3n5
+

+
5(k � nx)2

2n5
+
(k � nx)
n5

+
1

6n5

�
Lokalizasyon Teoremi�dan X

4

� ~"

bulunur. Dolay¬s¬yla

lim
n!1

n [(K�
nf)

0(x)� f 0(x)] =
�
1 +

A0(1)

A(1)

�
f 00(x) +

x

2
f 000(x)

elde edilir. Bu ise ispat¬tamamlar.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde ele al¬nan temel kavramlardan biri varyasyon azalt¬c¬özellik olup, bilindi¼gi

kadar¬yla bu özellik üzerine yap¬lan ilk çal¬̧sma Lorentz�e (1953) dayanmaktad¬r.

Daha sonra Bardaro ve arkadaşlar¬ (2003), varyasyon yar¬ normunda yak¬nsak-

l¬¼g¬n elde edilebilmesi için operatörlerin varyasyon azalt¬c¬nitelik göstermesinin hem

gerekli hem de kritik bir koşul oldu¼gunu ortaya koymuşlard¬r.

Bu çal¬̧sma, özellikle Bernstein türü polinomlar ile singüler konvolüsyon integralleri

için varyasyon azalt¬c¬ özellik ile varyasyon yar¬ normunda yak¬nsama aras¬ndaki

ili̧skiyi ayr¬nt¬l¬bir biçimde analiz eden ve geli̧stiren Bardaro vd. (2003) çal¬̧smas¬n-

dan ilham al¬narak haz¬rlanm¬̧st¬r. Söz konusu temel çal¬̧sman¬n ard¬ndan varyasyon

yar¬normundaki yak¬nsama, yaklaş¬m teorisi kapsam¬nda yeni bir araşt¬rma yönü

olarak önem kazanm¬̧st¬r.

Tez kapsam¬nda elde edilen dikkat çekici sonuçlardan biri de, uzakl¬k kavram¬n¬n

tan¬ml¬olmad¬¼g¬yar¬normlu uzaylarda dahi yak¬nsaman¬n anlaml¬bir biçimde ifade

edilebilmesidir. Bu ba¼glamda en önemli nokta, L1 � normu ile yar¬norm aras¬nda

uygun bir ili̧ski kurularak söz konusu uzayda yak¬nsaman¬n sa¼glanabilmesidir.

Ayr¬ca bu tezde gerçekleştirilen araşt¬rmalar, Appell polinomlar¬kullan¬larak inşa

edilen Kantorovich-tipi Szász-Mirakyan lineer pozitif operatörünün varyasyon azalt¬c¬

özelli¼gi, varyasyon yar¬normundaki yak¬nsakl¬¼g¬ve yak¬nsama h¬z¬incelemekte olup,

literatüre özgün katk¬lar sunmaktad¬r. Böylece elde edilen sonuçlar¬n, benzer oper-

atörlere uyarlanabilir nitelikte olmas¬ve bu alanda çal¬̧san araşt¬rmac¬lar için motive

edici bir kaynak teşkil etmesi hede�enmektedir.
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