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Bu tez alt1 béliimden olugmaktadir.

[k boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, tezin ilerleyen béliimlerinde kullanilacak temel tamm ve kavramlara yer
verilmistir.

Uciingii boliimde, hiperbolik Einstein’in statik evrenindeki ortalama egrilik akiginin deje-
nere olmayan &Steleme solitonlar: verilmigtir. Uzays1 ve zamansi grafikleri olan 6teleme soli-
tonlart i¢in kismi diferensiyel denklemler (KDD) elde edilmigtir. Daha sonra, limit kiireleri
tarafindan olusturulan bu solitonlar simflandirilmigtir. KDD nin adi diferensiyel denklem-
lere (ADD) indirgenmesi gosterilmistir. ADD nin solitonlar: tizerine yapilan bir tartigma
onceki siniflandirmay1 gergeklemistir.

Dérdiincii boliimde, hem uzaysi hem de zamansi rotasyonel degigmez Steleme solitonlar:
siniflandirilmigtir. Ardindan, bir ADD elde edilip tiim ¢6ziimleri lizerinde bir ¢caligma ya-
pilmistir.

Besginci boliimde, uzaysi 6teleme solitonlar igin teklik teoremi gdsterilmis ve bununla bir-
likte basit kosullar altinda, bir alanin sinirinin izometrisinin tiim 6teleme solitonlarina ge-
nigletilmesine dair bir sonug elde edilmigtir. Bunun bir uygulamasi olarak, bowl (kase) bir
yuvar ile sinirlandirildiginda ki karakterizasyonu elde edilmigtir. Ayrica, siir1 bir dikdort-
gen olan limit kiireleri tarafindan olusan belirli 6teleme solitonlar: karakterize edilmistir.
Son boliim ¢aligmanin analizine ve tartigmaya ayrilmigtir.

Haziran 2024, 55 sayfa

Anahtar Kelimeler: Oteleme solitonlari, ortalama egrilik akigi, hiperbolik Einstein’m
statik evreni (HESE), limit kiireleri, hiperbolik uzay, uzaysi, zamansi, kismi diferensiyel
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This thesis consist of six chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, the basic definitions and concepts that will be used in the following
chapters of the thesis are contained.

In the third chapter, non-degenerate translating solitons of the mean curvature flow in the
hyperbolic Einsteins’s static universe are given. The partial differential equations (PDE)
for translating solitons which are graphs, both space-like and time-like, are obtained. Af-
terwards, those foliated by horospheres are classified. Indeed, the PDE is reduced to an
ordinary differential equation (ODE). A discussion on the solutions to the ODE provided
the previous classification.

In the fourth chapter, rotationally invariant translating solitons, both spacelike and time-
like, are classified. Subsequently, an ODE is obtained and a study is conducted on all its
solutions.

In the fifth chapter, for spacelike translating solitons, a uniqueness theorem is shown, as
well as a result to extend an isometry of the boundary of the domain to the whole transla-
tor, under simple conditions. As an application, a characterization of the bowl is obtained
when the boundary is a ball. In addition, certain translating solitons foliated by horosphe-
res whose boundary is a rectangle are characterized.

The final chapter is devoted to the discussion and conclusion of the study.

June 2024, 55 pages

Key Words: Translating solitons, mean curvature flow, hyperbolic Einstein’s static
universe (HESU), horospheres, hyperbolic space, spacelike, timelike, partial differential
equation (PDE), ordinary differential equation (ODE), rotationally invariant and elliptic
PDE.

il



TESEKKUR

Akademik egitimim boyunca bana yol gisteren, giivenini ve destegini her zaman hisset-
tigim, anlayigi ve sabri i¢in minnettar oldugum, bilgi ve tecriibeleriyle yoluma 1gik tutan
saygideger danisman hocam Prof. Dr. Ismail GOK’e, Ispanya’da bulundugum siire boyunca
tezimin her asamasinda destegini esirgemeyen, sabr1 ve degerli 6nerileri ile calismama katk:
saglayan saygideger es danisman hocam Prof. Dr. Miguel ORTEGA TITOS’a, Erasmus staj
hareketliligi siirecinde desteklerini esirgemeyen Granada Universitesi Geometri ve Topoloji
Anabilim Dali’na, 6gretim iiyelerine ve personeline, lisans egitimi yillarimdan beri her daim
fikir ve Onerileri ile galigmalarimi ileriye tagiyabilmemi saglayan saygideger hocalarim Prof.
Dr. Yusuf YAYLI ve Prof. Dr. Nejat EKMEKCI’ye, degerli zamanini ayirarak tez savunma

jiiri iiyem olan Prof. Dr. Erdal GUNER’e sonsuz minnetlerimi ve tegekkiirlerimi sunarim.

Ayrica tez siirecimde yapic elegtirileri ile tezimin gelisimine katki saglayan saygideger ho-
cam Dr. Ogr. Uyesi Erdem KOCAKUSAKLI'ya, degerli vaktini ayirarak bana destek olan
sevgili arkadagim Ebru YANIK’a ve teknik siirecte yardimlarimi esirgemeyen sevgili arka-

dagim Furkan SECGIN’e tegekkiirlerimi sunarim.

Uzun yillardir hayatimin her agamasinda sagladigi rehberlik ve destek ile bana kazandirdig:
degerler ve Ogretiler sayesinde, bagarili ve giicli bir insan olmami saglayan kiymetli hocam

Dr. Erding OZTEN’e en icten sayg: ve tesekkiirlerimi sunarim.

Son olarak, bana olan inancglarim hi¢ kaybetmeyen, attigim her adimda sevgi ve destek-
lerini derinlemesine hissetigim sevgili ailem; babam Agir YALCIN, annem Esra YALCIN,
abim Hasan YALCIN ve en biiyiik destek¢ilerimden biri olan halam Nazli YALCIN basta

olmak iizere tiim aileme ve dostlarima sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Tez calismami "2210-A Genel Yurt I¢i Yiiksek Lisans Burs Programi" kapsaminda destek-

leyen TUBITAK a en icten tesekkiirlerimi sunarim.

Buse YALCIN
Ankara, Haziran 2024

v



ICINDEKILER

TEZ ONAY SAYFASI
ETIK .

OZET . .
ABSTRACT .

TESEKKUR . .
SIMGELER DIZINI .
SEKILLER DiZiNi

1. GIRIS. . . . . . ..
2. TEMEL KAVRAMLAR

3. LIMIT KURELERI ICIN OTELEME SOLITONLARI

31 ws)=xldurumu . . .....oiii i e

3.2 w(s) =L durumu. . ...ootii e
33 w(s)#+lvew(s)#Ldurumu ...
331 m=1ldurumu ......... ... . i e
332 m>1ldurumu ....... ... e e

4. ROTASYONEL OLARAK DEGISMEZLER

4.1 Uzaysi durum . ... ..o ittt ittt it ittt ittt
4.2 Zamansl dUurUI. . . ..ottt ittt ettt et ettt

5. IZOMETRILER VE YARI DOGRUSAL ELIPTIiK KDD
6. TARTISMA VE SONUC

KAYNAKLAR .

OZGECMIS

ii
iii
iv
vi

. Vil

14
22
22
22
22
27
34
38
42
46
51
52
55



Kisaltmalar

H" x R
KDD
ADD

SIMGELER DIiZINi

Reel uzay

n-boyutlu Oklid uzay1
n-boyutlu Lorentz uzay1
n-boyutlu Hiperbolik uzay
Vektor uzayi

Toplam sembolii
Gradiyent

Normal vektor

Lorentz metrigi

(n — 1)-boyutlu limit kiiresi
Divergens operatorii

Sekil operatorii

Christoffel sembolleri
n-boyutlu manifold
Yari-riemann manifoldu
Ikinei temel formun izi
Vektor alani

Ortalama egrilik vektorii

v vektoriiniin ortogonal izdiistim vektorii

Lie grubu
Kronecker delta fonksiyonu
Yar1 dogrusal operator

nan tipinde 6zel ortogonal matris grubu

Hiperbolik Einstein statik evreni (HESE)

Kismi diferensiyel denklem
Adi diferensiyel denklem

vi



Sekil 3.1
Sekil 3.2
Sekil 3.3
Sekil 3.4
Sekil 3.5
Sekil 3.6
Sekil 3.7
Sekil 4.1
Sekil 5.1

SEKILLER DiZiNi

P, fonksiyonunun grafigi . . . . ... ..o 24
P, fonksiyonunun grafigi . . . . . ... .00 25
P; fonksiyonunun grafigi . . . . . ... ..o 0L 26
@ fonksiyonunun grafigi . . . ... ... 29
(> fonksiyonunun grafigi . . . . ... ... oL 30
@3 fonksiyonunun grafigi . . . . ... ..o L 31
@4 fonksiyonunun grafigi . . . . ... ..o 0oL 32
Spindle yiizeyi 6rnegi . . . . . .. ..o 44
Bir hiperdiizleme gore simetrik olan  érnegi . . . . . . ... ... 49

vil



1. GIRIS

Ortalama egrilik akigi, bir hiperyiizeyin egriligi boyunca geligimini tanimlayan ge-
ometrik bir evrim siireci olup, matematiksel arastirma alaninda koklii ve etkili bir
alan1 temsil eder. Cesitli bilimsel disiplinlerin baglant1 noktasinda konumlanan bu
alan, diger alanlarin yan sira geometrik analiz, geometrik oOlgii teorisi, parabolik
kismi diferensiyel denklem teorisi, diferensiyel topoloji, matematiksel fizik, goriintii

isleme ve bilgisayar destekli tasarimi kapsar.

Ortalama egrilik akisinimn tarihi, 20. yiizyihn ikinci yarisina kadar uzanir. Ik énemli
caligmalar, Brakke'nin 1978 yilinda tanimladigl “hareket eden ciimlelerin geometrik
ol¢iim teorisi” ile baglamigtir. Daha sonra, 1980’lerde Gerhard Huisken, ortalama
egrilik akiginin bircok temel 6zelligini ortaya koyarak bu alana 6nemli katkilarda
bulunmustur. Huisken’in c¢alismalarimi1 takiben, Hamilton ve Grayson gibi aragtir-
macilar ortalama egrilik akiginin daha genis ve derinlemesine incelenmesini sagla-

mislardir.

Son yillarda, ortalama egrilik akigi ile ilgili 6nemli ¢caligmalar yapilmigtir. Bu ¢alis-
malarm biiytik ¢ogunlugu Riemanniyan yapilar tizerinde ele alinmigtir (Garcia 2016,
Alias vd. 2020, Eddygledson 2020, Kocakugakli 2020, Batista ve De Lima 2022).
Lorentz uzayinda ve Riemann manifoldlarinda ortalama egrilik akiginin 6teleme so-
litonlar1 elde edilmig ve 6zelikleri incelenerek bu galigma alam genisletilmistir (Ko-
cakugakl ve Ortega 2017, 2021). Ozelikle, Steleme solitonlar1 (translating solitons)
bu alanin 6énemli bir aragtirma konusu olmugtur (Ortega ve Yalgin 2024, Yildirim ve
Ortega 2024). Baz1 aragtirmacilar hiperbolik uzayda doner simetriye sahip ¢oziimleri
inceleyerek 6nemli sonuclar elde etmislerdir. Bueno, H? x R uzayinda &teleme soli-
tonlarini incelerken, Lira ve Martin, bu ¢alismay1 daha genel Riemanniyan uzayina

genigletmistir (Martin vd. 2015).



Bu konu ile ilgili ¢aligmalara yapilan yaklagimlardan biri, 6teleme solitonlar1 ola-
rak bilinen ve ortam uzayinda bir 6teleme alt grubu altinda degismez kalan belirli

¢Oziimlerin incelenmesini igerir. Temel amag, ortalama egrilik akigini
H=1"

denklemine basitlestirmektir. Burada n > 2, H daldirmanin ortalama egrilik vek-

L+ v vektoriine dik bir vektor ise v vekto-

toriinii, v sabit (birim) bir vektor ve v
riiniin hiperyiizeyin normal demetine ortogonal izdiiglimiinii ifade eder. Dahasi, M
tizerinde bir eshomojenlik hareketi iceren daha genis bir yaklagim benimsemisler-
dir (Lawn ve Ortega 2022). Bu hareket bir Lie grubunun izometrilerini igerir ve
en fazla iki istisna disinda ortaya cikan hiperyiizeylerin sabit ortalama egrilige sa-
hip olacag sekilde yapilandirilmigtir (Alekseevsky 1993). Ornegin, reel hiperbolik
diizlem ile H? x R olarak gdsterilen bir reel dogrunun carpimimda dénmeye kars: de-
gismez translatorleri ele alimmigtir (Bueno 2018, 2020). Lira ve Martin, Bueno’nun
galigmasimi M x R Riemann garpimlarina genellestirdi (De Lira vd. 2019). Ayrica,
Pipoli ¢oziilebilir grup Sols’te ve Heisenberg grubunda oteleme solitonlarini ince-
lemigtir (Pipoli 2020, 2021). Kim, uzaysi 6teleme solitonlar1 iizerinde baz izometri
gruplarini kullanarak Minkowski uzayina tagindi (Kim 2020). Lorentziyen uzaydaki
bu ¢aligmalar1 ¢ok daha genel Lorentz uzaylarinda incelenmigtir ve bir eshomojenlik
hareketi iceren daha genig bir yaklagim benimsemislerdir. Diger bazi benzer problem-

ler mevcut literatiirde kapsaml bir gekilde incelenmigtir (Altschuler 1994, Ilmanen

1994, Clutterbuck 2007, Hoffman vd. 2021).

Ortalama egrilik akigi ile hiperbolik Einstein’'m statik evreninin (HESE) arka plani
arasindaki dinamik etkilesim, bu ¢aligmadaki aragtirmamizin temelini olugturur ve
bu alanda yapilan ¢aligmalara katkida bulunmay1 amaglamakta olup genel yapisi su
sekildedir:

Bu ¢aligmada, HESE’deki ortalama egrilik akisindaki 6teleme solitonlarin ve HESE’
nin hem hiperbolik dogasini hem de statik yapisini icermektedir. Aragtirmada 3 farklh
teknik kullanilmigtir. Bunlardan birincisi bazi kismi diferensiyel denklemleri adi di-

ferensiyel denkleme doniistiirmek icin izometri Lie gruplarinin etkisinin incelenmesi,
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ikincisi sinir problemini ¢ézmek i¢in dinamik sistemler kullanimi ve iigiinciisii genel
olarak eliptik yar1 dogrusal kismi diferensiyel denklemler teorisinin kullanilmasidir.
Yani bu, bu evrende ortaya ¢ikan belirli 6rnekleri siniflandirmay:1 amaclayan HESE
baglaminda ortalama egrilik akisindaki oteleme solitonlarini anlamak ic¢in bir ger-

ceve saglar.

Tezin iiciincii boliimiinde, ilk olarak, M = H" x R, hiperbolik Einstein statik ev-
reni tamimlanacak ve bu uzayda oOteleme solitonlar1 aragtirilacaktir. Daha sonra,
oteleme solitonlarinin 6zeliklerini incelemek i¢in bir tanim verilecek ve bu soliton-
larin ortalama egrilik akigina nasil uyum sagladig1 aragtirilacaktir. Ek olarak, bir
ornek iizerinde bu kavram uygulanacak ve H" i¢indeki minimal veya tiimiiyle ge-
odezik bir hiperytlizeyin H” x R uzaymda bir 6teleme solitonu (translator) olup
olmadig1 incelenecektir. Daha sonra, grafiksel oteleme solitonunun 3.2 kismi dife-
rensiyel denklemini saglayan bir fonksiyonla karakterize edildigi vurgulanarak temel
araclar1 gozden gegirilecektir. Ayrica HESE’de hiperbolik uzayda minimal veya tii-
miiyle geodezik hiperyiizeylerden inga edilebilen bir zamansi 6teleme solitonu ailesi
gosterilecektir. Ardindan, limit kiireleri tarafindan olusan uzaysi ve zamansi 6teleme

solitonlarimin siniflandirmas: ve 6zelikleri Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 ile verilecektir.

Tezin dérdiinci boliimii, SO(n) tarafindan rotasyonel olarak degigmez olan 6teleme
solitonlarinin incelenmesine ayrilmigtir. Bu incelemeyi kolaylagtirmak igin, éncelikle
Lorentz uzay1 L"*! hatirlatilmaktadir. Hem uzays1 hem de zamansi olmak iizere bu
Oteleme solitonlarinin tam bir simniflandirmasi Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 ile veril-
mektedir. Uzays1 6teleme solitonuna bowl (kase) olarak bilinen érnek verilmektedir.
Bowl haricinde, hepsi bir konik tekillige sahiptir. Tek zamansi1 6rnek olarak, Lemma
4.7 ile belirtilen yapiyla tanmimlanan ve spindle (Bkz. Sekil 4.1) olarak bilinen bir
bi-graf gosterilebilir.

Tezin besinci boliimiinde, bulgularin bir uygulamasi olarak Sekil 4.1 spindle yiizeyi,
Teorem 5.2 ile verilen sinira bagh uzays: 6teleme solitonlar: icin bir teklik sonucu

gosterilmektedir. Bu boliimde kullanilan yontemler, yar1 dogrusal eliptik kismi dife-
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rensiyel denklemler ve izometrilerden alinan araclari icermektedir. Bu alanda yapilan
bir diger galigma da verilebilir (Ros ve Sicbaldi 2013). Bir sonug olarak, basit kogullar
altinda bir kiirenin izometrisinin 6teleme solitonuna genisletilebilecegi ispatlanmak-
tadir. Bundan hareketle, sinir1 tam bir kiire olan uzaysi bir 6teleme solitonunun,
bir bowl pargasi olmak zorunda oldugu ispatlanmaktadir. Sonug olarak, Lemma 5.6
ile verilen sinirh bir dikdortgen olan ve limit kiireleri tarafindan olusturulan belirli

oteleme solitonlar: karakterize edilmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, tezin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak bazi temel tanim ve kavram-

lara yer verilmigtir.

Tanim 2.1 A # () ve R reel sayilar cismi iizerinde bir vektor uzayr V olmak iizere,
0:AxA—YV

fonksiyonu

(i) VP,Q,R € Aigin o(P,Q) + 0(Q, R) = o(P, R),

(i) VP € A ve herhangi bir 5 € V icin o(P,Q) = 3 olacak bicimde bir tek € A

noktasi vardir,

onermelerini dogruluyor ise A ciimlesine V vektdr uzayi ile birlestirilmis bir afin uzay

denir (Hacisalihoglu 1998).
Tanim 2.2 Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayr da V olsun.
Ve = (x1,...,2,) € VveVy = (y1,...,yn) € Vicin,

(,): VxV-—5R

seklinde tamimlanan ic carpima Oklid ic carpimi veya standart ic carpim denir. Bu

ic carpim ile birlikte A afin uzayina da Oklid uzay: denir (Hacisalihoglu 1998).
Tanim 2.3
d:E"xE"—R
(A4, B)— d (A, B) = | 4B
biciminde tanimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzayinda Oklid metrigi denir (Hacisa-

lihoglu 1998).



Tanim 2.4 X bostan farkh bir ciimle ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun. Eger
Vr,y,z € X icin

(i) = # yicin d(z,y) >0,
(i) d(z,y) =0 <= z =y,

(iii) d(z,y) <d(x,z)+d(z,v)

sartlar saglaniyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik denir. X bir ciimle ve d de bu
ciimle tizerinde bir metrik ise, d metrigi bu climle lizerinde bir tek topoloji liretir. Boylece

bir metrik uzay iizerinde topoloji tanimlamak her zaman miimkiindiir (Sahin 2012).

Tamim 2.5 f, R™ uzayinin bir U acgik climlesi tizerinde tanimli reel degerli bir fonksiyon
olsun. Eger f fonksiyonunun k. mertebeden kismi tiirevleri var ve k& < r olmak lizere,
siirekli ise f fonksiyonu r. mertebeden diferensiyellenebilirdir denir ve f € C" (U, R) ile
gosterilir. Eger Vr € Z* icin f € C"(U) ise f fonksiyonuna diferensiyellenebilirdir denir
ve f € C™ (U,R) ile gosterilir (Sahin 2012).

Deger uzayimin boyutunun 1 den biiyiik olmasi durumunda agagidaki tanim verile-

bilir.

Tanim 2.6 X bir Hausdorff uzay olsun. Eger Vp € K icin, R™ deki bir acik climleye
homeomorfik olacak sekilde p noktasinin bir acik komsulugu U varsa KC Haussdorf uzayina

bir topolojik manifold veya kisaca manifold denir (Sahin 2012).

Tanim 2.7 M bir manifold ve 7}, M, bu manifoldun p noktasindaki tanjant uzay olsun.
Bu durumda p € M noktasina T,M uzayinda bir tanjant vektor karsiik getiren X
diferensiyellenebilir doniisimiine vektor alani denir. Boéylece M manifoldu iizerinde bir
vektor alani

X:M— |JT,M
peEM

diferensiyellenebilir doniisiimiidiir. Burada Vf € C*°(M, R) icin, vektdr alaninin diferen-
siyellenebilir olmasi

Xf: M—R

pr— Xf(p) = X,(f)
ile tamimli fonksiyonun her mertebeden diferensiyellenebilir olmasidir (Sahin 2012).
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Tanmim 2.8 M # () bir cimle ve U, C R" acik alt climlesi icin z, : U, — M

doniistimii birebir bir déniisiim olsun.
(i) z4(U,) ciimlelerinin sonlu birlesimleri A ciimlesini &rter.

(i) zo(Us) Nxg(Us) = W # () sartimi saglayan herhangi «, 8 ¢ifti icin z, (W)
ve x5 1 (W) cliimleleri R™ vektdr uzayinin agik alt ciimleleridir. Bununla birlikte

257" oz, koordinat degisimi fonksiyonlar diferensiyellenebilirdir.
(iii) (Ua,xq) ailesi (atlast) (i) ve (ii) sartlariyla birlikte maksimaldir.

Yukaridaki iic sart saglandiginda M ciimlesine n-boyutlu diferensiyellenebilir mani-

fold adi verilir (do Carmo 1976).

Tanim 2.9 E”, n- boyutlu Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu d olmak iizere,
f:E" — E"
x — f(x)

fonksiyonu VP, Q € E™ icin

d:E"xE" — R

f(P), f(Q) — d(f(P), f(Q)) = d(P,Q)
kosulunu sagliyor ise f fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda bir izometri doniisiimii denir
(Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.10 V sonlu boyutlu reel vektor uzayi lizerinde simetrik bilineer form ¢ olsun.
Vv € Vigin

(i) v # 0 igin g(v,v) > 0 (g(v,v) <O0) ise g simetrik bilineer formuna pozitif

(negatif) tanimli

(ii) g(v,v) >0 (g (v,v) <0) ise g simetrik bilineer formuna pozitif (negatif) yar

tanimh

(i) Yw € Vigin g (v,w) = 0 iken v = 0 ise g simetrik bilineer formuna dejenere

olmayan



denir (Yiice 2015).

Tanim 2.11 V bir reel vektdr uzayinda g simetrik bilineer formunun indeksi; g|,, ne-
gatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W C V alt uzayinin boyutu ile tanimlanir

ve genellikle v ile gosterilir (Yiice 2015).

Tanim 2.12 V vektdr uzayinda {ej, ey, ..., e,} bir baz olmak iizere bu baza gére ¢

nin matrisi i¢in
G = [g;5] = [9 (ei, €))]
yazilabilir. Burada g simetrik oldugundan G matrisi de simetriktir ve
9 (Z ViCi, ijeg) = Zgz’jviwj

yazilabilir (Yiice 2015).

Tanim 2.13 n- boyutlu reel vektdr uzayr V lizerinde {e1, €9, ..., €,}, g skaler carpimi-

nin v indeksi V nin indeksi olarak tanimlanir ve v = indV yazilir (Yiice 2015).

Tanim 2.14 R” lizerinde tanimli

(vp, wp) = E viw; + E vjw;, 0<v<n
Jj=v+1

metrik tensdrii verilsin. Bu v indeksli metrik tensérle beraber R™ uzayina yarn Oklid

uzay! denir ve R? ile gosterilir.

(i) v =0 ise R? uzayi R" uzayina indirgenir.

(i) n > 2 i¢in R} uzayina Minkowski (Lorentz) n-uzay denir.

(i) n = 2 igin relativistik basit bir uzaysi 6rnegi elde edilir (Yiice 2015).
Tanim 2.15 v € RY vektdriine

(i) (v,v) >0 veya v = 0 ise uzaysi vektor

(ii) (v,v) =0 veya v # 0 ise null (1siks1) vektor
8



(iii) (v,v) > 0 ise zamansi vektor
denir. Ayrica R” deki tiim null vektorlerin climlesine null koni adi verilir (Yiice

2015).

Tanim 2.16 M ve N, sirasi ile m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar ve
F : M — N diferensiyellenebilir bir déniisim olsun. Bu durumda F' doniisiimiiniin
p € M noktasindaki ranki F, donisiimiiniin p noktasindaki ranki tanimlanir. Eger her
p noktasindaki F' doniisimiiniin ranki m ise, yani rank(F,p = m), F' donisimiiniine
daldirma veya immersiyon(immersion) adi verilir.

Bir F' izometrik daldirma ikinci temel formun 6zdes olarak sifir oldugu durumlarda tii-

miiyle geodezik olarak adlandirlir (Chen 2011, Sahin 2012).

Tanim 2.17 Bir (M, g) yar-Riemann manifoldu, asagidaki 6zeliklere sahip diferensi-
yellenebilir n-boyutlu bir M manifoldu ve M {izerinde tanimli, simetrik ve pozitif tanimli
olmayan (indefinite) bir metrik tensérii g olan bir cift olarak tanimlanir. Burada 7, M,

M manifoldu tizerindeki bir p noktasindaki teget uzayi olmak lizere g metrik tensorii
(i) Simetriklik: VX,Y € T,M i¢in g(X,Y) = g(Y, X),
(i) Pozitif olmayan tanimlilik: VX € T, M i¢in g(X, X) pozitif olmayabilir
ozelliklerini saglar (Lee 1997).

Tanim 2.18 Bir Riemann manifoldu M ve M lizerinde bir Riemann koneksiyonu D
olsun. D koneksiyonu

D2 x(M) x x(M) — x(M)
bi-lineer bir doniisiim olmak lizere VX,Y, Z € x(M) ve Vf € C*(M,R) icin
(i) Dx Y+ Z)=DxY — DxZ
(i) DyjxY = fDxY
(i) Dx(fY)=fDxY + X(f)Y

ozeliklerini sagliyorsa D koneksiyonuna M manifoldu lizerinde tanimh bir afin konek-

siyon veya kovaryant tiirev operatdrii adi verilir (Hacisalihoglu 2003).
9



Tanim 2.19 (M, g) bir Riemann manifoldu ve M iizerinde tanimli bir afin koneksiyon

D (lineer koneksiyon) olsun. O halde VXY, Z € x (M) olmak lizere D déniisimdi,
(i) DxY — Dy X = [X,Y] (sifir torsiyon &zelligi)

(i) Zg(X,Y) = g(DzX,Y) + g(X,DzY) (D koneksiyonunun metrikle bagdasa-

bilme &zelligi)

sartlarini sagliyorsa D koneksiyonuna M manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu denir

(Hacisalihoglu 2003).

Tanim 2.20 E" n-boyutlu Oklid uzayinda bir koordinat sistemi (z1,...,z,) olmak
uzere,
V:C(E"R) — x(E")

" 9f 0
fr%vf:zﬁxﬁm
i=1 T

seklinde tanimlanan fonksiyona f fonksiyonunun gradiyent fonksiyonu denir ve

of of of
Oxy Oxs’ ' Oz,

Gradf = Vf = (
seklinde gosterilir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.21 M bir yari-Riemann manifoldu ve f € C*° (M, R) olsun. V£, diferensiyel
df diferensiyelinin dual vektor alanidir ve VX € x (M) icin

(Vf, X) =df (X) = X[

olur. M manifoldunun koordinat sistemi (z1,...,x,) cinsinden, df ve Vf , sirasiyla,
" of . Of
df:;a—%axj ve szlzj:gﬂa%aj

esitlikleriyle ifade edilir (Chen 2011).

Tamim 2.22 M yari-Riemann manifoldunun U komsulugu iizerinde kurulan bir koordi-

nat sistemi icin Christoffel sembolleri

Vodj =Y THo, (1<i, j<n)
k

10



seklinde tanimlanir.

Not: [9;,9;] = 0 oldugundan, V,0; = Vy,; esitligi gerceklenir, dolayisiyla T'}; = T,

dir. Yani, Christoffel sembolleri alt indislerine gore simetriktirler.

Onerme 2.1 Bir M manifoldunun U komsulugu iizerindeki (z1, ..., z,) bir koordinat

sistemi icin Christoffel sembolleri

1 OGjm | OGim  09ij
Fk: I km J _ J
Yvo2 Zg ( ox; * z; 8xm)

m=1

ile verilir. Bu formiil literatiirde Ill.tip Christoffel sembolleri olarak adlandirilir

(O'Neill 1983).

Tanim 2.23 E™ uzayinin bir hiperyiizeyi S ve bu yiizeyinin birim normal vektor alani

N olarak verilsin. E™ uzayinda Riemann koneksiyonu D olmak iizere, her X € x(S) igin
S(X)=—-DxN

seklinde tanimli S’ doniisimiine S lizerinde sekil operatérii veya S yiizeyinin Wein-

garten doniisiimii denir (Hacisalihoglu 2000 ).

Tanim 2.24 (M, g) bir yari-Riemann manifoldu, X € x(M) ve (ey,...,e,) ortonor-
mal baz olmak lizere divergens X degeri
divX = Zq(VeiX, e;), € =gl(eje)==x1, gleje)=0, i#j
j=1

seklinde veya

n

X:ZWﬁ—m&:i%W
895]- )

Jj=1

baz vektorleri yardimiyla

olarak ifade edilir (Chen 2011).
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Tamim 2.25 n-boyutlu Oklidiyen i¢ carpim uzayi standart Oklid i¢c carpimiile (R™, (, ))

biciminde verilsin. n-boyutlu Hiperbolik uzay modeli
H" = {(z1,...,2,) € R"z1 >0}, n >2
ve R™ Oklid uzayinin bir alt ciimlesi olarak

1 n
gH":gp:x_12<7>p7p€H>n22

hiperbolik metrigi ile birlikte ele alinir. Bu metrik, hiperbolik uzayda uzunluk, aci, alan

vb. metrik 6zelikleri 6lgmek icin kullanilir (O'Neill 1983).

Tanim 2.26 Hiperbolik uzay H* = M ve n > 2 icin standart metrigi gu. ile ta-
nimlanan Oklidiyen uzaydaki Oklid i¢c carpimi, standart metrik olarak belirlensin. HESE,

M = H" x R olarak tanimlanan ve Lorentz metrigi
g = gun — dt?
olan bir yapidir.
Tanim 2.27 F : H* — H" fonksiyonu
(i) F fonksiyonu bijektif (birebir ve drten),
(i) F fonkiyonu ve tersi F~! differensiyellenebilirdir.

kosullarini saglyorsa F doniisiimiine bir diffeomorfizm ve g , H" hiperbolik uzayinin

metrik tensorii olmak iizere F diffeomorfizmi
(ii) Vp € H" ve Yu,w € T,H" i¢in gz ((dF)pv, (dF)pw) = gp(v,w)
kosulunu da gergekliyorsa F doniisiimiine izometri adi verilir (O'Neill 1983).

Tanim 2.28 R, n > 2 nin bir Q2 acik alt climle etki alaninda yer alir ve aksi belirtilmedigi

siirece u fonksiyonu C?(Q2) uzayindadir.

Qu = z”: a”(z,u, Vu) O"u
N T al’zal’j

,j=1

+b(z, 2, Vu), a9 =d’,

katsayilarinin yani, a”(x,z,p), 1,7 = 1,...,n, b(x,z,p) fonksiyonlarinin, Q x R x R

climlesinde (z, z, p) Gg¢liisiiniin tim degerleri icin tammhdir (Gilbarg ve Trudinger 2001).
12



Tanmim 2.29 U/, Q x R x R"™ ciimlesinin bir alt ciimlesi olsun. U/ icin, katsay1 matrisi
(a“(z,z,p)) veV(x, z,p) € U igin daima pozitif ise ) operatérii eliptik operatér olarak
adlandinilir. (a¥(x, z,p)) in minimum ve maksimum 6zdegerleri, A\(x, 2, p) ve A(z, z, p)
ile ifade edilir.

Eger minimum 6zdegerlerinin maksimum &zdegerlerine orani, yani 4 degeri U alt ciimle-
sinde sinirli ise, 2 ciimlesine U lizerinde diizgiin eliptiktir denir (Gilbarg ve Trudinger

2001).

Not: Eger () operatorii, 2 x R x R climlesinin tamaminda diizgiin eliptik ise, {2 da

diizgiin eliptiktir.
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3. LIMIT KURELERI ICIN OTELEME SOLITONLARI

Bu béliimde, 6teleme solitonlar: kavrami verilecektir ve H™ hiperbolik uzay: iginde
oteleme solitonlarimin limit kiireleri ile iligkisi incelenecektir. (n — 1)-boyutlu limit
kiiresi H™~ ! tamimlanacak ve teget uzay1 hesaplanacaktir. Daha sonra, limit kiire-
sinin birim normal vektorii belirlenip sekil operatorii hesaplanacaktir. Ayrica, bir
¢Oziimiin 6teleme solitonu olmasi kogulu incelenecek ve bu kogulu igeren bir diferen-
siyel denklem aranacaktir. Uzaysi ve zamansi durumlar da dahil olmak iizere farkli

durumlar ele alinarak, sonuclar analiz edilecek ve ilgili teoremler verilecektir.

Tanim 3.1 (Ortalama Egrilik Akisi) I bir agik aralik ve M"™, n-boyutlu diizgiin bir

manifold ve (M, g) ise n > 1 olmak iizere (n+1)-boyutlu yari-Riemann manifoldu olsun.

F:IxM-—M

(t,p) — F(t,p)

diizgiin bir harita olmak iizere Vt € I icin bir F, : M — M haritasi vardir. Bu haritanin
bir daldirma (immersiyon) olan F; déniisiimiiniin diizgiin ve M manifoldunun her nok-
tasinda diferensiyelinin birebir oldugu varsayilir. Vt € I icin, F; ddnisiimiiniin ortalama

egrilik vektorii, yani F; donlisiimiiniin ikinci temel formunun izi, H; ile gosterilir.

Eger Vt € I igin,
OF +
Ht(p) = <E(tap>) ) V(t,p) S PN M7
esitligi gercekleniyorsa F' haritasi bir ortalama egrilik akisidir, burada (*)*, F} doniisii-

miiniin normal ciimlesine dik olan izdiisiimii anlamina gelir.

Yeterince basit ¢oziimler elde etmek icin, M manifoldu, M manifoldu ile R reel
sayilar climlesinin kartezyen carpimi olarak kabul edilir. Bu durumda, sabit bir s € R
icin

T, M xR — M xR

(p,t) — Ty(p,t) = (p,t + 5)
14



izometri tanimlanabilir. Aslinda, tiim bu izometrilerin ctimlesi M manifoldunun izo-

metri grubudur. Burada
T:R—1Iso(M xR,g), T(s)="1T;

olur.

[zometrilerin gercekten bir monomorfizm oldugunu kontrol edelim. V (p,t) € M icin

T(s+ ) (p,t) =Terse(p,t)=(pt+s+5)=(p,t+5+5s)

=Ti(p,t +s) =T, 0 Ty(p, 1)
ve T'(s) = idp«r oldugundan, sirasiyla,
T(s+s)=Tso0T!
ve
T(s)(p,t) = (p,1)

olup
(p,t+s)=(p,t) = t+s=tises=0

elde edilir.
Diizgiin bir Q verildiginde, f; : Q@ — M ve fy : 0 — R diizgiin haritalar olmak
tizere Fy : QQ — M x R, Fy(p) = (fi(p), fa(p)) bir dardirma olarak verilir. Bununla

birlikte 6teleme solitonlar: araciligiyla
F:QxR— M xR, F(p,t) = (fi(p), f2(p) + 1) = T; (Fo(p)) -
akig tanimlanir. Tanim 3.1°e gore, F' doniigiimiinii ortalama egrilik akiginin
oF *
—(p,t =H
(Srw0) —Hw

bir ¢oziimiidiir. £}, = T; o Fy oldugundan, Gteleme solitonlar1 araciligiyla hareket
edilir ve bu déniisiimler izometrilerdir. Izometriler ortalama egrilik vektoriinii korur,

boylece H; = Hy olur, F{y doniigiimiiniin ortalama egrilik vektoriidiir ve

(%—f@, t))l = ((0,1))" = ot

esitligi gerceklenir.

—_
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Tanmim 3.2 Eger F; = T, o Fy ailesi bir ortalama egrilik akisi ¢céziimiiyse, bir hiper-
yiizeyin Fy, déniisiimiiniin bir 6teleme solitonu veya translatérii adini alir. Onceki
formiilasyona gore, bu

HO == 8tL
ile esdegerdir (Martin ve Lira 2019, Lawn ve Ortega 2022).
Q) C H" nin acik bir alt ciimlesi olsun ve u € O (2, R) grafigi I : 2 — M olarak
inga edilsin, burada I'(p) = (p, u(p)) olur. Metrik v = I'"*(, ), Q tizerindeki bir 6lgi

ve F': (Q,y) — (]\7[ , g) indirgenemez bir hiperytiizey olsun. Yaygin tanimlamalar
altinda, her X € T'M igin,

dF(X) = (X, du(X)) = (X, (Vu, X))

seklinde ifade edilir, burada Vu, u fonksiyonunun ( , ) gradiyentidir. Yukar1 yonlii

vektor alani
1
V:W(Vu,l), W =+y¢e(|Vu2 - 1) (3.1)

seklindedir. Burada ¢ := sign (|Vu|? — 1) = %1 sabit bir fonksiyondur. € sabiti tiim
Q) tizerinde aymidir. Yukaridaki ifadeler goz oniine alindiginda, v vektor alani elde

edilir ve g (v,v) = € olur.

Onerme 3.1 Verilen kosullar altinda sadece ve yalnizca, u fonksiyonu igin

div vu - ! (3.2)
Ve ([Vul2 = 1) e(|Vul2 - 1)
kismi diferensiyel denklemi gercekleniyor ise T' bir grafiksel teleme solitonudur (Lawn ve

Ortega 2022).

Ornek 3.1 H" icinde M minimal veya tiimiiyle geodezik bir hiperyiizey olsun. Bu
durumda, M x R, H" x_; R icinde de bir zamansi &teleme solitonudur ve grafiksel
degildir. Gercekten de, M, H" icinde minimal ve tiimiiyle geodezik olacaktir, bu da
onun ortalama egrilik vektoriiniin sifir oldugu yani, H = 0 esitligini gosterir. Ancak
simdi, &, € T (M x R) olur. Dolayisiyla, H = 0 = (9t)", 8, nin T (M x R) iizerine

izdistimudiir.
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H" hiperbolik uzay1 iginde (n — 1)-boyutlu limit kiiresi
anl = {p: (:1:1,...,51;”) EH”|LE1 :L%l}, fl eR

seklinde ifade edilir. Bu, hiperbolik uzayda 6zel bir alt uzaydir ve x; degeri z; ile

sabitlenmigtir. Normal vektor

N:H"! — TH"

B
pr— A(p)a— = A(p)o:

seklinde tamimlamir. A"~ limit kiiresinin p € H" ! noktasindaki 7, H"~* teget uzay
Tpanlz{XeRn‘Xlzo}, pEanl

seklinde verilir, burada, X € T,H" ! i¢in g (X, N) = 0 olur. O halde

2 1

g(N(p). N(p)) = Mp)" (0, 01) =1

esitliginden, p = (21, ...,2,) € H" ! i¢in A(p) = a1 ve N(p) = x10;|, bulunur.
H" tizerinde Levi-Civita koneksiyonu V ve N normal vektoriiniin sekil operatorii S

olarak tanimlanir. Burada
X=> X0
i=2
esitligi saglanir. H"~! limit kiiresinde diferensiyellenebilir bir egri
o <_57 6) — anl’ Ck(t) = <@1<t>7 s 704n(t))

parametrik denklemi ile verilsin. Bu egrinin baglangi¢ noktasi

a(0) =p=(a1(0),...,a,(0))

ve tiirevinin ¢ = 0 noktasindaki degeri ise

seklindedir. Burada, a;(t) = Z; sabit oldugundan «/(0) = 0 olur. Bu durumda, o/(0)
vektoriiniin ilk bileseni sifir, yani X € TH" ! oldugunda X; = 0 olur.

Bagka bir deyisle, egrinin teget vektorii X, ilk bilegeni sifir olan bir vektordiir.
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(O1,...,0n) climlesinin, (dzy,...,dz,) ciimlesinin dual baz1 oldugunu hatirlatalim.

O halde,
dry(X) =) Xpdxy (0p) =0

k=2
dir. Boylece

SX = —VXN = —VX (1‘181)
= —del (X) 81 - $1VX81
= —l'1VX81

= —I i XiVaial

=2

= _xlznjxiznjrflak, i>2
k=1

1=2

dir.

(2.22) ile verilen Christoffel sembolleri tanimina gore;

1 & dg o d9; 1 g
k km 1m m 21 o R )

m=1

_1 - 2 OGim | OGim  Ognn o

m=1
1 5 (0g1k  Ogi Ogan\ .
2I1<8x, +8l’1 axk b= 791 O
1,/0 (1 o (1
7 (3 (%) * o ()
1 -2 -2
= §$% (x_?éilélk + x_?ézk)
1

- (_5i151k - 6zk)

X1

dur.

Bu durumda baz1 basit hesaplamalar yapildiginda

n

SX =—x; Z X; Z i (—0i101% — O4k) Ok

iz k=11
=2 k=1
=> ) Xibuoh
=2 k=1
= Z Xjﬁj = X
j=2
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olarak bulunur.

p € H" ! igin h(p), S sekil operatérii matrisinin izi olsun. Bu durumda

+1 ... 0
h(p) =iz4(S) = izy (X — +X) =1z

0 ... +1
(n—1)x(n—1)

oldugundan,

esitligi gerceklenir.
Q = Q C H" agik bir alt ciimle ve v € C* (Q, R) olmak iizere

'Q—mMm

p+—L(p) = (p,u(p))

bir Gteleme solitonudur. Uciincii boliimde tanimlandigi gibi Onerme 3.1 yardimiyla

diven (Yu) _ 1
VW) T w

esitligi gerceklenir. Burada, W = /¢’ (|Vu|2 — 1) ve ¢/, T dteleme solitonunun nor-

malinin igaretine bagl olarak hesaplanir. Birim normal vektor alani
vr : Graph(u) — x (M)

olmak iizere I' 6teleme solitonunun dejenere olmadigi, yani I'*¢ nin dejenere olmadigi
varsayalim. Bu demektir ki v birim normal vektorii, ¢/ = —1 oldugunda uzays
vektor, ¢/ = +1 ise zamans1 vektor, burada ¢’ = g (v,v) = 1 dir. ' Steleme
solitonunun grafiginin limit kiireleri tarafindan olugsmasini ve bu nedenle €2 agik alt
climlesinin de limit kiireleri tarafindan olusturulmasini istiyoruz. Dolayisiyla, I C R
icin Q = I x R"! olur. u déniisiimiiniin limit kiireleri tarafindan degismez kalmasin
bekliyoruz. Boylece, u yalnizca bir degiskene bagl olur. Burada u : 2 — R olmak
uzere

u:I xR —R

(1, ..., xp) — u(xq)
bi¢iminde tanimlanir. H" hiperbolik uzay1 i¢indeki yoriingelerin yalnizca limit kiire-

lerinin oldugu bir G Lie grubu, yani G = (R"~! +) alinacaktur.
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Lemma 3.1
¢ : R x H* — H",
(01, ooy 1), (1,00 vn) — (X1, 0 + V1,00, Ty + Upq)

haritasi H™ lizerinde Lie grubu G izometrilerinin diizgiin bir hareketidir.

Ispat. Burada v € R"! olmak iizere
o, H" — H",
(21, ... xn) —> (T1, 22 + V1, ..., Ty + Uyq)
doniistimiiniin bir izometri oldugunun gosterilmesi amaclanmaktadir. p € H" ve
X € T,H" alindiginda, ®,, diizgiin bir haritadir ve (<I>v)_1 = ¢_, esitligi gerceklenir.
Gergekten,

va o q)—v (p) - q)v (171,1'2 —V1y...,Tp — Un—l)

= (21,2 — V1 + V1, ..., Ty — Vpoq +Up1) =P

olur. Diger yandan

d
(d@v)pX = aq)v o« (t) ’t:O

d

Tt
d

T dt
= (O/l(t)a O/2(t>7 c O‘;1<t)) ’t:O =X

D, (aq(t), ..., an(t)) =0

(a1 (t), a(t) + v1,. oy an(t) + vn_1) |i=o

gerceklenir. m

Onceki hesaplamalarda, Lie grubunun izometrilere gére hareket ettigi gosterildi. Bu
nedenle, p,q € H" igin, p ~ ¢ eger @, (p) = ¢ saglayan v € G varsa, bu bir egdegerlik
iligkisini saglar. Sonra, IT : H" — H" /3 bir izdiigiim fonksiyonu elde edilir, burada
H"/G = (0,+00) olur. p = (z1,...,2,), ¢ = (y1,...,Yy,) olmak iizere, p ~ g olmasi
i¢in gerek ve yeter sart z; = y; > 0 olmasidir. Bu da bélimiin (0, +00) araliginda

tanimlanabilecegini dogrulamaktadir,
II:H" — (0,+00) CR

dogrusal bir haritadir. Her p € H" igin, (dII),, = II gergeklenir. Ancak, H" hiperbolik

uzaydaki H" /G = R uzaymna izdiigiim fonksiyonu

p:-H"—R
20



i¢in p (x1,...,2,) = In(z1) donisiimi kullanilacaktir. O halde,

Vol, = %Vmp = 2101], oldugundan |Vp|* = g (2,0, 2,0;) = J:f# = 1 olur.
p(2) = R esitliginden, f: I CR — R, u = fopdyle ki F(p) = (p, f(p(p))) ve
graph (f o p) limit kiireleri ile olugur.

s € Rigin H, = p~!(s) limit kiiresidir. H, limit kiiresinin —Vp ya gore ortalama
egriligini hesaplayalim. N(p) = z101], = Vp(p) oldugu bilindigine gore, normali
N (p) = —x104|, olarak degistirerek, h (p) = 1 — n elde edilir. (Vp) nun divergensi

n—1

div(Vp) = > g(Ve,Vp,e;)

i=1
olur. Burada (ey,...,e,_1,6, = Vp) TH" tanjant uzay: iizerinde yerel ortonormal

baz climlesidir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda

1
9(VepVp.Vp) = 5Vp(g(Vp,Vp)) =0

elde edilir.
p fonksiyonunun gradiyenti, p fonksiyonunun seviye ciimlelerine dik bir birim vek-

tordiir, dolayisiyla kendi tizerine olan tiirevi sifirdir. S sekil operatori
VxN =-5X
esitligi ile ifade edilir. Daha sonra,
g(VxN,X)=—-g(5X,X)

gerceklenir. Bu, X yoniindeki ikinci temel form katsayilarinin toplamini verir. Son

olarak, h ortalama egriligini elde etmek igin tiim e; koordinat yonleri toplanirsa
> g(VeN.e)=—h
i=1

bulunur. Ayrica, & = |Vp| = +1 oldugu goz ontine alindiginda, u = f o p oldugu
varsayilir ve f : [ — R bir doniigiim olur. Bu, I',, kismi diferensiyelinin limit kiireleri
tarafindan olugturuldugu anlamina gelir. Lawn ve Ortega (2022)’nin makalesinde yer

alan Teorem 3.5’e gore, I, bir 6teleme solitonu olmasi igin gerek ve yeter gart

frs)=(1=f()) A= f(s)n—1)), n>2 (3.3)
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olmasidir. Simdi, w = f’ alalim, boylece w’ = f” olur ve m = n — 1 parametre

degisikligi yapilirsa
w'(s) = (1 —w(s)?)(1 —mw(s)), burada m € R, m > 1 (3.4)

elde edilir.
Simdi, (3.4) ile verilen diferensiyel denklemin ¢éziimiinde miimkiin olan durumlar

ayr1i ayr1 inceleyelim.

3.1 w(s) =+1 durumu

Bu durumda, f fonksiyonu f(s) = £s+ fj olur, burada f; sabit terimdir. I' dejenere

oldugundan bu durum goz ard: edilir.
3.2 w(s) =+ durumu

Bu durumda, 1 # m = n — 1 > 1 olur ve fonksiyon fi(s) = = + fo bigiminde elde

edilir ve fy sabit terimdir. Dolayisiyla I' uzaysi olur.

3.3 w(s) # =+l ve w(s) # = durumu

Bu durumun ¢oziimii i¢in bazi1 hesaplamalar yapilirsa, sqg € R olmak tizere

w/(s) B w/(s) o
OO —mu(s) / 0= w?(5)(1 —mu(s)” 0

olur. Degigken degisikligi = = w(s) = dz = w'(s)ds yapildiginda

dx
/(y_ﬁx1—nm):3_5° (3:5)

olur.

Buna gore, m degerinin durumlarina gore asagidaki siniflandirma yapilabilir.
3.3.1 m =1 durumu

(3.5) esitligindeki integralde m = 1 alinirsa

dx
/f1_mya+x):8_30 (36)
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olur. Burada

1 A B C
I—2(+2) 1-z (=22 14z (3.7)

oldugu goz oniine alinirsa

Al —2)(1+2)+B(l+2)+C(1 —2)* =1,
Al -2+ Bl 4+2)+C(z* —22+1) =1,
2 (-A+CO)+2(B—-20)+A+B+C =1,

elde edilir.
—A+C=0= A=0C,

B-2C0=0= B=2C,
A+B+C=1=C+2C+C=1,
esitliklerinden

degerleri bulunur.
A, B ve C degerleri (3.7) denkleminde yerine konulup elde edilen denklem (3.6)

denkleminde g6z 6niine alinirsa (3.5) denkleminin ¢éziimii

dx 1 1 1 1
P = = ——In|l — —— 4+ —1In|1 D 3.8
0= [ e — gl -l gl e D (69

seklinde elde edilir. Asagidaki araliklara ihtiyag oldugu aciktir:

R—{-1,41} = (—o0,—1) U (—=1,+1) U (+1, +00) .

P fonksiyonu farkli araliklarla sinirlandirarak 3 farkli fonksiyon elde edilir, yani,
Py = Pl(—s,-1), P» = P|(_141), P3 = P|(41,+) fonksiyonlari. Bunlarin ézelikleri

asagidaki onermeler ile verilir.

Onerme 3.2 z < —1 icin, Py(z) fonksiyonu

biciminde ifade edilir. Ayrica, x belirli degerlere yaklastik¢a fonksiyonun sinirlar

lim P (z)=0, lim Pi(x)=—o0
T—>—00 i—):ll
mil<0
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olur. Bu durumda, P, fonksiyonu siirekli azalan ve Im(P;) = (—o0,0) olur. Sekil 3.1 ile

Py fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Sekil 3.1 P; fonksiyonunun grafigi

Ispat. Smirlar belirlemek i¢in (3.8) denklemi # < —1 icin tammlanr ve limit de-

gerleri
lim Pi(z) = ~In(1) + —— =0
ParartSl 4 2(+00) o
—0 1
JAm, Bilr) =71 (_—2) HETE R

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar. m

Onerme 3.3 —1 <z < +1 icin, Py(x) fonksiyonu

1
2(1- 1)

(x+1) 1
(1—z) 2(1-ux)

+

1 1 1
Py(z) :—Zln(l—x)+ +Zln(1+x)zzln

biciminde ifade edilir. Ayrica, x belirli degerlere yaklastikca fonksiyonun sinirlari

seklindedir. Bu durumda, P, fonksiyonu siirekli artan ve Im(P;) = R olur. Sekil 3.2 de

P, fonksiyonunun grafigi goriilmektedir.
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Sekil 3.2 P, fonksiyonunun grafigi

Ispat. Smurlar belirlemek i¢in (3.8) denklemi —1 < z < +1 oldugu gbz 6ntine alinir

ve limit degerleri

. 1 +0 1
Jim, Py(z) = 71n (7) T oGy T T
1 1
4

z>—1
2
im P(x) n (—i—O) + 2(40) +00

r—1
<l

elde edilir. Boylece, ispat tamamlanir. m

Onerme 3.4 1 <z < +oo icin, Py(z) fonksiyonu

(x+1) 1
@—1)  2(1—2)

1 1 1
Py(z) = =7 In(=1+2) + + 5 In(1+2) =

2(1 —x)
olarak elde edilir. Ek olarak, P, ve P, coziimlerindeki gibi bir yaklasim izlenerek P
fonksiyonunun sinir degerleri

lim Ps(z) = —oo, limPs(z)=0

z—1 4o

z>1
z—1>0

biciminde bulunur. Burada, P; fonksiyonu siirekli artan ve Im(P;) = (—o0, 0) olur. Sekil

3.3 ile P; fonksiyonunun grafigi verilmektedir.
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1

Sekil 3.3 P; fonksiyonunun grafigi

Ispat. Smirlar belirlemek icin agagidaki iglemler yapilirsa

1 2 2
1' P E _1 e _— —
lim 3 () 2 (+0> + 20=0) +00 + (—00)

z>1

belirsizligi ortaya cikar. Belirsizlikten kurtarmak icin L Hospital kurali kullanildi-

ginda
: 1 1 1 . 1 1 2
lim (—Zln(l’— 1)+m+zln(1+l‘)) = lim <_z_lln(x_ 1)+Zl—x)
z>1 z>1
In(2)
Ty
= —00
elde edilir ve limit degeri
lim Ps(z) = 11 (1) + ! =0
T\ =g P

olur. Bu da ispat1 tamamlar. m
Simdi, P, : (—o0, —1) — R fonksiyonunun ters fonksiyonunu ingaa edelim.
Py (w(s)) = s — sp € (—00,0) gbz oniine alinirsa s < s olur. O halde, s € R

verildiginde,

t1: (—00,50) = (=00, —1), s+ t1(s) = Pl_l(s — 50)
dir.
Béylece

fo i (—00,80) =2 R, s fo(s) = /s t1(v)dv —I—]%, j/; eR

S0
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olarak tanimlanir.
Simdi de P, : (—1,41) — R fonksiyonunun ters fonksiyonunu ingaa edelim.
Py (w(s)) = s — sp € (—00, +00) oldugu gbz oniine alinirsa, so € R verildiginde,

f3 fonksiyonu

fg:R—)R,S'—)f3(8):/st2(7‘)d’f‘+ﬁ,£€R

S0

olur. Burada,
ty R — (—=1,1), s — tao(s) = Py (s — s0)
olup, benzer gekilde, so € R verildiginde,
t3: (—00,s50) — (1,400), s — t3(s) = Py (s — s0)
olmak iizere f; fonksiyonu

fa:(—00,80) — R, s — fu(s) = /S ts(k)dk + fi iR

S0

seklinde elde edilir.
3.3.2 m > 1 durumu

(3.5) esitligindeki integralde yer alan [ Mﬁ ifadesi

! _ A + = + ¢ (3.9)
(1—2)(1-—mz) 1—2 14z 1—mz’ ‘

esitligi yardimiyla diizenlenirse

Al +2)(1 —max) + B(1 —2)(1 —max) + C(1 —2?) = 1,
2*(—mA+mB —~C)+z(-mA+A—-mB—-B)+A+B+C =1,

elde edilir. Burada,
—mA+mB—-C =0,
(1-m)A—(1+m)B=0,
A+B+C =1,
denklemlerinin bir sonucu olarak

1 1 m2
om — 2 om+2 mZ—1




degerleri bulunur. A, B ve C degerleri (3.9) denkleminde yerine yazildiginda,

dx 1 1 1 1
= — dzr + dz
(1 —22)(1 — mx) 2m -2 ) 1—z 2m+2 ) 14z

L / L 4
0
m2 —1 1—mx

1

= In|1 — In|1
2m_2n| x!+2m+2n| + |
S In|l —mz|+E, E €R,

m?—1
dx 1 1
= = In|1 — In|1
Qlx) /(1—x2)(1—maj) 2m — 2 a| x|+2m+2 [l + 2|
- QO_ - Inf1 — me| (3.10)

elde edilir.

m > 1 i¢in,
R—{-1,+41,1/m} = (=00, -1) U (=1,1/m) U (1/m,+1) U (+1, +00),

araliklara ihtiyac oldugu aciktir. Q fonksiyonu farkl araliklarla kisitlanarak
Q1 = Ql(=oo-1), Q2 = Ql(=1,1/m), @3 = Qla/m,+1), @1 = Q(41,400) fonksiyonlari

elde edilir. Bunlarin baz1 6zelikleri asagidaki Onerme’ler ile verilebilir.

Onerme 3.5 —oco < x < —1 icin, Q,(z) fonksiyonu

1

@ilr) = 50—

In(1—z) +

In(—1—2x) —

In(1 — max)

2m + 2 m2 —1

esitligiyle ifade edilir. Ayrica, = belirli degerlere yaklastikca fonksiyonun sinirlari

lim Qi(x) = —o0,
r——1
r<—1
z+1<0

lim Q(z) = -

T——00 m2—1

m

In(m) <0; m>1

olur. Burada, @, fonksiyonu azalan ve Im(Q;) = (—oco, 125 In(m)) olur. Sekil 3.4 ile

(01 fonksiyonunun grafigi verilmektedir.
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Sekil 3.4 @)1 fonksiyonunun grafigi

Ispat. Limit degerlerini belirleyelim.

: 1 m
il%n_lll Q1(z) = T— In(2) + D In(0) — 1 In(1+m)=—o0
Diger limit degeri
I L -2+ — (1 —2) = —" (1 — ma)
m = n — ni—1 — — n _
e\ 2m — 2 T o 12 Y e

= +00 + (+00) — (+00)

dir. Belirsizlik limit kurallarina gore ¢oziildiigiinde,

. 1 1 m m
xErEloo = (Qm — In(—z) + 2 In(—z) — ] In(m) — ln(—:p)>

oldugundan limit degeri

lim Ql(x) = _m2 _

T—r—00

olur. Bu da ispat1 tamamlar. m

Onerme 3.6 —1 <z < L icin, Q2(x) fonksiyonu

Q2 () In(l —z)+ In(1+z)— In(1 — ma)

T om—2 om + 2 m2—1

biciminde ifade edilir. Ayrica, x belirli degerlere yaklastikca fonksiyonun sinirlari

lim @Qy(x) = —o0, lim @Qy(x)=+o0
z——1 r— L
z>—1 m
2150 r<k
x—%<0

olur. Burada, Q) fonksiyonu artan ve Im(Q2) = (—o0, +00) = R olur. Sekil 3.5'de @3

fonksiyonunun grafigi verilmektedir.
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Sekil 3.5 Qo fonksiyonunun grafigi

Ispat. Smirlar belirlemek icin agagidaki adimlar incelenir:

. 1
ilé’n—lll Qa(z) = D In(2) + S In(0) — T In(1+m) = —oc.
Diger limit degeri
li = ! In(1 In(1 In(1
S Qa(r) = g gl =) o () = Za Il = ma)
z< L

m

1 1 1 1 m
= In{1—— In(1+—)— In(0) =
2m—2n( m)+2m+2n(+m> m2—1n() oo
olarak bulunur ve boylece ispat tamamlanir. m

Onerme 3.7 L <2 < +1icin, Q3(z) fonksiyonu

1
2m —2

Qs(x) In(1—z)+ In(1+x)— In(—1 4 mx)

2m + 2 m2 —1

esitligi verilir. Ayrica, = belirli degerlere yaklastikca fonksiyonun sinirlari

lim Q3(z) =400, lim Qs(x) = —o0

r— L T—+1
m

z>1

m

1
z—2->0

olur. Burada, @3 fonksiyonu azalan ve Im(Q3) = (—o0, +00) = R olur. Q5 fonksiyonu-

nun grafigi Sekil 3.6'da goriilmektedir.
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Sekil 3.6 Q3 fonksiyonunun grafigi

ispat. Agagidaki adimlar yarimiyla kolaylikla

1 1 1 1 m
li = In{l1-—-— In{1+4+— In(0) =
ZLH%Q:S(%) 2m—2n< m)+2m+2n< +m)m2—1n() oo

>+
li = ! In(1 In(1 In(—1
1 1
= 0 In(2) — In(—1 =—
om = O+ 5 T @) = T (=L 4 m) = —oo

goriiliir ve bu da ispat1 tamamlar. m

Onerme 3.8 +1 < x < 400 icin, Q4(x) fonksiyonu

Qulr) = 55 In(~1+7) +

In(1+z)—

In(—1 4 mx)

2m + 2 m2 —1

biciminde tanimlanir. Ayrica, 6nceki fonksiyonlarda oldugu gibi sinirlar

: , m
xl>_1>:1r£11 Q4(z) = —o0, xgrfoo Qu(z) = T= m2ln(m) <0; m>1

z—1>0

elde edilir. Burada, Q, fonksiyonu artan ve Im(Qy4) = (—oc0, 25in(m)) olur. Sekil 3.7

ile Qo fonksiyonunun grafigi cizilmistir.
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Sekil 3.7 Q4 fonksiyonunun grafigi

Ispat. Bu smirlarm nasil belirlendigini detayh olarak agiklayalim.

15121 Qule) = g L+ a) + o s b o) = 2 (=1 m)
1
= In(2) — In(—1 =—
om —2 MO+ 5 @) = ey In(= 14 m) = —oo
Diger limit degeri hesaplanirsa
Jim Q) =t (5 nle =D+ g hte ) - 7 e =)
= +00 + (4+00) — (+00)

olur. Belirsizlik limit kurallarina gore ¢oziiliirse

. m

lim Q4(z) = In(m) <0; m>1

T—+00 N 1-— m2

olarak hesaplanir. Bu da ispat1 tamamlar. m
Elde edilen fonksiyonlar1 uzaysi ve zamansi 6zeliklerine gore simiflandirarak, yuka-
ridaki lemmalar 118inda kolaylikla goriilen ispatsiz olarak yer alan asagidaki iki

teorem verilebilir.

Teorem 3.1 T': Q) — H" x_;R bir uzaysi 6teleme solitonu (translatér) olsun. Vp € Q
icin, I'(p) = (p,u(p)) olur, burada u € C*(Q) dir. O halde, T limit kiireleri tarafindan
olusturulur ancak ve ancak f € C?(I), I C R dir éyle ki u = f o p ve f asagidaki

durumlar gercekler.
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- it R—R, fi(s) =5 + fo, fo €R.

N

. n=2, fs: R—R, f3(s) = [P (s)ds + fo, fo € R.
3. 7’L>2 f6 R—>R f6 fQQ dS‘I‘fo,foeR

4n>2 f7 RHR f7 ng dS+f0,f0€R

Teorem 3.2 T': Q) — H" x_; R bir grafiksel zamansi Steleme solitonu (translator)
olsun. Vp € Q icin, I'(p) = (p,u(p)) olur, burada v € C%(Q) dir. O halde, T limit
kiireleri tarafindan olusturulur ancak ve ancak f € C?(I), I CR diréylekiu = fop

ve [ asagidaki durumlari gercekler.

1. n=2, fo:(—00,8) — R, fa(s) = [ P (s)ds + fo, fo € R.

N

77/:2,f4 ( OOSO)—>Rf4 fPB d3+f07f0€R

3. n> 27 f5 : (—OO, n%:gn ln(n_ 1)) _>R f5 le d8+f07 fO eR.

>

7’L>27f82(— ”—lln(n—l))—ﬂR fg fQ4 dS+f0,f0€R

00 92
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4. ROTASYONEL OLARAK DEGISMEZLER

Bu boéliimde, rotasyonel olarak degismez olan 6teleme solitonlar: incelenecektir. Bir
bagka deyisle, Lie grubunun, SO(n) izometrilerinin hiperbolik uzaydaki etkisi gosteri-
lecektir. Bunu yaparken Weierstrass hiperkuadrik modeli kullanilacaktir. Bu gekilde,
kismi diferensiyel denklemdeki degisken sayisini1 azaltarak bir adi diferensiyel denk-
lem elde edilmesi saglanacaktir. Daha sonra, bu ADD nin tiim ¢oziimlerini igeren
bir caligma yapilacaktir. Bunu saglayabilmek icin de Oklid diizlemindeki bir vektor
alanimin tiim ADD ¢6ztimleri, bu vektor alaninin integral egrileri yardimiyla olustu-
rulabilmesini saglayacaktir. Ayrica Lawn ve Ortega (2022)'nin "Translating Solitons
in a Lorentzian Setting, Submersions and Cohomogeneity One Actions" adli maka-
lesinden ve S. Wiggins’ in "Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems
and Chaos" adli kitabinda bulunan dinamik sistemlerden yararlanilarak bazi sonug-

lara yer verilecektir.

n > 2 olmak {izere Lorentz uzayi,

<($17 s 7xn+1) ’ (yla s 7yn+1)>L =T1Y1 + .o+ TulYn — Tnt1Ynt1

i¢ carpimiyla birlikte

Ln—H — Rn+1

seklinde ve hiperbolik model

H" = {p € Ln+1| <p’p>L =—1, Prs1 > 0}

seklinde tanimlansin. Basit hesaplamalarla T,H" = {V € R"™/(V, p), = 0} oldugu
goriiliir. Simdi, y : H* — R x(p) = p pozisyon vektdrinii tanimlayalim. Bu
vektor L™ dizerindeki H™ uzayimna birim zamans: normal vektor alamdir. Ayrica,
AV = 4V (aym zamanda denk olarak A, = +idpmn) oldugundan, H" — L

timiyle umbilik olur.

p:H"™ M — (1, 400)

(plv' o 7pn) > Dnt1 = P(ph- .. Jpn)
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déniigiimiinii ele alahm. p~' {s} = {p € H"|p,11 = s, s > 1} saglanir ve dolayisiyla
bu ciimle v/s2 — 1 yaricapli bir (n — 1) kiiredir.
Vp = —0h11+ax € T,H" oldugundan, (Vp, x); = 0 gerceklenir. Baz1 hesaplamalar
ile
0= (—=0Oht1+ax, X)L
= (=01, 0, +alx, X,
= (=01, X)), —a = a = —(Ons1,X);,
esitligi bulunur. Buradan
(Vp,Vp), = (=0Ons1 = (Ons1, X)X> —Ons1 — (Fns1, X)X)
=(Onr1 + (Onr1, X)X Ot + (Ot X)L X)
= (Ont1, Ons1) + (Ons1, )2 (X X) + 2(0ns1 + (Ong1, X)X)
= =14 (Dn+1,0°(=1) + 2041, X)”
= (Ons1,X)* — 1 # +1

elde edilir. Yapilan hesaplamalar neticesinde

vp = _an+1 - <an+17X>LX7
(Vp,Vp), = (=0ns1 — (Ons1, X)X —Ont1 — (Ons1, X)X) = (Ont1, x)° — 1 # +1.

oldugu goriiliir.

Izdiisiimii yeniden parametrize ederek

7:H" — (0, +00), T:1n<\/ﬁ+p>

elde edilir.

Agikca, p = cosh(7) ve V1 = \/12—1Vp olur ve her seviye ciimlesi igin bir birim
2

normaldir. Her seviye ciimlesinin ortalama egriligi hesaplanirsa,

Vp
V=1

olur. Baz1 f : I — R icin v = f o p oldugunu diisiiniildiigiinde, I', nun kiireler

h = div(VT) = div ( ) = (n — 1) coth(r)

tarafindan olusturuldugu anlamina gelmektedir.
Lawn ve Ortega (2022)'nin makalesinde yer alan Teorem 3.5 gbz Ontine alindiginda

agagidaki onerme verilebilir.
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Onerme 4.1 Bir u = for fonksiyonunun grafiksel, rotasyonel degismez ve T, Steleme

solitonu olmasi icin gerek ve yeter sart f : I C (0,4+00) — R fonksiyonunun
f'(s) = (1= (f'(s))*) (1 = (n — 1) coth(s) f'(s)) (4.1)
ADD nin bir ¢éziimii olmasidir (Lawn ve Ortega 2022).

Bir sonraki amacimiz (4.1) denkleminin ¢6ztimlerini incelemektir. Bunun igin (4.1)

ifadesinde w = f’ alinarak
w'(s) = (1 —w?(s)) (1 — (n — 1) coth(s)w(s)) (4.2)
ADD incelenecektir.

Uyar1 4.1 Bir w ¢6ziimii bu ADD vyi sagladiginda, her basit f = [w icin asagidaki
grafiksel rotasyonel degismez Gteleme solitonu elde edilecektir. Ayrica grafigi I', olan

u := f o7 bileskesi tanimlanacaktir.

Ik olarak,
wig, w_q : (0,400) — R,  wyq(s) =+1, w_i(s) =—1

agikar ¢oziimleri elde edilir. fi; = f w41, dejenere hiperyiizeyleri saglayacaktir. Bu
boliimiin ilerleyen kisimlarinda bu ¢oziimlerin de hesaplamalarda kullanimina ihti-

yag olacaktir.

Wiggins (2003)’in makalesi goz éniinde bulundurulursa,

X :R? — R?,

s,z — X(s,2) = (sinh(s), (1 — 2%) (sinh(s) — (n — 1) cosh(s)z)) (4.3)
dinamik sistemi tanimlanabilir. X sisteminin ¢ozlimleri, yani kritik noktalari,

Po = (0’0)7 P1 = (O’ 1)7 b1 = (07 _1)

olacaktir. Buradan hesaplamalar yapildiginda

aa—); = (cosh(s), (1 — 2%) (cosh(s) — (n — 1) sinh(s)z))
%—f = (0, =2z (sinh(s) — (n — 1) cosh(s)z) + (1 — 2%) ((1 — n) coth(s)))
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elde edilir.
X’in p’deki diferansiyeli DX (p) ile gosterilmek tizere py, p; ve p_; noktalar1 DX (p)

nin 6zdegerlerine gore (n > 2)

1 0 1 0 1 0
DX(pO) = ) DX(pl) - ) DX<p—1> =

1 1—n 0 2(n—1) 0 2(n—1)
seklinde simiflandirihir. Burada goriilmektedir ki p; ve p_; 6zdegerleri pozitiftir ve

bundan dolay1 birer kaynaktirlar. Ancak py noktasinin bir 6zdegeri pozitif iken,

digerinin negatif oldugu agiktir ve boylece py noktasi bir eyer noktasidir. Asagidaki

esitlikler
&={(s,2) e R’|s > 0},
& ={(s,2) eR*|z > 1},
E_ = {(s,z) € R?z < —1},
S={(s2)eR-1<z<1}
tanimlanabilir.

Lemma 4.1 (4.2) denkleminin her w ¢dziimii igin, X'in bir integral egrisi vardir.

Ispat. (4.2) denklemi i¢in bir ¢éziim olarak w : I — R doniigiimii digiiniildiigiinde
ve s'(r) = sinh (s(r)) esitligi géz oniinde bulunduruldugunda z(r) = w (s(r)) olur
ve boylece v(r) = (s(r), z(r)) = (s(r),w (s(r))) olacagindan, X’in bir integral egrisi

olur. m
Lemma 4.2 Her bir integral egrisi
v K, — R?
r—(r) = (s(r), 2(r))
olmak iizere s(r) bir birebir ve érten fonksiyon olacak sekilde w := z o s7! ile verilen
esitlik (4.2) denkleminin bir ¢oziimiidiir.
Ispat. v, X (v(r)) = 7/(r))’m bir integral egrisi olduguna gore
s'(r) = sinh (s(r)),

Z(r) = (1 — Z(T)Q) (sinh(s(r)) — (n — 1) cosh(s(r))z(r))
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ve s(r) birebir ve érten bir fonksiyon oldugundan dolay: her y € K, i¢in

s' (s7(y)) = sinh(y)
seklinde yazilabilir. Bu nedenle

Z (s (v))
s'(s71(y))

esitligi (4.2) denklemi i¢in bir ¢éziimdiir. m

w'(y) = = (1—w(y)?) 1 — (n—1)coth(y)w(y))

Lemma 4.3 ADD nin her

Z(ry=(1-n) (1 - z(r)Q) z(r)

¢oziimii igin, B(r) = (0, z(r)) egrisi X in bir integral egrisidir.

Ispat. Bir B(r) = (0, 2(r)) egrisi olmak iizere 3 egrisinin X in bir integral egrisi

oldugunu gosterilmelidir. O halde,

B'(r) =(0,2'(r))
=X (0, 2(r)) = (sinh(0), (1 — z(r)?)(sinh(0) — (n — 1) cosh(0)z(r)))

= (0, (1 = 2(n)*)(1 = n)z(r))
esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla, 2/(r) = (1 — n)(1 — 2(r)?)z(r) olur. m
4.1 Uzays1 durum

|f'| <1 yada diger bir deyisle |w| < 1 oldugunda uzaysi 6teleme solitonlar: incele-

necektir.

Lemma 4.4 (4.2) denkleminin her w ¢éziimii, baslangig kosulu (so, 29) € £, olacak
sekilde w(sg) = 2p i¢in w : (0,400) — R seklinde (bir ¢dziim olarak) genisletilebilir.
Ayrica, lir%w(s) € {—1,0,+1} elde edilir.

s5—

Ispat. —1 < w(s) < +1 olmak iizere (4.2) denkleminin yerel bir w ¢6ziimii elde edi-
lir ki bu w4 (s) = £1 sabit ¢oziimleri ile sinirhidir. Bu nedenle w, w : (0, +00) — R
olacak sekilde genigletilir. Lemma 4.1 ile, w dan X in bir v, : (0,+00) — R in-

tegral egrisi olugturulur. Lemma 4.3 geregince de X (p) = 0 olacak sekilde v, ve (3
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yalmzca keyfi p noktasinda kesigir. Fakat bu durum yalmzca hH(l) w(s) € {—1,0,+1}
s—
ya da p € {po, p11,p_1} oldugunda saglanir. m

Simdi,

9:&—R

s,z U(s,z) = (1 — 2%) (sinh(s) — (n — 1) cosh(s)z) (4.4)

fonksiyonunu ve v = {(s,2) € £ | 9(s,2) =0} = {(s,2) € £ | z = tanh(s)/(m — 1)}

cimlesini ele alalim.

Onerme 4.2 w : (0, 4+00) — (—1, 1) doniisiimii (4.2) denkleminin bir ¢éziimii olsun
oyle ki keyfi sp € (0,400) igin |w(sg)| < 1 saglanir. O halde,

(i) (4.2) denkleminin bir tek w : [0,+00) — (—1,+1) ¢6ziimi vardir ve burada
tanh(s)

(n—1)

Einﬁ(f)) ise herhangi bir s > sq i¢in w(s) < t(inﬁ(f))

w(sg) < w(sg) ise limsow(s) = —1 saglanir.

w(0) = 0 saglanir. Vs € (0, 4+00) igin w(s) < gerceklenir.

(ii) Eger w(so) < olur. Ayrica,

(iii) Eger w(so) > w(so) ise lims_,ow(s) = +1 saglanir.

Burada her durumda,

1
lim w(s) =
5—+00 n—1

esitligi gbz onilinde bulundurularak islemler gerceklenir.
ispat.
(i) Ik olarak
w'(so) = (1 —w(s)?) (1 — (n—1)cosh(s)w(s)), w(0)=0

sinir probleminin ¢oziilmesi gereklidir. Eger bir ¢6ziim varsa, X in karsilik gelen
integral egrisi (0,0) noktasinda baglayacaktir. DX (0,0) in 6zdegerleri \; = 1
ve A2 = 1 — n olarak bulunur ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler

sirasiyla Vi = (n, 1) ve Vo = (0,1) dir. Wiggins'in kitabindaki Teorem 3.2.1.
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(i)

ile 7(0) = (0,0) ve 4'(0) = V; olacak sekilde X vektor alaninin bir v integral
egrisi mevcuttur. O halde, Lemma 4.2 ile birlikte bir sinir problemi i¢in gerekli
coziim elde edilir. Tlaveten,

tanh(s)

>0
n—1

UA}(S()) >

olacak gekilde sy € (0, +00) oldugunu varsayalim.
Buna bagl olarak @'(sg) < 0 ve w(0) = 0 degerleri kullanilacaktir. Agiktir ki
streklilik geregi, s; € (0, s¢) i¢in bir

_ tanh(s;)

W(sy) =

n—1
ve sy € (81, 50) igin @'(s1) > 0 olacak sekilde

tanh(sy)
n—1

QD/(SQ) >

varligi soyleyebilir. Ancak bu durumda
0 < i'(sy) = (1 - w'(s2)2) (1 — (n — 1) coth(so)i(s2)) < 0
oldugundan bu bir ¢eligkidir.

(4.4) denkleminden ¢ fonksiyonu vardir. Varsayalim ki (sq, w(so)) ifadesi
Y (s0, w(sp)) = 0 esitligini saglasm. O halde,

(Tw(s0)*)0(s0, w(so))
tanh(sg)

w'(sg) = =0

yazilabilir. Dahasi, yeterince kiigiik 6 > 0 vardir 6yle ki s € (s — 0, sg) ise

(1 — w(s0)*)¥(s0, w(s0))

<0
tanh(so)

w'(s) =

ve s € (So,80 + 9) ise w'(s) > 0 olur. Bu demektir ki w grafigi a ciimlesine
degiyorsa, w yerel bir minimuma sahiptir. Bu nedenle de w grafigi bir noktada

a degerinin altindaysa, diger tiim noktalar i¢in de o degerinin altinda kalir.

Ayrica, w(sg) < w(sg) ise Lemma 4.4 ile birlikte

limw(s) € {—1,0,+1}
s—0
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(iii)

olur.

2o < W(sp) oldugundan ADD ¢oziimlerinin tekligi nedeniyle, her s € (0, +00)

i¢in w(s) < w(s) olur ve

limw(s) < w(0) =0

s—0

oldugundan

£1_r>%w(s) =—1

elde edilir.

Eger w(sg) > w(sg) ise

(1 — w(s0)*) 9 (s0, w(s0))

tanh(s) <0

w'(s0) =

gerceklenir. Bu sebeple, w grafigi (0, sg) da w grafiginin tizerinde kalir. Dola-

yisiyla Lemma 4.2 ile, miimkiin olan tek limit

limw(s) = +1

s—0

seklindedir. Son olarak, s biiyiik oldugunda, w nun grafigi o nin iizerinde ise
w kesinlikle azalandir. Ancak, w nun grafigi o nin altinda ise w kesinlikle

artandir. O halde,

bulunur.

Tanim 4.1 f(s) = [(s)ds + fo fonksiyonu icin iliskili olan rotasyonel degismez

oteleme solitonu bowl olarak adlandirilir.

Onerme 4.2 ile asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.1 H"™ x_; R uzayinda rotasyonel simetrik uzaysi dteleme solitonu I' veril-

diginde, Vp € H" i¢in f : (0,4+00) — R vardir, dyle ki f fonksiyonu icin ADD (4.2)

denkleminden ve T'(p) = (p, f(p(p))) fonksiyonundan ii¢ tip f = [ w fonksiyonu yani

bowl, lim_,ow(s) =1 ve limy_,ow(s) = —1 olarak elde edilir.
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Uyar1 4.2 Onerme 4.2 de verilen (i) ve (iii) ifadelerinde

limw(s) = +1

s—0

saglanir. Bu da donme eksenine yaklastiginda Steleme solitonunun 7/4 liik bir agiyla

eksene carpacagi anlamina gelir. Dolayisiyla, bir konik tekilligi mevcuttur.
4.2 Zamansi durum
Lemma 4.5 (sg,z) € R? verildiginde, s > 0 ve 2o > 1 icin ilgili ¢6ziim

limw(s) = +1

s—0
olmak iizere w : [0, sg + €) — [1, +00) seklinde genisletilir.
Ispat. wy (s) = +1 sabit ¢oziimii alttan bir siirdir. Ciinkii J(s, 2) > 0,V (s, 2) € £,

icin w degerinin arttigi biliniyor. Daha sonra, Onerme 4.2'nin (ii) ifadesine benzer

sekilde [0, sg 4 ) ’a genisletilir ve boylece

limw(s) = +1

s—0

sonucu elde edilir. =
Lemma 4.6 (sg,z) € R? verildiginde, so < 0 ve 2o < 1 icin ilgili ¢6ziim

ll_r%w(s) =—1

olmak iizere w : [0, s + &) — (—o0, —1] seklinde genisletilir. Ciinkii V (s, z) € £_ igin

Y(s, z) < 0 saglanir.

ispat. Ispat1 Lemma 4.5%in ispatindan aciktir. m

f fonksiyonunun tersi olan g fonksiyonunu ele alalim. Gerekli hesaplamalar yapildi-

gimda 1= ¢’ (f(s)) f'(s) ve dolaywsiyla da 0 = ¢” (f(s)) f'(s)?2+ 4 (f(s)) f"(s) olarak
bulunur. O halde,




elde edilir. f o g(t) =t almirsa

0=/f"(g(t) g'(t)* + f" (9(t)) g" (¢)

anlamina gelir ki
g"(t) = (¢'(t) = 1) (coth (9(t)) — g'(t)) (4.5)

ADD nin elde edilmesini saglar.

Lemma 4.7 (4.5) ADD i¢in g : (ty —¢&,tg +¢) — R ¢Ozimi verilsin. Bdylece,
g"(to) = —coth(go) < 0 olmaz iizere fy : (go — 9,9,] —> R fonksiyonlari (4.1)

denkleminin ¢oziimleridir ve bunlar

g fonksiyonunun ters fonksiyonlaridir. f. rotasyonel olarak degismez iki grafiksel Gteleme

solitonu insaa edildiginde birlikte diizgiin bir hiperylizey olustururlar.

Ispat. ¢, € R icin

g'(t) = (€' +&4'(t)?) (coth (g(t) — g'(1))) . g'(to) =0, g(to) =50 € 1

baglangi¢ deger probleminini ele alalim. Diizgiin bir « : (tg —e,t9 +¢) — R ¢o-
ziimi vardir. Burada, t, o nin kritik bir noktasidir ve o’(¢y) = €’ coth(sg) ssglanir.
coth(sg) # 0 oldugunda ¢y noktasi a nin bir ekstremumudur. g, = g| (to, %o + €) ve
g— = g| (to — &,to) kisitlamalari, gerekirse ¢ u indirgeyerek, birebir hale getirebili-
riz. Ters fonksiyonlar1 f, ve f_ (4.1) denklemini saglayacak sekilde olugturmak igin

fi+ (g(t)) =t ele alinir ve bu sekilde

1= f1(g9(t)d'(t)
0= f1(g(t)) g'(t)* + fi (9(t) g"(t)
L) d'(t)? = =1 (9(t) (€' +Ea/(t)?) (coth (g(t) — ¢'(1)))
elde edilir. Daha sonra, s = g(t) ve ardmdan ¢'(t) = 1/f} (s) olarak degistirilir ve
boylece

ff& - '+<1s>z (8+¢'f1(5)%) (1 — coth(s) f(s))
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elde edilir. Benzer bir hesaplama da f_ ic¢in yapilabilir. Kargilik gelen grafiksel Gte-
leme solitonlar1 birlegimi ve bunlarin ortak sinirlari diizgiin bir 6teleme solitonunu
saglar. Ciinkii, g diizgiin bir fonksiyon ve f, ve f_ grafigini yeniden parametrize

etmek icin birer aractir. m

Tanim 4.2 Spindle, Lemma 4.7'de elde edilen rotasyonel olarak degismez hiperyiizey-

dir.

Sekil 4.1 Spindle yiizeyi 6rnegi

Uyar1 4.3 Lemma 4.5 ve Lemma 4.6'ya gore, lir% w(s) = £1 oldugundan 7 /4 agih bir
s
konik tekilligi vardir.

Teorem 4.2 H"™ x_; R uzayindaki herhangi bir rotasyonel olarak degismez, zamansi

Oteleme solitonu bir spindle’in acik bir alt climlesidir.

Ispat. w : (s — ¢, 50 +¢) — (1,400) fonksiyonunun (4.2) denkleminin bir ¢oziimii

oldugunu kabul edelim. Lemma 4.5 yardimiyla, w : [0, so + &) — (1,400) genisle-

tebiliriz ve 1iIT(l) w(s) = 1 saglamr. s; > sp + € meveut oldugunda lim w(s) = 400
s—

S—S1

(sonlu zamanda sonsuza gider) oldugunu gosterecegiz.

w'(s) = (1 —w(s)?)(1 — (n — 1) coth(s)w(s)) = sinh(s)d(s, w(s))
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ifadesi bilinmektedir. Dolayisiyla, F'(s,z) = (1 — 2?)(1 — (n — 1) coth(s)z) saglanir.
Bununla birlikte, w'(s) = F (s, w(s)) elde edilir. T = (0, +00) X [1,+00) ve

F,G : T — Rifadeleri tanimlandiginda G(s, z) = (2°—1)z olur. Agikga, V(s,2) € T
icin F'(s,z) > G(s, z) ifadesi saglanir. Daha sonra, 2z : (0,59 + A) — R ve z (sg) = 2o

olmak tizere z/(s) = G (s, z(s)) ifadesinin ¢éziimi

1 1 1
z(s) = Vi A= —iln (1 — ?) ,AeR
seklindedir. limAz(s) = +o0 ifadesine dikkat edilmelidir. Bu hesaplamalar yardi-
s—so+
miyla, s; € (Sg, o + A) olmak iizere lim w(s) = +oo esitligi saglanir. f fonksiyonu

S—S1

ile baglanip w = f’ > 1 ile devam edilirse her w sonlu zamanda sonsuza gider ve
bunun i¢in Lemma 4.7 kullanilir. O halde, her f fonksiyonu kesinlikle artandir ve
g = [ esitligi saglanir bu yiizden bir noktada lim ¢’(z) = 0 olur. Benzer sekilde

Z—20

w = f" < —1 i¢in de yapilabilir. =
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5. IZOMETRILER VE YARI DOGRUSAL ELIPTIK KDD

Bu boéliimde, KDD nin yerel olarak sinirli 6zdegerlere sahip eliptik yar1 dogrusal bir
denklem oldugu gosterilecektir. Bu, ¢oziimiin Oklidiyen uzayin smirh acik araliktaki
degerlerinden, KDD nin ¢oziimlerinin tekliginin elde edilmesine olanak taniyacaktir.
Buradan, SO(n) tarafindan degigmez ¢oziimleri, sinir kiiresinde sabit degerlere sahip
noktali bir yuvar iizerinde tanimlanan tek ¢oziimler olarak karakterize edilecektir.

2-boyutlu durumda, limit kiireleriyle olugsmus ¢oziimleri, dikdértgenin kenarinda uy-
gun fonksiyonlar secerek, dikdortgen i¢inde tanimlanan tek ¢oziimler olarak da ka-

rakterize edilebilir.

Lemma 5.1 ¢ = —1 oldugunda, (3.2) ifadesindeki KDD yari dogrusal bir eliptik ope-

rator gibi davranir ve dahasi yerel diizgiin eliptiktir.
Ispat. Bunu gostermek icin yarim diizlem modeli

H" = {(z1,...,2,) € R"|z; >0}, n>2
Blz(al,...,an),

BQZ(Gi:$1aifi:17...,n)

kullanilacaktir. Hiperbolik metrik
g=gm = —(. ); glee;) =a79(8;,0;) = (0;,0;) = by
1

seklindedir. Burada d;;, standart Kronecker deltay: ifade eder. O halde, w; = Oju

alindiginda .
Vu= x% Z 1;0;
i—1
elde edilir.
(Vul? = 37 atuf ve Vo,0; = > TH0k goz Oniine almdiginda, [Vul> < 1 elde
edilir. Boylece 1 > 273" | u? olur. Gerekli hesaplamalar yapildiginda

% =div (%) = —(Vu)() + %diV(VU)

1 =div(Vu) — (5.1)



bulunur. O halde,

div(Vu) Zg Ve, Vu,e;) = ] Zuu + 2wy + Z i ;i Uj s

=1 2,7=1

1/2
W= (1—|vuP)'? = (1—2:1: ) ,
n n 1/2 xg n Qj4 n
Vu)(W) = | 23 O] 11— 22 S 2_ 21
(Vu)(W) (551;“ )( ;%U]) WmZu] WZUUJUJ

j=1 ij=1
esitlikleri elde edilir. Ttim bu hesaplamalar (5.1) denkleminde yerine yazilirsa

i,j=1 1 i,j=1

esitligi elde edilir ve bu esitlik W2z? ifadesi ile carpildiginda

0= Z <x% (1 - Zx%ui) bij + :c‘lluiuj> wij + 2uq @ (1 — Z xfu%)

,j=1 k=1
—l—xlulzu +Zx1 (1—ixfui>uﬂ“’ —1—1—21‘ u
1,j=1 k=1

elde edilir. a¥ ve b katsayilar

a?b:H" x R" — R,
a’(x,p) = 22 ( lepk ) i + T1PiD;,
b(x,p) = 2uyzy (1 - leuk) + 2y Zn:uf
+Zx1 (1—Zx1uk>ulfz —1+Zx

3,j=1

seklinde elde edilir. Diger yandan, A = (a*) matrisinin pozitif tanimh olup olmadi-
gini kontrol edelim. O halde,
A=2a? <1 — ix%pi) I, + 1B
k=1
oldugu goriilmektedir. p, ¢ € R™ alindiginda B = p'p ve (p,q) = pq' saglandigindan
Bp' = plpp' = |p|?p’ gergeklenir ve

Ayt — ( (1 - zx%pz> N x‘i|p|2) )
k=1
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Burada [, birim matristir. Dolayisiyla, Bp' = |p|?p’ ve ¢ L p oldugundan pg’ = 0
olur. O halde, A¢' = 2% (1 — > 7_, 23p}) ¢' olur. Boylece, A katsayisin 6zdegerleri

M = af (1—Zx%pi> P ve Ma(p) = a2 (1—Zw%pi)
k=1 k=1
olur.

A={(z,p) e QxR"|2}p|> <1,2; >0}, A, M:A—>R

climlesini tanimlayalim. A i¢in, Ay > 0 ve A\; > 0 oldugundan () operatorii eliptiktir.
Ayrica, U C A alimirsa U acik ve U kompakt olur. O halde U,

Ap z3|pl?
A1y L > 1
A2 1- Zk:l x%pi

ile iistten ve alttan simirlanmigtir. Dolayisiyla, @ yerel diizgiin simirhdir. =

Gilbarg ve Trudinger (2001) ¢aligmasindaki Teorem 10.2 gbz Oniine alinarak agagi-

daki teorem verilebilir.

Teorem 5.1 2, R" icinde sinirli bir acik aralik ve u,v € C° (Q) NC?(Q) olsun. Q bir

yari dogrusal operatér ise

1. (Q operatorii, u veya v fonksiyonlarina gore yerel diizgiin eliptiktir,
2. a¥ katsayisi z fonksiyonuna bagh degildir,
3. V(z,p) € Q x R™ igin b katsayisi z fonksiyonu iginde artmayandir,

4. a¥ ve b katsayilari, 2 x R x R” icindeki p degiskenlerine gore siirekli olarak tiirev-

lenebilirdir.
Q icinde Qu = Qu ve 02 lizerinde u = v verilsin. O halde, €2 icinde u = v olur.

Lemma 5.1 ve Teorem 5.1 gz oniine alindiginda agagidaki teklik sonucu elde edilir.

Teorem 5.2 Q, H" hiperbolik uzayi icinde sinirli bir acik aralik olsun. Bu durumda
u,v € C° (Q) N C?(Q) verildiginde, T, ve T', fonksiyonlari uzaysi Steleme solitonlari

olur ve u = v, dN) lizerindedir. Boylece, 2 icinde u = v olur.

Ispat. Lemma 5.1%¢ gore, Q operatorii yar1 dogrusal eliptiktir ve yerel diizgiin si-
mirhdir. Ayrica, @) operatérii 2z fonksiyonuna bagh degildir. a”, b € C™(Q x R")

oldugunda, () operatoriiniin Teorem 5.1°in kosullarina uygun oldugu agiktir. m
48



Lemma 5.2 €2, H" hiperbolik uzayinin bir alt ciimlesi olsun. v : 2 — R alindiginda
I',, fonksiyonu H™ x_; R icinde grafiksel bir Gteleme solitonu olur. o, H" icinde bir
izometridir ve 4 := wu o o esitligi saglanir. O halde, I'; fonksiyonu, H" x_; R icinde

grafiksel bir &teleme solitonudur.

Ispat. W=./1—|Vu|? verildiginde, div (%%) = 7 olur ve boylece W=./1-|Va|?
oldugu aciktir. Yapilan hesaplamalar neticesinde, div <%> = % ifadesi elde edilir.

Lemma 5.3 €2, H" icinde sinirli bir acik aralik olsun. ¢ : H* — H" izometri ve
o() = Qolur. u € C°(Q) N C?(Q) alindiginda T'(p) = (p,u(p)) uzays bir Gteleme
solitonudur ve 0S) lizerinde u o 0 = wu esitligi gerceklenir. O halde, u fonksiyonu o
fonksiyonuna goére de degismezdir. Bir baska deyisle, I" fonksiyonu, o x id ye gore de
degismezdir.

Ispat. @ :=uoo € C° (Q) N C? () olarak tanimlansin. Agikga goriiliir ki 4 fonk-
siyonu ayni zamanda uzaysi bir 6teleme solitonudur, yani Qu = 0 dir. Bu nedenle,
Qu = Qu olur. x € 09 verildiginde, 4(z) = u (0(z)) = ¢ = u(x) elde edilir. Teorem

5.1 gbz oniline alindiginda v = @ olur. m

Uyar1 5.1 Burada 0 topolojisine ait hicbir hipotez bulunmamaktadir.

O
4R
-/

@)

Sekil 5.1 Bir hiperdiizleme gore simetrik olan Q 6rnegi

Lemma 5.4 Q, H" hiperbolik uzay icinde sinirli agik bir aralik ve Iso (H™) grubunun bir
alt grubu olan G tarafindan degismez olsun. 2 iizerinde taniml u : Q — R fonksiyonu

alindiginda I',, fonksiyonu uzaysi bir ételeme solitonudur. Vo € G ve u o o = u icin, 02
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iizerinde gegerlidir. O halde T',, fonksiyonu, G := {ox id:H"x ;R — H" x_; R |0 € G}

tarafindan degismezdir.

Uyar1 5.2 Merkezi ¢ ve yarigapt 7 > 0 olan B (c,r) ve B*(¢,r) = B(c,r)\{c}

ifadelerini ele alalim ve asagidaki Lemma 5.5'i verelim.

Lemma 5.5 Q = B*(c,r)\ (¢) C H" bir yuvar olmak iizere, I', fonksiyonuna karsilik
gelen u :  — R fonksiyonu ¢ noktasinda olasi bir tekillige sahip uzaysi bir Steleme
solitonu ve u, OB (¢,r) lzerinde bir sabit olsun. Bu durumda, T', dénme agisindan

bagimsizdir. ilaveten, u € C? (B (c,r)) ise I',, bowl'un kompakt bir parcasidir.

ispat. Delinmis © yuvari, merkezden gecen tiimiiyle geodezik H" ! hiperbolik uza-
yina gore simetriktir. Teorem 5.1 geregince u, {2 nin merkezinden gegen her tiimiiyle
geodezik olan H™ ! hiperbolik uzayima gore simetriktir. Bu, I, fonksiyonunun dénme
agisindan simetrik oldugu anlamina gelir. Boylece Teorem 4.2 gbz oniine alindiginda
u, ¢ noktasinda diizgiin ise I', bir bowl'un pargasi olur. Bu da demektir ki €2 nin

tamaminda tek diizgiin 6rnektir. m

Lemma 5.6 Teorem 3.1'de verilen ¢oziimlerden biri f : [a1,b;] — R, 0<a; <b;
olsun. as < by olacak sekilde as, by € R alindiginda ¢ = f (a;) ve d = f (by) elde edilir.
O halde, Q = [aq, b1] X [ag, bs] lizerinde u : 2 — R fonksiyonu, bir ve yalniz bir tane

vardir ve
(i) T, foksiyonu uzaysi Steleme solitonudur.

(ii) Vt € a1, b1] igin u (t,a9) = u (t,by) = f(t) olur ve Vs € [ag, by] igin u (a1, s) = ¢

ve u (by,s) = d olur.

Ispat. Coziimiin varligi Teorem 3.1°deki 6rneklerden sadece bir tanesidir. Teklig: igin
ise Lemma 5.6 (i) ve (ii) ile verilen u,v € C°(Q) N C%(Q) noktalar alimmaktadir.

Teorem 5.1 yardimiyla v = v esitligi ger¢eklenir. m

Uyar:1 5.3 Teorem 3.1 gbz 6niine alindiginda, T',, fonksiyonunun limit cemberleri tara-

findan olusturuldugu goriiliir.

50



6. TARTISMA VE SONU(C

Bu tezde, hiperbolik Einstein’in statik evreninde ortalama egrilik akisi 6teleme so-
litonlar1 incelenmigtir. H™ hiperbolik uzayi iginde (n — 1) boyutlu limit kiirelerinin
geometrik ozelikleri ve teget uzaylari belirlenmigtir. Limit kiirelerinin birim normal
vektorleri ve sekil operatorleri hesaplanarak, 6teleme solitonlariyla iligkileri analiz
edilmistir. Oteleme solitonlarinin varlik kogullarini yoneten diferensiyel denklemler
tiiretilmigtir. Bu denklemler araciligiyla, solitonlarin geometrik ve dinamik 6zelikleri

detayl bir gekilde anlatilmigtir.

Uzays1 ve zamansi 6teleme solitonlar: ele alinmig ve bu analizler sonucunda, farkl
kosullardaki ¢ozlimlerin davraniglar: incelenmistir ve iki teorem elde edilmistir. Te-
orem 3.1 ile uzaysi 6teleme solitonlarinin, Teorem 3.2 ise grafiksel zamansi Gteleme
solitonlarinin geometrik yapilar1 ve varlik kosullar1 belirlenmigtir (Ortega ve Yalgin

2024).

Elde edilen sonuglar, teorik matematik, matematiksel fizik ve geometrik analiz gibi
cesitli alanlarda kullanilabilir. Bu ¢alisma, 6zelikle hiperbolik uzayin geometrik yapi-
sinin daha iyi anlagilmasina ve bu yapilarin farkli matematiksel ve fiziksel sistemlerde
uygulanmasina olanak tanimaktadir. Gelecekte, bu ¢alismanin sonuclarinin daha
genig hiperbolik uzay yapilarina ve diger geometrik uzaylara uygulanmasi iizerine
aragtirmalar yapilabilir. Ayrica, bu bulgular, 6teleme solitonlarinin diger uzaylardaki
roliinii incelemek i¢in bir temel olusturacaktir.

Biitiin sekiller wzMazima® ve GeoGebra® programlar: kullanilarak cizilmistir ve bu

tez INTEX programinda yazilmigtir.

lwxMaxima, https://maxima.sourceforge.io/ Last accessed: 2023-July-13
2GeoGebra, https://www.geogebra.org/
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