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Reel sayilar kiimesi

Pozitif Reel sayilar kiimesi

Carpimsal mutlak deger

f fonksiyonunun birinci mertebeden ¢arpimsal tiirevi
f fonksiyonunun n. mertebeden carpimsal tiirevi

f fonksiyonun ¢arpimsal belirsiz integrali

f fonksiyonun carpimsal belirli integrali

R, :={a(z) :z € R}

Rexp := {exp (z) : z € R}

(arpimsal Wronskian

Carpimsal i¢ ¢arpim

Karesi carpimsal integrallenebilir fonksiyonlar uzay1

vi



1. GIRIiS

Modern bilimin dogdugu 17. yiizyilin sonlarinda ortaya ¢ikan klasik analiz (calcu-
lus) giintimiizde en yaygin kullanilan analiz ¢egididir. Cebir, trigonometri ve analitik
geometri konular1 tizerine kurulan klasik analiz; limit, tiirev, integral ve seri gibi
temel kavramlardan olugsmaktadir. Bu kavramlar toplama ve ¢ikarma islemlerinin
basit versiyonlar: ile kullanildigindan literatiirde bu analize toplamsal analiz veya
Newton analizi de denilmektedir. Bilimin gelismesiyle ve artan problemlerin cegitlen-
mesiyle klasik analize alternatif olarak carpimsal analizi de igeren farkl aritmetik
islemlerle yapilan bir¢cok analiz tiirii ortaya ¢ikmistir. Literatiirde bu analizler New-
tonian olmayan analizler olarak adlandirilir. Bu ¢aligmalara ilk 6rnek Vito Volterra
tarafindan 1887 yilinda tanimlanan Volterra tipi analiz olarak verilebilir. Bu ana-
lizde carpma iglemi temel alindigindan daha sonralar1 bu analize ¢arpimsal analiz

(Giirefe 2009) denilmigtir.

Carpimsal analiz, 1967 yilinda Grossman ve Katz tarafindan Newtonian (toplamsal)
analize alternatif olarak kurulmustur. Ustel fonksiyon iceren problemler icin yararh
bir analiz olan carpimsal analiz, ¢ikarma ve toplama islemlerinin rollerini bélme
ve carpma iglemlerine tasir. Klasik analizin temeli bir fonksiyonun dogrusal olarak
temsil edilmesi iken, carpimsal analizin temeli bir fonksiyonun iistel olarak tem-
sil edilmesidir. Ulke niifuslarini, depremlerin biiytikliiklerini, biyolojik ve ekonomik
olaylar gibi dogadaki pek ¢ok olay1 iceren problemler iistel olarak degistiginden, bu
tiir problemlerin ¢oziimlerinde veya modellenmesinde klasik analiz yerine ¢arpimsal
analizin kullanilmas1 yarar ve kolaylik saglar. Bagka bir ifadeyle, bu analiz finans,
biyoloji, demografi, goriintiilerde 6riintii tanima, sinyal igleme, kuantum bilgi teorisi
gibi bircok alanin problemlerinin ¢oziimiinde klasik analizden daha iyi sonug vere-
bilmektedir. Bu nedenle bir¢ok alanda carpimsal durumlara odaklanan cok sayida

calisma gergeklegtirilmigtir.

Grossman ve Katz 1972 yilinda yayinladiklar: bir kitapta genel teoriyi ve New-
tonian olmayan analizin sekiz tiiriinti tammlamiglardir (Grossman ve Katz 1972).

Ayrica Grossman 1979 yilinda iistel analiz {izerine bir galigma daha yapmigtir (Gross-
1



man 1979). 1980 yilinda Maginnis, Newtonian olmayan analize ilk uygulama ola-
rak olasilik teorisinde bir calisma yapmig ve bu calismada insan davranigi ve karar
verme mekanizmalarina istatistiksel bir yaklagim olarak Newtonian olmayan analiz
kullanmigtir (Maginnis 1980). Ayrica Hohlfeld, Drueding ve Ebersole 1989 yilinda
yaptiklar: bir ¢calismada atmosfer sicakligi iizerine kullandiklar: teorilerde Newtonian

olmayan analizi kullanmiglardir (Hohlfeld vd. 1989).

2009 yilinda Cordova ve Lepe, ekonomide ¢nemli bir rol oynayan esneklik teorisini

bigeometrik tiirev ile ele almiglardir (Cordova ve Lepe 2006-2009).

2011 yilinda Bashirov vd., gesitli alanlardaki farkli problemleri modelleme c¢alis-
malarinda ¢arpimsal analizi kullanmiglardir (Bashirov vd. 2011) ve ¢arpimsal ana-
lizin, klasik analize gore daha etkili oldugunu savunmusglardir. Ayrica 2013 yilinda
Bashirov egrisel ve cift kath carpimsal integralleri iceren bir calismay: literatiire
kazandirarak ¢arpimsal integralleri biraz daha genigletmistir (Bashirov 2013). Son
yillarda ise klasik analizde bilinen 6nemli denklem ve denklem sistemlerinin ¢zellik-
lerini ve spektral analizini igeren cok ¢esitli ¢calismalar carpimsal analizde ele alin-
migtir hatta carpimsal tiirev ve onun genel 6zellikleri zaman skalasinda da veril-
migtir (Kadak ve Giirefe 2016, Goktag 2021, Yilmaz 2021, Goktasg vd. 2022, Giilgsen
vd. 2022, Yilmaz vd. 2023, Oznur vd. 2023). 2021 yilinda Goktas, klasik analizde
bilinen Sturm-Liouville denklemini ¢arpimsal analizde ele alip, bu denklem yardimi
ile tiretilen ¢arpimsal Sturm-Liouville probleminin baz 6zelliklerini ve 6zfonksiyon-
larinin asimptotiklerini incelemigtir (Goktag 2021). Ayrica olugturulan garpimsal
Sturm-Liouville probleminin bazi spektral 6zelliklerini aragtirmigtir. Aymi yil Yil-
maz yaptigl calismada carpimsal Bessel denklemini ve onun bazi temel spektral

ozelliklerini incelemistir (Yilmaz 2021).

Giilgsen vd. ise literatiirde iyi bilinen kuantum fizigin temel sistemlerinden olan
Dirac sistemini bazi cebirsel yapilar kullanarak 2022 yilinda ¢arpimsal olarak tanim-
lamiglardir. Bu sistemin 6zfonksiyonlar: i¢in asimptotik vermislerdir. Ayrica tanim-
lanan c¢arpimsal Dirac sisteminin temel zellikleri incelenmigtir (Giilsen vd. 2022).
Aymni yil yine Sertag vd. ise kesirli analizde iyi bilinen Dirac sistemini, ¢arpimsal ke-

sirli analizde tekrar tamimlamiglardir (Sertag vd. 2022). Ayrica bu probleme kargilik
2



gelen operatoriin selfadjointligi, problemin farkli 6zdegerlerine karsilik gelen 6z-
fonksiyonlarinin dikligi gibi spektral 6zellikleri inceleyerek sistem igin Green fonksiy-
onunu ¢arpimsal analizde elde etmiglerdir. 2022 yilinda yapilan farkh bir ¢alismada
ise garpimsal tiirev ve temel 6zellikleri zaman skalasinda incelenmigtir (Goktag vd.
2022). Bu galigmalara ek olarak Oznur vd., genel formda verilen garpimsal regiiler
ve periyodik Sturm-Liouville problemlerinin temel 6zelliklerini inceleyip, daha ¢nce
verilen ozellikleri genellestirerek, elde ettikleri sonuclar1 6rneklendirmislerdir (Oznur
vd. 2023). Bu yiiksek lisans tezinin amaci ise garpimsal analizin temel kavram-
larin1 anlamak ve Sturm-Liouville problemini ¢arpimsal analizde ¢aligarak garpim-
sal Sturm-Liouville probleminin temel spektral ozelliklerini incelemektir. Ayrica
matematiksel fizikte biiyiik éneme sahip olan Green fonksiyonunu ¢arpimsal Sturm-
Lioville problemi i¢in olugturmak ve bu 6énemli fonksiyonun ana ¢zelliklerini arastir-
mak amaclanmigtir. Genel olarak Green fonksiyonlar: baglangi¢ ve sinir deger prob-
lemlerini ¢ozmek igin etkili bir method olustururlar. Klasik tekniklerle ¢oziilemeyen
adi ve kismi denklemlerin ¢oziimiinde bu methodlar énemli bir rol oynar. Ayrica
kuantum teori, elektrodinamik, uygulamali matematik, sismoloji gibi bircok alanda
uygulamalara sahip olan Green fonksiyonunu ve 6zelliklerini igeren birgok caligma
klasik analizde bulunabilir. Carpimsal analizde ise bu tiir caligmalar yakin zamanda
ancak siirli galigmalarda ele almmigtir (Sertag vd. 2022, Yilmaz vd. 2023). Biz
de bu tez calismasinda, Yilmaz vd. tarafindan 2023 yilinda yapilan makaleden esin-
lenerek ve kaynak gostererek olusturdugumuz carpimsal Sturm-Liouville problemi
icin Green fonksiyonu elde edip, onun ana 6zelliklerini inceleyecegiz. Bes boliimden
olusan bu yiiksek lisans tezinin ikinci boliimii carpimsal analizde bilinen temel tanim
ve teoremleri icermektedir. Uciincii boliimde carpimsal Sturm-Liouville problemi
verilip onun bazi spektral 6zellikleri incelenecektir. Dordiincii boliimde ise ¢arpim-
sal Sturm-Liouville problemi i¢in Green fonksiyonu olusturulup, onun bazi temel
ozellikleri verilecektir. Sonuglara ait 6rneklere de bu boliimde yer verilecektir. Son
boliim tartigma ve sonu¢ kismina ayrilmigtir. Carpimsal analizin temel tanim ve
teoremlerini vermeden 6nce, bu analizin temelini olusturan bazi cebirsel yapilarin
aciklanmasi gerekmektedir. Bahsedilen kavramlar arasinda aritmetik, iireteg ve bazi

matematiksel islemler de yer almaktadir. Aritmetik, reel sayilar kiimesinde taniml
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tam sirali bir cisimdir. Uretec (dogurucu) fonksiyon ise reel sayilar kiimesinden, reel
sayilarm bir alt kiimesine tanimli bire-bir bir fonksiyondur. Urete¢ fonksiyonuna
I birim fonksiyonu, e® fonksiyonu ve e fonksiyonu 6érnek olarak verilebilir (Kadak

2015).

a, tanim kiimesi A C R ve deger kiimesi R, = {«a(z) : € R} olan bir iireteg
(dogurucu) olsun. R, iizerinde tanimli +, —, x ve / islemleri ve < siralama bagmtisi

asagidaki gibi olan aritmetige bir a-aritmetik denir. Her x,y € R, i¢in;

a—toplam z+y = afa(z) (v)
a— fark a—y = af{a”'(2) ()
a—carpm zxy = ofa'(z) x a”(y)}

a—oranzly = oo }(z) ()

a— swralama v <y <= a{a H(2)<a(y)}

Bu iglemler altinda (R,,+, —, X, / , <) tam sirali bir cisimdir yani bir aritmetik-
tir. Bu aritmetigi o fonksiyonu iirettigi icin buna a— aritmetik denir. Her bir
iireteg fonksiyonu yalniz bir aritmetik iiretir ya da her bir aritmetik yalniz bir iireteg
vasitasiyla iiretilir (Kadak 2015). Ornegin birim fonksiyon olan I(z) = z bilinen
klasik aritmetigi dogurdugu gibi a(z) = e* fonksiyonuda geometrik (veya garpmaya
dayanan) aritmetigi tiretir (Cakmak 2014). Dogurucu fonksiyon o = exp olmak

lizere

a RHRGXPQRJF

ve

seklinde verilsin. Her x,y € RT icin agagidaki cebirsel iglemler gegerlidir.
4



a—toplamx+y = ofa” (

a— fark z—y = a{aHz)—at(y)} =V — g oy

o —carpm xxy = afa”? (
(

a—oranz)y = afa”

seklindedir (Kadak 2015). Dogurucu fonksiyon degistikce yeni Newtonian olmayan

analizler ortaya cikar.



2. CARPIMSAL ANALIZE ILISKIN GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez igerisinde kullanilacak olan ¢arpimsal analizin temel tanim ve kavram-

lar1 verilecektir.

Tanim 2.1 z pozitif bir reel say1 olsun. x pozitif reel sayisinin ¢arpimsal mutlak

U . * . .. .. o1
degeri |x|” simgesi ile gosterilir ve

" r, r>=1
|$|: 1
r<l1

seklinde tanimlanir (Ozyapici 2009).

Ornek olarak

* 1 *
19]" =9, ‘6 =6, |1|'=1

seklindedir. Carpimsal mutlak deger x, y pozitif reel sayilar1 i¢in agagidaki ozelliklere
sahiptir.

1L 1<y

2. |ayl” < fa|" |y[*

3. Eger > 1igin 7' <y < Bise [y|" < B.

Tanim 2.2 Ve > 1 iken 3 §(g) > 1 degeri ve < 0(e) esitsizligini saglayan her x

‘ fz)
‘

z
zo
*

icin ’ < ¢ ise £ sayisina f fonksiyonunun zy noktasindaki ¢arpimsal limit degeri

denir. Ayrica lim f(x) = ¢ seklinde gosterilir (Giirefe 2013).
J— T

Tanim 2.3 ACR*' ve f: A— R olsun. Eger her ¢ > 1 icin

*

/()
f(a)

olacak sekilde 6 > 1 varsa f fonksiyonu a € A noktasinda carpimsal siireklidir denir

(Ozyapic1 2019).

€T [* )
< ¢ iken

z€ A ve |—
a

<e€

Ornek 2.1 f:R* — R* ve f(2) = 22 olsun. f fonksiyonu her 2y € R* noktasinda

carpimsal siireklidir (Ozyapici 2009).



*
Z

Gergekten, Ve > 1 i¢in |=| < 0 kosulunu saglayan her xo, x € R* i¢in
‘ f()

(o) -( *)2<52:5

oldugundan, § = /¢ ve € > 1 secilirse istenilen saglanir.

*

.132

2
)

X

Zo

Tanmim 2.4 Herhangi bir f fonksiyonunun x degiskenine bagli carpimsal tiirevi
f*(z) sembolii ile gosterilir. A C R iizerindeki tiim x degerleri i¢in f* fonksiyonu

f*: A — R" olmak tizere pozitif bir f fonksiyonunun carpimsal tiirevi

ey

e = m (155

lim (2.1)

seklinde tanimlanir. Ayrica cesitli iglemlerle

F*(z) = /@)

seklinde klasik tiirev ile garpimsal tiirev arasindaki iligki verilir (Giirefe 2013). (2.1)
esitligi, x¢ noktasinda tiirevlenebilen bir f fonksiyonunun z, noktasindaki klasik
tiirev tammu olan f/(zo) = lim {&H=I@0) ogitlisinde f(zo + h) — f(zo) farks

h—0 h
yerine ! (fx(i)h ) oran1 ve bolimdeki h degerinin yerine ¢arpma iglemine goére tersi olan

% ifadesinin kuvvet olarak yazilmasi ile elde edilir (Ozyapici 2009).

Onerme 2.1 Eger f fonksiyonu x noktasinda carpimsal anlamda diferansiyellenebilir

ise f fonksiyonu x noktasinda carpimsal siireklidir. Ancak tersi her zaman dogru

degildir.

Ornek 2.2

2243, x>5
f(x)_{%c—?, z<5H

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon ¢arpimsal siirekli fakat carpimsal diferansiyel-

lenebilir degildir.

li = i 2 =2
Jim f(R) Jim (k7 +3) =28
li h) = lim (Th—T7)=2
Jim f(h) Jim (Th —7) =28

f(5) = 28

7



oldugundan fonksiyon x = 5 noktasinda ¢arpimsal siireklidir. Fonksiyonun ¢arpimsal

tiirevlenebilir olup olmadigimi sdylemek icin

lim
h—s5™

F5+n)\" lim )0 1)
W = eh—5

ln((5+h)2+3)) —In(28)

lim 3

e eh~>5+

(1037
o\ 28

lim f(5+h) 1/h ehh?* In(/(+h)=In 1 (5)
1 o~ —_= —
h—s5— f(5)

lim  BEGHR)=T)-In(5)
— eh—5~ 5

limitleri dikkate alinirsa f fonksiyonun ¢arpimsal tiirevinin x = 5 noktasinda mevcut

olmadig soylenir.

Teorem 2.1 Klasik anlamda diferensiyellenebilme ile ¢arpimsal anlamda diferen-

siyellenebilme arasindaki iligki

f4(z) = lim (JXELi;ﬁ))l/h

—o \  f(x)
J(@th) /P
= lim eln( f(2) )
h—0
. In(f(z+h))—In f(x)
= lime h
h—0
lim ln(f(z“'hzb)—l“f(z)
f— eh%O
(@)

esitligi ile de verilir (Stanley 1999). Ornegin f(x) = 2° fonksiyonunun ¢arpimsal

tiirevi f*(z) = ez dir.

Lemma 2.1 f, carpimsal ve klasik anlamda tiirevlenebilir fonksiyon olmak iizere
8



Le/@] = [f*(2)]/™) esitligi saglamr (Stanley 1999). Gergekten,

* ' (@)ef (@)
5_[€f(:v)] — e J@
x
€<J;((Z))>f(w)
= [H(a)f.

Tanim 2.5 Eger f* fonksiyonu garpimsal tiirevlenebiliyor ise ikinci mertebeden
carpimsal tiirevi vardir ve f** ile gosterilir. Benzer bicimde f fonksiyonunun n.
mertebeden carpimsal tiirevi var ise f*(™ olarak gosterilir. Pozitif tamml f fonksi-

yonunun bir x noktasindaki n. mertebeden ¢arpimsal tiirevi

£ () = el f@)™

seklinde tanimhdir (Giirefe 2013).

Teorem 2.2 f carpimsal h ise hem ¢arpimsal hem klasik tiirevlenebilir iki fonksi-
yon ve ¢ herhangi bir sabit olsun. Bu durumda asagida verilen esitlikler saglanir

(Bashirov 2008).

i (cf) (z) = f*(x)
ii. (fh)" (z) = f*(x)h*(z)

h(z)

v (f")(x) = ()" f )" ).
Onerme 2.2 Ustel bir f fonksiyonun carpimsal tiirevi sabittir (Ozyapici 2009).

Onerme 2.3 Klasik anlamda diferensiyellenebilir bir h fonksiyonu ve carpimsal an-

lamda diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu ele alalim. Eger

f(t)=(goh)(t)
9



ise f fonksiyonunun carpimsal tiirevi

seklinde yazilir (Bashirov 2008).

Onerme 2.4 C pozitif bir say1 olsun. f ve g carpimsal anlamda tiirevlenebilir

fonksiyonlar, h ise klasik anlamda tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

1. f(t)=Ct= f*(t)=et

|

2. f(t)=Cth= f*(t) =e:

1

3. f(t)=Clnt= f*(t) = etme

4. f(t) = Clng(®)] = f*(t) = [g" (D)™

ozellikleri gergeklenir (Stanley 1999).

Onerme 2.5 Carpimsal diferensiyellenebilen g(t) fonksiyonu verilsin. Eger,

f(t) = ﬁ ise f*(t) = g%(t) gerceklenir (Ozyapici 2009). Gergekten carpimsal tiirev

ozellikleri kullanilarak

f*(t) = e(lnﬁy:e ﬁt)

yazilir.

Tanim 2.6 [a,b] araligin a =ty < t; < ... < t, = b olmak {lizere alt araliklara
bolelim. Herhangi bir t; < ¢; < t;41, i = 0,1...,n — 1 esitsizligi i¢in [a, b] araliginda

f fonksiyonunun Riemann integral tanimindan integral toplami

10



seklindedir. Burada At; = t; 1 — t; olarak tanmimlanmugtir.
[a, b] araliginda f fonksiyonunun ¢arpimsal integralini tanimlamak icin (2.2) esitligin-
deki toplam carpim ile degistirilip, carpim durumundaki At;, ifadesi ise kuvvet ola-

rak yazilip diizenlenirse

n—1
P, = [ fle)™ (2.3)
i=0
elde edilir. A = _max 1Ati ifadesi sifira yakinsadigl zaman (2.3) ile tanimlanan

P, carpiminin limiti varsa ve bu limit ¢; sayilar1 ve bolmeler dizisinin 6zel se¢ciminden
bagimsiz ise, f fonksiyonunun [a, b] araligindaki ¢arpimsal integrali bu ¢arpim dizinin

limiti olarak tanimlanir. Boylece belirli ¢carpimsal integral

b n—1
dt : . At;
IR = Jm I fte)
seklinde verilir (Ozyapic1 2009).

Tanim 2.7 Her = € (a,b) i¢in F*(x) = f(z) ise F : (a,b) — R fonksiyonuna,

f:(a,b) = R fonksiyonunun bir ¢arpimsal antitiirevi denir ve

[ = F

seklinde gosterilir (Stanley 1999).

Onerme 2.6 f fonksiyonu [a,b] araliginda pozitif ve siirekli ise (a,b) araliginda

carpimsal anlamda integrallenebilirdir ve

b
/ F()% = el @) (2.4)

yazilir (Ozyapic1 2009). Bu 6nerme, klasik integral ile carpimsal anlamda integralin

arasindaki iligkiyi de ortaya koymaktadir.

Ornek 2.3 f () = e®’ fonksiyonunun carpimsal antitiirevini bulunuz.

11



Coziim 2.1 ¢ herhangi bir sabit olmak iizere
dx 23
/ <€x3> = €f1n<e >dm = f#Pde
= e
5\ dz 24
olup e¢ = C' olmak tizere [ (ex ) = (et yazir.

Teorem 2.3 f ve g fonksiyonlar [a, b] arahginda garpimsal olarak integrallenebilir
ve (a,b) arahiginda pozitif ve siirekli olsunlar. Bu durumda m € R olmak iizere f™,
fg, f/g fonksiyonlar1 ¢carpimsal integrallenebilirdir ve agagidaki esitlikler gergeklenir
(Bashirov vd. 2008).

Lo = (0 rw)”
2. [, (F@g@)" = [} fO)* [ (6"
4 [T = [LFO" [ FH" a<e <.

Teorem 2.4 f fonksiyonu [a, b] kapal arahiginda ¢arpimsal anlamda tersi alinabilen

bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler gerceklenir (Giirefe 2009).

L[ = (f f)®)”
2. [T f)*=1.

Onerme 2.7 ¢ herhangi bir sabit ve & > 0 olmak iizere baz1 fonksiyonlarmn carpim-

sal integralleri agagidaki sekilde verilir (Stanley 1999).
1. [1% =

2. [ ke = cke

»

3. f (ekm)dx —ce'T

kz77,+1

4. [ (e’”n)dz = ce nt

. f(eﬁ)dr:cxk

ot

12



6. f <€cosac>dm — Cesina:
7. f (e—sinx)dm — ceosT
8. [ (e~ tama)¥ = ccosz.

Teorem 2.5 (Carpimsal Integral Igin Ortalama Deger Teoremi) f fonksiyo-

nu [a, b] arahiginda pozitif ve siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

olacak sekilde bir ¢ € [a, b] vardir (Ozyapic1 2009).

Teorem 2.6 (Carpimsal Analizin Birinci Temel Teoremi) f pozitif tanimh

ve [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica bu araliktaki her t igin

g(t) = jf(S)ds

olsun. Bu durumda [a, b] araligindaki her t igin

yazilir (Ozyapic1 2009).

Teorem 2.7 (Carpimsal Analizin Tkinci Temel Teoremi) f*, [a,b] araliginda

siirekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde,

esitligi gergeklenir (Yalgin 2016).

Teorem 2.8 f : [a,b] — RT ve g : [a,b] — RT garpimsal diferensiyellenebilir
fonksiyonlar olsun. Bu durumda ¢arpimsal kismi integrasyon formiilii

" oy _ S (b)""” 1
/a (f (z) ) f(a)g(a) fab (f <x>g’(z)>d$

seklinde verilir (Ozyapic1 2009).
13



Tanmim 2.8 Bir bagiml degiskenin, bir veya daha fazla bagimsiz degiskene goére
carpimsal tiirevini igeren bir diferensiyel denkleme ¢arpimsal diferensiyel denklem

denir. Birinci mertebeden
y*(z) = f(z,y(x))

denklemi, y fonksiyonun carpimsal tiirevini iceren ¢arpimsal diferensiyel denklemdir

(Ozyapic1 2009). Bu carpimsal diferensiyel denklem

Y () =y (@)nf (z,y(x))
klasik diferensiyel denklemine kargilik gelir (Bashirov vd. 2012).

Tanim 2.9 y(z) ve z (x) carpimsal diferensiyellenebilen fonksiyonlar olmak iizere

bu iki fonksiyonun carpimsal determinanti,

) 20 e @) e @) o @)
y*(z) 2 ()

olarak yazilir ve [y, z] (z) ile gosterilir. Bu determinantin [a, b] iizerindeki garpimsal

belirli integrali

S - (y(b))lnz*(b) (y*(a))lnz(a)
[y7 ]( ) a (y*(b))lnz(b) (y(a))lnz*(a)

ile verilir.

Tanmim 2.10 yq,ys, ..., y, pozitif tanmimh fonksiyonlar olsun. Her i = 1,2, ..., n ic¢in

3 ¢; # 0 sabitleri ile birlikte her z i¢in
y1 () o (2)? oy () =1

esitligi saglaniyorsa {y;}._, fonksiyonlarmna garpimsal anlamda lineer bagimh aksi

halde ¢arpimsal lineer bagimsizdir denir (Yalgin 2016).

Tanim 2.11 ¥y, ys, ..., Y pozitif tanimh fonksiyonlar: (n — 1) . mertebeden ¢arpim-

sal diferensiyellenebilen pozitif fonksiyonlar olsunlar.
14



In y; In g Iny,
Iny; In y3 Iny;
Wm (yl; Y2, --es yn> =
Iny; ™Y Iy In g Y

n
1=

determinantina {y;},_, fonksiyonlarmin carpimsal Wronskiani veya carpimsal an-

lamda Wroskian determinant: denir (Yalgin 2016).

Teorem 2.9 y1,ys, ..., Y, fonksiyonlar: [a, b] aralig iizerinde ¢arpimsal diferensiyel-
lenebilen pozitif tamimh fonksiyonlar olsun. ¢y € [a, b] i¢in W,, (y1, Y2, .-, Yn) Garpim-
sal Wronskian determinant: sifirdan farkh ise bu fonksiyonlar [a, b] aralig1 tizerinde
carpimsal anlamda lineer bagimsiz, Vt € [a, b] igin ¢arpimsal Wronksian determinanti

sifira egit ise y1,¥a. ..., y, fonksiyonlar: ¢arpimsal anlamda lineer bagimhdir (Yalgin

2016).

Tanim 2.12 Eger bir )y 6zdegerine karsilik gelen iki lineer bagimsiz ¢zfonksiyon
mevcut ise Ay 6zdegerine kath dzdeger, bir tek tzfonksiyon mevcutsa basit czdeger

denir (Naimark 1967).
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3. CARPIMSAL STURM-LIOUVILLE PROBLEMIi VE BAZI SPEKTRAL
OZELLIKLERI

Bu boéliimde ilk olarak carpimsal diferensiyel denklem ve carpimsal lineer diferen-
siyel denklem kavramlar1 tamitilip, carpimsal Sturm-Liouville problemi kurulacak
ve bu probleme kargilik gelen operatoriin selfadjointligi, farkli 6zdegerlere kargilik
gelen ozfonksiyonlarin dikligi, 6zdegerlerin reelligi ve basitligi gibi baz1 6zellikleri in-
celenecektir. Diferensiyel denklemler, doga bilimleri, miihendislik, ekonomi ve diger
bir¢cok uygulamali bilim alaninda karsilagilan modelleme ¢alismalarinda ¢nemli rol
oynarlar. Ornegin; fizikte hareket eden cisimlerin konumunu ve hizin1 modellemek
icin, kimyada kimyasal reaksiyonlarin hizin1 ve miihendislikte devrelerin davranigini
modellemek i¢in diferensiyel denklemler kullanilir. Diferensiyel denklemlerin ¢oziim-
leri, sistemlerin davraniglarini anlamak ve gelecekteki durumlarini tahmin etmek i¢in
kritik 6neme sahiptir. Dolayisiyla diferensiyel denklemler ve ¢oziimleri, birgok disip-
linde gergek diinya problemlerini modelleme ve ¢ozme konusunda giiclii bir aractir
ve bu bilimlerde pekgok problemin klasik tiireve bagh diferensiyel denklemlerle ifade
edildigi bilinmektedir. Ancak bazi problemleri klasik diferensiyel denklemleri kulla-
narak ifade ettikten sonra ¢ozmek zor olmasina ragmen bu denklemlerin carpimsal
analizdeki kargiliklar1 belirlenip ¢arpimsal tiirev ve integral ile yorumlamak ¢oziime
gitmek genellikle kolaydir. Bu yiizden ¢arpimsal diferensiyel denklemler literatiirde
alternatif olarak kullanilmaya baglanmistir. Son yillarda g¢alisilma yogunlugu da

artmigtir.

Tanim 3.1 Bir bagimli degiskenin bir veya daha fazla bagimsiz degiskene gore
carpimsal tiirevini iceren diferensiyel denklemlere carpimsal diferensiyel denklem
denir. Ornegin

y (1) = f(ty (1))

denklemi, 3 degiskeninin carpimsal tiirevini iceren bir diferensiyel denklemdir (Ozyapici

2009). Bu ¢arpimsal diferensiyel denklem

y () =y () In f(ty (1))
16



klasik diferensiyel denklemi i¢in yazilmigtir (Bashirov vd. 2012).

Tanim 3.2 Bir carpimsal diferensiyel denklemde en yiiksek mertebeden carpim-

sal tiirevin mertebesi diferensiyel denklemin mertebesi olarak adlandirihir (Ozyapici

2009).

Tanim 3.3 Pozitif bif F fonksiyonu icin n. mertebeden bir ¢arpimsal diferensiyel

denklem genel olarak
F(ty,y,y™, oy Dy ™) =1, (t,y) e RxR* (3.1)

seklinde yazilir (Ozyapici 2009). f bir I arahigindaki tiim t degerleri igin tanmim-
lanmig n kez carpimsal anlamda diferensiyellebilir pozitif bir fonksiyon olsun. Eger

F (t, fof5 .., e, f*(")) tanimlanmig ve tiim ¢ € I degerleri icin

F (t7f7 f*a"'vf*(n_l)af*(n)) =1

ise f, (3.1) carpimsal diferensiyel denkleminin bir agikar ¢dziimii olarak adlandirilir

(Ozyapic1 2009).
Tanim 3.4 [ pozitif tanimh bir fonksiyon olmak {izere
*(n an(t) s(n— an,—l(t) *x%\ Q@ *\ a1 a
(™)™ ()T ) )y = f (@) (32)

seklinde tanimlanan ¢arpimsal diferensiyel denklemlere ¢carpimsal lineer diferensiyel
denklem denir. a, (¢) tislerinin tiimii sabit ise (3.2) denklemi sabit iislii ¢arpimsal
lineer diferensiyel denklem aksi taktirde degigken iislii carpimsal lineer diferensiyel
denklem olarak adlandirihir. Eger f (t) = 1 ise (3.2) denklemi garpimsal homogen
lineer diferensiyel denklem, degil ise carpimsal homogen olmayan lineer diferensiyel
denklem olarak adlandirilir (Yalgin ve Celik 2018). Simdi ¢arpimsal Sturm-Liouville
problemini kurmadan 6nce klasik Sturm-Liouville problemini kisaca hatirlatalim. A

spektral parametre, h € C ve ¢ kompleks degerli fonksiyon olmak iizere

La0.0c) = {7+ [TIr @ ar < oo}

uzayinda,

y' 4+ qx)y =Ny, 0<z <00 (3.3)
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denklemi ve ¢’ (0) — hy (0) = 0 kosulu yardimiyla tanimlanan probleme Sturm-
Liouville problemi denir. Literatiirde Sturm-Liouville denklemi ve belirlenen her-
hangi bir sinir kosulu yardimiyla olusturulan sinir deger problemlerinin spektral
analizi genis yer tutmaktadir (Naimark 1976). Sturm-Liouville denklemini igeren
problemler operator kullanilarak da ifade edilebilirler. H herhangi bir Hilbert uzay,
L : H — H bir lineer operator olsun. Eger herhangi bir p skaleri i¢in (Hilbert
uzaymin cisminden alinmig) Ly = py olacak sekilde y # 0 olmak iizere y € H ele-
mani bulunuyorsa, p sayisina L operatoriiniin 6zdegeri, y elemanina ise bu 6zdeger
kargilik gelen 6zfonksiyon denir. Sik kullanilan lineer diferensiyel operatorlerden
birisi L = —% + ¢ (x) ile verilen Sturm-Liouville operatoriidiir. Bu operator
genellikle H = L [a,b] Hilbert uzayinda incelenmektedir. (3.3) denklemi pu=\

ve x € [0,00) olmak tizere Ly () = py () olarak yazilr.

Simdi ¢carpimsal Sturm-Liouville denklemini olusturup, tez genelinde ilgilenecegimiz
carpimsal Sturm-Liouville problemini baz1 cebirsel yapilar1 kullanarak kuralim.
Sn(), Sp—1(x), ..., So(z) fonksiyonlar1 [a,b] aralig1 tizerinde siirekli iis fonksiyonlar
olmak tizere

I(y) = (7)™ () s

n. mertebeden lineer garpimsal ifade verilsin. [a,b] araliginin u¢ noktalarinda y

degerleri sirasiyla g, ve v, olmak iizere

Qn— *\1 o *(n— 1 *
m(y) = ()" @ ()T e )

lineer bir form olsun. n. mertebeden carpimsal tiirevli ve siirekli fonksiyonlar kiimesi
C*™ olmak iizere, m,, (y) formlar1 v = 1,2, .., t icin 6zellestirilirse ve m,, = 1 kosullar
y € C*™ de yerine yazihrsa simr kosullarmm saglamak zorundadir. A C C*®)
tizerinde m, = 1 kosulunu saglayan ¢arpimsal [ (y) diferensiyel ifadesini ele alalim.
y € A olmak iizere m = [ (y) ifadesinin bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Bu
bagmti tanim kiimesi A olan L ile ifade edilir. L operatoriine [ (y) diferensiyel ifadesi
ve m, = 1 kogullar tarafindan iiretilen garpimsal tiirev operatorii denir. [ (y) = 1
ve m, (y) = 1 kosullarini saglayan y € C*() fonksiyonun belirlenmesi problemine

homogen ¢arpimsal sinir deger problemi denir (Goktag 2021).
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Tammm 3.5 Ly = y” olsun. y # 1 kosulunu saglayan y fonksiyonuna L ope-
ratoriiniin ¢arpimsal 6zfonksiyonu (*dzfonksiyon), A degerine ise L operatoriiniin
y carpimsal 6zfonksiyonuna kargihik gelen carpimsal bir 6zdegeri (*6zdeger) denir.

Bu ise L operatoriiniin carpimsal 6zdegerinin,

m,(y) =1, v= 1,2,..,n

carpimsal sinir deger probleminin agikar olmayan ¢oziimlerine kargilik gelen A deger-

leri oldugunu gosterir (Goktag 2021).

Qarpimsal Sturm-Liouville denklemini kurarken ve ¢ozerken bazi ¢arpimsal cebirsel
yapilar ile karsilacagiz, simdi onlar ifade edelim. Ustel fonksiyonlarla olusturulan
aritmetik islemlere carpimsal cebirsel islem denir. Bu islemlerin bazi 6zelliklerini

f, g pozitif fonksiyonlar igin agagidaki gibi verelim (Bashirov vd. 2008)

f@®g =
feg =

f@g — flng:glnf.

f9g
/
g

Bu iglemler baz cebirsel yapilar olugturur. Eger & : D x D — D, D # & ve
D cC R* olan bir iglem ise, cebirsel yapiya (D, @) carpimsal grup denir. Benzer
sekilde (D, @, ©) yapisi da garpimsal bir halkadir. Bu durum bize bu siiregleri
rahatlikla kullanma ve farkli yapilar tanimlama firsat1 sunmaktadir. x € [a,b], ¢

reel degerli ve «, 8 keyfi sabitler olmak tizere

Liy) = (¢ 0y (@) ® (" 0 y(r) = & @ y(x) (3.5)
carpimsal Sturm-Liouville problemini

Li(y) = (e 0yla) ® (" ©y*(a))
Ly(y) = (P oyb) s (e oy ) =1

1 (3.6)

sinir kogullari ile birlikte ele alalim. Bu ¢arpimsal Sturm-Liouville problemini ¢arpim-

sal analizin ozelliklerini kullanarak daha basit halde yazabiliriz. Gergekten (3.5)
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esitligi
Liy) = (5™ (@)™ @ (y(a)™"" = (y(z))*
(™) yr) =y

olarak (3.6) kosullar ise sirasiyla

sin o

(@)™ @ (' (@) =1
(y(@)™* @ (y"(a)™* =1

(y(@) ™ (v ()™ " =1

CoSs

o)™ @ e =1
() @ (y" (o)™ =1
(y(®) ™" (v (0))™" =1

olarak bulunur. Klasik analizde, (3.5) denklemi

y"y — ()" + [(A — q(2)) Inyly* = 0

lineer olmayan denkleme esdegerdir. Dolayisiyla bu lineer olmayan denklemin ¢oziim-
leri, (3.5) garpimsal denklemin ¢oziimleriyle ortiismektedir. Gergekten

Y = )" — "y =)y

olup bu ifade carpimsal Sturm-Liouville denkleminde yerine yazilirsa,
g, —1 n2, —2 T
e V' W)y yq():yA
elde edilir. Her iki tarafin logaritmasi alinirsa

n.o—1

—y"y () y 2 + Iny?@ = Iny?

bulunur. Daha sonra iki taraf y? ile carpilip gerekli islemler yapilirsa

"y () y 2+ g(x)lny = Alny

—y"y+ ()’ +v%(x)lny = y*Any

vy — () +{(A—q(@)Iny}y® = 0
20



bulunur. Bu ise klasik analizde daha karmasik verilen denklemin ¢arpimsal analizde
daha basit sekilde verilebilecegini gosterir. Dolayisiyla carpimsal analizin énemini
burada ortaya ¢ikarmaktadir. Simdi calismanin ana sonuclarimi vermek icin gerekli

olacak carpimsal i¢ carpimi tanimlayalim.

Tanim 3.6 S C D # & olmak iizere < -,- >,: D x D — Rt doniigiimii her

f,g,h € S icin asagidaki kosullar1 saglasin
i) <f,f>>1

il) f=1lise< f,f>.=1

iii) < f®g,h>=<f,h>. B <g,h>.

iv) <e*® f,g>=e"0< f,g>,, a€R
v) < f,9>.=<g,f>..

Bu doniistim S iizerinde carpimsal i¢ carpim olarak adlandirilir ve <, >, ile gos-
terilir. Ayrica (S, <,>,) ise ¢arpimsal i¢ ¢arpim uzay1 olarak adlandirihr (Goktasg
2021)

Lemma 3.1 f ve g pozitif fonksiyonlar olmak {izere

Lila,b] = {f f fx)™ < oo} uzayl,

<>g@mmXwawww,<ﬁgm=/7ﬂ@@mmw

carpimsal i¢ carpim ile bir i¢ carpim uzayidir.
Ispat. Carpimsal ic carpimin 6zellikleri verilen uzaymn tanimi géz oniinde bulun-

durularak uygulanirsa istenilen elde edilir. Gergekten
1. Her f € L}[a,b] i¢in

< ﬁfmz/{ﬂMGfmﬁmz/(ﬂ@M@fm

— olinf@nf@)dr _ [, (nf(2))’de >1

yazilir.
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2. Her f € L}a,b] i¢in
fz) =11ise eJa (I f@N*)dr _ 0 _
olur.
3. Her f,g,h € Lia,b] igin

< g ho.— /ab (F(z) @ g(z) ® h(z))® = /ab ([f(x)g(a:)]lnh(x))dz

- [ (s = [ (™) [ (o)

= < fh>®<g,h>,
elde edilir.
4. Her f,g € Lj[a,b] ve a € R i¢in
b b
< eofgee [ (o f@log@) = [ e ol o @)

_ /ab (((ea)lnﬂw))l“g(“)dxz/ab ((af(:c))lng(x))dw:/ab ((af@))lng(z))dx

b dx -
_ Oé/ <<f(x>>lng(w)> — eozlnfab(f(x)Gg(x))d _ €a® < f7g >,

a

bulunur.
5. Her f,g € L}a,b] i¢in

b b b
< fog>— / (f(x) © gla))* = / (f (x)mo@)™ / (9(e)™ @)™ =< g, f >,

elde edilir. (1)-(5) maddelerinden garpimsal i¢ ¢arpimin sartlarinin sagladig:
goriiliir. Dolayisiyla L}[a, b] uzay1 verilen garpimsal ig carpim ile bir ¢arpimsal

i¢ carpim uzayidir.

Teorem 3.1 L garpimsal Sturm-Liouville operatorii Lj [a, b] iizerinde selfadjointtir

(Yilmaz vd. 2023).
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Ispat. Her y, z € L} [a,b] olsun. L} [a, b] {izerinde arpimsal i¢ carpim uzay: tanim-

landigindan,
<L(y),z>= [T (Ly) o)™ =" (((y**)—1yq($))mz>
— [ ( 1nz)d“’ I ((yq(z))ln,Z)dx .

elde ederiz. Elde edilen (3.7) esitliginin sag taraftaki ilk ¢carpimsal integrale ¢arpim-

dx

sal kismi integrasyon metodu uygulanirsa,

b ey —Inz\% (y*(b))_lnz(b) 1
fa ((y ) ) - <y*(a))_lnz(a) f: ((y*)—zl(%))dx (3.8)

olarak bulunur. (3.8) esitliginin sag tarafindaki garpimsal integrale tekrar ¢arpimsal

kismi integrasyon metodu uygulanirsa,

I ((y*)i}(ff) L ((y(b)):f(b; 1 Z 3.9

Z/(a) ! ’
yazilir. Daha sonra, z (a)* = e =@, Inz(a)" = 2% ve % = Inz ()", esitliklikleri

(3.9) denkleminde yerine yazildiginda

b, s—lnzt\% (y(b))ilnz*(b) 1
I (<y ) ) (yla) T ((y (x»_mz(z)**)df

a

olur. Simdi (3.9) esitligini (3.8) denkleminde yerine yazacak olursak,
) Inz*(a)

I ((y**)“‘z)dx ((*(b)) " (y(a ;) i <(y($))lnz(x)**)dx
_

“(a)) ™" (y(b

®)" " (y* ()™ ()@ dz 310
- e (o) e
bulunur. Bulunan (3.10) ¢arpimsal integrali (3.7) denkleminde yerine yazilirsa,
(y(b))lnz (b) (y*( ))lnz( a) b L Clny @) Iny\ 92 311
(y*<b))lnz(b) (y(a)>lnz (a) Ja (( ) ( ) ) (3.11)

olur. Daha sonra y (z) ve z (z) fonksiyonlar1 (3.6) kosullarim saglayacagindan ve bu

< L(y),z >.=

kosullar igin

(€ Oy(a) @ (" Oy (@) = 1
y(a>cosay*(a)sina - 1

y(@)* "y (a) = 1
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ile
(P o yb) ® (™F @y (b)) = 1
y () yr (0™ = 1
y Oy () = 1
yazlacagmdan y* (a) = y(a) *'" | 2*(a) = z(a)” " ve y*(b) = y(b) <7,
2 (b) = 2 ()" “"" esitlikleri elde edilir. Buradan

)" @)™ ()"
(y*(b))lnz(b) (y(a))lnz*(a) (y(b ) cot B1nz(b (y(a
(y(b ' (y
(u(

1

—cot B

(y(a))— cot aln z(a)

—cota

))ln z(a)

a ) cot aln z(a)

)
)) cot B1nz(b ( )
y b)) cot B1nz(b (y(a)) cot aln z(a)

olup (3.11) esitliginden,

< L),z > fL (7 @) ()™
= LAl = o)™

= LwoLE)”

= <y, L(z) >,

dx

elde edilir. =

Teorem 3.2 Carpimsal Sturm-Liouville probleminin farkli A; ve Ay 6zdegerlerine
karsilik gelen birbirinden farkl y (z, A1), z (z, A2) dzfonksiyonlar1 ¢arpimsal olarak
diktir (Yilmaz 2023).

Ispat. y(x, M), z(z,)\y) zfonksiyonlarmin birbirine dik oldugunu gostermek de-
mek her x € [a,b] i¢in bu ozfonksiyonlarin garpimsal i¢ ¢arpimimin 1 oldugunu

gostermek demektir yani,

b
<y,z>*—/ (yoz)“=1

olmalidir. y (2, A1), z (z, A2) problemin 6zfonksiyonlar: oldugundan (3.5) garpimsal
Sturm-Liouville denklemini saglar. Dolayisiyla

A1 A2

ve (2%) 71 210 =
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yazilir. Buradan

y)\l -1 ZA2 -1
y‘I(x) —yove Z(I(l’) =7

olarak bulunur. Diger yandan problem selfadjoint oldugundan
< L(y),z >=<y,L(2) >

olacagindan

T In z*(x)
ly, 2] () = (y (z) © 2" (z)) © (y* () © z () = y (v)

elde edilir. Her iki taraftan ¢arpimsal tiirev alinirsa,

xlnz*(:p) *
(.2 (@) = <M>

y* (x)ln z(x)
)ln z* ()

*

y (x)(hlz*(x))

y (z
(z*(z))/

g (@) Oy (@) =
y @)y (2) 5
i (x)lnz*(x) y (x)lnz**(m)
- (m)lnz(z) . (m)lnz*(z)
Y (x)lnz**(x)

bulunur. (3.12) esitligini kullanarak son esitlik

n z(m)>‘2 -t 2z q(x) lny(m)
y(z) (35) N (z(u)w)

y(z))(‘l) > —Inz(z) (y(z)q(z) ) In z(z)
y(z) T

In z(z) In z(x))

(ly, 2l ()" =

/N

y* (x)ln z(z)

(3.12)



formunda yazilabilir. Son esitlikten [a, b] aralig) tizerinde ¢arpimsal integral alinip

carpimsal integral kurallar1 kullanarak

[ty = [ (wo)" = [(vo)"" e

elde edilir. (3.13) esitliginde bulunan soldaki integral,

M Inz*(b) « In z(a)
@l — S0y
) a a)nz*(a) % Inz(b Inz*(a
el @y (@

=1

1= [(wo)" "= wea

yazilir. A\; # Ay oldugundan ve sag taraftaki carpimsal integral pozitif oldugundan

/ab(yGZ)dx=1

olup
A1—A2

bulunur. =

Teorem 3.3 Carpimsal Sturm-Liouville probleminin tiim 6zdegerleri reeldir (Gok-

tag 2021).

Ispat. Kabul edelim ki ¢, d € R olmak tizere A = c+id (3.5)-(3.6) carpimsal Sturm-
Liouville probleminin y (x, \) kargilik gelen ¢arpimsal 6zdegeri olsun. Bu durumda,
X = ¢ — id de problemin bir 6zdegeri olup y (x,\) 6zfonksiyonuna karsilik gelen

carpimsal ozdegeri olacagindan Teorem 3.2 geregince

N [?J(%}\) @M]dx -1

yazilir. Buradan,
——\ dz
(0o Y

olup carpimsal integral tanimi geregi

Gf: (ln y(z )™ m) dz

bulunur. Bu ise

b
€f(l Iny(z,\) Iny(z,A)de _ 1
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esitligini verir. Esitligin her iki yanindan In alinirsa,
fab Iny(z,\)Iny (x,\)dz =0
yani
b 2
[ Iy (x,\)|"dz =0

elde edilir. Bu ise, y (z, A\) = 1 olamayacagindan bir geligkidir. Dolayisiyla verilen

problemin tiim carpimsal 6zdegerleri reeldir. m

Teorem 3.4 Carpimsal Sturm-Liouville probleminin herhangi iki ¢dziimiiniin ¢arpim-

sal Wronskiam x degigkeninden bagimsizdir (Yilmaz vd. 2023).

Ispat. y (z) ve z (z), (3.5)-(3.6) carpimsal Sturm-Liouville probleminin iki ¢oziimii

olsun. Bu durumda,

[% Z] (I> (y (;L') o z* (Zlf)) o (y* (ZE) ¥ (ZL’)) y (l’)lnz*(x) % (a)lnz(a)

y
v.2](a) (@) oz () (@) oz) y ()@ y @)

oldugundan ve y, z problemin ¢oziimii oldugundan (3.5) denklemini ve (3.6) kogullarim

saglar. Dolaysiyla, y* (a) =y (a)”“* | 2* (a) = 2 (a)” " yazilir. Buradan,

(@)
vool@)
.2 (2) = [y.4] (@) (3.14)

olarak bulunur. Diger yandan,

[y, 2] (z) = (y (z) © 2" (2)) © (y" () © 2 (x))

olup

y (x)ln z*(x)

y* (m)ln z(x)

yazilir. Her iki taraftin logaritmas: alinirsa,

x In z*(x)
Infy, 2] (x) = In (%) =lny(z)lnz* (z) —Iny" () Inz ()

y* (v)

ly, 2] () =
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bulunur. Dolayisiyla,

Iny Inz
Wi (y,2) (z) = e =Iny(z)Inz"(r) — Iny* (z) Inz (z)
ny* Inz
= Iny, 2] (z) = In[y, 2] (a) (3.15)

olur. Buradan (3.14) ve (3.15) kullanilarak
[y, 2] (@) = [y, 2] (x) = e"Vm @)@

elde edilir. Bu sonug ise ¢arpimsal Wronskianin = degigskeninden bagimsiz oldugunu

verir. ®

Teorem 3.5 Carpimsal Sturm-Liouville denkleminin ¢6ziimlerinin lineer bagimh

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul W, = 0 olmasidir (Yilmaz vd. 2023).

Ispat. y(z) ve z(x), (3.5)-(3.6) probleminin lineer bagiml iki ¢oziimii olsun. En
az bir ¢ # 1 sabiti vardir oyle ki

y(z) =¢e" Oz (2) (3.16)

saglanir.
[y, 2] (x) = (y () © 2" (z)) © (v () © 2 (x))

oldugundan (3.16) esitligi kullamilarak

y,2](z) = (FO2(z) 02" () O (f© 2" (1) © 2 (x))

2 (2)" © 2 (2) _ 2 (x)° ® z* (x)

(@) 0z() (@) 0z()

(2" (@)
2% (

( ))clnz(:c)

yazilir. Ayrica Wy, (v, z) (z) = In[y, z](z) oldugundan son esitlik dikkate alinarak

=1
x

Wy (y, 2) () = In1 = 0 bulunur. Tersine her x € [a, b] i¢in W, (y, 2) () = 0 olsun.
Buradan In[y, z] (z) = 0 yada [y, z] (z) = 1 olur. Bu durumda,

y, 2] (z) = (y (2) © 2" (2)) © (y" () © 2 (x)) = 1
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yazilir. Buradan

y (x)ln z*(x)
y* (x)ln z(x)

y(x)lnz*(:p) _ y* (x>lnz(x)

= 1ve

olacagindan iki taraftin logaritmas1 alinarak
Inz*(z)lny(z) =Inz(z)Iny" (x)
elde edilir. Bu ise ¢ # 1 sabit olmak iizere y (z) = e ® z (x) verir. =

Teorem 3.6 Carpimsal Sturm-Liouville probleminin tiim 6zdegerleri basittir (Gok-

tag 2021).

Ispat. y () ve z(x), (3.5)-(3.6) probleminin A 6zdegerine karsiik gelen carpimsal
ozfonksiyonlar1 olsunlar. Dolayisiyla bu iki fonksiyon denklemi ve sinir kogullarini

saglar. Buradan

L(y) = (y™) 'y'@ =y

L(z) = (z**)_l 24() = A
yazilir. Bu iki esitligin her iki yaninda logaritma alinirsa, sirasiyla

In(y™(z))”" = Iy (z)*@

Iny™(z) = (q(z) = A)Iny(z) (3.17)
In (z"‘*(x))_1 = Inz (m)’\_q(x)
Inz"(z) = (¢g(z)—A)Inz(x) (3.18)

elde edilir. Simdi (3.17) ve (3.18) esitliklerini birbirlerine oranlayacak olursak,

In y** () _ (q(z) — AN)Iny (z)
Inz**(z) (q(z)—A)Inz(x)

ya da
Iny™ (x)lnz(zx) —Inz" (z)lny(z) =0
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elde edilir. Bu ise
*x In z(z)
In vy v ($>1 5 =0
2 (o)UY

(v (@) (2 (@) =1 (319

yani

oldugunu verir. (3.19) egitliginde her iki taraftan ¢arpimsal integral alinirsa,

/: ((y** ()" (o (x))—lny(x))dac _1

[ (@) [ (e @) = .

elde edilir. (3.20) esitligininin sag tarafindaki ¢arpimsal integrale garpimsal kismi

integrasyon metodu uygulanarak,

S (@) (2(2))™Y" @ (2% (a)) v 1 .
/“ () (@)™ (=)™ p (e ))e0) o

a

yazilir. Bulunan (3.21) esitligi (3.20) esitliginde dikkate alimirsa

()" (2 (@)™

=1
(@)™ (2(a) """

bulunur. Elde edilen son esitlikte y* (a) = y(a)” ", 2* (a) = 2z (a)”“** oldugu

kullanilarak

yada

elde edilir. Buradan

(y(x)oz"(x)o (Y (v)©z(x)) =1

olup
ly, 2)(z) = 1

yani

Win(y, 2) (x) = Inly, 2] (x) = 0
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elde edilir. Dolayisiyla (3.5)-(3.6) probleminin A ¢arpimsal 6zdegerine kargilik gelen
carpimsal dzfonksiyonlari lineer bagimlidir. Bu ise Tanim 2.12 geregince problemin
herhangi carpimsal 6zdegerinin basit oldugunu verir. m

Simdi elde edilen bilgiler dogrultusunda, verilen problemin ¢zdegerlerinin ve 6z-
fonksiyonlarinin elde edilmesi hakkinda bazi aciklamalar yapilabilir. ¢,; klasik du-

rumdaki Kronecker delta ve ¢, (-, \), ¢, (-, A) (3.5) denkleminin,
U (a,\) =P i, 5 =1,2,

kosullar: saglayan lineer bagimsiz ¢oziimleri olsunlar. Bu durumda A;, As x degiskenin-

den bagimsiz olan sabitler olmak iizere, (3.5) denkleminin her bir ¢oziimii

y(z,A) = ¢y (z, )‘)Al ¢q (z, >\>A2

formunda yazilir. Eger (3.5) denklemi (3.6) kogullarimi saglarsa, bu ¢oziim iligkili

problemin carpimsal 6zfonksiyonu olacaktir. Diger bir ifadeyle,

A1 In L1 (¢1) + A2 In L1 (¢2) =0 (322)
Al In L2 (¢1) + A2 In L2 (¢2) = 0

(3.22) denklemlerinin agikar olmayan ¢oziimleri problemin ¢arpimsal 6zfonksiyon-
lar1 olacaktir. Dolayisiyla, A 6zdegerinin (3.5)-(3.6) probleminin 6zdegeri olmasi
icin gerek ve yeter kosul (3.22) denklem sisteminin katsayilar determinantinin 0

olmasidir. Bu ise
In Iy (¢1) In Iy (%)

InLs(¢y) InLs (o)
esitligini verir. Bu determinanti A,, ()) ile gosterirsek, A, () (3.5)-(3.6) problemi-

nin karakteristik denklemidir ve problemin carpimsal 6zdegerleri bu karakteristik

denklemin kokleridir.

Teorem 3.7 Carpimsal Sturm-Liouville probleminin tiim 6zdegerleri A, (A) karak-

teristik denklemin basit sifirlaridir (Yilmaz vd. 2023).

Ispat. 0, (-, \) ve 0, (-, \) degerlerinin asagidaki esitliklerle verildigini varsayalim.

01 (2, A) = (L1 () © ¢y (7,1)) © (L1 (¢1) © g (7, 1)) (3.23)
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02 (2, A) = (L2 (¢2) © ¢4 (2,1)) © (L2 (¢1) © ¢5 (2, 1))

Bu tanima gore,
Li(¢) = (€@ ¢y(a) ® (e @ ¢i(a)) = (¢1(a)™* (47 (a))™
Li(¢y) = (€@ dy(a)) ® (e O ¢3(a)) = (da(a)) (¢3(a))™"
Ly(¢y) = (P 0¢,(b) @ (™7 @ 67(b)) = (¢, (0)" (87(b))™"
Ly(¢y) = (7 @ y(b)) @ (™7 @ 65(b)) = (65(0)°™” (¢3(b))™™"

oldugundan bu esitlikler kullamilarak 6, ve 0, sirasiyla

0, (2, \) = <<¢2 (@) (¢} (fl))sina> O lng, (z,\) B (¢2 (@)™ g (a)sina)ln‘él(%)\)
1 (x, (101 @) (6 (@)") © gy (2, ) (60 (@26 (a)m)ln%(m
0, (x, )\) _ ((9’52 (b))COSB (¢§ (b))sinﬁ> ® In gbl (:L‘, )\) B (¢2 (b)cosﬁ gb; (b)sin,@>ln¢’1(v"%>\)

In ¢y (x,N)

(00 )™ (@1 6)™) O mn (w.0) (6, (0) 61 (6)°"?)

olarak yazilabilir. Buradan ise

; \ B (1cosoz€sincu)ln6 e o ) cosa sincz)ln1 _ osagg o

1(a,A) = (eoomagamayil —C 1 (a,2) = (ceomagmmayme ¢ (3.24)
1cosﬂesin6 Ine ) 1cosB€sin5 In1

0, (b, /\) _ (—)11 _ esmﬁ’ Q; (b, /\) — % _ e—cosﬂ
(g:osﬁlsmﬂ) n (ecosﬁlsmﬂ) ne

degerleri elde edilir. Diger taraftan, carpimsal Wronskian tanimi geregince
Wi (01 (a,\), O2(b,\) = Inb(a,\)Ind;(b,A\) —In6] (a,A)Inbs (b, \)
— In 6sinoz lne cosff lne % ne~ sin 8
= cosasin 8 — sin a cos 5

ve

Win(9y (@, ), #5(a,A)) = Ingy (a,\)Ine; (b, \) — Inoy (a, A) Ing, (b, \)
= Inelne—Inlinl

=1
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elde edilir. Elde edilen bu esitlikler kullanilarak karakteristik denklem

An(y = RO B 0Ly (6) = In Ly (60) In L (6)

Ly (¢r) InLy ()
= I (1 (0,0 6y (0, 1)) In (5 (6, 27 65 (6, 1))
I (g (6,0 65 (b)) In (6, (a, )7 6 (0, )™
= I (eeosaqsine) I (1905Besin ) _ | (19080 sine) Iy (efos5in )

= cosasinf —sinacos 3
olarak bulunur. Diger yandan Wronskian kullanilarak,
Wm(el (fL‘, )\> ’ 92 (J;? /\)) = Wm ((¢1 (I, /\) ) 9252 (JI, )‘)) Am (A) = Am (A)

yazilir. Simdi g degerinin (3.5)-(3.6) probleminin bir 6zdegeri oldugunu kabul ede-
lim. Ay karakteristik denklemin bir kokiiyse A,, (Ag) = 0 olacagindan

Wm(91 (.QT, )\0) N 92 (.CL‘, )\0)) = O

olur. Wronskian’in sifir olmasi demek #; ve #5’nin lineer bagimli oldugu anlamina

gelir. Dolayisiyla c; reel sabit olmak {izere
t91 (I, /\0) - ‘92 (l’, )\0)61 (325)

ve

01 (b, Ao) = 02 (b, )", 07 (b, o) = 03 (b, \)

yazilir. y () = 01 (x,\), z (x) = 01 (x, \g) olarak alindiginda,
b
(A= Xo) / In6; (z, \)™2) do = 1A, (V)

elde edilir. A, (\) karakteristik fonksiyonu A degiskenine gore tam oldugundan,

Am(N)

1
im  AmQ)\ X () P S
A (M) = (exL 2o A0 > v (ei fl’ln291(x,Ao)dw) Aol g, (3.26)

Dolayisiyla Ag, A, (\) karakteristik fonksiyonunun basit sifiridir. m
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4, CARPIMSAL STURM-LIOUVILLE PROBLEMIi ICIN GREEN
FONKSIiYONU

Bu boliimde, homogen olmayan carpimsal Sturm-Liouville problemi i¢in ¢arpim-
sal Green fonksiyonu olusturulacak ve bu fonksiyonun temel 6zellikleri verilecektir.

Belirtilmelidir ki; (3.5) denkleminin homogen olmayan sekli

(L oy (@) & (" ey (@) Oy(z) = (4.1)

ile verilmistir (Goktag 2021).

4.1 Carpimsal Sturm-Liouville Probleminin Green Fonksiyonunun Olus-

turulmasi

Teorem 4.1 )\ 6zdegerinin (3.5)-(3.6) probleminin bir 6zdegeri olmadigini ve ¢ (-, \)
fonksiyonun (4.1) esitligini ve (3.6) kosullarim sagladigim kabul edelim.

ef € Lia,b] ve 0, ve 0y, (3.6) kosullarm saglayan (3.5) denkleminin lineer
bagimsiz ¢oziimleri olmak iizere (3.5)-(3.6) probleminin ¢arpimsal Green fonksiy-

onu (*Green),

s 92(.%’)@(91(t), aﬁtﬁm
£\ = eBm™ ,
Gnlmt,A) = ®{91($)®92(t), v<t<b (4.2)

olarak tamimlanir ve

b dt
gb(m,)\):/ (Gon(z,8,2) ©@ /D) |t € [a,b] (4.3)

olarak verilir. Tersine, (4.3) ile tamimlanan ¢ (-, A), (4.1) denklemini ve (3.6) kosullarim
saglar. Ayrica, G, (z,t, \) tektir (Yilmaz vd. 2023).
Ispat. (4.3) esitligi kullanilarak

b
¢ (x,)) = /(Gmm,t,A)@eﬂ”)dt
— /I(G z,t,\) @ el t))dt@/( xt)\)@ef(t))

x dt b
— / (G x,t, )\ / (z,t, )\ )
ola ln(Gm(mtA)f(t))dt Jim( (Gt N )t

— T IO MG (@t Nt [, (1) In Gt \)dt (4.4)
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yazilir. Elde edilen bu form *Green fonksiyonunda yazilirsa

—1
(02(x)1n91(t)>Am(A) . a <t<uzx

Gm(z,t,\) = L
(el(x)ln92(t))A'm(/\) s €T < t < b
olur. Buradan (4.4) ve (4.5) birlikte diigiiniildiigiinde,

1 —1
6 (z,)) = old FOm(02(2)m 1) Bmd [ f(t) In(61(x) 02()) Bm D) dt
_ D) 5 () 1n 022t o, 7 (1) In 02 (1) 5 () In 6y ()t

~In0s(@) [7 LR ar —noy () [} HRRE0 at

= e m Am (A

0y () 4y I £(t) 1n02(t)dt

= (Bs(2))” Jo GG (01(x)) I " amOy (4.6)

elde edilir. ¢; (x) ve ¢p () tisleri 2 degigskenine bagh fonksiyonlar olmak iizere, (4.1)

esitliginin bir 6zel ¢oziimii carpimsal parametrelerin degisimi yontemi geregince
d(, ) = 01 (2, ) 0 (ar, 1)) (4.7)
olarak yazilir. ki taraftan carpimsal tiirev alinirsa
&% (2, N) = 0 (2, )@ 0y (2, \)1 03 (2, )2 By (2, \) =)
olup ¢arpimsal parametrelerin degisim metodu geregince
01 (2, N1 0, (2, \)2") =1 (4.8)

olmak iizere

* (2, \) = 0F (2, )@ 0% (2, \) 2@ 4.9
1 2

yazilir. Bu durumda (4.9) esitliginde tekrar ¢arpimsal tiirev alinirsa,
™ (x,A) = 07 (2, N @ 0% (2, N1 3% (2, \)2@ 5 (, \)2 (4.10)

olur. Burada 6, ve 0, problemin ¢6ziimii oldugundan denklemleri saglar. Dolayisiyla

(4.10) esitliginden

¢**($ )\)(b ( )(I($)_>‘
ef(x) — <9 * .Z' )\ Cl(:L" 9* (CC )\)01 9** (.T )\)02 9* (iU )\)62 :13))

-1

(z)—A
01 (2, ) 6, (x,)\)”(‘r)>q
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ve

e 1@ = 9% (2, )@ gz (, 1) 2@ (4.11)

elde edilir. Dolayisiyla (4.9) ve (4.11) esitliklerinden,
01 (2, \)2 0y (, 1) =1 (4.12)

ve

0% (x, )\)0'1(96) 0% (z, /\)0/2(93) — o f@

esitkliklerinin olugturdugu denklem sistemi elde edilir. Buradan (4.12) denklem

sisteminde her iki denklemden In alinirsa denklem sistemi,

¢ (x)Inby (z,\) + y(z)Inby (x,\) = 0 (4.13)
A () Inb7 (z, M) + ¢4 () Inb; (z,\) = —f(x)

seklinde yazilir. Buradan genellestirilmis Cramer kuralindan faydalanarak (4.13)

denklem sisteminde ¢} (z) ve ¢, (x) yalmz birakilirsa,

0 hl@g
@) Wl f ()6, (2, 0)
¢ (@) ="—x" N ALY o
1I191 0
c oo b =F (@) f(a)ng (2, )
R e R W2 o

elde edilir. ¢; katsayisini elde etmek icin (4.14) esitliginde her iki taraftan = degiskenin-

[‘aoa- [ LOn00,

¢ () = 1 (b) —/ %dt

elde edilir. Benzer iglemler (4.15) esitligi i¢in yapilirsa a degiskeninden x degigskenine

den b’ye integral alimirsa

olup

integral alinarak c, katsayis,

/GCQ(t)dt:/a%dt
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olmak {izere

/f 1n91
02 —CQ

olarak bulunur. Boylece (4.1) denkleminin genel ¢oziimii,

f(t)lnezm] 0, )_fz[m)lnel(t)]
T

B, \) = By (2, A% Oy (2, \)2 0y () L 5nH ey (4.16)

olarak yazilir. ¢(z, \) ¢oztimii (3.6) kosullarimi saglayacagindan (3.6) kosullar1 ve
(4.16) esitliklerinden,

gb(a, )\) — G_Sina, gb* (CL, /\) — ecosa
¢ (b,A) = e T ¢" (b, A) = e

elde edilir. Burada kogullar dikkatli bir sekilde ele alinirsa,

£)1n6; (t) dt

t)ln92 (t) dt , Co =

olarak bulunur. Boylece, (4.5) ve (4.6) saglanir. Simdi tersine ¢(z, A) ¢dziimiiniin
(4.3) esitligi ile verildiginde, (4.1) denklemini ve (3.6) kogullarimi sagladigin gostere-

lim. (4.6) esitliginde carpimsal tiirev alinirsa,

_ £(t)In 04 (t) f(x)In6q(x)
& (2 0) = 05 () AR g, (o n) T RER
_ () Inba(t) ] ;4 f(z)1In 6y (x)

07 () = LB g, (0, ) A (4.17)

yazilir. Yukaridaki (4.17) esitliginde tekrar ¢arpimsal tiirev alinirsa

o [ f(t)In 09 (t) F(@)In 0 (2) \ 2 f(=@) 1n91<x>)’

¢** (:C, )\) _ 9;* (:B)_f“ [ Am (N ]dt ((9; (x’)\)*w> 92 (1-7)\)<_ A (\)
o7 (@) LB (7 o) S ) gy (0, ) (S0

(4.18)

elde edilir. 6, ve 0, (3.5) denkleminin ¢oziimleri oldugundan ise

07 (x) = 01 (@), (4.19)
05" (x) = 0z (x)"7

yazilir. Hatta

f@) oy (x) \ 2

(2)In09(x) \ 2
(63 (2,07 507 (1 (2,\)"" 2mlH ) = (4.20)
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ve
_ f(z)In 6y (x) f(z)1In 6o (x)

0y (2, ) CIEED) gy (o) (FRED) 2 s (4.21)

olur. Buradan (4.19), (4.20) ve (4.21) denklemleri, (4.18) esitliginde birlikte diisiiniiliirse,
¢ (2, 0) = ¢ (2, )" e I

olarak elde edilir. Bu ise ¢ ¢oziimiiniin (4.1) denkleminin saglandigim gosterir. Son

olarak kosullar1 kullanarak

,fb In 6 f
cosQa x sin cos o gk sin a Am (X
& (a, ) " (0, )™ = (61 () 85 ()™)Y =1
ve
i i _ff X}el{)
5 (b N 6" (b N = (8 (07 05 5P =1

yazilir. Ispatin kalan kisminda verilen problem icin *Green fonksiyonun tekligini

ispatlayalim. Kabul edelim ki, ayn1 problem i¢in bagka bir *Green fonksiyonu olan

Gum(z,t, \) var olsun. Bu durumda,

b
6(2,)) = / (Gun(,1.2) ® 7)™

—  J FO MG ()Y

ve

0w = [ (Gt noe)”

_ OGNt

olarak yazilabilir. Buradan,

/b () [m G, t, N) — In G (2, 1, /\)] dt =0

elde edilir. f (t) = InGp(z,t,A) — In G (z, ¢, \) alnirsa,

b —_—
/ In G (2,1, \) — In G (.1, )| dt = 0

‘ 2

olarak yazilir. Bu ise

Gz, t,A) = Gz, t, N)

oldugunu verir. Dolayisiyla problem igin *Green fonksiyonun tektir. m
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4.2 Carpimsal Green Fonksiyonunun Bazi1 Ozellikleri

Teorem 4.2 G,,(z,t,)\), (3.5)-(3.6) probleminin *Green fonksiyonu olsun. Bu du-

rumda bu ¢arpimsal Green fonksiyonu icin asagida verilen 6zellikler saglanir.

i. Gy (z,t,\) carpimsal Green fonksiyonu (a, a) noktasinda siireklidir.
il. Gp(z,t,\) = Gp(t,z, \) saglanir.

iii. G,,(z,t,\) carpimsal Green fonksiyonu x degigskeninin bir fonksiyonu oldugun-

dan her ¢ € R i¢in (3.5) denklemini ve (3.6) kosullarini saglar.

iv. Ao, A, (A) karakteristik denkleminin bir 6zdegeri olsun. Bu durumda Ao, G, (z, t, A)
fonksiyonunun basit kutup noktasidir. Ayrica é;(x, t,A), Ao komsulugunda
A ozdegerinin ¢arpimsal tipte meromorfik fonksiyonu ve v, Aq ile ilgili nor-

mallegtirilmis 6zfonksiyon olmak iizere
Gualet.3) = [t ) ] ™ G ,.)
seklinde yazilir (Yilmaz vd. 2023).
ispat.

i. 01 (., A) vefs (., \) fonksiyonlari her A € R i¢in siirekli oldugundan G,,(zx, t, \) garpimsal

Green fonksiyonu da tanimi geregince (a, a) noktasinda siireklidir.

ii. Carpimsal Green fonksiyonu tanimi yardimiyla,

-1 Os(z) ®01(t), a <t <z
= e2m()
G, 1, A) = € Q{Hl(x)G)@g(t), r<t<b

ve
-1 O2(t) © 01(x), a <x <t
= e2m()
Gty A) = e5n © { 0,(t) @ Os(x), t <z <b

olarak yazilir. Buradan carpimsal analizin baz1 temel 6zellikleri kullanilarak,
(ln ) (x)lnel(t)) Y lma<lnt<lnz

InG,,(z,t,\) = -1
<ln 61 (m)ln92(t)> Y Ing <Int <Inb
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ve

—1
<1n 0, (t)lnal(w)> Sm® , Ina<Inz <Int

lnGm(t,x, )\) = -1
(ln 61 (t)ln02($)> Y Int <Inz <Inb

elde edilir. Boylece,

—Infy(x) Iné, (), mha<Int<lnz
InG,(z,t,\) = { 7?;0(2)21 " _ _

A2 g, (2), Inz <Int <Inb

ve
—1n0y(z)
InG,,(t,z,\) = Am(1>\) Infy(t), Ina<Ilnzx <lInt
- _Xff/\()m) Inf;(t), Int <lnz <Inb

olup G,,(x,t, \) = Gy, (t, x, \) bulunur.

iii. z € [a,t] olsun. Bu durumda,

—1ln6q(t)

Gz, t,A) = 0y (x) 5m®)

olup buradan
LG (2,t,\) = e ® G, t, \)
yazilir. Benzer sekilde = € [t, b] igin,

—1ln 6y ()

Gm(l‘, t, )\) = 01 (,fl]’) Am ()

ve

LG(z,t,\) = * ® G (2,1, \)

yazilir. Dolayisiyla buradan sirasiyla

—1ln 6o (t)

(6 © G, £ N)(™ @ G, 8. N) = | (61 () (6 ()] = =1

ve

—1n 64 (t)
Am(2)

(e © G0, £, 0) & (7 © Gy, (0,1, 1) = [(02 (6)° (05 (5))™| =1

esitlikleri elde edilir.
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iv. Kabul edelim ki \g 6zdegeri G,,(z,t, A) fonksiyonun kutup noktasi ve R,, (z,1)
ise Gy(z,t,\) fonksiyonun A = )¢ noktasindaki g¢arpimsal reziidiisii olsun.

Buradan (3.21) ve (3.22) esitliklerinden faydalanarak,
—1In6q(t) 1

Rm (ZL', t) - llm [Gm(x, t’ )\)})\7)\0 — 01 ($) cq % f{f In2 01 (xz,\g)dx

A— Ao

= Wy (z, Ag) Vo)

yazilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

||
4.3 Bazi Ornekler

Ornek 4.1 Carpimsal Sturm-Liouville simir deger problemini,
et oy™(z) =t O y(r) (4.22)
denklemi ve

Li(y) = y(0)=0

Ly(y) = y(1)=0
Dirichlet kogullar ile ele alalim. (4.22) denkleminin bir temel ¢oziimler kiimesi
b1 (1)) = VA g (3 1) = esinVAz
¢oziimleri ile verilir.

Lyi(¢y) = s VAD e, Ly (¢y) = eSnVAD _
Lo ((bl) = 6cosx/ﬁ — ecosﬁ’ L, (¢2> _ 6sin\/ﬁ _ esinﬁ

oldugundan ve (4.22) denkleminin 6zdegerlerinin karakteristik fonksiyonun sifirlari

oldugu bilindiginden

B InLy(¢y) InLy ()

= =0
In Ly (¢y) InLy(¢y)

A (A)

yazilir. Buradan
In (e) In (1)

=sinvVA =0
In (ecosﬁ> In (esinﬁ)

Am (A) =

olarak bulunur. Dolayisiyla, sin v/ A sifirlar1 6zdeger olup, bu ¢zdegerler
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A, = %72, n € N olarak bulunur. Bu durumda,

01 ((L’, )\) — e—sm Ax
62 (ZC, )\) _ ecos Az sin v A—sin vV Az sin VA

olarak elde edilir. O halde ele alinan garpimsal sinir deger problemi icin garpimsal

Green fonksiyonu,

eC0s Az sin vV A—sin vz sin VA ® sin /)\t 0<t<zx
9 -~ -

-1
Gn(z,t, \) = esinx — : . .
(x ) € @ {Sln )\./B @ ecos\/ﬁsmﬁfsm\/ﬂslnﬁ, €T < t S 1

olarak yazilir (Yilmaz vd. 2023).

Ornek 4.2 Bu 6rnekte (4.22) ile verilen denklemin agagidaki ¢arpimsal Neumann

kosullariyla ele alip

Lily) = y(0)=0

Ly(y) = y*(1)=0
yeni bir problem olusturalim. Bu problem igin de
¢1 (33,)\) — ecosm, ¢2 (33,)\) — esin Az

olacagindan

Li(¢y) = e/ VA0 =1 L) (g,) = VAV = V2 ve (4.23)

L2 (le) = e Asin /A1 =e )\sinﬁ7 Ll (¢2) — 6\6‘505\/ﬁ — eﬁcosﬁ

olarak bulunur. Buradan problemin ¢zdegerleri karakteristik denklemin kokleri ola-

cagindan
InL InL
A, (A) = nLi(¢y) InLi(¢y) —0
In Ly (¢y) In Ly (o)
yazilir. (4.23) kullanilarak
In (1 In (e
A (N) = 0 ( ) — Asin VA =0

ln <€—\/Xsin \/X) ln (ex/Xsin\/X>
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olarak bulunur. Dolayisiyla, Asinv/A = 0 denklemin kokleri problemin 6zdegerleri

olacagindan ele aliman problemin 6zdegerleri A\, = n?72, n € N olarak bulunur.

Problemin ¢arpimsal Green fonksiyonu ise

01 ({L‘7 /\) = e\/xcosm—sin \z
62 (]}7)\> = eﬁ(cos )‘COS\/E'FSiH\/ESinﬁ)
icin
_In6y ()
92(1‘) A 0<t <z
Gm(z,t,\) = oy
91 (,CL’) Am () , T <t S 1

olarak elde edilir (Yilmaz vd. 2023).
Ornek 4.3 Simdi (4.22) denklemini

Li(y) = y(0)=0

Ly(y) = y(My (1) =0
esitlikleri ile verilen ¢arpimsal Robin kogullar ile ele alalim.
1 (2, 0) = €V gy (2, 0) = VAT
(4.22) denklemi i¢in ¢oziim oldugundan simir kogullar: kullamlarak

Li(¢) = VA0 —¢ L) (¢,) =emVA0 =1
Lo (‘bl) = \/refﬁsmm = ecosﬁ*ﬁsinﬁ

Lo (¢2) — esinmexf/\cosm _ eSin\/X+\/XCos\/X

yazilir. Buradan, (4.22) denkleminin 6zdegerleri

~ InLi(¢1) InLi(dy) In (e) In (1)

D)= _ | | i
In L, (¢1) In L, (¢2) In (GCOS VA—VAsin ﬁ) In <es1n VA4V cos ﬁ)

denkleminin kokleri olup, bulunan degerler kullanilarak

1 0
A, (N) = = sin VA + VAcos VA =0
cos VA — vV Asin VA sin VA + VA cos VA
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yazilir. Dolayisiyla, sin v/A++v/\ cos VA = 0 denkleminin kokleri problemin 6zdeger-

leri olup problemin carpimsal Green fonksiyonu ise,

81 (.T, )\) = e sin v \x
92 (LIZ’ )\) _ e(sin \ cos V Az —cos )\sin\/ﬂ)—i—(cos Azcosx/ﬂ—i—sin\/ﬂsinﬁ)
, =

olmak tizere
sin VIt
92 (x)sin\/XJr\/Xcos\/X s 0 S t S €T
Gm(I7 t, )\) - sin\/HIDQQ(t)
esinﬁjt\f)\cosxf)\’ xr < t S 1

olarak elde edilir (Yilmaz vd. 2023).

44



5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasi, Goktag tarafindan 2021 yilinda yazilan makale ve Yilmaz vd.
tarafindan 2023 yilinda yazilan makaleler esas alinarak hazirlanmustir. Ilk makalede
literatiirde genis yer kaplayan, fizik ve matematik ile beraber bir¢ok alanda uygula-
maya sahip Sturm-Liouville problemi ¢arpimsal olarak tanimlanip temel 6zellikleri
carpimsal 6zfonksiyonlar: ve spektral 6zellikleri incelenmistir. Yilmaz vd. tarafin-
dan yapilan calismada ise ¢arpimsal Sturm-Liouville problemi i¢in ilk kez ¢arpimsal
Green fonksiyonu tanimlanmig ve bu fonksiyonun bilinen ¢zellikleri ¢carpimsal analiz-
de incelenmisgtir. Biz de bu makalelerden esinlenerek ve kaynak gostererek carpim-
sal Sturm-Liouville denklemi igeren ¢arpimsal problemi tekrar ayrintilar ile ele alip
spektral 6zelliklerini inceledik. Carpimsal analizde caliganlar icin bu tezin 6zellik-
leri spektral analiz ¢alisanlarina esin kaynagi olabilecegini diisiinmekteyiz. Klasik
sonuclarin carpimsal analizde elde edilmesi gosterildiginden, ileriki calismalarda da
klasik Sturm-Liouville problemi igin elde edilmig diger spektral 6zelliklerin calisil-

mas1 hedeflenmektedir.
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