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Bu tezde, Sturm-Liouville denklemi çarp¬msal analizde kurulmuş ve bu denklemi
içinde bulunduran s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerlerinin ve özfonksiyonlar¬n¬n baz¬
spektral özellikleri çarp¬msal analizde incelenmi̧stir. Daha sonra ele al¬nan problem
için çarp¬msal Green fonksiyonu verilerek bu önemli fonksiyonun temel özellikleri
incelenmi̧stir. Ayr¬ca elde edilen sonuçlar baz¬örnekler üzerinde tart¬̧s¬lm¬̧st¬r. Tüm
bu sonuçlar elde edilmeden önce çarp¬msal analizde türev ve integral gibi genel
kavramlar ve özellikleri giri̧s k¬sm¬nda sunulmuştur.
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TEŞEKKÜR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iv
S·IMGELER D·IZ·IN·I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vi
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

R Reel say¬lar kümesi
R+ Pozitif Reel say¬lar kümesi
jyj� Çarp¬msal mutlak de¼ger
f �(x) = d�f

dx
f fonksiyonunun birinci mertebeden çarp¬msal türevi

f �(n)(x) f fonksiyonunun n. mertebeden çarp¬msal türeviR
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a
f (x)dx f fonksiyonun çarp¬msal belirli integrali

R� := f� (x) : x 2 Rg
Rexp := fexp (x) : x 2 Rg

Wm Çarp¬msal Wronskian
<;>� Çarp¬msal iç çarp¬m
L�2 Karesi çarp¬msal integrallenebilir fonksiyonlar uzay¬
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1. G·IR·IŞ

Modern bilimin do¼gdu¼gu 17. yüzy¬l¬n sonlar¬nda ortaya ç¬kan klasik analiz (calcu-

lus) günümüzde en yayg¬n kullan¬lan analiz çeşididir. Cebir, trigonometri ve analitik

geometri konular¬üzerine kurulan klasik analiz; limit, türev, integral ve seri gibi

temel kavramlardan oluşmaktad¬r. Bu kavramlar toplama ve ç¬karma i̧slemlerinin

basit versiyonlar¬ ile kullan¬ld¬¼g¬ndan literatürde bu analize toplamsal analiz veya

Newton analizi de denilmektedir. Bilimin geli̧smesiyle ve artan problemlerin çeşitlen-

mesiyle klasik analize alternatif olarak çarp¬msal analizi de içeren farkl¬aritmetik

i̧slemlerle yap¬lan birçok analiz türü ortaya ç¬km¬̧st¬r. Literatürde bu analizler New-

tonian olmayan analizler olarak adland¬r¬l¬r. Bu çal¬̧smalara ilk örnek Vito Volterra

taraf¬ndan 1887 y¬l¬nda tan¬mlanan Volterra tipi analiz olarak verilebilir. Bu ana-

lizde çarpma i̧slemi temel al¬nd¬¼g¬ndan daha sonralar¬bu analize çarp¬msal analiz

(Gürefe 2009) denilmi̧stir.

Çarp¬msal analiz, 1967 y¬l¬nda Grossman ve Katz taraf¬ndan Newtonian (toplamsal)

analize alternatif olarak kurulmuştur. Üstel fonksiyon içeren problemler için yararl¬

bir analiz olan çarp¬msal analiz, ç¬karma ve toplama i̧slemlerinin rollerini bölme

ve çarpma i̧slemlerine taş¬r. Klasik analizin temeli bir fonksiyonun do¼grusal olarak

temsil edilmesi iken, çarp¬msal analizin temeli bir fonksiyonun üstel olarak tem-

sil edilmesidir. Ülke nüfuslar¬n¬, depremlerin büyüklüklerini, biyolojik ve ekonomik

olaylar gibi do¼gadaki pek çok olay¬içeren problemler üstel olarak de¼gi̧sti¼ginden, bu

tür problemlerin çözümlerinde veya modellenmesinde klasik analiz yerine çarp¬msal

analizin kullan¬lmas¬yarar ve kolayl¬k sa¼glar. Başka bir ifadeyle, bu analiz �nans,

biyoloji, demogra�, görüntülerde örüntü tan¬ma, sinyal i̧sleme, kuantum bilgi teorisi

gibi birçok alan¬n problemlerinin çözümünde klasik analizden daha iyi sonuç vere-

bilmektedir. Bu nedenle birçok alanda çarp¬msal durumlara odaklanan çok say¬da

çal¬̧sma gerçekleştirilmi̧stir.

Grossman ve Katz 1972 y¬l¬nda yay¬nlad¬klar¬ bir kitapta genel teoriyi ve New-

tonian olmayan analizin sekiz türünü tan¬mlam¬̧slard¬r (Grossman ve Katz 1972).

Ayr¬ca Grossman 1979 y¬l¬nda üstel analiz üzerine bir çal¬̧sma daha yapm¬̧st¬r (Gross-
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man 1979). 1980 y¬l¬nda Maginnis, Newtonian olmayan analize ilk uygulama ola-

rak olas¬l¬k teorisinde bir çal¬̧sma yapm¬̧s ve bu çal¬̧smada insan davran¬̧s¬ve karar

verme mekanizmalar¬na istatistiksel bir yaklaş¬m olarak Newtonian olmayan analiz

kullanm¬̧st¬r (Maginnis 1980). Ayr¬ca Hohlfeld, Drueding ve Ebersole 1989 y¬l¬nda

yapt¬klar¬bir çal¬̧smada atmosfer s¬cakl¬¼g¬üzerine kulland¬klar¬teorilerde Newtonian

olmayan analizi kullanm¬̧slard¬r (Hohlfeld vd. 1989).

2009 y¬l¬nda Cordova ve Lepe, ekonomide önemli bir rol oynayan esneklik teorisini

bigeometrik türev ile ele alm¬̧slard¬r (Cordova ve Lepe 2006-2009).

2011 y¬l¬nda Bashirov vd., çeşitli alanlardaki farkl¬ problemleri modelleme çal¬̧s-

malar¬nda çarp¬msal analizi kullanm¬̧slard¬r (Bashirov vd. 2011) ve çarp¬msal ana-

lizin, klasik analize göre daha etkili oldu¼gunu savunmuşlard¬r. Ayr¬ca 2013 y¬l¬nda

Bashirov e¼grisel ve çift katl¬ çarp¬msal integralleri içeren bir çal¬̧smay¬ literatüre

kazand¬rarak çarp¬msal integralleri biraz daha geni̧sletmi̧stir (Bashirov 2013). Son

y¬llarda ise klasik analizde bilinen önemli denklem ve denklem sistemlerinin özellik-

lerini ve spektral analizini içeren çok çeşitli çal¬̧smalar çarp¬msal analizde ele al¬n-

m¬̧st¬r hatta çarp¬msal türev ve onun genel özellikleri zaman skalas¬nda da veril-

mi̧stir (Kadak ve Gürefe 2016, Göktaş 2021, Y¬lmaz 2021, Göktaş vd. 2022, Güļsen

vd. 2022, Y¬lmaz vd. 2023, Öznur vd. 2023). 2021 y¬l¬nda Göktaş, klasik analizde

bilinen Sturm-Liouville denklemini çarp¬msal analizde ele al¬p, bu denklem yard¬m¬

ile üretilen çarp¬msal Sturm-Liouville probleminin baz¬özelliklerini ve özfonksiyon-

lar¬n¬n asimptotiklerini incelemi̧stir (Göktaş 2021). Ayr¬ca oluşturulan çarp¬msal

Sturm-Liouville probleminin baz¬spektral özelliklerini araşt¬rm¬̧st¬r. Ayn¬y¬l Y¬l-

maz yapt¬¼g¬ çal¬̧smada çarp¬msal Bessel denklemini ve onun baz¬ temel spektral

özelliklerini incelemi̧stir (Y¬lmaz 2021).

Güļsen vd. ise literatürde iyi bilinen kuantum �zi¼gin temel sistemlerinden olan

Dirac sistemini baz¬cebirsel yap¬lar kullanarak 2022 y¬l¬nda çarp¬msal olarak tan¬m-

lam¬̧slard¬r. Bu sistemin özfonksiyonlar¬için asimptotik vermi̧slerdir. Ayr¬ca tan¬m-

lanan çarp¬msal Dirac sisteminin temel özellikleri incelenmi̧stir (Güļsen vd. 2022).

Ayn¬y¬l yine Sertaç vd. ise kesirli analizde iyi bilinen Dirac sistemini, çarp¬msal ke-

sirli analizde tekrar tan¬mlam¬̧slard¬r (Sertaç vd. 2022). Ayr¬ca bu probleme kaŗs¬l¬k
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gelen operatörün selfadjointli¼gi, problemin farkl¬ özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen öz-

fonksiyonlar¬n¬n dikli¼gi gibi spektral özellikleri inceleyerek sistem için Green fonksiy-

onunu çarp¬msal analizde elde etmi̧slerdir. 2022 y¬l¬nda yap¬lan farkl¬bir çal¬̧smada

ise çarp¬msal türev ve temel özellikleri zaman skalas¬nda incelenmi̧stir (Göktaş vd.

2022). Bu çal¬̧smalara ek olarak Öznur vd., genel formda verilen çarp¬msal regüler

ve periyodik Sturm-Liouville problemlerinin temel özelliklerini inceleyip, daha önce

verilen özellikleri genelleştirerek, elde ettikleri sonuçlar¬örneklendirmi̧slerdir (Öznur

vd. 2023). Bu yüksek lisans tezinin amac¬ ise çarp¬msal analizin temel kavram-

lar¬n¬anlamak ve Sturm-Liouville problemini çarp¬msal analizde çal¬̧sarak çarp¬m-

sal Sturm-Liouville probleminin temel spektral özelliklerini incelemektir. Ayr¬ca

matematiksel �zikte büyük öneme sahip olan Green fonksiyonunu çarp¬msal Sturm-

Lioville problemi için oluşturmak ve bu önemli fonksiyonun ana özelliklerini araşt¬r-

mak amaçlanm¬̧st¬r. Genel olarak Green fonksiyonlar¬başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger prob-

lemlerini çözmek için etkili bir method oluştururlar. Klasik tekniklerle çözülemeyen

adi ve k¬smi denklemlerin çözümünde bu methodlar önemli bir rol oynar. Ayr¬ca

kuantum teori, elektrodinamik, uygulamal¬matematik, sismoloji gibi birçok alanda

uygulamalara sahip olan Green fonksiyonunu ve özelliklerini içeren birçok çal¬̧sma

klasik analizde bulunabilir. Çarp¬msal analizde ise bu tür çal¬̧smalar yak¬n zamanda

ancak s¬n¬rl¬çal¬̧smalarda ele al¬nm¬̧st¬r (Sertaç vd. 2022, Y¬lmaz vd. 2023). Biz

de bu tez çal¬̧smas¬nda, Y¬lmaz vd. taraf¬ndan 2023 y¬l¬nda yap¬lan makaleden esin-

lenerek ve kaynak göstererek oluşturdu¼gumuz çarp¬msal Sturm-Liouville problemi

için Green fonksiyonu elde edip, onun ana özelliklerini inceleyece¼giz. Beş bölümden

oluşan bu yüksek lisans tezinin ikinci bölümü çarp¬msal analizde bilinen temel tan¬m

ve teoremleri içermektedir. Üçüncü bölümde çarp¬msal Sturm-Liouville problemi

verilip onun baz¬spektral özellikleri incelenecektir. Dördüncü bölümde ise çarp¬m-

sal Sturm-Liouville problemi için Green fonksiyonu oluşturulup, onun baz¬ temel

özellikleri verilecektir. Sonuçlara ait örneklere de bu bölümde yer verilecektir. Son

bölüm tart¬̧sma ve sonuç k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r. Çarp¬msal analizin temel tan¬m ve

teoremlerini vermeden önce, bu analizin temelini oluşturan baz¬cebirsel yap¬lar¬n

aç¬klanmas¬gerekmektedir. Bahsedilen kavramlar aras¬nda aritmetik, üreteç ve baz¬

matematiksel i̧slemler de yer almaktad¬r. Aritmetik, reel say¬lar kümesinde tan¬ml¬
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tam s¬ral¬bir cisimdir. Üreteç (do¼gurucu) fonksiyon ise reel say¬lar kümesinden, reel

say¬lar¬n bir alt kümesine tan¬ml¬bire-bir bir fonksiyondur. Üreteç fonksiyonuna

I birim fonksiyonu, ex fonksiyonu ve e3 fonksiyonu örnek olarak verilebilir (Kadak

2015).

�, tan¬m kümesi A � R ve de¼ger kümesi R� = f�(x) : x 2 Rg olan bir üreteç

(do¼gurucu) olsun. R� üzerinde tan¬ml¬u; _�; _� ve _= i̧slemleri ve _< s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬
aşa¼g¬daki gibi olan aritmeti¼ge bir �-aritmetik denir. Her x; y 2 R� için;

�� toplam xu y = �f��1(x) + ��1(y)g

�� fark x _�y = �f��1(x)� ��1(y)g

�� çarp{m x _�y = �f��1(x)� ��1(y)g

�� oran x _=y = �f��1(x)� ��1(y)g

�� s{ralama x _< y () �f��1(x) _<��1(y)g

Bu i̧slemler alt¬nda (R�;u; _�; _�; _= ; _<) tam s¬ral¬bir cisimdir yani bir aritmetik-

tir. Bu aritmeti¼gi � fonksiyonu üretti¼gi için buna �� aritmetik denir. Her bir

üreteç fonksiyonu yaln¬z bir aritmetik üretir ya da her bir aritmetik yaln¬z bir üreteç

vas¬tas¬yla üretilir (Kadak 2015). Örne¼gin birim fonksiyon olan I(x) = x bilinen

klasik aritmeti¼gi do¼gurdu¼gu gibi �(x) = ex fonksiyonuda geometrik (veya çarpmaya

dayanan) aritmeti¼gi üretir (Çakmak 2014). Do¼gurucu fonksiyon � = exp olmak

üzere

� : R! Rexp � R+

x ! �(x) = ex = y

ve

��1 : Rexp! R

y ! ��1(y) = ln y = x

şeklinde verilsin. Her x; y 2 R+ için aşa¼g¬daki cebirsel i̧slemler geçerlidir.
4



�� toplam xu y = �f��1(x) + ��1(y)g = e(lnx+ln y) = x:y

�� fark x _�y = �f��1(x)� ��1(y)g = e(lnx�ln y) = x� y

�� çarp{m x _�y = �f��1(x)� ��1(y)g = e(lnx�ln y) = xln y = ylnx

�� oran x _=y = �f��1(x)� ��1(y)g = e(lnx�ln y) = x
1
ln y

şeklindedir (Kadak 2015). Do¼gurucu fonksiyon de¼gi̧stikçe yeni Newtonian olmayan

analizler ortaya ç¬kar.
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2. ÇARPIMSAL ANAL·IZE ·IL·IŞK·IN GENEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tez içerisinde kullan¬lacak olan çarp¬msal analizin temel tan¬m ve kavram-

lar¬verilecektir.

Tan¬m 2.1 x pozitif bir reel say¬olsun. x pozitif reel say¬s¬n¬n çarp¬msal mutlak

de¼geri jxj� simgesi ile gösterilir ve

jxj� =
�
x; x > 1
1
x
; x < 1

şeklinde tan¬mlan¬r (Özyap¬c¬2009).

Örnek olarak

j9j� = 9;
����16
����� = 6; j1j� = 1

şeklindedir. Çarp¬msal mutlak de¼ger x, y pozitif reel say¬lar¬için aşa¼g¬daki özelliklere

sahiptir.

1. 1 � jyj�

2. jxyj� � jxj� jyj�

3. E¼ger � > 1 için ��1 � y � � ise jyj� � �:

Tan¬m 2.2 8" > 1 iken 9 �(") > 1 de¼geri ve
��� xx0 ���� < �(") eşitsizli¼gini sa¼glayan her x

için
���f(x)` ���� < " ise ` say¬s¬na f fonksiyonunun x0 noktas¬ndaki çarp¬msal limit de¼geri

denir. Ayr¬ca lim
x�!x0

f (x) = ` şeklinde gösterilir (Gürefe 2013).

Tan¬m 2.3 A � R+ ve f : A! R+ olsun. E¼ger her " > 1 için

x 2 A ve
���x
a

���� < � iken

����f(x)f(a)

����� < "

olacak şekilde � > 1 varsa f fonksiyonu a 2 A noktas¬nda çarp¬msal süreklidir denir

(Özyap¬c¬2019).

Örnek 2.1 f : R+ ! R+ ve f(x) = x2 olsun. f fonksiyonu her x0 2 R+ noktas¬nda

çarp¬msal süreklidir (Özyap¬c¬2009).
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Gerçekten, 8" > 1 için
��� xx0 ���� < � koşulunu sa¼glayan her x0; x 2 R+ için���� f(x)f(x0)

����� = ����x2x20
���� = ����� xx0

������2 < �2 = "

oldu¼gundan, � =
p
" ve " > 1 seçilirse istenilen sa¼glan¬r.

Tan¬m 2.4 Herhangi bir f fonksiyonunun x de¼gi̧skenine ba¼gl¬ çarp¬msal türevi

f � (x) sembolü ile gösterilir. A � R üzerindeki tüm x de¼gerleri için f � fonksiyonu

f � : A! R+ olmak üzere pozitif bir f fonksiyonunun çarp¬msal türevi

f �(x) = lim
h�!0

�
f(x+ h)

f(x)

�1=h
(2.1)

şeklinde tan¬mlan¬r. Ayr¬ca çeşitli i̧slemlerle

f �(x) = e(ln f(x))
0

şeklinde klasik türev ile çarp¬msal türev aras¬ndaki ili̧ski verilir (Gürefe 2013). (2.1)

eşitli¼gi, x0 noktas¬nda türevlenebilen bir f fonksiyonunun x0 noktas¬ndaki klasik

türev tan¬m¬ olan f 0(x0) = lim
h�!0

f(x0+h)�f(x0)
h

eşitli¼ginde f(x0 + h) � f(x0) fark¬

yerine f(x+h)
f(x)

oran¬ve bölümdeki h de¼gerinin yerine çarpma i̧slemine göre tersi olan
1
h
ifadesinin kuvvet olarak yaz¬lmas¬ile elde edilir (Özyap¬c¬2009).

Önerme 2.1 E¼ger f fonksiyonu x noktas¬nda çarp¬msal anlamda diferansiyellenebilir

ise f fonksiyonu x noktas¬nda çarp¬msal süreklidir. Ancak tersi her zaman do¼gru

de¼gildir.

Örnek 2.2

f(x) =

�
x2 + 3; x > 5

7x� 7; x � 5
fonksiyonunu ele alal¬m. Bu fonksiyon çarp¬msal sürekli fakat çarp¬msal diferansiyel-

lenebilir de¼gildir.

lim
h�!5+

f(h) = lim
h�!5+

(h2 + 3) = 28

lim
h�!5�

f(h) = lim
h�!5�

(7h� 7) = 28

f(5) = 28

7



oldu¼gundan fonksiyon x = 5 noktas¬nda çarp¬msal süreklidir. Fonksiyonun çarp¬msal

türevlenebilir olup olmad¬¼g¬n¬söylemek için

lim
h�!5+

�
f(5 + h)

f(5)

�1=h
= e

lim
h!5+

ln(f(5+h))�ln f(5)
h

= e
lim

h!5+

ln((5+h)2+3))�ln(28)
5

= e
1
5
ln( 10328 )

=

�
103

28

� 1
5

lim
h�!5�

�
f(5 + h)

f(5)

�1=h
= e

lim
h!5�

ln(f(5+h))�ln f(5)
h

= e
lim

h!5�
ln(7(5+h)�7))�ln(5)

5

= e
1
5
ln( 635 )

= (
63

5
)
1
5

limitleri dikkate al¬n¬rsa f fonksiyonun çarp¬msal türevinin x = 5 noktas¬nda mevcut

olmad¬¼g¬söylenir.

Teorem 2.1 Klasik anlamda diferensiyellenebilme ile çarp¬msal anlamda diferen-

siyellenebilme aras¬ndaki ili̧ski

f �(x) = lim
h�!0

�
f(x+ h)

f(x)

�1=h
= lim

h�!0
eln(

f(x+h)
f(x) )

1=h

= lim
h�!0

e
ln(f(x+h))�ln f(x)

h

= e
lim
h�!0

ln(f(x+h))�ln f(x)
h

= e
f 0(x)
f(x)

eşitli¼gi ile de verilir (Stanley 1999). Örne¼gin f(x) = x5 fonksiyonunun çarp¬msal

türevi f �(x) = e
5
x dir.

Lemma 2.1 f; çarp¬msal ve klasik anlamda türevlenebilir fonksiyon olmak üzere

8



d�

dx
[ef(x)] = [f �(x)]f(x) eşitli¼gi sa¼glan¬r (Stanley 1999). Gerçekten,

d�

dx
[ef(x)] = e

f 0(x)ef(x)

ef(x)

= e

�
f 0(x)
f(x)

�
f(x)

= f �(x)f(x):

Tan¬m 2.5 E¼ger f � fonksiyonu çarp¬msal türevlenebiliyor ise ikinci mertebeden

çarp¬msal türevi vard¬r ve f �� ile gösterilir. Benzer biçimde f fonksiyonunun n.

mertebeden çarp¬msal türevi var ise f �(n) olarak gösterilir. Pozitif tan¬ml¬f fonksi-

yonunun bir x noktas¬ndaki n. mertebeden çarp¬msal türevi

f �(n)(x) = e(ln f(x))
(n)

şeklinde tan¬ml¬d¬r (Gürefe 2013).

Teorem 2.2 f çarp¬msal h ise hem çarp¬msal hem klasik türevlenebilir iki fonksi-

yon ve c herhangi bir sabit olsun. Bu durumda aşa¼g¬da verilen eşitlikler sa¼glan¬r

(Bashirov 2008).

i. (cf)� (x) = f �(x)

ii. (fh)� (x) = f �(x)h�(x)

iii. (f + h)� (x) = f �(x)
f(x)

f(x)+h(x)h�(x)
h(x)

f(x)+h(x)

iv.
�
f
h

��
(x) = f�(x)

h�(x)

v. (fh)�(x) = f �(x)h(x)f(x)h
0(x):

Önerme 2.2 Üstel bir f fonksiyonun çarp¬msal türevi sabittir (Özyap¬c¬2009).

Önerme 2.3 Klasik anlamda diferensiyellenebilir bir h fonksiyonu ve çarp¬msal an-

lamda diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu ele alal¬m. E¼ger

f(t) = (g � h) (t)
9



ise f fonksiyonunun çarp¬msal türevi

f �(t) = (g� (h(t)))h
0(t)

şeklinde yaz¬l¬r (Bashirov 2008).

Önerme 2.4 C pozitif bir say¬ olsun. f ve g çarp¬msal anlamda türevlenebilir

fonksiyonlar, h ise klasik anlamda türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

1. f(t) = Ct) f �(t) = e
1
t

2. f(t) = Ctk ) f �(t) = e
k
t

3. f(t) = C ln t) f �(t) = e
1

t ln t

4. f(t) = C [ln g(t)]) f �(t) = [g�(t)]
1

ln g(t)

5. f(t) = [g(t)]k ) f �(t) = [g�(t)]k

6. f(t) = C [g(t)]h(t) ) f �(t) = [g�(t)]h(t) [g(t)]h
0(t)

özellikleri gerçeklenir (Stanley 1999).

Önerme 2.5 Çarp¬msal diferensiyellenebilen g(t) fonksiyonu verilsin. E¼ger,

f(t) = 1
g(t)

ise f �(t) = 1
g�(t) gerçeklenir (Özyap¬c¬2009). Gerçekten çarp¬msal türev

özellikleri kullan¬larak

f �(t) = e(ln
1
g(t))

0

= e

( 1
g(t))

0

1
g(t)

= e

� g0(t)
g2(t)
1
g(t) = e�

g0(t)
g(t) = e

�
g0(t)
g(t)

��1

= [g�(t)]�1 =
1

g�(t)

yaz¬l¬r.

Tan¬m 2.6 [a; b] aral¬¼g¬n¬a = t0 < t1 < ::: < tn = b olmak üzere alt aral¬klara

bölelim. Herhangi bir ti < ci < ti+1; i = 0; 1:::; n � 1 eşitsizli¼gi için [a; b] aral¬¼g¬nda

f fonksiyonunun Riemann integral tan¬m¬ndan integral toplam¬

10



Sn =

n�1X
i=0

f(ci)�ti (2.2)

şeklindedir. Burada �ti = ti+1 � ti olarak tan¬mlanm¬̧st¬r.

[a; b] aral¬¼g¬nda f fonksiyonunun çarp¬msal integralini tan¬mlamak için (2.2) eşitli¼gin-

deki toplam çarp¬m ile de¼gi̧stirilip, çarp¬m durumundaki �ti, ifadesi ise kuvvet ola-

rak yaz¬l¬p düzenlenirse

Pn =

n�1Y
i=0

f(ci)
�ti (2.3)

elde edilir. � = max
i=0;:::;n�1

�ti ifadesi s¬f¬ra yak¬nsad¬¼g¬zaman (2.3) ile tan¬mlanan

Pn çarp¬m¬n¬n limiti varsa ve bu limit ci say¬lar¬ve bölmeler dizisinin özel seçiminden

ba¼g¬ms¬z ise, f fonksiyonunun [a; b] aral¬¼g¬ndaki çarp¬msal integrali bu çarp¬m dizinin

limiti olarak tan¬mlan¬r. Böylece belirli çarp¬msal integral

Z b

a

f(t)dt = lim
�t�!0

n�1Y
i=0

f(ci)
�ti

şeklinde verilir (Özyap¬c¬2009).

Tan¬m 2.7 Her x 2 (a; b) için F �(x) = f(x) ise F : (a; b) ! R fonksiyonuna,

f : (a; b)! R fonksiyonunun bir çarp¬msal antitürevi denir ve

Z
f(x)dx = F (x)

şeklinde gösterilir (Stanley 1999).

Önerme 2.6 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda pozitif ve sürekli ise (a; b) aral¬¼g¬nda

çarp¬msal anlamda integrallenebilirdir ve

Z b

a

f(t)dt = e
R b
a ln(f(t))dt (2.4)

yaz¬l¬r (Özyap¬c¬2009). Bu önerme, klasik integral ile çarp¬msal anlamda integralin

aras¬ndaki ili̧skiyi de ortaya koymaktad¬r.

Örnek 2.3 f(x) = ex
3
fonksiyonunun çarp¬msal antitürevini bulunuz.
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Çözüm 2.1 c herhangi bir sabit olmak üzereZ �
ex

3
�dx

= e
R
ln
�
ex
3
�
dx
= e

R
x3dx

= e
x4

4
+c = e

x4

4 ec

olup ec = C olmak üzere
R �

ex
3
�dx

= Ce
x4

4 yaz¬l¬r.

Teorem 2.3 f ve g fonksiyonlar¬[a; b] aral¬¼g¬nda çarp¬msal olarak integrallenebilir

ve (a; b) aral¬¼g¬nda pozitif ve sürekli olsunlar. Bu durumda m 2 R olmak üzere fm,

fg, f=g fonksiyonlar¬çarp¬msal integrallenebilirdir ve aşa¼g¬daki eşitlikler gerçeklenir

(Bashirov vd. 2008).

1.
R b
a
(f(t)m)dt =

�R b
a
f(t)dt

�m
2.
R b
a
(f(t)g(t))dt =

R b
a
f(t)dt

R b
a
g(t)dt

3.
R b
a

�
f(t)
g(t)

�dt
=

R b
a f(t)

dtR b
a g(t)

dt

4.
R b
a
f(t)dt =

R c
a
f(t)dt

R b
c
f(t)dt; a � c � b:

Teorem 2.4 f fonksiyonu [a; b] kapal¬aral¬¼g¬nda çarp¬msal anlamda tersi al¬nabilen

bir fonksiyon olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki eşitlikler gerçeklenir (Gürefe 2009).

1.
R b
a
f(t)dt =

�R a
b
f(t)dt

��1
2.
R a
a
f(t)dt = 1:

Önerme 2.7 c herhangi bir sabit ve k > 0 olmak üzere baz¬fonksiyonlar¬n çarp¬m-

sal integralleri aşa¼g¬daki şekilde verilir (Stanley 1999).

1.
R
1dx = c

2.
R
kdx = ckx

3.
R �

ekx
�dx

= ce
kx2

2

4.
R �

ekx
n�dx

= ce
kxn+1

n+1

5.
R �

e
k
x

�dx
= cxk

12



6.
R
(ecosx)dx = cesinx

7.
R �

e� sinx
�dx

= cecosx

8.
R
(e� tanx)

dx
= c cosx:

Teorem 2.5 (Çarp¬msal ·Integral ·Için Ortalama De¼ger Teoremi) f fonksiyo-

nu [a; b] aral¬¼g¬nda pozitif ve sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

bZ
a

f(t)dt = f(c)b�a

olacak şekilde bir c 2 [a; b] vard¬r (Özyap¬c¬2009).

Teorem 2.6 (Çarp¬msal Analizin Birinci Temel Teoremi) f pozitif tan¬ml¬

ve [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon olsun. Ayr¬ca bu aral¬ktaki her t için

g(t) =

tZ
a

f(s)ds

olsun. Bu durumda [a; b] aral¬¼g¬ndaki her t için

g�(t) = f(t)

yaz¬l¬r (Özyap¬c¬2009).

Teorem 2.7 (Çarp¬msal Analizin ·Ikinci Temel Teoremi) f �, [a; b] aral¬¼g¬nda

sürekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde,

bZ
a

f �(s)ds =
f(b)

f(a)

eşitli¼gi gerçeklenir (Yalç¬n 2016).

Teorem 2.8 f : [a; b] ! R+ ve g : [a; b] ! R+ çarp¬msal diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olsun. Bu durumda çarp¬msal k¬smi integrasyon formülüZ b

a

�
f � (x)g(x)

�dx
=
f (b)g(b)

f (a)g(a)
1R b

a

�
f (x)g

0(x)
�dx

şeklinde verilir (Özyap¬c¬2009).
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Tan¬m 2.8 Bir ba¼g¬ml¬ de¼gi̧skenin, bir veya daha fazla ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skene göre

çarp¬msal türevini içeren bir diferensiyel denkleme çarp¬msal diferensiyel denklem

denir. Birinci mertebeden

y�(x) = f (x; y(x))

denklemi, y fonksiyonun çarp¬msal türevini içeren çarp¬msal diferensiyel denklemdir

(Özyap¬c¬2009). Bu çarp¬msal diferensiyel denklem

y0(x) = y (x) ln f (x; y(x))

klasik diferensiyel denklemine kaŗs¬l¬k gelir (Bashirov vd. 2012).

Tan¬m 2.9 y (x) ve z (x) çarp¬msal diferensiyellenebilen fonksiyonlar olmak üzere

bu iki fonksiyonun çarp¬msal determinant¬,������ y(x) z (x)

y� (x) z� (x)

������ = (y (x)� z� (x))	 (y� (x)� z (x))

olarak yaz¬l¬r ve [y; z] (x) ile gösterilir. Bu determinant¬n [a; b] üzerindeki çarp¬msal

belirli integrali

[y; z] (x)
��b
a =

(y(b))ln z
�(b)

(y�(b))ln z(b)
(y�(a))ln z(a)

(y(a))ln z
�(a)

ile verilir.

Tan¬m 2.10 y1; y2; :::; yn pozitif tan¬ml¬fonksiyonlar olsun. Her i = 1; 2; :::; n için

9 ci 6= 0 sabitleri ile birlikte her x için

y1 (x)
c1 y2 (x)

c2 :::yn (x)
cn = 1

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa fyigni=1 fonksiyonlar¬na çarp¬msal anlamda lineer ba¼g¬ml¬aksi

halde çarp¬msal lineer ba¼g¬ms¬zd¬r denir (Yalç¬n 2016).

Tan¬m 2.11 y1; y2; :::; yn pozitif tan¬ml¬fonksiyonlar¬(n� 1) : mertebeden çarp¬m-

sal diferensiyellenebilen pozitif fonksiyonlar olsunlar.
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Wm (y1; y2; :::; yn) =

������������

ln y1 ln y2 ::: ln yn

ln y�1 ln y�2 ::: ln y�n

::: ::: ::: :::

ln y
�(n�1)
1 ln y

�(n�1)
2 ::: ln y

�(n�1)
n

������������
determinant¬na fyigni=1 fonksiyonlar¬n¬n çarp¬msal Wronskian¬veya çarp¬msal an-

lamda Wroskian determinant¬denir (Yalç¬n 2016).

Teorem 2.9 y1; y2; :::; yn fonksiyonlar¬[a; b] aral¬¼g¬üzerinde çarp¬msal diferensiyel-

lenebilen pozitif tan¬ml¬fonksiyonlar olsun. t0 2 [a; b] içinWm (y1; y2; :::; yn) çarp¬m-

sal Wronskian determinant¬s¬f¬rdan farkl¬ise bu fonksiyonlar [a; b] aral¬¼g¬üzerinde

çarp¬msal anlamda lineer ba¼g¬ms¬z, 8t 2 [a; b] için çarp¬msal Wronksian determinant¬

s¬f¬ra eşit ise y1; y2;:::; yn fonksiyonlar¬çarp¬msal anlamda lineer ba¼g¬ml¬d¬r (Yalç¬n

2016).

Tan¬m 2.12 E¼ger bir �0 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen iki lineer ba¼g¬ms¬z özfonksiyon

mevcut ise �0 özde¼gerine katl¬özde¼ger, bir tek özfonksiyon mevcutsa basit özde¼ger

denir (Naimark 1967).

15



3. ÇARPIMSAL STURM-LIOUVILLE PROBLEM·I VE BAZI SPEKTRAL

ÖZELL·IKLER·I

Bu bölümde ilk olarak çarp¬msal diferensiyel denklem ve çarp¬msal lineer diferen-

siyel denklem kavramlar¬ tan¬t¬l¬p, çarp¬msal Sturm-Liouville problemi kurulacak

ve bu probleme kaŗs¬l¬k gelen operatörün selfadjointli¼gi, farkl¬özde¼gerlere kaŗs¬l¬k

gelen özfonksiyonlar¬n dikli¼gi, özde¼gerlerin reelli¼gi ve basitli¼gi gibi baz¬özellikleri in-

celenecektir. Diferensiyel denklemler, do¼ga bilimleri, mühendislik, ekonomi ve di¼ger

birçok uygulamal¬bilim alan¬nda kaŗs¬laş¬lan modelleme çal¬̧smalar¬nda önemli rol

oynarlar. Örne¼gin; �zikte hareket eden cisimlerin konumunu ve h¬z¬n¬modellemek

için, kimyada kimyasal reaksiyonlar¬n h¬z¬n¬ve mühendislikte devrelerin davran¬̧s¬n¬

modellemek için diferensiyel denklemler kullan¬l¬r. Diferensiyel denklemlerin çözüm-

leri, sistemlerin davran¬̧slar¬n¬anlamak ve gelecekteki durumlar¬n¬tahmin etmek için

kritik öneme sahiptir. Dolay¬s¬yla diferensiyel denklemler ve çözümleri, birçok disip-

linde gerçek dünya problemlerini modelleme ve çözme konusunda güçlü bir araçt¬r

ve bu bilimlerde pekçok problemin klasik türeve ba¼gl¬diferensiyel denklemlerle ifade

edildi¼gi bilinmektedir. Ancak baz¬problemleri klasik diferensiyel denklemleri kulla-

narak ifade ettikten sonra çözmek zor olmas¬na ra¼gmen bu denklemlerin çarp¬msal

analizdeki kaŗs¬l¬klar¬belirlenip çarp¬msal türev ve integral ile yorumlamak çözüme

gitmek genellikle kolayd¬r. Bu yüzden çarp¬msal diferensiyel denklemler literatürde

alternatif olarak kullan¬lmaya başlanm¬̧st¬r. Son y¬llarda çal¬̧s¬lma yo¼gunlu¼gu da

artm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.1 Bir ba¼g¬ml¬ de¼gi̧skenin bir veya daha fazla ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skene göre

çarp¬msal türevini içeren diferensiyel denklemlere çarp¬msal diferensiyel denklem

denir. Örne¼gin

y� (t) = f (t; y (t))

denklemi, y de¼gi̧skeninin çarp¬msal türevini içeren bir diferensiyel denklemdir (Özyap¬c¬

2009). Bu çarp¬msal diferensiyel denklem

y� (t) = y (t) ln f (t; y (t))
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klasik diferensiyel denklemi için yaz¬lm¬̧st¬r (Bashirov vd. 2012).

Tan¬m 3.2 Bir çarp¬msal diferensiyel denklemde en yüksek mertebeden çarp¬m-

sal türevin mertebesi diferensiyel denklemin mertebesi olarak adland¬r¬l¬r (Özyap¬c¬

2009).

Tan¬m 3.3 Pozitif bif F fonksiyonu için n. mertebeden bir çarp¬msal diferensiyel

denklem genel olarak

F
�
t; y; y�; y��; :::; y�(n�1); y�(n)

�
= 1; (t; y) 2 R� R+ (3.1)

şeklinde yaz¬l¬r (Özyap¬c¬2009). f bir I aral¬¼g¬ndaki tüm t de¼gerleri için tan¬m-

lanm¬̧s n kez çarp¬msal anlamda diferensiyellebilir pozitif bir fonksiyon olsun. E¼ger

F
�
t; f; f �; :::; f �(n�1); f�(n)

�
tan¬mlanm¬̧s ve tüm t 2 I de¼gerleri için

F
�
t; f; f �; :::; f �(n�1); f�(n)

�
= 1

ise f , (3.1) çarp¬msal diferensiyel denkleminin bir aşikar çözümü olarak adland¬r¬l¬r

(Özyap¬c¬2009).

Tan¬m 3.4 f pozitif tan¬ml¬bir fonksiyon olmak üzere

�
y�(n)

��n(t) �
y�(n�1)

��n�1(t)
::: (y��)a2(t) (y�)a1(t) ya0(t) = f (t) (3.2)

şeklinde tan¬mlanan çarp¬msal diferensiyel denklemlere çarp¬msal lineer diferensiyel

denklem denir. an (t) üslerinin tümü sabit ise (3.2) denklemi sabit üslü çarp¬msal

lineer diferensiyel denklem aksi taktirde de¼gi̧sken üslü çarp¬msal lineer diferensiyel

denklem olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger f (t) � 1 ise (3.2) denklemi çarp¬msal homogen

lineer diferensiyel denklem, de¼gil ise çarp¬msal homogen olmayan lineer diferensiyel

denklem olarak adland¬r¬l¬r (Yalç¬n ve Çelik 2018). Şimdi çarp¬msal Sturm-Liouville

problemini kurmadan önce klasik Sturm-Liouville problemini k¬saca hat¬rlatal¬m. �

spektral parametre, h 2 C ve q kompleks de¼gerli fonksiyon olmak üzere

L2 (0;1) :=
�
f :

Z 1

0

jf (x)j2 dx <1
�

uzay¬nda,

y00 + q (x) y = �2y; 0 � x <1 (3.3)
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denklemi ve y0 (0) � hy (0) = 0 koşulu yard¬m¬yla tan¬mlanan probleme Sturm-

Liouville problemi denir. Literatürde Sturm-Liouville denklemi ve belirlenen her-

hangi bir s¬n¬r koşulu yard¬m¬yla oluşturulan s¬n¬r de¼ger problemlerinin spektral

analizi geni̧s yer tutmaktad¬r (Naimark 1976). Sturm-Liouville denklemini içeren

problemler operatör kullan¬larak da ifade edilebilirler. H herhangi bir Hilbert uzay¬,

L : H ! H bir lineer operatör olsun. E¼ger herhangi bir � skaleri için (Hilbert

uzay¬n¬n cisminden al¬nm¬̧s) Ly = �y olacak şekilde y 6= 0 olmak üzere y 2 H ele-

man¬bulunuyorsa, � say¬s¬na L operatörünün özde¼geri, y eleman¬na ise bu özde¼ger

kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon denir. S¬k kullan¬lan lineer diferensiyel operatörlerden

birisi L � � d
dx2

+ q (x) ile verilen Sturm-Liouville operatörüdür. Bu operatör

genellikle H = L2 [a; b] Hilbert uzay¬nda incelenmektedir. (3.3) denklemi �=�2

ve x 2 [0;1) olmak üzere Ly (x) = �y (x) olarak yaz¬l¬r.

Şimdi çarp¬msal Sturm-Liouville denklemini oluşturup, tez genelinde ilgilenece¼gimiz

çarp¬msal Sturm-Liouville problemini baz¬cebirsel yap¬lar¬kullanarak kural¬m.

Sn(x); Sn�1(x); :::; S0(x) fonksiyonlar¬ [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli üs fonksiyonlar

olmak üzere

l(y) =
�
y�(n)

�Sn(x) �
y�(n�1)

�Sn�1(x) � � � yS0(x)
n. mertebeden lineer çarp¬msal ifade verilsin. [a; b] aral¬¼g¬n¬n uç noktalar¬nda y

de¼gerleri s¬ras¬yla ya ve yb olmak üzere

m(y) =
�
y�(n�1)a

��n�1 � � � (y�)�1 y�0a �y�(n�1)b

��n�1
� � � (y�b )

�1 y
�0
b (3.4)

lineer bir form olsun. n. mertebeden çarp¬msal türevli ve sürekli fonksiyonlar kümesi

C�(n) olmak üzere,mv (y) formlar¬v = 1; 2; ::; t için özelleştirilirse vemv = 1 koşullar¬

y 2 C�(n) de yerine yaz¬l¬rsa s¬n¬r koşullar¬n¬ sa¼glamak zorundad¬r. A � C�(n)

üzerinde mv = 1 koşulunu sa¼glayan çarp¬msal l (y) diferensiyel ifadesini ele alal¬m.

y 2 A olmak üzere m = l (y) ifadesinin bir fonksiyon oldu¼gunu kabul edelim. Bu

ba¼g¬nt¬tan¬m kümesi A olan L ile ifade edilir. L operatörüne l (y) diferensiyel ifadesi

ve mv = 1 koşullar¬taraf¬ndan üretilen çarp¬msal türev operatörü denir. l (y) = 1

ve mv (y) = 1 koşullar¬n¬sa¼glayan y 2 C�(n) fonksiyonun belirlenmesi problemine

homogen çarp¬msal s¬n¬r de¼ger problemi denir (Göktaş 2021).
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Tan¬m 3.5 Ly = y� olsun. y 6= 1 koşulunu sa¼glayan y fonksiyonuna L ope-

ratörünün çarp¬msal özfonksiyonu (�özfonksiyon), � de¼gerine ise L operatörünün

y çarp¬msal özfonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen çarp¬msal bir özde¼geri (�özde¼ger) denir.

Bu ise L operatörünün çarp¬msal özde¼gerinin,

l(y) = y�

mv(y) = 1; v = 1; 2; :::; n

çarp¬msal s¬n¬r de¼ger probleminin aşikar olmayan çözümlerine kaŗs¬l¬k gelen � de¼ger-

leri oldu¼gunu gösterir (Göktaş 2021).

Çarp¬msal Sturm-Liouville denklemini kurarken ve çözerken baz¬çarp¬msal cebirsel

yap¬lar ile kaŗs¬laca¼g¬z, şimdi onlar¬ifade edelim. Üstel fonksiyonlarla oluşturulan

aritmetik i̧slemlere çarp¬msal cebirsel i̧slem denir. Bu i̧slemlerin baz¬özelliklerini

f; g pozitif fonksiyonlar¬için aşa¼g¬daki gibi verelim (Bashirov vd. 2008)

f � g = fg

f 	 g =
f

g

f � g = f ln g = gln f :

Bu i̧slemler baz¬ cebirsel yap¬lar oluşturur. E¼ger � : D � D ! D, D 6= ? ve

D � R+ olan bir i̧slem ise, cebirsel yap¬ya (D; �) çarp¬msal grup denir. Benzer

şekilde (D; �; �) yap¬s¬da çarp¬msal bir halkad¬r. Bu durum bize bu süreçleri

rahatl¬kla kullanma ve farkl¬yap¬lar tan¬mlama f¬rsat¬sunmaktad¬r. x 2 [a; b]; q

reel de¼gerli ve �; � key� sabitler olmak üzere

L(y) =
�
e�1 � y��(x)

�
�
�
eq(x) � y(x)

�
= e� � y(x) (3.5)

çarp¬msal Sturm-Liouville problemini

L1 (y) = (ecos� � y(a))�
�
esin� � y�(a)

�
= 1 (3.6)

L2 (y) =
�
ecos� � y(b)

�
�
�
esin� � y�(b)

�
= 1

s¬n¬r koşullar¬ile birlikte ele alal¬m. Bu çarp¬msal Sturm-Liouville problemini çarp¬m-

sal analizin özelliklerini kullanarak daha basit halde yazabiliriz. Gerçekten (3.5)
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eşitli¼gi

L(y) = (y��(x))ln e
�1
� (y(x))ln e

q(x)

= (y(x))ln e
�

(y��)�1 yq(x) = y�

olarak (3.6) koşullar¬ise s¬ras¬yla

(y(a))ln e
cos�

� (y�(a))ln e
sin�

= 1

(y(a))cos� � (y�(a))sin� = 1

(y(a))cos� (y�(a))sin� = 1

ve

(y(b))ln e
cos �

� (y�(b))ln e
sin �

= 1

(y(b))cos� � (y�(b))sin� = 1

(y(b))cos� (y�(b))sin� = 1

olarak bulunur. Klasik analizde, (3.5) denklemi

y00y � (y0)2 + [(�� q(x)) ln y]y2 = 0

lineer olmayan denkleme eşde¼gerdir. Dolay¬s¬yla bu lineer olmayan denklemin çözüm-

leri, (3.5) çarp¬msal denklemin çözümleriyle örtüşmektedir. Gerçekten

y�� = e(ln y)
00
= ey

00y�1�(y0)2y�2

olup bu ifade çarp¬msal Sturm-Liouville denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

e�y
00y�1+(y0)2y�2yq(x) = y�

elde edilir. Her iki taraf¬n logaritmas¬al¬n¬rsa

�y00y�1 + (y0)2 y�2 + ln yq(x) = ln y�

bulunur. Daha sonra iki taraf y2 ile çarp¬l¬p gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

�y00y�1 + (y0)2 y�2 + q(x) ln y = � ln y

�y00y + (y0)2 + y2q(x) ln y = y2� ln y

y00y � (y0)2 + f(�� q(x)) ln yg y2 = 0
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bulunur. Bu ise klasik analizde daha karmaş¬k verilen denklemin çarp¬msal analizde

daha basit şekilde verilebilece¼gini gösterir. Dolay¬s¬yla çarp¬msal analizin önemini

burada ortaya ç¬karmaktad¬r. Şimdi çal¬̧sman¬n ana sonuçlar¬n¬vermek için gerekli

olacak çarp¬msal iç çarp¬m¬tan¬mlayal¬m.

Tan¬m 3.6 S � D 6= ? olmak üzere < �; � >�: D � D ! R+ dönüşümü her

f; g; h 2 S için aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n

i) < f; f >�� 1

ii) f = 1 ise < f; f >�= 1

iii) < f � g; h >�=< f; h >� � < g; h >�

iv) < e� � f; g >�= e�� < f; g >�; � 2 R

v) < f; g >�=< g; f >� :

Bu dönüşüm S üzerinde çarp¬msal iç çarp¬m olarak adland¬r¬l¬r ve <;>� ile gös-

terilir. Ayr¬ca (S;<;>�) ise çarp¬msal iç çarp¬m uzay¬olarak adland¬r¬l¬r (Göktaş

2021)

Lemma 3.1 f ve g pozitif fonksiyonlar olmak üzere

L�2[a; b] =
n
f :
R b
a
(f(x)� f(x))dx <1

o
uzay¬,

<;>�: L
�
2[a; b]� L�2[a; b]! R+; < f; g >�=

Z b

a

(f(x)� g(x))dx

çarp¬msal iç çarp¬m ile bir iç çarp¬m uzay¬d¬r.

·Ispat. Çarp¬msal iç çarp¬m¬n özellikleri verilen uzay¬n tan¬m¬göz önünde bulun-

durularak uygulan¬rsa istenilen elde edilir. Gerçekten

1. Her f 2 L�2[a; b] için

< f; f >�=

Z b

a

ff(x)� f(x)gdx =
Z b

a

�
f(x)ln f(x)

�dx
= e

R b
a (ln f(x) ln f(x))dx = e

R b
a (ln f(x))

2dx � 1

yaz¬l¬r.
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2. Her f 2 L�2[a; b] için

f(x) = 1 ise e
R b
a ([ln f(x)]2)dx = e0 = 1

olur.

3. Her f; g; h 2 L�2[a; b] için

< f � g; h >�=

Z b

a

(f(x)� g(x)� h(x))dx =

Z b

a

�
[f(x)g(x)]lnh(x)

�dx
=

Z b

a

�
[f(x)g(x)]lnh(x)

�dx
=

Z b

a

�
(f(x))lnh(x)

�dx Z b

a

�
(g(x))lnh(x)

�dx
= < f; h >� � < g; h >�

elde edilir.

4. Her f; g 2 L�2[a; b] ve � 2 R için

< e� � f; g >�=

Z b

a

f[e� � f(x)]� g(x)gdx =
Z b

a

fe� � [f(x)� g(x)]gdx

=

Z b

a

��
(e�)ln f(x)

�ln g(x)�dx
=

Z b

a

�
(�f(x))ln g(x)

�dx
=

Z b

a

�
(�f(x))ln g(x)

�dx
= �

Z b

a

�
(f(x))ln g(x)

�dx
= e� ln

R b
a (f(x)�g(x))

dx

= e�� < f; g >�

bulunur.

5. Her f; g 2 L�2[a; b] için

< f; g >�=

Z b

a

(f(x)� g(x))dx =

Z b

a

�
f(x)ln g(x)

�dx
=

Z b

a

�
g(x)ln f(x)

�dx
=< g; f >�

elde edilir. (1)-(5) maddelerinden çarp¬msal iç çarp¬m¬n şartlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬

görülür. Dolay¬s¬yla L�2[a; b] uzay¬verilen çarp¬msal iç çarp¬m ile bir çarp¬msal

iç çarp¬m uzay¬d¬r.

Teorem 3.1 L çarp¬msal Sturm-Liouville operatörü L�2 [a; b] üzerinde selfadjointtir

(Y¬lmaz vd. 2023).
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·Ispat. Her y; z 2 L�2 [a; b] olsun. L�2 [a; b] üzerinde çarp¬msal iç çarp¬m uzay¬tan¬m-

land¬¼g¬ndan,

< L (y) ; z >�=
R b
a
(L (y)� z)dx =

R b
a

��
(y��)�1 yq(x)

�ln z�dx
=
R b
a

�
(y��)� ln z

�dx R b
a

��
yq(x)

�ln z�dx
(3.7)

elde ederiz. Elde edilen (3.7) eşitli¼ginin sa¼g taraftaki ilk çarp¬msal integrale çarp¬m-

sal k¬smi integrasyon metodu uygulan¬rsa,R b
a

�
(y��)� ln z

�dx
=
(y�(b))� ln z(b)

(y�(a))� ln z(a)
1R b

a

�
(y�)�

z0(x)
z(x)

�dx (3.8)

olarak bulunur. (3.8) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki çarp¬msal integrale tekrar çarp¬msal

k¬smi integrasyon metodu uygulan¬rsa,

R b
a

�
(y�)�

z0(x)
z(x)

�dx
=
(y(b))�

z0(b)
z(b)

(y(a))�
z0(a)
z(a)

1R b
a

�
[y (x)]

�
� z0(x)

z(x)

�0�dx (3.9)

yaz¬l¬r. Daha sonra, z (a)� = e
z0(a)
z(a) , ln z (a)� = z0(a)

z(a)
ve z0(x)

z(x)
= ln z (x)�, eşitliklikleri

(3.9) denkleminde yerine yaz¬ld¬¼g¬ndaR b
a

�
(y�)� ln z

�
�dx

=
(y(b))� ln z

�(b)

(y(a))� ln z
�(a)

1R b
a

�
(y (x))� ln z(x)

���dx
olur. Şimdi (3.9) eşitli¼gini (3.8) denkleminde yerine yazacak olursak,R b

a

�
(y��)� ln z

�dx
=
(y�(b))� ln z(b)

(y�(a))� ln z(a)
(y(a))� ln z

�(a)

(y(b))� ln z
�(b)

R b
a

�
(y (x))� ln z(x)

���dx
=
(y(b))ln z

�(b)

(y�(b))ln z(b)
(y�(a))ln z(a)

(y(a))ln z
�(a)

R b
a

�
(z (x))� ln y

��(x)
�dx

(3.10)

bulunur. Bulunan (3.10) çarp¬msal integrali (3.7) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

< L (y) ; z >�=
(y(b))ln z

�(b)

(y�(b))ln z(b)
(y�(a))ln z(a)

(y(a))ln z
�(a)

R b
a

�
(z��)� ln y

�
zq(x)

�ln y�dx
(3.11)

olur. Daha sonra y (x) ve z (x) fonksiyonlar¬(3.6) koşullar¬n¬sa¼glayaca¼g¬ndan ve bu

koşullar için

(ecos� � y(a))�
�
esin� � y�(a)

�
= 1

y (a)cos� y� (a)sin� = 1

y (a)cot� y� (a) = 1
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ile �
ecos� � y(b)

�
�
�
esin� � y�(b)

�
= 1

y (b)cos� y� (b)sin� = 1

y (b)cot� y� (b) = 1

yaz¬laca¼g¬ndan y� (a) = y (a)� cot� , z� (a) = z (a)� cot� ve y� (b) = y (b)� cot� ;

z� (b) = z (b)� cot� eşitlikleri elde edilir. Buradan

(y(b))ln z
�(b)

(y�(b))ln z(b)
(y�(a))ln z(a)

(y(a))ln z
�(a)

=
(y(b))ln z(b)

� cot �

(y(b))� cot� ln z(b)
(y(a))� cot� ln z(a)

(y(a))ln z(a)
� cot�

=
(y(b))� cot� ln z(b)

(y(b))� cot� ln z(b)
(y(a))� cot� ln z(a)

(y(a))� cot� ln z(a)

= 1

olup (3.11) eşitli¼ginden,

< L (y) ; z >�=
R b
a

�
(z�� (x))� ln y

�
zq(x)

�ln y�dx
=

R b
a

��
(z��)�1 zq(x)

�
� y
	dx

=
R b
a
(y � L (z))dx

= < y;L (z) >�

elde edilir.

Teorem 3.2 Çarp¬msal Sturm-Liouville probleminin farkl¬�1 ve �2 özde¼gerlerine

kaŗs¬l¬k gelen birbirinden farkl¬y (x; �1) ; z (x; �2) özfonksiyonlar¬çarp¬msal olarak

diktir (Y¬lmaz 2023).

·Ispat. y (x; �1) ; z (x; �2) özfonksiyonlar¬n¬n birbirine dik oldu¼gunu göstermek de-

mek her x 2 [a; b] için bu özfonksiyonlar¬n çarp¬msal iç çarp¬m¬n¬n 1 oldu¼gunu

göstermek demektir yani,

< y; z >�=

Z b

a

(y � z)dx = 1

olmal¬d¬r. y (x; �1) ; z (x; �2) problemin özfonksiyonlar¬oldu¼gundan (3.5) çarp¬msal

Sturm-Liouville denklemini sa¼glar. Dolay¬s¬yla

(y��)�1 yq(x) = y
�1 ve (z��)�1 zq(x) = z

�2
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yaz¬l¬r. Buradan  
y
�1

yq(x)

!�1
= y�� ve

 
z
�2

zq(x)

!�1
= z�� (3.12)

olarak bulunur. Di¼ger yandan problem selfadjoint oldu¼gundan

< L (y) ; z >�=< y;L (z) >�

olaca¼g¬ndan

[y; z] (x) = (y (x)� z� (x))	 (y� (x)� z (x)) =
y (x)ln z

�(x)

y� (x)ln z(x)

elde edilir. Her iki taraftan çarp¬msal türev al¬n¬rsa,

([y; z] (x))� =

 
y (x)ln z

�(x)

y� (x)ln z(x)

!�

=
y� (x)ln z

�(x) y (x)(ln z
�(x))0

y�� (x)ln z(x) y� (x)(ln z(x))
0

=
y� (x)ln z

�(x) y (x)
(z�(x))
z�(x)

0

y�� (x)ln z(x) y� (x)
(z(x))
z(x)

0

=
y� (x)ln z

�(x) y (x)ln z
��(x)

y�� (x)ln z(x) y� (x)ln z
�(x)

=
y (x)ln z

��(x)

y�� (x)ln z(x)

bulunur. (3.12) eşitli¼gini kullanarak son eşitlik

([y; z] (x))� =
y (x)

ln

�
z(x)�2

z(x)q(x)

��1
�
y(x)�1

y(x)q(x)

�� ln z(x) =
�
z(x)q(x)

z(x)�2

�ln y(x)
�
y(x)q(x)

y(x)�1

�ln z(x)
=

�
z (x)q(x)

�ln y(x)
�
z (x)�2

�ln y(x)
�
y (x)�1

�ln z(x)
�
y (x)q(x)

�ln z(x)
=

�
z (x)q(x)

�ln y(x)
�
z (x)q(x)

�ln y(x)
�
y (x)�1

�ln z(x)
�
z (x)�2

�ln y(x)
=

�
y (x)�1

�ln z(x)
�
z (x)�2

�ln y(x)
=

(y � z)�1

(y � z)�2
= (y � z)�1��2
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formunda yaz¬labilir. Son eşitlikten [a; b] aral¬¼g¬üzerinde çarp¬msal integral al¬n¬p

çarp¬msal integral kurallar¬kullanarakZ b

a

(f[y; z] (x)g�)dx =
Z b

a

�
(y � z)�1��2

�dx
=

Z b

a

�
(y � z)dx

��1��2
(3.13)

elde edilir. (3.13) eşitli¼ginde bulunan soldaki integral,

[y; z] (x)
��b
a =

y(b)ln z
�(b)

y�(b)ln z(b)

y(a)ln z
�(a)

y�(a)ln z(a)

=
y (b)ln z

�(b)

y� (b)ln z(b)
y� (a)ln z(a)

y (a)ln z
�(a)

= 1

olup

1 =

Z b

a

�
(y � z)dx

��1��2
=

�Z b

a

(y � z)dx
��1��2

yaz¬l¬r. �1 6= �2 oldu¼gundan ve sa¼g taraftaki çarp¬msal integral pozitif oldu¼gundanZ b

a

(y � z)dx = 1

bulunur.

Teorem 3.3 Çarp¬msal Sturm-Liouville probleminin tüm özde¼gerleri reeldir (Gök-

taş 2021).

·Ispat. Kabul edelim ki c; d 2 R olmak üzere � = c+ id (3.5)-(3.6) çarp¬msal Sturm-

Liouville probleminin y (x; �) kaŗs¬l¬k gelen çarp¬msal özde¼geri olsun. Bu durumda,

� = c � id de problemin bir özde¼geri olup y (x; �) özfonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen

çarp¬msal özde¼geri olaca¼g¬ndan Teorem 3.2 gere¼gince

R b
a

h
y (x; �)� y(x; �)

idx
= 1

yaz¬l¬r. Buradan, R b
a

�
y (x; �)ln y(x;�)

�dx
= 1

olup çarp¬msal integral tan¬m¬gere¼gi

e

R b
a

�
ln y(x;�)ln y(x;�)

�
dx
= 1

bulunur. Bu ise

e

R b
a
ln y(x;�) ln y(x;�)dx = 1
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eşitli¼gini verir. Eşitli¼gin her iki yan¬ndan ln al¬n¬rsa,

R b
a
ln y(x; �) ln y (x; �) dx = 0

yani R b
a
jln y (x; �)j2 dx = 0

elde edilir. Bu ise, y (x; �) = 1 olamayaca¼g¬ndan bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla verilen

problemin tüm çarp¬msal özde¼gerleri reeldir.

Teorem 3.4 Çarp¬msal Sturm-Liouville probleminin herhangi iki çözümünün çarp¬m-

sal Wronskian¬x de¼gi̧skeninden ba¼g¬ms¬zd¬r (Y¬lmaz vd. 2023).

·Ispat. y (x) ve z (x) ; (3.5)-(3.6) çarp¬msal Sturm-Liouville probleminin iki çözümü

olsun. Bu durumda,

[y; z] (x)

[y; z] (a)
=
(y (x)� z� (x))	 (y� (x)� z (x))

(y (a)� z� (a))	 (y� (a)� z (a))
=
y (x)ln z

�(x)

y� (x)ln z(x)
y� (a)ln z(a)

y (a)ln z
�(a)

oldu¼gundan ve y; z problemin çözümü oldu¼gundan (3.5) denklemini ve (3.6) koşullar¬n¬

sa¼glar. Dolay¬s¬yla, y� (a) = y (a)� cot� , z� (a) = z (a)� cot� yaz¬l¬r. Buradan,

[y; z] (x)

[y; z] (a)
= 1

ve

[y; z] (x) = [y; z] (a) (3.14)

olarak bulunur. Di¼ger yandan,

[y; z] (x) = (y (x)� z� (x))	 (y� (x)� z (x))

olup

[y; z] (x) =
y (x)ln z

�(x)

y� (x)ln z(x)

yaz¬l¬r. Her iki taraft¬n logaritmas¬al¬n¬rsa,

ln[y; z] (x) = ln

 
y (x)ln z

�(x)

y� (x)ln z(x)

!
= ln y (x) ln z� (x)� ln y� (x) ln z (x)
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bulunur. Dolay¬s¬yla,

Wm (y; z) (x) =

������ ln y ln z

ln y� ln z�

������ = ln y (x) ln z� (x)� ln y� (x) ln z (x)
= ln[y; z] (x) = ln[y; z] (a) (3.15)

olur. Buradan (3.14) ve (3.15) kullan¬larak

[y; z] (a) = [y; z] (x) = eWm(y;z)(x)

elde edilir. Bu sonuç ise çarp¬msal Wronskian¬n x de¼gi̧skeninden ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu

verir.

Teorem 3.5 Çarp¬msal Sturm-Liouville denkleminin çözümlerinin lineer ba¼g¬ml¬

olmas¬için gerek ve yeter koşul Wm = 0 olmas¬d¬r (Y¬lmaz vd. 2023).

·Ispat. y (x) ve z (x) ; (3.5)-(3.6) probleminin lineer ba¼g¬ml¬iki çözümü olsun. En

az bir c 6= 1 sabiti vard¬r öyle ki

y (x) = ec � z (x) (3.16)

sa¼glan¬r.

[y; z] (x) = (y (x)� z� (x))	 (y� (x)� z (x))

oldu¼gundan (3.16) eşitli¼gi kullan¬larak

[y; z] (x) = (ec � z (x)� z� (x))	 (ec � z� (x)� z (x))

=
z (x)ln e

c

� z� (x)

z� (x)ln e
c � z (x)

=
z (x)c � z� (x)

z� (x)c � z (x)

=
(z� (x))ln z(x)

c

(z� (x))c ln z(x)
= 1

yaz¬l¬r. Ayr¬ca Wm (y; z) (x) = ln[y; z](x) oldu¼gundan son eşitlik dikkate al¬narak

Wm (y; z) (x) = ln 1 = 0 bulunur. Tersine her x 2 [a; b] için Wm (y; z) (x) = 0 olsun.

Buradan ln[y; z] (x) = 0 yada [y; z] (x) = 1 olur. Bu durumda,

[y; z] (x) = (y (x)� z� (x))	 (y� (x)� z (x)) = 1
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yaz¬l¬r. Buradan

y (x)ln z
�(x)

y� (x)ln z(x)
= 1 ve

y (x)ln z
�(x) = y� (x)ln z(x)

olaca¼g¬ndan iki taraft¬n logaritmas¬al¬narak

ln z� (x) ln y (x) = ln z (x) ln y� (x)

elde edilir. Bu ise c 6= 1 sabit olmak üzere y (x) = ec � z (x) verir.

Teorem 3.6 Çarp¬msal Sturm-Liouville probleminin tüm özde¼gerleri basittir (Gök-

taş 2021).

·Ispat. y (x) ve z (x) ; (3.5)-(3.6) probleminin � özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen çarp¬msal

özfonksiyonlar¬olsunlar. Dolay¬s¬yla bu iki fonksiyon denklemi ve s¬n¬r koşullar¬n¬

sa¼glar. Buradan

L (y) = (y��)�1 yq(x) = y�

L (z) = (z��)�1 zq(x) = z�

yaz¬l¬r. Bu iki eşitli¼gin her iki yan¬nda logaritma al¬n¬rsa, s¬ras¬yla

ln (y��(x))�1 = ln y (x)��q(x)

ln y��(x) = (q (x)� �) ln y (x) (3.17)

ve

ln (z��(x))�1 = ln z (x)��q(x)

ln z��(x) = (q (x)� �) ln z (x) (3.18)

elde edilir. Şimdi (3.17) ve (3.18) eşitliklerini birbirlerine oranlayacak olursak,

ln y�� (x)

ln z�� (x)
=
(q (x)� �) ln y (x)

(q (x)� �) ln z (x)

ya da

ln y�� (x) ln z (x)� ln z�� (x) ln y (x) = 0
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elde edilir. Bu ise

ln

 
y�� (x)ln z(x)

z�� (x)ln y(x)

!
= 0

yani

(y�� (x))ln z(x) (z�� (x))� ln y(x) = 1 (3.19)

oldu¼gunu verir. (3.19) eşitli¼ginde her iki taraftan çarp¬msal integral al¬n¬rsa,Z x

a

�
(y�� (x))ln z(x) (z�� (x))� ln y(x)

�dx
= 1

Z x

a

�
(y�� (x))ln z(x)

�dx Z x

a

�
(z�� (x))� ln y(x)

�dx
= 1 (3.20)

elde edilir. (3.20) eşitli¼gininin sa¼g taraf¬ndaki çarp¬msal integrale çarp¬msal k¬smi

integrasyon metodu uygulanarak,Z x

a

�
(z�� (x))� ln y(x)

�dx
=
(z(x))ln y

�(x)

(z�(x))ln y(x)
(z�(a))ln y(a)

(z(a))ln y
�(a)

1R x
a

�
(y�� (x))ln z(x)

�dx (3.21)

yaz¬l¬r. Bulunan (3.21) eşitli¼gi (3.20) eşitli¼ginde dikkate al¬n¬rsa

(z(x))ln y
�(x)

(z�(x))ln y(x)
(z�(a))ln y(a)

(z(a))ln y
�(a)

= 1

bulunur. Elde edilen son eşitlikte y� (a) = y (a)� cot� , z� (a) = z (a)� cot� oldu¼gu

kullan¬larak
(z(x))ln y

�(x)

(z�(x))ln y(x)
= 1

yada

(z(x))ln y
�(x) 	 (z�(x))ln y(x) = 1

elde edilir. Buradan

(y (x)� z� (x))	 (y� (x)� z (x)) = 1

olup

[y; z](x) = 1

yani

Wm(y; z) (x) = ln[y; z] (x) = 0
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elde edilir. Dolay¬s¬yla (3.5)-(3.6) probleminin � çarp¬msal özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen

çarp¬msal özfonksiyonlar¬lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Bu ise Tan¬m 2.12 gere¼gince problemin

herhangi çarp¬msal özde¼gerinin basit oldu¼gunu verir.

Şimdi elde edilen bilgiler do¼grultusunda, verilen problemin özde¼gerlerinin ve öz-

fonksiyonlar¬n¬n elde edilmesi hakk¬nda baz¬aç¬klamalar yap¬labilir. �ij klasik du-

rumdaki Kronecker delta ve �1 (�; �), �2 (�; �) (3.5) denkleminin,

�
�(j�1)
1 (a; �) = e�ij ; i; j = 1; 2:;

koşullar¬sa¼glayan lineer ba¼g¬ms¬z çözümleri olsunlar. Bu durumdaA1; A2 x de¼gi̧skenin-

den ba¼g¬ms¬z olan sabitler olmak üzere, (3.5) denkleminin her bir çözümü

y (x; �) = �1 (x; �)
A1 �2 (x; �)

A2

formunda yaz¬l¬r. E¼ger (3.5) denklemi (3.6) koşullar¬n¬sa¼glarsa, bu çözüm ili̧skili

problemin çarp¬msal özfonksiyonu olacakt¬r. Di¼ger bir ifadeyle,

A1 lnL1 (�1) + A2 lnL1 (�2) = 0 (3.22)

A1 lnL2 (�1) + A2 lnL2 (�2) = 0

(3.22) denklemlerinin aşikar olmayan çözümleri problemin çarp¬msal özfonksiyon-

lar¬ olacakt¬r. Dolay¬s¬yla, � özde¼gerinin (3.5)-(3.6) probleminin özde¼geri olmas¬

için gerek ve yeter koşul (3.22) denklem sisteminin katsay¬lar determinant¬n¬n 0

olmas¬d¬r. Bu ise ������lnL1 (�1) lnL1 (�2)

lnL2 (�1) lnL2 (�2)

������ = 0
eşitli¼gini verir. Bu determinant¬�m (�) ile gösterirsek, �m (�) (3.5)-(3.6) problemi-

nin karakteristik denklemidir ve problemin çarp¬msal özde¼gerleri bu karakteristik

denklemin kökleridir.

Teorem 3.7 Çarp¬msal Sturm-Liouville probleminin tüm özde¼gerleri�m (�) karak-

teristik denklemin basit s¬f¬rlar¬d¬r (Y¬lmaz vd. 2023).

·Ispat. �1 (�; �) ve �2 (�; �) de¼gerlerinin aşa¼g¬daki eşitliklerle verildi¼gini varsayal¬m.

�1 (x; �) = (L1 (�2)� �1 (x; �))	 (L1 (�1)� �2 (x; �)) (3.23)
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�2 (x; �) = (L2 (�2)� �1 (x; �))	 (L2 (�1)� �2 (x; �))

Bu tan¬ma göre,

L1 (�1) = (ecos� � �1(a))�
�
esin� � ��1(a)

�
= (�1(a))

cos� (��1(a))
sin�

L1 (�2) = (ecos� � �2(a))�
�
esin� � ��2(a)

�
= (�2(a))

cos� (��2(a))
sin�

ve

L2 (�1) =
�
ecos� � �1(b)

�
�
�
esin� � ��1(b)

�
= (�1(b))

cos� (��1(b))
sin�

L2 (�2) =
�
ecos� � �2(b)

�
�
�
esin� � ��2(b)

�
= (�2(b))

cos� (��2(b))
sin�

oldu¼gundan bu eşitlikler kullan¬larak �1 ve �2 s¬ras¬yla

�1 (x; �) =

�
(�2 (a))

cos� (��2 (a))
sin�
�
� ln�1 (x; �)�

(�1 (a))
cos� (��1 (a))

sin�
�
� ln�2 (x; �)

=

�
�2 (a)

cos� ��2 (a)
sin�
�ln�1(x;�)

�
�1 (a)

cos� ��1 (a)
sin�
�ln�2(x;�)

ve

�2 (x; �) =

�
(�2 (b))

cos� (��2 (b))
sin�
�
� ln�1 (x; �)�

(�1 (b))
cos� (��1 (b))

sin�
�
� ln�2 (x; �)

=

�
�2 (b)

cos� ��2 (b)
sin�
�ln�1(x;�)

�
�1 (b)

cos� ��1 (b)
sin�
�ln�2(x;�)

olarak yaz¬labilir. Buradan ise

�1 (a; �) =

�
1cos�esin�

�ln e
(ecos�1sin�)ln 1

= esin�; ��1 (a; �) =

�
1cos�esin�

�ln 1
(ecos�1sin�)ln e

= e� cos�;(3.24)

�2 (b; �) =

�
1cos�esin�

�ln e
(ecos�1sin�)ln 1

= esin�; ��2 (b; �) =

�
1cos�esin�

�ln 1
(ecos�1sin�)ln e

= e� cos�

de¼gerleri elde edilir. Di¼ger taraftan, çarp¬msal Wronskian tan¬m¬gere¼gince

Wm(�1 (a; �) ; �2 (b; �)) = ln �1 (a; �) ln �
�
2 (b; �)� ln ��1 (a; �) ln �2 (b; �)

= ln esin� ln e� cos� � ln e� cos� ln e� sin�

= cos� sin � � sin� cos �

ve

Wm(�1 (a; �) ; �2 (a; �)) = ln�1 (a; �) ln�
�
2 (b; �)� ln��1 (a; �) ln�2 (b; �)

= ln e ln e� ln 1 ln 1

= 1
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elde edilir. Elde edilen bu eşitlikler kullan¬larak karakteristik denklem

�m (�) =

������lnL1 (�1) lnL1 (�2)

lnL2 (�1) lnL2 (�2)

������ = lnL1 (�1) lnL2 (�2)� lnL1 (�2) lnL2 (�1)
= ln

�
�1 (a; �)

cos� �1 (a; �)
sin�
�
ln
�
�2 (b; �)

cos� ��2 (b; �)
sin�
�

� ln
�
�2 (b; �)

cos� �2 (b; �)
sin�
�
ln
�
�1 (a; �)

cos� ��1 (a; �)
sin�
�

= ln
�
ecos�1sin�

�
ln
�
1cos�esin�

�
� ln

�
1cos�esin�

�
ln
�
ecos�1sin�

�
= cos� sin � � sin� cos �

olarak bulunur. Di¼ger yandan Wronskian kullan¬larak,

Wm(�1 (x; �) ; �2 (x; �)) = Wm ((�1 (x; �) ; �2 (x; �))�m (�) = �m (�)

yaz¬l¬r. Şimdi �0 de¼gerinin (3.5)-(3.6) probleminin bir özde¼geri oldu¼gunu kabul ede-

lim. �0 karakteristik denklemin bir köküyse �m (�0) = 0 olaca¼g¬ndan

Wm(�1 (x; �0) ; �2 (x; �0)) = 0

olur. Wronskian�¬n s¬f¬r olmas¬demek �1 ve �2�nin lineer ba¼g¬ml¬oldu¼gu anlam¬na

gelir. Dolay¬s¬yla c1 reel sabit olmak üzere

�1 (x; �0) = �2 (x; �0)
c1 (3.25)

ve

�1 (b; �0) = �2 (b; �)
c1 ; ��1 (b; �0) = ��2 (b; �)

c1

yaz¬l¬r. y (x) = �1 (x; �), z (x) = �1 (x; �0) olarak al¬nd¬¼g¬nda,

(�� �0)

Z b

a

ln �1 (x; �)
ln �1(x;�0) dx = c1�m (�)

elde edilir. �m (�) karakteristik fonksiyonu � de¼gi̧skenine göre tam oldu¼gundan,

��
m (�0) =

�
e
lim

��!�0

�m(�)
���0

� 1
�m(�0)

=
�
e
1
c1

R b
a ln

2 �1(x;�0)dx
� 1
�m(�0) 6= 1: (3.26)

Dolay¬s¬yla �0; �m (�) karakteristik fonksiyonunun basit s¬f¬r¬d¬r.
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4. ÇARPIMSAL STURM-LIOUVILLE PROBLEM·I ·IÇ·IN GREEN

FONKS·IYONU

Bu bölümde, homogen olmayan çarp¬msal Sturm-Liouville problemi için çarp¬m-

sal Green fonksiyonu oluşturulacak ve bu fonksiyonun temel özellikleri verilecektir.

Belirtilmelidir ki; (3.5) denkleminin homogen olmayan şekli�
e�1 � y�� (x)

�
�
�
eq(x) 	 y (x)

�
� y (x) = ef(x) (4.1)

ile verilmi̧stir (Göktaş 2021).

4.1 Çarp¬msal Sturm-Liouville Probleminin Green Fonksiyonunun Oluş-

turulmas¬

Teorem 4.1 � özde¼gerinin (3.5)-(3.6) probleminin bir özde¼geri olmad¬¼g¬n¬ve � (�; �)

fonksiyonun (4.1) eşitli¼gini ve (3.6) koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬n¬kabul edelim.

ef(t) 2 L�2 [a; b] ve �1 ve �2, (3.6) koşullar¬n¬ sa¼glayan (3.5) denkleminin lineer

ba¼g¬ms¬z çözümleri olmak üzere (3.5)-(3.6) probleminin çarp¬msal Green fonksiy-

onu (�Green),

Gm(x; t; �) = e
�1

�m(�) �
�
�2(x)� �1(t); a � t � x

�1(x)� �2(t); x < t � b
(4.2)

olarak tan¬mlan¬r ve

� (x; �) =

Z b

a

�
Gm(x; t; �)� ef(t)

�dt
; t 2 [a; b] (4.3)

olarak verilir. Tersine, (4.3) ile tan¬mlanan � (�; �), (4.1) denklemini ve (3.6) koşullar¬n¬

sa¼glar. Ayr¬ca, Gm(x; t; �) tektir (Y¬lmaz vd. 2023).

·Ispat. (4.3) eşitli¼gi kullan¬larak

� (x; �) =

Z b

a

�
Gm(x; t; �)� ef(t)

�dt
=

Z x

a

�
Gm(x; t; �)� ef(t)

�dt � Z b

x

�
Gm(x; t; �)� ef(t)

�dt
=

Z x

a

�
Gm(x; t; �)

f(t)
�dt Z b

x

�
Gm(x; t; �)

f(t)
�dt

= e
R x
a ln(Gm(x;t;�)

f(t))dte
R b
x ln(Gm(x;t;�)f(t))dt

= e
R x
a f(t) lnGm(x;t;�)dte

R b
x f(t) lnGm(x;t;�)dt (4.4)
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yaz¬l¬r. Elde edilen bu form �Green fonksiyonunda yaz¬l¬rsa

Gm(x; t; �) =

8<:
�
�2(x)

ln �1(t)
� �1
�m(�) ; a � t � x

(�1(x)ln �2(t))
�1

�m(�) ; x < t � b
(4.5)

olur. Buradan (4.4) ve (4.5) birlikte düşünüldü¼günde,

� (x; �) = e
R x
a f(t) ln(�2(x)ln �1(t))

�1
�m(�) dte

R b
x f(t) ln(�1(x)ln �2(t))

�1
�m(�) dt

= e
R x
a f(t)(ln �1(t))

�1
�m(�) ln �2(x)dte

R b
x f(t) ln �2(t)

�1
�m(�) ln �1(x)dt

= e� ln �2(x)
R x
a
f(t) ln �1(t)
�m(�)

dte� ln �1(x)
R b
x
f(t) ln �2(t)
�m(�)

dt

= (�2(x))
�
R x
a
f(t) ln �1(t)
�m(�)

dt (�1(x))
�
R b
x
f(t) ln �2(t)
�m(�)

dt (4.6)

elde edilir. c1 (x) ve c2 (x) üsleri x de¼gi̧skenine ba¼gl¬fonksiyonlar olmak üzere, (4.1)

eşitli¼ginin bir özel çözümü çarp¬msal parametrelerin de¼gi̧simi yöntemi gere¼gince

�(x; �) = �1 (x; �)
c1(x) �2 (x; �)

c2(x) (4.7)

olarak yaz¬l¬r. ·Iki taraftan çarp¬msal türev al¬n¬rsa

��(x; �) = ��1 (x; �)
c1(x) �1 (x; �)

c01(x) ��2 (x; �)
c2(x) �2 (x; �)

c02(x)

olup çarp¬msal parametrelerin de¼gi̧sim metodu gere¼gince

�1 (x; �)
c01(x) �2 (x; �)

c02(x) = 1 (4.8)

olmak üzere

��(x; �) = ��1 (x; �)
c1(x) ��2 (x; �)

c2(x) (4.9)

yaz¬l¬r. Bu durumda (4.9) eşitli¼ginde tekrar çarp¬msal türev al¬n¬rsa,

���(x; �) = ���1 (x; �)
c1(x) ��1 (x; �)

c01(x) ���2 (x; �)
c2(x) ��2 (x; �)

c02(x) (4.10)

olur. Burada �1 ve �2 problemin çözümü oldu¼gundan denklemleri sa¼glar. Dolay¬s¬yla

(4.10) eşitli¼ginden

ef(x) = ���(x; �)� (x; �)q(x)��

ef(x) =
�
���1 (x; �)

c1(x) ��1 (x; �)
c01(x) ���2 (x; �)

c2(x) ��2 (x; �)
c02(x)

��1
�
�1 (x; �)

c1(x) �2 (x; �)
c2(x)

�q(x)��
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ve

e�f(x) = ��1 (x; �)
c01(x) ��2 (x; �)

c02(x) (4.11)

elde edilir. Dolay¬s¬yla (4.9) ve (4.11) eşitliklerinden,

�1 (x; �)
c01(x) �2 (x; �)

c02(x) = 1 (4.12)

ve

��1 (x; �)
c01(x) ��2 (x; �)

c02(x) = e�f(x)

eşitkliklerinin oluşturdu¼gu denklem sistemi elde edilir. Buradan (4.12) denklem

sisteminde her iki denklemden ln al¬n¬rsa denklem sistemi,

c01 (x) ln �1 (x; �) + c02 (x) ln �2 (x; �) = 0 (4.13)

c01 (x) ln �
�
1 (x; �) + c02 (x) ln �

�
2 (x; �) = �f (x)

şeklinde yaz¬l¬r. Buradan genelleştirilmi̧s Cramer kural¬ndan faydalanarak (4.13)

denklem sisteminde c01 (x) ve c
0
2 (x) yaln¬z b¬rak¬l¬rsa,

c01 (x) =

������ 0 ln �2

�f (x) ln ��2

������
�m (�)

=
f (x) ln �2 (x; �)

�m (�)
(4.14)

c02 (x) =

������ln �1 0

ln �1 �f (x)

������
�m (�)

= �f (x) ln �1 (x; �)
�m (�)

(4.15)

elde edilir. c1 katsay¬s¬n¬elde etmek için (4.14) eşitli¼ginde her iki taraftan x de¼gi̧skenin-

den b�ye integral al¬n¬rsa Z b

x

c01 (t) dt =

Z b

x

f (t) ln �2 (t)

�m (�)
dt

olup

c1 (x) = c1 (b)�
Z b

x

f (t) ln �2 (t)

�m (�)
dt

elde edilir. Benzer i̧slemler (4.15) eşitli¼gi için yap¬l¬rsa a de¼gi̧skeninden x de¼gi̧skenine

integral al¬narak c2 katsay¬s¬,Z a

x

c2 (t) dt =

Z a

x

f (t) ln �1 (t)

�m (�)
dt
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olmak üzere

c2 (x) = c2 (a)�
Z a

x

f (t) ln �1 (t)

�m (�)
dt

olarak bulunur. Böylece (4.1) denkleminin genel çözümü,

�(x; �) = �1 (x; �)
c1 �2 (x; �)

c2 �1(x)
�
R b
x

h
f(t) ln �2(t)
�m(�)

i
dt
�2(x)

�
R x
a

h
f(t) ln �1(t)
�m(�)

i
dt (4.16)

olarak yaz¬l¬r. �(x; �) çözümü (3.6) koşullar¬n¬sa¼glayaca¼g¬ndan (3.6) koşullar¬ve

(4.16) eşitliklerinden,

� (a; �) = e� sin�; �� (a; �) = ecos�

� (b; �) = e� sin�; �� (b; �) = ecos�

elde edilir. Burada koşullar dikkatli bir şekilde ele al¬n¬rsa,

c1 =
�1

�m (�)

Z b

a

f (t) ln �2 (t) dt ; c2 =
�1

�m (�)

Z b

a

f (t) ln �1 (t) dt

olarak bulunur. Böylece, (4.5) ve (4.6) sa¼glan¬r. Şimdi tersine �(x; �) çözümünün

(4.3) eşitli¼gi ile verildi¼ginde, (4.1) denklemini ve (3.6) koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬n¬göstere-

lim. (4.6) eşitli¼ginde çarp¬msal türev al¬n¬rsa,

�� (x; �) = ��2 (x)
�
R x
a

h
f(t) ln �1(t)
�m(�)

i
dt
�2 (x; �)

� f(x) ln �1(x)
�m(�)

��1 (x)
�
R b
x

h
f(t) ln �2(t)
�m(�)

i
dt
�1 (x; �)

� f(x) ln �2(x)
�m(�) (4.17)

yaz¬l¬r. Yukar¬daki (4.17) eşitli¼ginde tekrar çarp¬msal türev al¬n¬rsa

��� (x; �) = ���2 (x)
�
R x
a

h
f(t) ln �1(t)
�m(�)

i
dt
�
��2 (x; �)

� f(x) ln �1(x)
�m(�)

�2
�2 (x; �)

�
� f(x) ln �1(x)

�m(�)

�0

���1 (x)
�
R b
x

h
f(t) ln �2(t)
�m(�)

i
dt
�
��1 (x; �)

� f(x) ln �2(x)
�m(�)

�2
�1 (x; �)

�
f(x) ln �2(x)
�m(�)

�0

(4.18)

elde edilir. �1 ve �2; (3.5) denkleminin çözümleri oldu¼gundan ise

���1 (x) = �1 (x)
q(x)�� ; (4.19)

���2 (x) = �2 (x)
q(x)��

yaz¬l¬r. Hatta �
��2 (x; �)

� f(x) ln �1(x)
�m(�)

�2 �
��1 (x; �)

� f(x) ln �2(x)
�m(�)

�2
= e�2f (4.20)
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ve

�2 (x; �)

�
� f(x) ln �1(x)

�m(�)

�0
�1 (x; �)

�
f(x) ln �2(x)
�m(�)

�0
= ef (4.21)

olur. Buradan (4.19), (4.20) ve (4.21) denklemleri, (4.18) eşitli¼ginde birlikte düşünülürse,

��� (x; �) = � (x; �)q(x)�� e�f(x)

olarak elde edilir. Bu ise � çözümünün (4.1) denkleminin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterir. Son

olarak koşullar¬kullanarak

� (a; �)cos� �� (a; �)sin� =
�
�1 (a)

cos� ��1 (a)
sin�
�� R ba ln �2f

�m(�)
= 1 ;

ve

� (b; �)cos� �� (b; �)sin� =
�
�2 (b)

cos� ��2 (b)
sin�
�� R ba ln �1f

�m(�)
= 1

yaz¬l¬r. ·Ispat¬n kalan k¬sm¬nda verilen problem için �Green fonksiyonun tekli¼gini

ispatlayal¬m. Kabul edelim ki, ayn¬problem için başka bir �Green fonksiyonu olanfGm(x; t; �) var olsun. Bu durumda,

� (x; �) =

Z b

a

�
Gm(x; t; �)� ef(t)

�dt
= e

R b
a f(t) lnGm(x;t;�)

dt

ve

� (x; �) =

Z b

a

�fGm(x; t; �)� ef(t)
�dt

= e
R b
a f(t) ln

gGm(x;t;�)dt

olarak yaz¬labilir. Buradan,Z b

a

f (t)
h
lnGm(x; t; �)� ln fGm(x; t; �)

i
dt = 0

elde edilir. f (t) = lnGm(x; t; �)� ln fGm(x; t; �) al¬n¬rsa,Z b

a

���lnGm(x; t; �)� ln fGm(x; t; �)
���2 dt = 0

olarak yaz¬l¬r. Bu ise

Gm(x; t; �) = fGm(x; t; �)

oldu¼gunu verir. Dolay¬s¬yla problem için �Green fonksiyonun tektir.
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4.2 Çarp¬msal Green Fonksiyonunun Baz¬Özellikleri

Teorem 4.2 Gm(x; t; �), (3.5)-(3.6) probleminin �Green fonksiyonu olsun. Bu du-

rumda bu çarp¬msal Green fonksiyonu için aşa¼g¬da verilen özellikler sa¼glan¬r.

i. Gm(x; t; �) çarp¬msal Green fonksiyonu (a; a) noktas¬nda süreklidir.

ii. Gm(x; t; �) = Gm(t; x; �) sa¼glan¬r.

iii. Gm(x; t; �) çarp¬msal Green fonksiyonu x de¼gi̧skeninin bir fonksiyonu oldu¼gun-

dan her t 2 R için (3.5) denklemini ve (3.6) koşullar¬n¬sa¼glar.

iv. �0,�m (�) karakteristik denkleminin bir özde¼geri olsun. Bu durumda �0, Gm(x; t; �)

fonksiyonunun basit kutup noktas¬d¬r. Ayr¬ca fGm(x; t; �), �0 komşulu¼gunda

� özde¼gerinin çarp¬msal tipte meromor�k fonksiyonu ve  , �0 ile ilgili nor-

malleştirilmi̧s özfonksiyon olmak üzere

Gm(x; t; �) =
h
 0 (x)

� 0(t)
i 1
���0 fGm(x; t; �)

şeklinde yaz¬l¬r (Y¬lmaz vd. 2023).

·Ispat.

i. �1 (., �) ve �2 (., �) fonksiyonlar¬her � 2 R için sürekli oldu¼gundanGm(x; t; �) çarp¬msal

Green fonksiyonu da tan¬m¬gere¼gince (a; a) noktas¬nda süreklidir.

ii. Çarp¬msal Green fonksiyonu tan¬m¬yard¬m¬yla,

Gm(x; t; �) = e
�1

�m(�) �
�
�2(x)� �1(t); a � t � x

�1(x)� �2(t); x < t � b

ve

Gm(t; x; �) = e
�1

�m(�) �
�
�2(t)� �1(x); a � x � t

�1(t)� �2(x); t < x � b

olarak yaz¬l¬r. Buradan çarp¬msal analizin baz¬temel özellikleri kullan¬larak,

lnGm(x; t; �) =

8>><>>:
�
ln �2 (x)

ln �1(t)
� �1
�m(�)

; ln a � ln t � lnx�
ln �1 (x)

ln �2(t)
� �1
�m(�)

; lnx < ln t � ln b
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ve

lnGm(t; x; �) =

8>><>>:
�
ln �2 (t)

ln �1(x)
� �1
�m(�)

; ln a � lnx � ln t�
ln �1 (t)

ln �2(x)
� �1
�m(�)

; ln t < lnx � ln b

elde edilir. Böylece,

lnGm(x; t; �) =

( � ln �2(x)
�m(�)

ln �1 (t) ; ln a � ln t � lnx
� ln �2(t)
�m(�)

ln �1 (x) ; lnx < ln t � ln b

ve

lnGm(t; x; �) =

( � ln �1(x)
�m(�)

ln �2 (t) ; ln a � lnx � ln t
� ln �2(x)
�m(�)

ln �1 (t) ; ln t < lnx � ln b

olup Gm(x; t; �) = Gm(t; x; �) bulunur.

iii. x 2 [a; t] olsun. Bu durumda,

Gm(x; t; �) = �2 (x)
� ln �1(t)
�m(�)

olup buradan

LGm(x; t; �) = e� �Gm(x; t; �)

yaz¬l¬r. Benzer şekilde x 2 [t; b] için,

Gm(x; t; �) = �1 (x)
� ln �2(t)
�m(�)

ve

LGm(x; t; �) = e� �Gm(x; t; �)

yaz¬l¬r. Dolay¬s¬yla buradan s¬ras¬yla

(ecos� �Gm(a; t; �))�
�
esin� �G�m(a; t; �)

�
=
h
(�1 (a))

cos� (��1 (a))
sin�
i� ln �2(t)

�m(�)
= 1

ve

�
ecos� �Gm(b; t; �)

�
�
�
esin� �G�m(b; t; �)

�
=
h
(�2 (b))

cos� (��2 (b))
sin�
i� ln �1(t)

�m(�)
= 1

eşitlikleri elde edilir.
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iv. Kabul edelim ki �0 özde¼geri Gm(x; t; �) fonksiyonun kutup noktas¬ve Rm (x; t)

ise Gm(x; t; �) fonksiyonun � = �0 noktas¬ndaki çarp¬msal rezüdüsü olsun.

Buradan (3.21) ve (3.22) eşitliklerinden faydalanarak,

Rm (x; t) = lim
��!�0

[Gm(x; t; �)]
���0 = �1 (x)

� ln �1(t)
c1

1
1
c1

R b
a ln

2 �1(x;�0)dx

=  0 (x; �0)
� 0(t;�0)

yaz¬l¬r. Bu ise ispat¬tamamlar.

4.3 Baz¬Örnekler

Örnek 4.1 Çarp¬msal Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger problemini,

e�1 � y��(x) = e� � y(x) (4.22)

denklemi ve

L1 (y) = y (0) = 0

L2 (y) = y (1) = 0

Dirichlet koşullar¬ile ele alal¬m. (4.22) denkleminin bir temel çözümler kümesi

�1 (x; �) = ecos
p
�x; �2 (x; �) = esin

p
�x

çözümleri ile verilir.

L1 (�1) = ecos
p
�:0 = e; L1 (�2) = esin

p
�:0 = 1

L2 (�1) = ecos
p
�:1 = ecos

p
�; L1 (�2) = esin

p
�:1 = esin

p
�

oldu¼gundan ve (4.22) denkleminin özde¼gerlerinin karakteristik fonksiyonun s¬f¬rlar¬

oldu¼gu bilindi¼ginden

�m (�) =

������lnL1 (�1) lnL1 (�2)

lnL2 (�1) lnL2 (�2)

������ = 0
yaz¬l¬r. Buradan

�m (�) =

������ ln (e) ln (1)

ln
�
ecos

p
�
�
ln
�
esin

p
�
�
������ = sinp� = 0

olarak bulunur. Dolay¬s¬yla, sin
p
� s¬f¬rlar¬özde¼ger olup, bu özde¼gerler
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�n = n2�2; n 2 N olarak bulunur. Bu durumda,

�1 (x; �) = e� sin
p
�x

�2 (x; �) = ecos
p
�x sin

p
��sin

p
�x sin

p
�

olarak elde edilir. O halde ele al¬nan çarp¬msal s¬n¬r de¼ger problemi için çarp¬msal

Green fonksiyonu,

Gm(x; t; �) = e
�1
sin� �

(
ecos

p
�x sin

p
��sin

p
�x sin

p
� � sin

p
�t; 0 � t � x

sin
p
�x� ecos

p
�t sin

p
��sin

p
�t sin

p
�; x < t � 1

olarak yaz¬l¬r (Y¬lmaz vd. 2023).

Örnek 4.2 Bu örnekte (4.22) ile verilen denklemin aşa¼g¬daki çarp¬msal Neumann

koşullar¬yla ele al¬p

L1 (y) = y� (0) = 0

L2 (y) = y� (1) = 0

yeni bir problem oluştural¬m. Bu problem için de

�1 (x; �) = ecos
p
�:x; �2 (x; �) = esin

p
�x

olaca¼g¬ndan

L1 (�1) = e
p
� sin

p
�:0 = 1; L1 (�2) = e

p
� cos

p
�:0 = e

p
� ve (4.23)

L2 (�1) = e�
p
� sin

p
�:1 = e�

p
� sin

p
�; L1 (�2) = e

p
� cos

p
�:1 = e

p
� cos

p
�

olarak bulunur. Buradan problemin özde¼gerleri karakteristik denklemin kökleri ola-

ca¼g¬ndan

�m (�) =

������lnL1 (�1) lnL1 (�2)

lnL2 (�1) lnL2 (�2)

������ = 0
yaz¬l¬r. (4.23) kullan¬larak

�m (�) =

������ ln (1) ln
�
e
p
�
�

ln
�
e�

p
� sin

p
�
�
ln
�
e
p
� sin

p
�
�
������ = � sin

p
� = 0
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olarak bulunur. Dolay¬s¬yla, � sin
p
� = 0 denklemin kökleri problemin özde¼gerleri

olaca¼g¬ndan ele al¬nan problemin özde¼gerleri �n = n2�2; n 2 N olarak bulunur.

Problemin çarp¬msal Green fonksiyonu ise

�1 (x; �) = e
p
� cos

p
�x�sin

p
�x

�2 (x; �) = e
p
�(cos

p
� cos

p
�x+sin

p
�x sin

p
�)

için

Gm(x; t; �) =

8<:�2 (x)
� ln �1(t)
�m(�) ; 0 � t � x

�1 (x)
� ln �2(t)
�m(�) ; x < t � 1

olarak elde edilir (Y¬lmaz vd. 2023).

Örnek 4.3 Şimdi (4.22) denklemini

L1 (y) = y (0) = 0

L2 (y) = y (1) y� (1) = 0

eşitlikleri ile verilen çarp¬msal Robin koşullar¬ile ele alal¬m.

�1 (x; �) = ecos
p
�x; �2 (x; �) = esin

p
�x

(4.22) denklemi için çözüm oldu¼gundan s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak

L1 (�1) = ecos
p
�:0 = e; L1 (�2) = esin

p
�:0 = 1

L2 (�1) = ecos
p
�:1e�

p
� sin

p
�:1 = ecos

p
��
p
� sin

p
�

L2 (�2) = esin
p
�:1e

p
� cos

p
�:1 = esin

p
�+
p
� cos

p
�

yaz¬l¬r. Buradan, (4.22) denkleminin özde¼gerleri

�m (�) =

������lnL1 (�1) lnL1 (�2)

lnL2 (�1) lnL2 (�2)

������ =
������ ln (e) ln (1)

ln
�
ecos

p
��
p
� sin

p
�
�
ln
�
esin

p
�+
p
� cos

p
�
�
������ = 0

denkleminin kökleri olup, bulunan de¼gerler kullan¬larak

�m (�) =

������ 1 0

cos
p
��

p
� sin

p
� sin

p
�+

p
� cos

p
�

������ = sinp�+p� cosp� = 0
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yaz¬l¬r. Dolay¬s¬yla, sin
p
�+

p
� cos

p
� = 0 denkleminin kökleri problemin özde¼ger-

leri olup problemin çarp¬msal Green fonksiyonu ise,

�1 (x; �) = e� sin
p
�x

�2 (x; �) = e(sin
p
� cos

p
�x�cos

p
� sin

p
�x)+(cos

p
�x cos

p
�x+sin

p
�x sin

p
�)

olmak üzere

Gm(x; t; �) =

8<:�2 (x)
sin

p
�t

sin
p
�+

p
� cos

p
� ; 0 � t � x

e
sin

p
�x ln �2(t)

sin
p
�+

p
� cos

p
� ; x < t � 1

olarak elde edilir (Y¬lmaz vd. 2023).
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬, Göktaş taraf¬ndan 2021 y¬l¬nda yaz¬lan makale ve Y¬lmaz vd.

taraf¬ndan 2023 y¬l¬nda yaz¬lan makaleler esas al¬narak haz¬rlanm¬̧st¬r. ·Ilk makalede

literatürde geni̧s yer kaplayan, �zik ve matematik ile beraber birçok alanda uygula-

maya sahip Sturm-Liouville problemi çarp¬msal olarak tan¬mlan¬p temel özellikleri

çarp¬msal özfonksiyonlar¬ve spektral özellikleri incelenmi̧stir. Y¬lmaz vd. taraf¬n-

dan yap¬lan çal¬̧smada ise çarp¬msal Sturm-Liouville problemi için ilk kez çarp¬msal

Green fonksiyonu tan¬mlanm¬̧s ve bu fonksiyonun bilinen özellikleri çarp¬msal analiz-

de incelenmi̧stir. Biz de bu makalelerden esinlenerek ve kaynak göstererek çarp¬m-

sal Sturm-Liouville denklemi içeren çarp¬msal problemi tekrar ayr¬nt¬lar¬ile ele al¬p

spektral özelliklerini inceledik. Çarp¬msal analizde çal¬̧sanlar için bu tezin özellik-

leri spektral analiz çal¬̧sanlar¬na esin kayna¼g¬olabilece¼gini düşünmekteyiz. Klasik

sonuçlar¬n çarp¬msal analizde elde edilmesi gösterildi¼ginden, ileriki çal¬̧smalarda da

klasik Sturm-Liouville problemi için elde edilmi̧s di¼ger spektral özelliklerin çal¬̧s¬l-

mas¬hede�enmektedir.
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