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OZET
Doktora Tezi

KONVEKS SIRALAMA ILE IKI BOYUTLU DAGILIMLARIN
BAGIMLILIK YAPILARININ INCELENMESI

Mehmet YILMAZ

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Istatistik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Yalgin TUNCER

Ayni marjinallere sahip iki boyutlu dagilimlar ailesinin elemanlar1 igin
bagimliligin tiiriinii ve derecesini belirlemek, s6z konusu aile tizerinde bir
kismi siralama elde etmeye yonelmektedir.

Bu galigmada, marjinalleri verilmis iki boyutlu siirekli dagilim fonksiyon-
lar1 F. ailesi i¢in, tek boyutlu uzayda tanimlanmig, kismi siralama 6zel-
liklerini tagiyan konveks siralama kavrami iki boyutlu uzaya tagimmmaya
caligilmistir. Oyle ki, F, ailesinden olan dagilim fonksiyonlar: icin konveks
siralama, kogullu dagilim fonksiyonlar1 yardimi ile belirlenmigtir. Buna
bagh olarak, dagilimlarin ne tiir bir bagimhilik sergiledigi aragtirilmigtir.

Son olarak, konveks siralama iligkisine gore, F. ailesi iizerinde bagimlihigin
derecesini 6lgmek amaciyla bir bagimlilik indeksi tanimlanmigtir.

2004, 84 sayfa

ANAHTAR KELIMELER: Konveks siralama, dagilimlarda kismi sira-
lama, bagimhilik siralamasi, iki boyutlu bagimlhilik siralamalari, bagimlilik
yapilari



ABSTRACT
Ph. D. Thesis

DETECTION OF DEPENDENCE STRUCTURES OF BIVARIATE
DISTRIBUTIONS THROUGH CONVEX ORDERING
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Ankara University
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Supervisor: Prof. Dr. Yalgin TUNCER

For a family of bivariate distributions with identical marginals determi-
nation of dependence and hence degree of dependence is tantamount to
obtaining a partial ordering on such a family. This work considers a family

c

F. of continuous distributions with a partial ordering “>=” called convex
ordering defined on it. Convex ordering is well-known in a univariate
setup, but little known in the bivariate case. We therefore attempt to
extend bivariate case. The convex ordering here is defined in terms of
conditional distributions corresponding to F.. Through such a convex or-
dering, inherent dependence structures of distributions are identified. For
determination of degree of dependence, a index of dependence is suggested
for such a convex ordered family.
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1. GIRIS

Bilindigi gibi, gercek hayatta nesneler hakkinda yorum yapilabilmesi igin
birbirlerine goére nitelik ve niceliklerinin kargilagtirilmas:1 énem tagimak-
tadir. Ornegin; su nesne bu nesneden daha biiyiiktiir ya da su nesne bu
nesneden daha agirdir bigiminde niceliksel kargilagtirmalar yapilir. Boylece,
en elveriglisini se¢me olanagi elde edilir. Gergek hayatta oldugu gibi,
Istatistiki alanda da dagilimlar icin goéreceli istiinlitk ve biiyiikliik gibi
kargilagtirmali iligkiler biiyiik énem tagir. Oyle ki, dagilmlar arasinda
boyle bir siralamanin yapilabilmesi, bu dagilimlar: birbirlerine gore stokas-
tik olarak kargilagtirma olanagi vermektedir.

Konvekslik kavrami da agirhigin ug noktalara vermesinden dolay iki fonk-
siyonu birbirinden ayirt etmede oldukca etkili olmaktadir. Oyle ki, Hardy
et al. (1934)’ iin konvekslik kavramim kullanarak iki fonksiyonun birbir-
lerine gore konvekslik bakimindan iistiinliigiinii gosteren ¢aligmalari, kon-
veks siralama kavraminin matematik temeli olarak gormek miimkiindiir.
Dagilim fonksiyonlar1 i¢in de béyle bir iligkiyi (konveks-konkav siralama
iligkisini) saptamanin g¢ekici ve yararh oldugu diisiiniilebilir.

Cok boyutlu uzayda ise siralama iligkisi, genellikle bagimlihigin yapisini
ortaya cikarmak igin bir "bagimhlik iligkisi" olarak tanimlanmaktadir.
Ozellikle iki boyutlu uzayda, dagilimlar arasinda bir siralamanin tanim-
lanabilmesi ve ayni zamanda da bu siralamanin bir bagimhlik siralamasi
gosterebilmesi igin dagilimlarin keyfi olmamas: gerekir. Bagimlilik ya da
bagimsizlik kavrami, ilgili iki boyutlu dagilimlarin marjinalleri ile belir-
lendigine gore, marjinalleri ayni olan dagilimlar arasinda bir siralama ilig-
kisinin tanimlanabilmesi miimkiindiir. Keyfi iki boyutlu dagilimlar: sirala-
mak pek yararl bir yontem olamamaktadir.

Buna gore, aymi marjinallere sahip iki boyutlu dagilimlar P(.,.) gibi bir
ailede bulunsun. Bu aile iizerinde bagimliligin tiiriinii ve derecesini belir-
lemek, P(.,.) ailesi {izerinde tammlanan ve genellikle gercel degerli olan
doniigiimler araciligi ile bir kismi siralama elde etmeye yonelmektedir.
Soz konusu doniigtimlerin en tipik ornegi rasgele degiskenlerdir. Dolayisi



ile P(.,.) dagihmlar ailesi {izerinde bir siralama yapma ile F(.,.) dagihm
fonksiyonlar: ailesi iizerinde bir siralama yapmak ayni sonucu vermektedir
yani bagimlilik siralamas1 bozulmamaktadir.

Bu ¢aligmada, konvekslik kavramina dayal olarak “Z” gibi bir kismi sira-
lama iligkisi 6nerilmigtir. Bu kismi siralama konveks fonksiyonunun tanimi
geregi, F(.,.) ailesi daraltilarak, F.(.,.) iki boyutlu siirekli dagilim fonksi-

C
yonlar ailesi tizerinde tammlanmigtir. Boylelikle, | F.(.,.), i) kismi siral

ailesi olugturulur ki, artik bu aileden olan herbir dagilim fonksiyonu igin
bazi konveks doniigiimler yardimiyla F. ailesi iizerinde bagimhlik tiiriinii
saptamak miimkiin olmaktadir.

Literatiire bakildiginda, tek boyutlu uzayda iyice bilinen konveks sirala-

manin iki boyutlu uzayda kullanimina iligkin ¢aligmaya rastlanamamigtir.
C

Iki boyutlu uzayda bu diigiincelere 151k tutabilmesi amaci ile, “>Z” iligkisine

(&3
dayali olarak <.7-"c(., ) >‘> kismi sirali ailesinin olugturulmas: 6nerisine

gidilmig ve bu aile iizerinde ne tiir bagimliliklar saptayabildigi aragtirilmig-

tir. Bu aragtirmanin sonucunda, konveks doniigiimler yardimi ile bagim-

lilik tiirlerinin hemen hemen tamamina (en azindan Ikinci Dereceden Top-

lam Pozitif Bagimhliga, TP’ ye) ulagilabildigi ayr1 ayri gosterilmistir.
c

Dolayis: ile <fc(., .), 7 ) kismi siralisim olugturabilmek demek, F. ailesi
iizerinde birgok bagimlilik tiirtiniin belirlenmesi anlamina gelmektedir. Bu
bagimliligin derecesini belirlemek i¢in de (]—'c(., ),i) kismi sirali ailesi

tizerinde bir bagimlilik 6l¢iitii tanimlamak yerinde olacaktir.
1.1 Ana Cat1

Caligma, igerik bakimindan beg boliimden olugsmaktadir. Boliim 1, galig-
manin amacini ve bu amaca yonelik temel cerceveyi belirlemektedir. Calig-
manin amacina ulagabilmesi igin iligki, siralama ve konvekslikle ilgili bir
takim temel kavramlar Boliim 2’ de verilmigtir. Konvekslik kavraminin



tek boyutlu uzayda teorik gelisgimi tamtildiktan sonra, Alt Boliim 2.3
te bazi konveks temelli siralama tanimlar1 ve bu siralamalarin birbir-
leri ile olan gerektirmelerinden bahsedilmistir. Alt Boliim 2.4° te, iki
boyutlu uzayda bir bagimhlik siralamasi tanimlamanin ne anlam ifade
ettigi vurgulanmig, bazi bagimlilik tiirleri ve bunlara iligkin énerilmis sira-
lama kavramlarina deginilmigtir. Son yillarda, Capéraa ve Genest (1990)’
nin Pozitif Regresyon Bagimhiligi (PRB) ve Ikinci Dereceden Toplam Po-
zitif Bagimhihk (T'P;) kavramlar igin 6nerilmig galigmalari, Averous ve
Bernadet (2000)’ nin Sol Kuyruktan Azalan Bagimhlik (SOKAB) ve
Sag Kuyruktan Artan Bagimlilhk (SAKAB) tiirlerine yonelik bagimlilik
siralamalar1 tamamen konvekslik kavramina dayal olmasa da ¢aligmanin
sonuglarini kargilagtirma bakimindan dikkati ¢ekmigtir. Bu kavramlar iki
boyutlu uzayda bagimlilik siralamasinin teorik gelisimi olarak goriilmiis
Alt Boliimler halinde verilmigtir.

Boliim 3’ te, Chan et al. (1985)’ in tek boyutlu uzayda tnerdikleri konveks
siralama kavraminin, iki boyutlu uzayda bu siralamay1 tanimlayabilmek
i¢in meteryal olarak kullanilmasindan ve elde edilen baz ek analitik 6zel-
liklerden bahsedilmitir. Konvekslik kavramina dayali olarak tek boyutlu
uzayda, parametrik testler yapabilmek amaci ile onerilmis olan konveks
sirali aile kavrami sunulmustur. Alt Boliim 3.3’ te, tek boyutlu uzayda
tanimlanan konveks siralamanin iki boyutlu uzayda kullanilabilmesi igin
ilk kez bu calismada ¢nerilen yontemden bahsedilmistir.

Boliim 47 te ise (fc(., ),t) konveks sirali ikilisi iizerinde, bagimlilik

ve bagimsizlik kavramlar: ele alinmig, bagimliligin ne tiirde olabilecegi
hakkinda tartismalara yer verilmistir. Buna iligkin Alt Boliim 4.6, 4.7 ve
4.8’ de bazi iki boyutlu dagilimlar i¢in konveks siralamaya dayali olarak,
dagilimlarin bagimhilik yapilarini ortaya gikarmada nasil yardime: olabile-

(&
cegini gosteren ornekler verilmistir. Alt Boliim 4.9’ da, (}'C(., s ﬁ,) kon-
c
veks siral ikilisi igin “7” iligkisinin F.’ yi olugturan marjinallere gore

derecesini gosteren bir olgiit gelistirilmigtir. Bu 6lgiitiin ayn1 zamanda bir
bagimlilik 6l¢iitii olabilecegi tartigilmigtir. Aragtirmanin hem tek boyutlu



uzayda hem de iki boyutlu uzayda elde edilen sonuglarina Boliim 5’ te yer
verilmigtir.

Temel cgerceve icerisinde bu galigma, konu hakkindaki yeni yaklagimlar:
isaret eden bir tartigma metni olarak goriilebilir.



2. KURAMLILIK TEMELLERI{

Bu Boliimde, ¢aligmanin esasina dayali olarak iligki ve siralama, kon-
vekslik, bagimlilik ve bagimsizlik kavramlari ve buna bagh olarak bazi
bagimlilik siralamast tiirlerine yer verilmigtir. Caligma, tek boyutlu uzayda
onerilen siralamanin iki boyutlu uzayda kullanilmasina dayal oldugun-
dan, oncelikle tek boyutlu uzayda bilinen bazi siralamalar 6zellikle konveks
temelli siralamalar tanim geklinde verilmigtir.

Asagida iligki ve siralama kavramlarima dayali bazi temel tanimlar
verilmigtir. Bu tanimlari herhangi bir Genel Matematik ve Reel Analiz
kitaplarinda bulmak miimkiindiir. Ornegin, Dudley (1989)’ a bakilabilir.

2.1 Iligki ve Siralama

Tanim 2.1.1 A ve B iki kiime olmak iizere, A x B = { (a,b) : a € A,
b € B} kiimesine, A ile B kiimelerinin kartezyen ¢arpimi denir.

Tanim 2.1.2 A x B kiimesinin bog olmayan her bir R C A x B alt
kiimesine iligki (bagint1) denir.

Tanmum 2.1.3 A x B kartezyen garpim kiimesinde (a,b) sirali ikilisi ele
almsin. (a,b) € R C A x Bise, a € A eleman b € B eleman ile “R”
bakimindan iligkilidir denir ve bu iligki, aRb ile gosterilir.

Tanim 2.1.4 F bir kiime ve R C E X E de F kiimesi iizerinde bir iligki
olsun. Eger R iligskisi agagidaki kosullar1 saglarsa, R iligkisine denklik
iligkisi denir:

a) Vz € F i¢in xRz, (yansima ozelligi),
b) Vz,y € F i¢in 2Ry <= yRuz, (simetri 6zelligi),

c) Va,y,z € E i¢gin 2Ry, yRz = xRz (gegisme 6zelligi)

bu tiir kiimeler (E, R) ile gosterilir.



Tanim 2.1.5 Eger E kiimesi iizerinde tanimlanan R iligkisi agagidaki
kogullar1 saglarsa, E kiimesine kismi sirali kiime, R iligkisine de kismi
siralama iligkisi ad1 verilir:

a) Vz € F i¢in Rx (yansima ozelligi),

b) Vz,y € F i¢in Ry, yRa <= = =y (ters simetri 6zelligi),

c) Vz,y,z € E igin 2Ry, yRz = xRz (gegisme ozelligi).

Yukarida tanimlar dogrultusunda, gercel sayilar iizerinde taniml, “<” ya

da “>” iligkileri tipik iligski ¢rnekleridir. Bunlara benzer birgok iligki tiirti
tamimlamak miimkiindiir.

Tanim 2.1.6 Iki kismi sirali kiime (E,R) ve (A, T) verilsin. Vu,v € E
i¢in, uRv < f(u)7T f(v) olacak sekilde E’ den A’ ya bire-bir ve trten
bir f fonksiyonu varsa, (E,R) ve (A, 7) kiimeleri izomorfiktir denir ve f
fonksiyonuna sira izomorfizmi adi verilir.

Tanim 2.1.7 Bilindigi gibi, Tanim 2.1.5’ teki gibi bir siralama s6z konusu
oldugunda, siralamada kullanilan iligkinin agagidaki aksiyomlar: saglamasi
gerekir:

Al) zRy ve yRe =z =y, Vaz,y € E;

A2) Ry ve yRz = 2Rz, Vx,y,z € E;

A3) Vz,y € F i¢in ya 2Ry’ dir ya da yRa’ dir;

A4) F kiimesinin bog olmayan her A gibi bir alt kiimesi i¢in Ja € A vardir
ki, Vy € A i¢in aRy olur.

Kismi siralama, Al ve A2 aksiyomlarim, basit (lineer) siralama, A1,
A2 ve A3 aksiyomlarmi, ve tam (iyi) siralama da Al, A2, A3 ve A4
aksiyomlarin saglar.

Tek boyutlu uzayda fonksiyonlar arasinda bir siralamanin yapilabilmesi
icin genelde bu fonksiyonlarin destek kiimesinin ayni olmasi gibi bir kogul



gerekmektedir. Sz konusu bu siralamalara, ileriki boliimlerde bahsedile-
cegi gibi, tek boyutlu uzayda yeterince érnekleri vardir. Yukaridaki kavram-
lara dayali olarak, istatistiki sahada bilinen siralama tiiriine érnek olarak
agagidaki tanim verilebilir.

Tamim 2.1.8 X ve Y tek degiskenli rasgele degiskenler olsun. I ve G
sirast ile ilgili dagilim fonksiyonlar1 ve F'=1—F, G = 1 — G olmak {izere,
Yu € R igin eger,

F(u) < G(u)

ise, X rasgele degiskeni Y rasgele degigkeninden stokastik anlamda daha
kiigiiktiir denilir ve X =5t Y ile gosterilir.

S6z konusu rasgele degiskenlerin aldig1 degerler pozitif ise yani z,y € Rt =
[0, 00) ise,

(1—-F(z))dz < oo,

=
>
I
o—38

E[Y] (1-G(y))dy < oo

|
o —

beklenen degerlerinin sonlu olmalar: kosulu altinda,

X =Y = E[X] < E[Y]

yazilabilir.

2.2 Tek Boyutlu Uzayda Konvekslik ve Konveks Siralama
Kavramlari

Konuya hazirlik olmasi amac ile konvekslik kavram ile ilgili baz temel
tanimlar verilecektir. Bu tanmimlar analiz kitaplarinin ¢ogunda olmakla
beraber yararlanilan kaynaklar tanimlarin sonunda yer almaktadir.



Tanim 2.2.1 V bir vektor uzay1 olsun. V' vektér uzay: icinde C' gibi bir
kiime ele alinsin. C' kiimesinin konveks bir kiime olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kogul, Va,y € C ve VA € [0,1] igin Az + (1 — M)y € C olmasidir.
Burada Az + (1 — A)y,  ve y’nin konveks bilegimidir (Dudley 1989).

Tanim 2.2.2 V bir gergel vektor uzay1 ve C, V icinde bir konveks kiime
olsun. Gergel degerli bir f fonksiyonu C iizerinde konveks olabilmesi igin
gerek ve yeter kogul Va,y € C ve VA € [0, 1] i¢in,

fQz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =) f(y)

olmasidir. Egitsizlik tersine ise f konkav bir fonksiyondur denir (Dudley
1989). Analitik bir yordam olarak, f egrisine ¢izilebilen tegetler egrinin
altinda ise, f konveks bir fonksiyon, tegetler egrinin iistiinde ise konkav
bir fonksiyondur.

Tanim 2.2.3 Tanim 2.2.2°dex=x+h,y=x—hve A= % alinirsa,

2f(z) < flw+h)+ f(z—h)

oldugunda, f fonksiyonu konvekstir (Courant 1964). Hemen goriilecegi
gibi, Tanim 2.2.2” den daha zayif kogullu bir tanimdir.

Onerme 2.2.1 f, J C R gibi bir aralik iizerinde konveks bir fonksiyon
olsun. t < u < v ve t,u,v € J olmak tizere,

[w) = f) _ J@) = J®) @) = [

u—t v—t V—U

egitsizligi saglanir (Dudley 1989).

Onerme 2.2.2 f(z) fonksiyonu, .J = (a,b) gibi bir aralikta konveks bir
fonksiyon olsun. Eger f(x), J iizerinde siirekli ise sag ve sol taraftan tiirev-
leri vardir ve bu tiirevlerin herbiri J iizerinde azalmayandir. Ayrica sag



taraftan tiirevi, sol taraftan tiirevinden kiiciik degildir. Bu sonu¢ Tanim
2.2.3’ den kolaylikla goriilebilir. Ayrica, Silverman (1985)’ e bakilabilir.

Onerme 2.2.3 f(z) fonksiyonu, J = (a,b) gibi acik bir aralik tizerinde

ikinci tiireve sahip olsun. O zaman f(z) fonksiyonunun konveks olmas: igin
d*f(z)

gerek ve yeter kosul, J arahg i¢indeki her z i¢in, —-

(Hardy et al. 1934, Silverman 1985).

> 0 olmasidir.

Konvekslik kavrami, matematiksel temel bakimindan ele alinirsa, Hardy
et al. (1934)" iin ¢aligmalar1 dikkati ¢ekmektedir. Bu yazarlar, bir fonk-
siyonun bagka bir fonksiyona gire konveks olmasi kavramini ileri siirmiig
ve baz esitsizlikler geligtirmiglerdir. Ona gore, Istatistiki alanda konvek-
slik kavraminin gelismesinde yardimer olduklari soylenebilir. Oyleki, Van
Zwet (1964) ve Chan et al. (1985) gibi yazarlarin konvekslik kavramina
dayali siralama onerileri istatistiki sahada oldukca 6énemlidir. Burada sunu
belirtmek gerekir; yukarida adi gegen Chan et al. (1985) gibi yazarlarin
konvekslik kavramina dayali olarak onerdikleri siralama tanimi, bu calig-
maya 151k tutan bir meteryal olmustur. Bu nedenle, stz konusu yazarlarin
onerdikleri siralama Boltim 3’ te ayrintilar ile verilmistir.

Tamim 2.2.4 F ve G herhangi iki fonksiyon ve """ | A; = 1 olmak tizere,

FoH(C MF (@) 2 G (S MG ()

esitsizliginin tiim x; ve A\; > 04 = 1,2, ..., n i¢in gegerli olmasi durumunda
F, G’ ye gore konveks siralama bakimindan daha tistiindiir denir (Hardy
et al. 1934).

Tamim 2.2.5 G dagilim fonksiyonu siirekli ve F' dagilimi da G’ ye gore
mutlak siirekli olsun. Eger FG™1(t), t € (0,1) aralig iizerinde konveks
bir fonksiyon ise, F' dagilimi G dagilimina gore konveks siralidir denir ve

C
F = G bigiminde gosterilir. Kisaca,

o(t) = FG™1(t): (0,1) — (0,1)



bigiminde tanimlanan ¢ fonksiyonu konveks ise F' dagihimi G dagilimina
gore daha konveks siralidir denir (Chan et al. 1985). Burada G=1(¢), G
dagilim fonksiyonunun tersini (kuantil fonksiyonunu) ifade etmektedir ve
G~ 1(t) = inf {x : G(x) >t} bigiminde tammhdur.

Tanim 2.2.6 G herhangi bir siirekli dagilim fonksiyonu ve F, G dag-
limina gore mutlak siirekli bir dagilim fonksiyonu olsun. F' fonksiyonunun
destek kiimesinde tamimh G~!(F(z)) fonksiyonu konveks ise, F' dagilimi G
dagilimina goére Van Zwet anlaminda konveks siralidir denilir ve F' Xz G
ile gosterilir (Van Zwet 1964).

Agagidaki Alt Boliimde, konvekslik kavraminin teorik geligimi agisindan
Tamim 2.2.5 ve Tanim 2.2.6’ ya dayali olarak, tek degiskenli dagilimlar icin
bazi siralama tiirleri verilmigtir.

2.3 Tek Degiskenli Dagilimlar i¢in Konveks Temelli Siralama
Tiirleri

Tanim 2.3.1 X ve Y iki rasgele degigken olsun. T = {7: R — R } tiim
konveks fonksiyonlar kiimesini gostermek iizere, beklenen degerlerin varlig
kogulu altinda,

Er(X)|<E[r(Y)], 7€Y
ise, X konveks siralama bakimindan Y’ den kiigiiktiir denilir ve X <Y
ks
ile gosterilir.
Tanim 2.3.2 Olasilik yogunluk fonksiyonlar: sirasi ile f ve g olan X ve

t
Y rasgele degigkenleri gozoniine alinsin. proes X ve Y’ nin destek

kiimelerinin birlegimi tizerinde azalmayan ise ya da Vu < vigin,

fw)g(v) > f(v)g(u)

ise, X degigkeni olabilirlik oran siralamasi (likelihood ratio order) bakimin-
dan Y rasgele degiskeninden kiigiiktiir denilir ve X <Y ile gosterilir.

Ir
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Not: X ve Y’ nin destek kiimeleri ayni1 olmak {izere,
X <Y = FG ' konveks
ir

olur. Burada, F' ve G sirasi ile X ve Y rasgele degiskenlerinin dagilim
fonksiyonlaridir.

Eger F ve G siirekli iseler, tersi de dogrudur yani,

FG! konveks = X <Y

lr

olur (Shaked ve Shanthikumar 1994).

Tanim 2.3.3 Negatif olmayan ve sonlu bir beklenen degere sahip X ras-
gele degigskeninin dagilim fonksiyonu F' olsun. X rasgele degigskeninin
Lorenz egrisi,

seklinde tanimhdir. Lorenz egrisi ekonomide gelir esitsizliginin olciisii
olarak kullanilir. Son yillarda, Istatistik bilimine katkis1 olmakla birlikte,
esasinin Neymann-Pearson hipotez testi siirecine dayandigi soylenebilir.

Yukaridaki tanima gore, Y negatif olmayan ve sonlu beklenen degere sahip
bir bagka rasgele degisken ve dagilim fonksiyonu da G olsun. Buna gore,
E(X) = E(Y) < o kosulu altinda, Vu € [0, 1] igin,

Lx(u) > Ly (u)

olmasi demek, X rasgele degigkeninin (ya da dagiliminin) Y rasgele degigke-
nine gore, Lorenz siralamasi bakimindan daha kiiciik oldugu anlamina

11



gelmektedir ve X <poren: Y ile gosterilmektedir (Shaked ve Shanthiku-
mar 1994).

Tanim 2.3.4 R = [0, c0) iizerinde tanimli gergel degerli bir ¢ fonksiyonu
icin,
plax) < ap(x), Vae0,1]

ise, ¢ fonksiyonuna yildiz-bigimli (star-shaped) fonksiyon denir. Yukari-
p(x)

daki tanima egdeger olarak, eger x > 0 i¢in fonksiyonu azalmayan

fonksiyon ise, ¢(.) fonksiyonuna yildiz-bigimli fonksiyon denir (0 < y <
x olmak iizere, o = £ segilirse kolaylikla iki tanimin egdeger oldugu
goriilebilir).

Yukaridaki bilgiler 1s1g1nda, yildiz-bigimli siralama kavrami tanimlanabilir.

F ve G fonksiyonlar1 R% = [0, c0) {izerinde tamimh tam anlamiyla artan
fonksiyonlar olsunlar. Oyle ki, F(0) = G(0) = 0 olsun. Eger G~ (F(z))
G '(F(z))

yildiz-bi¢gimli bir fonksiyon ise yani azalmayan bir fonksiyon

T
ise, F' fonksiyonunun G fonksiyonuna gore daha yildiz-bigimli oldugu soy-
lenir ve F' <, G ile gosterilir (Barlow ve Proschan 1975).

Tanim 2.3.5 RT = [0, 00) iizerinde tanimh gergel degerli ¢ fonksiyonu
Va,y > 0 icin,

oz +y) > (@) + (y)

esitsizligi saglandiginda, ¢ ye iist toplanabilir (superadditive) fonksiyon
denir (Tchen 1980).

Yukaridaki tammma gore, F' ve G fonksiyonlar1 R iizerinde tanimh fonk-
siyonlar olmak iizere, 6yle ki, F'(0) = G(0) =0 ve

G 'Fx+y)>G 'F(z) + G 'F(y), Va,y>0

12



ise, F' fonksiyonu G fonksiyonuna gore iist toplanabilirdir denir ve F' <, G
ile gosterilir. (Barlow ve Proschan 1975).

Yukaridaki tanimlara gore,

FRz2vG=F<.G=F<,4G

konveks siralamanin, yildiz-bicimli siralama ve iist toplanabilir siralamala-
rim gerektirdigi soylenebilir. Ayrica, Tanim 2.3.1° de verilen rasgele degigken
bakimindan konveks siralamanin Lorenz siralamasi ve olabilirlik oram
siralamasini gerektirdigi soylenebilir:

- X<y
X<y <«
ks
= XjLorenzY

iki boyutlu uzaya gecildiginde ise, iliski kavramimin tammi dagilimlar ya
da dagilim fonksiyonlari ailesi iizerinde yapilmaktadir. Bu iligkiler genelde
bagimlilik iligkisi olarak bilinmektedir. Asagida, dagilhimlar ailesi tizerinde
bir bagimlilik iligkisinin ve siralamasinin nasil tanimlanabilecegi bahsedile-
cektir. Burada tekrar niteliginde de olsa bazi tanimlarin verilmesinden
yarar umulmaktadir.

2.4 Bagimhlik Siralamasi
iki boyutlu uzayda, bagimhlik siralamasinin tanmminin yapilabilmesi icin,

oncelikle bagimlilik ve bagimsizlik kavramlarini agiklamak gerekir.

(Q,U, P) olasilik uzaymnda A ve B gibi iki olay tamimlansin. Bu iki olay
icin eger,

P(ANB) = P(A)P(B), A,Bel (2.4.1)

ise, A ve B olaylar: birbirinden bagimsizdir denilir. Esitsizlik halinde, A
ve B olaylar1 bagimlidir denilir.

13



Bagimsizligl ya da bagimlilig: 6lciilebilir fonksiyonlar araci ile de tanimla-
mak miimkiindiir.

Tamm 2.4.1 (Q,U, 1) gibi bir olasilik uzay ile,

T:<§5>:QXQ—>§R2

gibi bir déniigiim verilsin. Boylece, (R?, B(R?)) tiiretilmig Borel sl¢iilebilir
uzay1 ortaya ¢ikar. Bu uzay iizerinde,

A, ={X <z} ={X <z}n{Y <0},
By ={Y <y} ={X <oco}n{Y <y},

A, NBy ={X <z} n{Y <y} ={X <z,Y <y}

kiimeleri tanimlansin. Buna gore, X ve Y sl¢iilebilir fonksiyonlarinin (ras-
gele degigkenlerinin) ters goriintiileri,

X 1A) ={weQ: X(w)eA,}el,

Y 1B, ={weQ: Y(w) € B} €U,

X 1A)NnY (B ={weQ: X(w)eA, veY(w)€EB,}eU
bi¢giminde tanimlanmaktadir. Burada,

w:lUd —0,1] ve Pxy : B(R?) — [0,1]

olmak iizere,

M(X_I(Ar> n Y_I(By)) = Pxy(Az N By)
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seklinde tanmimlanan Pxy (., .) olasilik dagilmina kargin dagilim fonksiyonu
ozelliklerini saglayan F'(x,y) gercel fonksiyonu bulunsun: Pxy (A;NBy) =
F(z,y) Benzer bicimde,

WX HAN)NYIR)) = Pxy(X <z,Y <o0)=Px(A,) = Fx(z),

p(XTTR)NYH(By) = Pxy(X <o0,Y <y)=Py(By) =Fy(y)

fonksiyonlar1 bulunsun. Buna gore, ¥(z,y) € R? icin,

F(z,y) = Fx(x)Fy(y) (2.4.2)

esitligi saglaniyorsa, X ve Y rasgele degiskenleri stokastik anlamda bagim-
sizdir denir ve X 1 Y ile gosterilir. Bu tamim (2.4.1) esitligi ile denktir.
Aksine, 6yle bir (z,y) € ®2 bulunsun ki,

F(z,y) # Fx(2)Fy (y) (24.3)

olsun. Bu durumda, X ve Y rasgele degiskenleri arasinda stokastik an-
lamda bir bagimhilik var demektir.

Burada sunu belirtmek gerekir ki, ¢aligmada (2,U) olgiilebilir uzay:
tizerinde degil de (R2,B(R?)) uzay1 iizerinde durulacaktir yani daha gok
dagilim fonksiyonlariin igin igine sokularak aragtirmamn bulgular: elde
edilmeye caligilacaktir.

Yukaridaki tanimlar dogrultusunda, dagilim fonksiyonlar: ailesi tizerinde
bir siralama yapmamn anlami sudur: Iki boyutlu uzayda siralama
iligkisi, marjinalleri belli dagilimlar ailesi iizerinde tanimlanabildiginden
tek boyutluda oldugu gibi, dagilimlarin destek kiimeleri ayni olmaktadir.
Bu tiir siralamalar arasinda bagimlilik siralamasi én plana gikmaktadir.
Bagimhlik siralamasi, (2,U) slgiilebilir uzay: iizerinde tanimli biitiin olasi-
lik dagilimlar: kiimesi iizerinde tanimlanan ve = ile gosterilen “bagimlilik
iligkisi” ne gore bir siralamadir. Ornegin, P(Px, Py) boyle bir olasihik
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kiimesi ve <P bu kiime tizerinde bir siralama iligkisi ise, P(Px, Py ) kiimesi
<P iligkisine gore sirali bir kiime olusturmaktadir. Bu siralama (P(Px, Py),
=) ikilisi ile gosterilir. Ona gore, Py, P, € P(Px, Py) olmak tizere, P, 3P
P gibi bir kargilagtirma yapilabiliyorsa, ikinci dagilimin birinci dagilim-
dan daha fazla bir bagimhlik sergiledigi anlami ¢ikmaktadir. =3P gibi bir
siralamayn, tiiretilmis (12, B(R?)) olgiilebilir uzay1 tizerinde tamml biitiin
dagilim fonksiyonlar1 kiimesi F(Fx, Fy) i¢in de tanimlamak miimkiin ol-
maktadir. Dikkat edilirse, ozellikle dagilim fonksiyonlarinin tek olmasi
nedeni ile, dagihmlar arasinda bulunan bagimlilik aslhinda X ve Y ras-
gele degigkenleri arasindaki bagimhliga dontismektedir. F(Fx, Fy) ailesi
tizerinde <° gibi bir bagimlilik siralamasinin yapilabildigi kadar, bu bagim-
liligin tiirii ve yonii 6nem kazanmaktadir. Bu nedenle, caligmanin ilerleyen
agamalarinda birbirleri ile kargilagtirma amaci ile bilinen bazi bagimlilik
tiirlerinin tanimlanmasinda yarar vardir.

Iki boyutlu dagilimlar ailesi i¢in bagimlihgim smirlarim teskil eden, Fréchet
alt ve tist sinirlar olarak bilinen sinirlar, gu sekilde ifade edilebilir:

2.5 iki Boyutlu Dagilimlar Ailesi igin Fréchet Sinirlar:

Marjinalleri F'x (x) ve Fy-(y) olan ikili dagilim fonksiyonlar ailesi F(Fx, Fy)
ile gosterilsin. Bu aileden olan her F' dagilimi icin,

F*(z,y) = min {Fx (), Fy (y)}, Va,y
Fi(xay>:maX{FX(:E)_’_FY(y)_LO}v V%y
olmak iizere,
F~(z,y) < F(z,y) < F(x,y),  Vay (2.5.1)

esitsizligi saglamir (Fréchet 1951). Yukaridaki egitliklerden ilki Fréchet
iist sinir1, ikincisi ise Fréchet alt siir olarak adlandirilir. F+ ve F~
dagilimlar siras ile pozitif ve negatif bagimlihgin agirn uglar1 (siirlarn)
olarak bilinmektedir (Kimeldorf ve Sampson 1987).
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2.6 Baz1 Bagimhihk iliskisi Tiirleri

P(Px, Py) ya da F(Fx, Fy) ailesi iizerinde tanimlanan bir iligkinin pozi-
tif bagimlilik siralamasi gosterebilmesi igin Kimeldorf ve Sampson (1987)
tarafindan onerilen aksiyomlar: saglamas: gerekir. Asagida bu aksiyomlar
verilmistir.

2.6.1 Pozitif Bagimlilik Siralamasi

Pozitif bagimlilik kavramu, iki rasgele degigken ¢ifti arasindaki pozitif bagim-
liligin derecesi ile bu dereceyi 6lgmeyi igeren birgok kavrama onciiliik et-
migtir: Ayni marjinallere sahip iki boyutlu iki dagilimi karsilagtirmak icin
temel fikir, bir dagilimin digerinden daha pozitif anlamda bagimli oldugu-
nun saptanmasidir. Boylece dagilimlar iizerinde pozitif bagimliligin dere-
cesine baglh olarak bir kismi siralama yapilir. Ayni zamanda bu iligki,
(X,Y) ve (U,V) gibi rasgele degigkenler ¢ifti i¢in de stz konusudur.

Tanim 2.6.1 F(Fx, Fy) gibi ikili dagihm fonksiyonlar: ailesi ya da bu
dagilim fonksiyonlarina sahip rasgele degiskenlerin kiimesi iizerinde tanim-
lanmis olan “<®” iligkisi, eger asagidaki ozellikleri saglarsa pozitif bagim-
hlik siralamasim gosterir (Kimeldorf ve Sampson 1987):

01) F <t G = F(x,+00) = G(x,+00) ve F(+00,y) = G(+00,9), (F
ve (G ayn1 marjinallere sahiptir);

02) F <* G = Va,y igin F(z,y) < G(z,y);

03) F <" G ve G <* H = F <" H (gegislilik ozelligi);
04) F < F (yansima ozelligi);

05) F <" G ve G <* F = F = G (ters simetri ozelligi);

06) F~ <t F <t F+;
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07) (X,Y) <* (U, V) =tiim artan g fonksiyonlar igin, (g(X),Y) <°
(9(U), V);

08) (X,Y) <* (U, V) = (-U,V) <t (=X, Y);

09) (X,Y) < (U,V) = (Y, X) <* (V,U) (simetri, rasgelelik);

010) n — oo igin F, L P ove G, L G olmak iizere, F,, <* G, =
F < G. Burada, F,,F,G, ve G aym marjinallere sahip dagilimlardir

ve “L7 ile dagilimda yakinsama (olasilik yasasina gore yakinsama) ifade
edilmektedir.

“<b” jcin, yukaridaki kogullar saglaniyorsa, “<” ile gosterilecektir. Bu
durumda, F' < G gibi bir siralama s6z konusu ise “F dagilimi G dagilimin-
dan daha az pozitif bagimhdir” denir. O1) &zelligi, pozitif bagimlilik il-
igkisi bakimindan sadece ayni marjinallere sahip olan ikili dagilimlarin
kargilagtirilabilmesi gerekliligini ifade etmektedir. 02) 6zelligi, G’ nin F”
den stokastik olarak daha biiyiik olmasi gerektigini vurgulamaktadir. O3),
04) ve 05) ozellikleri, uygun olarak kismi siralamamin karakteristikleri
olan gegiglilik, yansima ve ters simetri 6zelliklerini ifade etmektedir. O6)
ozelligi, Fréchet iist sinirinin miimkiin olan en pozitif bagimh bir dagihim
ve Fréchet alt simirinin en az pozitif bagimli bir dagilim oldugunu ifade et-
mektedir. Buradan soyle bir sonug ¢ikarilabilir: Fréchet iist (alt) siniri, bu
iki sinir arasindaki her dagilim i¢in daha ¢ok (az) pozitif bagimh oldugunu
ifade etmektedir. O7) o6zelligi, zayif monoton degismezlik gerekgesidir.
Oyle ki, sirali dagilimlarda degiskenlerden birisinin tizerinde monoton bir
doniigiim yapildiktan sonra bile siralama bozulmamaktadir. O8) ozel-
ligi, (U, V) c¢ifti (X,Y) ¢iftinden daha pozitif bagiml ise (—U, V) ¢iftinin
(=X,Y) ciftinden daha negatif bagimh oldugunu (ya da daha az pozitif
bagimli oldugunu) ifade etmektedir. O9) ozelligi rasgele degigskenlerinin
sirasinin rasgele (simetrik) oldugunu belirtir. 010) zelligi ise zayif yakin-
samaya gore siirekliligi talep etmektedir. O7), O8) ve 09) ozelliklerinin
sonucu olarak;

(X,Y) 3 (UV) = (f(X),9(Y)) 2 (f(U),9(V))
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yazilabilir. Burada, f ve g ya her ikisi de artan ya da azalan fonksiyon-
lardar.

Bu agidan bakildiginda, baz pozitif bagimlilik siralamasi tiirlerini ayirt
etmek miimkiindiir. Ornek olarak Tanim 2.6.2 verilebilir.

2.6.2 Pozitif ve Negatif Kadran Bagimhlig:

(2.4.3) ifadesi bagimliligr gosterdigine gore, bu bagimlihgn tiirii ve yoni
(pozitif bagimhlik ya da negatif bagimhlik) tnem tagimaktadir. Oyle ki,
X ve Y gibi iki rasgele degigken i¢in,

ny(XSSC,YSy) ZP)((XSZL')Py(YSy), Vz,yeﬂ% (261)
esitsizligi saglaniyor ise, X ve Y rasgele degiskenleri pozitif kadran bagim-
hidir denilir ve PKB(X,Y) ile gosterilir. Eger esitsizlik tersine ise, X ve

Y rasgele degigskenleri negatif kadran bagimlidir denilir ve NKB(X,Y) ile
gosterilir.

Tanim 2.6.2 Ayni marjinallere sahip iki boyutlu F' ve G dagilimlari i¢in,

gibi bir egitsizlik gegerli ise, G dagiliminin F' dagihmindan daha pozitif
kadran bagimli oldugu stylenebilir ( Lehmann 1966, Tchen 1980). Bu
anlamda, F' <pgp G gibi bir pozitif bagimlilik siralamasinin yapilabildigi
soylenebilir. (Ispat igin, Lehmann (1966)" a bakilabilir).

2.6.3 Pozitif ve Negatif Regresyon Bagimhlhig:

Eger,

Pyix(Y<y|X=a)>Pyx(Y <y| X =2a) (2.6.3)
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Yy ve Vo < 2 i¢in saglamyorsa, X ve Y pozitif regresyon bagimlhidir
denilir. Yani, Yy i¢in Py|x (Y <y | X = x) olasilig1 2 {izerinde artmayan
bir fonksiyon ise buna pozitif regresyon bagimlilig denilir ve PRB(Y | X)
ile gosterilir. Eger Py x(Y <y | X = x) olasihg z’in azalmayan bir
fonksiyonu ise buna negatif regresyon bagimliligi denilir ve NRB(Y | X)
ile gosterilir.

Bu gahgmada kullanilan yontemle benzerlik tagiyan, Capéraa ve Genest
(1990)’ in PRB’ ye dayal olarak yaptiklar tanim agagida sunulmustur.

2.6.4 Capéraa ve Genest Tirii PRB

Marjinalleri Fix ve Fy olan siirekli dagihm fonksiyonlar ailesi F.(Fx, Fy)
ile gosterilsin. F € F, ise, Y = y verilmigsken X rasgele degiskeninin
kosullu dagilim fonksiyonu F,, = F'x|y—,, tam anlami ile artan bir fonksiyon
oldugu durumda, u € [0, 1] olmak tizere, F'y, ‘lyzy(u) tek bir sekilde tanimlh
olmaktadir. Buna gore, y <y’ € R igin,

Fyry(u) = Fy F7 M (u) £ [0,1] — [0, 1] (2.6.4)

bigiminde tamiml olan fonksiyon Vu € [0, 1] igin

Fyy(u) <u

oldugunda, ilgili rasgele degigkenler (X,Y") arasinda PRB(X | Y) bigi-
minde bir bagimhlik oldugu sdylenmektedir ( Capéraa ve Genest 1990).

2.6.5 Pozitif Olabilirlik Oram1 Bagimhhg: ya da TP, Bagimhhig:
Bu bagimlilik kavrami, siirekli rasgele degiskenlerin her sonlu setinde tanim-
lanabilir (Karlin 1968). Tamm basit olsun diye olasilik yogunluk fonksi-

yonlar1 mevcut olan iki boyutlu simifta verilecektir.

X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f(z,y)
olmak iizere, Vri < x9 ve Vy; < ys2 icin,
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flxr,y2) f(z2,y1) < flor, 1) f(z2,y2) (2.6.5)

ise f(x,y) ikinci dereceden toplam pozitif bagimhdir ya da X ve Y ras-
gele degigkenleri pozitif olabilirlik oram1 bagimliligima sahiptir denilir ve
TP, (X,Y) ile gosterilir.

TP, bagimhh@mn, pozitif regresyon bagimhiligindan ve pozitif kadran
bagimlihgindan daha giiglii oldugunu Esary ve Proschan (1972), Yanagi-
moto (1990) ¢aligmalarinda gostermislerdir.

Teorem 2.6.1 Alt Bolim 2.6.4° de (2.6.4) esitligi ile verilen Fy(u)
fonksiyonu Yy < 3’ € R ve Yu € [0, 1] i¢in konveks ise, ilgili ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu f’ nin TP, anlaminda bagimlihigi gosterdigi soylen-
mektedir (Capéraa ve Genest 1990).

Bu teorem Alt Boliim 4.3.1° de, tartigma amaciyla ayrintili olarak agik-
lanacaktir. Soz konusu agiklamay1 yeni bir ispat gekli olarak da gérmek
miimkiindiir.

2.6.6 Sol Kuyruktan Azalan Bagimlilik

X veY iki rasgele degigken ve bunlarin ortak olasilik dagilmi da Pxy (., .)
olmak iizere,

Pxy (X <z |Y <y)

olasiligl, y artarken Vz igin artmiyorsa X ile Y arasinda sol kuyruktan
azalan bagimlilik vardir denilir ve SOKAB(X |Y) ile gosterilir.

2.6.7 Sag Kuyruktan Artan Bagimlilik

X ve Y iki rasgele degisken ve bunlarin ortak dagilimi da Pxy (.,.) olmak
uzere,

Px|y(X>£L'|Y>y)
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olasihigl, y artarken Vz i¢in azalmiyorsa X ile Y arasinda sag kuyruktan
artan bagimhlik vardir denilir ve SAKAB(X |Y) ile gosterilir.

2.6.8 Stokastik Olarak Artan Bagimlilik

X veY iki rasgele degigken ve bunlarin ortak dagihmi da Pxy (.,.) olmak
lizere,

Pxy (X >z |Y =y)

olasihig1 4’ nin artan bir fonksiyonu ise X stokastik olarak Y’ de artan bir
bagimhlik sergiler denilir ve SOAB(X |Y) ile gosterilir.

Bagimhilik kavramlar: arasindaki gerektirmeler agagidaki gibi verilebilir
(Barlow ve Proschan 1975):

/" SOKAB
TP, — SOAB (PRB) \_SAKAB / PKB (2.6.6)
Girig niteliginde hatirlama amaci ile de olsa, tanimlar verildi. Bundan son-
raki Alt Boliimde iki boyutlu dagilimlarin, bahsedilen bagimlilik tiirlerine
gore, tanimlanan siralamalara ve ozellikle de konvekslik yapisini igeren
siralamalara deginilecektir.

2.7 Iki Degiskenli Dagilimlar i¢in Baz1 Siralama Tiirleri

iki rasgele degisken icin bagimliligin saptanabilmesi, bagimsizlik hipotezi
altinda elde edilen Fy = FxFy dagilim ile, ilgili rasgele degiskenlerin
ortak dagilimi olan F' dagiliminmi kargilagtirma yolu ile yapilabilir. Daha
genel olarak, marjinalleri ayni olan iki F' ve G dagilimi igin birinin dige-
rine gore daha pozitif baginl olup olmadig: karsilagtirilmak istenebilir.
Bu amagla bircok siralama tiirleri énerilmistir; Yanagimato ve Okamato
(1969)’ nun stokastik olarak artan bagimlhilik siralamasi Ssoap, Yanagi-
moto (1990)’ min 7'P; anlaminda bagimlilik siralamasi, Capéraa ve Genest
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(1990)’ nin SOAB, PRB ve TP, anlaminda siralama taniumlari, Kimel-
dorf ve Sampson (1987)’ nin Pozitif Bagimhlik Siralamasi i¢in 6nerdik-
leri aksiyomlar ve T'P, anlaminda bagimlilik siralamasi, Rinott ve Pollack
(1980)’ nin pozitif bagimh fonksiyonlar araciligi ile 6nerdikleri siralamalar,
Schriever (1987), Shaked ve Shanthikumar (1994) gibi yazarlarin kuan-
til fonksiyonlarima dayali siralamalar, Averous ve Bernadet (2000)’ nin
SOKAB ve SAK AB anlaminda bagimhilik siralamalar dikkati ¢gekmek-
tedir. Bunun yam sira, Shaked ve Shanthikumar (1994); Scarsini (1998)
gibi yazarlar tarafindan, ¢ok degiskenli dagilimlar i¢in gelistirilmis sirala-
malar da énemli olmaktadir. Ancak bu galigmanin amaci geregince, gok
boyutlu uzayda yapilan bu siralamalarin iizerinde fazla durulmayacaktir.

iki boyutlu uzayda tanimlanmis cesitli bagimhlik siralamalarina rastlamak
miimkiindiir. Fakat tek boyutluda oldugu gibi konvekslik kavramina dayali
bir siralama literatiirde gozitkmemektedir. Ozellikle, Capéraa ve Genest
(1990)’ nin TP, anlaminda siralama tanimi, konveksligi sadece arag olarak
kullanmaktan 6teye gegmemistir.

2.7.1 Uyum (Concordance) Siralamasi

Iki boyutlu F ve G dagihmlar Vax,y igin F(z,y) > G(x,y) esitsizliginin
saglanmasi F' ile G dagilimlar arasinda bir uyum siralamasina yol agmak-
tadir ve boyle bir siralama G << F' ile gosterilir. Soz konusu G dagilim
F’ nin marjinalleri ¢arpimi ise Fx(z)Fy (y) < F(z,y) seklindeki egitsiz-
lik pozitif kadran bagimhlhgi vermektedir. Oyle ki, marjinalleri Fx (z) ve
Fy (y) olan bagka bir H(z,y) dagilimi igin,

Fx(x)Fy(y) < G(z,y) < H(z,y), Vaz,yeR

ise, G <pxp H bigiminde bir siralama yapilabilmesi s6z konusudur (Tchen
1980). Uyum siralamasi sadece “<” iligkisine dayandigindan bilinen en za-
yif siralama tiirtidiir. (Goriilecegi iizere, diger siralama tiirlerinin varhg
i¢in baz1 ek kogullar gerekmektedir. Zayifliktan kasit bu anlama gelmek-
tedir).
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2.7.2 Pozitif Regresyon Bagimhhigina dayali siralama

F ve G iki boyutlu dagilim fonksiyonlar1 olmak iizere, verilmis bir y icin,
Fxy—y(z) ve Gx|y—y(x) y'nin artmayan fonksiyonu olsunlar. Bu du-
rumda, Vo € R ve baz1 y’ ler igin,

GX|y:y($) < FX\Y:y(x)

ise, G dagilimmin F' dagihmina gore daha pozitif regresyon bagiml oldugu
soylenir ve F' <prp G ile gosterilir (Yanagimoto 1990).

2.7.3 Olabilirlik Orani Siralamasi

X = (X1,Y1) ve Y = (Xo,Ys) siirekli (kesikli) dagilim fonksiyonlarna
sahip iki boyutlu rasgele vektérler olsun. f ve g de bunlara uygun olarak
ortak olasilik yogunluk fonksiyonlar: olsun. Vx,y € R? icin,

fx)g(y) < f(xAy)g(xVy)

esitsizligi saglaniyorsa, X rasgele vektorii olabilirlik orani siralamasi baki-

mindan Y rasgele vektoriinden kiigiiktiir denilir ve X = Y ile gosterilir.
ir
Burada x = (z1,y1) ve y = (22, y2) olmak iizere,

xVy =max{x,y}, XAy =min{x,y}

= (@1 Vz2,y1 V Y2) = (1 A z2,y1 N Y2)

bi¢iminde ifade edilmektedir.
2.7.4 TPy Siralamasi

F ve G dagilhim fonksiyonlar: ya da ilgili Pr ve Pg olasilik dagilimlar: i¢in
gercel I; C Is ve J; C Jy araliklarinda,
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PF(Il X Jl) Pg(Il X JQ)
Pr(Iy x J1) Pg(Iz x Ja)

PF(Il X JQ) PG(Il X Jl)
PF(IQ X Jg) PG(IQ X Jl)

< (2.7.1)

esitsizligi saglanirsa, TP, anlaminda G dagihm F dagilimindan daha
bagimhdir denilir ve F' <pp, G ile gosterilir. Eger F' dagilimi, G dagiliminin
marjinalleri carpimina egit olarak alindiginda, yani F' = Gy = FxFy
oldugunda, Go <rp, G yazilabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul,

Po(I x J3)Pa(Iz x Ji) < Po(l x J1)Pe(Ia x J3) (2.7.2)
esitsizliginin saglanmasidir (Kimeldorf ve Sampson 1987, Yanagimoto 1990).
2.7.5 Supermodular Siralama
Tanim 2.7.1 ¢ : R" — R gibi tanmimh ¢ fonksiyonu, Vx,y € R" i¢in eger,

P(x) +o(y) S p(xVy)+pxAy)

ise, supermodular fonksiyondur denilir.

(R™, B™) iizerinde p ve ¢ gibi iki olasilik 6lgiisii tanimh olsun. p ve ¢ 6lgii-
lerinin supermodular sirali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, integrallerin
mevcut olmasi kogulu altinda, biitiin ¢ supermodular fonksiyonlari igin,

/sodué /s@dﬁ

R R

esitsizliginin yazilabilmesidir. Bu durumda, p < ¢ gibi bir siralama

~
sm

vapilabilecegi stylenebilir. R™ iizerinde degerler alan X ve Y rasgele vek-
torleri bakimindan benzer bir tanim, su bigimdedir: Beklenen degerler
tiim ¢ supermodular fonksiyonlar1 i¢in mevcut olmasi kogulu altinda

E[p(X)] < E[e(Y)]
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ise, X ve Y rasgele vektorleri supermodular bakimindan siralidir denilir
ve X <Y ile gosterilir (Mari ve Kotz 2001).

sm

2.7.6 Stokastik Olarak Artan Bagimliliga dayali siralama

Tamim 2.7.2 F € F(Fx, F,) i¢in Y = y koguluna bagh olarak X rasgele
degiskeninin Fx|y—,(z) kosullu dagihm fonksiyonu F,(x) ile gosterilmek
uzere,

Vy <y' = Fy(z) < Fy(z),

esitsizliginin gegerli olmasi durumunda X rasgele degiskeni Y rasgele
degiskeninde stokastik olarak artar denilir (Yanagimoto ve Okamoto 1969).
Goriildiigii gibi bu tanim, Alt Boliim 2.6.8” de verilen tanima kargi bir
secenek olmaktadir.

Yukaridaki tanima bagh olarak Yanagimoto ve Okamoto (1969) calig-
malarinda “Zgoap” siralamasini 6nermiglerdir. Bu 6neriye gore, F' Ssoap
G gibi bir siralamanin olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul, tiim u, v € [0, 1]
ve y < 3 igin,

Fy_l(u) < Fy71(v) = Gy_l(u) < G;,l(v)

gerektirmesinin yazilabilmesidir. Burada F,- L F,(z)’ in kuantil fonksi-
yonunu gostermektedir.

Tanim 2.7.3 Capéraa ve Genest (1990) galigmalarinda (2.6.4) te tanimh
fonksiyon araciligi ile goap tanmimim gu gekilde yapmiglardir: F' Sgoap
G olmasi igin gerek ve yeter kosul, Vu € [0,1] i¢in, Yy < 3/ € R =
Gyry < Fyry olmasidir.

2.7.7 SOKAB ve SAKAB anlaminda bagimlilik siralamalar:

Averous ve Bernadet (2000) galismalarinda, Yanagimoto ve Okamoto (1969),
Capéraa ve Genest (1990)’ nin “Ssoap” tamimlarina dayal olarak, SOK AB
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ve SAK AB siralamalarimi énermiglerdir. Bu oneri igin, F' € F.(Fx, Fy)
icin Y < y verilmigsken X rasgele degiskeninin kogullu dagilim fonksiyonu
Fy(z) ile Y > y verilmisken F,(z) ile gosterilmis; Capéraa ve Genest
(1990)’ min (2.6.4)" teki tanimina dayal olarak,

fonksiyonlar: tamimlanmig ve bu durumda,

F SOKAB <= Vy<y veVzicnF,(z) <F, ()
<~ Vy<y veVue€l01] igin F ,y(u) < u,

F SAKAB <+ Vy<y veVzicin Fy(z) <F,(z)
— Vy<y veVue[0,1] igin Fypy(u) <u

oldugu gosterilmigtir. Buna bagh olarak, Averous ve Bernadet (2000)’ e
gore, agagidaki siralama tanimini vermek miimkiindiir.

Tanmim 2.7.4 F,G € F(Fx, F,) olmak iizere,

F <soxap G+ Vy < y' ve Yu € [0, 1] i¢in Qy’y(u) < Ey’y(u)

ve

F <saxap G < Vy <y veVu € [0,1] igin Gyy(u) < Fyry(u)
gibi bir egdegerliligi yazmak miimkiindiir (Averous ve Bernadet 2000).

Yukarida verilen bu tanim, tez calismasinin bulgular ile kargilagtirma
amaciyla Alt Boliim 4.4’ te tartisilacaktir.
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3. METARYAL ve YONTEM

Kusgkusuz, dagilimlar arasinda konveks (konkav) iligkisine dayali bir sirala-
manin yapilabilmesi, tahmin kurami, hipotez testleri, yasam analizi, risk
teorisi ve ozellikle karar kurami stireglerinde 6nemli yer tutmaktadir.
Ayrica, siralamayi hi¢ olmazsa iki boyutlu uzaya tagimak ve burada kulla-
nabilmek énemli olmaktadir. Ozellikle, marjinalleri belirli dagihm fonksi-
yonlar: ailesinin elemanlari icin yukaridaki gibi bir siralamaya sahip olduk-
larinda, buna bagh olarak, ilgili rasgele degiskenlerin ne tiir bir bagimlilik
sergilediginin saptanabilmesi énemlidir. Iki boyutlu dagilimlar igin ku-
rulan modelin bagimsizliktan ne derece uzak oldugu ve bu bagimliligin
yoniiniin pozitif ya da negatif olup olmadig1 sorularina yanit verebilen ve
ayni zamanda, eger bagimsizlik gibi bir durum stz konusu ise, bu yapiy1 da
ortaya ¢ikarabilen giiglii bir siralama iligkisinin varlig: igin gerekli kogullar
ve bunlarin sonuglarinin irdelenmesi bu ¢aligmanin esasin olugturmak-
tadir. Boyle bir siralamayi iki boyutlu uzaya tagimak igin, F.(Fx, Fy)
siirekli dagilim fonksiyonlar: ailesinde, kosullu dagilimlarin tanmimlanmasi
ile tek boyutluda oldugu gibi tanimin verilmesi, galismada onerilen yéntem
olarak benimsenmigtir. Bu nedenle, tek boyutluda verilen bu kavramin
iyice irdelenmesinin yararl olabilecegi diistiniilmektedir.

Tek boyutlu uzayda konveks siralamanin bilinen analitik 6zelliklerinin yani
sira, galisma sirasinda elde edilen bazi ek 6zelliklerden de bahsedilmistir.
Alt Boliim 3.3’ te, bu siralamanin iki boyutlu uzayda kullanilmasi iglenmis
ve ifade ettigi anlam ele alinmigtar.

3.1 Tek Boyutlu Dagilim Fonksiyonlar: icin Konveks Siralama

Tamm 2.2.5 te tek boyutlu dagilim fonksiyonlar1 i¢in Chan et al. (1985)
tarafindan 6nerilen konveks siralama bir kismi siralamadir (bkz. Teorem
3.1.1). Bu ozelligi ile konveks siralama giivenilirlik kuraminda, bir sis-
temin yapisin belirlemek igin kullanilmaktadir. (Ayrintilar i¢in Barlow ve
Proschan (1975)’ e bakilabilir). Ayrica, aymi konveks sirali aile iizerinde,
dagilimin parametresi igin hipotez testleri siireglerinde karar verme aga-
masinda da kullamilmaktadir (Chan et al. 1985 ). Ayrica Alt Boliim 5.4’
e bakilabilir.
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Hemen goriilecegi iizere, F' ile G stirekli dagilim fonksiyonlar1 olmak iizere,
Tamm 2.2.4” te n = 2 igin G(x1) = t1, G(x3) = ta ve t = At1+ Aats esitlik-
leri alimirsa, Tanim 2.2.5 ile benzerligi dikkati cekmektedir. Tanim 2.2.5° i
konvekslik kavramina dayali olarak yorumunu yapmak miimkiindiir:
Onerme 2.2.1 e gore konveks (konkav) bir fonksiyonun agirhgmi ug nok-
talara verdigi soylenebilir. Buna gore, ¢ fonksiyonunun konveks ya da
konkav olmasi, F' ve G gibi iki fonksiyonu (ya da dagilim fonksiyonu) bir-
birinden ayirt etmeye ya da birbirleri ile kargilagtirma yapmaya olanak

(&3
vermektedir. Bu nedenle, “>-” iligkisine “konveks siralama” denilmesi ile
kargilagtirilan dagilimlarin konvekslik ya da konkavlik ¢zelliklerini sergileme

c
zorunlulugu yoktur. Bunun i¢in ¢ nin, “>-” siralamasini nasil belirledigine
dair iki degisik 6rnek verilebilir.

Ornek 3.1.1 F(z) = 2 0 <z < 1veG(z) =22 0<z <1
dagihm fonksiyonlar1 goz 6niine almsin. ¢(t) = FG1(t) = t% fonksi-
yonu Onerme 2.2.3 e gore (0, 1) iizerinde konveks bir fonksiyondur. Buna
gore, F' fonksiyonunun G fonksiyonuna gore daha konveks sirali oldugu
3 = 2?2 gibi bir siralamanin yapilabilecegi kolaylikla

~

soylenebilir, yani x
goriilebilir. S6z konusu 6zel dagihmlar i¢in, bunu Sekil 3.1” de gormek
miimkiindiir.

(=}

0.5 1

X
Sekil 3.1 Tek boyutlu dagilim fonksiyonlar i¢in
konveks siralamay1 gosteren bir 6rnek
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Ornek 3.1.2 F ve G dagihm fonksiyonlar1 agagidaki gibi tanimlansin:

1
Y5, 0<a<l 2 0<a<l
F(z) = ve G(z)=
4
, 1<z<2 2, 1<z<2
3
(8% 1
16 0§t<§
s=1
(8t)3 1
6 s=t<l

Goriildiigii gibi, F' ve G ne konveks ne de konkavdir. Ancak ¢(t) fonksi-
yonu, Onerme 2.2.3" e gore konveks olmaktadir (Sekil 3.3). Tanim 2.2.5’
e gore, tek boyutlu uzayda, ¢(t) = FG~1(t) fonksiyonu konveks oldugun-

dan, F' dagiliminin G dagihmindan daha konveks sirali, yani F' 77 G gibi
bir siralamanin oldugunu séylemek miimkiindiir. Stz konusu durum, Sekil
3.2’ den hemen goriilebilir.

__________

0 1 2

X
Sekil 3.2. Ornek 3.1.2 igin verilen dagilimlarmn
grafikleri
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Sekil 3.3.4(t) fonksiyonunun grafigi

¢(t) fonksiyonunun analitik 6zelliklerini ifade eden, agagidaki lemma 6nemli
ve ilerideki tartigma icin yararhdir.

Lemma 3.1.1 G herhangi bir siirekli dagihm ve F' << G olmak iizere,
agagidaki analitik 6zellikler gecerlidir:
(i) FF~(t) =t, O<t<lve F7'(F(z))<z x>0
(i) FG7* (G(x)) = F(z), x>0
(i) (FG1) 7' (t) = GF(t);
(iv) é(t) = FG1(t) azalmayan ve siirekli bir fonksiyondur; bunun yanisira,
#(0) = 0 ve ¢(1) = 1’ dir;
(v) Eger G fonksiyonu da F fonksiyonuna gore mutlak siirekli ise ¢(¢) tam
anlami ile artan (strictly increasing) bir fonksiyondur,
c
(vi) F = G ise GF~1(t) = ¢~ '(t) konkav bir fonksiyondur;

(vii) ¢(t) = FG~1(t) fonksiyonu, (0,1) agik aralig: iizerinde konveks bir
fonksiyon ise ¢(t) < ¢ olmak zorundadir; ancak tersi her zaman dogru
olmayabilir;

(viii) Rasgele degigkenlerin pozitif kalmasi kogulu ile, X iizerinde yapilan

c
transformasyonlardan FG~! ve dolayisi ile “~” siralamasi etkilenmemek-
tedir.

31



Ispat: (i) F~'(t) = inf{z: F(z) >t} ve Pp(.)’ de F dagilimina gore
olasilig1 temsil etmek {izere,

Pr(X<F't))=Pp (X<F ')+ Pr(X=F'(t)) =FF'(t)

yazilabilir. Pp (X = F~'(t)) = 0 oldugundan, yukandaki ifade aym za-
manda, {z: X < F~!(t)} kiimesinin 6lgiisiidiir. F~'(¢)’ nin tammma
gore celiskiye yol actigindan FF~1(t) = t olmas1 gerekir. (i)’ nin ikinci
kesimi i¢in F'~! fonksiyonunun tammindan, F~1(¢) = inf {z : F(z) > t},

FYF(z))=inf{z: F(2) > F(z)} <=z

olacag: aciktuir.

(ii) Ozellik (i)’ den dolayr G=! (G(z)) < z yazlabilir. Buna gore, F' azal-
mayan bir fonksiyon oldugundan dolayr FG~! (G(x)) < F(z) yazlabilir,
yani F(z) — FG7Y(G(x)) > 0’ dir. Simdi, F(z) # FG~!(G(x)) oldugu
kabul edilsin (Esit olan durumlarda zaten Ozellik (ii) saglanmis olacaktir).
O halde, (G (G(x)), «) gibi bir gergel arahktan soz etmek miimkiindiir.
Ozellik (i) den GG~ (G(z)) = G(x)’ dir. Dolayisi ile (G~ (G(z)), z)

araliginda G’ nin integrali,

dG = G(z) — GG~V (G(z)) = 0
G=1(G(z))

olacaktir. F << G olduguna gore, (G~ (G(x)), ) arahgmda F’ nin
integralinin de

dF = F(z) — FG ' (G(z)) =0

G~H(G(2))

olmasi gerekir. Istenilen esitlik bu son integralden elde edilir: FG~1 (G(x))
= F(x).
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(iii) Yine, ozellik (i)’ den dolayn,

GG™1(t) =t,
FF=1(t) =t, (3.1.1)
GF Y (GF )" ()=t

esitlikleri yazilabilir. (3.1.1)’ in sonucu olarak asagidaki iki egitligi de elde
etmek miimkiindiir:

GG~ YFF~(t)) =t,

(3.1.2)
GG Y FF-\(t)) =t = GF~' (GF) " (1)
Buna gore,
GTHFFT)(®)
dG =0 (3.1.3)
F-L(GF-1)~1(¢)
dir. F << G oldugundan,
GTYFF~1)(t)
dF =0 (3.1.4)
F-L(GF~1)~1(t)
olacaktir. (3.1.4) esitliginden dolay,
FGU(FF V) (t) = FF ' (GF) 7' (1)
yazilabilir. (3.1.1) egitligi yukaridaki egitlikte kullanilirsa,
FG'(t) = (GF) "' (1) (3.1.5)

esitligi elde edilir.
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(iv) ¢’ nin azalmayan olmasi ve siireklilik zelligi i¢in ve ayrica (v) ozel-
liginin ispat1 i¢in Chan et al. (1985) e bakilabilir. F' << G oldugundan
G =0= F =0 dir. Dolaysiyla, ¢(0) = FG71(0) = 0’ dir. F ve &
nin destek kiimeleri ayni oldugundan G = 1 = F = 1’ dir. Buradan
#(1) = FG7Y(1) = 1 olacaktir.

(vi) ozelliginin ispati, ¢’ nin konveks fonksiyon olmasi ve azalmayan bir
fonksiyon olmasi 6zelliklerinden kolaylikla ortaya ¢ikmaktadir (Chan et al.
1985).

(vii) ¢(t) konveks ise Tanim 2.2.2° den,

(M1 + (1= Nt2) < Ab(t1) + (1 — N(ta) (3.1.6)

esitsizligi, V&, < to, ve VA € (0,1) igin yazilabilir. Buna gore, t; = 0 ve
to = 1 alinirsa (3.1.6) esitsizligi, ozellik (iv)’ ten ¢(0) = 0 ve ¢(1) = 1
olmak iizere,

o((1-N) < (1- ) (3.1.7)

VA € (0,1) igin saglanir. ¢ € (0,1) oldugundan 1— X\ = ¢ olarak alindiginda
(3.1.7) esitsizligi,

p(t) <t (3.1.8)

olur.

(viii) Y = h(X) gibi negatif olmayan bir doniigiimiin yapildig1 varsayilsin.
H = F, G olmak iizere Y’ nin dagilimu,

Py (Y <y)=Py(MX)<y)=Py (X <h'(y))

bigiminde ya da



bigiminde tammlansin. u € [0,1] olmak {izere H = G(h™1(y)) = u de-
nilirse, y = h (G_l(u)) olur. Buna gore,

F(h ' (hG™ () = FG ' (u), u € [0,1]

c
esitligi elde edilir ki, ¢ fonksiyonunun ya da F' 7 G siralamasiin, negatif
olmayan transformasyonlardan etkilenmedigi sonucu soylenebilir.

Teorem 3.1.1 Konveks siralama, kismi siralama 6zelliklerini saglar.

Ispat a) F - F (yansima ozelligi)

F’ nin siirekli olmasmdan ve ozellik (i)’ den dolay1, ¢(t) = FF~1(t) =t
olur ki, ¢(¢) hem konveks hem de konkav bir fonksiyondur. Tanim 2.2.2’
ye gore konveks alinabilir.

c c c
b) F - Gve Gz H= F 7 H (gegisme 6zelligi)

FG=(t) ve GH™1(t) her ikisi de konveks fonksiyonlardir. G siirekli
bir dagihm fonksiyonu oldugundan, FH'(t) = FG™ (GH™'(t)) esitligi
yazilabilir. F (G’l) = ¢ ve G (Hil) = 1 olarak alinsin. Buna gore,
@ (1(t)) fonksiyonunun konveks oldugunu gostermek yeterli olacaktir;
konveks oldugundan Tamim 2.2.2’ ye gore,

BN+ (1= A)ta) < Mb(tr) + (1 — Ab(ta) (3.1.9)

esitsizligi yazilabilir. Lemma 3.1.1 (iv) ozelliginden, ¢’ nin azalmayan bir
fonksiyon oldugu kullanilirsa, (3.1.9) esitsizligi yardimu ile,

6 (WO + (1= Nta) < 6 (b(t) + (1= Nh(t)) (3.1.10)

esitsizligi elde edilir. Simdi ¢’ nin konveks olmasimdan dolayi, (3.1.10)
esitsizliginin sag yani igin,
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¢ (A(t1) + (1 = N(t2)) <A@ (P(t1)) + (1= Mo (¥(t2))  (3.1.11)

esitsizligini yazmak miimkiindiir. (3.1.10) ve (3.1.11) esitsizliklerinin sonu-
cu olarak,

Ph (A1 + (1 = N)t2) < Agnp(ta) + (1 = A)gu(t2) (3.1.12)

esitsizligi elde edilir ki, bu ¢ fonksiyonunun konveks bir fonksiyon oldugu-
nu gostermektedir.

¢c) FmGve G F = F =G (ters simetri 6zelligi)

F = G ve G = F ise, hem FG~! konveks hem de GF~! konveks bir
fonksiyondur. Bunun yani sira hem F' << G hem de G << F’ dir. Bu du-
rumda, F' ve G nin destek kiimeleri ayni olmak zorundadir. Ancak Lemma
3.1.1 (vi) ozelligine gore, FG~! konveks ise (FG’l)f1 = GF~! konkav ol-

makta idi. Halbuki, ters simetri 6zelligine gore, G 7Z F' gibi bir siralamanin
olmasi GF~! fonksiyonunun konveks olmasi ile miimkiin olmaktadir. Bu
bir celigkiye yol agmaktadir; GF ™!’ in hem konkav hem de konveks ola-
bilmesi icin GF~1(t)’ nin dogrusal olmasi yeterlidir. Ancak, F' ve G nin
destek kiimeleri aym oldugundan GF~1(t) = ¢ bigiminde bir dogrusalligin

olmas: gereklidir. Bu durumda (G (F‘l))_l (t) = FG1(t) = t olacaktir.

Buna gore, F' =~ G siralamasiin gegerli oldugu kabul edilsin. G siirekli ve
F << G oldugundan, t = G(z) alinrsa,

FG™(t) =t = G(z), (3.1.13)
FGY(G(x)) = G(x) (3.1.14)
yazilabilir. G siirekli bir dagilim oldugundan, G~! (G(z)) = z esitligi

kullanmlarak (3.1.13)’ ten,
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F(z) = G(x) (3.1.15)

elde edilir. Ters simetri ozelligine gére G 7 F siralamasinin da gegerli
oldugu diigiiniiliirse, F' siirekli ve G << F’ dir. Bu durumda ¢ = F(x)
alinirsa,

G(F'(t) =t=F(z) (3.1.16)
esitligi yazilabilir. Bu son esitlikten,

G(z) = F(x) (3.1.17)
yazilabilir. (3.1.15) ve (3.1.17) ifadelerinden, F' = G sonucu elde edilir.
F ve G’ nin destek kiimelerinin neden ayni olmas: gerektigini bir érnek

iizerinde gostermek miimkiindiir. X gibi bir rasgele degigken igin iki farklh
F ve G dagilimindan geldigi varsayilsin:

X~U0,2) , X~F=

|8

X~U(0,3) , X~G=

wlg

3 2
F << G ve G << F olmak iizere FG71(t) = §t ve GF~1(t) = =’ dir.
Goriildiigii glbl her 1k1$1 de konveks ya da konkav bir fonksiyondur. Bu

durumda, F >‘ G ve G >‘ F siralamalar1 saglanir. Ters simetri ozelligine
gore, F =G olmah idi. Ancak goriildiigii gibi F' # G’ dir. Qiinkii destek
kiimeleri ayn1 degildir.

Konveks siralamay1 belirlemek icin kullanigh bir yol, Radon-Nikodym tiire-
vinin kullanilmasidir. Bununla ilgili, agagidaki teorem verilebilir.

dF

Teorem 3.1.2 F >‘ G yazilabilmesi igin gerek ve yeter kosul ¢ = Pre

tiirevi, G’ ye gore hemen hemen her yerde azalmayan olmasidir.
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ispat: Burada,

a1

FG(t) = 0dG = [ 4G (u))du
[ o]

0

esitligi yazilabilir. G siirekli oldugu igin, G(z) = u degisken degismesi

F —1
yapilabilir. Bu durumda, d— orani, M oranina esit olur, yani
dG du
dF dFG=(t) d¢(t)
g = — = = .]..1
dG dt dt (3.1.18)

esitligi yazilabilir. Onerme 2.2.2 kullanilarak sonuca ulagihr. Buna gore,
o(t) konveks, siirekli ve azalmayan bir fonksiyon oldugundan,

20(t) < ¢(t —h) + ¢(t + h)
ya da

¢(t) — p(t — h) < ¢(t + h) — ¢(1)

esitsizligi yazilabilir. Yukaridaki egitsizligin her iki yanini A’ ye boliip limiti
alinirsa,

hmw < lim
h—0 h h—0

Pt +h) — o)
h
esitsizligi elde edilir ki,

¢'(t—h) < d'(t)
esitsizligine denktir. t—h < ¢ i¢in ¢’ (¢) fonksiyonunun azalmayan oldugunu

gostermektedir. Bu ise (3.1.18) esitliginden dolayi, ¢ oraninin G’ ye gore
azalmayan olmasina denktir.
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C
Yukaridaki teoremin sonucu olarak, F' 77 G gibi bir siralamanin yazila-
bilmesi, F’ nin G’ ye gére monoton artan olabilirlik oranina sahip oldugu
soylenebilir.

3.2 Konveks Siral1 Aile

Hipotez testleri siirecinde ¢nemli bir ¢zellik olan konvekslik kavrami su
sekilde tanimhdir: {Fy, 6 € O} dagilimlar ailesinin 6 parametresine gore

konveks sirali aile olabilmesi i¢in, 62 > 607 iken Fyp, 7= Fp, olmasi gerek-
mektedir. Konveks sirali ailelere agagidaki dagilimlar ailesini 6rnek olarak
vermek miimkiindiir.
a) Ustel Dagihm Ailesi: Fy(z) =1—e"%, >0 ve 6 > 0.

1
b) Gamma Dagilim Ailesi: Fy(z) = o)
g=1.

c) Weibull Dagilim Ailesi: Fy(x) =1 — e’ 2>0,0>0ves >0
(sabit).

207 le=%dx, x > 0 ve 6 > 0,

o~—8

Agagida verilen teoremler, konveks siralama ile toplam pozitiflik arasindaki
iligkiyi vermektedir.

Teorem 3.2.1 Lebesque (A) olgiisii tarafindan domine edildigi durumda
{Fy, 6 € ©} ailesinin €’ ya gore konveks sirali aile olmas1 bu aileye ait fy
olasilik yogunluk fonksiyonlarinin (6, 2) bakimindan T'P, olmasim gerek-
tirir.

ispat {Fy, 0 € O} ailesi 0 ya gore konveks sirali aile ise, 2 > 6, iken

Fy, 7 Fp, swralamas: tamim geregi yazilabilir. Bu durumda Fp, << Fp,

~

dir. Ayrica, Fp, << A ve Fp, << X\’ dir. Buna gore,

dFy, /AN _ fo. _,
dFy, /AN fo,
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olur. Teorem 3.1.2 geregi, ¢ azalmayan bir fonksiyondur. O zaman Vz; <
T9 icin,

f92($1) < f92($2)
for(@1) = fo,(2)

yazilabilmektedir. Yukaridaki esitsizligi determinant cinsinden

f91(x1) f91(x2)
foo(z1)  fou(22)

bigiminde yazmak miimkiindiir. Bu ise Alt Boliim 2.6.5’ te verilen TPy
tammina gore, fp(z)’ in (6,x) bakimindan ikinci dereceden toplam pozi-
tiflik sergiledigi anlamina gelmektedir.

>0

Teorem 3.2.2 {Fy, 6 € O} ailesi #’ ya gore bir konveks sirali aile ise
Fy(x), (0, z) bakimindan TPy’ dir.

ispat @ ifadesinin azalmayan oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

c
Konveks sirali aile tanimi geregi, 6 > 601 igin Fy, 7= Fp, siralamasi yazila-
bilmektedir. Buna gore, ¢(t) = Fp, F, L(t) fonksiyonu konvekstir. Onerme
2.2.1 den u <t < v € [0,1] igin,

o(t) — o(u) < $(v) — P(u)

t—u V—U

esitsizligi gegerli olmaktadir. u = 0 alimirsa, ¢(0) = 0 oldugundan yukari-
daki esitsizlik ¢t < v igin,

@ < ¢i}”) (3.2.1)

bigimini alir ki, bu ﬂtﬁ ifadesinin azalmayan oldugunu gostermektedir.

Fp, (z) siirekli oldugundan dolay1 Fp, Fy. L(t) = t yazlabilir. Buna gore,

() _ Fo, F{;ll(t)

: For (0 esitligi yazilabilir. (3.2.1)’ den t; < t9 igin,
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F92F9:1(t1) < F92F9:1(t2)
F91F9_11(t1) - F91F9_11(t2)

(3.2.2)

esitsizligi elde edilir. Fp,’ in siirekli ve t; < o i¢in Fejl(tl) < ngl(tg)

oldugu goz 6niine almrsa, F, 1(t1) =1 ve Iy, 1(162) = o yazmak miim-

kiindiir. Buna gore (3.2.2) esitsizligi,
F92($1) < Fez(xQ)
F91 (xl) N F01($2),

bigimini alacaktir. Bu da determinant cinsinden

1 < T

Foi(z1)  Fo,(z2)
>0

FGQ(Zl) F92($2>

yazilabilir ki, Fp’ nin (0, z) bakimindan TP, oldugunu gosterir.

Asagida, tek boyutlu uzayda verilen konveks siralama tanimindan yarar-
lanilarak iki boyutlu uzayda konveks siralamanin tanimi igin bir yon-

~

(&
tem onerilmis, konvekslik iligkisine gore (fC(F x, Fy), 7= | konveks sirali

dagilim fonksiyonlar: ailesi olugturulmustur. Béliim 4’ te bu aile tizerinde
ne tiir bir bagimliligin saptanabildigi tartisilacaktir.

3.3 Iki Boyutlu Dagilimlar i¢in Konveks Siralama Kavrami

Iki boyutlu dagilmlarin bagimhilik yapilarini ortaya ¢ikarmak igin, daha
once de bahsedildigi gibi, bu ¢aligmada kullanilan meteryal, Tanim 2.2.4,
Tamim 2.2.5 ve Alt Boliim 3.1’ de ayrintilar ile verilen konveks siralama
kavramina dayanmaktadir. Tek boyutlu uzayda verilen bu siralamayi, en
azindan iki boyutlu uzaya tagimak icin onerilen yéntemden kisaca bah-
setmekte yarar vardir: (X,Y) gibi iki boyutlu bir rasgele vektoriin ele-
manlarindan birini digerine kogullandirma yolu ile boyutun biri, deger-
leri bilinen bir vektor halini almaktadir. Bu ise, tek boyutludaki gibi
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bir ¢ doniigiimiiniin tanimlanmasina yardimeci olmaktadir. Buna gore,
Y < y verilmigken X rasgele degiskeninin kogullu dagilim fonksiyonunun
goz oniine alinmasi ile Tanmim 2.2.5” deki gibi bir siralama iligkisi yontem
olarak onerilmigtir.

C
Bu boliimde, ilk olarak “>” siralamasinin iki boyutlu uzayda nasil tanim-
lanabilecegi agiklanmigtir. Yukarida onerilen yonteme gore, (3.3.1) ve
(3.3.2) ifadelerinde verilen kogullu dagilim fonksiyonlar1 yardimi ile Tanim

C
3.3.1 verilmigtir. Hemen arkasindan, “~” siralamasmin iki boyutlu
uzayda da kismi siralamay1 korudugunu gosteren Lemma 3.3.1 verilmistir.

c
Dolayist ile “” siralamasi ile iki boyutlu uzayda bir bagimhilik siralamasi
da yapilabilmektedir. Ancak bunun igin iki boyutlu dagilim fonksiyon-
lar1 ailesi daraltilarak marjinalleri verilmis olan siirekli dagilimlar ailesi
Fe ele alinmigtir. Marjinalleri belli olan bir ailenin ele alinmasinin ne-
denini su sekilde aciklanabilir: ki boyutlu bir dagilimm marjinali belli
olduguna gore, Fy = Fx Fy ifadesini bir referans noktasi olarak gérmek
miimkiindiir. Bu aile iizerinde ¢esitli iligkilerin (relations) tanimlanmasi
ile o aileden olan F' gibi bir dagilimi, referans noktas1 Fy’ a gore siralamak
yva da yerini belirlemek miimkiin olmaktadir. Dolayisi ile bu aile iizerinde
ister istemez bir bagimhlik siralamasi yapilmig olmaktadir. O nedenle,

(&
“>" giralamasi ile bilinen bazi bagimhlik tiirlerini de ortaya ¢ikarmanin
miimkiin olabilecegi diigiiniilmektedir (Alt Boliim 4.2’ de ayrintili olarak
verilmigtir).

Marjinalleri, F'x ve Fy olan F.(Fx, Fy) gibi bir siirekli dagilimlar ailesi
goz oniine alinsin. Buna gore, marjinalleri F'x ve Fy olan siirekli dagilhim
fonksiyonlarina sahip (X,Y) ¢iftinin ortak dagilm fonksiyonu F(z,y) ile
gosterilsin. F' € F.(Fx, Fy) olmak iizere, ve Dp = {y: Fy(y) > 0} bigi-
minde tammlanan kiime ile £ = {Dp N RN} itizerinde, ¥ < y verilmigken
X rasgele degiskeninin Y rasgele degigkenine gore kogullu dagiliminin,

F(z,y)
Fy (y)

= Fy},(x) (3.3.1)
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seklinde tammh oldugu aciktir. Ote yandan, G' € F.(Fx, Fy) olmak iizere
herhangi bir G dagilimi i¢in de

G(z,y)
Fy (y)

tanimh olacaktir. Ayrica, y ¢ Dp igin, Fx|,(z) = 0 ve Gx|y(z) = 0 kabul
edilmektedir. Bu anlamda, Fx|,(z) = 0 <= Gx|y(7) = 0 olmaktadr.
Ustelik, Fx(z) = 0 = Fxy(z) = 0 ve Gx|y(x) = 0 oldugu ortadadr,
yani FX|y << Fx ve GX\Y << Fx' dir: F(z,400) = Fx(z) =0 =
F(x,y) =0. Ayrica, Lemma 4.1.1’ e bakilabilir.

= Gypylx) (3.3.2)

Tanim 3.3.1 Fx|y << Gx|y olsun. Verilmis bir y € Dr i¢in, G;(Ty(t) =
inf {a? : Gxpy(z) > t} seklinde tanimlansin. Buna gore, herbir y € Dp
icin,

¢y (t) = Fx|,Gx), (8) : (0,1) — (0,1)

bi¢iminde tanimh ¢, (¢) fonksiyonu, eger herbir y € D icin (0, 1) tizerinde
konveks ise, F'x|y dagilimi, G Xy dagilimina gore daha konveks siralidir

denilir ve Fx|y 5 Gx)y ile gosterilir. Bu tanim, her bir y € Dr igin geger-
lidir. Bu nedenle yukarida tamimlanan ¢ fonksiyonu konveks ise indeks
olarak gosterilen y kaldirilabilir. Burada su noktay1 gozden kacirmamak
gerekir: Eger ¢, (t) = FX‘yG;ﬁy(t) fonksiyonu herhangi bir y € D igin

c
konveks ise, Fix|, = G x|, dir. Ancak genel halde bu son siralamanin var-
c c
hg Fxy Z Gx|y swwalamasim gerektirmez. Fy|y 2 Gx|y siralamasimi
yazabilmek i¢in Vy € D icin ¢, () nin konveks olmasi gerekir.
Mantik Sonucu 3.3.1 F,G € F.(Fx, Fy) olmak {izere, Vy € Dp igin

(& c
Fx, = Gx|y gibi bir siralamanim olmasi, Fy|, 2 Gy|, siralamasinin ol-
masini gerektirmez. Boyle olabilmesi igin, (X,Y) ¢iftinin kendi aralarinda

degisebilir olmasi, ayrica (3.3.1) ve (3.3.2) ifadelerine dikkat edilirse, %
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= ?iy(;:)) esitliginin saglanmas: gerekir ki, bu ise hem Fx(z) = Fy (y) ol-

mast, hem de F(z,y) = F(y,z) (rasgelelik) durumlarinda gegerlidir.

C
Lemma 3.3.1 F.(Fx,Fy) ailesi iizerinde tanmimlanan “7” siralamasi,
Teorem 3.1.1° de verilen kismi siralamanin 6zelliklerini saglar.

a) Yansima : F € F.(Fx, Fy) olmak iizere, herhangi bir y € Dp igin,
Fx, = Fx),’ dir. Herhangi bir y icin F);‘ly(t) = inf {z : Fx,(z) > t}
seklinde tanimh olmak iizere Fx|, ;Il (t) =t, Vy € Dp i¢in saglanir ki,

#(t) = t konveks bir fonksiyondur. Eger Fx|, le( ) = t esitligi herbir

y € Dr igin saglaniyor ise, Fx|y ?\j Fx |y siralamas: da gegerlidir.

b) Gegislilik : F,G,H € F.(Fx, Fy) dagihm fonksiyonlar1 ve y € Dp
i¢in F' << G ve G << H olmak iizere, Fx|, = Gx|, ve Gx|y, T Hx)y =
y € Dr i¢in Fx, 2 Hx|, gegerlidir.

c) Ters-Simetri : F,G € F.(Fx, Fy) olmak iizere, y € Dp igin F << G
ve G << F olsun. Yani G = F egdegerliligi baglansln Bu durumda,

herhangi bir y € D icin, Fy|, i Gx|y ve Gxyy i Fx1y = Fxy = Gx|y
gecerlidir.

Lemma 3.3.2 ¢,(t) = Fx, (G;ﬁy(t)) fonksiyonu, Lemma 3.1.1" de
verilen analitik ¢zellikleri herbir y € Dy icin saglar.

(&
Lemma 3.3.1" e gore, “22” siralamasi, F.(Fx, Fy) ailesi iizerinde bir kismi

c
siralama olmas1 nedeniyle | F.(Fx, Fy), 77| ikilisi bir kismi sirali aile

~

olugturmaktadir. O halde, Fx|y (x) # Fx(z) esitsizliginin X ve Y rasgele
degiskenleri arasinda bir kadran bagimlilig: gosterdigi dikkate alinirsa, bu

c
kismi sirali aile iizerinde bazi bagimlilik tiirlerini belirlemede “=” ilig-
kisinin ¢énemli bir rolii oldugu diigtiniilmektedir.

44



4. ARASTIRMA BULGULARI

C
Fe(Fx, Fy), i) kismi siral ailesi iizerinde tamimlanan baz doniigiimler

yardimu ile, Alt Boliim 2.6 (2.6.6) ifadesine gore, PK B den T'P; bagimlilik
tiirlerine kadar ayri ayri nasil ortaya c¢ikarildig, ilgili bagimlilik tiiriiniin
adi kullanilarak boliimler halinde verilmistir. Burada sunu belirtmek
gerekir, literatiirde benzer galigmalar olarak Capéraa ve Genest (1990)’
nin TP, anlaminda bagimlhilik tanimi, Averous ve Bernadet (2000)’ nin
SOKAB siralamasi dikkati ¢ekmektedir. Ancak soz konusu yazarlar,
konvekslik kavramini sadece bir arag olarak kullanmiglardir. Dagilimlar
arasinda konvekslik kavramina dayali bir siralamaya deginmemislerdir.
Bu nedenle, calismanin elde edilen sonuglari ile s6z konusu yazarlarin
sonuglarini kargilagtirmanin yararh olabilecegi diigiincesi ile Alt Boliim 4.3
ve Alt Boliim 4.4’ te bu tartigmalara yer verilmistir.

4.1 Konvekslik Kavramina Dayali Bagimlilik Siralamasi

Daha once de bahsedildigi gibi, dagilimlar arasinda bir bagimhlik sirala-
mas1 yapabilmek i¢in ilgili dagihm ailesi F.(F'x, Fy)’ nin kismi sirali bir
aile olmasi gerekir. Lemma 3.3.1” in sonucu olarak, “~” iligkisi ile bagim-

lilik siralamasinin arasindaki iligkinin aragtirilmasi yararh olabilir.

Lemma 4.1.1 F € F.(Fx, Fy) i¢in Fx|, kosullu dagihm fonksiyonu, F'x
marjinal dagihm fonksiyonuna gore mutlak stireklidir: Fy, << Fx.

) o Pxy(X <z,Y <
Ispat: y € Dr icin Fx,(z) = XYEDY(Y <) v

mak miimkiindiir. Ote yandan, Fx(x) = Px(X < z) oldugu da dikkate
aliirsa,

bigiminde tanimla-

Pxy(X <z,Y <y) < Px(X <z

esitsizligini herzaman yazmak miimkiindiic. O halde Px(X < z) = 0
oldugu yerlerde Pxy(X < z,Y < y) = 0 dir. Bu ise, Fx), << Fx
oldugunu gostermektedir.
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Tanim 4.1.1 F,G € F.(Fx, Fy) olmak tizere Tamm 3.3.1’ de, G = Fy =
Fx Fy almirsa, (3.3.2) ifadesine gore G x|, = Fx olmaktadir. Tanim geregi
Fx stirekli bir dagihm fonksiyonu oldugundan F ;1 bire-birdir. O halde,
Fx =t gibi bir doniigtim yapilirsa, ¢, (t) = FX‘ngl(t) bi¢imini alir. Yine
Tamim 3.3.1" e gore, ¢, (t) fonksiyonu Vy € Dr igin (0, 1) iizerinde konveks

ise, Fx|y kogullu dagihm fonksiyonu Fx marjinal dagihm fonksiyonuna
c

gore daha konveks sirali oldugunu ve Fx|y 2 Fx seklinde bir siralamanin
yapilabildigi stylenebilir.

Boyle bir siralamanin anlami su olabilir: ki boyutlu uzayda, siirekli dagilim-
lara sahip (X,Y) € R? rasgele degigkenleri i¢in, bagimhilik gibi bir durum
soz konusu ise, bunun ne tiirde oldugunu c¢ikarmak miimkiin olacaktir.
#,(t)” nin konveks veya konkav olmasi, F.(Fx, Fy) ailesinde (veya X ile
Y arasinda ) en azindan kadran bagimhligin varhigim agikca gostermekte-

c
dir. So6z konusu rasgele degigkenler igin bagimhlik durumu yok ise, “>-”
siralama iligkisinin bir kismi siralama olma 6zelliklerini yerine getirmesin-
den dolay1 (Bkz. Lemma 3.3.1, ters-simetri 6zelligi) bagimsizlik duru-
munu da ortaya cikarabilecegi kolaylikla soylenebilir. Buradaki bagim-
sizlik ile, F(z,y) = Fx(x)Fy(y) Vo € R ve Yy € Dp kastedilmektedir.

C

“»7 iligkisinin bagimsizlik halini ortaya ¢ikardigi durumlara Alt Boliim
4.5’ te daha genis olarak yer verilmigtir.

4.2 Konveks Siralamanin Bazi Bagimhhk Tiirleri ile Olan
iliskileri

Iki boyutlu dagilimlar igin énerilen konveks siralamanin, bilinen baz bagim-
lilik tiirleri ve bagimlilik siralamalar: ile olan iligkileri goyle siralanabilir:

4.2.1 Pozitif (Negatif) Kadran Bagimlilig:
Bilindigi gibi, (2.6.1) esitsizligini Vz, y i¢in,

Fz,y) > (g) Fx(@)Fy(y), PKB(NKB)  (421)
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seklinde yazmak da miimkiindiir. Buna gore, (4.2.1) esitsizligi pozitif
(negatif) kadran bagimliligimi vermektedir. Vax € R ve Vy € Dp icin
bu esitsizlik,

Fxylo)> (<) Fx(o) (4.2.2)
esitsizligine doniigiir (Lehmann 1966).

F € F.(Fx,Fy) i¢in Fx(x) = t doniigiimii yapilirsa, V¢ € (0,1) ve Vy €
Dp igin Tamim 4.1.17 e gore (4.2.2) egitsizligini,

6,(0) = Fiy (F(0) > (<) (123)
bi¢iminde yazmak miimkiindiir.

Lemma 3.1.1’de (3.1.8) esitsizligine gore (vii nolu &zellik), Yy € Dp igin
¢, (1), (0,1) tizerinde konveks ise, ¢, (t) <t olacaktir. Bu ise, (4.2.3) esit-
sizligine gore, NK B’ yi vermektedir. Eger ¢, (t) konkav ise, ¢, (t) > t ola-

C
caktir. Bu ise, PK B’ yi vermektedir. Yani, Fi|y Z Fx gibi bir iligskinin
olmasi, X ve Y rasgele degigkenlerinin negatif anlamda kadran bagimh
C

oldugunu; benzer bir sekilde de, F'x 7 Fx |y gibi bir iligkinin bulunmas,
X ve Y rasgele degigskenlerinin pozitif anlamda kadran bagimh oldugunu
ortaya c¢ikarmaktadir. Buna gore, siirekli dagilimlar icin, agagidaki gibi
bir egdegerlilige ulagmak miimkiindiir:

Fxy 2 Fx = XveY NKB di. (4.2.4)

C

Eger, <.7-"C(F %, Fy), ?\:) ikilisi mevcut ise bu aile tizerinde,

@(t) konveks (konkav) <= X ve Y, NKB(PKDB) (4.2.5)

gerektirmesi yazilabilir.
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Sonug 4.2.1 <]—'C(FX, Fy), fj) kismi sirali ailesi i¢in F,G € F.(Fx, Fy)

olmak iizere,

Fxiy Z Gxyy = Fxjy < Gxpy (4.2.6)

gibi bir siralamay ortaya gikarmaktadir (Bkz. Lemma 3.1.1° de (vii) 6zel-
ligi). Bu ise, Vo € R ve Vy € Dp igin,

F(z,y) < G(z,y) (4.2.7)

esitsizligine denk olur ki, Tanim 2.6.2" ye gore, F' dagilimimin G dagilhimina
gore daha N K B oldugu soylenebilir ve G <ygp F ile gosterilir ya da G
dagilimmin F' dagiimina gore daha PK B oldugu, F' <pxp G anlamina
da gelmektedir. O halde, (4.2.6) ifadesinden,

FX‘inX|y:>G<NKBFya da F <pxp G (4.2.8)
gerektirmesini yazmakta bir sakinca olmamaktadir.
4.2.2 Pozitif ve Negatif Regresyon Bagimlilig:

(2.6.3) egitsizligi ile verilen PRB tanmmindan daha zayif olan bir tanim
da, Vo i¢in P (X <z |Y <y) olasihgmin y’nin artmayan bir fonksiyonu
olmasi seklindedir. Benzer bigimde, yukaridaki olasilik y’'nin azalmayan
bir fonksiyonu ise X ve Y rasgele degiskenleri NRB olacaktir. Zayif an-
lamda tanimlanan bu bagimhilik tiiriiniin, konveks siralama ile olan iligkisi
iizerinde durulacaktir.

c c
F € F(Fx,Fy) i¢in Fx|y Z Fx oldugu varsayilsin. “z7” iligkisinin
tanimina gore, ¢, (t) = Fx|, (F)El(t)) fonksiyonunun Vy € D igin (0,1)
iizerinde konveks bir fonksiyon oldugu bilinmektedir. Buna gére, (0,1) x
(0,1) birim karesi tizerinde en basit konvekslik ¢(t) = ¢ egrisi olacaktir.
Bu son durum, Vy € Dr igin Fx|, = Fx olmasi ya da y — oo olmasi
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durumlarinda gecerlidir. Eger bagimsizlik durumu géz ardi edilirse, yani
Fx|y # Fx oldugu kabul edilirse, sadece y — oo iken ¢,(t) = t esitligi
olacaktir. y — —oo durumunda ise, ¢, (t) = 0 olacaktir ki, (0,1) tizerinde
en konveks egri olmaktadir. O halde y <y’ igin, ¢, (t) < ¢,,(t) dir yani
¢,(t) y'nin azalmayan bir fonksiyonudur. Analitik olarak ispati asagida
Lemma 4.2.1 ’ de verilmistir.

Lemma 4.2.1 ¢,(t) fonksiyonu (0, 1) tizerinde Vy € D igin konveks ise,
y’nin azalmayan bir fonksiyonudur.

Ispat: y < ¢/ icin,

Pxy (X <2,V <y)=Pxy (X <2, Y <y)+ Pxy (X <z, y<Y <y)
esitligini yazmak miimkiindiir. Esgitligin her iki yam Py (Y < 3/) ile
boliindiigiinde,

Pyy (X <2,Y<y) Pxy(X<zY<y Pxy(X<zy<Y<y)
P(Y<y) P <y) Py (Y <y')

Py (Y<y)

elde edilir. o = m

olmak {izere, @ € (0,1),
PX<z|Y<y)=aPX <z |Y<y)+(1-a)P(X <z|y<Y <y

yazilabilir. 0 < P(. | .) < 1 oldugundan, yukaridaki esitligin solundaki
ifade u € [0, 1] gibi bir degere esitlendiginde,

u=aPX<z|Y<y)+(1-a)P(X<z|y<Y <y) (4.2.9)

bulunur. z = Fy 1(u) noktasi segilirse, ¢ fonksiyonu € [0, 1] i¢in tanimh
oldugundan,

o, (u) = ¢, (api1 + (1 — a)p12) (4.2.10)
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esitligini yazmak miimkiindiir. Burada,
i = P(X<Fy'(u)|Y <y),
P2 = PX<Fy'(u)|y<Y <y)

bigimindedir. ¢, (t), Yy icin konveks oldugundan, (4.2.10) ifadesi,

¢, (ap11 + (1 — a)p12) < ad,(p11) + (1 — @)¢, (p12) (4.2.11)

esitsizligi haline doniigiir, Lemma 3.1.17 de (vii) 6zelliginden, egitsizligin
sag yani i¢in,

ag,(p11) + (1 — @)p, (p12) < api1 + (1 — @)p12 (4.2.12)

esitsizligini yazmak miimkiindiir. Bu son egitsizligin sagindaki ifadenin,
(4.2.9) ve (4.2.10) ifadelerinin yardimu ile
api1+ (1 —a)pr2 =P (X < Fyl(u) | Y < y) = by (u)

bi¢iminde yazilabildigi kolaylikla goriilebilir. Buna gore, yukaridaki egitlik
ile (4.2.10) - (4.2.12) ifadeleri birlestirildiginde,

by (u) < @y (u) (4.2.13)

esitsizligi gegerli olmaktadir. Béylece, ¢, fonksiyonunun y’ ye gére azal-
mayan bir 6zellige sahiptir.

Bu Lemmanin sonucu olarak, (4.2.13) ifadesi, Vy < 3’ € D igin,

Fxpy (F)?l(“)) < Fxjy (F);l(u)) (4.2.14)
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esitsizligine denk olup F gl(u) = x alimirsa, zayif anlamda NRB tanimini
vermektedir.

Asagidaki 6nerme, konvekslik kavrami ile N RB arasindaki iligkiyi ortaya
gikarmaktadir.

Onerme 4.2.1 Vy i¢in ¢, (t) konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
Lemma 4.2.1" den, ¢, (t) aym zamanda y'nin artan bir fonksiyonu olmak-
tadir. O halde Yy <y’ igin, ¢, (t) fonksiyonunun, ¢,,(t) fonksiyonundan
daha konveks olmasi gerekmektedir. Bu ise konveks siralama tanimina
gore, ¢,/ (t) = ¢y¢;,1(t) fonksiyonunun (0, 1) iizerinde konveks olmasini
gerektirir. Bu durumda goyle bir iligkiyi yazmak miimkiindiir:

By (t) konveks = NRB(X |Y),
¢y (t) konkav = PRB(X |Y).

Ispat: Lemma 3.1.17 in (vii) 6zelliginden,

by (1) = 0,0, (1) <t (4.2.15)

esitsizligini yazmak miimkiin olmaktadir. gb;,l t) = (F X|y/F§1(t))_1 =
FXF)ley, (t), esitligi yerine yazildiginda, (4.2.15) ifadesi,

Fx, Fy! (FXF);‘ly, (t)) <t (4.2.16)
FxpyFxp, (1) <t (4.2.17)

olur. Bu son egitsizlik,
Fxy(z) < Fxpy () (4.2.18)
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bic¢imini alir. (4.2.18) ifadesi herbir y € Dp igin gegerli oldugundan, F' €

Fe(Fx, Fy) icin Fx)y 7 Fx gibi bir iligkinin varhigimm, X ile Y arasinda
NRB yada NRB(X |Y) tiirde bir bagimlihg1 gosterdigi soylenebilir.

Burada gozden kagirilmamasi gereken husus, ¢,,, fonksiyonunun konveks
(konkav) olmasiin, ¢, fonksiyonunun konveks (konkav) olmasini gerek-
tirmedigidir. Dolayisi ile, NRB(PRB) (X | Y) gibi bir bagimhilik duru-
munun varligl, NRB(PRB) (Y | X) olmasiu gerektirmemektedir.

4.2.3 Olabilirlik Oram1 Bagimlilig: ya da TP, Bagimlilig:

Onerme 4.2.1° de, ¢,,,, (t) = FX|yF)}|1y,(t) bigiminde tanimlanan fonksiyon,
eger (0,1) iizerinde konveks ise, NRB ve NKB tipinde bagimliliklara
isaret ettigi bir 6nceki Alt Boliimde bahsedilmigti. TP ile iligkisini géstere-
bilmek amaciyla, ¢, (t) fonksiyonunun konkav oldugu kabul edilsin. ¢, (t)
fonksiyonunun analitik 6zelliginden dolay, ¢;yl, (t) = ¢, () stirekli, kon-

-1

,(t) fonksiyonu
(1) ¥

veks ve t’ nin azalmayan bir fonksiyonu olmaktadir. ¢
g6z Oniine alinirsa,

by = (FxwFxly) (1) = Pxy Fxl, () =6,,()  (42.19)

esitligi elde edilir. (4.2.19) esitligi ile verilen fonksiyon konveks bir fonksiyon
t

mayan bir fonksiyonu olmaktadir. Buna gore, 0 <t < v < 1 igin,

ifadesi ¢’ nin azal-

oldugundan dolay1, Onerme 2.2.2’ ye gore,

a¢y’y (t) < a¢y’y (U)

< (4.2.20)

yazilabilmektedir. (4.2.19) esitligi kullamlarak yukaridaki tiirev ifadesi
agagidaki gibi bulunur:
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06,,(t)  OFxiy (Fxh®)  0Fxiy (i) oF5) (0

_ _ 4.2.21
ot ot OF ), (®) ot e
F)aly(t) = x denilirse, buradan t = Fx/,(z),
o _ By | ow 1
or  om ot OFxy ()
ox

tiirevini elde etmek miimkiindiir. Bu (4.2.21) ifadesinde yerine yazilirsa,

OFxiy (Fx),(®) COFx (@) 1
ot N oz O0Fx|y()
Ox

(4.2.22)

bigiminde elde edilir. Benzer olarak, F)aly(v) = 2’ denilirse, t < v i¢in
x < 2’ olacag agktir. Bu iki tiirev esitligi, (4.2.20) ifadesinde yerine

yazilir ise,

4.2.23
Ox OFx,(z) — ox’ OFx,(2) ( )
ox ox!
elde edilir. Yukaridaki egitsizlik diizenlenir ise,
/ / ! !
OF(z,y') 0F(@',y) _ OF(a',y) OF (x,y) (4.2.24)

Ox ox’ oz’ Oz

bulunur.

Yukaridaki egitsizlik, Alt Boliim 2.7.4° te verilen T P, bagimhlig ile esde-
gerdir. Bu sonucu agagidaki gibi gostermek de miimkiindiir.

53



I = (z, x+e), Iy = (¢, 2’ +6) ve J1 = (=00, y), J2 = (y, ¥) gergel
araliklar i¢in,

PXY ([1 X Jl)PXY (IQ X JQ) Z PXY ([1 X JQ) PXY (IQ X Jl) (4225)

esitsizligi gegerli olsun (bkz. (2.7.2) esitsizligi). Yukaridaki olasiliklar g6z
oniine alinirsa,

ny(Il XJl) = ny(X<.TJ+€,Y<y)—PXy(X<.’13,Y<y)
= F(SL'—}-E,y)—F(:C,y),

PXY (I2 X Jl) = F($l+5, y) _F(ml’ y)a

ny(IlXJQ):ny(X<.T+E,Y<yl)—ny(X<ZC,Y<yl)
—Pxy (X <z+4+eY <y +Pxy (X <z,Y<y)

:F(.’E+8,y/)—F(Z’,y/)—F(Z’+€,y)+F(.’E,y),

Pxy (I x Jy) = F(z' +6,y') — F(2',y) = F(a' + 6,y) + F(2',y)

esitlikleri elde edilir. Buna gore,

F(z+e,y)— F(z,y) = A,
F' +6,y) - F',y) = C,
Flx+ey)-Flz,y) = B,

F(x' +6,y)—F(2',y/) = D

olmak iizere, (4.2.25) esitsizligi,
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A[D-C]>[B—-A]C = AD > BC (4.2.26)
haline doniigiir. &, > 0 olmak iizere (4.2.26) ifadesinde sagdaki esitsizligin

her iki yanini - ile carpip limit islemine gecilirse,
€

_ / no_ ’o
hmhmF(Hay) F(x,y) F(z' +6,y) — F(2',y')
e—06—0 € 1)
AN / / _ /
> hmhmF(w+€,y) F(x,y') F(a' +d,y) — F(2',y)
e—05—0 € 1)

elde edilir. Limit alma siireci geregince, limit operatorii limit icindeki
ifadelerin ayr1 ayri limitleri ¢arpimi olarak yazilabileceginden (f(x,y) ola-
silik yogunluk fonksiyonunun varhig altinda),

Fx+ey)—Flz,y),. F@' +4,y)-F@y)

lim lim
e—0 I 5—0 IS5
N / / _ /
> ipfetey) - Fay), F@+dy) - F@'y)
e—0 5 5—0 )

esitsizligine donitigiir ki, bu ise tiirev tanimi geregi,

OF (,y) OF (z',y') _ OF(z,y) OF (', y)
Oz ox’ - Oz ox’
bi¢imindedir. Bu son esitsizlik (4.2.24) esitsizliginden bagka birgey degildir.
Bu sonuca gore, ¢y,y(t) fonksiyonu konveks ise, T'P, anlaminda bir bagim-
liliga igaret ettigi soylenebilmektedir.

Bundan sonraki agsama, F'(z,y)’ nin TP, zelligi ile f(z,y)’ nin TP, tzel-
liginin birbirine denk oldugunun gosterilmesidir (bkz. Onerme 4.3.1).
Ancak daha once Capéraa ve Genest (1990)’ in (2.6.4) ifadesi ile ve-
rilen fonksiyon ile elde ettikleri sonuglari, gby,y(t) fonksiyonu ile elde edilen
sonuglar ile kargilagtirma yararli olacagindan yeni bir Alt Boliimde, bu
sonuglar tartigilacaktir.
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4.3 Konveks Siralamanin Capéraa ve Genest Tiirii PRB ve TP,
ile Tligkisi

Capéraa ve Genest (1990)’ nin Alt Boliim 2.6.4° te verilen PRB tanim
ile Lemma 4.2.1 ve Onerme 4.2.1’ de ¢,,,(t) fonksiyonu ile elde edilen
sonuglar1 kargilagtirmak miimkiindiir: Buna gore, Vy < ¢’ ve Vt € [0, 1]
igin,

Fyn(t) <t

¢y, (1), (0,1) iizerinde konveks ya da ¢, (t) <t (4.3.1)

Fyy(t) =t
denklikleri yazilabilir. Goriildiigii gibi (4.3.1) ifadesinde, Fy, ve ¢,
fonksiyonlarinin her ikisi ile PRB anlaminda bagimlihga (4.3.2)’ de ise,
NRB anlaminda bagimliliga ulagmak miimkiin olmaktadir. Ancak su
noktay1 gozden kagirmamak gerekir: F)/, fonksiyonunun tanim Fxy—,
kosullu dagilmu ile verilmis, ¢,,, ise Fix|y<, kosullu dagihm ile verilmig
olmasidir. Dolayis1 ile Capeéred ve Genest (1990)’ in tanimlamig olduklar
F,, fonksiyonu (4.3.1) ve (4.3.2) ifadelerine gore, (2.6.3)" te verilen PRB
ve NRB tammlarim saglamaktadir. ¢,,, ise, zayif anlamda tanimlh olan
PRB ve NRB’ yi vermektedir. Bu nedenle, (4.3.1) ve (4.3.2) ifadelerinde
denklik bagintis1 kullanilmigtir.

Y

byy (), (0,1) tizerinde konveks ya da ¢,,,(t) <t (4.3.2)

Agagidaki Alt Boliimde, Capéred ve Genest (1990)’ in dnermis olduk-
lar1 TP, bagimhiligini iceren Teorem 2.6.17 in gosterimi verildikten sonra,
F(z,y) ya da f(x,y) nin TP, 6zelliklerinin birbirine denk oldugunu gos-

teren Onerme 4.3.1 verilecektir.
4.3.1 TP, ile olan iligki
Karlin (1968) tarafindan, Alt Bolim 2.6.5" de (2.6.5) ifadesi ile olasilik

yogunluk fonksiyonlar1 f(z,y) igin verilen T P, tanimina dayali olarak Teo-
rem 2.6.1 hatirlanacak olunursa, Vy < ¢’ ve Vu € [0, 1] igin,
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Fyry(u) konveks = TP, ya da (LRD)
yazilabilir. Buna gore, Fyy(u) = Fy/F Y(u) fonksiyonu azalmayan bir
fonksiyon oldugundan dolay1, 0 < u < v <1 igin,
Fyry(u) < Fyry(v) (4.3.3)

yazilabilir. Ayrica, Fyy(u) Yu € (0, 1) ve icin siirekli bir fonksiyon olmasi
nedeni ile tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Buna gore,

dFyy(u) fy (Fﬁl(u))

du Fy (B (w))

(4.3.4)

bigiminde tamimhdir. Onerme 2.2.2" ye gore, u < v igin (4.3.4) ifadesi
azalmayan bir fonksiyondur. Bu nedenle,

dFyy(u) _ dFyy(v)
< 4.3.
du  —  dv (43.5)
esitsizligi yazilabilir. (4.3.4) ifadesi yardimu ile (4.3.5) egitsizligini,
’ F_l ’ F_1
Ty (B (W) _ Sy (B, () (4.3.6)

fy (BN w) — fy (B ()

bigiminde yazmak miimkiindiir. F,*(u) = x ve F, '(v) = 2’ olarak aln-
sin. F~17 in kendisi azalmayan oldugundan, v < v igin x < z’ olacaktir.
(4.3.6) esitsizliginde yerine yazilirsa, f,,’ nin de tanim kullamlarak,

fly)/ i) _ @ y)/ )
flxy)/fly) = f@,y)/f(y)

esitsizligi elde edilir ki, gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra,

f@ ) f(zy) > flz,y) f(2,y)
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bi¢iminde yazilabilir. Bu son esitsizlik, (2.6.5) ile ifade edilen TP, 6zel-
ligini vermektedir.

Tartigma bakimindan (by,y(t)’ nin TP, anlaminda bir bagimlihiga isaret
etmesi ile, (2.6.4)" te verilen F,,(t) fonksiyonunun T'P’ yi gostermesinin
birbirine denk oldugunu gosteren 6nermeyi vermek miimkiindiir. Aymni
zamanda bu 6nerme, F' € TP, ile f € TP, 6zelliklerinin birbirine denk
oldugunu da gostermektedir.

Onerme 4.3.1 ¢y, (t) fonksiyonu konveks ise, (2.6.5) ifadesini saglamak-
tadir. Ayrica, y <y’ ve Vt € [0, 1] igin,

by, (t) konveks ise, F ve f € TPy = Fy,,(t) konveks ise, f € TP,
(4.3.7)

denkligi gecerli olmaktadir. Alt Boliim 4.3’ e baglamadan 6nce de belir-
tildigi gibi, 6nermenin gosterimi i¢in F(z,y), TP ise, f(z,y) nin de TP,
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Ciinkii, Alt Boliim 4.2.3" te ¢, (t)’
nin TP, anlaminda bagimliligy, dagilim fonksiyonu F' bakimindan ortaya
cgikdigr yani F' € T'P, oldugu sdylenmisti.

Ispat: Alt Boliim 2.7.4° te verilen tamima gore, F (z,y)’ nin T P, 6zelligine
sahip olmasi; Tamim 2.4.1° e gore, I, I> ve J1, Jo araliklar icin, olasilik
bakimindan

Pxy(I1 x J1) Pxy(I1 x Jo)

>0 4.3.8
ny(IQ X J1) ny(IQ X Jg) - ( )

olarak ifade edilebilmesini miimkiin kilmaktadir. ¢ > 0, 6 > 0, 1 < zo
ve y1 < yz olmak iizere, Iy = [x1,21 +¢€), 2 = [T2,22+¢€) ve J; =
[y1,91 +9), Jo = [y2,y2 + §) olarak segilirse, (4.3.8) ifadesi,
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T1+eyi+o

| #emnac
Toteyi+6

/ F(&,m)dndg

bigimini alr. (4.3.9) ifadesi []”
degismeyeceginden,

z1+eyi+9
8—15/ /f(&n)dndi
1 Y1
Toteyi+9d
5[ [ femans

z1+ey2+6

/ F(&,n)dnde
Tl Y2
>0
To+ey2+9
/ F(€,m)dnde
T2 Y2

(4.3.9)

ile carpildiginda, determinantin isareti

x1+ey2+96
5—15/ /f(f,n)dndﬁ

Z1 Y2

zo+ey2+6

5 [ [ stemanas

Z2 Y2

bi¢iminde yazilabilir. Limit operatorii isletilecek olursa, matrislerde limit,
matrisin elemanlarimin herbirine ayr1 ayri uygulanabileceginden, €, 6 — 0
durumu goz oniine alindiginda,

z1+ey1+o z1+ey2+9o
: f(&mn) : f(&mn)
dm, [ [ i [ [ K
1 at 1 Y2
>0
Totey1+0 zot+ey2+0
: f(&m) : f(&m)
dm, [ ] Btande [ ] Sephance
T2 91 2 Y2
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bi¢imini alir. 4,7 = 1,2 olmak iizere, tiirevin tanimi geregince, yukardaki
limitler,

b ( 5) = F( )

. . F(zi+e,y; +0) — F(z; +¢€,y;
e — 1 2] yd]
a,lzlsrilo €0 / F(&m)dndg s,lélilo €b [ —F(zi,y; +96) + F(x4,y5)

xi Y
= f(zia y])

degerine esit olmaktadir. f(x;,y;)’" nin varhg altinda, yukaridaki deter-
minant,

x2,Y1 f(3?27112)

bigimini almaktadir. Bu ise (2.6.5)" te verilen T'P; tanimu ile ayni olmak-
tadir. Dolayisiile F' € TPy, = f € TP, 6nermesi gosterilmis oldu. Buna
gore, Capéred ve Genest (1990)’ in Fy, ile belirledikleri TP, tanimu, tez
calismasinda onerilen ¢,,, fonksiyonunun belirledigi 7', tanimi birbirine
denk olmaktadir. Dolayis ile, (4.3.7) denkligi saglanmig olmaktadir.

723 Jegl

Tanim 2.7.4’ te, Averous ve Bernadet (2000)’ in 6nermis oldugu SOKAB
siralamasi ile caligmada 6nerilen konveks siralama arasindaki iligkiden bah-
setmekte yarar vardir.

4.4 Konveks Siralamanin SOKAB Siralamasi ile Olan ligkisi

F,G € F.(Fx,Fy) olmak iizere, ¢, (t) = FX|y/F§‘1y(t) ve P, (t) =
G X‘y/GQy(t) dontigiimleri taniml olsunlar. Buna gore, agsagidaki énerme
SOK AB siralamast i¢in énemli olmaktadir.

Onerme 4.4.1 wy,yd);,;(u) bi¢iminde tanimlanan doniigiim eger Vy <
y' € R ve Yu € [0,1] i¢in konveks ise, F' <goxap G’ dir.
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ispat: wy,y¢y_,; (u) doniigiimii [0, 1] tizerinde konveks oldugundan, Onerme
2.2.17 e gore z,u ve v € [0, 1] olmak iizere, z < u < v igin,

wy’y ((;S;,;(u)) B ¢y’y (¢;’Z<Z)) < ¢y’y (¢;’L<U)) B ¢y’y (¢;’L<z))

u—=z v—2Zz

(4.4.1)
esitsizligini yazmak miimkiindiir. ¢,,, siirekli ve azalmayan oldugundan,
up < up < wugigin z = ¢, (u1), u=d,,(u2) ve v = ¢, (u3) esitlikleri
yazilabilir. Buna gore, (4.4.1) ifadesinde yerine yazilirsa,

wy’y (’LLQ) B wy’y (Ul) < ¢y’y (US) B wy’y (ul)
¢y’y(u2) - ¢)y’y(u1) N ¢)y’y(u3) - ¢y’y(u1)

esitsizligi elde edilir. u; = 0 ve ug = 1 almirsa, ¥, (0) = ¢/, (0) =0 ve
Vyry (1) = ¢y, (1) = 1 esitlikleri yardim ile (4.4.2),

(4.4.2)

Vyry (u2) < By (u2) (4.4.3)

bigiminde yazilabilir. (4.4.3) egitsizligi Tamm 2.7.4’ te, SOK AB sirala-
mast ic¢in verilen gerekli ve yeterli kogulu icermektedir. Bu 6nermenin
c

sonucunda, 7 siralamasinin, <go i 4 p siralamasini gerektirdigi sdylenebilir.

4.5. 1ki Rasgele Degiskenin Bagimsizlig ile lgili Durumlar

(&

“~7 siralamasi, bir kismi siralama 6zelligini tagimasindan dolayi, bagim-
lilik durumunu ortaya ¢ikarabildigi gibi bagimsizlik durumunu da ortaya
gikarmaktadir. Buna gore, F' € F.(Fx, Fy) olmak iizere, Lemma 4.1.1’
in sonucu olarak y € Dr i¢in Fx|, << Fx’ dir. Aym zamanda, ortak
dagihm fonksiyonunun varhgr kosuluna bagh olarak Fx << Fy), oldugu
da soylenebilir. Dolayisi ile y € Dp i¢in ¢, ve ¢, ! tammhdir. Eger
Vy € D igin,

6y(t) = Fxjy Fx'(t) = t
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ve

¢y (t) = FxFy () =t

C
ise, FXF)zlly(t) = FX‘ngl(t) = t esitligi elde edilir. Dolayisi ile Fixy
C c
Fx ve F'x 7 Fx|y siralamalarim yazmak miimkiin olmaktadir. “2Z” sirala-
masiin ters-simetri 6zelliginden,

FX|YiFXV6FX,>\:FX\Y:>FX\Y:FX (451)

gerektirmesi yazilabilir. (4.5.1)’in sonucu olarak, Vy € Dp ve Va € R igin,
F(z,y) = Fx(z)Fy (y) esitligi elde edilir. y € D% igin bu esgitlik her zaman
gegerli olmaktadir. Dolayist ile bu esitligi, Vy € R ve Vo € R igin yazmak
miimkiindiir. Bu ise, X ve Y rasgele degiskenlerinin stokastik anlamda
bagimsizligini vermektedir.

c

Qaligmanin  buraya kadarki kisminda, 77 swralamasmin iki boyutlu

uzayda kullanilmasindan ve bu uzayda bilinen bazi bagimhlik tiirleri ile
olan iligkilerinden bahsedilmigtir. Goriildiigii gibi, <.7:C(F %, Fy), i) kismi

sirall ailesi tizerinde (2.6.6) daki bagimlilik yapilarimi ortaya gikarmak
miimkiin olmaktadir. Bu aile i¢in en azindan T P» tiiriinde bir bagimliliga
ulagilabiliyor ise digerlerini incelemeye gerek kalmamaktadir. Bundan son-

raki Alt Boliimlerde, = siralamasimin iki boyutlu uzayda kullanimina dair
tartigma amach ornekler verilmigtir. Buna gore, Alt Boliim 4.6 ve Alt
Boliim 4.7 de literatiirde bilinen iki 6zel dagilim ele alinmigtir. Alt Boliim
4.8 de ise herhangi iki boyutlu dagilim ¢rnek olarak verilmistir. Dolayis:
ile takip eden bu ii¢ alt boliim uygulama olarak goriilebilir.

4.6 Farlie-Gumbel-Morgenstern Dagilimi icin Konveks Siralama
Fo(z,y) = Fx()Fy (y) [1 + o (1 = Fx(x)) (1 = Fy(y))], o € [=1,1] bigi-

minde tanimh dagihm fonksiyonlarimin sinifi literatiirde, Farlie-Gumbel-
Morgenstern (FGM) dagilimlar sinifi olarak adlandirihir (Morgenstern 1956,
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Farlie 1960). FGM ailesinden olan dagilim fonksiyonlar i¢in kogullu dagihim
fonksiyonu Fy|,, Vy € D i¢in tanimh olmaktadir. Buna gore asagidaki
iki onerme gegerlidir.

Onerme 4.6.1 F,G € FGM (Fx, Fy) olmak tizere, F,, = Gxy(z) ve

C
F,, = Fx)y(x) bigiminde tanimlansin. Bu durumda, a1 > ay i¢in F,

2~
F,, dir.

Ispat: Tamm 3.3.1° e gore, F,, F; *(t)’ nin konveks oldugunu gostermek

2"
yeterli olacaktir. Buna gore,

Fo, = Fx(2)[1 4+ a1 (1 = Fx(x)) (1 = Fy(y))], (4.6.1)

Fo, = Fx(z)[1 +az (1 - Fx(z)) (1 - Fy(y))] (4.6.2)

bigiminde tammhdirlar. F,, siirekli oldugundan dolay1 F,,, = Gx|, =1
doniigiimiinii yapmak miimkiindiir. Buna gore, yukaridaki esitlikte yerine
yazilirsa,

a (1 - Fy(y)) (FX(:U))2 - [1 Yo (1— Fy(y))] Fx(z)+t=0 (4.6.3)

denklemi elde edilmektedir. Bu denklemin 2’ e gore coziimii G}‘ly(t)
fonksiyonunu vermektedir. (4.6.3) denklemi goriildiigii gibi ikinci derece-
den bir polinomu gostermektedir. az? — bz + ¢ = 0 gibi bir denklemin
gergel ¢oziimil, A = b2 — 4ac > 0 igin, 12 = % olmaktadir. Buna
gore, (4.6.3) denklemi igin,

A=[1+ar (1= Fy(y)]’ —4o1 (1 - Fy(y))t (4.6.4)
ap < 0 igin V& € [0,1] ve Vy € Dp igin A > Oolmaktadir. (4.6.3)

denkleminin gergel anlamda ¢oziimii vardir. «; > 0 igin (4.6.4) ifade-
sine baktigimizda, 4oy (1 — Fy (y)) ¢ terimi ¢’ nin artan bir fonksiyonudur.
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Dolayisi ile A ifadesi ¢’ nin azalan bir fonksiyonudur. O halde ¢ = 1
icin A = (1— oy (1 — Fy(y)))? ifadesine bakildig1 zaman her y icin pozi-
tif oldugu kolaylikla goriilebilir. Dolayisi ile (4.6.3) denkleminin ¢6ziimii
aq € [—1,1] i¢in vardir. Buna gore, (4.6.3) ifadesinde Fx (z) = w alinirsa,
a1 # 0 i¢in denklemin kokleri,

Clta (I-Fy(y) - VA
B 201 (1 = Fy(y))

14 (1-Fyly) +VA
B 201 (1 = Fy (y))

U1 ve U2

bulunur. Bundan sonra karar verilmesi gereken, bu koklerden hangisinin
G}Ty(t)’ i verdigidir. Buna gore a; > 0 igin, 0 <up < 1ve 0 <wugy <1
olmalar1 gerektigi goz 6niine alinirsa,

<1+041(1—FY(?J))—\/Z<1

O T a0 Ry ¢

“lta(l-F@)<—vVA<a(l-Fry) -1

esitsizligin her iki yam (—) ile garpildiginda, terimler pozitif olur:

-1 (1-F@)’<A<[1+a(1-Fry)

yukaridaki egitsizlikte A ifadesinin (4.6.4)’ teki degerini yerine koyup gerekli
diizenlemeler yapilirsa,

—day (1= Fy(y)) < —4ay (1 - Fy(y))t <0

esitsizligi elde edilir ki, ¢ € [0,1] i¢in bu egitsizlik dogru olmakta yani,
ay > 0 igin uy € [0, 1] olmaktadir. Benzer olarak uy kokii igin de kontrol
edilirse,

<1+a1(1—Fy(y))+\/Z<1

'S T - Rw)
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0<—4o1 (1 - Fy(y))t < —4dai1 (1 - Fy(y))

esitsizligine ulagilir ki, ¢ € [0, 1] igin bu egitsizlik dogru degildir yani, oy >
0 i¢in ug ¢ [0, 1] dir.

a1 < 0 igin de kokleri kontrol etmek gerekir. Kolaylik olmasi amaci ile
soyle bir yol izlenebilir: A ifadesi, a; < 0 i¢in ¢’nin artan bir fonksiyonu
olup enkiigiik degerini ¢ = 0 noktasinda, enbiiyiik degerini de t = 1 nok-
tasinda almaktadir. Buna gore, aym1 zamanda o7 < 0 igin u; kokii de
t'nin artan bir fonksiyonu olmaktadir. u; kokii,

_ 1ton(1-Fy () —/(1+e1 (1-Fy ()))? —4a1 (1—Fy (y))t
= 201 (1-Fy (1))

elde edilir. ¢ =0 i¢gin u; = 0 ve t = 1 igin u; = 1 olmaktadir, u; € [0, 1]
dir.

ug kokii i¢in, hemen goriilecegi iizere, ¢'nin azalan bir fonksiyonu olmak-
tadir. Buna gore,

_ 1ton(1-Fy (1) +y/(1+a1(1-Fy (y)))* —4a1 (1—Fy (y))t
uz = %01 (1-Fy ()

elde edilir, ¢ = 0 igin us = 1+ m < 1 olup, t = 1 igin uy =

m S 0 olmaktadar. a < 0 1§1n de U ¢ [O, 1]’ dir.
Sonug olarak, oy # 0 iken kok ug olmaktadir. o3 = 0 durumunda ise,
(4.6.3) denklemi yardimu ile kokiin ¢'nin kendisine esit oldugu goriilmek-

tedir. Buna gore,
1+a;(1-Fy(y) - VA
201 (1 = Fy (y))

esitligi ile F ! = G;{Ty(t) fonksiyonu agagidaki gibi elde edilir:

Fx(z)=u =

o
<
—
~
=
Il

e (lte (- F(y)-vVA
x=Fy ( 2o (1= By (y)) ) . (4.6.5)
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(4.6.5) ifadesi, F,, esitliginde yerine yazilirsa, k1 = aq (1 — Fy (y)) ve
ks = as (1 — Fy(y)) olmak iizere,

Fo, FNt) = FxFyx'(ui)[14k (1 - FxFx'(w))]

_ 1+k-VA ko
- 5 {HQ—kl(lﬁ—H\/Z)]

Ik =VA | k[
— TR [ —1+2VA - A

elde edilir. Yukaridaki esitlikte t’ye bagh sadece A terimi bulunmak-
tadir diger terimler ise sabit olmaktadir. Buna gore yeniden diizenlemeler
yapilirsa,

_ 1+k k(K2 —1) 1 (ke —k
FaaFul () = =+ =g+ (L k)? — k) (==
ko

e (1 + k1)? — dknt)

esitligi elde edilir. Bu fonksiyon, lim (1 — Fy(y)) = 0 olmasindan dolay1
y—oo

y — oo durumu diginda Yy € Dp igin, [0,1] iizerinde tamiml olmak-
tadir. Ayni zamanda (0, 1) araligh izerinde ¢’nin stirekli bir fonksiyonudur.
Bu nedenle, konveks olup olmadigini, Onerme 2.2.3’ e gore karar vermek
miimkiin olmaktadir:

dF,, F1(t) i (ka -k ks
Poalor g (@ - amat) 7 (B2 (k) - 2 -k,
dQFagF,;ll(t) 3 (ko —Fk

Eren et o 3 (14 )2~ akat) ( o ) (—ky)?.
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ka—k1 = (aa—aq) (1 — Fy (y)) olmak tizere, a; > o oldugundan bu ifade
Yy € Dp igin negatif olmaktadir. Dolayisi ile, ikinci tiirev her y degeri
i¢in tiim ¢’ lerde pozitif olmaktadir. Bu ise Fi,F,!(t) fonksiyonunun

(0, 1) tizerinde konveks oldugunu gosterir. O halde FGM ailesi igin, ay >
- F

o olmak tizere F,, 7 F,

soylenebilir.

, gibi bir konvekslik siralamasinin yapilabildigi

Onerme 4.6.2 FGM ailesinden olan herhangi bir F' dagilim fonksiyonu

c

i¢in @ < 0 ise, Fx|y 2 Fx’ dir.

Ispat: Fy siirekli oldugundan, Fx(z) = ¢ doniisiimii yapildiginda, x =
F3'(t) tammhdir. Buna gore, ¢, (t) fonksiyonu,

¢, (1) FxF'(t) [1+a (1 - Fy(y) (1 — FxFe'(t))]

tll+a(l—Fy(y)d-1)

bigiminde tammh olup, Yy € D i¢in (0,1) iizerinde ¢’ nin siirekli bir
fonksiyonudur. Buna gore, birinci ve ikinci tiirevleri,

d‘b;t(t) = 1ta(l-Fy(y)(1—1t) —ta(l-Fy(y),
d2
j;(t) = —2a(1- Fyly) (4.6.6)

biciminde bulunur. Yine Onerme 2.2.3’ e gore, a < 0 olmak iizere Vy €
Drp igin, —2a(1 - Fy(y)) > 0 olmaktadir. Dolays: ile ¢, (t) konveks

bir fonksiyon olup Fix|y 2 Fx gibi bir siralamanin yapilabildigi agiktr.
Bunun sonucu olarak, o < 0 i¢in FGM dagihminin ve dolayis ile ilgili

rasgele degigkenlerin X ve Y’nin NRB(X | Y) sergiledigi ssylenebilir.
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Benzer olarak, a > 0 igin (4.6.6) ifadesinden goriilecegi gibi, Vy € Dp igin

2
d 3;’2(75) < 0 olacagindan ¢, (t) konkav bir fonksiyon olmaktadir. O halde,

Y, (t) = ¢y_1(t) = FXF);lly(t) bi¢iminde tanimlanan fonksiyonun konveks

bir fonksiyon olmasi gerekmektedir. Onerme 4.6.1° de (4.6.5) esitliginden,

_1+a(l-Fr(y) - V1 +al - Fy(y)))? - 4a(l — Fy(y)t
2a(1 — Fy (y))

¥, (t)

bi¢iminde oldugu kolayca goriilebilir. Bu ifadenin ikinci tiirevi,

d*y, (t)
dt?

_3
2

=2a(1 - Fy(y)) [1+a(l - Fy(y)))* - 4a(l — Fy(y))t]

2 Py
bi¢ciminde olmaktadir. « > 0 igin d ;ptz(t) > 0 olup, Onerme 2.2.3’ e

gore, 9, (t) konveks oldugu sonucuna varmak miimkiindiir. Bunun sonucu

olarak, Fx 7z Fx|, oldugu soylenebilir. Boyle bir siralamanin varhg,

FGM dagilimmin « > 0 igin PRB(X | Y) anlaminda bir bagimhhg:
gosterdigini soylemektedir.

Bunu analitik olarak gorebilmek amaci ile s6z konusu FGM dagilimi igin,
kolaylik olmas1 bakimindan, marjinalleri U(0, 1) olan dagilim alinmigtir:

Flay) =syll+a(l-2)(1-y)] 0<z<1,0<y<1
a € [-1,1] olmak iizere, ¢, (t) = t[1 + a (1 —t) (1 — y)] bigiminde tanim-
lanir.  Sekil 4.1 de, y’ nin baz1 degerlerinde ¢, egrileri elde edilmistir:

a = 1i¢in ¢, egrileri, diagonalin tistiinde konkav olup, @ = —1 alindiginda
ise ¢, egrileri diagonalin altinda konveks olmaktadir.
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t

Sekil 4.1. Marjinalleri Diizgiin olan FGM dagilim
igin konveks siralama

4.7 Gumbel’ in iki Degiskenli Ustel Dagilim icin Konveks Siralama

Ortak dagilim fonksiyonu,

Flz,y)=1—e % —e Ve @HwHomy) o050 0<0<1
bigiminde olup, marjinal dagilimlar ise,

Fz)=1—-e* >0 ve Fly)=1-¢eY y>0
bigiminde olmaktadir (Kotz et al. 2000).

t € [0,1] olmak tizere, F;*(t) = — In(1—t) meveuttur. Soz konusu dagilim
i¢in kogullu dagilim fonksiyonu ise,

1—e @ — eV 4 e~ (@tytbay)

1—eY

Fxpy(z) = (4.7.1)

olarak tanimlanmaktadir. (4.7.1) ifadesine gore, ¢, (t) fonksiyonu asag-
daki gibi olmaktadir:
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t—e V4 e V(1)

6, (%) — (4.7.2)
(0,1) tizerinde Vy € Dp icin siireklidir. (4.7.2) nin ikinci tiirevi,
d?¢,(t) (14 0y)oy(l — )% eV

dt? 1—e¥

bigimindedir. Yy € Dp igin (4.7.3) ifadesi pozitif olmaktadir. Onerme
2.2.3" ten ¢, (t)nin konveks oldugu soylenebilir. O halde, bu aile i¢in de

Fxy Z Fx swralamasmi yazmakta bir sakinca yoktur. Buna gore, X ile
Y rasgele degigskenleri N RB sergilemektedirler.

4.8 1ki Boyutlu Keyfi Dagilim i¢in Konveks Siralama

Agagida, FGM dagihm ailesi gibi 6zel dagilimlarin disinda, keyfi olarak
belirlenen iki boyutlu siirekli dagilimlar igin, konveks siralama yolu ile
bagimhlik yapisinin ortaya ¢ikarilmasina iligkin iki tane ¢rnek verilmigtir.
Bu ¢rneklerden birincisi, bagimliligi ¢ikarabildigi duruma ikincisi ise ¢ikara-
madigl duruma ornektir.

Ornek 4.8.1 Marjinalleri U (-1, 1) olan (X,Y) rasgele degisken cifti icin
ortak dagilim fonksiyonu,

ym?w + sin(rz) sin(my) + 72w LY +1

F(x,y) = o T —1<z,y<1 (48.1)
bi¢iminde verilsin. Marjinal dagilimlan ise, Fx(z) = ’TH ve Fy(y) =

yTH bi¢iminde tanmimhdir. Buna goére, ¥ < y verilmisken, X rasgele
degigkeninin kogullu dagilim fonksiyonu,

1 ym2x + sin(mx) sin(ry) + 72z 1
P =35 PR 3
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bigiminde olacaktir. ¢ € [0,1] igin, Fiy'(t) = 2t — 1 yardimu ile,

1ym?(2t —1 sin (7w(2t — 1)) sin(w w22t — 1 1
L) boin a2 ) snle) £ P

(1)
esitligini bulmak miimkiindiir. ¢, (¢) fonksiyonu ne konvek ne de konkavdur.
Bunu Sekil 4.2’ den de gérmek miimkiindiir: y = % igin (;Sy(t) kirmizi renkli

egri ile, y = S igin ¢, (t) igin mavi renkli egri ile, ¢, (t) = t ise kesikli
gizgilerle gosterilmigtir.

075 T
057

025 T

Sekil 4.2. ¢(t) egrileri

c
Buna gore, Fx|, ile Fx arasinda global bir “2” siralamasi gegerli olma-
maktadir. Dolayisi ile, global bir bagimhilik yapisinin ortaya cikarilmasi
miimkiin degildir. Gergekten de, (4.8.1)” de verilen dagilim igin bagimlilik
tiirtiniin belirlenmesi zor olmaktadir.

Ornek 4.8.2 (X,Y) rasgele degisken cifti icin ortak dagilim fonksiyonu,

2 . .
Fla,y) = YT + 81n7£;r:r) s1n(7ry)7 0<ay<1 (4.8.3)
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bigiminde verilsin. Buna gore, marjinal dagilim fonksiyonlan Fx(z) = x
ve Fy(y) = y gibi elde edilir. Y < y verilmigken, X rasgele degiskeninin
kosullu dagilim fonksiyonu,

_ yr?x + sin(wz) sin(7y)

w2y
olup, Fx(z) = x = t doniigiimii ile,
2 . .
ym*t + sin(7t) sin(my)
o, (t) = - (4.8.4)

elde edilebilir. Goériildiigii gibi bu fonksiyon her bir y € (0,1) i¢in ¢’ nin
tiim noktalarinda stireklidir. Dolayisi ile tiirevlenebilir oldugundan, (4.8.4)
ifadesinin ikinci tiirevinin mevcut olmasi kogulu ile bu tiirev,

d?¢,(t) _sin(nt) sin(7y)

= 4.8.5

dt? Yy ( )

bigiminde bulunur. y € (0,1) ve ¢ € [0, 1] i¢in, sin(7y) ve sin(wt) ifadeleri
2 Py

pozitif oldugundan d j;g(t) < 0 olacaktir. Onerme 2.2.3’ ten, ¢, (t) konkav

oldugu soylenebilir, yani Fx 5 Fx|y siralamasi gegerlidir. Bu durumda,
X ile Y arasinda T'P» anlaminda bir bagimlhilik oldugu sonucu ortaya ¢ik-
maktadir.

4.9 Konveks Sirali Aile Uzerinde Bir Bagimlihik Olgiitii

2~ siralamasinin, bir bagimlilik siralamasi sergiledigi gibi, bagimsizlig1 da

ortaya gikardigi daha once isaret edilmisgti. (F.(Fx, Fy), Z) konveks sirali
ailesi tizerinde, bagimlihigin derecesinin de ne oldugunu 6lgmek 6nemli ol-
maktadir. S6z konusu F. ailesi, marjinalleri belli siirekli dagilimlar ailesini
gosterdigine gore, bu aile iizerinde tanimlanan 6l¢iit ister istemez yerel (lo-
cal) bagimhlik 6l¢iitii olmaktadir.

Tek boyutlu uzaylara doniilecek olunursa, [0,1] x [0,1] birim karesi
iizerinde, birinci diagonalin altinda kalan alan ile, ¢(t) egrisi altinda kalan
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alanim biiyiikliigii ile ilgilenmek yararh olabilir. Buna gore, ¢(t) = FG~1(t)
konveks fonksiyonunun (0, 1) {izerinde entegrali, sifira ne kadar yakinsa F
dagilimi G dagilimindan stokastik anlamda o kadar kiigiik olmaktadir. Ak-
sine, bu alan %’ ye ne kadar yakin ise, F' dagilimi G dagilimina o kadar
yakin olmaktadir. Dagilimlarin birbirine esit oldugunu ancak, ¢(t) =
FG~1(t) = t durumunda sdylemek miimkiindiir. Sekil 3.1’ e bakihrsa,
dagilimlarin stokastik olarak bir birine yakinliginin 6lgiisiinii,

/ (t — 6(t)) dt (4.9.1)
0

bigiminde tamimlamak miimkiin olmaktadir. (4.9.1) ifadesi ile verilecek
olan olgiitiin normalizasyonu yapildiginda,

j (t—¢(t))dt !
O ="—F——=1- 2/¢(t)dt (4.9.2)
Jtdt 0
0

gibi bir slciit elde edilebilir. ¢(t) konveks ve pozitif tanimh oldugundan
dolay1 0 < ¢(t) < t arasinda degerler alacaktir. O halde, Iz ) pozitif
tamiml olup degerlerini [0, 1] arasinda almaktadir:

pgy = 0<= F =G hemen hemen her yerde (hhhy),

(4.9.2) ifadesinin bagka tiirlii de yorumu yapilabilir: X degigskeni G gibi
bir dagilima, Y degiskeni de F' gibi bir dagilima sahip olsun. Bu durumda,
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1 1 0o

1‘?/“”“ 1—2/Faﬂamﬁzy—g/F@mG@)

0 0 —o0

= 1-2EG(F(X))=1-2P(Y < X)

esitligi saglanmaktadir. Buna gore, F' = G ise, P(Y < X) ve P(X <Y)
olasiliklar1 egit olacaktir. Buise X ve Y’ nin stokastik anlamda egit oldugu
anlamina gelmektedir.

Bu diisiincenin iki boyutlu uzaya taginarak, bagimliligin derecesinin 6l¢ii-
lebilmesi i¢in agagidaki gibi bir yontemi énermek miimkiindiir:

B, (t) = Fx|,Fx'(t) fonksiyonu Vy € Dp icin (0,1) tizerinde konveks
oldugu varsayilsin. Boylece, Sekil 4.2’ deki gibi bir durum séz konusu
olmayacaktir. Ciinkii ¢, (t) egrileri hem Fx’ in hem de Fy’ nin destek
kiimelerine bagl olarak, qﬁy( ) =t dogrusunun iizerine ¢gikamayacaktir; en
fazla ¢,(t) = t olabilir, iistelik diagonalin altinda (0,1) tizerinde her bir
Yy € DF i¢in konveks olmak zorundadir. Bunun yanisira, Lemma 4.2.1° e
gore, ¢y(t) 1’ nin azalmayan bir fonksiyonu idi. Bagimlilik halinde y —
—00, (00) durumlar konveksligin ug noktalar: idi. ¢, (¢)’ nin konvekslik
bakimindan en iistiin oldugu durum y — —oo iken, konveksligin artik
lineerlik olacag ¢, () = t durumu y — oo oldugundadir yani en konvekslik
bakimindan en kiigiik konvekslik olmaktadir. ¢, (t) = ¢ egrisinin tizerinde,
konvekslik bozulmaya baslayacaktir. Verilen her y icin, ¢y(t) egrileri bu
ug¢ noktalarin arasinda kalmaktadir. Yine Lemma 4.2.1° nin bir sonucu
olarak, Yy € R icin,

] t—o,(t) (4.9.3)

ifadesi ’ nin azalan bir fonksiyonu olmaktadir. Buna gore (4.9.3) ifadesi
y — —oo iken en biiyiik degerine y — oo iken en kiiciik degerine ulaga-
caktir. Bagimhilik ol¢iitii tanimlanmaya galisildigina gore, dogrusalliktan
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ayrilmanin bir cezasi olmali, bu nedenle en biiyiik alana en kiigiik agirlik,
en kiiciik alana ise en biiyiik agirlik, Y’ nin marjinal olarak dagiligina gore
verilmelidir. Buna gore,

0< 7 ](t—(by(t)) dt | dFy (y) <7 ]tdt dFy () (4.9.4)

esitsizligi herzaman gegerli olmaktadir. (4.9.4) esitsizligine dayali olarak
olciit su sekilde tanimlanabilir:

Of [1 (t—,(1)) dt} dFy (y oo 1
HC: —oo LO

; [} ] » )=1—2 / / 6, (dtdFy (y) (4.9.5)
tdt| dFy (y A

—00

11¢ olgiitii, ¢, (t) = Fxy F '+ (t)” nin konveksliginin bir derecesini goster-
mektedir, yani kogullu dagilim ile marjinal dagihim arasinda konveks sirala-
ma iligkisine goére lineerlikten ne kadar ayri oldugunun bir 6lciisiidiir de-
nilebilir. Isin icine marjinal dagihmlar girdigine gore, aym zamanda,

~

<.7:C, 7~ | sirali ikilisi {izerinde bir bagimhilik 6l¢iitii olarak da goriilmesi

miimkiindiir. Buna gore,
I = 0= Fx‘y = F¥,

[ = 1<+=Vye€ Driging,(t)=0

gibi yorum yapilabilmektedir. (4.9.5) esitligini agagidaki gibi ifade etmek
de miimkiindiir:

II° = 2E7 [Ep, {(T —¢,(T))}] (4.9.6)
Burada T' ~ U(0,1) ve Fy’ den bagimsizdir.
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5. TARTISMA ve SONUC

c
5.1 Sonug 1 F, iizerinde “22” ve “<” kismi siralamalarinin her ikisi birden
taniml olsunlar. Ayrica ¢,,, (t) konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

ve (Fe, <) sirali ikilileri izomorfiktir. Buna

Cr ~

Tamm 2.1.6’ ya gore, <.7: 9

gore,

(&
Yy € Dr icin Fy, Z Gx|y <= F(z,y) < G(z,y)
gibi bir sonug ortaya gikmaktadir. F, G € F, olmak {izere, herbir y € D
i¢in Fx|, 77 Gx)y gecerli olsun. Buna gore, Lemma 3.1.1 (vii) 6zelliginden

FX‘yG}}y(t) <t saglamr. G|, (x) = t almirsa, Fixjy(z) < Gxy(x) elde

edilir. Dolayisi ile Fx, 77 Gx|y, = F(z,y) < G(x,y) saglanir. Tersine

c
F(z,y) < G(z,y) gegerli olsun, “7” ve “<” nin her ikisinin de tanimh

c
olmasi, “<” iligkisine gore yapilan siralamanin ayni zamanda “27” iligkisine
gore yapilan siralamay1 gerektirdigi aciktir. Oyle ki, Fx|,(z) < Gx|y()

C
ve G;ﬁy(t) = z alinirsa, FX|yG;(}y(t) <t elde edilir. Bu ise Fx|, = Gxy
siralamasinin yapilabilecegini gosterir.

Cy ~

5.2 Sonug 2 (.7: >‘> konveks sirali ailesi i¢in, F, G € F_. olmak iizere,
Sonug 1 goz 6niine alinir ise, her bir y € Dp i¢in Fx|, Z Gx|, = F << G

dir. Dolayis1 ile Alt Boliim 4.9’ da verilen I1¢ 6l¢iitii aynmi zamanda F' ve
G arasindaki uyum olgiitiinii gostermektedir.

Cy ~

5.3 Sonug 3 (f >‘> konveks sirali ailesi i¢in, F, G € F_. olmak iizere,

c
¢, va konvekstir ya da konkavdir. Dolaysi ile ya F, =7 Gx|, siralamasi

C (&
vada G x|, Z Fx|, siralamasi gegerlidir. Bu durumda “ 227 iligkisi, Tanim
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2.1.7" deki A3 aksiyomunu saglamasi nedeni ile basit siralama 6zelligini de
tagimaktadir.

Ikinci durum ise, “~=” siralamasimin tam siralama ozelliklerini tagimasi
durumudur; F. C F(Fx, Fy) olsun, dyle bir Fy|, € F(FX,Fy) vardir
ki, . ailesinden olan herbir G x|y dagilimi igin Fix|y 5 G x|y gegerli ise,
Fxy = Fy Xy (Fréchet alt sinir ile tamimlanan kogullu dagihm) dir. Bu

c
durumda, “>” siralamasi tam (iyi) siralama olmaktadir.

5.4 Sonug 4 F ve G siirekli d.f.” lar oldugunda, tek boyutta verilen
“ =7 siralamasi, negatif olmayan rasgele degigkenler i¢in, Tanim 2.1.8’ de

. C
verilen stokastik siralamay1 gerektiren bir yapiya sahiptir. Oyle ki, F' =G
olmasi, F' > G olmasim gerektirmektedir. Buna gore,

(1-G(y)) dy,

=
=
I

(1—-F(x))dx

&
>
Il
0\8

integrallerinin varhg altinda, G(y) = u déniigtimii yapilirsa, destek kiime-
leri ayn1 oldugundan,

E[Y] = /1fudG w),
0

BIX] = /1—FG W) dG ()
0
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biciminde yazilabilir. Lemma 3.1.1 geregi, FG~!(u) konveks ise, Vu €
[0,1] igin FG~(u) < u olacagindan,

E[Y]<E[X] =Y 3 X

gerektirmesi yazilabilir buradan da,

(&
FrG=Y=tX

gerektirmesi elde edilmig olur. Bu sonucu Alt Boliim 2.3” te verilen tek
boyutlu siralamalar igin verilen gerektirmelere eklemek miimkiin olabilir.

5.5 Sonug 5 {Fy, 0 € O}ailesi § parametresine gore konveks sirali aile
olsun. Alt Boliim 3.2’ de verilen konveks sirali aileler i¢in agagidaki gibi
bir durum s6z konusudur;

H():XNF92 H019:92
ya da
H,: X ~ Fy, H,:0=0,

05 > 01 icin testi sinanmak istensin. Neymann-Pearson Test Prosediiriine
gore, test istatistigi,

1, z<c

0, T >c

olmaktadir. ¢ sabiti, birinci tiir hata denilen a degerine gore belirlenmek
istensin. Buna gore,

P(Hy| Hy) =a= Py, (x <c)=Fy,(c)

esitligi yazilabilir. ¢ sabiti, yukaridaki egitlikten g¢ekilirse ¢ = Fe_zl(a)
olarak bulunur. Testin giicii icin,

P (Ho | Hy) == Py, (z < c) = Fy, (Fg,'(a)) = ¢ (a)
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esitligine ulagilmaktadir. tanimdan dolay1, ¢(a) konveks bir fonksiyondur.
Dolayisi ile, qﬁ*l(a) konkav bir fonksiyon olmaktadir. Verilmig bir o degeri
igin, giicii enbiiyiikleyen deger ¢71(o¢) olmaktadir. Literatiirde bu egriye
konsantrasyon fonksiyonu denilmektedir (Lehmann 1986).

2

c
5.6 Sonug 6 “ 7 7 siralamasinin, Alt Boliim 2.7’ de verilen, “ <rp, 7,
“ <prp 7 ve literatiirde tanimh olan daha bir¢ok bagimhlik siralamasi

tiirleri ile olan iligkilerini de vermek miimkiin olabilir. Ancak “<pxp” ve
son yillarda onerilen “<gor ap” siralamalar: dikkati ¢ektiginden bu sirala-

CH ~v

c
malar arasinda kargilagtirma yapilmigtir. Burada asil amacin, <.7-" >'>

ikilisi tizerinde konveks siralamanin bagimlilik yapilarimi ortaya gikarip
¢gikarmadigini tartigmak oldugunu gozden kacirmamak gerekir.

C) ~ ~

c c
5.7 Sonug 7 (]—' >) sirali ikilisi tizerinde, “ = 7 swralamasimn, TP,

anlaminda bagimlihig1 da gosterdigi, Alt Boliim 4.2.3 ve Onerme 4.3.1 ne-
deni ile soylenebilir. Hig kugkusuz, baz yazarlar [0, 1] x [0, 1] birim karesi
iizerinde, birinci kogegenin tist kisminda konveksligi kullanarak 7' P, bagim-
liligini elde etmiglerdir. Bu g¢aligmada konvekslik kavrami kullanilarak
marjinalleri belli siirekli dagilimlar ailesi icin ilk kez bir siralama tanimi
yapilmigtir. Buna gore, ¢y,y(t)’ nin konveks olmasi T'P, anlaminda bagim-
liligr gostermektedir. Bu durum literatiirde karigikliga yol agmamas: i¢in
(4.3.7) denkligi ile verilmistir.

5.8 Sonug 8 Tanim 2.7.4° te, Averous ve Bernadet (2000) tarafindan 6ne-

Cr ~

C
rilen <sox ap siralamasi, Onerme 4.4.1’ in sonucu olarak, (}" >> ailesi

c
iizerinde “ 7~ 7 iligkisine gore, gerektirme bakimindan zayif kalmaktadir.

5.9 Sonug 9 Onerme 4.2.1° de verilen ¢y, fonksiyonu, eger konkav ise,
TP, ve PRB anlaminda bagimliliklari, konveks ise, zayif anlamda NRB’

C) ~

yi gosterdigi soylenebilir. (.7-' >) kismi siral ailesi i¢in (2.6.6) da verilen
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TP, ve PRB yi bagimhhk tiirlerini ¢,,, donigiimii ortaya gikmaktadir
denilebilir. (Hatirlanacag: gibi PK B(N K B) tiiriindeki bagimlilik ¢, nin
konkav (konveks) olmasi durumunda ortaya gikmakta idi).

c

5.10 Sons6z F. siirekli dagilimlar ailesi tizerinde tanimlanan “ >~ 7 sirala-
masinin, kesikli dagilimlar ailesi i¢in de kullanilabilmesi i¢in g6yle bir yolu
onermek miimkiindiir; A Lebesque o6lgiisiine gore ya da bu dagihim ailesin-
deki dagihmlara hakim olan (domine eden) bagka bir atomsuz dlgiiye gore,
soz konusu kesikli dagilimlarin regiilarizasyonu yapilarak, konveks sirala-
manin regiilarize edilmis uzayda tanimlanip tanimlanamayacagin aragtir-
maktir. Kendi bagina apayr1 bir ¢aligma ve tartisma konusu gerektirmek-
tedir.

Bu nedenle, iki boyutlu dagilhimlar icin konveks siralamanin sadece F,.

ailesi tizerinde bir bagimlilik siralamasi gosterdigi ve ayni zamanda da
C
Fe, >') konveks sirali ailesi tizerinde bazi bagimhlik tiirlerini saptaya-

bilen bir yapiya sahip oldugu, caligmada tartisilmig, buna bagl olarak
[

sonuclar1 da gosterilmigtir. F. ailesi i¢in tanimlanan >N;” siralamasinin,
bagimhilik yapilarinin belirlenmesinde kullanilmasi amaciyla, literatiirde
yerini almasi umulmaktadir.
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tistik Boliimii’ nden, 1997 yilinda Istatistikci tinvan ile mezun oldu. Aymi
yil, A.U. Fen Bilimleri Enstitiisii Istatistik Anabilim Dali’ nda Yiiksek
Lisans 6grenimine bagladi. 2000 yilinda Istatistik Uzmani olarak dere-
cesini aldi. Aymi Enstitiiye bagh olarak, 2000 yihinda doktora ¢grenimine
baglad.

Ilgi alanlari, yogunlasma ve seyrelme fonksiyonlari, bagimlilik yapilari,
bagimlilik siralamalar1 gibi konulardir.

Kasim 1999 tarihinden bu yana, A.U.F.F. Istatistik Boliimii’ nde Arastirma
Gorevlisi olarak gorev yapmaktadir.
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