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KUANTUM KORELASYONLAR VE KLASIK KORELASYONLAR
Adem TURKMEN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Fizik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Abdullah VERCIN

Bilesik sistemlerin sahip olabilecegi; klasik korelasyonlar, kuantum dolaniklik, kuantum
diskort ve dissonans gibi korelasyonlarin nicelendirilmesi ve siiflandirilmasi son on
yilda yogun calismalarin konusudur. Bir kismi ancak son yillarda fark edilmis olan bu
korelasyonlar, kuantum bilisim ve kuantum bilgisayim kuramlarindaki uygulamalar
i¢in; nicelendirilebilir, kontrol edilebilir, islenebilir, iletilebilir ve tiiketilebilir baslica
kuantum kaynaklaridir. Bu ¢alismada ilk olarak korelasyonlar agisindan kuantum
sistemlerin durumlar uzayinin genel yapisi tanitilmistir. Sistemlerin 6l¢iim siireclerinden
etkilenme derecelerine gore korelasyonlarin klasik ve kuantum korelasyonlar olarak
karsilikli bilisim araciligiyla smiflandirilmasi ele alinmistir. Tiim bu korelasyonlarin
bagil entropi yoluyla nicelendirilmeleri de incelenmistir. Saf ve saf olmayan
durumlardan secilen karakteristik ornekler belli ayrintilarla tanitilmis ve sozii edilen

nicelendirme yontemleriyle korelasyon analizleri yapilmistir.

Eyliil2012, 76sayfa

Anahtar Kelimeler: Korelasyon, klasik korelasyon, dolaniklik, ayrilabilirlik, diskort,

dissonans, bagil entropi, von Neumann entropisi, karsilikli biligim.
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The quantification and classification of the correlations that compound system may
have; such as, classical correlations, quantum entanglement, quantum discord and
dissonance, are subject of intense studies in the last decade. These correlations, some of
which are recognized only recently, constitute the major quantum resources that can be
quantified, controlled, processed, transmitted and exploited in many applications of
quantum information and quantum computation theories. In this study the general
structure of the state space of quantum systems is first introduced from the perspective
of correlations. By the degree of measurement induced-disturbance, classification of
correlations by means of mutual information as classical and quantum correlations is
then taken up. The quantification of all of these correlations via relative entropy is
studied as well. As application, selected characteristic pure and non-pure state examples
are presented in some details and their correlation analysis are carried out with

thementioned quantification methods.
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1.GIRIS

Bilesik sistemler, birbirinden uzaysal olarak ayrilabilen veya kinematik olarak ayirt
edilebilen altsistemlerden (bilesenlerden, pargalardan) olusan sistemlerdir. Bu ¢calismada
yapilacak incelemelerde bilesenleri uzaysal olarak ayrilabilen bilesik sistemler
incelenecektir. Sistemin bilesenleri arasindaki karsilikli iligkileri betimleyen korelasyon

kavrami, bilesenlerin bagimsiz olma durumlarindan ne kadar uzak oldugunu gosterir.

Bilesik sistemlerdeki korelasyonlarin karakterize edilmesi ve nicelendirilmesi dnemli
problemlerdir. Bunlarin anlasilmasinda kuantum fiziginin iki karakteristik 6zelligi;
listiiste gelme (superposition) ve siradegismeme (noncommutativity) Ozellikleri One
cikmaktadir. Bilindigi gibi Ustiiste gelme 0Ozelligi klasik fizikte sadece klasik dalga
teorisinde vardir. Kuantum mekaniginde ise istiiste gelmeyle her yerde karsilagilabilir.
Ayrica kuantum mekaniginde iistiiste gelen,klasikte hi¢ karsilasilmayan olasilik
genliklerinin {istiiste gelimidir. Bilesik kuantum sistemlerdeki klasik karsiligi olmayan
korelasyonlar bu iki 6zellikten kaynaklanmaktadir. Bu nedenle korelasyonlarla ilgili
calismalar bu iki ozellik etrafinda yogunlasmaktadir. Bu calismalarda verilen bir
durumun ayrilabilir (separable) ya da dolanik (entangled) oldugunun belirlenmesi
amaclanmistir. Ayrilabilir durumlarin tanimi yapilmis (Werner 1989), dolanik durumlar

ise ayrilabilir olmayan durumlar olarak tanimlanmustir.

Bu tanim dolanik ve ayrilabilir durumlari tanimlama imkéni saglamasindan dolay1
onemlidir. Tanimin kavramsal giiclinii inkdr etmemekle birlikte, uygulamada c¢ogu
durumda zorluklarla karsilagilir. Verilen bir duruma yukaridaki tanim1 uygulamak ¢ogu
durumda kolay degildir. Bunun 6nemli sebebi, ayrilabilir durumlarin gosteriminin tek
(unique) olmamasidir. Bu zorluklardan dolayr verilen bir durumun ayrilabilir yahut
dolanik oldugunu belirlemeye yonelik birgok kriter de ortaya koymak gerekmistir

(Peres-Horodecki kriteri, indirgeme kriteri vb.).

Bu smiflandirmada dolaniklik, genellikle kuantum korelasyon olarak anlasilmistir. Bu
tanim bazi 6zel saf durumlar i¢in uygun olsa da saf olmayan durumlarda oldukca

problemlidir. Ciinkii ayrilabilir durumlarda da kuantum korelasyonlarin olabilecegi son



on yilda yapilan c¢aligmalarla gosterilmistir (Zurek 2002, Henderson 2001). Bu
calismalarda kuantum korelasyonlar dolanikligida igeren daha genel bir kuantum
korelasyon: kuantum diskort olarak incelenmektedir. Yani kuantum korelasyon sadece
dolaniklik degildir,dolaniklik disinda da kuantum korelasyonlar vardir. Dolaniklik

kuantum korelasyonun 6zel ve dnemli bir tiirtidiir.

Kuantum diskort ilk olarak Ollivier ve Zurek tarafindan 2001yilinda gelistirilmis bir
kavramdir (Zurek 2002). Ayn yil i¢erisinde Henderson ve Vedral’ de bagimsiz olarak
bilesik sistemlerde dolaniklik disinda da kuantum korelasyonlar oldugunu
gostermislerdir (Henderson 2001). Doksanli yillarin sonlarina dogru yapilan bir¢cok
calismada dolaniklik hi¢ yokken ya da cok azken dahi bazi bilesik sistemlerde klasik
korelasyonlarla elde edilemeyecek kuantum avantajlarin olabildigi gosterilmistir. Ornek
olarak; kuantum kriptolojide dolanik olmayan kuantum durumlar kullanilmakta ve bu
durumlar klasik kriptolojiyle elde edilemeyecek {iistiinliikler getirmektedir. Diger 6nemli
bir drnek de DQC1 durumlaridir (kesim 6.2.3° de bu durumlar incelenmistir). Bu
durumlarda sistem ¢ok az dolaniklik igcermesine ragmen kuantum bilgisayimsal

hizlanmalar olabilmektedir.

Bilesik sistemlerde farkli korelasyonlarin da oldugunun anlasilmasi ve korelasyonlarin
anlagilmasinin ~ basta  kuantum  bilisim(quantum  information) ve kuantum
bilgisayim(quantum computation) kurami olmak iizere birgok disiplin i¢in dnemli hale
gelmesinden dolayr bu konularda farkli yaklasimlara ihtiya¢ duyulmustur. Ciinki
korelasyonlar; kuantum bilgisayimsal modeller ve uygulamalar igin islenebilir, kontrol
edilebilir, aktarilabilir, nicelendirilebilir ve tiiketilebilir kaynaklardir. Bu nedenle
korelasyonlarin smiflandirilmas1 ve varolan korelasyonlarin nicelendirilmesi 6nem
kazanmaktadir. Korelasyonlarin nasil nicelendirilecegi de heniiz {izerinde uzlasilmamis

bir konudur. Bu nedenle nicelendirmeyle ilgili de farkli yaklagimlar vardir.

Bu c¢alismanin ikinci boliimiinde korelasyonlar agisindan durumlar uzayimnin;
birbirlerinden ayrik iki kiime olan dolanik durumlar ve ayrilabilir durumlar kiimesi ve
ayrilabilir durumlarin alt kiimeleri olan ¢arpim durumlar ve klasik durumlar olarak
temel 6zellikleri incelenmistir. Bu incelemede durumlar uzaymin tiim alt kiimelerinde

taniml1 yogunluk islemcilerinin genel yapisi tanitilmis ve bu yapinin korelasyonlar



acisindan anlamina deginilmistir. Durumlar uzayi en iyi bilinen durumlar olan tek-kiibit
durumlart ve iki-kiibit durumlar1 ele alinarak saf iki parcali durumlarin dolanik ya da
ayrilabilir oldugunun belirlenmesinde gerek yeter kosul olan Schmidt ayrisimi

tanitilmustir.

Ugiincii ve dordiincii boliimlerde korelasyonlarm nicelendirilmesinde kullanilacak olan -
kuantum dlgiimlerin ve entropilerin tanitimi yapilmustir. Ugiincii boliimde kuantum
Olglimiin tanim1 ve en c¢ok kullanilan iki kuantum Olglim tiirii olan izdiisiimsel
(projective) Olcim ve POVM (positive operator-valued measure) olarak kisaltilan
Olclim tiiriinlin Ozellikleri incelenmistir. Dordiincti boliimde ise bilisim kuraminda
entropinin anlami tartisilarak klasik ve kuantum bilisim kuraminda tanimlanabilecek

entropi tlirlerinin temel 6zellikleri korelasyonlar agisindan ele alinmstir.

Besinci boliimiin ilk kesiminde 6l¢tim etkisi ile iki parcali sistemlerdeki korelasyonlarin
klasik ve kuantum korelasyonlar olarak ayrimi ve her iki korelasyon tiiriiniin karsilikli
bilisim (mutual information) yoluyla nicelendirimi yapilmigtir. Burada o6l¢iim
uygulanmis durumlarin klasik olmasi1 6zelligi kullanilarak sistemdeki toplam klasik
korelasyon Ol¢iim uygulanmig durumda var olan toplam korelasyon olarak
hesaplanmistir. Sistemin toplam korelasyonundan klasik korelasyon miktar1 ¢ikarilarak
toplam kuantum korelasyon miktar1 belirlenmistir. Sonraki kesimlerde ise
korelasyonlarin biitiinciil bir yaklagimla basit tek bir toplamsal denklemde yazimi ve
tim korelasyonlarin bir diyagram iizerinde gosterimi yapilmistir. Bu yaklasim
korelasyonlarla ilgili karsilastirma imkani saglamasindan dolayr 6nemlidir. Burada
bilesik sistemlerde var olabilecek tiim korelasyon tiirleri; klasik korelasyonlar, kuantum
diskort, kuantum dissonans ve kuantum dolaniklik olarak incelenmistir. Bu incelemede
korelasyonlarin  temel oOzelliklerinin  yan1 sira  korelasyonlar1  nicelendirmede
kullanilacak yontemlerin saglamasi gereken kosullaradeginilmis ve bu kosullar goz
Oniline alinarak nicelendirme icin bagil entropi (relative entropy) tercih edilerek bu

yontemle korelasyon tiirlerinin hesaplanma bagintilar1 verilmistir.

Son boliimde ise saf ve saf-olmayan durumlardan segilenkarakteristik orneklerin genel
Ozellikleri ve besinci boliimde oOnerilen korelasyon analizlerinin bu 6rneklere

uygulamalar1 yapilmistir.



Bu tezde sikg¢a kullanilan birbirlerine dik |0) ve |1) hesaplama bazlarinin matris

temsilleri:

0) = ((1)) 1) = ((1)) (1.1)

seklindedir. Ayrica bilisim icerikleri bit olarak nicelendirime uygun olmasi i¢in entropi

ile ilgili tiim hesaplamalarda logaritma fonksiyonu iki tabaninda alinmastir.



2. KORELASYONLAR ACISINDAN DURUMLAR UZAYI

Kuantum mekaniginde sistemlerin saf durumlari, {izerinde pozitif tanimli Hermitesel bir
i¢ ¢arpimin tanimli oldugu ve Hilbert uzay1 olarak tanimlanan kompleks bir vektor
uzay1 olusturur. Sistemlerin saf olmayan kuantum durumlar1 da bu Hilbert uzayinda
tanimli ve p ile gosterilen yogunluk islemcileri (density operators) veya yogunluk
matrisleriyle (density matrices) temsil edilir. Yogunluk islemcileri sistemlerin saf ve
saf-olmayan durumlarinda gegerli genel bir formalizmdir. Burada saf durumlar, tanimli
oldugu durum uzayinda bir vektorle temsil edilebilen durumlardir. Yogunluk islemcileri
acisindan bir bilesik sistemin yogunluk islemcisi p olmak {izere, sistemin saf durumda
olmast igin gerek ve yeter kosul p? = p olmasidir. Saf-olmayan durumlar ise bu sekilde
bir vektorle temsil edilemeyen durumlardir. Yogunluk islemcileri; 6zvektorlerin gerdigi
Hilbert uzaymnin bir alt uzayindan secilen saf durumlara karsilik gelen izdiisiim
islemcilerinin konveks bir bilesimi olarak yazilabilir. Bu islemciler birim izli, pozitif
islemcilerin olusturdugu bir konveks kiime olusturur (Sakurai 1994). Pozitif islemciler
kiimesi konveks bir kiime oldugu i¢in yogunluk islemcilerinin her tiirlii konveks
bilesimleri de olas1 bir yogunluk islemcisidir. Bu islemcilerin matris temsillerine
yogunluk matrisleri denir. N saf duruma sahip bir sistemin yogunluk matrisleri de N*-1

gercgel boyutlu bir konveks kiime olustururlar (Bengtsson 2006).

Yogunluk islemcileri; birbirlerinden bagimsiz olarak her biri |y;) saf durumlarinda
hazirlanmisg sistemlerin, bu saf durumlarina karsilik gelen |P;)}(y;| izdlisim

islemcilerinin

p=Xipil¥)Wil , pi=0, p;€[01], X;p;=1 , Viigin (2.1)

seklinde bir istatistiksel karigimi olarak yazilir. Buradap;’ler sistemin bilesenlerinin
|Y;) durumunda bulunan miktarinin kesirsel oranlarini veren olasiliklardir. [y;) durum
vektorleri bire boylandirilmis olan fakat dik olma zorunlulugu olmayan saf durum
vektorleridir. Yogunluk islemcileri ifadelerinde olasilik genlikleri yer almaz sadece
olasiliklar yer alir. Bu nedenle burada esuyumlu olmayan (incoherent) bir karigim

(convex mixture) soz konusudur.



Bilesik sistemlerde sistemin durumlar uzayi, sistemi olusturan altsistemlerin durum
uzaylarinin tensorel carpimi olarak yazilir. Ilk bileseninin Hilbert uzay1 H; ikincisinin
H, ve n.sinin H, olan n-par¢ali bir bilesik sistemin H Hilbert uzayi;; H =
HiQH, ® ... ®H,, tensor carpimiyla belirlenir. H;’lerin tiimii sonlu ve d; boyutlu ise
H de sonlu ve d = dqd; ...d,, boyutludur. Boyle sistemlere d;®d,® ... ®d,, tipindedir
denir ve H; = C% yazilabilir (C kompleks sayilar kiimesidir). #;’lerden en az birisi
sonsuz boyutlu ise '’ de sonsuz boyutludur (Bu calismada sonlu boyutlu bilesik

sistemler ele alinacaktir).

Kuantum mekaniginde bilesik sistemlerin durumlar uzayi tensorel genisler ve buna
bagli olarak da durumlar uzayinin boyutu ¢arpimsal artar. Klasik mekanikte ise sistemin
durumlar uzayi sistemi olusturan bilesenlerin durum uzaylarinin kartezyen carpimi
seklinde yazilir ve boyut toplamsal artar. Durumlar uzayindaki bu farklilik kuantum
mekaniginde bilesik sistemlerin, klasik karsiligi olmayan korelasyonlara sahip

olabileceklerini vurgular.

Hilbert uzayi iki boyutlu olan; yani iki girilebilir durumlu herhangi bir sisteme ve boyle
bir sistemin sahip olabilecegi herhangi bir (saf ya da saf olmayan) kuantum durumuna
kiibit (qubit=quantum bit) sistemi ve kiibit durumu denir (Schumacher 1995). Herhangi
bir spin — 1/2 pargacik, kutuplanma durumu agisindan bir foton ve sadece iki enerji
seviyesiyle ele alinan bir ¢ekirdek, atom ya da molekiil birer kiibit sistemidirler. Kiibit
terimi hem sistemi hem de onun durumunu belirtmek i¢in kullanilir. Bilesenleri de birer
kiibit olan iki parcali bir sisteme iki-kiibit, {ic pargali bir sisteme iig-kiibit ve ¢ok parcali
olanlarina da g¢ok-kiibit sistemleri denir. Ug girilebilir durumlu bir sistem ve bunun
herhangi bir durumuna da kiitrit (qutrit) denir. Benzer sekilde, d girilebilir durumlu bir
sistem ve bunun herhangi bir durumu i¢in kiidit ve ¢oklu kiidit terimleri de

tanimlanabilir.

Durumlar uzaymin yapisi en iyi bilinenler tek-kiibit sistemleridir.Bu sistemlerin
yogunluk matrisleri:a = (x,y,z) gercel bir vektdr olan kutuplanma vektoriinii, o =

(0x, Oy, 0,)Pauli spin matrislerini gostermek tizere



seklindedir. matrisinin 6zdegerleria=||a||cinsinden,

olarak bulunur. Yogunluk matrislerinin pozitifli§inden dolay1 tiim 6zdegerlerin pozitif
olmast bunun i¢in de olmas1 gerekir. durumu her iki 6zdegerinde sifirdan
farkli ve pozitif oldugu bir saf-olmayan durumu, durumu ise Ozdegerlerden
birinin bir digerinin sifir oldugu ranki bir olan saf izdiisiim islemcilerini gostermektedir.
Sonug olarak tek-kiibit durumlarinin saf ve saf-olmayan tiim durumlari, ii¢ boyutlu ve

birim yarigapli asagidaki gibi Poincaré-Bloch yuvaridir.
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Sekil 2.1 Poincaré-Bloch yuvari

Bu yuvarin yiizeyi saf kiibit durumlarini, i¢ noktalar1 saf-olmayan kiibit durumlarini,
yuvarin merkezi ise en saf olmayan (maximally-mixed) durumu gosterir. Burada en saf

olmayan durum, d boyutlu bir sistemin yogunluk islemcisinin;



seklinde tiim 6zdegerlerin esit ve 1/d oldugu durum olarak tanimlanir. Bu tanima gore

en saf olmayan tek kiibit durump = /2 olur.

Son yillarda yapilan ¢aligmalarla tek-kiibit sistemlerini izleyen en basit sistemler olan
iki-kiibit sistemlerinin durum uzaylarinin genel yapisi da kismen anlagilabilmis ve
kosegen Bell durumlarinin ii¢ boyutlu temsilleri, koseleri iki birim boyutlu bir kiipiin
dort kosesinde olan diizgiin bir dort yiizlii olusturacak sekilde, sekil 2.2° deki gibi
oldugu belirlenmistir.

Sekil 2.2 Iki-kiibit durumlari (Lang 2010)

Burada diizgiin dort yiizliiniin koseleri dort Bell durumlarini, koseleri diizgilin
dortyiizliiniin kenarlarinin ortasinda bulunan ve yesil renkle gosterilen igerideki diizgiin
sekiz yiizlli ise ayrilabilir durumlart géstermektedir. Diizgilin sekiz yiizliinlin ylizeyleri
de ayrilabilir durumlara dahildir. Diizgiin sekiz yiizlii disinda kalan diizgiin dort

yiizliinlin dort parcasi ise dolanik durumlar1 gostermektedir (Lang 2010).

Bunlarin  disindaki  durumlarin  durum  uzaylarinin  yapist  heniiz  ayrintili
bilinmemektedir. Bu konudaki genel bilgiler; saf durumlarin durumlar uzaynin
smirinda yer aldigi fakat sinirda saf-olmayan durumlarin da olabilecegi (tek-kiibit
durumlarinda smirda yalnizca saf durumlar yer alir) ve saf durumlara en uzak noktada

en saf olmayan durumun yer aldigidir.



Korelasyonlar agisindan bilesik sistemlerin kuantum durumlari: ayrilabilir durumlar
kiimesi S ve dolanik durumlar kiimesi £ olmak iizere kesisimleri bos kiime (@) olan iki

biiyiik sinifa ayrilabilir.

&€= Dolanik durumlar uzay1 ve § = Ayrilabilir durumlar uzayi ise,

{Tim durumlar uzay1} = EUS,ENS = 0. (2.5)

Bundan sonraki kesimde tanitilacak olan ayrilabilir durumlar ¢arpim durumlar1 ve
klasik durumlar1 da igeren bir kiimedir. Ancak dolanmik ve ayrilabilir durumlarin
tanimlar1 saf ve saf-olmayan durumlarda farkli oldugu i¢in ayr1 ayri incelenmeleri
gerekir. Asagidaki ilk kesimde oOnce saf durumlardaki ayrilabilirlik ve dolaniklik

kavramlar: tanitilacaktir.

2.1 Saf Durumlarda Ayrilabilirlik ve Dolamikhk

Bilesik bir sistemin verilen bir durum vektorii, sistemi olusturan bilesenlerin durum
vektorlerinin tensor ¢arpimi olarak yazilabiliyorsa buna ayrilabilir durum vektorii ve

betimledigi duruma da ayrilabilir durum denir. N parcali bir bilesik sistemin:

la) = |a1) ® |az) ® ... ® |ay) (2.6)

seklinde yazilabilen |a) durum vektoriine ayrilabilir (veya ayristirilabilir) durum
vektorii ve boyle bir vektorle temsil edilen duruma da ayrilabilir (veya ayristirilabilir)
durum denir. Saf ayrilabilir durumlar, ¢arpim durumlar1 da denilen ve sistemi olusturan
bilesenler arasinda hi¢bir korelasyon bulunmayan durumlardir. Bunlar birbirlerinden
bagimsiz olarak bilesenlerin belirli saf durumlarda hazirlanmasiyla olusturulmus

durumlardir.

(2.6) ifadesindeki gibi yazilamayan saf durumlara dolanik saf durumlar denir. Bunlar
ayrilabilir durum vektorlerinin 6zel ¢izgisel birlesimleri, yani 6zel esuyumlu {istiiste

gelimlerini temsil eden durumlardir.



Saf durumlardaki dolaniklik ve ayrilabilirlikle ilgili iki spin —1/2 (s, =1/2 =s,)
pargacigin bilesik spin durumlar1 6gretici bir 6rnektir. Bilindigi gibi bdyle bir sistemin

olas1 spin durumlar1 s = 1’°e karsilik gelen ti¢lii (triplet) durumlari;

1) = [+) ® [+)
10) =— (1) ® |-) + 1) ® [+)
\/E
IL-1)=[-)&®|-) (2.7)
ve s = 0’a kargilik gelen
00) = =(H) @ )= 1) © [+) 28)

tekli (singlet) durumlaridir. Bu dort durumun her biri bire boylandirilmig ve birbirlerine
diktirler. Burada boylandirilmig |+) durumlari, aligilmig gosterime uygun olarak spin
yukar1 ve spin asagi durumlarini gdstermektedir. Uclii durumlardan |11) ve |1, —1)
durumlar1 ayrilabilirken, |10) ve tekli |00) durumu dolanik durumlardir. Ayrilabilir
[11) ve |1,—1) durumlarin ¢izgisel bilesimleri alinarak da dolanik durumlar

olusturulabilir. Bu sekilde olusturulan

1

9% = =D @ [1)£10) @ [0)
W) =%(|1>® 10) +10) ® [1)? 29)

dort dik dolanik duruma Bell durumlari (veya EPR durumlari) denir.

! [YE) ve |®*) durumlan sirasiyla [pE) = (1/\/7)(|10) +01)) ve |®*)= (1/\/7)(|00) +|11))
seklinde de yazilabilirler.
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Uglii (triplet) |11) durumu gibi ayrilabilir bir durumda sistem, s=1=m
durumundadir ve her iki bileseni de kesinlikle m; = 1/2 = m, durumundadir. Bunlar
hem sistem hem de alt sistemler ile ilgili bilinebilecek en iyi bilgilerdir. Diger taraftan,
dolanik durumlarda sistemle ilgili en iyi bilgiye sahip olunmasina karsin, bilesenlerle
ilgili bilgiler sistemle ilgili bilgiler kadar kesin degildir. Ornegin spin-singlet
durumunda; sistemle ilgili bilgimiz, s = 0 = m seklinde kesindir. Alt sistemlerle ilgili
ise sadece spinini [+) ya da |—) durumunda bulma olasiliginin % 50 oldugu bilgisi

vardir.

Dolanik durumda bulunan bir sistemin kendisi ile ilgili bilgi, her kuantum sayisinin
(yukaridaki sistem i¢in sve m sayilarinin) kesin degerlerini bilme imkani tanimayabilir.
Ornegin, ayrilabilir ii¢lii durumlarin (2.9) denklemindeki |®*) ¢izgisel bilesimlerini goz
Oniline alalim. Bunlar en basit bir koherent iist-liste gelimi de gosterir: Terimlerdeki
durum vektorleri ve katsayilar1 bir kere agikga yazilinca, terimler arasinda artik i1yi
belirlenmis bir faz iliskisi vardir. |®%)’lerin her ikisi de dolanik durumlardir. Sistem
|®*) (ya da |®~)) durumunda iken yine sistemle ilgili en iyi bilgi mevcuttur: Her
seyden oOnce sistem kesin olarak bilinen (a¢ik¢a |@7*)) bir kuantum durumundadir.
Fakat bu sefer s = 1 oldugunu kesin olarak bilmemize karsilik, m sayis1 % 50 olasilikla
1 ve ayn olasilikla —1 olabilir. Dolanik durumlarda, bir alt-sisteme iyi belirlenmis bir

kuantum durumu karsilik getirilemeyebilir.

Bell durumlarinin diger 6nemli bir 6zelligi de en dolanik (maximally entangled)
durumlar olmalaridir. En dolanik durum iki pargali sistemlerde, indirgenmis yogunluk
islemcilerinin en saf olmayan durumda olmasi olarak tanimlanir. Ornegin her bir pargasi

A ve B olan bir Bell durumunun yogunluk iglemcisi:
pap = |[PTHDF| (2.10)
olsun. Bu durumda indirgenmis yogunluk islemcileri:
I_A

Ig
pa =Trg(pap) = > vepg = Tr4(pap) = 7(2-11)
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seklinde olur. Burada I, birinci parcaya, Ig ise ikinci parcaya ait birim matrisleri
gostermektedir. Her bir parganin indirgenmis yogunluk islemcileri diger parcgalar
tizerinden kismi iz (partial trace) alinarak hesaplanir. Diger parcalar iizerinden kismi iz
almak; diger pargalarin ele alinan parga {lizerine ortalama etkilerini de hesaba katmak
demektir. Indirgenmis yogunluk islemcileri, parcalarin bilesik sistem igerisindeki

durumlarini temsil ederler.

Verilen bir saf durumun ayrilabilir ya da dolanik durumlardan hangisinde oldugu ¢ogu
durumda agikar degildir. Bu nedenle verilen durumlarin hangi kiimeye ait oldugunu
belirlenmesine yonelik farkli yetkinliklerde bir¢ok kriter de gelistirmek gerekmistir. Saf
durumlarla ilgili incelemelerde iki-parcali durumlarin 6zel bir yeri vardir. Ciinkii bu
durumlarda ¢ok-parcali sistemlerde olmayan Schmidt ayrisimi vardir. Bu ayrisim iki-
parcali sistemlerde dolaniklik i¢in gerek ve yeter kosul islevi goren oldukga giiclii bir

kriterdir. Bu nedenle sonraki kesimde bu ayrisim incelenecektir.
2.1.1 Schmidt ayrisimi

Iki-parcal1 bir saf durum vektorii;

|Wag) € Hyp = Hy®@Hp (2.12)

olmak tizere, {Iai)®|bj)} gibi herhangi bir ortonormal ¢arpim (tensor) bazinda:
da dgp
¥a) = > > iy la)®|)(2.13)
i=1 j=1
bigiminde yazilabilir. |W,g) vektorii bire boylandirilmis ise boylandirma kosulu olarak;
da dgp

ZZ|cU|2 =1 (2.14)

i=1 j=1
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ifadesi de yazilabilir. Burada {|a;)} ve {b]-)} ortonormal bazlari, sirasiylad, boyutlu H,

ve dg boyutlu Hp altuzaylarini gererler.

|\Wap) ranki iki olan bir tensor olarak diisiiniilebilir ve kompleks c;; katsayilar1 da bu
tensoriin kullanilan bazlardaki tensor bilesenleridirler. |W,g)’ye bilesik sistemin Hilbert

uzayindaki bir durum vektorii ve ¢;; katsayilarina da olasilik genlikleri olarak bakilirsa;
bu durumda |cij|2, bilesik sistem |Wg) durumundayken birinci altbileseni |a;) ve

ikincisini |bj) durumunda bulma olasiligidir.

Ranki iki olan bir tensérolan |Wap)vektorii bir matrisle temsil edilebilir. |W4g) 'nin
temel ozellikleri ona karsilik getirilen ve elemanlari ¢;; katsayilari olan C matrisinin
ozellikleriyle ifade edilir. d, x dg’li dikddrtgen C matrisinin matris ranki® 1 ise bu bir
carpim durumudur yani ayrilabilir bir durumdur. Genel olarak, bu matrisin () ile

gosterilen ranki d4vedp 'nin kiigiik olanindan daha biiyiik olamaz:

r() <k
= min {d,, dg}. (2.15)

r(y)’ ye|W,g) vektoriiniin Schmidt ranki denir. Schmidt ranki; p=|Wg){Wag| olmak
tizere, py =Trg(|YasX¥asl) ve pp=Tra(|PapXWagpl) indirgenmis yoZunluk

islemcilerinin ranklarina da esittir.

Schmidt ayrisimi1 |W,g) seklinde verilen bir durum vektoriiniin her zaman

r()
Was) = ) calB)® ) (2.16)

n=0

olacak sckilde yazilabildigi, {|®,)®|y,)} iki-ortonormal (biortonormal) bazinin
oldugunu vurgular. Burada c¢,, = {\/ﬁ} pozitif sayilari, ¢;; katsayilarinin sifirdan farkl

’Bir tensoriin rankiyla bir matrisin rank1 farkli seylerdir. Bir tensoriin ranki onun kag parcali bir sisteme
ait oldugunu belirtirken bir matrisin ranki determinant1 sifirdan farkli olan en biiyiik kare altmatrisin
derecesidir.

13



O0zdegerlerine karsilik gelir ve p,, degerleri indirgenmis yogunluk matrislerinden her

birisinin spektrumunun sifirdan farkli 6zdegerleridir.

Kuantum dolaniklik genel olarak, U,®Ug tiniter islemleri altinda degismez bir
ozelliktir. Saf bir |Wsg)durumunda ve karsilik gelen |Wag)(Wag|saf durum izdiistim
islemcilerinde, {c, }katsayilar1 boyle tniter islemler altinda degismez olan nicelikler

oldugundan iki-parcali saf durumlarin dolanikligini tam olarak belirleme imkani saglar

(Barnet 2009).
2.2 Saf-Olmayan Durumlarda Ayrilabilirlik ve Dolanikhik

Saf-olmayan durumlarda durumlar uzayr daha zengin bir yapigostermektedir. Bu
boliimiin bundan sonraki kisimlarinda saf olmayan durumlarin durumlar uzayi

incelenecektir.
2.2.1 Carpim durumlari

Carpim durumlarinda bilesik sistemin durumu, alt sistemlerin durumlarinin tensorel
carpimi olarak yazilir. N parcali bir bilesik sistemin durumu asagidaki gibi

yazilabiliyorsa incelenen durum bir ¢arpim durumudur.

Pp = p1 ®pz .0 py(2.17)

Burada p; 'ler sistemin j. bileseninin olas1 yogunluk islemcisini, p,, ise bilesik sistemin
yogunluk islemcisini gostermektedir. Carpim durumlarinda sistemi olusturan pargalar
arasinda ne klasik ne de kuantum mekaniksel hi¢bir korelasyon bulunmaz. Bu durumlar,
alt-sitemlerin her birinin digerlerinden bagimsiz olarak hazirlanmis oldugu bilesik
sistem durumlaridir. P ¢arpim durumlart kiimesi olmak {izere, P kiimesi konveks bir
kiime degildir. Yani ¢arpim durumlarinin konveks bilesimleri, bir ¢arpim durumu olmak

zorunda degildir.

Yukaridaki ¢carpim durumundaki her bir yogunluk islemcisinin
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b = ) i, )| 2.18)
kj

seklinde spektral ayrisimi1 yapilir ve

[k o kn)= k1) @ [k2) @ ... @ [ky)(2.19)

kisa yazimi kullanilirsa, (2.17) ifadesi asagidaki gibi yeniden yazilabilir.
Pp = Zkl...kn Aiej o Ay ey oo Ky )y ke (2.20)

Buradaki Py, . knz’lkj ... A, acilim Katsayilar1 birer olasilik ifadesi olup; birinci alt-

sistemi |k,), ikinci alt sistemi |k,) vs. durumunda bulma olasiliklarini gosterirler.
Olasiliklarin bu basit ¢arpim yapist ¢arpim durumlarina 6zgiidiir ve alt-sistemlerin
birbirinden bagimsiz hazirlanmalarin1 vurgular. Asagida tanimlanan klasik durumlar
carpim durumlarimi da igeren daha genel bir kiimedir. Bu kiimede bilesik olasiliklarin

higbir ¢arpim yapisi olmayabilir.
2.2.2 Klasik durumlar

N parcali bilesik sistemin dik ve bire boylandirilmis {|k; ... ky)} durumlarinin bir

kiimesini g6z Oniine alalim; bu durumlar1 bundan sonra
|k)=lki ... ky)  (2.21)
sembolik vektor notasyonuyla gostererek ortogonallikleri asagidaki gibi yazilacaktir.
(k1 .kylky .. ky) = (k|k) = 83 (2.22)

Buradaki bilesik sistemin ortonormal |E) durumlarina karsilik gelen |E)(k_|) 1zdiistim

islemcilerinin (bu islemciler ranki bir olan saf durum yogunluk islemcileridir.)
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be = D Payy iy Vr el dewl = ) gl (R (2.23)
kn k

seklindeki herhangi bir konveks bilesimine bir klasik durum denir. Burada Py lar alt

sistemlerin hepsiyle ilgili birlesik olasiliklar olup, her biri [0,1] arli§inda deger alir ve
toplamlart birdir. {|k;)}’ler ise yerel olarak tanimladiklar1 bilesenin bazlarin1 geren

vektorlerdir.

Ckiimesi bir sistemle ilgili klasik durumlar kiimesi olmak iizere; bu kiime konveks

degildir ve P ¢arpim durumlar kiimesini bir alt kiime olarak igerir.

Klasik durumlarda sadece klasik korelasyonlar vardir. Klasik korelasyonlarla ilgili

bilgiler, klasik yollarla sistemi etkilemeden elde edilebilir bilgilerdir.

Bu durumlara klasik durumlar denilmesinin 6nemli bir nedeni vardir. Bunu gérmek i¢in

birinci alt sistemin saf durumlar uzayini geren ranki bir olan birbirine dik ve tam islemci
kiimesini {P,, = |k;)(ky|} ile ve sistem igin gegerli olan bu kiimeyi de {P, = |k)(k[}

ile gosterelim. Bu durumda herhangi bir p klasik durumu,
ZE PepcPe = pc (2.24)

bagintisin1 saglar. Bu durum klasik fizikteki gibi klasik durumlarin, bir tam von

Neumann oOl¢iimlerinden etkilenmedigini gosterir.
2.2.3 Ayrilabilir durumlar

Ayrilabilir saf-olmayan durumlar (1989) yilinda Werner tarafindan tanimlanmistir.N

parcal1 bir sistemin o ile gdsterilen bir yogunluk islemcisi;

o= Zpl- pgi) ®..&Q p%)pi >0, p;€[01], Zpi =1, Vi (2.25)
i i
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seklinde carpim durumlarinin konveks bir toplami olarak yazilabiliyorsa bu duruma
ayrilabilir durum denir. Burada pg.i), j ile numaralanmis alt sistemin olas1 bir yogunluk

islemcisini gosterir ve ortak p; olasiliklar1 da tlim sisteme aittir.

Bu kiime ¢arpim durumlarii ve dolayisiyla klasik durumlar bir alt kiime olarak igerir

ve bu icerme iligkisi asagidaki gibi gosterilebilir:
PcCcs. (2.26)

Ayrilabilir durumlar kiimesi §; konveks bir kiimedir yani ayrilabilir durumlarin konveks

bilesimleri de yine bir ayrilabilir durumdur.

Uniter islemler altinda degismez kalan bu durumlar, sadece yerel islemler ve klasik
haberlesme kanallar1 (LOCC, Local operation and classical communication) ile

hazirlanabilir.

Ayrilabilir durumlar klasik olmayan korelasyonlar da igerebilirler. Bu durumlarda
dolaniklik disindaki her tiirlii klasik ve kuantum korelasyon olabilir. Son on yila kadar
ayrilabilir durumlardaki korelasyonlarin tamamen klasik korelasyonlar oldugu
diisiiniilityordu fakat kuantum diskort ve kuantum dissonans’la ilgili calismalar
ayrilabilir durumlarda da kuantum korelasyonlarin olabilecegini gostermistir. Boylece
kuantum korelasyonlarin sadece dolaniklik olmadigi anlasilmis, dolaniklik disindaki
kuantum korelasyonlarin arastirilmasina yol agmistir. Bu calismada da; ayrilabilir
durumlarda var olan dolaniklik disindaki kuantum korelasyonlarin incelemesi

yapilacaktir.
2.2.4 Saf-Olmayan Dolanik Durumlar

Bilesik sistemlerin biitiinliik¢ii bir 6zelligi olan dolanik durumlarin yukaridaki durumlar
gibi standart bir gosterimi yoktur. (2.25) ifadesindeki gibi yazilamayan durumlar
ayrilabilir olmayan, dolanik durumlar kiimesini olusturur. Bu durumlar, ayrilabilir
durum vektorlerinin 6zel cizgisel birlesimleri, yani 6zel esuyumlu {istiiste gelimleriyle

temsil edilebilen ayrilamaz durumlardir. Bu yiizden yerel etkilesmeler ile
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olusturulamazlar. Dolanik durumlar, bilesenler bir aradayken ki karsilikli etkilegsmeler
ile veya her iki bilesenin heniiz ortada olmadiklar1 bir bozunum veya yayma siireci
sonucunda olusurlar. Ayrica; daha once hi¢ etkilesmemis olan, ancak baska iki
parcacikla dolanik halde olan iki pargacik dolaniklik trampasi (Bennett vd. 1996)

denilen bir siiregtedolanik hale getirilebilir.

Dolanik durumlarda sistemin bir bileseni iizerinde yapilacak bir 6l¢limiin olas1 sonucu,
diger bilesen iizerinde heniiz 6l¢lim yapilip yapilmadigina ve 6lglim yapilmissa bunun

ne tlir bir 6l¢iim olduguna sikica baghdir.

& dolanik durumlar kiimesi olmak iizere, € kiimesi konveks bir kiime degildir. Dolanik

durumlarin konveks bilesimlerinin dolanik bir durum olma zorunlulugu yoktur.

Dolanik durumlar kuantum korelasyonlarin 6zel bir tiirii olan dolaniklilik korelasyonlari
iceren durumlardir. Bu durumlar kuantum bilisim kuraminin bir¢ok uygulamasinda
onemli rol oynarlar. En bilinen uygulamalar olan kuantum uzaktarim (teleportation) ve
kuantum yogun kodlama (super-dense coding) da sistemin pargalar1 arasinda paylasilan
bir dolanik durum vardir. Bu uygulamalardaki istiinliik ve avantajlar paylasilan bu

dolanik durumlardan kaynaklanmaktadir.

Bu béliimde son olarak verilen bir durumun ayrilabilir yada dolanik oldugunu

belirlemede giiclii kriterlerden biri olan Peres kriteri incelenecektir.

2.2.5Peres Kriteri

Peres kriteri, bir yogunluk islemcisinin transpozununda olas1 bir yogunluk islemcisi
olmast gercegine dayanir. Ciinkii transpoz alma islemi yogunluk matrislerinin
pozitifligini, 6zdegerlerini ve izini degistirmez. Bu kriteriki pargali bir bilesik sistemin
yogunluk islemcisinin ayrilabilir olmasi durumunda bir gereklilik kosulu, bu kosulun
sonucu olarak da verilen bir yogunluk islemcisinin dolanik olmasi i¢in kismen gii¢lii bir

yeterlilik kosuludur.
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p=Y:Di P ® py;ifadesiyle verilen ayrilabilir durumlarin ikinci bilesene gore pargali

transpozu:

T
o™= p; p1; ® pS(2.27)

olup,bu durumda olas1 bir ayrilabilir durumdur. Burada p’2, ikinci bilesene gore

transpozu alinmis yogunluk islemcisini géstermektedir. Peres kriteri 6z1ii olarak:
p ayrilabilirdir = p™2bir yogunluk islemcisidir (2.28)

onermesiyle ozetlenebilir. Iki pargali sistemler igin parcali transpozun hangi parca

tizerinden alindiginin 6nemi yoktur. (2.28) 6nermesinin mantiksal degillemesi,
p2bir yogunluk islemcisi degildir = p dolaniktir (2.29)

olur. iki pargali sistemlerin dolaniklig1 i¢in p’2 *nin en az bir 6zdegerinin negatif
olmasim yeterli géren bu 6nerme Peres kriteri olarak bilinir (Peres 1996). Buna gore
verilen bir yogunluk islemcisinin alt sistemlerden birine gore parcali transpozuyla elde
edilen islemcinin dzdegerlerinden en az birinin negatif olmasi (bdyle bir durumda p2

artik bir yogunluk islemcisi degildir) onun dolaniklig1 i¢in yeterli bir kriterdir.

Peres kriteri, 2®2 ve 2®3 seklindeki durumlar i¢in sadece gerek kosul degil ayni
zamanda yeter bir kosuldur (Horodecki 1996). Bu durumlarda Peres kriteri durumlarin

ayrilabilir yada dolanik olmasiyla ilgili tam bir siniflandirma imkan1 saglar.
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3. KUANTUM MEKANIGINDE OLCUM

Bir kuantum durumundan bilgi ¢ikarsamak kagmilmaz olarak o6l¢iim uygulamayi
gerektirdigi icin Slgiim bilisim teorisinde ve korelasyonlarin anlasilmasinda 6énemli rol
oynar.Kuantum mekaniginde dlgiimler de gozlenebilirler ve durumlar gibi islemcilerle

temsil edilir. Kuantum o6lgiimler:
Y My M =1 (3.1)

tamlik bagintisim1 saglayan {M,,}6l¢ciim islemcilerinin bir koleksiyonu ile tanimlanir.
Tamlik bagintisinin fiziksel anlami olasi 6l¢iim sonuglarina karsilik gelen durumlarin,
sistemin durumlar uzayin1 germesidir. Diger bir ifadeyle sistemle ilgili biitiin olas1
sonuglar dl¢lim koleksiyonu igerisinde yer almaktadir veya 6l¢iim sonuglariyla ilgili
olasiliklar toplami1 bire esit olmaktadir. My, Ol¢iim islemcilerinin genel olarak
Hermitesel olma zorunlulugu yoktur fakat 6l¢timiin olas1 sonuglariyla ilgili olasiliklarin
hesaplandigi MmMi1 islemcileri Hermiteseldir. m indisi ise olasi Ol¢lim sonuglarini

gostermektedir.

Kapal1 bir sistem {initer olarak evrilir, fakat sistem disaridan baska bir sistemle iiniter
olmayan bir etkilesime girebilir. Kuantum mekaniginde oOl¢iimler iiniter olmayan
tersinmez islemlerdir. Sisteme Ol¢lim uygulamak demek var olan duruma Ol¢iim
islemcisi uygulamak demektir. Ol¢iim islemcileri 6l¢iim uygulanacak sistemin durumlar
uzayma etkirler. Olgiimden &nce sistemin durumu p ise &l¢iim sonucunu m gelme

olasilig1 p(m) asagidaki gibi tanimlanir:
p(m) = Tr(MmM;;1 p),Zp(m) =1. (3.2)
m

Sifirdan farkli p(m) i¢in, M,,0lg¢iimiinden hemen sonra sistemin durumu

Mop M}

p(m) (33)

Pm =
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ile verilir. Bir tam Ol¢lim islemi uygulanmis durum islemcisi:

p' = Yo My p M}, (3.4)

olur. Bu ifade yazilirken tek tek M,, dlglimlerinin sonuglarina bakilmadig 6l¢iim

uygulanmis durumlarin bir koleksiyonu alindig varsayilir.

Kuantum ol¢iimlerin iki islevi vardir. Birincisi, olasi 6l¢lim sonuglarin olasiliklarini
belirlemek yani dl¢iimiin istatistigini olusturmaktir. Ikincisi ise sistemin 6l¢iim sonrasi
durumunu belirlemektir. Sistemlere 6l¢iim sonucuyla ilgili beklentilere bagli olarak
farkli 6l¢timler uygulanabilir. Burada en ¢ok kullanilan iki 6l¢tim tiirii ele alinacaktir.
Bunlar izdiistimsel ol¢timler (projective, von Neumann 6l¢iimleri) ve POVM (Positive
operator-valued measurement, Pozitif islemci degerli Ol¢lim) olarak kisaltilan

Olgtimlerdir.
3.1 izdiisiimsel 6l¢iimler ( von Neumann o6l¢iimleri )

Izdiisiimsel 6l¢iim islemcileri sistemin durum uzaymnda tamimli Hermitesel bir M
islemcisiyle tanimlanan kuantum o6l¢iimlerin 6zel bir tiirtidiir. M islemcisi Hermitesel

oldugu i¢in spektral ayrigima sahiptir. M nin spektral ayrisimi;
M=}, mP,(3.5)

seklindedir. Burada P,,, M’nin m 06zdegerli 6z uzay1 lizerine izdlisim yapan dik

izdiigiim islemcisidir. Diklik:
PPy = PnSmn(3.6)

seklinde ifade edilir. m # n i¢in P, P, = 0 diklik bagintisi, bir Py, dl¢limiinde hemen
sonram’ den farkli diger 6l¢lim sonuglarinin bulunma olasiliginin sifir oldugunu soyler.
P2 = P, bagintis1 da izdiisimsel olciimlerin tekrarlanabilirligini; yani izdiisiimsel

Olcltimden sonra sistemin bulundugu durumda kalmaya devam edecegini soyler.
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Olgiimiin olas1 sonuglar, 8l¢iim islemcisinin zdegerleri olan m’lerdir. Sistem p

durumundayken 6l¢im sonucunun m gelme olasilig: da:

p(m) =Tr(Py p)(3.7)

ifadesinden hesaplanir.p durumunun bir tam izdiisiimsel 6l¢iim uygulandiktan sonra

yeni durumu;

p’ = Zm P p Pn(3.8)

olur.izdiisiimsel ya da von Neumann tipi Slciimler tekrarlanabilir dlgiimlerdir oysa
kuantum mekaniginde ¢ogu Olgiim tekrarlanabilir degildir. Bu nedenle izdiisiimsel
Olctimler olduk¢a 6zel bir Olgiim tiiriidiir ve kuantum mekaniginde ¢ogu Ol¢iim

izdiigiimsel degildir.
3.2 POVM (Pozitif islemci degerli olcii)

Bazi durumlarda sistemin &l¢iim sonras1 durumuyla fazla ilgilenilmiyordur. Olgiimiin
uygulanma amact Ol¢lim sonuglarinin olasiliklarinin  belirlenmesi yani 6l¢limiin
istatistiginin ¢ikarilmasi olabilir. Bu durumda segilen 6l¢iim islemcileri kiimesinin
sadece pozitiflik ve tamlik 6zelliklerini saglamasi istenir, diklik 6zelligi aranmaz. Bu
sekilde secilen Ol¢iim islemcileri kiimesi farkli Ol¢iim sonuglarinin olasiliklarini
belirlemede yeterli olacaktir. Segilen islemci kiimesinin elemanlarina POVM
elemanlari, kiimenin kendisine de POVM denir. Bu kiimenin elemanlar1 olan

islemciler, kuantum durumlarinin ayirt edilmesine imkan saglar.

Sistem p durumunda ve Olgiim islemcileri olarak My, islemcileri se¢ilmis olsun, bu

durumda 6l¢iim sonucu ile ilgili olasiliklarin hesaplandigi M;;l M,, islemcileri pozitif

islemcilerdir. Bu islemcilere E,;, denilirse:
E, = MI M,,, E, >0 (3.9)

yazilabilir. Ol¢iim sonucunun m gelme olasilig: ise:
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p(m) =Tr(pEn) (3.10)

ifadesinden hesaplanir. Burada E,;, pozitif islemcilerinin olusturdugu {E,,} kiimesine
POVM, bu kiimenin elemanlarina da POVM elemanlar1 denir. Bu kiimenin elemanlari

pozitifligin yani sira agagidaki gibi tamlik 6zelligine de sahip olmalidirlar.

z E, =1 (3.11)

POVM ozellikleri dikkate alindiginda izdiisiimsel islemcilerinin de 6zel bir POVM tiirii
oldugu goriiliir (Nielsen ve Chuang 2000).
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4. KORELASYONLAR VE ENTROPILER

Korelasyonlarin siniflandirilmasinda ve nicelendirilmesinde entropiler 6nemli rol
oynamaktadir. Bu nedenle bu bdliimde kisaca entropilerin tanitimi yapilacak,
korelasyonlar1 nicelendirmede kullanilacak olan entropilerin temel 6zellikleri

incelenecektir.

Fizikte 6zel bir yeri olan entropi kavrami, ilk olarak 19. yiizyilin ortalarinda Rudolf
Clasius tarafindan klasik istatistik teorisinde kullanilmistir. Kavramin fiziksel igeriginin
anlasilmasinda ve zenginlestirilmesinde termodinamik kapsaminda Ludwig
Boltzmann’in ¢alismalar1 6nemli yer tutar. Boltzmann termodinamik olasilik kavramini
gelistirerek, dogal fiziksel siireclerin termodinamik olasiliklart yiliksek olan durumlari

tercih ettigini sOyleyerek entropi ile olasiliklar arasinda iliski kurmustur (Wehrl 1978).

Olasilik kuramlarinin temel kavramlarindan biri rasgele degiskenlerdir: bunlar belirli
ciktilar1 belirli 6nsel olasiliklarla gergeklesen degiskenlerdir. Bu tez calismasinda sadece
sonlu sayida c¢iktist olan rasgele degiskenler s6z konusu olacaktir. Klasik bilisim
kuraminda Claude E. Shannon ve kuantum bilisim kuraminda ise von Neumann bilgiyi
olasiligin bir fonksiyonu olarak ele almistir. Bunu somutlastirmak i¢in rasgele
degiskenler iceren klasik veya kuantum mekaniksel sistemlerde degiskenlerin olasi
sonuglarinin 6nsel olasiliklarinin verildigini veya bilindigini varsayalim. Sistemlerin
bilgi igerikleri ya da bilinmezlikleri rasgele degiskenlerin 6nsel olasiliklarina baglhdir.
Olasiliklar yiiksek olan durumlarin meydana gelmesi fazla bilgi igermezken, diisiik

olasilikli durumlarin meydana gelmesi daha fazla bilgi igermektedir.

Bilisim kuramlarinda sistemlerin bilisim igerikleri bilisim entropisi de denilen entropi

kavramiyla nicelendirilir. Bu kavramin birbirine esdeger {i¢ yorumu vardir:

1.Bir sistemdeki rasgele degiskenlerin olas1i sonuclariyla ilgili belirsizligin; yani

Olctimden 6nceki bilgisizligin bir 6l¢iisiidiir,

2.Sistemden elde edilebilecek bilginin, bilgi iceriginin miktarinin bir dl¢iisiidiir,
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3.Sistemin bilgi igerigini belirlemek yada depolamak ic¢in kullanilacak minimum

fiziksel kaynak miktarinin bir 6l¢iistidiir.

Bu bolimde klasik ve kuantum bilisim kuraminda tanimlanan entropilerin temel
Ozellikleri, bu iki bilisim kuramindaki entropiler arasindaki farkliliklar ve korelasyonlar

acisindan entropilerin anlamlari incelenecektir.
4.1 Klasik Shannon Entropileri

N tane olast sonucu olan bir rasgele X degiskeniyle ilgili 6nsel olasilik dagilimi

asagidaki gibi verilsin:
P = (p1,p2, .. pn),p; € [0,1], Zpi =1, Vi (4.1)
i

Burada p; i. sonucun gerceklesme olasiligini gostermektedir. Boyle bir olasilik

dagiliminin Shannon entrpisi:

N
H(P) = = ) pilogp; (42)

seklinde tanimlanir. Burada p; olasiliklarinda biri bir ve digerleri sifirsa sistem kesin
olarak bilinen bir saf durumda demektir. Bu durumda sistemle ilgili belirsizlik sifirdir
ve Olciim sonucu sistemden elde edilebilecek ek bir bilgi yoktur. Bu nedenle saf

durumlarin Shannon entropisi sifirdir.

p;’lerin hepsinin esit ve 1/N oldugu olasilik dagilimlarina tekdiize (uniform) dagilimlar
denir. Bu durum sistemle ilgili bilgisizligin maksimum oldugu tek durumdur. Bunun
sonucu olarak tekdiize dagilimlarda Shannon entropisi (4.2) bagintisindan da goriilecegi

gibi en yiiksek degeri olan logN degerini alir. Klasik entropi hesaplarinda

lim, _,+ xlogx =0 (4.3)
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bagmtisi, kesinlikle gerceklesmeyecek seceneklerin sistemle ilgili Slglimden Onceki
bilinmezligi degistirmeyecegini; yani bunlarin entropiye katkilarinin olmayacagini ifade

eder.

Shannon entropisi yukarida bahsedilen 6zel durumlardaki ozelliklerinin yani sira

asagidaki 6zelliklere de sahip bir fonksiyondur.

1.Tanim olarak Shannon entropisi olasiliklarin pozitif bir fonksiyonudur:
H(P)>0, (4.4)

2.0lasilik dagilimlarinin siirekli bir fonksiyonudur,

3.0lasilik dagilimlarinin konkav bir fonksiyonudur;

H() @iP@) 2 ) ail(Pplae0ll, ) a=1 (4.5)

1

Burada Py=(p1, 02, -, Pn)> P2)=(41, 92, - qn), V. ayni rasgele degiskenle ilgili farkli

olasilik dagilimlaridirlar.

Konkavlik 6zelliginin fiziksel anlami sudur: olasilik dagilimlarinin karigimi (mixing)

sistemle ilgili bilgisizligi yani entropiyi artirir.
iki ve daha fazla sayida rasgele degiskenli sistemler

Iki rasgele X ve Y degiskenleri iceren bir sistem i¢in olasilik dagilimlar1 p(x) ve p(y) ile
gosterilsin. Bu tiir sistemlerle ilgili p(x,y) bilesik olasiliklart ve p(x]y) kosullu
olasiliklar1 da tanimlidir. Bilesik p(x,y) olasiligi; X degiskeninin x ve Y degiskeninin de
y degerinin birlikte gerceklesmesi olasiligini gosterirken, Y nin y oldugu (veya y olarak
verilmesi) durumunda X’in x sonucunun gerceklesmesi olasiligi p(x|y) kosullu olasiligi
ile verilir. Bilesik olasilik simetri 6zelligine sahiptir. Hepsi pozitif olan bu olasiliklar

arasindaki iliskiler asagidaki gibidir:
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D@y =1=) p(9) =) p®)
X,y X y
P = ) p(y) . pOY = ) p(x,) (46)
x y

px|p(y) =p(xy) = p(Y[X)p(x).

Buradaki son bagintilar Bayes kurallar1 olarak bilinirler. Yukaridaki toplamlar sonlu ve
kesikli degerler tizerindendir. Her x ve y i¢in p(x,y) = p(x)p(y)kosullar1 saglaniyorsa
X ve Y’ ye bagimsiz degiskenler denir. Bu durumda p(x|y) = p(x) ve p(y|x) = p(y)

bagintilar1 saglanir.

Iki rasgele degisken iceren sistemler igin; bilesik entropi H(X,Y), bagil entropi
S(p(x)||q(x)) ve kosullu entropi H(X|Y) gibi entropiler tanimlanabilir. Bilesik entropi

HXY) = = ) p(x,7) logp(x,y) (47)
X,y

olup, bilesik olasiligin simetri 6zelliginin sonucu olarak degiskenlerin simetrik bir
fonksiyonudur: H(X,Y) = H(Y,X). Bagimsiz degiskenler i¢in de H(X,Y) = H(X) +

H(Y) bagintis1 saglanir. Rasgele degiskenler bagimsiz degilse, sistemin entropisi:
H(XY) < HX) + H(Y) (4.8)

ile gosterilen toplam-alti (subadditivity) Ozelligine sahiptir. Yani sistemin enropisi
bilesenlerin entropileri toplamindan daha kiiciiktiir. Bu 06zellik bilesik sistemlerde
bilesenler arasinda korelasyonlarin bulunmasi durumunda (bilesenlerin birbirlerinden
bagimsiz olmama durumunda), bu korelasyonlarin sistemle ilgili ek bilgiler getirdigini
ve buna bagli olarak da sistemin entropisinin azalacagini vurgular. Asagida H(X,Y) nin

ayr1 ayrt H(X) ve H(Y)’ den daha biiylik oldugu gosterilmektedir.
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4.1.1 Klasik kosullu entropi

Iki X,Y rasgele degiskeni i¢in; Y’nin bilinmesi durumunda X’in bilgi iceriginin nasil
olacagi kosullu entropi ile belirlenir. HX|y) = — Y., p(x|y)logp(x|y) olmak iizere
H(X]Y) ile gosterilen kosullu entropi:

HX[Y) = Xy p(y) HX|y)(4.9)

ortalama degeri olarak tanimlanir. p(x,y) = p(x|y)p(y) bagintist kullanilirsa(4.9)

bagintisi:
HXIY) = = ) p(xy)logp(xly) (4.10)
Xy

p(x.y)

Yo Ve p(y) = X, p(x,y) ozellikleri

seklinde de yazilabilir. Burada logp(x|y) = log

kullanilirsa:

HXIY) = = ) py)logpp(,y) + ) p(x,»)logp()
X,y X,y

= =) @ Nlogpp(x,y) + ) p()logp()
x,y y

= H(X,Y) — H(Y) (4.11)

yazilabilir. Burada H(X,)Y) birlesik entropisi sistemin toplam belirsizligini
gostermektedir. Kosullu entropi niceligi herhangi sayidaki rasgele degisken i¢inde

benzer sekilde genellenebilir.

(4.10) ifadesindeki p(x,y) ve p(x|y)’nin birer pozitif olasilik ifadesi olmasindan ve

logaritma fonksiyonunun 6zelliginden dolay1 klasik kosullu entropi pozitif bir niceliktir.
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HXIY) =0 (4.12)

Esitlik icin gerek ve yeter kosul: Y’ nin X’i tam olarak belirleyebiliyor olmasi; yani X’
in Y’nin bir fonksiyonu olmasidir. (4.12) bagintisinin diger bir sonucu da birlesik

entropinin bilesenlerin entropilerinde ayr1 ayr1 biiyiik olmasidir:

HX|Y) =H(X,Y) —H(Y) =0,

H(Y|X) = H(X,Y) — H(X) = 0.

H(X,Y) = H(Y)

H(X,Y) = H(X) (4.13)

(4.13) esitsizligi klasik sistemlerde; sistemle ilgili belirsizligin alt sistemlerdeki
belirsizliklerden az olamayacagin1 vurgular. Kuantum entropiler i¢in bu esitsizliklerin

gecerli olmadigi bu boliimiin sonraki kisimlarinda gosterilecektir.

Kosullu entropiyle ilgili 6nemli bir baska o6zellik, kosulun artmasinin entropiyi

azaltmasidir:Her bir kosul sistemin bilinmezligini azaltacagi i¢in entropiyi de azaltir:

H(X|Y,Z) < H(X|Y) . (4.14)

(4.14) esitsizliginin asikar bir sonucu da hi¢ kosulun olmadigi durumda entropinin kosul

olan durumdan;

HX|Y) < HX) (4.15)

seklinde daha fazla olmasidir.

4.1.2 Klasik bagil entropi

Bagil entropi ayni indeks kiimesi {lizerinde tanimlanan iki olasilik dagiliminin

yakinliginin 6l¢iisii olan uzaklik benzeri bir 6l¢iidir. p(x)ve q(x) ayni indeks kiimesi
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tizerinde tanimlanmig iki olasilik dagilimi olmak tizere, p(x)dagiliminin q(x) dagilimina

gore bagil entropisi:

Hp()l1q(x)) = Ep(x)log% (4.16)

ifadesiyle tanimlanir. Klasik bagil entropi p(x) # 0 iken g(x)=0 oldugu durumlarda

sonsuz olurken diger durumlarda sonlu deger alir.

Bagil entropi uzaklik benzeri bir nicelik olsa da, simetri ve iiggen esitsizligi
Ozelliklerine sahip olmamasindan dolay1 bir metrik fonksiyonu degildir. Buna karsin
ancak ve ancak iki olasilik dagiliminin ayni olmasi durumunda sifir, diger durumlarda

pozitif olmasindan dolay1 uzaklik benzeri bir fonksiyon islevi gorebilmektedir:

Hp®llqx)) 2 0ve Hp(x)llg(x)) = 0 & p(x) = q(x) (4.17)
Bu ifadelerin ispati i¢in
Inx <x—1, x€e€R?
logxin2 <x-—1 (4.18)

esitsizliklerinden yararlanilabilinir: Buradaki esitlik icin x=1 gerek ve yeter kosuldur.

Bunlardan yaralanarak

H(p(ollg() —Z’p(x)logp( *) zp( )logcﬂ x)

1 q(x)
ln2 p(x )< p(x))

yazilabilir. Olasiliklarin boylandirilmasindan dolay1 yukaridaki ifadenin sag tarafi sifir

olur. Boylece (4.17)’deki her iki 6zellik deispatlanmis olur.Bu 6zelliklerinden dolay1
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bagil entropi korelasyonlar1 nicelendirmede kullanish bir yontemdir. Bu ¢aligmada da

korelasyonlar1 nicelendirmede bu entropi ifadesi kullanilacaktir.

4.1.3 Karsihikh bilisim

Karsilikli biligsim, iki rasgele degisken (olasilik dagilimi) igin:

I(X:Y) = HX) + H(Y) — H(X,Y) (4.19)

ile tanimlanan karsilikli bilisim, bu degiskenlerin ortak bilgi icerigini nicelendiren bir

kavramdir. Karsilikli bilisim kosullu entropi ifadeleri yoluyla;

I(X:Y) = HX) — HX|Y) = H(Y) — H(Y|X) (4.20)

seklinde de tanimlanabilir. Bu nicelik bilesik olasiliklarin simetri 6zelliginden dolay1
simetrik olup, (4.15) ve (4.7) esitsizliklerinden dolayr da pozitiftir. Klasik kosullu
entropinin pozitif olmasi (4.20) bagintisinda kullanilirsa, karsilikli bilisimin bilesenlerin

herhangi birinin dolayisiyla en kii¢ligiiniin entropisiyle;

I(X:Y) <H®X , IX:Y)<HY) (4.21)

iistten sinirli oldugu goriiliir.

4.2 Von Neumann Entropisi

Saf veya saf olmayan bir kuantum durumu verildiginde tiim gozlenebilirlerle ilgili 6nsel
olasilik dagilimlar1 da bilinebilecegi icin,  verilen kuantum durumu olasilik
dagilimlariyla aym islevi gérmektedir. Bu agidan kuantum durumlan klasik rasgele
degiskenlerin klasik karsiliklaridirlar.Boylece klasik Shannon entropilerinin kuantum
durumlarina genellemesi yapilarak bu entropiye von Neumann entropisi denir. Bu

entropi verilen bir p durumu i¢in,

S(p) = —Tr(plogp) (4.22)
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seklinde tanimlanir. Yogunluk islemcileri Hermitesel islemciler oldugu i¢in

p= AldAl (4.23)

spektral ayrisimina sahiptir. Burada A,’ler p’nun |A,) 6zdurumlarindaki 6zdegerlerini

gostermektedir. (4.23) bagintisinda (4.22) kullanilarak

S(,D) = - Zx Axloga,(4.24)

yazilabilir. Logaritma fonksiyonunun konveks olmasindan dolayr von Neumann
entropisi 6zdegerlerin konkav bir fonksiyonudur. Goriildigii gibi von Neumann
entropisi yogunluk islemcisinin 6zdegerleriyle belirlenen Shannon entropisine esittir.

Yogunluk islemcisinin 6zdegerlerinin
Ay €[0,1] , Xid,=1 (4.25)

olmasindan ve logaritma fonksiyonunun 6zelliginden dolay1; von Neumann entropisi de
Shannon entropisi gibi daima pozitiftir. Ayrica von Neumann entropisi de;
O0zdegerlerden biri bir digerlerinin sifir oldugu saf durumlarda sifir ve biitiin
Ozdegerlerin esit ve 1/N oldugu en saf olmayan durumlarda ise maksimum degeri

olanlogN degerini alir (N sistemin olas1 durumlarinin sayisidir).

Klasik Shannon entropisinde oldugu gibi bilesik sistemler i¢in kuantum birlesik entropi,
kuantum kosullu entropi ve kuantum karsilikli bilisim de tanimlanabilir. A ve B

altsistemlerinden olusan iki parcali bir sistem i¢in birlesik entropi:

S(A,B) = =Tr(paplogpas)(4.26)

seklinde tanimlanir. Burada p,p bilesik sistemin yogunluk islemcisini gostermektedir.
Iki parcali sistemlerin saf durumlari i¢in Schmidt ayristminin sonucu olarak indirgenmis
yogunluk islemcilerinin sifirdan farkli 6zdegerleri aym ¢ikar. Bu yiizden iki parcali

sistemlerin saf durumlari i¢in alt sistemlerin entropileri birbirine esittir:
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S(pa) = S(ps)- (4.27)

Burada py ve pg , Pap = |Wap){Wap| saf durumunun indirgenmis yogunluk

islemcileridir.

4.2.1 Kuantum bagil entropi

Korelasyonlarin nicelendirilmesinde énemli yer tutan kuantum bagil entropi yogunluk
islemcileri ile verilen iki olasilik dagiliminin birbirlerine olan uzakhigim1i ya da
farkliligin1 gosterir. Varsayalim ki p ve o iki yogunluk islemcisi olsun. p’ nun ¢’ ya

gore bagil entropisi;

S(pll o) = Tr(plogp) — Tr(plogo) (4.28)

seklinde tanimlanir. Bu nicelik her iki argiimana gore birlesik konveks bir
fonksiyondur(Nielsen 2000). Klein esitsizliginin bir sonucu olarak kuantum bagil

entropi de pozitif bir niceliktir.

S(pllo) =0 (4.29)
(4.29) ifadesinde esitlik icin gerek ve yeter kosul p=c olmasidir.
Kuantum bagil entropi de klasik bagil entropi gibi bazi durumlarda sonsuz c¢ikabilir.
o’nin ¢ekirdegi ile p’nun desteginin asikar olmayan bir kesisiminin oldugudurumlarda
sonsuz, diger durumlarda sonlu degerler alir.

4.2.2 Kuantum kosullu entropi

Klasik Shannon entropisinde oldugu gibi kuantum kosullu entropi de benzer olarak

tanimlanir ve iki pargali bir bilesik sistem icin

S(A|B) = S(4,B) — S(B) (4.30)
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biciminde yazilir. Bu ifadede S(A,B) birlesik entropiyi gostermektedir. Kuantum
kosullu entropinin klasik kosullu entropiden 6nemli bir farki vardir. Klasik kosullu
entropi her durumda pozititken, kuantum kosullu entropi negatif de olabilmektedir.
Bunun fiziksel anlami, bilesik kuantum durumlarinin pargalarindan daha az belirsizlik
icerebilmesidir. Bilesik sistemin bilgi igerigindeki (entropi) bu azalmanin sebebi ise
sistemin bilesenleri arasinda var olan klasik karsiliklar1 olmayan kuantum
korelasyonlardir. Bu korelasyonlar icerdikleri bilgilerle bilesik sistemdeki belirsizligi,

bilgisizligi azaltmaktadirlar.

4.2.3 Kuantum karsilikl bilisim

Iki olasilik dagiliminin ortak bilgi icerigi icin tammmlanan karsilikli bilisim ifadesi

kuantum mekaniginde de ayni sekilde tanimlanabilir.

I(A:B) =S(4A) + S(B) — S(4,B)(4.31)

I(A:B) = S(A) — S(A|B)

= S(B) — S(B|A) (4.32)

Klasik olarak esdeger olan (4.31) ve (4.32) ifadeleri, kosul olarak verilen durum
Olctimle belirlenmis ise, kuantumda esdeger degildir. Cilinkii (4.32) ifadesindeki kosullu
entropi ifadesinde kosullarin bilinmesi i¢in kosul durumlarma 6lgiim uygulanmasi
gerekir. Oysa Ol¢limler kuantum durumlarinin yapisim ve korelasyonlarini bozarlar.

Sadece klasik durumlar 6lgiimden etkilenmezler.

Klasik olarak esdeger bu ifadelerin kuantumdaki farkliligi sistemdeki kuantum
korelasyonlarin bir 6l¢iisli olarak alinarak, toplam kuantum korelasyonu nicelendiren

kuantum diskort kavrami1 tanimlanir.

Kuantum entropilerin kuantum bilisim kuramindaki 6nemli uygulamalar1 olan 6nemli
bir 6zelligi de gliclii toplam-alt1 (strong subadditivity) 6zelligidir. Bu 6zellik herhangi

ti¢ parcal1 bir kuantum sistemi i¢in
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S(A) + S(B) < S(4,C) + S(B,C) (4.33)

S(A,B,C) + S(B) < S(A4,B) + S(B, C) (4.34)

seklinde yazilir.Bu iki ifadenin esdegerligini géstermek; yani birinin digeri i¢in gerek ve

yeter kosul oldugunu gostermek zor degildir (Nielsen ve Chuang 2000).
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5. KORELASYONLARIN SINIFLANDIRILMASI VE NICELENDIRILMESI

Bu boéliimde bilesik sistemlerde var olan tiim korelasyon tiirlerinin siniflandirilmasi ve
nicelendirilmesiyle ilgili son yillarda gelistirilen yaklasimlar ele alinacaktir. Kesim 5.1°
de kuantum durumlarinin 6lglimden etkilenme durumlarina gore korelasyonlarin; klasik
korelasyonlar ve kuantum korelasyonlar olarak genel siniflandirilmalar1 konusunda S.
Luo’nun c¢alismalar1 tartisilmaktadir. Kesim 5.2° de ise; ¢ok parcali sistemlerdeki
toplam korelasyon kuantum dolaniklik, kuantum diskort, kuantum dissonans ve klasik
korelasyonlar olarak biitiinciil bir yaklasimla ele alinmaktadir. V. Vedral ve caligma
arkadaglan tarafindan gelistirilen bu yaklasimda korelasyonlar, bagil entropinin uygun

kiimelerdeki minimumlariyla nicelendirilmektedir.

5.1 Korelasyonlarin Olciim Etkisiyle Siniflandirilmasi

Kuantum mekaniginin iki karakteristik Ozelligi, istiiste gelme ve siradegismeme
ozellikleridir. Kuantum korelasyonlarin temelinde {stiiste gelme oOzelligi olsa da

korelasyonlarin nicelendirilmesindesiradegismeme 6zelligi de 6nemli rol oynar.

Siradegismeme oOzelliginden dolay1 Olgiimler genellikle sistemin yapisini bozar ve
sistemin kuantum karakterini yok eder. Buna bagli olarak da sistemde var olan kuantum
korelasyonlar kaybolur. Klasik fizikte ise sistemi etkilemeyecek 6l¢iim ilke olarak her
zaman miimkiindiir. Ol¢iim etkisiyle kaybolan korelasyonlar ya da sistemin dlgiimden
etkilenme miktari, toplam korelasyonlar i¢inde kuantum korelasyonlar1 nicelendirir.
Burada iki parcali bir sistemdeki korelasyonlarin, kuantum korelasyonlar ve klasik

korelasyonlar olarak ayrimi yapilacaktir (Luo 2008).

Iki parcali bir sistemde parcalar arasindaki toplam korelasyon karsilikli bilisim ile
nicelendirilir. Karsilikl1 bilisim, pargalarin ortak bilgi icerigini, yani pargalardan birini
bilmekle diger parca hakkinda ne kadarlik bilgiye sahip olundugunu gosterir. Alt

sistemleri A ve B olarak adlandirilan iki parcali bir sistem i¢in karsilikli biligim:

I(A:B) = S(pa) + S(pp)- S(pag) (5.1)
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bagintistyla hesaplanir. Burada p sistemin yogunluk islemcisinipy = Trgp ve pg =
Tryp 1ise sirastyla birinci ve ikinci parcalarin indirgenmis yogunluk islemcilerini

gostermektedir.
5.1.1 Toplam kuantum korelasyon

Sistem bir p durumunda olsun ve sisteme bir tam von Neumann 6l¢iimii (projeksiyon

6lglimii) uygulansin. Sistemin 6l¢tim uygulanmis durumu pyg':

pAB, = ZPL(A) ® Pj(B)pABPi(A) ® Pj(B) (52)

ij

olarak yazilir. Bu durum yazilirken sisteme tam Ol¢clim bazlarimin hepsinde 6l¢iim
islemcisi uygulanir ve bu durumlar bir araya getirilir, fakat kesinlikle dl¢iim sonucuna
bakilmaz. Burada {P].(A)} birinci parganin, {Pj(B)} ikinci parganin ve {Pi(A) ® 13.(3)} ise
bilesik sistemin tam von Neumann Ol¢iim islemcileridir. Eger p,p’ = pap oluyorsa
sistem Olctimde etkilenmiyor demektir ve boyle durumlara klasik durumlar denir. Klasik
bir durumun tiim pozitif tam say1 kuvvetleri de klasik durumlardir. Verilen bir pyp

yogunluk islemcisi klasik degilse bile (5.2)’deki gibi onun bir tam 6l¢lim uygulandiktan

sonraki hali bir klasik durumdur.

Olgiim uygulanmis durum olan p45'bir klasik durumdur ve sistemdeki toplam klasik
korelasyon p4p'durumunun karsilikli bilisimi ile nicelendirilir.I(A: B), sistemin toplam
korelasyonu ve I(A": B") toplam klasik korelasyon olmak iizere Qy(p4p) ile gosterilen

toplam kuantum korelasyonunu:

Qum (pap) = 1(A:B) — I(A:B')(5.3)

ifadesinden belirlenir.Burada:

I(A":B") = S(pa) + S(pp) — S(pag") (5:4)

tanimi1 yapilmastir.
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5.1.2 Klasik durumlarla ilgili temel teoremler

Bu kesimde klasik durumlarla ilgili olarak iki temel teoremin ifadesi verilmistir.

Teoremlerin acik ispatlar1 Ek 1°de yapilmstir.

Teorem 5.1 (Luo 2008)

Eger pug, {Pl.(A) ® 13.(3)} yerel Olglimlerine gore klasik bir durum ise {Pl.(A) ® 13.(3)},
{%(A)} ve {Pj(B)} stirast ile pyp, pa = Trgpap ve pg = Trypup durumlarinin 6z-

1zdiisiimleridir.
Teorem 5.2 (Luo 2008)

Iki pargali sistemin indirgenmis yogunluk islemcileri
A B
pA=Ter=ZpAiPL-( ) pB=TrAp=ZpBiP,-”
L J

seklinde spektral ayrisima sahip olsunlar. Bu durumda asagidaki ifadeler esdegerdir.

(1) p bir klasik durundur.
(i) p, {Pl.(A) ® 13.(3)} islemcilerinin her biriyle siradegisir.
(111) p asagidaki gibi yazilabilir.

A B
P=Zpijpi( )®P,-( )
Lj
5.2 Bagil Entropiyle Korelasyonlarin Siniflandirilmasina Biitiinciil Bir Yaklasim
Burada korelasyonlar1 nicelendirmede kuantum durumlarinin birbirlerine uzakliginin bir
Olciisli olan bagil entropi kullanilacaktir. Korelasyonlarin nicelendirilmeleri agisindan

sistemin bulunabilecegi tiim durumlar goéz Oniine alinir. Bu durumlar; dolanik,

ayrilabilir, klasik ve carpim durumlaridir. Verilen bir durumdaki olast tim
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korelasyonlar bagil entropilerin bir uzaklik fonksiyonu gibi kullanilmasiyla sekil

(5.1)’dekigibi gorsellestirilebilir (Vedral 2010).

E
o) p
e ° |
Ts Oc¢ Pc To
o el
(e} 0-(;. pC«
: Lo | ‘ L, v
Sekil 5.1 Sistemin olas1 durumlar ve ilgili korelasyonlar
Burada oklarin anlami sudur: x* den y’ ye y seklinde bir ok varsa, bagil

entropi Ol¢iisiine gore x’ e en yakin durum y demektir.Ayrica  dolaniklik dahil her
tiirlii korelasyona sahip olabilen sistemin en genel bir yogunluk islemcisini;o, ’ ya en
yakin ayrilabilir durumu, c alt indisiyle isaretlenen ortadaki durumlar klasik durumlar

ve en altta p alt indisiyle isaretlenenlerde ¢arpim durumlarini géstermektedir.

Bu biitiinciil yaklasimda verilen bir durumunun icerdigi E dolaniklik, D kuantum
diskort, Q kuantum dissonans ve C klasik korelasyon miktari agagidaki tanimlarla

nicelendirilir;

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

Ikinci béliimde de belirtildigi gibi; ilk bagintidaki tiim ayrilabilir durumlar kiimesini,
tim klasik durumlar kiimesini ve  tlim carpim durumlart kiimesini gostermektedir.

Buradaki minimumlar her bir bagintida isaret edilen kiimeler iizerinden alinir. Ornek
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olarak (5.5) bagintisinda o, tim § ayrilabilir durumlar uzay: taranarak arastirilan p’ ya

en yakin ayrilabilir durumdur.

Asagida agikca gosterilecegi gibi,

(1). Verilen bir duruma en yakin c¢arpim durumu, verilen durumun indirgenmis

yogunluk islemcileri ile olusturulan ¢arpim durumudur,

(i1) Verilen bir duruma en yakin klasik durum ise yukarida tanitilan duruma bir tam von

Neumann 6l¢limii uygulanmis durumdur,

(i11)) Tim bu yapilanlar bir arada diisiiniiliirse, korelasyonlar arasinda asagidaki

bagintilara ulasilir:

T,=D+C,—L, , T,=D+Cq— L. (5.9)

Korelasyonlara biitlinciil yaklasim, sistemlerde var olabilecek tiim korelasyonlari
yukaridaki gibi basit toplamsal bagintilarla ifade etme imkanisaglamaktadir. Bu
bolimiin diger kesimlerinde burada ifade edilen Onermeler ve (5.9) bagintisi

ispatlanmaktadir.

5.3 Klasik Korelasyonlar

Klasik durumlarin tanitiminda da belirtildigi gibi bu durumlar 6l¢iimden etkilenmeyen
durumlardir. Bu nedenle sistemin tamamina ya da herhangi bir par¢asina uygulanan bir

tam Ol¢lim sistemin durumunu degistirmez.

Klasik durumlarda var olan klasik korelasyonlar, bir bilesik sistemden klasik yollarla
elde edilebilecek bilgilerin kaynagini olustururlar. Sistemin geri kalanini rahatsiz
etmeden yani korelasyonlarini bozmadan sistemin herhangi bir bileseni ile ilgili yerel

olarak ulasilabilen bilgiler sistemle ilgili klasik bilgilerdir.
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Klasik korelasyonlarin nicelendirilmesi ile ilgili bir yontem bolim 5.1° de tanitilmigti.
Orada, sistemdeki toplam klasik korelasyonlar, sistemin 6l¢lim uygulanmis durumunda
var olan korelasyon miktar1 olarak nicelendirildi. Bu yontemden farkli olarak bagil
entropi lizerinden de klasik korelasyonlarin nicelendirimi yapilabilir. Bahsedildigi gibi
bagil entropi korelasyonlarin nicelendirilmesinde uzaklik fonksiyonu  gibi

kullanilmaktadir.
5.3.1 Temel teoremler

Verilen bir durumdaki klasik korelasyonlarin hesabi igin ilk olarak verilen duruma en

yakin klasik durum belirlenir. Bu durumun belirlenmesi agsagidaki teoreme gore yapilir.
Teorem 5.3 (Vedral 2010)

Verilen bir p durumuna en yakin klasik durum:
pt = Tglk) (Kl plle)(k[(5.10)
bicimimdedir. Burada {|I_c))} vektorlerip, durumunun 6zbazlardir.

Ispat:Verilen bir p durumuna en yakin klasik durumplise, baska herhangi bir klasik p,

durumunun p’ ya gore bagil entropisi igin:
S llpd)=Spllp’) = 0.5.11)

yazilabilir. Esitlik icin gerek ve yeter kosul p; = p. olmasidir. p; durumunun

Ozbazlar {| E)}olmak tizere, asagidaki gibi kurulan

pe = 2y |k) (k| plk) (k|(5.12)
klasik durumu goz oniine alinsin. (5.11)’ in sol tarafindaki ilk terim igin

Sl pc) = =Trlplog pc] = S(p)
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= ~7r[)" [K) (klplog pe] - S(p)

—

k

= —Tr[) " k) (KiplR) (Kilog pc] — ()
k

= S(pc) — S(p) (5.13)

yazilabilir. Burada ikinci esitlikte) |I_c)) (kT = [tamlik bagintis1 kullanildi. (5.13)" de
- e - — 2 - e
son esitlik yazilirken |k) (k| izdiisiim islemcilerinin (|k)(k|) = |k) (k| idempotent

dzelligi, Tr(A%B) = Tr(ABA) iz dzelligi ve |k) (k[ islemcileri p.’ nin 6z-izdiisim

2

islemcileri olduklarindan log p. ile (daha genel olarak p,. ’ nin herhangi bir

fonksiyonuyla) siradegisme 6zelligi kullanildi.

(5.11) bagintisinin sol tarafindaki ikinci terimde benzer sekilde degerlendirilirse:

S llp = = TrLy [k (klplE) (kilogel] - S(o)
k

= —Tr( pclogpt) — S(p) (514

ifadesine ulasilir. Bulunan (5.13) ve (5.14) ifadeleri (5.11) de yerlerine konuldugunda

S llpe) =S llpe) = =SCpellpe) = 0 (5.15)

elde edilir. Bagil entropinin negatif olmama 6zelliginden dolay1 (5.15) ifadesinin dogru
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulS( p.||pe) = 0 olmasidir: bunun igin de p, =

pegerek ve yeter kosuldur.

Carpim durumlar1 hicbir korelasyon igermeyen durumlardir. Klasik korelasyonlarin
hesabinda bagil entropilerin kullanimi1 durumunda, yukaridaki teoreme gore belirlenen

en yakin klasik durumun sisteme en yakin carpim durumuna olan uzakligi, klasik
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korelasyonlar1 nicelendirir. Burada sisteme en yakin c¢arpim durumu da asagidaki

onerme yoluyla belirlenir.
Onerme 5.1 (Vedral 2010)

Bagil entropi Olgiisiine gore N parcali bir bilesik sistemin verilen bir p durumuna en
yakin carpim durumu, p durumunun indirgenmis yogunluk islemcilerinin tensorel

carpimiyla olusturulan

0b=p1 ® .. ® py(5.16)

carpim durumudur. Burada p;’ler, i. par¢anin (p’ nun i disindaki bilesenleri tizerinden

kismi iz alinarak bulunan) indirgenmis yogunluk islemcileridir.

Ispat:Varsayalm ki @ = a; ® @, ...® ay, p’ ya en yakin ¢arpim durumu olsun. Bu

durumda

S llpp) =S(ella) = 0

olacagindan, —Tr(plogp,) + Tr(ploga) = 0 ve daha agik olarak

—Tr[plog(p1 ® ...® pn)] + Triplog(a; ® a; .. ay)] = 0(5.17)

yazilabilir. (5.17) ifadesinde iz islemcisinin ¢izgisellik 6zelligi ve tensorel carpimlarin

logaritma fonksiyonundaki toplam kurallar1 kullanilirsa asagidaki ifadeye ulasilir:

N N
- z Tr(plogp;) + Z Tr(ploga;) = — S(pylla) = 0.
i=1 i=1

Bagil entropinin negatif olmama 6zelligi tekrar kullanilirsa tek ¢6ziim S (py|| @) = 0
durumudur. Bunun igin gerek ve yeter kosulp,= o olmasidir.Sonugolarakp’ ya en yakin

carpim durumu (5.16) ile verilen p;, durumudur.
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Teorem 5.4(Vedral 2010)

Verilen bir p durumunun, (5.16) ile verilen p;, indirgenmis durumlarinin ¢arpim durumu
ile bagil entropisi; aralarindaki toplaml(p: p,) karsihikli bilisime esittir ve bu karsilikli

bilisim ifadesi deentropileri arasindaki farktir:
S(ellep) = 1(p:pp)
=S(pp) —S(p)

= 2iS(p) — S(p). (5.18)

Ispat:iz islemcisinin ¢izgisellik 6zelligi ve logaritma fonksiyonunun toplama 6zellikleri

kullanilirsa;

S(pllpp) = —Tr(plogpy) + Tr(plogp)
= - Z Tr(pilogp:) + Tr(plogp)
= 5(p) = S()
= S(pp) — S(p) (5.19)
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bi¢iminde yazilir. Burada p, = p; ® ..& py, p’ nun indirgenmis yogunluk

islemcilerinin tensor ¢carpimlariyla olusturulmus ¢carpim durumudur.

Sonug olarak C ile gosterilen klasik korelasyon niceligi:

C = miny epS(pcllpp)

= S(pcllpp )

= S(pp) — S(pd) (5.20)

2

ifadesinden hesaplamir. Burada p. , p’ ya en yakin klasik durumu, p, carpim

durumlarni, py, ise p durumuna en yakin ¢arpim durumunu gostermektedir.

5.3.2 Iki parcali sistemler icin klasik korelasyonlarin 6zellikleri

Iki parcali sistemlerdeki klasik korelasyon niceligi C asagidaki dzellikleri saglar.
1.Carpim durumlar1 higbir korelasyon igermedigi i¢in bu durumlarda C=0 olur.

2.C yerel {initer doniisiimler altinda degismez kalir. Herhangi bir baz doniisimii alt

sistemlerdeki korelasyonlar1 degistirmez.
3.C, yerel islemler altinda artmaz.

4.A ve B parcalarindan olusmus iki pargali saf durumlar icin C=S(p,4)=S(pp) bagntilar
saglanir.Klasik korelasyonlar alt sistemlere gore simetriktir. Bu 6zellik iki pargali saf
durumlardaki Schmidt ayrisiminin ve bagil entropinin 6zdegerlere bagl olmasinin dogal

bir sonucudur (Henderson ve Vedral 2001).

5.4 Kuantum Korelasyonlar
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Bilesik sistemlerde sistemin bilesenleri arasinda, klasik yollarla elde edilemeyecek
bilgiler de vardir. Bu bilgilerin kdkeninde kuantum korelasyonlar bulunur. Bu kisimda

bilesik sistemlerde ki kuantum korelasyonlarin tanitimi ve nicelendirilmesi yapilacaktir.

5.4.1 Kuantum dolamikhk

Sistemlerin biitlinliik¢ii bir 6zelligi olan kuantum dolaniklik, bilesik sistemlerde klasik
karsilig1 olmayan 6nemli bir korelasyon tiiriidiir. Ik olarak 1935 yilinda, EPR makalesi
(Einstein 1935) etrafindaki tartigmalarla fark edilen ancak son yirmi yildaki ¢alismalarla
ortaya ¢ikan kuantum bilisim ve kuantum bilgisayim alanlarindaki gelismelerle yogun
aragtirmalarin konusu olan dolaniklik kavrami, kuantum mekaniginin yerel olmayan
ozelliklerini de igeren (Yerellik ilkesi kuantum mekaniginde dolanik durumlar diginda
gecerli olan bir ilkedir.) bilesik sistemlerin bilesenleri arasinda var olan 6zel kuantum
korelasyonlar1 vurgular. Kuantum bilisim kuraminin ¢ogu uygulamasi i¢in (kuantum
anahtar dagilimi, kuantum yogun kodlama, kuantum uzaktarim vb.) kuantum dolaniklik:

islenebilir, aktarilabilir ve tliketilebilir baslica kaynaklardan biridir.

Bir bilesik sistemin bilesenleri arasinda kuantum dolaniklik bulunup bulunmadig ile
ilgili birgok kriter gelistirilmistir. Bu kriterler farkli yetkinliklerde olup, her durumda
gerek ve yeter kosul olabilecek bir kriter mevcut degildir. Ayrica var olan kuantum
dolanikligin nicelendirilmesinin bu kriterlerle yapilmasi ¢ogu durumda miimkiin
olmamaktadir. Bu nedenle bu kistmda kuantum dolanikliktan kaynaklanan
korelasyonlarin nicelendirilmesine yogunlasilacaktir. Son yirmi yil igerisinde bu
korelasyonlarin nicelendirilmelerine yonelik de ¢esitli yontemler 6nerilmistir. Tiim bu
yontemlerin  degerlendirilebilmeleri  i¢in  ilk  olarak  kuantum  dolaniklik
nicelendirmelerinde kullanilacak yontemlerin saglamasi gereken kosullari belirlemek
uygun olacaktir. Kuantum dolaniklik niceligi E ile gosterilecek olursa, E asagidaki

kosullar1 saglamasi gerekir.
1.E ancak ve ancak verilen durum ayrilabilirse sifir olmalidir.
2.Yerel tiniter doniistimler altinda E degismez kalmalidir.
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3.Yerel ol¢limler ve klasik haberlesmeler E degerini artirmamalidir (Vedral 1997).

Bu kosullar altinda dolanikligin nicelendirilmesi ile ilgili aday ydntemler
degerlendirilecek olursa; bagil entropi tiim bu kosullar1 saglamasi nedeniyle tercih
edilen yontemdir. Bagil entropiler yoluyla dolaniklik nicelendirilmesine dolanikligin
bagil entropisi (relative entropy of entanglement) denir. Bu yontemin tercih edilmesinin
diger bir nedeni ise bu yontemin alt sistemlerin sayisindan ve boyutundan bagimsiz

olmasidir.

Dolaniklik igeren farkli saf durumlar i¢in bagil entropinin sonsuz ¢ikmasi nedeniyle bu
durumlardaki korelasyonlarin bu yontemle nicelendirilme imkani yoktur. Fakat
asagidaki teorem saf durumlar i¢inde dolanikligin bagil entropisini hesaplama imkan

tanir.
Teorem 5.4(Vedral 1998)

p bir saf durum olsun, bu saf durum iki pargali olarak diisiiniilebilir ve Schmidt

bazlarinda asagidaki gibi yazilabilir.

p = \ombm len, fu)en, fu|(5:21)

nin;

Bu durumda dolanikligin bagil entropisi:
E==) palogp, (5:22)
n

olacak sekilde indirgenmis von Neumann entropisine esittir.

Saf olmayan durumlarda dolanikligin bagil entropisinin hesaplanmasinda verilen bir
duruma en yakin ayrilabilir durumun belirlenmesi 6nemli bir problemdir ve bu konuda
niimerik hesaplarda dahil birgok yontem onerilmistir (Vedral 1998). Bu calismada bu

yontemlere deginilmeyecektir.
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p durumunun durumlar uzayindan var olan ayrilabilir durumlar o olmak iizere;p’ nun
icerdigi kuantum dolaniklik miktar1 E, (5.5)’de verilenE = mingcsS(p ||o)ifadesinden

hesaplanir. Verilen durumap durumuna en yakin ayrlabilir durum o, ise kuantum

dolaniklik miktar:

E=S(pllop) (5.23)

bagintisindan belirlenir.

5.4.2 Kuantum diskort

Ik olarak H. Ollivier ve W.H. Zurek tarafindan 2001yilinda farkina varilan kuantum
diskort(Zurek 2002), bilesik sistemlerde dolanikliktan farkli bir tir kuantum
korelasyonu betimler. Ayn1 kavram ayni yil igerisinde L. Henderson ve V. Vedral
tarafindan da Ongoriilmiistiir (Henderson 2001). Diskort kavraminin ortaya ¢ikisina
kadar bilesik sistemlerde var olan tek kuantum korelasyon tiirii kuantum dolaniklik
olarak anlagilmaktaydi. Doksanli yillarin sonlarina dogru yapilan bir¢ok caligmada
dolaniklik hi¢ yokken vyada c¢ok azken dahi baz1 bilesik sistemlerde klasik
korelasyonlarla elde edilemeyecek kuantum avantajlarin olabildigi gosterilmistir. Ornek
olarak; kuantum kriptolojide dolanik olmayan kuantum durumlar1 kullanilmakta ve bu
durumlar klasik kriptolojiyle elde edilemeyecek {iistiinliikler getirmektedir. Diger 6nemli
bir 6rnek de boliim 6’ da incelenecek olan DQC1 durumlaridir. Bu durumlarda sistem

cok az dolaniklik icermesine ragmen kuantum bilgisayimsal hizlanmalar olabilmektedir.

Ozetle kuantum korelasyonlar sadece dolamkliga indirgenemez, bilesik sistemlerde
korelasyonlardan kaynaklanan kuantum {stlinliiklerin kaynagi yalnizca dolaniklik
degildir. Kuantum diskort bilesik sistemlerdeki tiim kuantum korelasyonlari
nicelendiren dolanikliktan daha genel bir kavramdir. Sistemdeki tiim klasik olmayan

korelasyonlarin ifadesidir.

Karsiliklt bilisim ifadesi iki pargali sistemler i¢in bilesenler arasindaki toplam

korelasyonun bir ifadesi olarak kullanilabilir. Her bir parcasi sirasiyla A ve B olarak
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gosterilen iki parcali bir sistem i¢in karsilikli bilisimin klasik olarak esdeger iki ifadesi

Bayes kurallar1 kullanilarak:
I(A:B) =H(A)+H(B)—H(A,B) (5.24)
J(A:B) = H(A) — H(A|B) (5.25)

olarak yazilabilir. Burada S(A), S(B) ve S(A,B) Shannon entropi fonksiyonlarini,
S(A|B) ise kosullu entropi fonksiyonunu gostermektedir. (5.24) ifadesinde Shannon
entropileri yerine von Neumann entropileri kullanilarak herhangi bir kuantum durumuna
genellemesi yapilabilir. (5.25) ifadesinin ise kuantum durumlarima genellemesi
yapilamaz. Bunun sebebi kosullu entropinin kuantum mekaniksel anlaminin farkl
olmasidir. Klasik kosullu entropi her zaman pozitif bir niceliktir, fakat kuantum kosullu
entropi negatif degerlerde alabilir. Cilinkii kuantum mekaniksel olarak sistemler bilesik
durumdayken pargalarindan daha fazla kesinlik icerebilirler. S(A|B) ifadesinin
belirlenebilmesi icin B’yi bilmek gerekir. Bunun icinde B iizerinde dl¢lim yapmak
gerekir. Eger sistemde kuantum korelasyonlar varsa sistemin herhangi bir pargasi
tizerinde yerel olarak yapilan bir 6l¢iim sistemdeki korelasyonlarin yapisini bozabilir.
Ancak sistemde yalnizca klasik korelasyonlar olmasi durumunda yerel olarak yapilan

Ol¢limler sistemin yapisim1i bozmaz. B’yi bilmek i¢in B {izerineuygulanan Ol¢iim
islemcisi  kiimesi  { Mj(B) 4 olsun. Bu 0lglim islemcilerinin  uygulanmasi

durumunda:S(A|B) yerine;
S(AIMPY) (5.26)

niceligi (6l¢iim kosullu entropi)tanimlanmaktadir. Bu durumda (5.25) ifadesinin kuntum

mekaniksel genellemesi:
J(A:B) = S(A) = S(AIM;”}) (5.27)

seklinde olur. Klasik olarak esdeger bu iki karsilikli bilisim ifadesi sistemde kuantum

korelasyonlarin olmasi durumunda farklilagir. Bu farka sistemdeki toplam kuantum
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korelasyonlarin bir 6lgiisii olarak kuantum diskort denir ve D(A,B) ile gosterilir.

Karsiliklt biligim ifadelerindeki bu farklilik;
D(A,B) = S(B) — S(4,B) + S(A|n{”) (5.28)
olur (Zurek 2002).

Kuantum diskort, korelasyonlarin kuantum karakterini gdsterir. Sistemin bir pargasi
iizerinde yapilan olciimlerle elde edilemeyecek bilgilerin bir &lgiisiidiir. Olgiimiin

sistemdeki bozucu etkisi nedeniyle kuantum diskort iistiiste gelimin bir sonucudur.

Kuantum diskortun yukaridaki hesabi iki pargali sistemler i¢in tanimlandi. Diskort
hesabinda kullanilan karsilikli bilisimin ¢ok parcali sistemlere genellenmesi zordur. Cok
parcali sistemler icin diskort hesabi da bagil entropi kullanilarak yapilabilir. Bagil
entropiler yoluyla diskort hesabi i¢in verilen durumun en yakin klasik duruma olan
uzakligina bakilir. En yakin klasik durum yine teorem 5.1 e gore belirlenir. Verilen bir
p durumunda var olabilecek kuantum diskort miktar1 D; (5.6)’daki gibi C klasik
durumlar kiimesi taranarak bulunan bir minimumla hesaplanir. p’ ya en yakin klasik

durum p;. ile gosterilirse (5.6) bagintisi:

D = S(pllpc) (5.29)

seklinde yazilabilir.

(5.29) ifadesi en yakin klasik durumla verilen durumun entropileri farki olarak

hesaplanir.

D = S(pc) — S(p) (5-30)

Son ifade teorem 5.2° ye gore gore yazilmistir. Bu yaklasim klasik durumlar kiimesi
lizerinden bagil entropinin minimumunu belirleme problemlerinde her zaman

kullanilabilecek bir yaklagimdir.
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Bagil entropiler yoluyla diskort hesabi, optimizasyon problemlerinden kurtulma imkéani

saglamakta ve ¢ok parcali sistemlerde de diskort hesab1 yapmaya imkan saglamaktadir.
5.4.3 Kuantum diskortun ozellikleri
1.Kuantum diskort negatif olmayan bir fonksiyondur.

D(A,B) = 0 (5.31)

2. D(A,B) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul psp durumunun klasik olmasidir. Yani

pap’ nin kendi 6zbazlarinda blok kdsegen olacak sekilde:
Pap = Z p; PABPj(5-32)
J

seklinde yazilabilmesidir. Burada P;' ler tamhik bagntisini saglayan olgiim
islemcileridirler.
3.Kuantum diskort yapilan 6l¢iime gore asimetrik bir fonksiyondur.

D(A,B) # D(B, A)

4. Kuantum diskort Ol¢lim yapilan alt sistemin von Neumann entropisi ile iistten

stnirhdir.
D(A,B) < S(B) (5.33)
5.D(A,B), POVM’lar iizerinde konkav bir fonksiyondur.

6.D(A,B) minimum degerini ranki bir olan POVM’lar uygulanmasi durumunda alir. Bu
ozellik diskortun optimizasyon problemiyle ilgili olup, diskortun dl¢iimden bagimsiz bir

nicelik olmasini saglamaktadir.

7.Kuantum diskort yerel liniter doniisiimler altinda degismeden kalir.
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8.Saf iki pargali durumlarda kuantum diskort dolanikliga esittir (Datta 2008).
5.4.4Kuantum dissonans

Bilesik sistemlerdeki dolaniklik harici kuantum korelasyonlara kuantum dissonans
denir. Diger bir ifadeyle kuantum dissonans ayrilabilir durumlardaki kuantum
korelasyonlar1 yada ayrilabilir durumlarda var olan toplam korelasyonlardan klasik
olmayan korelasyonlar1 gosterir (Vedral 2010). Bu korelasyonlar1 hesaplamak igin
verilen bir p durumunun durumlar uzayinda bulunan ayrilabilir durumlar o ile
gosterilmek iizere; bu durumlarin p’ ya en yakin olani belirlenir (Vedral 1998) ve bu
durumun en yakin klasik duruma olan uzakligi bagil entropiler yoluyla hesaplanir. Q

kuantum dissonans niceligi (5.7)’ deki @ = ming ¢cS(0 ||o. ) ifadesiyle belirlenir.

p durumuna en yakin ayrilabilir durum ¢’ ve ¢"’e en yakin klasik durum da o, olmak

tizere (5.7) bagintisi,

Q =5(a" [lo¢ )(5.34)
olarak yazilir. Teorem 5.2 kullanilarak (5.34) bagintisinin,
Q = S(a')—S(a0) (5.35)

biciminde daha basit bir ifadesi de yazilabilir.

Boylece bilesik sistemlerde var olabilecek tiim korelasyonlarin bagil entropiler yoluyla

nasil belirlenecegi gosterildi. (5.9) ifadesine ulagabilmek i¢in T, ve T, toplam kargilikl

bilisim ifadeleri ve heniiz bir fiziksel agiklama yapilamamis olan korelasyonlarla

ilgiliL, ve L ek terimlerinin de tiiretilmesi gerekir. T, ve T, ifadeleri verilen durumun

kendi indirgenmis durumlariyla olusturulan ¢arpim durumuna gore toplam karsilikli

bilisimi oldugundan, teorem 5.3’iin bir sonucu olarak:
T, =S(pp) —S(p), T, =5S(0,)— S(0)(5.36)
ifadelerine esittir. L, ve L, terimlerinin tiiretimi ise asagidaki teoreme gore yapilir.

52



Teorem 5.4 (Vedral 2010)

L, ve L igin:

L, =S(pp,) —S(pp) » Ly = S(0y,) — S(0,)(5.37)
esitlikleri gegerlidir.

Ispat: L, =S(pl|pp,) =
—Tr(plogppc) - S(p) (5.38)

Pp.ile p. ayn bazlara sahip olduklar i¢in (5.37) esitliginin sag tarafina iz isleminin
icine bu bazlarin bir tam kiimesi yazilabilir. Burada bazlarin diklik bagitisindan dolay1

bazlar1 yerine kareleri de yazilabilir. Iz islemcisinin ¢evrimsellik 6zelligi kullanilarak:

—Tr(plogp,,) = —TT(ZIE) (kip|k)(k[logp,,)
;

= —Tr(pclogppc) (5.39)

=5(p,.) (5.40)

sonucuna ulagilir.(5.38)’ den (5.39) ifadesine logaritmanin toplam ve iz islemcisinin

cizgisellik 6zelligi kullanilarak gecilmistir.
Diger yandan iz islemcisinin ¢izgisellik 6zelligi:
—Tr(plogp,,) = —Tr(pylogpy,)

= S(pp.) (5.41)
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sonucunu saglar. Boylece L, =S (ppc) — S(pp) ifadesi ispatlanmis olur. L, iginde

benzer siireclerle ispat yapilabilir.

Sonug olarak sekil 5.1° deki korelasyonlarla ilgili tiim terimler belirlenmis oldu. Buna
gore  (5.9)” daki birinci T, =D + C, — L, esitliginde: D = S(p.) —S(p) , C, =
S(ppc) —5(pe) » L, =5(p) —S(pp) ve T,= S(pp) —S(p) terimleri yerlerine
konulursa esitligin saglandigi goriiliir. Benzer islemler (5.9)° daki ikinci esitlik iginde

yapilabilir.
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6.UYGULAMALAR

Bu boliimde segilen 6zelsaf ve saf olmayan kuantum durumlarinin korelasyon analizi
yapilacaktir. Bolim 5°de tanitilan iki yontemle bu durumlardaki korelasyonlarin
nicelendirilmeleriyle ilgili hesaplar yapilacaktir.Saf W durumlari,saf dallanma
durumlart (cluster states) ve saf olmayan kosegen Bell durumlarinin nicelendirimi bagil
entropiler yoluyla yapilacaktir. Saf olmayan Werner, izotropik ve DQC1 durumlarinin

korelasyon analizi ise 6l¢glimden etkilenme miktarlar belirlenerek yapilacaktir.

6.1 Saf Durumlar

Saf durumlardaki korelasyonlar gerek korelasyonlarin genel yapisin1 anlamada gerekse
de kuantum bilisim kuramindaki kuantum anahtar dagilimi, kuantum yogun kodlama ve
kuantum wuz-aktarim gibi bircok Oncii ve Onemli uygulamada da vazgecilmez
onemdedir. Bu nedenle burada ilk olarak secilen saf durumlarin korelasyonlar agisindan

tanitimi1 ve korelasyonlarin bagil entropiler yoluylahesab1 yapilacaktir.

6.1.1 W durumu

Uc parcali saf dolanik durumlarin esdeger olmayan iki smifi vardir. Herhangi bir iig
parcali saf dolanik durum stokastik yerel islemler ve klasik haberlesmelerle (SLOCC)
esdeger olmayan bu iki siniftan birine doniistiiriilebilir. Bu durumlar GHZ durumlar1 ve

W durumlaridir (Greenberger 1989).

Bu iki durum:

i(I000>+ |111)), |[W) _1

lGHZ):\/E 7

(]001) + [010) +]100))(6.1)

seklinde yazilir. Her iki durumda yerel islemlerlebirbirlerine doniistiiriilemezler,

kendilerine 6zgii 6zellikleri vardir.
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GHZ durumlar ii¢ kiibitler i¢in en dolanik durum olarak diisiiniilebilir. Bu durumlarda
ti¢ kiibitlerden herhangi biri lizerinden kismi iz alinirsa ayrilabilir durumlar elde edilir.

Yani GHZ durumlarindaki dolaniklik parcacik kayiplarina karsi oldukg¢a dayaniksizdir.

W durumlarinda ise dolanik ti¢ kiibitten herhangi biri iizerinden kismi iz alinirsa geriye
en dolamk iki kiibit durumlari olan Bell durumlari kalir. Indirgenmis yogunluk
islemcileri olan iki kiibit en dolanik durumlar1 baz1 kriterlere gore ii¢ kiibit saf ve

safolmayan durumlarla karsilastirildiginda en fazla dolaniklik iceren durumlardir.

Burada bu iki esdeger olmayan siniftan W durumlarinin korelasyonlarinin hesab1 bagil

entropiler {izerinden yapilacaktir.

Dolanik bir durum olan W durumuna en yakin ayrilabilir durum:
-8 000)(000 +12 WYW| + o WHYW'| + ! [111)(111](6.2

seklinde yazilabilir (Vedral 2010). Burada;

1
W'y = ﬁqon) +]101) +|110))(6.3)

olarak alinmistir.Verilen duruma en yakin ayrilabilir durum ifadesi kullanilarak W
durumunda var olan kuantum dolaniklik hesaplanabilir. En yakin ayrilabilir durum o
klasik bir durum olmadig1 i¢in, tiim kuantum korelasyon miktar1 kuantum dolanikliga

esit degildir. Var olan E dolaniklik miktar1,(5.5) bagintisindan:
E =mingesS(p || 0) = S(p || 0)=—Tr(plogo) — S(p) (6.4)

olur. Burada p = |W)}{(W|saf W durumu oldugu i¢in entropisi sifirdir. Boylece E

kuantum dolaniklik niceligi:

E = —Tr(plogo) (6.5)
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olur. (6.5) denklemindekiiz fonksiyonelinin degeri, ii¢ kiibit durumlart igin
{/000),|001),|010),|100),|110),|011),|101),|111)} bazlarindahesaplanirsa:E =~ 1.17

olarak bulunur.

Kuantum diskort hesabida (5.6) ifadesindeki gibi bagil entropiler lizerinde yapilarak

kuantum diskort miktar1 D:
D = min,ecS(p o) = S(pllp’,)
=S(p'.) = S() =5S(p',) = —Tr(p' logp',) (6.6)

olur.Burada p’ :

o= %(|001)(001| +|010)(010]| + |100){100])(6.7)

durumu p durumuna tam izdiisiimsel 6l¢lim uygulanmis durum olan en yakin klasik
durumu gostermektedir. (6.6) ifadesi (6.7) durumu kullanilarak hesaplanirsa: D~1.58

bulunur.

W durumunda var olan klasik korelasyonlarin hesabinda en yakin klasik durum
bulunurken p ya en yakin durum ile o en yakin durum ayni olmamaktadir. Bunun
sebebi ayrilabilir durumlarda da kuantum korelasyonlarin olmasidir. Bu nedenle her iki
en yakin klasik durum icin korelasyonlar ayri ayr1 hesaplanacaktir. Ilk olarak p ya en

yakin klasik durum olan p’ _daki klasik korelasyonlar (5.8) ifadesinden:

Co = minppc EPS(p’C”ppC) = S(ppc) - S(plc)

hesaplanacaktir. p’_ (6.7) da belirlenmisdi, en yakin ¢arpim durumu p’pc ise (6.7)

ifadesinin indirgenmis durumlarini tensor ¢arpimiyla olusturulan ¢arpim durumudur. Bu

durumlar i¢in (5.8) bagintisindan klasik korelasyon miktari: C p = 1.17 olur.
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Benzer sekilde o ya en yakin klasik durum olan ¢’ klasik durumunda var olan klasik

korelasyon miktar1 da C o = 0.36 olur.

Son olarak da W durumunda var olan kuantum dissonans miktar1 (5.7)
bagintisindan: Q = ming secS(0llo.) = S(ol|o’c) hesaplamr ve Q = 0.94 olarak
bulunur. Burada o verilen duruma en yakin ayrilabilir durumu, o'’ da bu ayrilabilir

duruma en yakin klasik durumu géstermektedir.

6.1.2 Dallanma durumlar

Dallanma durumlari, 6l¢iim temelli kuantum bilgisayimsal modeller i¢in kullanisl bir
kaynak olan dolanik saf durumlardir. Tek yonlii kuantum bilgisayar (one-way quantum
computer) olarak bilinen kuantum bilgisayimin dallanma durumu modeli ilk defa
Raussendorf ve Briegel tarafindan tasarlaniyor (Raussendorf ve Briegel 2001). Bu
modelde baslangi¢ durumu; basit bir 6rgiiniin (bir, iki veya li¢ boyutlu) baglantili bir alt
kiimesi olan, sonlu bir alt Orgiiniin koselerinde yerellesmis, dolanik c¢ok kiibit saf
durumlarr olan dallanma durumlaridir. Orgiiniin koselerini birlestiren herhangi bir
cizgeye (graph) bir dallanma durumu karsilik getirilerek bu durumlar farkl sekillerde
olusturulabilir. ilk olarak ¢izgenin koselerindeki kiibitler arasinda gergeklestirilecek

bilgisayima uygun olarak (yakin veya uzak komsularla) dolanikliklar olusturulur.Bunun
icin her o6rgii koselerindeki kiibit |[+) = % (10) + |1)) durumuna getirildikten sonra, bu

kiibitle baglantili her kose ile arasinda kontrollii-faz gecidi uygulanarak istenen
baslangi¢c durumu olusturulur. Uygulamada bdyle bir siireg; koselerinde iki durumlu
atomlar bulunan uygun bir orgiideki Ising tipi (en yakin komsularla) etkilesmelerden

yararlanilir.

Kuantum bilgisayim asamasi dallanma durumunun igslenmesine karsilik gelen ve belirli
bir algoritmaya gore gergeklestirilen bir dizi tek kiibit dlciimleriyle yiiriitiiliir. Orgii
koselerindeki indirgenmis durumlar saf olmayan (¢ogunlukla en saf olmayan) durumlar
oldugundan, o6l¢iim sonuglar1 gelisigiizel olsada aralarinda korelasyonlar vardir.
Bilgisayimin gerceklesebilmesi bu korelasyonlar sayesinde olur. Bu asamada, dnceki

Olciimiin sonucuna bagli olarak sonraki 6l¢timler her 6l¢iimden sonra yeniden planlanir.

58



Sonugta kalan ¢oklu kiibit durumu, bilgisayimin sonucudur. Istendiginde kalan durumun
okunmasiyla bilgisayimin sonucu klasik bit dizileriyle verilebilir. Bu modelin
uygulanmasinda asil kritik sorun; bir dallanma durumunun gergek bir fiziksel sistemin
taban durumu olarak ger¢eklesmesinin miimkiin olup olmadigidir. Genel bir dallanma
durumu i¢in bunun miimkiin olmadig1 yoniinde bulgular olsada uygun taban durumuna
sahip sistem arayiglar1 siirmektedir. Bir boyutlu orgiiler {izerinde kurulan dallanma
durumlariyla gergeklestirilen kuantum bilgisayim etkinliklerinin, klasik bilgisayarlarla
da gergeklestirilebilecegi anlasilmistir. Bu nedenle iki veya ii¢ boyutlu dallanma

durumlari1 kuantum bilisim ve kuantum bilgisayim i¢in 6nem kazanmistir.

Dallanma durumlarinin kuantum bilgisayim modelleri a¢isindan ©6nemine kisaca

degindikten sonra; dort pargali dallanma durumlari olan:
[C4) =0+0+)+ |1 +1+)+|0—1-)+ |1 —0—) (6.8)

durumlarinin korelasyon analizleri bagil entropi kullanilarak yapilacaktir. Burada |+)
durumu: |[+) = %(IO) +11) , |—) durumu ise, |-) = \/%(IO) —|1)) olarak ifade

edilmistir.Kuantum dolaniklik niceligi (5.5) i¢in gerekli olan en yakin ayrilabilir durum

(Wei 2004):
1
0C4=Z(|O+O+)(O+O+|+|1+1+)(1+1+|+|0—1—)(0—1—|

+|1—-0-)(1—-0—1)(6.9)

olur. (6.9) durumu bir klasik durum oldugu i¢in kuantum dolaniklik, kuantum diskorta
esit ve kuantum dissonans: Q=0 olur. (5.5) yada (5.6) ifadelerinden hesaplanacak
korelasyon niceligi: E=D=2 olur. Klasik korelasyon miktar1 da (5.8) bagintisindan
C, = 2 olarak bulunur. Sistemin toplam korelasyonu T, = 4 oldugundan; bu durumda
T, = E + C,, esitligi saglamir. Dort pargali saf dallanma durumlar ilging bir sekilde iki
pargali saf durumlar gibi; toplam kuantum korelasyonun dolanikliga esit oldugu

durumlardir.
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6.2 Saf Olmayan Durumlar

Saf durumlar, sistemin ¢evreyle etkilesmesinden dolay1 cogu durumda hazirlanmalari ve
bulunduklart durumu korumalar1 zor 06zel durumlardir. Cevremizdeki sistemlerin
kuantum durumlariysa ¢ogu zaman saf olmayan durumdadir. Son yillarda kuantum
bilisimde ve kuantum bilgisayimda saf olmayan durumlarin kullanilmasina yonelik
calismalar artmaktadir (Datta 2008). Bu nedenle bu durumlarin korelasyonlar agisindan
sahip olduklar olanaklarin anlasilmasi 6nemlidir. Bu kesimde 6zel olarak segilen saf
olmayan; Werner, izotropik, DQC1 ve kdsegen Bell durumlari tanitilacak ve bolim 5’

de incelenen ikiyontemle durumlarin korelasyon analizleri yapilacaktir.

6.2.1 Werner durumlari

U bir iiniter islemci olmak iizere,U®U islemi altinda degismez kalan her bir par¢asinin d

boyutlu Hilbert uzayinda tanimlandig iki parcali d®d durumlaridir ve

() = d—xl+xd—1
P = g T3 —d

Vv, «xel[-11] , C*® CH (6.10)

seklinde tanimlanir (Werner 1989). Burada I = [; ®1, seklinde tanimlanan tiim sisteme
ait birim islemciyi,V = Y,;;|ij}ji| trampa islemcisini (swap operator, flip operator) ve

{|ij)} ise bilesik sistemin ortonormal bazlarini gostermektedir.

Werner durumunun 6zdegerleri:

14X 2 i + Dkere dej

L 71 d2 ere dejenere 11
1,2 — 1 —x 1 ( . )

Ed(d — 1)kere dejenere

d?—d

seklinde bulunur. (6.10) durumu bir yogunluk islemcisi oldugundan izi birdir. A ve B

ile gosterilen altsistemlerin indirgenmis yogunluk islemcileri ise kismi izler alinarak,
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I I
Trlow@] ==, Trslow(0] = 2. (6.12)

seklinde en saf olmayan durumlara karsilik gelir. Trampa islemcisinin izi ve kismi

izleriyse:
TrV = d, TT‘1V = Iz, TTZV = Il (6.13)

olur. Trampa islemcisinin karesi birim oldugundan dolay1 bir inviiliisyon islemcisidir ve
ozdegerleri +1°dir. Izdiisiim islemcilerinin de izleri hesaplanabilir. Trampa islemcisinin

+1 6zdegerine karsilik gelen izdiisiim islemcisinin izi:
1
Tr P4 = 3 (d? +d) (6.14)
ve —1 6zdegerine karsilik gelen izdiisiim islemcisinin izi de
1
Tr PO) = > (d? — d) (6.15)

olarak bulunur. Trampa islemcisinin karesi 1 oldugundan V = P() — PO izdiisiim

islemcileri cinsinden de spektral ayrisimi yazilabilir. Buradan,
1 1 _ A d
pM® =5U+V), PO =5U=V); PM®,pO) e C?®C (6.16)

olarak izdiisiim islemcileride trampa islemcisi tiiriinden yazilabilir. Werner durumuna
Peres kriteri uygulanacak olursax’in 0 < x < 1/2 araligindaki degerlerine karsilik
gelen durumlarda dolaniktir. Bu degerler arasinda Werner durumunun altsistemlerinden
herhangi birisi lizerinden parcali transpoz alinarak elde edilen islemcinin en az bir

negatif 6zdegeri vardir yani bu durumlarda dolanik, diger durumlarda ise ayrilabilirdir.

Bu durumlarin korelasyon analizleri, kesim 5.1°de tanitilan 6l¢iim temelli bir yaklagimla

yapilacaktir.Sistemdeki toplam korelasyon:
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I(A:B) = S(p4a) + S(ps) - S(Pas) (6.17)

karsilikl1 bilisim ifadesinden hesaplanir.p, vepg en saf olmayan durumda olduklar1 i¢in

S(p4) = S(pg) = logd olur. S(p,p) ifadesinde de bulunan 6zdegerler kullanilirsa:

X 1—x 1+x 1+x
S(pAB)=—( 5 logdz_d+ > logd2 )

olur. Boylece toplam korelasyon niceligi olan karsilikli bilisim:

1—x 1—x 1+x 1+x

> logdz_d+ > logd2+d(6.18)

I(A: B) = 2logd +

olarak hesaplanmis olur.Sistemdeki toplam klasik korelasyon; 6l¢iim uygulanmis durum

olan:

r — X biopi T4+x i oni
Pag’ = Z B _gla®h + 2 71 a®Ps(619)

i#]j i

durumunun (5.4)> deki gibi karsihikli bilisimi ifadesiyle hesaplamir. Burada P} = |i)(i|

ve PBj = |j){j| sistemin bilesenlerinin tam von Neumann Ol¢lim islemcileridir. (6.19)

klasik korelasyonlar1 nicelendiren toplam korelasyon miktari:

(A B = 21 d+d_x1 d—x +1+xl 1+ x
(A:BY) = 2logd + J——log 73— 2 %0z 14

(6.20)

seklinde olur. Toplam kuantum korelasyon miktar1 (5.3) bagintisindan:

Qu(pw) = 1(A:B) — I(A": B)

( )_l—xl 1-x (A+x)(d-1) 1+x d—x1 d—x 621
Oulpw) = ——log e+ = v 8z vd a+1 8z —q 2D
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olur. x =1 i¢in Werner durumlarinin ayrilabilir oldugu biliniyor. Fakat burada tanitilan
yontem kullanilirsa sistemde x=1 durumunda da kuantum korelasyon vardir. Kuantum

korelasyon miktari ise:

d—1

-7 (622)

Qupw) =

olarak belirlenir.

Boylece sistem ayrilabilir durumda olsa da kuantum korelasyonun var oldugu ortaya

¢ikmaktadir.

6.2.2 izotropik durumlar

Izotropik durumlar da her bir pargasi d boyutlu Hilbert uzaymda tanimli U®U* altinda
degismez kalan iki pargali d®dtipindeki durumlardir. Bu durumlar:

—1_x11+xd2_11> ef0o1] P= C? ® C%(6.23
pl_dz_l d2 —1 » X , —|l|J)(l|J|, ()

seklinde tanimlanirlar (Horodecki 1999).Burada | {1 ) = \/%Z?;()lli) ®li), d = dimH,

ifadesiyle verilen en dolanik bir saf durumdur ve {| i)}, C*’nin ortonormal bazlaridir.
P = |y ) Y| olarak tanimlanmig durum dabir saf durum yogunluk islemcisidir. Birim
islemci agikca U®U™ altinda degismez oldugundan sadece P durumunun U®U™* altinda

degismez oldugunu gostermek yeterlidir:
(U®U"P(URU"T = (URU"P(UT®U*T)
= I®(UU*UDP I®U*UTT
=P (6.24)

Burada (A@DYT = (I®AT)YT dzelligi kullanilmistir.
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Izotropik durumlar igin 6zdegerler

x dejenere degil

e = ki 6.25
" 21 d? — 1 kere dejenere (6.25)

seklinde bulunur. Izotropik durumlar yogunluk islemcisi oldugundan izleri birdir.

Indirgenmis yogunluk islemcileri de kismi iz almarak:

1—x

I
(pa =Trs(p) = 2 _1 .

d+xd2_1lzd:T (i) = 6.26
d3_1d rB ”‘(]] _d (' )

ij=1

seklinde elde edilir. Benzer sekilde (p;)p = Ig/d olarak bulunur. Izotropik bir duruma
Peres kriteri uygulanirsax’in 0 < x < 1/d araligindaki degerlerine karsilik gelen

durumlarda

d2 -1

I(A:B) = 2logd + (1 —x)log + xlogx (6.27)

seklinde hesaplanir. Toplam klasik korelasyon ise;

d— xd 1—x 1+ xd 1+ xd

I(A": B") = 2logd 1 1 6.28
(A:B) = 2logd + rlog ey + g 08¢ (628
olur.Buradan toplam kuantum korelasyon niceligi de
_ 1—xl 1—x by 1+xd 1+xd 6.29
Ou () = garplos o=y + Xlogx = Zrlog gy (6.29)

olarak hesaplanir.

x =0 iken izotropik durumlar ayrilabilirdir fakat yukaridaki veriler kullanilirsa bu

durumdaki kuantum korelasyon miktari,

1
Q(p) = log -— (6.30)

d+1
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olur.Bu durumda icin de ayrilabilir bir durumda da kuantum korelasyonlarin oldugu

goriilmektedir.

6.2.3 DQC1 durumlan

DQCI1durumlari(Deterministic Quantum Computation with One Qubit) ilk olarak (
Knill ve Laflamme1998) yilinda Knill ve Laflamme tarafindan tanitilmis durumlardir.
Knill ve Laflamme bu durumlarin klasik algoritmalarla elde edilemeyen bilgisayimsal
hizlanmalar sagladigin1 gosterdiler. Buradaki hizlanmadaki saf bir kiibitin roliinii
vurgulamak i¢in, bu durumlar bir kiibitin giicii olarak adlandirildi (power of one qubif)
(Datta 2005). Ciinkii DQC1 durumlar saf durumda bir kiibit ve tamamen saf olmayan
durumda n kiibitten olugmaktadir. Kuantum hesaplamasal bir model olarak diisliniilen
bu durumlar saf durumlarla tasarlanan modellerden daha giiclii olmasa da klasik
algoritmalarla gergeklestirilen bazi yiikiimliiliiklerin yerine getirilmesinde hizlanmalar

saglamistir.

DQCI1 durumlar1 az miktarda dolaniklik igeren durumlar olmasina ragmen saglanan
hizlanma, kuantum  hesaplamalardaki  hizlanmanin ~ kaynaginin  dolaniklik
olmayabilecegini vurgular. Ciinkii bu modelin basarisinin temelinde dolaniklik
bulunmaz. Bu c¢alismada da gosterilecektir ki bu hizlanmanin temelinde, kuantum
korelasyonlarin ~ dolanikligida  kapsayan  fakat dolamiklik  harici  kuantum

korelasyonlarida i¢eren daha genel bir korelasyon tiirii olan kuantum diskort vardir.

DQCI1 durumlar1t n+l kiibit i¢eren bilesik sistem durumlaridir. Bu sisteme birinci
parcasi 1 saf kiibit, ikinci pargasi tamamen saf olmayan n kiibit igeren bir bilesik sistem

olarak bakilirsa sistem ayrilabilirdir.

Sistemin baslangigtaki durumu:

I
Po = 10)(0]® 5 (6:31)

seklindedir. Bu baslangi¢c durumunun asagidaki gibi bir kuantum devresinden gegirilsin.
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0

p { v,

Sekil 6.1 DQCI1 devresi

Devrenin ¢ikis durumu:

! [ I U+] (6.32)

Pp = 2n+1 | U, ]In

olarak elde edilir. Burada H iistiiste getirici Hadamard gegcitini gostermektedir.

Hadamard geg¢idinin matris formu:
I 1
= 5[1 —1]

seklindedir.U, genel bir iiniter doniisiimii ve semboh'i ise Olciimii gostermektedir.

DQCI1 durumlariin 6zdegerleri:

0 2"kere dejenere

Ao = 1 6.33
12 on 2"kere dejenere ( )

olarak bulunur. indirgenmis yogunluk islemcileriyse:

1 *
(pp)a = Trg(pp) = EC tl)

I
(pp)p = Tra(pp) = on (6.34)

seklindedir. Burada t = TrU,/2" olarak alinmistir. Toplam korelasyon ifadesi

0zdegerler ve indirgenmis yogunluk islemcileri kullanilarak:
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I(A:B) = H <1 _2|t|> (6.35)

olarak hesaplanir. Burada H(p) = —plop — (1 — p)log (1 — p) seklinde tanimlanan
ikili(hinary) Shannon entropi fonksiyonunu gostermektedir. t =0 iken toplam klasik

korelasyon:
I(A:B)=0 (6.36)

olur. Toplam kuantum korelasyon ise,

Qm (pp) =S (%) = 1(6.37)

olarak hesaplanir.Burada elde edilen sonug, verilen ayrilabilir durumdaki tiim
korelasyonlarin kuantum korelasyonlar olabilecegini gostermektedir. Bu sonu¢ kuantum
korelasyonlarin dolanikliktan ¢ok daha genel bir korelasyon tiirii oldugunu

gostermesinden dolay1 oldukca ¢arpicidir.

DQCI1 durumlart korelasyonlarla ilgili ilging bir durumu da igerir. Eger n+1 kiibitli bu
sisteme birinci bilesen 1 kiibit, ikinci bilesen n kiibit olarak bakilirsa, sistem
ayrilabilirdir. Fakat sisteme birinci bilesen 2 kiibit, ikinci bilesen n-1 kiibit olarak
bakilirsa,sistem artik ayrilabilir degildir. Yani bir sistemin dolanik yada ayrilabilir
olmast sisteme nasil bakildigina bagli olarak degisebilmektedir. Bu durum

korelasyonlarin dogasinin anlasilmasi agisindan énemlidir.
6.2.4 Kosegen Bell durumlar

En genel iki kiibit durumlarinda, indirgenmis durumlarin Bloch vektorlerinin
stfirlanmalariyla elde edilen durumlar tniter doniisiimler altinda kosegen Bell

durumlarina esdegerdir. Bu durumlarin genel ifadesi: p = Y,; p; [W; Y|

4
px = ) Ml (6:38)
i=1
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seklindedir. Burada |y;) durumlart dort Bell durumunu gostermektedir. A; ° ler
artmayacak sekilde siralanirsa py durumunun dolanik olmasi i¢in A4; > %olmas1 gerekir

(Peres kriteri). Bu duruma en yakin ayrilabilir durum:

4
ok = ) Pl (6:39)
i=1
olur. (6.39) ifadesinde p; = %, diger olasilik terimleri ise p; = > (1'1"1 5 seklinde degerler
-1

alir (Vedral 1998).pxve ok durumlarina en yakin klasik durumlar:

1-—
pe = 2P| + 2ol + - [3)Wa] + 1) (3411 (6.40)

biciminde olup; px’ ya en yakin klasik durum i¢in ¢ = A; + 4,, ok’ ya en yakin klasik
durum i¢in iseq = p; + p, alinmalidir. Bu iki duruma en yakin ¢carpim durumlar1 ayn1

olup:

I
pp =7 (6:41)

seklindedir. Tiim bu durumlar i¢in korelasyonlar bagil entropiler yoluyla: (5.5)
bagmtisindan dolaniklik, (5.6) bagintisindan diskort, (5.7) bagintisindan dissonans ve

(5.8) bagintisindan da klasik korelasyonlar hesaplanacak olursa;

T,2E+Q+C, (6.42)

esitsizligiyle ifade edilen toplam- alt1 6zelliginin saglandig1 goriiliir.
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7. SONUC

Bilesik sistemlerin bilesenleri arasinda var olan korelasyonlarin siniflandirilmasi ve
nicelendirilmesi son yillarda yogun olarak ¢aligilan konulardir. Bazilar1 son yillarda fark
edilen (kuantum diskort, kuantum dissonans) korelasyonlar, kuantum bilisim ve
kuantum bilgisayim kuramlarindaki uygulamalar i¢in temel olusturan nicelendirilebilir,
islenebilir, kontrol edilebilir, aktarilabilir ve tiiketilebilir baslica kaynaklardir. Bu
korelasyonlardan Ozellikle de klasik karsiligt olmayan kuantum korelasyonlarin

anlasilmasi, uygulamalarda klasik yollarla elde edilemeyecek iistiinliikler saglamaktadir.

Korelasyonlar agisindan durumlar uzaymin smiflandirilmasi iki ayrik kiime olan:
dolanik durumlar ve ayrilabilir durumlar olarak yapilmaktadir. Durumlarin bu iki ayrik
kiimeden hangisinde oldugunu belirlemeye yonelik farkli yetkinliklerde bir¢ok kriter
gelistirilse de her durumda gerek ve yeter kosul olabilecek bir kriter yoktur. Bu
caligmada iki parcali saf durumlarin siniflandirilmasi i¢in gerek ve yeter kosul olan
Schmidt ayrisimi ve iki pargali sistemler i¢in bir¢ok durumda oldukea yetkin bir kriter

olan Peres kriteri incelenmistir.

Durumlar uzaymin yapisinin anlasilmasi korelasyonlarin anlagilmasi i¢in de énemlidir.
Bu calismada saf ve saf olmayan durumlar i¢in durumlar uzaymin genel yapisi
incelenmis ve korelasyonlar agisindan temel bazi 6zelliklerine deginilmistir. Yapisi en
iyi bilinen durumlar olan tek kiibit durumlar1 ve son yillardaki arastirmalarla olgunlagan
iki kiibit durumlarinin durum uzaylarinin ii¢ boyutta temsilleri yapilmaktadir. Fakat

daha fazla bilesen igeren bilesik sistemler i¢in bu yondeki ¢alismalar devam etmektedir.

Korelasyonlarin nicelendirilmesinde de heniiz genel kabul gérmiis bir yontem yoktur.
Bu konudaki arayiglar da yogun olarak siirmektedir. Bu calismada korelasyonlarin
nicelendirimi: &l¢iim etkisiyle ve bagil entropiyle yapilmistir. Ik  yontem;
korelasyonlarin  klasik ve kuantum korelasyonlar olarak siniflandirimina ve
nicelendirimine imkan saglamaktadir. Bu yontemde toplam klasik korelasyonlarin
tastyicisi olan dl¢iim uygulanmig durumun: sistemin ilkece sonsuz kopyasina tam dl¢iim
islemcilerinin uygulanip, Ol¢lim bazlarindaki durumlarin bir araya getirilmesiyle elde

edilen durum oldugunun ve kesinlikle Ol¢lim sonuglarina bakilmadiginin tekrar
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vurgulanmasi gerekir. Ayrica burada uygulanan 6l¢iim islemcilerinin rank1 bir olan tam

izdiisiim islemcileri olmasi optimizasyon acisindan énemlidir.

Bagil entropi yoluyla korelasyonlarin nicelendirimi: sistemlerin boyutundan ve kag
bilesenli oldugundan bagimsiz olarak her durumda, her tiir korelasyonun hesab1 i¢in
uygulanabilmesinden dolay1 genellik agisindan énemlidir. Bu yontemin de iki sikintili
yonii vardir. Ik olarak burada durumlarm birbirlerine uzakliklarmin bir 6lgiisii olarak
kullanilan bagil entropinin pozitif bir nicelik olsa da bir metrik olmamasidir. ikinci
olarak dolanikligin nicelendiriminde en yakin ayrilabilir durumun belirlenmesinin ¢ogu
durumda pek kolay olmamasidir. Bunun temel nedeni ayrik iki kiime olan dolanik
durumlar ve ayrlabilir durumlar kiimeleri aralarinda tanimlanan minimumum

belirlenmesindeki zorluklardir.
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EK
Teorem 5.1 ve Teorem 5.2°nin Ispatlar

Burada 5. Boliimde ifade edilen iki teoremin ispatlar1 yapilmaktadir. Tartismalarin rahat
anlasilmasi i¢in teoremlerin agik ifadeleri burada tekrar yazilmistir.

Teorem 5.1 (Luo 2008)

Eger pag, {Pl.(A) ® 13.(3)} yerel Olglimlerine gore klasik bir durum ise {Pi(A) ® 13.(3)},

{I;(A)} ve {Pj(B)} strast ile pyg, pa = Trgpag Ve pg = Trypap durumlarinin 6z-

izdligiimleridir.
Ispat

Bu teoremin ispati igin ilk olarak p,p = p4p’ klasik durumlarinin {Pl.(A) ® 13.(3)} Olciim
islemcilerinin her biriyle siradegistigi gosterilecektir. Bunun igin P, = Pi(A) ® Pj(B)
alimp; PePyr = Pi6yy ., ve X P =1 Ozellikleri kullamlarak bir klasik durumun

karesine 6l¢iim uygulanirsa:

(p?) = (pp")’

=ZPkPP'Pk =ZPkPPk’PPk’
k

ok’
= ZPkPPkP Py (1.1)
k

ifadesi elde edilir. Burada (p?)’, p? durumuna bir tam 6lgiim uygulanmis durumdur.

Bir klasik durumun karesi i¢in de:

2
pr=p”*= (Z Pkak>
K

= Yk PpPrpP,  (1.2)
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ifadesi yazilabilir. (5.4) ve (5.5) ifadeleri p? = (p?)’ sonucunu verir. Klasik durumlarin
karelerinin de bir klasik durum oldugunu sdyleyen bu sonug [p, Pi][p, Pr]* pozitif

islemcileri i¢in yazilabilecek:

> 1o Pl ]t 2 0 (1.3)

k

bagintisinda kullanilirsa (5.6) ifadesi;

Z[p, Plp, P]* = p* —pp' —p'p+ (p?)' =0 (1.4)
k

olur. (5.7) ifadesi p durumunun her bir Pyile siradegisdigini; yani [p, P,,] = 0 oldugunu

sOyler. Bu da P, durumlarinin p’ nun 6z-izdiisiimleri olmasiyla miimkiindiir. Pj ’lar
p’nun Oz-izdiigtimleri ise Pi(A) ve Pj(B)’ de sirastyla p# ve p? indirgenmis durumlarmin

0z-izdlistimleridir.
Teorem 5.2 (Luo 2008)

Iki pargali sistemin indirgenmis yogunluk islemcileri
A B
p4 = Trgp = X;p* PV, o8 = Tryp = 3;p?, PP
seklinde spektral ayrisima sahip olsunlar. Bu durumda asagidaki ifadeler esdegerdir.

(iv) p bir klasik durundur.
v) p, {Pl.(A) ® 13.(3)} islemcilerinin her biriyle siradegisir.
(vi) p asagidaki gibi yazilabilir.

g B
P=Zpijpi( )®Pj()
iJ

Ispat

(i) = (ii) Onermesi teorem 5.1° in sonucudur. (iii) = (i) Onermesi gosterilirse
(iii) = (ii) Onermesi de gosterilmis olur. (iii) = (i) 6nermesi i¢in verilen duruma
teorem 5.1° deki kisa yazimlar kullanarak bir tam von Neumann 06l¢iimii uygulansin.

Olgiim uygulanmis durum:
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plzzpkppkzzpk ZPUE-(A)(@P]-(B) Py
X i

k

_ (4) B)( p4) B p4) (B)
= Z ijPe,” ® B, (Pi ® P; )Pk1 ® Py,
l'.]';kbkz

A A B B A B
= > LR @ (PP (AL @ B (15)
Ljkiks

olur. (5.8) ifadesinde izdiisiim islemeilerinin diklik ozelligi P P = 8., AW

kullanilirsa:

o= > LR ® BEE™) (R ® P
i.j;kbkz

A B A B
= > 2P @ B B @ )
Lj

olur. (5.9) ifadesinde izdiisiim islemcilerinin idenpotent 6zelligi kullanilirsa,
= Z pl’jPi(A) ® P]_(B))
ij

sonucu elde edilerek ispat tamamlanmis olur.
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