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Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde parametreye bagli genellestirilmis integrallerin genel teorisi verilmistir.

Ikinci boliimde parametreye bagl genellestirilmis integrallerin diizgiin yakisaklig1 icin
Cauchy, Weierstrass, Dedekind testleri detayli bir sekilde ispatlanmustir.

Uciincii  béliimde parametreye bagli Fourier integrallerinin diizgiin yakinsaklig
kullanilarak bazi integraller hesaplanmistir.

Ddordiincii boliimde ise parametreye bagl genellestirilmis Euler integrallerinin diizgiin
yakinsaklik 6zellikleri 6grenilmistir.

Besinci boliimde iistel integraller i¢in diizglin yakinsaklik konusu detayli olarak
incelenmistir.

Altinci boliimde ise tezde 6grenilen konularla ilgili gelecek planlari ve tartisma konulari
verilmistir.
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ABSTRACT

Master Thesis
IMPROPER INTEGRALS DEPENDENT ON PARAMETER
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Ankara University
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Supervisor: Prof. Dr. Elgiz BAYRAM
This thesis consists of six chapters.

The first chapter presents the general theory of improper integrals depending on a
parameter.

In the second chapter, Cauchy, Weierstrass, Dedekind tests for the uniform convergence
of such integrals are proved in detail.

In the third chapter, the uniform convergence of Fourier integrals depending on a
parameter and the calculation of some integrals using this property are obtained.

In the fourth chapter, the uniform convergence properties of generalized Euler integrals
depending on a parameter are learned.

In the fifth chapter, the issue of uniform convergence for exponential integrals is
examined in detail.

The sixth chapter is devoted to future plans and discussions regarding the topics covered
in the thesis.
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1. GIRIS

Parametreye bagli genellestirilmis integraller kuantum fiziginde, kuantum istatistik
teorisinde, 1sinlarin tasinma siirecleri teorisinde, yiiksek geciskenlik teorisinde, sivilarin
akigskanlik 6zelliklerinin 6grenilmesinde, tek boyutlu ve ¢ok boyutlu 151n sagilimlarinda
ve diizlemsel sacilimlarin incelenmesinde 6nem arz etmektedir ( Breig ve Grosbie 1974,
1975; Busbridge 1960; Chandrasekhar 1960; Grosbie ve Dougherty 1981; Grosbie ve
Lee 1987, 1989; Drummond 1981; Goody 1964; Guseinov ve Momedov 2001, 2002,
2005; Hunt 1967; Kourganof 1952; Oberoy ve Gallaway 1972; Peroiah 2002; Prabha ve
Yadav 1996; Rubicki 1971; Smith 1964; Smith ve Hunt 1967; Yuen ve Ho 1967). Ayrica
uygulamalir matematigin ve analizin bazi konularinin 6grenilmesinde, parametreye baglh
genellestirilmis integrallerin incelenmesi gerekmektedir (Nikolsky 1977; Prudnikov,
Brychkov ve Marichev 1992; Sobelev 1963). Bu tiirlii integrallere 6rnek olarak Fourier
integralleri, Laplace integralleri, Euler integralleri, bir boyutlu ve ¢ok boyutlu iistel
integraller, Plank integrali, Schwarzschild Milne’ in birinci, ikinci, ligiincii integralleri

ve Hubbel integrali gosterilebilir.

Parametreye bagli  genellestirilmis integrallerin  analitik  6zelliklerinin, seri
gosterimlerinin, parametreye gore farkli noktalarda asimptotik esitliklerinin 6grenilmesi
ve yaklasik degerlerinin hesaplanmasi bu integrallerin parametreye gore diizgiin
yakinsakligr ile ilgilidir. Bu nedenle de cesitli parametreye bagli genellestirilmis

integrallerin incelenmesi 6nem arz etmektedir.

Asagidaki gibi tanimlanan Schwarzschild Milne integralleri g6z 6niinde bulundurulsun.

oo

1
£ =3 [ BOE e - et

0

seklinde tanimlanan 1.tip Schwarzschild Milne Integrali,

o) T

f() = 2f B(t)E,(t — t)dt — 2 f B(t)E,(t — t)dt

T 0



seklinde tanimlanan 2.tip Schwarzschild Milne integrali ve

o)

(@) =2 f B()Es (It — t])dt

0

seklinde tanimlanan 3.tip Schwarzschild Milne Integralidir. (Chandrasekhav 1960).

Integrallerin parametreye gore diizgiin yakinsaklig1 ve diizgiin yakinsaklik kullanilarak
elde edilen seri gosterimleri, asimptotik esitlikleri ve integral degerlerinin niimerik
olarak hesaplamalar1 Aygar ve Bairamov (2011), Bairamov ve Ozalp (2012), Bairamov
ve Yardimci (2010), Ozalp ve Bairamov (2011) tarafindan detayli bir bigimde

incelenmistir. Ustel integrallerin iki boyutlu genellestirmeleri

° e-x(t2+ﬁ2)%
P (x,p) = f Rt ——dt,n=12,..
d (t2 + p2)2

seklindedir, burada x € (0,0), BER, p=0,1 ve fnp(t,ﬁ) fonksiyonu ise t ve f8
degiskenlerine gore bir polinomdur. Bu iistel fonksiyonlar i¢in diizgiin yakinsaklik, seri
gosterimleri, asimptotik esitlikler ve degerlerinin niimerik olarak hesaplamalari

Bairamov ve Ozalp tarafindan dgrenilmistir (2012).

Radyasyonun yayilimu ile ilgili Hubbel integrali iki parametreye bagh
a b
H(a,b) = J ] dxd
COZ) ) T2
00

seklinde bir genellestirilmis integraldir, burada 0 < a < b < oo ( Hubbel, Bach ve
Lamkin 1960).

Hubbel integrali igin diizgiin yakinsaklik detayli bir bicimde Bairamov ve Ozalp

tarafindan incelenmistir (2011).



2. PARAMETREYE BAGLI GENELLESTIRiLMiS INTEGRALLER

2.1 Parametreye Bagh Genellestirilmis integral

Tanim 2.1 h(a, B) fonksiyonu b < a < + ve ¢ < f < d araliginda tanimli olsun.
VB € [ c,d] i¢in;

) l
18) = [ haprda = lim [ (@ p)da
b b

seklinde tanimlanan integrale sinirsiz aralikta tanimli parametreye bagl genellestirilmis

integral denir ( Budak ve Fomin 1973).
2.2 Diizgiin Yakinsakhk

Smirsiz  aralikta tanimli parametreye baghh genellestirilmis integralin diizgiin

yakinsaklig1 asagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.2 Keyfi bir € > 0 verildiginde, her I > L(¢g) ve her B € [c, d] igin

l +00
J(8) - j ha, )da| = j ha, B)dal < ¢
b l

esitsizligini saglayacak sekilde L=L(g) varsa,

+ oo

JB) = f h(a, B)da

b

integrali, ¢ < f < d araliginda  parametresine gore diizgiin yakinsaktir denir ( Budak

ve Fomin 1973).



2.3 Parametreye Bagh Genellestirilmis Integrallerin Diizgiin Yakinsamasi i¢cin

Testler

2.3.1 Cauchy testi

fh(a,ﬁ)da

integralinin bir [c, d] aralifinda diizgiin bir sekilde yakinsamasi i¢in, her € > 0 i¢in en

az bir L = L(¢&) vardir dyle ki

l”
‘ h(a,B)da| < ¢

l’

esitsizligi tim U', 1" > L(¢) ve tim B € [c,d] igin gegerli olmasi gerekli ve yeterlidir
(Budak ve Fomin 1973).

Ispat. (Gereklilik) Eger integral diizgiin yakinsak ise, her € > 0igin en az bir L =
L(¢) vardir, 6yle ki l' > L(g),l" > L(¢) ve B € [c, d] igin;

J h(a, B)da <§
ll
A\~

fh(a:,[?)da <§

l”

esitsizlikleri saglanir. Bu nedenle, her I, " > L(¢) ve her B € [c,d] igin

1" 400 +00

fh(a,ﬁ)da = f h(a,ﬁ)da—f h(a,B)da

ll ll lII



+00 +00
< f h(a, B)dal| + fh(a,ﬁ)da <§+§=g
l’ l”

elde edilir.

(Yeterlilik) Eger her ' > L(¢),l"" > L(¢) ve her B € [c,d] igin

l”

f h(a,B)da| < ¢
l’
esitsizligi gecerli ise,

fooh(a,/j)da

integrali her 8 € [c,d] igin yakinsaktir. Bu nedenle, I — 400 olarak limite gegilirse,

her I' > L(¢) igin ve her 8 € [c, d] igin gegerli olan

+ oo

j h(a,B)da| < ¢
esitsizligi elde edilir.
2.3.2 Weierstrass testi

Eger b < a < 4+ igin |h(a, B)| < g(a) ve

+ oo

f g(a)da

b

yakinsak ise ¢ < f < d araliginda

bj h(a, B)da



Ve

[ inpida
b

integralleri diizgiin yakinsaktir (Budak ve Fomin 1973).

Ispat. Keyfi bir £ > 0 verilsin.

TO g(a)da
b

integrali yakinsiyorsa, en az bir L = L(¢) vardir dyle ki

l”

f g(a)da < ¢
ll

kosulu " > l" olacak sekildeki her I’,l" > L(¢) i¢in saglanir. Bu sonug ' > [’ olacak
sekildeki her I', " > L(¢) i¢in

lll lll l”

fh(a,ﬁ)da Sf |h(a,,6‘)|da§fg(a)da<e
i I’ i

esitsizliklerinin her f € [c,d] icin saglandigr anlamima gelir. Sonu¢ olarak, Cauchy

Testi yardimiyla,

+ oo

f h(a, B)da

b

Ve

f Ih(a, B)da
b



integrallerinin ¢ < ff < d araliginda f parametresine gore diizglin yakinsak oldugu

bulunur.
2.3.3 Dedekind testi

E, reel sayilarin sinirli veya siirsiz bir alt kiimesi olsun.

f h(a,B)g(a, B)da, B EE (2.1)
0

integralini goz oniine alalim.

(2.1) integralinde h, g,g—i fonksiyonlar1 her € E i¢in a degiskenine gore [0, o)

araliginda siirekli olsunlar. Eger
(a) her § € E igin diizgiin olarak

lim g(a,B) =0,
a—00

(b) Z—‘Z fonksiyonu her a € E i¢in a degiskenine gore [0, o) ilizerinde ayni isaretli

(isaretini korusun)
ve

(c)her B € E, T € [0,) i¢in

a

fh(r,ﬁ)d‘r

0

integrali diizgiin sinirl1, yani en az bir M > 0 sabiti vardir ki

a

fh(r,ﬁ)dr

0

<M, Va € [0, ), BEE




kosulu saglansin. Bu durumda (2.1) integrali § € E i¢in  degiskenine gore diizgiin
yakinsaktir (Prudnikov, Brychkov ve Marichev 1992).

Ispat. Keyfi x € [0, ©) i¢in kismi integrasyon kullanilarak

[00] [0e]

| hapgtapia=-| g(a,ﬁ)d{ f h(nﬁ)dr}
g
g

(0]

x x ) |
= _lg(a;ﬁ)fh(r,ﬁ)dr jh(r,ﬁ)drl —ggociﬁ) da

a=x

dg(a, B)
———da (22)

= lim [g(a,ﬁ) [ nepar+ [ |/ h(r,ﬁ)dr]

elde edilir. Diger yandan,
X X a
f h(t, B)dt = j h(t, B)dt — j h(t, B)dt
a 0 0
esitliginden,

<2M (2.3)

fh(r,ﬁ)dt

bulunur. Bu durumda,

lim [g(a.ﬁ) | f(f.ﬁ)df] =0

elde edilir. Son esitlik (2.2) ifadesinde yerine konursa

o)

| n@ gt prda = fm [ f h(z, B)dr

X

ag(a,pB)

denklemine ulasilir. (2.3) esitsizliginden, her € > 0 i¢in, 6yle bir §; = §;(¢) > 0 vardir
ki, keyfin = §,(¢) ve keyfi A € E i¢in



n
f h(z, B)dt| < 2M (2.5)
a
gerceklenir. Ayrica her € > 0 igin, 6yle bir §, = §,(g) > 0 vardir ki, her n = §,(¢) ve
her § € E i¢in
lg(, Bl < 57 (2.6)

saglanir. §(e) = maks{d;(€),5,(e)} olmak tizere (2.5) ve (2.6) esitsizliklerinden her
€ > 0 i¢in Oyle bir § = §(¢) > 0 vardir ki, hern > §(¢) ve B € E igin

fh(r,[)’)dt <2M (2.7)

\

9B < 5 28)

elde edilir. (2.4), (2.7) ve (2.8) ifadelerinden, her € > 0 i¢in dyle bir §(¢) > 0 vardir ki,
hern > §(¢) ve B € E igin

0 o[ N

a
f h(a B)g(a B)da| = f f h(z, B)dz gff;ﬁ )
n n a i

n

s] Jh(r,ﬁ)dr %‘Zﬁ)‘ da
n

a

<2Mf| g(aﬂ) (2.9)
gerceklenir. Her f € E i¢in a degiskenine gore ——— g( £ ayni isaretli oldugundan (2.9)
esitsizliginden
Q,
[ h@ gt prdal < 2m f 9P
n n



=2M |lim g(a, ) — g(1. )

=2M.|gn,B)l < ¢

elde edilir, yani (2.1) integrali f € E i¢in  degiskenine gore diizgiin yakinsaktir.

2.4 Parametreye Bagh Genellestirilmis Integrallerin Diizgiin Yakinsakhig ile Tlgili
Ornekler

Bu boliimde onceki boliimde verdigimiz bilgiler 1s18inda cesitli 6rneklerin detayli

¢Oziimlerine yer verilecektir.

Ornek 2.1 m ve n pozitif tam sayilar ve m < n olsun.

o d __TT - 2.10
]o T+x2n T 7 (2m+1 (2.10)
Sin Zn T[)

integralinden faydalanilarak 0 < p < [ igin

00 Tp—l T
dt = 2.11
-fo 1+71 ! sin(pm) ( )

oldugu gosterilsin.

1
(2.10) integralinde x = 72n ve degisken degistirmesi yapilirsa

2m+1 1
f ®12n 4 T
_ T =
1471 o 2m+1
0 sm( 5 n)
elde edilir.
. . o . - (0<7t<1 .

(2.11) ifadesinde verilen integral icin 0 < 7 < oo aralif1 { l<7<w olacak sekilde

iki araliga boliinsiin.

1 p-1 o p-1
dt + dt
J;) 1+7 f1 1+7

Toplamin her iki tarafina da Weierstrass testi uygulanirsa;

10



147~ 147’ v e [01]
ve

N 2

17> 2 ¢+ el

yazilabilir. Dolayistyla her iki kisim da diizgiin yakinsak oldugundan
e} Tp—1
d
fo 1+7 '

integrali diizgiin yakinsaktir. Boylece

TPt
fap) =17, 0<r<0)
fonksiyonu stireklidir ve
| rapa
0
integrali diizgiin yakinsaktir.
2m+1 lim

0<p<l1l m<n mmn=12..icn — p olur. Buradan

® gp-1 s
dt =
Jo 1471 ' sin(pm)

elde edilir.

Ornek 2.2

jm sin(fx) dx
0

X

integrali hesaplansin.

Bu integral 8 parametresi i¢in integral altinda diferensiyellenemez. e ™** faktoriiyle

f " e SWBY) (2.12)
0

X

diferensiyellenebilir.

11



<me*, a>0, x # 0, BER

‘ gy SiN(BX)
e

oldugundan

X

foo e” sin(Bx) dx
0

integrali € R parametresine gore diizgiin yakinsaktir.

ax sm(ﬁx) _[Te ™0
6/3[ X—JO ~ a'Bsm(,[?x)alx

o e—ax
= f x cos(fx) dx
0o X
olup
I = ] e~ cos(Bx) dx
0

integraline kismi integrasyon uygulansin. O halde

u=e %,

du = —ae " “dx,

dv = cos(Bx) dx,
B sin(fx)

X

degiskenleri yerlerine yazildiginda

e SIn(BD)| 00

X

ﬁ‘f ax Sln(ﬁX)

elde edilir. Elde edilen sonuca tekrar kismi integrasyon uygulansin.

I=e

BJ msmww

du = —ae " **dx,
dv = sin(fx) dx,
cos(Bx)

X

yerlerine yazildiginda

12



I_z B ax €08(Bx)

B B
a a?

A

[= a

" a? 4 B2

bulunur. (2.12) integraline doniiliirse

o0
[ e
0

olup burada g = u doniisiimii yapilirsa

gy SIN(BX) p
X

(0]

O(;) —% . e~ cos(Bx) dx
I
- |
-
a

J

du = arctanu = arctané
1+u a

elde edilir. Sonug olarak @ > 0 ve e **,f € R i¢in

(o)
f e_
0

bulunur. @ > 0 ve herhangi sabit f i¢in bu
oldugunu biliniyor. Buradan

ax SIn(Bx)
X

dx = arctanﬁ
a

integralin a parametresine gore yakinsak

“sin(Bx «© sin(Bx
f B )dx = lim f e % B )dx
0 X a-0* J, X
= lim arctan (£>
a-0t a
(T
-, >0
2 ﬁ
= 0’ ﬂ = 0
-, B <0
esitligine ulasilir. Ozel olarak
© sinx © sinx T
f —dx =2 —dx=2—=m
e X 0 X 2

elde edilir.

13



Ornek 2.3 Euler — Poisson integrali ele almsimn.

] = f e@* dx
0
integralinde x = ut ve dx = udt yerlerine yazilsin.

(00
242
]=f e Wty dt
0

u

integralinde her iki taraf da e™ * le carpilirsa

Je ¥ =f e~ (+tuPy gt
0

bulunur. Buradan u degiskenine gore integral alinirsa

f e_”zfdu=f [f e_(”tz)”zudtl du
0 o Lo
=j dtj e~ (DU gy
0 0

elde edilir. Son adimda da u? = a ve 2udu = da yazilsin. Boylece

f e~ Jdu = lf dtf e~a(1+t) gy
0 2Jo 0
B 1foo e—a(1+t?) p
S 2),  1+4¢?

1

2

a=0
© 1 d _1 o T
J;) 1T t—EarctantIO =7

= 0

dt

bulunur.

14



3. FOURIER INTEGRALLERI

Tanim 3.1 { € L, (—00, ) olmak iizere;

YD) =F(Q):= f {(x)e " **dx, (1€ R) (3.1)
integraline { fonksiyonunun Fourier integrali denir (Knjazev 1969).

3.1 Fourier Integrallerinin Ozellikleri

Teorem 3.1 { € Ly(—,) ise (1) = F({(1)) fonksiyonu hem smnirli hem de

stireklidir (Knjazev 1969).

Ispat.

SCe™] < 15(x)]

oldugundan (3.1) integrali A parametresine gore R’de diizgiin yakinsaktir.

WD <

< f CGO)ldx = M

f_o:oi(x)e‘i’lxdx

olup her A € Rigin | (4)| < M oldugundan ¢ fonksiyonu sinirlidir.

Her A, € R i¢in yY(A)’nin A, noktasinda siirekliligi gosterilsin. 1 fonksiyonu A

degiskenine gore diizgiin yakinsak oldugundan

. T —iAx
i @) = fim [ <o

— li —iAx
J_oo ll)r/rlloi(x)e dx

15



- f (e P dx = p(2y)

elde edelim. Bu ise (A1) fonksiyonunun Agnoktasinda siirekli oldugunu gosterir.

Ao € R keyfi bir nokta oldugundan ¢ (1) fonksiyonu R’de siireklidir.
Teorem 3.2 {,{' € L,(—, ) ise F({")(1) = iAF ({) () gergeklenir (Knjazev 1969).

Ispat.
F(H) = j {'(x)e Mdx = j e~ dyx
Son integralde kismi integrasyon uygulanirsa

FEHYD = $@e | 5~ [ ayde

~—_— —
0

= —(—il)foo((x)e‘i’lxdx

= iAF(O@A)
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
Teorem 3.3 {,{',{",...,{™ € L,(—, ) ise
FEM)@A) = GD)"F(E(A))
saglanir (Knjazev 1969).
Ispat. Tiimevarim yontemi kullanilirsa;
n = 1ligin F({)(A) = ilF (D)

n = 2igin F({")(A) = iAF () = (D*F(A)
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n=n—1licin F{"HA) = ()" F(A)

saglansin. Buradan

F@EM@) = F[E)"H@A) = GO FEYA) = GDTF(A)

elde edilir.

Teorem 3.4 { € L;(—,0) ve x{(x) € Li(—0,0) ise P'(1) = F(—ix{(x))(A)

saglanir (Knjazev 1969).

Ispat.
W = FEW) = | sGe
olup, buradan

d r® ,
Y = f (e dx

= jm —ix{(x)e " Mdx

= F(=ix{(x))(D)

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Tanim 3.2 {;,{, € L;(—o0, 00) olmak lizere

900 = (G * 8 () = f (D5 (x - Ddr

17



- f 0 = DG (@) dr

tanimlanir. Buna {; ve ¢, fonksiyonlarinin konvoliisyonu denir. Bu isleme L, (—00,0)

uzayinda garpim da denir.

Ayrica konvoliisyon asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(@) ({1 *42)(x) = (& * ¢ (%)

(b) &1 % ($2+3) = (1% Qo) + (§1 % (3)

(€) (G1*2) * {3 =41 * ({2 % (3)

(d) &1, 8y € Ly(—00,00) ise 4 * { € Ly (—00, ) olur (Knjazev 1969).
Teorem 3.5 ;,{, € L;(—00, ) olmak iizere

F (1% $)(A) = F(G)DF (&) (D)
saglanir (Knjazev 1969).

Ispat.

FIG 810 = | G x8)0e
= JOO Uooil(r)iz(x - T)drl e Xy
= foo fooﬁ('f)(z(x — 1) e"Mdxdr

= f ¢ (1) U G(x—1) e‘m("‘f)dxl e Mg
olup son integralde x — T = u olarak yerine yazilirsa;
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FIG * 8100 = f cl(ﬂU cz(u>e—iﬂudu]e—mdf

= foofl(r)e""“dr foofz(u)e‘uudu

= F({)DF ()

elde edilir.
3.2 Fourier Integrali ile Tlgili Ornekler
Ornek3.1k:R - R,

(1 T€[-11]
k(@) = {o T € R\[-1,1]

icin F (k) (A) hesaplansin.

) |k(T)|dt = ) k(t)dt = 1dT =2
[ pecotae= | o= |

olup k € L;(—0o0,00) bulunur. Buradan

@ , 1 1 .
F(k)(A) = J k(e #dr = f e-ittgr = — —gire| 1
—00 -1 lﬂ —1
1 (-8 — ¢i7) = 2e —e™™  2sink
A )T 20 T

olarak bulunur.

Ornek32:R-> R, y >0 ve {(p) = e ""ligin F(¢(1)) hesaplansin.

o) o 0 o
j |€(P)|dP=J e_’"p'dpzj e‘V|P|dp+f e lPlgp

oo 0
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olup, bu integralde p = —t ve dp = —dt yazilirsa,

0 [ee) (] co
= —f e‘tht+f e "Pdp =J e‘tht+f e "Pdp
o0 0 0 0

[5=03

=2f eVPdp———e"’p p=07}
0

bulunur ve boylece { € L;(—o0, o) elde edilir.
Y = FOW = | eFleoqy

i¢cin Euler formiilii kullanilirsa

Y(A) =j e V1Pl (cos Ap —isinAp)dp

—00

=j e‘”p'coslpdp—if e VPl sin Ap dp

Sift  cift Gift  tek
cift fonksiyon tek fonksiyon

[ee)

= 2[ e VPl cos Apdp = 2[ e VP cosApdp
0 0

ZJ‘“’
=——| cosdpde™"P
Y Jo

= ——|cosAp e"’plog —J e‘Vpdcos/lpl
0

2 ® ]
=——|-1 +/1f e~ YP sin Apdp
0 ]

2 A ]
=——|-1 +—f sinApde~"P
—VJo ]

20



_2 ZA--A ~vp|? oo—wd-)L
—;+y—2_sm pe |0—f0 e sinAp
2 21 «
=—+— —xlf e "PdcosAp
Yy Yol 0
2 A2
=;—]71/J(/1)
FOM =
¢ _)/2+12

elde edilir.

Ornek 3.3 :R-> R, a>0 ve {(x) = e~ %" olmak iizere F (O)(A) hesaplansin.

foo {(x)dx = ]OO e dy = 2]
— — 0

oldugundan ¢ € L, (—o0, o) bulunur.

(0] (0]

e~ dx + ZJ e~ dx <
1

1
e~ dx = ZJ

0

Y) = FQO@) = f e @x? gi% iy

© ; 2 2
a2y A AT
:f e a(x +ax 40(2+40(2) dx
— 00

(o]
-—a
=] e
— 00

i1\? A2
("*m) t2a?

dx

2 o0 i1\2
_/1_ —a<x+21—/1)
=e 4a e a) dx
— 00

elde edilir. Burada t = x + % ve dt = dx yazilirsa
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12 o) AZ T

4 42 4
=e 4af e dt =¢ 40(/—
—o a

saglanir.
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4. EULER INTEGRALLERI

Euler integrallerinin ilk ¢esidi

1

B(u,v) = f x* (1 —x)V tdx
0

olarak gosterilir ve bu integralin yardimiyla tanimlanan fonksiyona Beta Fonksiyonu ad1

verilir.

Euler integrallerinin ikinci ¢esidi

o

I'(p) =f xP~le *dx
0

ile gosterilir ve Gamma Fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tezin sonraki kisminda Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsinden ifade edilisi

kullanilacagi i¢in dncelikle Gamma fonksiyonunun 6zellikleri verilecektir.
4.1 Gamma Fonksiyonunun Ozellikleri

Teorem 4.1

(o]

I'(p) = j xP~le *dx
0
integrali 0 < p < o i¢in yakinsaktir, p < 0 i¢cin raksaktir (Budak ve Fomin 1973).
Ispat. Buintegral, p </ igin genellestirilmis bir integraldir. Yalnizca integrasyon

aral1§1 sonsuz oldugu i¢in degil, ayn1 zamanda x — 0% iken integrand (xP~1e ™)

sonsuza gittigi i¢cin de boyledir. Simdi
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o

I'(p) =f xP~le *dx
0

integralinin, parametre p agisindan her sonlu aralikta 0 < py <p < P, < oo ig¢in diizgiin

yakinsak oldugu gosterilsin.

Tipki siradan yakinsaklik testinde oldugu gibi /0, o) aralig1 iki pargaya ayrilir. Bu

durumda diizgiin yakinsakligin incelenmesi i¢in 0 <x < [ ve I <x < o olacak sekilde

1
f xP~le *dx
0
ve
oo
f xP~le *dx
1
integrallerine bakilsin.
1
J xP e *dx
0

integrali Weierstrass testine gore 0 < py <x < o i¢in diizgiin yakinsaktir ¢iinkii

0<x<1 ve p>pgyi¢in e *xP~1 < xPo~1 saglanir ve

1
f xPo~1dx
0

integrali p, > 0 icin yakinsaktir.

Sabit bir A > 0 igin
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oldugundan
f xP~te *dx
0

integrali 0 < p < oo araliginda diizgiin yakinsak degildir.

Weierstrass testi ayrica sunu da gosterir:
(o]
f xPle *dx
1
integrali —oo < p <P, < oo araliginda diizgiin yakinsaktir ¢linkii
xP7le™ < xPo~le™ saglanir ve
©o
f xPo~le=*dyx
1

yakinsaktir. Fakat bu integral —oo < p < oo araliginda diizgiin yakinsak degildir.

Sabit bir [ > 1 alalim ve p — oo iken
f xP~le *dx
1
integralini inceleyelim. Herhangi bir N > 0 tam sayis1 i¢in p — 1 > N oldugunda

(o] (o]
J xP e Xdx > J xN e *dx
1 1

= [—e‘xxN]|f°+Nf xN"le *dx
1
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bulunur. Bu ifade agildiginda

N —oo

[N+ NIV NN =DV 2+ -+ Nl]e! —
elde edilir. Dolayisiyla,
lim f xP7le ™ dx = o
p— l
her sabit [ > 0 i¢in gecerlidir. Boylece,

1
f xP e *dx
0

integrali 0 < py <p < oo araliginda diizgiin yakinsaktir, burada p, sabit pozitif bir

sayidir. Ayrica,

[00)
f xP e *dx
1

integrali —oo < p < P, < oo aralifinda diizgiin yakinsaktir, burada P, sonlu bir sayidir.

Dolayistyla, her iki integral de ayn1 anda 0 < p, < p < P, < oo seklindeki her aralikta

diizgiin olarak yakinsar. Sonug olarak,

(o]

I'(p) = j xP~le *dx
0
integrali de p degiskenine gdre bu tiir tiim araliklar iizerinde diizgiin yakinsama gosterir.

Teorem 4.2

oo

I'(p) = f xP~te*dx
0
fonksiyonu 0 < p <« i¢in siireklidir (Budak ve Fomin 1973).
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Ispat. f (x,p) = xP~te* fonksiyonu 0 <x <o ve 0 <p < oo araliginda siirekli
oldugundan ve [ Ooo xP~le *dx integrali 0 <py <p <P, <o araliginda p
parametresine gore diizgiin yakinsak oldugundan

(0]

1
lim fxp‘le‘xdx =f xP~le *dx
2

-0 A-0t 0

saglanir. Yani Gamma fonksiyonu 0 < p < oo araliginda p parametresine gore stireklidir.

Teorem 4.3 Gamma fonksiyonu

o

I'(p) =f xP~le *dx
0

i¢in

o)

I'(p) = f xP~1(Inx) e *dx
0
esitligi gerceklenir (Budak ve Fomin 1973).

Ispat. Gamma fonksiyonunu p degiskenine gore bicimsel olarak tiirevleyip, tiirevi

integral isareti i¢ine alirsak

[ee]

I'(p) =J xP~(Inx) e *dx (4.1)
0

bulunur. (4.1) esitligi gerekg¢elendirilebilir. Clinkii sag taraftaki integralin

0 <py <p < P, <o olacak sekilde her sonlu aralikta diizgiin yakinsak oldugu kolayca

gosterilir.
Ayrica, kismi tiirev

fo(x,p) = xP~1(Inx)e™™
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ifadesi 0 < x < o, 0 < p < o i¢in siireklidir (burada f (x,p) = xP~1e™).

(4.1) esitligindeki integralin diizgiin yakinsak oldugu Weierstrass testinin su iki integrale

uygulanmasiyla kanitlanir.
1
f xP~1(Inx) e *dx
0
ve
f xP~1(Inx) e *dx .
1

Bu durumda, sirasiyla su sinir fonksiyonlarini segebiliriz:
g(x) = xPo~HInx|
ve

g(x) = xPo~Yinx|e™ .

Ayni sekilde I'(p) fonksiyonunun her mertebeden tiirevlerinin (k = 7, 2, 3, ...) mevcut

oldugunu ve

[0e]

r®(p) =J xP~1 (Inx)*e™*dx, k=12, ..
0

ile ifade edildigini kanitlayabiliriz.

Teorem 4.4 p € NiginI'(p) = (p — 1)! gergeklenir (Budak ve Fomin 1973).

Ispat.

o)

T'(p) =J xP~le*dx
0
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t
= limfxp_le_xdx
t—ooo 0

t
= lim {xp_le_xlg + f (p— DxP2e* dx}
0

tp_l t
= lim {—7+0}+tlim (,0—1)] e X xP2dx
—00 0

t—oo

t

=(p-1) Jim j e ¥ xP~2dx
—00 O

=(p-1 fooxp_l eX¥dx=T(p—-1)
0

bulunur. Yukaridaki yontem I'(p — 1) ifadesine uygulanirsa;
-V =p@-DE-2)T(p-2)
=(-Dp-2)(p-3)..TQM
elde edilir. Boylece
I'(p) =(— 1!

gerceklenir.

Ornek 4.1
* T
J e dx = £
0 2

oldugu biliniyor. Buradan T G) hesaplansin.

I‘(—) = f x 2e” x=f —dx
2 0 o Vx
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olup x = 72 degisken degistirmesi yapildiginda
1 @ 1
r (—) = f () 2e "2t dr
2 0

_ _ 2
tlre Vdr

fooo
=2g=\/5

4.2 Beta Fonksiyonunun Ozellikleri

Ozellik 4.1

1
B(u,v) = f x* 1 (1 —x)’ dx

0

u > 0 ve v > 0 i¢in yakinsaktir, diger durumlarda iraksaktir (Budak ve Fomin 1973).

Ozellik 4.2 Beta fonksiyonunda x = 1 — t yazilirsa bu bize B(u,v) = B(v, 1)

oldugunu gosterir. Yani Beta fonksiyonu simetriktir (Budak ve Fomin 1973).

Ozellik 4.3 v > [ olsun.

B(u,v) = jo (1-x7id (’;—”)

xH(1—x)V1 =t oy_1 _2
= +—f xH(1—x)V"2dx
K x=0 K 0
v—1 (! v—1?!
= f xF 11— x)V % dx — —f xH 11 —x)V"tdx
U 0 H o Jo
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v—lB( D v—1B( )
= wv — - wv
u u

gerceklenir. Beta fonksiyonu simetrik oldugundan ¢ > 7 igin

U
= ———_Bu-1,

saglanir (Budak ve Fomin 1973).
Ozellik 4.4 Beta fonksiyonunda x = 1% yazilirsa

[o] Z“_l

0= |

seklinde Beta fonksiyonunun analitik gosterimi elde edilir (Budak ve Fomin 1973).

Teorem 4.5 Beta ve Gamma fonksiyonlar: arasindaki baglanti

_Ifwre)

B(,LL,V) - F(‘U+V) ’

u>0, v>0
ile verilir (Budak ve Fomin 1973).

Ispat.

co

I'(w) =f xHF~le*dx
0

integralinde 7 > 0 i¢in x = 1z, dx = tdz doniisiimii yapilirsa

M _
™

[ee]
f zH"1e=T2dy
0
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elde edilir.
T yerine 1 + 7 ve u yerine u + v koyulursa,

(F(H +)V3 — foozyﬂ/—l e~ 14Dz 4,
1+

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi 7#71 ile ¢arpilip sifirdan sonsuza T parametresine

gore intergal alinirsa

-1

F'(u+v —————dr = dr | thlzutv-le-(14Dzg,
(1 +v) fo T fo fo

elde edilir. Teorem 4.8’de verilen analitik gosterimden faydalanilarak iistteki ifade

tekrar yazilirsa;
F(p+ V)B(.U; V) = f de h-1zu+v=1,-(1+D)2 4,
0 0

bulunur. Simdi bu esitlikte integrallerin sira degistirebilecegi ispatlansin: (u > 1, v >1)
(a) f(Z, T) — Tu—lzu+v—1e—(1+r)z >0
fonksiyonu 0 <z < 0,0 <t < oo igin siireklidir,

(b) u>1vev > 1 i¢in yakinsaktir,

(c)
" a1 v (1+7) ™
u—1_u+v-1,-(1+1)z —
L h1z e dt F(,u+v)(1+r)#+v
integrali 0 < 7 < oo igin siireklidir ve
oo u—1
u—1_ u+v-1,—-(1+7)z —
L ™z e dt = T'(p) A+ i
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integrali 0 < z < oo ig¢in siireklidir. Sonug olarak integraller arasinda sira degisikligi

yapilabilecegi gosterilmis oldu.

F'(u+v)B(u,v) = f drf Thlguv=1p-4Dzq, (4.2)
0 0

I'(u+v)B(u,v) =f dzf hlgHv=1p-(4Dz g, (4.3)
0 0

(4.3) integrali yakinsaktir ve (4.2) integraline esittir. Boylece

o (o8]

ZHtv=le=2q4z f thle=T2dr
0

F(u+v)B(pv) = f

0

- f zHtv-le~2 ' dz
0 zk

= F(,u)f zV" e ?dz
0

=T@r)

bulunur. Her iki taraf I'(u + v) ile boliindiigiinde;

_Fre)

Bv) =1y

esitligi elde edilir.
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5. USTEL INTEGRAL FONKSiYONLARI

Genellestirilmis iistel integraller;

oo

1 d
Gp(x) = mfl e‘xy(lny)k‘17y, (k=1.2,..) (5.1

seklinde ve s € (—o0,0), j € (—1,0) ve I'(j + 1) Gamma fonksiyonu olmak {izere
Milgram tipi genellestirilmis iistel integraller;

1

. ® d
B0 = 5575 f e (Iny)! (52)

rg
seklinde tanimlanur.

(5.1) ve (5.2) esitliklerinden E¥~!(x) = G,(x) bulunur. j = 0 oldugu durumda iyi

bilinen genellestirilmis iistel integral E; bulunur. Boylece
« d
E,(x) = J e — (5.3)
1 y
seklinde elde edilir.

Teorem 5.1

(i) s € (—oo,1] i¢in x € [g,0), € >0 olacak sekilde (5.3) dstel integrali x

parametresine gore diizgiin yakinsaktir.

(ii) s € (—oo, 1] igin x € [0, ) olacak sekilde (5.3) listel integrali x parametresine gore

diizgiin olmayan sekilde yakinsaktir.
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(iii) s € (1, o) i¢in x € [0, ) olacak sekilde (5.3) tistel integrali x parametresine gore

diizgiin yakinsaktir (Ozalp ve Bairamov 2010).
Ispat. (i) s € (—, 0] ve s € (0,1] durumlari ayr1 ayr1 incelensin.

s € (—oo,0] olsun. x € [, ), € > 0 olacak sekilde

pe
fi(x,y) =e 2Vy~s

Ve

O
g1(x,y) =e 2

fonksiyonlar1 ele alinsin. Burada,
fi,91ve Z—? fonksiyonlar siireklidir.

5} . . .
aiyl fonksiyonunun isareti korunur.

X
Ayrica limy,_,, g1 (x,y) = lim e 2’ = 0 gerceklenir.
y—)OO

Simdi x € [g,00) ,y € [1,00) ve t € [1,0) i¢in

t t 5
d(x,t) =ff1(x,y)dy=f e 2y~*dy
1 1

olsun.

t x

®  x
d(x,t) =f e_fyy‘sdysj e 2y Sdy
1

1

olup, Burada u = % , Y= %u , dy = %du ifadeleri yerlerine yazilirsa
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o )

2
_ -u -s =
d(x,t) —L et ——u xdu

bulunur ve burada x yerine alabilecegi en kiiciik deger ¢ yazilsin. Boylece

—-s+1 &)

Dd(x,t) < x‘S“L e “uSdu
2

< (2)5_1 j:oe_” uSdu

&£ s—1

- (E) r(1-s)

elde edilir ki bu da ®(x, t) fonksiyonunun her x € [g, ) ve her t € [1,00) igin sinirh

oldugunu gosterir.

Dedekind kriterine gore s € (—oo, 0] i¢in x € [g,00) ve € > 0 olmak lizere

[ee]

dy ©
EW= | e = [ fenandy
1 y 1
integrali x parametresine gore diizgiin yakinsaktir.
s € (0,1] i¢in de x € [, ), & > 0 olacak sekilde

fo(x,y) =e™

Ve

1
g2(x,y) = >

fonksiyonlar1 ele alinarak benzer adimlarla diizgiin yakinsak oldugu goriilebilir.
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(i)

Es(x) = f e —
N 1 ys

integralinde xy =t vedy = % yerlerine yazilirsa

*© 1 dt
E.(x) = f et —
S . t S x

x

[oe]
x—-0
= xs‘lj e tt™5dt —
X

elde edilir. Yani s € (—oo,1] igin x € [0,00) parametresine gore E, lstel integrali

diizgiin yakinsak degildir.

(iii) x € [0, ) i¢in

_xy 1 1
e }7 < F
yazilabilir, Weierstrass testinden
["Lay <
y (0¢]
1 Y

oldugundan s € (1, ) i¢in (5.3) iistel integrali diizgilin yakinsaktir.

Sonug 5.1

(i) s € (—o,1] ise Eg(x) fonksiyonu € > 0 olmak {izere [g, ) araliginda streklidir.
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(ii) s € (1,00) igin E(x) fonksiyonu [0, o) araliginda siireklidir.

(iii) s € (—o, ™) ve &€ > 0 olacak sekilde x € [g, o) i¢in

k

9
S B0 = (CDFE () k=12, ..

gergeklenir.
(iv)

L1(0,0):= {90 : f lo (x)|dx < oo}
0

olmak tizere s € (1, o) i¢in E¢(x) € L;(0, o) saglanir.

(v) Her s € (—, ) i¢in x ekseni E fonksiyonunun asimptotudur (Ozalp ve Bairamov

2010).

Ispat. (i-ii) &£>0 olmak iizere  x, € [g, ) igin  lim,_,, Es(x) = Es(Xo)

gerceklenmelidir.

© 1
lim E,(x) = lim f e Y —dy
1 y

X=X X—Xg

esitliginde diizgiin yakinsaklik yardimiyla integral ve limit yer degistirir. Boylece
« 1
lim E,(x) = J [lim e Y —S] dy
X—Xg 1 X—Xq y

= Jooe_xoyidy
1 y*

= Es(Xo)

elde edilir.
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(iii) s € (—0, ) ve € > 0 olacak sekilde x € [g, ) igin
a* ok = 1
Sk B =77 fl e de

® 9" 1y
dxk ys y

1

00 1
= fl (—1)"y"e"‘dey

= 0f [ e —ay
ys—k
1

= (—D"Es—x ()

bulunur.

(iv)

[oe] [ee] [oe] 1
f E;(x)dx = f f e ™ —dydx
0 0 J1 y

olup diizgiin yakinsakliktan integraller sira degisebilir. Boylece

0 (o] 1 [o.e]
j E,(x)dx = J —SJ e ¥ dxdy
0 1 Y Jo

(o] 1 y 0
=_J ys+1e 7| Ody
1

—————

elde edilir.
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(v) E fonksiyonu diizgiin yakinsak oldugundan

*© 1
lim E;(x) = lim J eV —dy
X—00 1

X—00 y

*1
"L ey =0
1

Y2 x—ooo
x ekseni E(x) tstel fonksiyonunun asimptotudur.
Simdi Milgram tipi genellestirilmis iistel integral fonksiyonlar1 ele alinsin.
S € (—o0,0) ve j € (—1,00) icin

1

; @ -1
B =g | e () sy
1

I'(j

integraline bakilsin.

Teorem 5.2

(i) —o<s—j<1 igin x €[g»), €>0 olmak iizere ES] (x) fonksiyonu x

parametresine gore diizgiin yakinsaktir.

(i) 1 <s—j <o ve x € [0,) i¢in Esj (x) fonksiyonu x parametresine gore diizgiin

yakinsaktir (Ozalp ve Bairamov 2010).
Ispat. (i-ii)

T 1% T3
e"=1+—+—+

TRTRETR

esitliginden

et>1+4r1,
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In(e™ = 1In(1 + 1),

t=In(l+71)
bulunur. Son esitsizlik kullanilarak
In()=h[1+(-D]<sy-1=<y, y €[1,00)
esitsizligine ulagilir. Bu esitsizlikten;
F = o | ey
s rGg+1 J; yS
1 Ooe_xyyj _y
T IrGg+1) J; yS
- F )
rG+1n s

elde edilir. Son esitsizlik ve Teorem 5.1°den (1) ve (i1) saglanir.

Sonug 5.2

(i) —o<s—j<1 i¢in E_! (x) fonksiyonu & > 0 olmak ilizere x € [g,00) igin
stireklidir.
(i) 1 <s—j < ooigin Esj (x) fonksiyonu x € [0, o) igin stireklidir.

(iii) Her s € (—00, ), her j € (—1, ) ve € > 0 olacak sekilde x € [¢, ) i¢in

k

0 . .
m15;(x) = (-D*E._, (%), k=1,2,..

gerceklenir.
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(iv) 1<s—j < ooise Esj(x) € L,(0,0) olur.

(v) Her s € (—o0, ) ve her j € (—1, ) igin x ekseni E ; fonksiyonunun asimptotudur

(Ozalp ve Bairamov 2010).

Ispat. (i-ii) € >0 olmak iizere x, € [g, ) igin - limy_, Esj x) = Esj (%0)

gerceklenmelidir.

; 1 @ o1
lim E!(x) = lim f e ™ (Iny)! —dy
X—Xo 1 y

x-xo ['(j+ 1)

olup diizgiin yakinsakliktan integral ve limit yer degistirir. Boylece

| 1 g 1
i) — im e—*Y j
Im EJ6) = 5 jl [hm e~ (Iny) ys] dy

X—Xq

1 @ -1
— _ —XoY J —
TG+ 1)J; e (Iny) > dy

= Esj (Xo)
elde edilir.
(iii) s € (—0,0) ,j € (—1,00) ve & > 0 olacak sekilde x € [g, o) i¢in

A — akfoo—xyz ilg
ok Bs ) = ri gy aer J ¢ ) fgdy

1 fwak ey (g jld
“TG+D ), axx° ("y)ysy

! f " (=D yke 7 (iny)! = dy
+1) 1 y*

I
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o)

= (- 1)k k(X)

bulunur.

(iv)

E!(x)dx =f R f e Y (Iny)’ —dydx
-fo ° o TG+ ) y$

olup diizgiin yakinsakliktan integraller sira degisebilir. Boylece

E!(x)dx = — f e_xydx}(ln J—d
| Bl ro+1)1{o y)i=<dy

o1
= —p Xy J—
F(]+1) e | (lny) ysdy

-1

1 1
—_ ]
F(j+1)f1 (Iny) y5+1dy<oo

elde edilir.

(v) E_Z fonksiyonu s € (—00, ) ve j € (—1, ) i¢in diizgilin yakinsak oldugundan

1 o1
] _ —
llm E; (x) = )gl_)l’rolo T e ™ (Iny)’ de

°° (lny)f .
e
F(] +1) f Jim e™Pdy =0

olup x ekseni E SJ (x) fonksiyonunun asimptotudur.
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Teorem 5.3

Gr(x) = EfF 1(x), k=1,.2,..

(i) G genellestirilmis tstel integral fonksiyonu & > 0 olmak lizere x € [g,0) igin

diizgiin yakinsaktir ve bu aralikta siireklidir.
(ii) Her k,m = 1,2, ... ve € > 0 olmak lizere x € [g, ) i¢in

am
G0 = (~DMEEL (0

gerceklenir.

(iii) x ekseni G (x) fonksiyonunun asimptotudur (Ozalp ve Bairamov 2010).

Ispat. Bu teorem daha 6nce ispatlanan Teorem 5.2 ve Sonug 5.2’ye benzer olarak

ispatlanir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu tez diizgiin yakinsaklik kriterlerini, parametreye bagli genellestirilmis diizgiin
yakinsak integrallerin 6zelliklerini, ¢6ziimlii 6rneklerini ve bazi 6zel integralleri ele
almaktadir. Diizgiin yakinsaklik matematiksel analizdeki ¢ok onemli bir konudur ve bu
tezde bu alandaki temel kavramlar detayli bir sekilde incelenmistir. Sunulan 6zellikler
ve ¢oziimlii Ornekler bu integrallerin teorik temellerini somut uygulamalarla
destekleyerek konunun daha iyi anlagilmasini amaclamaktadir. Ayrica tezde Fourier
integralleri, Euler integralleri ve iistel integrallerin diizgiin yakinsakligi icin verilen
yontemlerin kuantum fiziginde, uygulamali matematikte, miihendislikte, olasilik
teorisinde ve akiskanlik teorisinde karsilagilan parametreye bagli genellestirilmis

integrallerin diizgiin yakinsakliklarinin incelenmesinde uygulanmasi diisiiniilmektedir.
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