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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 
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Danışman: Prof. Dr. Elgiz BAYRAM 

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde parametreye bağlı genelleştirilmiş integrallerin genel teorisi verilmiştir. 

İkinci bölümde parametreye bağlı genelleştirilmiş integrallerin düzgün yakınsaklığı için 

Cauchy, Weierstrass, Dedekind testleri detaylı bir şekilde ispatlanmıştır. 

Üçüncü bölümde parametreye bağlı Fourier integrallerinin düzgün yakınsaklığı 

kullanılarak bazı integraller hesaplanmıştır. 

Dördüncü bölümde ise parametreye bağlı genelleştirilmiş Euler integrallerinin düzgün 

yakınsaklık özellikleri öğrenilmiştir. 

Beşinci bölümde üstel integraller için düzgün yakınsaklık konusu detaylı olarak 

incelenmiştir. 

Altıncı bölümde ise tezde öğrenilen konularla ilgili gelecek planları ve tartışma konuları 

verilmiştir.  
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This thesis consists of six chapters. 

The first chapter presents the general theory of improper integrals depending on a 

parameter. 

In the second chapter, Cauchy, Weierstrass, Dedekind tests for the uniform convergence 

of such integrals are proved in detail. 

In the third chapter, the uniform convergence of Fourier integrals depending on a 

parameter and the calculation of some integrals using this property are obtained. 

In the fourth chapter, the uniform convergence properties of generalized Euler integrals 

depending on a parameter are learned. 

In the fifth chapter, the issue of uniform convergence for exponential integrals is 

examined in detail. 

The sixth chapter is devoted to future plans and discussions regarding the topics covered 

in the thesis. 
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∈ Eleman 

∃ En az bir 

! Faktöriyel 

𝐹(𝑓(𝜆)) f fonksiyonunun Fourier dönüşümü 

𝑓(𝑛)         f fonksiyonunun n’inci mertebeden türevi 

Γ Gama Fonksiyonu 

𝐺𝑘(𝑥)      Genelleştirilmiş üstel integral fonksiyonu 

𝜕𝑔

𝜕𝑥
  g fonksiyonun x parametresine göre kısmi türevi 

∀ Her 

∫ İntegral 

lim Limit 

maks Maksimum 

𝐸𝑠
𝑗(𝑥)      Milgram tipi genelleştirilmiş üstel integral fonksiyonu 

             Reel sayılar kümesi 

 

 

 

 



1 
  

1. GİRİŞ 

Parametreye bağlı genelleştirilmiş integraller kuantum fiziğinde, kuantum istatistik 

teorisinde, ışınların taşınma süreçleri teorisinde, yüksek geçişkenlik teorisinde, sıvıların 

akışkanlık özelliklerinin öğrenilmesinde, tek boyutlu ve çok boyutlu ışın saçılımlarında 

ve düzlemsel saçılımların incelenmesinde önem arz etmektedir ( Breig ve Grosbie 1974, 

1975; Busbridge 1960; Chandrasekhar 1960; Grosbie ve Dougherty 1981; Grosbie ve 

Lee 1987, 1989; Drummond 1981; Goody 1964; Guseinov ve Momedov 2001, 2002, 

2005; Hunt 1967; Kourganof 1952; Oberoy ve Gallaway 1972; Peroiah 2002; Prabha ve 

Yadav 1996; Rubicki 1971; Smith 1964; Smith ve Hunt 1967; Yuen ve Ho 1967). Ayrıca 

uygulamalı matematiğin ve analizin bazı konularının öğrenilmesinde, parametreye bağlı 

genelleştirilmiş integrallerin incelenmesi gerekmektedir (Nikolsky 1977; Prudnikov, 

Brychkov ve Marichev 1992; Sobelev 1963). Bu türlü integrallere örnek olarak Fourier 

integralleri, Laplace integralleri, Euler integralleri, bir boyutlu ve çok boyutlu üstel 

integraller, Plank integrali, Schwarzschild Milne’ in birinci, ikinci, üçüncü integralleri 

ve Hubbel integrali gösterilebilir. 

Parametreye bağlı genelleştirilmiş integrallerin analitik özelliklerinin, seri 

gösterimlerinin, parametreye göre farklı noktalarda asimptotik eşitliklerinin öğrenilmesi 

ve yaklaşık değerlerinin hesaplanması bu integrallerin parametreye göre düzgün 

yakınsaklığı ile ilgilidir. Bu nedenle de çeşitli parametreye bağlı genelleştirilmiş 

integrallerin incelenmesi önem arz etmektedir. 

Aşağıdaki gibi tanımlanan Schwarzschild Milne integralleri göz önünde bulundurulsun. 

𝑓1(𝜏) =
1

2
∫ 𝐵(𝑡)𝐸1(|𝑡 − 𝜏|)𝑑𝑡

∞

0

 

şeklinde tanımlanan 1.tip Schwarzschild Milne İntegrali, 

𝑓2(𝜏) = 2∫ 𝐵(𝑡)𝐸2(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑡 − 2∫𝐵(𝑡)𝐸2(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡

𝜏

0

∞

𝜏
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şeklinde tanımlanan 2.tip Schwarzschild Milne İntegrali ve 

𝑓3(𝜏) = 2∫ 𝐵(𝑡)𝐸3(|𝑡 − 𝜏|)𝑑𝑡

∞

0

 

şeklinde tanımlanan 3.tip Schwarzschild Milne İntegralidir. (Chandrasekhav 1960).  

İntegrallerin parametreye göre düzgün yakınsaklığı ve düzgün yakınsaklık kullanılarak 

elde edilen seri gösterimleri, asimptotik eşitlikleri ve integral değerlerinin nümerik 

olarak hesaplamaları Aygar ve Bairamov (2011), Bairamov ve Özalp (2012), Bairamov 

ve Yardımcı (2010), Özalp ve Bairamov (2011) tarafından detaylı bir biçimde 

incelenmiştir. Üstel integrallerin iki boyutlu genelleştirmeleri 

𝜀𝑛
𝑝(𝑥, 𝛽) = ∫ 𝑓𝑛

𝑝(𝑡, 𝛽)
𝑒−𝑥(𝑡

2+𝛽2)
1
2

(𝑡2 + 𝛽2)
𝑝
2

𝑑𝑡, 𝑛 = 1,2, … 

∞

1

 

şeklindedir, burada 𝑥 ∈ (0,∞),    𝛽 ∈ ℝ,    𝑝 = 0,1 ve 𝑓𝑛
𝑝(𝑡, 𝛽) fonksiyonu ise t ve 𝛽 

değişkenlerine göre bir polinomdur. Bu üstel fonksiyonlar için düzgün yakınsaklık, seri 

gösterimleri, asimptotik eşitlikler ve değerlerinin nümerik olarak hesaplamaları 

Bairamov ve Özalp tarafından öğrenilmiştir (2012). 

Radyasyonun yayılımı ile ilgili Hubbel integrali iki parametreye bağlı 

𝐻(𝑎, 𝑏) = ∫∫
1

1 + 𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑏

0

𝑎

0

 

şeklinde bir genelleştirilmiş integraldir, burada 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ ∞ ( Hubbel, Bach ve 

Lamkin 1960). 

Hubbel integrali için düzgün yakınsaklık detaylı bir biçimde Bairamov ve Özalp 

tarafından incelenmiştir (2011). 
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2. PARAMETREYE BAĞLI GENELLEŞTİRİLMİŞ İNTEGRALLER 

2.1 Parametreye Bağlı Genelleştirilmiş İntegral 

Tanım 2.1 ℎ(𝛼, 𝛽) fonksiyonu 𝑏 ≤ 𝛼 < +∞ 𝑣𝑒 𝑐 ≤ 𝛽 ≤ 𝑑 aralığında tanımlı olsun.  

∀𝛽 ∈ [ 𝑐, 𝑑] için; 

𝐽(𝛽) = ∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼 = lim
𝑙→+∞

∫ℎ(𝛼, 𝛽)

𝑙

𝑏

𝑑𝛼

∞

𝑏

 

şeklinde tanımlanan integrale sınırsız aralıkta tanımlı parametreye bağlı genelleştirilmiş 

integral denir ( Budak ve Fomin 1973). 

2.2 Düzgün Yakınsaklık  

Sınırsız aralıkta tanımlı parametreye bağlı genelleştirilmiş integralin düzgün 

yakınsaklığı aşağıdaki gibi tanımlanır. 

Tanım 2.2 Keyfi bir 𝜀 > 0 verildiğinde, her l > L(ε) ve her 𝛽 ∈ [c, d] için 

|𝐽(𝛽) − ∫ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

𝑙

𝑏

| = |∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

+∞

𝑙

| < 𝜀 

eşitsizliğini sağlayacak şekilde L=L(ε) varsa,   

𝐽(𝛽) = ∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

+∞

𝑏

 

integrali, 𝑐 ≤ 𝛽 ≤ 𝑑 aralığında 𝛽 parametresine göre düzgün yakınsaktır denir ( Budak 

ve Fomin 1973). 
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2.3  Parametreye Bağlı Genelleştirilmiş İntegrallerin Düzgün Yakınsaması İçin 

Testler 

2.3.1 Cauchy testi 

∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

∞

𝑥

 

integralinin bir [c, d] aralığında düzgün bir şekilde yakınsaması için, her 𝜀 > 0 için en 

az bir  𝐿 = 𝐿(𝜀) vardır öyle ki   

|∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼
𝑙′′

𝑙′
| < 𝜀 

eşitsizliği tüm 𝑙′, 𝑙′′ > 𝐿(𝜀) ve tüm 𝛽 ∈ [𝑐, 𝑑] için geçerli olması gerekli ve yeterlidir 

(Budak ve Fomin 1973). 

İspat. (Gereklilik) Eğer integral düzgün yakınsak ise, her 𝜀 > 0 için en az bir  𝐿 =

𝐿(𝜀) vardır, öyle ki 𝑙′ > 𝐿(𝜀), 𝑙′′ > 𝐿(𝜀) 𝑣𝑒 𝛽 ∈ [𝑐, 𝑑] için; 

|∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

∞

𝑙′

| <
𝜀

2
 

ve 

| ∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

∞

𝑙′′

| <
𝜀

2
 

eşitsizlikleri sağlanır. Bu nedenle, her 𝑙′, 𝑙′′ > 𝐿(𝜀) ve her 𝛽 ∈ [𝑐, 𝑑] için 

|∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

𝑙′′

𝑙′

| = |∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼 − ∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

+∞

𝑙′′

+∞

𝑙′

| 
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≤ |∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

+∞

𝑙′

| + |∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

+∞

𝑙′′

| <
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀 

elde edilir. 

(Yeterlilik) Eğer her 𝑙′ > 𝐿(𝜀), 𝑙′′ > 𝐿(𝜀) ve her 𝛽 ∈ [𝑐, 𝑑] için 

|∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

𝑙′′

𝑙′

| < 𝜀 

eşitsizliği geçerli ise,  

∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼
∞

𝑥

 

integrali her 𝛽 ∈ [𝑐, 𝑑] için yakınsaktır. Bu nedenle, 𝑙′′ → +∞ olarak limite geçilirse, 

her 𝑙′ > 𝐿(𝜀) için ve her 𝛽 ∈ [𝑐, 𝑑] için geçerli olan  

|∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

+∞

𝑙′

| < 𝜀 

eşitsizliği elde edilir. 

2.3.2 Weierstrass testi 

Eğer 𝑏 ≤ 𝛼 < +∞  için |ℎ(𝛼, 𝛽)| ≤ 𝑔(𝛼) ve  

∫ 𝑔(𝛼)𝑑𝛼

+∞

𝑏

 

yakınsak ise 𝑐 ≤ 𝛽 ≤ 𝑑 aralığında  

∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

+∞

𝑏
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ve 

∫ |ℎ(𝛼, 𝛽)|𝑑𝛼

+∞

𝑏

 

integralleri düzgün yakınsaktır (Budak ve Fomin 1973). 

İspat. Keyfi bir 𝜀 > 0 verilsin. 

∫ 𝑔(𝛼)𝑑𝛼

+∞

𝑏

 

integrali yakınsıyorsa, en az bir 𝐿 = 𝐿(𝜀) vardır öyle ki 

∫ 𝑔(𝛼)𝑑𝛼 < 𝜀

𝑙′′

𝑙′

 

koşulu 𝑙′′ > 𝑙′ olacak şekildeki her 𝑙′, 𝑙′′ > 𝐿(𝜀) için sağlanır. Bu sonuç 𝑙′′ > 𝑙′ olacak 

şekildeki her 𝑙′, 𝑙′′ > 𝐿(𝜀) için 

|∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

𝑙′′

𝑙′

| ≤ ∫ |ℎ(𝛼, 𝛽)|𝑑𝛼

𝑙′′

𝑙′

≤ ∫ 𝑔(𝛼)𝑑𝛼 < 𝜀

𝑙′′

𝑙′

 

eşitsizliklerinin her 𝛽 ∈ [𝑐, 𝑑] için sağlandığı anlamına gelir. Sonuç olarak, Cauchy 

Testi yardımıyla, 

∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

+∞

𝑏

 

ve  

∫ |ℎ(𝛼, 𝛽)|𝑑𝛼

+∞

𝑏

 



7 
  

integrallerinin 𝑐 ≤ 𝛽 ≤ 𝑑 aralığında 𝛽 parametresine göre düzgün yakınsak olduğu 

bulunur. 

2.3.3 Dedekind testi 

E, reel sayıların sınırlı veya sınırsız bir alt kümesi olsun. 

                                                  ∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑔(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼, 𝛽 ∈ 𝐸                                       (2.1)

∞

0

 

integralini göz önüne alalım. 

(2.1) integralinde ℎ, 𝑔,
𝜕𝑔

𝜕𝛼
  fonksiyonları her 𝛽 ∈ 𝐸 için 𝛼 değişkenine göre [0, ∞) 

aralığında sürekli olsunlar. Eğer 

(a) her 𝛽 ∈ 𝐸 için düzgün olarak 

lim
𝛼→∞

𝑔(𝛼, 𝛽) = 0, 

(𝑏) 
𝜕𝑔

𝜕𝛼
  fonksiyonu her 𝛼 ∈ 𝐸 için 𝛼 değişkenine göre [0, ∞) üzerinde aynı işaretli 

(işaretini korusun) 

ve 

(c) her 𝛽 ∈ 𝐸,  𝜏 ∈ [0,∞)  için  

∫ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝛼

0

 

integrali düzgün sınırlı, yani en az bir 𝑀 > 0 sabiti vardır ki 

|∫ ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝛼

0

| ≤ 𝑀, ∀𝛼 ∈ [0,∞), 𝛽 ∈ 𝐸 
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koşulu sağlansın. Bu durumda (2.1) integrali 𝛽 ∈ 𝐸 için 𝛽 değişkenine göre düzgün 

yakınsaktır (Prudnikov, Brychkov ve Marichev 1992). 

İspat. Keyfi 𝑥 ∈ [0,∞) için kısmi integrasyon kullanılarak 

∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑔(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼 = −∫ 𝑔(𝛼, 𝛽)𝑑 {∫ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝑥

𝛼

}

∞

𝑥

 ∞

𝑥

                                                          

            = − [𝑔(𝛼, 𝛽)∫ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝑥

𝛼

]

𝛼=𝑥

∞

+∫ [∫ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝑥

𝛼

]
𝜕𝑔(𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼
𝑑𝛼

∞

𝑥

      

                       = − lim
𝛼→∞

[𝑔(𝛼, 𝛽)∫ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝑥

𝛼

] + ∫ [∫ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝑥

𝛼

]

∞

𝑥

𝜕𝑔(𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼
𝑑𝛼     (2.2) 

elde edilir. Diğer yandan, 

∫ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏 = ∫ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏 − ∫ ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝛼

0

𝑥

0

𝑥

𝛼

                                                                              

eşitliğinden, 

                                                                 |∫ ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝑥

𝛼

| ≤ 2𝑀                                               (2.3) 

bulunur. Bu durumda, 

lim
𝛼→∞

[𝑔(𝛼, 𝛽)∫𝑓(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝑥

𝛼

] = 0                

elde edilir. Son eşitlik (2.2) ifadesinde yerine konursa  

          ∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑔(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼 = ∫ [∫ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝑥

𝛼

]
𝜕𝑔(𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼

∞

𝑥

∞

𝑥

𝑑𝛼                                     (2.4) 

denklemine ulaşılır. (2.3) eşitsizliğinden, her 𝜀 > 0 için, öyle bir 𝛿1 = 𝛿1(𝜀) > 0 vardır 

ki, keyfi 𝜂 ≥ 𝛿1(𝜀) ve keyfi 𝜆 ∈ E için 
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                                                         |∫ ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝜂

𝛼

| ≤ 2𝑀                                                      (2.5) 

gerçeklenir. Ayrıca her 𝜀 > 0 için, öyle bir 𝛿2 = 𝛿2(𝜀) > 0 vardır ki, her 𝜂 ≥ 𝛿2(𝜀) ve 

her 𝛽 ∈ 𝐸 için 

                                                              |𝑔(𝜂, 𝛽)| ≤
𝜀

2𝑀
                                                           (2.6) 

sağlanır. 𝛿(𝜀) ≔ 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝛿1(𝜀), 𝛿2(𝜀)} olmak üzere (2.5) ve (2.6) eşitsizliklerinden her  

𝜀 > 0 için öyle bir 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 vardır ki, her 𝜂 ≥ 𝛿(𝜀) ve 𝛽 ∈ 𝐸 için 

                                                       |∫ ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝜂

𝛼

| ≤ 2𝑀                                                        (2.7) 

ve 

                                                              |𝑔(𝜂, 𝛽)| ≤
𝜀

2𝑀
                                                           (2.8) 

elde edilir. (2.4), (2.7) ve (2.8) ifadelerinden, her 𝜀 > 0 için öyle bir 𝛿(𝜀) > 0 vardır ki, 

her 𝜂 ≥ 𝛿(𝜀) ve 𝛽 ∈ 𝐸 için 

          |∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑔(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

∞

𝜂

| = |∫ [∫ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝜂

𝛼

]
𝜕𝑔(𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼
𝑑𝛼

∞

𝜂

|                                          

           ≤ ∫ |∫ ℎ(𝜏, 𝛽)𝑑𝜏

𝜂

𝛼

| |
𝜕𝑔(𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼
| 𝑑𝛼

∞

𝜂

 

                                                     ≤ 2𝑀∫ |
𝜕𝑔(𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼
| 𝑑𝛼                                                    (2.9)

∞

𝜂

 

gerçeklenir. Her 𝛽 ∈ 𝐸 için 𝛼 değişkenine göre 
𝜕𝑔(𝛼,𝛽)

𝜕𝛼
 aynı işaretli olduğundan (2.9) 

eşitsizliğinden 

      |∫ ℎ(𝛼, 𝛽)𝑔(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼

∞

𝜂

| ≤ 2𝑀 |∫
𝜕𝑔(𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼
𝑑𝛼

∞

𝜂

|                                        
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                        = 2𝑀 | lim
𝛼→∞

𝑔(𝛼, 𝛽) − 𝑔(𝜂, 𝛽)| 

      = 2𝑀. |𝑔(𝜂, 𝛽)| ≤ 𝜀 

elde edilir, yani (2.1) integrali 𝛽 ∈ 𝐸 için 𝛽 değişkenine göre düzgün yakınsaktır. 

2.4  Parametreye Bağlı Genelleştirilmiş İntegrallerin Düzgün Yakınsaklığı ile İlgili 

Örnekler 

Bu bölümde önceki bölümde verdiğimiz bilgiler ışığında çeşitli örneklerin detaylı 

çözümlerine yer verilecektir. 

Örnek 2.1  m ve n pozitif tam sayılar ve m  n olsun.  

                 ∫
𝑥2𝑚

1 + 𝑥2𝑛
𝑑𝑥 =

𝜋

2𝑛
 

∞

0

1

sin (
2𝑚 + 1
2𝑛 𝜋)

                                                             (2.10) 

integralinden faydalanılarak 0  p  1 için 

                      ∫
𝜏𝑝−1

1 + 𝜏

∞

0

𝑑𝜏 =
𝜋

sin(𝑝𝜋)
                                                                                (2.11) 

olduğu gösterilsin. 

(2.10) integralinde  𝑥 = 𝜏
1

2𝑛  ve değişken değiştirmesi yapılırsa 

∫
𝜏
2𝑚+1
2𝑛

 −1

1 + 𝜏
 𝑑𝜏 = 

∞

0

𝜋

sin (
2𝑚 + 1
2𝑛 𝜋)

 

elde edilir.  

(2.11) ifadesinde verilen integral için 0 <  𝜏 < ∞  aralığı  { 
0 ≤ 𝜏 ≤ 1
1 ≤ 𝜏 < ∞

  olacak şekilde 

iki aralığa bölünsün.  

∫
𝜏𝑝−1

1 + 𝜏
𝑑𝜏

1

0

+∫
𝜏𝑝−1

1 + 𝜏
𝑑𝜏

∞

1

 

Toplamın her iki tarafına da Weierstrass testi uygulanırsa; 
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𝜏𝑝−1

1 + 𝜏
≤

1

1 + 𝜏
 ,            𝜏 ∈ [0,1]    

ve 

𝜏𝑝−1

1 + 𝜏
≤
𝜏𝑝−1

2
  ,            𝜏 ∈ [1,∞)    

yazılabilir. Dolayısıyla her iki kısım da düzgün yakınsak olduğundan  

∫
𝜏𝑝−1

1 + 𝜏

∞

0

𝑑𝜏 

integrali düzgün yakınsaktır. Böylece 

𝑓(𝜏, 𝑝) =
𝜏𝑝−1

1 + 𝜏
 ,       (0 < 𝜏 < ∞) 

fonksiyonu süreklidir ve 

∫ 𝑓(𝜏, 𝑝)𝑑𝜏
∞

0

 

integrali düzgün yakınsaktır. 

0 < 𝑝 < 1,      𝑚 < 𝑛,    𝑚, 𝑛 = 1,2, … için  
2𝑚+1

2𝑛

𝑙𝑖𝑚
→  𝑝  olur. Buradan 

∫
𝜏𝑝−1

1 + 𝜏

∞

0

𝑑𝜏 =
𝜋

sin(𝑝𝜋)
 

elde edilir. 

Örnek 2.2    

∫
sin(𝛽𝑥)

𝑥

∞

0

𝑑𝑥 

integrali hesaplansın. 

Bu integral 𝛽 parametresi için integral altında diferensiyellenemez. 𝑒−𝛼𝑥 faktörüyle  

                                                          ∫ 𝑒−𝛼𝑥  
sin(𝛽𝑥)

𝑥

∞

0

𝑑𝑥                                           (2.12) 

diferensiyellenebilir. 
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|𝑒−𝛼𝑥  
sin(𝛽𝑥)

𝑥
| ≤ 𝑚 𝑒−𝛼𝑥 ,       𝛼 > 0, 𝑥 ≠ 0, 𝛽 ∈ ℝ  

olduğundan 

∫ 𝑒−𝛼𝑥  
sin(𝛽𝑥)

𝑥

∞

0

𝑑𝑥 

integrali  𝛽 ∈ ℝ parametresine göre düzgün yakınsaktır. 

𝜕

𝜕𝛽
∫ 𝑒−𝛼𝑥  

sin(𝛽𝑥)

𝑥

∞

0

𝑑𝑥 = ∫
𝑒−𝛼𝑥

𝑥
 
𝜕

𝜕𝛽
 sin(𝛽𝑥)

∞

0

𝑑𝑥 

                                          = ∫
𝑒−𝛼𝑥

𝑥
 𝑥 cos(𝛽𝑥) 𝑑𝑥

∞

0

 

olup 

                                   Ι = ∫ 𝑒−𝛼𝑥
∞

0

cos(𝛽𝑥)𝑑𝑥 

integraline kısmi integrasyon uygulansın. O halde 

𝑢 = 𝑒−𝛼𝑥 , 

         𝑑𝑢 = −𝛼𝑒−𝛼𝑥𝑑𝑥 , 

          𝑑𝑣 = cos(𝛽𝑥) 𝑑𝑥 ,  

     𝑣 =
sin(𝛽𝑥)

𝑥
  

değişkenleri yerlerine yazıldığında 

Ι = 𝑒−𝛼𝑥
sin(𝛽𝑥)

𝑥
|
∞
0
+
𝛼

𝛽
∫ 𝑒−𝛼𝑥  

sin(𝛽𝑥)

𝑥

∞

0

𝑑𝑥 

=
𝛼

𝛽
∫ 𝑒−𝛼𝑥  

sin(𝛽𝑥)

𝑥

∞

0

𝑑𝑥                                  

elde edilir. Elde edilen sonuca tekrar kısmi integrasyon uygulansın. 

𝑢 = 𝑒−𝛼𝑥 , 

         𝑑𝑢 = −𝛼𝑒−𝛼𝑥𝑑𝑥 , 

          𝑑𝑣 = sin(𝛽𝑥) 𝑑𝑥 ,  

          𝑣 = −
cos(𝛽𝑥)

𝑥
 

yerlerine yazıldığında 
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Ι =
𝛼

𝛽
[− 𝑒−𝛼𝑥

cos(𝛽𝑥)

𝛽
|
∞
0
−
𝛼

𝛽
∫ 𝑒−𝛼𝑥 cos(𝛽𝑥)
∞

0

𝑑𝑥
⏟            

Ι

] 

Ι =
𝛼

𝛽2
−
𝛼2

𝛽2
Ι                                                                       

Ι =
𝛼

𝛼2 + 𝛽2
                                                                         

bulunur. (2.12) integraline dönülürse 

∫ 𝑒−𝛼𝑥  
sin(𝛽𝑥)

𝑥

∞

0

𝑑𝑥 = ∫
𝛼

𝛼2 + 𝛽2
𝑑𝛽 

                                           = ∫
1

1 +
𝛽2

𝛼2

𝑑 (
𝛽

𝛼
) 

olup burada 
𝛽

𝛼
= 𝑢  dönüşümü yapılırsa 

                                                                                  = ∫
1

1 + 𝑢
𝑑𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝛽

𝛼
 

elde edilir. Sonuç olarak 𝛼 > 0  ve  𝑒−𝛼𝑥, 𝛽 ∈ ℝ   için 

 ∫ 𝑒−𝛼𝑥  
sin(𝛽𝑥)

𝑥

∞

0

𝑑𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝛽

𝛼
         

bulunur. 𝛼 > 0 ve herhangi sabit 𝛽 için bu integralin 𝛼 parametresine göre yakınsak 

olduğunu biliniyor. Buradan  

∫
sin(𝛽𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

∞

0

= lim
𝛼→0+

∫ 𝑒−𝛼𝑥  
sin(𝛽𝑥)

𝑥

∞

0

𝑑𝑥 

             = lim
𝛼→0+

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝛽

𝛼
) 

                =

{
 
 

 
 

 

 
𝜋

2
,             𝛽 > 0

0,              𝛽 = 0

−
𝜋

2
, 𝛽 < 0

 

eşitliğine ulaşılır. Özel olarak   

      ∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥

∞

−∞

𝑑𝑥 = 2∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥

∞

0

𝑑𝑥 = 2
𝜋

2
= 𝜋  

elde edilir. 
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Örnek 2.3   Euler – Poisson integrali ele alınsın. 

𝐽 = ∫ 𝑒(𝑥)
2

∞

0

𝑑𝑥 

integralinde 𝑥 = 𝑢𝑡 ve 𝑑𝑥 = 𝑢𝑑𝑡 yerlerine yazılsın. 

𝐽 = ∫ 𝑒−𝑢
2𝑡2𝑢

∞

0

𝑑𝑡 

integralinde her iki taraf da 𝑒−𝑢
2
 ile çarpılırsa 

𝐽 𝑒−𝑢
2
= ∫ 𝑒−(1+𝑡

2)𝑢2𝑢
∞

0

𝑑𝑡 

bulunur. Buradan u değişkenine göre integral alınırsa 

    ∫ 𝑒−𝑢
2

∞

0

𝐽𝑑𝑢 = ∫ [∫ 𝑒−(1+𝑡
2)𝑢2𝑢𝑑𝑡

∞

0

] 𝑑𝑢
∞

0

 

                          = ∫ 𝑑𝑡 ∫ 𝑒−(1+𝑡
2)𝑢2𝑢

∞

0

𝑑𝑢
∞

0

 

 elde edilir. Son adımda da 𝑢2 = 𝛼 ve 2𝑢𝑑𝑢 = 𝑑𝛼 yazılsın. Böylece 

 ∫ 𝑒−𝑢
2

∞

0

𝐽𝑑𝑢 =
1

2
∫ 𝑑𝑡∫ 𝑒−𝛼(1+𝑡

2)𝑑𝛼
∞

0

∞

0

 

                                =
1

2
∫ −
∞

0

𝑒−𝛼(1+𝑡
2)

1 + 𝑡2
|
𝛼 = ∞
𝛼 = 0

𝑑𝑡 

                                                =
1

2
∫

1

1 + 𝑡2
𝑑𝑡 =

1

2

∞

0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑡|
∞
0
=
𝜋

4
 

    𝐽 =
√𝜋

2
                    

bulunur. 
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3. FOURIER İNTEGRALLERİ 

Tanım 3.1 𝜁 ∈ 𝐿1(−∞,∞) olmak üzere; 

                                𝜓(𝜆) = 𝐹(𝜁(𝜆)):= ∫ 𝜁(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥
∞

−∞

,            (𝜆 ∈ ℝ)                     (3.1) 

integraline 𝜁 fonksiyonunun Fourier integrali denir (Knjazev 1969). 

3.1 Fourier İntegrallerinin Özellikleri 

Teorem 3.1 𝜁 ∈ 𝐿1(−∞,∞) ise 𝜓(𝜆) = 𝐹(𝜁(𝜆)) fonksiyonu hem sınırlı hem de 

süreklidir (Knjazev 1969). 

İspat.  

|𝜁(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥| ≤  |𝜁(𝑥)| 

olduğundan (3.1) integrali 𝜆 parametresine göre ℝ’de düzgün yakınsaktır. 

|𝜓(𝜆)| ≤ |∫ 𝜁(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥
∞

−∞

| ≤ ∫ |𝜁(𝑥)|𝑑𝑥
∞

−∞

= 𝑀 

olup her 𝜆 ∈ ℝ için  |𝜓(𝜆)| ≤ 𝑀 olduğundan 𝜓 fonksiyonu sınırlıdır. 

Her 𝜆0 ∈ ℝ için 𝜓(𝜆)’nın 𝜆0 noktasında sürekliliği gösterilsin. 𝜓 fonksiyonu 𝜆 

değişkenine göre düzgün yakınsak olduğundan 

lim
𝜆→𝜆0

𝜓(𝜆) = lim
𝜆→𝜆0

∫ 𝜁(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥
∞

−∞

 

                     = ∫ lim
𝜆→𝜆0

𝜁(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥
∞

−∞
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                               = ∫ 𝜁(𝑥)𝑒−𝑖𝜆0𝑥𝑑𝑥
∞

−∞

= 𝜓(𝜆0) 

elde edelim. Bu ise 𝜓(𝜆) fonksiyonunun 𝜆0noktasında sürekli olduğunu gösterir. 

𝜆0 ∈ ℝ keyfi bir nokta olduğundan 𝜓(𝜆) fonksiyonu ℝ’de süreklidir. 

Teorem 3.2 𝜁, 𝜁′ ∈ 𝐿1(−∞,∞) ise 𝐹(𝜁′)(𝜆) = 𝑖𝜆𝐹(𝜁)(𝜆) gerçeklenir (Knjazev 1969). 

İspat.  

𝐹(𝜁′)(𝜆) = ∫ 𝜁′(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥
∞

−∞

= ∫ 𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥
∞

−∞

 

Son integralde kısmi integrasyon uygulanırsa 

  𝐹(𝜁′)(𝜆) = 𝜁(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥|
∞
−∞⏟        

0

−∫ 𝜁(𝑥)𝑑𝑒−𝑖𝜆𝑥
∞

−∞

 

      = −(−𝑖𝜆)∫ 𝜁(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥
∞

−∞

 

= 𝑖𝜆𝐹(𝜁)(𝜆)                     

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

Teorem 3.3 𝜁, 𝜁′, 𝜁′′, … , 𝜁(𝜂) ∈  𝐿1(−∞,∞) ise  

𝐹(𝜁(𝜂))(𝜆) = (𝑖𝜆)𝜂𝐹(𝜁(𝜆)) 

sağlanır (Knjazev 1969). 

İspat. Tümevarım yöntemi kullanılırsa; 

𝜂 = 1 için  𝐹(𝜁′)(𝜆) = 𝑖𝜆𝐹(𝜁)(𝜆) 

𝜂 = 2 için  𝐹(𝜁′′)(𝜆) = 𝑖𝜆𝐹(𝜁′)(𝜆) = (𝑖𝜆)2𝐹(𝜁)(𝜆) 
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.

.

.
  

𝜂 = 𝜂 − 1 için  𝐹(𝜁𝜂−1)(𝜆) = (𝑖𝜆)𝜂−1𝐹(𝜁)(𝜆) 

sağlansın. Buradan 

𝐹(𝜁𝜂)(𝜆) = 𝐹[(𝜁′)𝜂−1](𝜆) = (𝑖𝜆)𝜂−1𝐹(𝜁′)(𝜆) = (𝑖𝜆)𝜂𝐹(𝜁)(𝜆) 

elde edilir.  

Teorem 3.4 𝜁 ∈ 𝐿1(−∞,∞) ve 𝑥𝜁(𝑥) ∈ 𝐿1(−∞,∞) ise 𝜓′(𝜆) = 𝐹(−𝑖𝑥𝜁(𝑥))(𝜆) 

sağlanır (Knjazev 1969). 

İspat.  

                 𝜓(𝜆) = 𝐹(𝜁(𝜆)) = ∫ 𝜁(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥
∞

−∞

 

olup, buradan 

𝜓′(𝜆) =
𝑑

𝑑𝜆
∫ 𝜁(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥
∞

−∞

 

               = ∫ −𝑖𝑥𝜁(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥
∞

−∞

 

       = 𝐹(−𝑖𝑥𝜁(𝑥))(𝜆) 

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar. 

Tanım 3.2  𝜁1, 𝜁2 ∈ 𝐿1(−∞,∞) olmak üzere 

𝑔(𝑥) ≔ (𝜁1 ∗ 𝜁2)(𝑥) ≔ ∫ 𝜁1(𝜏)𝜁2(𝑥 − 𝜏)𝑑𝜏
∞

−∞
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                                        = ∫ 𝜁1(𝑥 − 𝜏)𝜁2(𝜏)𝑑𝜏
∞

−∞

 

tanımlanır. Buna 𝜁1 ve 𝜁2 fonksiyonlarının konvolüsyonu denir. Bu işleme 𝐿1(−∞,∞) 

uzayında çarpım da denir.  

Ayrıca konvolüsyon aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

(a)  (𝜁1 ∗ 𝜁2)(𝑥) = (𝜁2 ∗ 𝜁1)(𝑥)  

(b)  𝜁1 ∗ (𝜁2+𝜁3) = (𝜁1 ∗ 𝜁2) + (𝜁1 ∗ 𝜁3) 

(c) (𝜁1 ∗ 𝜁2) ∗ 𝜁3 = 𝜁1 ∗ (𝜁2 ∗ 𝜁3) 

(d) 𝜁1, 𝜁2 ∈ 𝐿1(−∞,∞) ise 𝜁1 ∗ 𝜁2 ∈ 𝐿1(−∞,∞) olur (Knjazev 1969). 

Teorem 3.5  𝜁1, 𝜁2 ∈ 𝐿1(−∞,∞) olmak üzere 

𝐹(𝜁1 ∗ 𝜁2)(𝜆) = 𝐹(𝜁1)(𝜆)𝐹(𝜁2)(𝜆) 

sağlanır (Knjazev 1969). 

İspat.   

𝐹[(𝜁1 ∗ 𝜁2)](𝑥) = ∫ (𝜁1 ∗ 𝜁2)(𝑥)𝑒
−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

 

                                                   = ∫ [∫ 𝜁1(𝜏)𝜁2(𝑥 − 𝜏)𝑑𝜏
∞

−∞

] 𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥
∞

−∞

 

                                                = ∫ ∫ 𝜁1(𝜏)𝜁2(𝑥 − 𝜏)
∞

−∞

𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏
∞

−∞

 

                                                                     = ∫ 𝜁1(𝜏) [∫ 𝜁2(𝑥 − 𝜏)
∞

−∞

𝑒−𝑖𝜆(𝑥−𝜏)𝑑𝑥] 𝑒−𝑖𝜆𝜏𝑑𝜏
∞

−∞

 

olup son integralde 𝑥 − 𝜏 = 𝑢  olarak yerine yazılırsa; 
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                        𝐹[(𝜁1 ∗ 𝜁2)](𝑥)    = ∫ 𝜁1(𝜏) [∫ 𝜁2(𝑢)
∞

−∞

𝑒−𝑖𝜆𝑢𝑑𝑢] 𝑒−𝑖𝜆𝜏𝑑𝜏
∞

−∞

 

                                                    = ∫ 𝜁1(𝜏)𝑒
−𝑖𝜆𝜏𝑑𝜏 

∞

−∞

∫ 𝜁2(𝑢)
∞

−∞

𝑒−𝑖𝜆𝑢𝑑𝑢 

                    = 𝐹(𝜁1)(𝜆)𝐹(𝜁2)(𝜆) 

elde edilir. 

3.2 Fourier İntegrali ile İlgili Örnekler 

Örnek 3.1 𝑘:ℝ → ℝ ,  

𝑘(𝜏) = {
1            𝜏 ∈ [−1,1]
0       𝜏 ∈ ℝ\[−1,1]

 

için 𝐹(𝑘)(𝜆) hesaplansın. 

∫ |𝑘(𝜏)|𝑑𝜏 = ∫ 𝑘(𝜏)𝑑𝜏 = ∫ 𝑑𝜏
1

−1

= 2
∞

−∞

∞

−∞

                                               

olup 𝑘 ∈ 𝐿1(−∞,∞)  bulunur. Buradan 

    𝐹(𝑘)(𝜆) = ∫ 𝑘(𝜏)𝑒−𝑖𝜆𝜏𝑑𝜏 = ∫ 𝑒−𝑖𝜆𝜏𝑑𝜏
1

−1

∞

−∞

= −
1

𝑖𝜆
𝑒𝑖𝜆𝜏|

1
−1

 

        = −
1

𝑖𝜆
(𝑒−𝑖𝜆 − 𝑒𝑖𝜆) =

2

𝜆

𝑒𝑖𝜆 − 𝑒−𝑖𝜆

2𝑖
=
2 sin 𝜆

𝜆
 

olarak bulunur. 

Örnek 3.2 𝜁:ℝ → ℝ ,  𝛾 > 0  ve  𝜁(𝜌) = 𝑒−𝛾|𝜌| için 𝐹(𝜁(1)) hesaplansın. 

∫ |𝜁(𝜌)|𝑑𝜌 = ∫ 𝑒−𝛾|𝜌|𝑑𝜌 = ∫ 𝑒−𝛾|𝜌|𝑑𝜌
0

−∞

+∫ 𝑒−𝛾|𝜌|𝑑𝜌
∞

0

∞

−∞

∞

−∞
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olup, bu integralde 𝜌 = −t  ve  𝑑𝜌 = −𝑑t  yazılırsa, 

                                      = −∫ 𝑒−𝛾𝑡𝑑𝑡
0

∞

+∫ 𝑒−𝛾𝜌𝑑𝜌
∞

0

= ∫ 𝑒−𝛾𝑡𝑑𝑡
∞

0

+∫ 𝑒−𝛾𝜌𝑑𝜌
∞

0

 

         = 2∫ 𝑒−𝛾𝜌𝑑𝜌
∞

0

= −
2

𝛾
 𝑒−𝛾𝜌|

𝜌 = ∞
𝜌 = 0 =

2

𝛾
 

bulunur ve böylece 𝜁 ∈ 𝐿1(−∞,∞) elde edilir. 

𝜓(𝜆) = 𝐹(𝜁)(𝜆) = ∫ 𝑒−𝛾|𝜌|𝑒−𝑖𝜆𝜌𝑑𝜌
∞

−∞

                

için Euler formülü kullanılırsa 

 𝜓(𝜆) = ∫ 𝑒−𝛾|𝜌|(cos 𝜆𝜌−i sin 𝜆𝜌)𝑑𝜌
∞

−∞

               

                         = ∫ 𝑒−𝛾|𝜌|⏟  
ç𝑖𝑓𝑡

cos 𝜆𝜌⏟  
ç𝑖𝑓𝑡⏟        

ç𝑖𝑓𝑡 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛

𝑑𝜌
∞

−∞

− 𝑖 ∫ 𝑒−𝛾|𝜌|⏟  
ç𝑖𝑓𝑡

sin 𝜆𝜌⏟  
𝑡𝑒𝑘⏟        

𝑡𝑒𝑘 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛

𝑑𝜌
∞

−∞

  

                           = 2∫ 𝑒−𝛾|𝜌| cos 𝜆𝜌 𝑑𝜌
∞

0

= 2∫ 𝑒−𝛾𝜌 cos 𝜆𝜌 𝑑𝜌
∞

0

  

= −
2

𝛾
∫ cos 𝜆𝜌 𝑑𝑒−𝛾𝜌
∞

0

                   

               = −
2

𝛾
[cos 𝜆𝜌 𝑒−𝛾𝜌|

∞
0
− ∫ 𝑒−𝛾𝜌𝑑𝑐𝑜𝑠𝜆𝜌

∞

0

] 

= −
2

𝛾
[−1 + 𝜆∫ 𝑒−𝛾𝜌 sin 𝜆𝜌𝑑𝜌

∞

0

] 

= −
2

𝛾
[−1 +

𝜆

−𝛾
∫ sin 𝜆𝜌𝑑𝑒−𝛾𝜌
∞

0

] 
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                     =
2

𝛾
+
2𝜆

𝛾2
[sin 𝜆𝜌 𝑒−𝛾𝜌|

∞
0
−∫ 𝑒−𝛾𝜌𝑑 sin𝜆𝜌

∞

0

] 

=
2

𝛾
+
2𝜆

𝛾2
[−𝜆∫ 𝑒−𝛾𝜌𝑑𝑐𝑜𝑠𝜆𝜌

∞

0

]     

           =
2

𝛾
−
𝜆2

𝛾2
𝜓(𝜆)                                              

𝐹(𝜁)(𝜆) =
2𝛾

𝛾2 + 𝜆2
                                                           

elde edilir. 

Örnek 3.3  𝜁:ℝ → ℝ ,  𝛼 > 0  ve  𝜁(𝑥) = 𝑒−𝛼𝑥
2
 olmak üzere 𝐹(𝜁)(𝜆) hesaplansın. 

∫ 𝜁(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑒−𝛼𝑥
2
𝑑𝑥 = 2∫ 𝑒−𝛼𝑥

2
𝑑𝑥

∞

0

∞

−∞

∞

−∞

= 2∫ 𝑒−𝛼𝑥
2
𝑑𝑥

1

0

+ 2∫ 𝑒−𝛼𝑥
2
𝑑𝑥 < ∞

∞

1

 

olduğundan 𝜁 ∈ 𝐿1(−∞,∞) bulunur. 

𝜓(𝜆) = 𝐹(𝜁)(𝜆) = ∫ 𝑒−𝛼𝑥
2

∞

−∞

𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥                                          

           = ∫ 𝑒
−𝛼(𝑥2+

𝑖𝜆
𝛼
𝑥−

𝜆2

4𝛼2
+
𝜆2

4𝛼2
)

∞

−∞

𝑑𝑥    

  = ∫ 𝑒
−𝛼[(𝑥+

𝑖𝜆
2𝛼
)
2

+
𝜆2

4𝛼2
]∞

−∞

𝑑𝑥 

    = 𝑒−
𝜆2

4𝛼  ∫ 𝑒
−𝛼(𝑥+

𝑖𝜆
2𝛼
)
2∞

−∞

𝑑𝑥   

elde edilir. Burada 𝑡 = 𝑥 +
𝑖𝜆

2𝛼
   ve  𝑑𝑡 = 𝑑𝑥 yazılırsa 
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             = 𝑒−
𝜆2

4𝛼  ∫ 𝑒−𝛼𝑡
2

∞

−∞

𝑑𝑡 = 𝑒−
𝜆2

4𝛼√
𝜋

𝛼
 

sağlanır.  
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4. EULER İNTEGRALLERİ 

Euler integrallerinin ilk çeşidi 

𝐵(𝜇, 𝜈) = ∫ 𝑥𝜇−1
1

0

(1 − 𝑥)𝜈−1𝑑𝑥 

olarak gösterilir ve bu integralin yardımıyla tanımlanan fonksiyona Beta Fonksiyonu adı 

verilir. 

Euler integrallerinin ikinci çeşidi 

Γ(𝑝) = ∫ 𝑥𝑝−1
∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

ile gösterilir ve Gamma Fonksiyonu olarak adlandırılır. 

Tezin sonraki kısmında Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsinden ifade edilişi 

kullanılacağı için öncelikle Gamma fonksiyonunun özellikleri verilecektir. 

4.1 Gamma Fonksiyonunun Özellikleri 

Teorem 4.1  

Γ(𝑝) = ∫ 𝑥𝑝−1
∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

integrali 0 < p < ∞ için yakınsaktır, p ≤ 0 için ıraksaktır (Budak ve Fomin 1973). 

İspat.   Bu integral, p ≤ 1 için genelleştirilmiş bir integraldir. Yalnızca integrasyon 

aralığı sonsuz olduğu için değil, aynı zamanda x → 0+ iken integrand (𝑥𝑝−1𝑒−𝑥) 

sonsuza gittiği için de böyledir. Şimdi 
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Γ(𝑝) = ∫ 𝑥𝑝−1
∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

integralinin, parametre p açısından her sonlu aralıkta 0 < 𝑝0 ≤ p ≤ 𝑃0 < ∞  için düzgün 

yakınsak olduğu gösterilsin. 

Tıpkı sıradan yakınsaklık testinde olduğu gibi [0, ∞) aralığı iki parçaya ayrılır. Bu 

durumda düzgün yakınsaklığın incelenmesi için 0 ≤ x < 1  ve 1 ≤ x < ∞ olacak şekilde 

∫ 𝑥𝑝−1
1

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

ve 

∫ 𝑥𝑝−1
∞

1

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

integrallerine bakılsın. 

∫ 𝑥𝑝−1
1

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

integrali Weierstrass testine göre  0 < 𝑝0 ≤ x < ∞ için düzgün yakınsaktır çünkü  

0 < x < 1  ve  p ≥ 𝑝0 için  𝑒−𝑥𝑥𝑝−1  ≤  𝑥𝑝0−1  sağlanır ve  

∫ 𝑥𝑝0−1
1

0

𝑑𝑥 

integrali  𝑝0 > 0 için yakınsaktır. 

Sabit bir 𝜆 > 0 için 

∫ 𝑥𝑝−1
𝜆 

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 ≥  𝑒−1∫ 𝑥𝑝−1
𝜆 

0

𝑑𝑥  
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                         =  
𝜆 𝑝

𝑒 𝑝
 →  +∞   

olduğundan 

∫ 𝑥𝑝−1
∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

integrali 0 < p < ∞ aralığında düzgün yakınsak değildir. 

Weierstrass testi ayrıca şunu da gösterir: 

∫ 𝑥𝑝−1
∞

1

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

integrali   −∞ < p ≤ 𝑃0 < ∞  aralığında düzgün yakınsaktır çünkü 

𝑥𝑝−1𝑒−𝑥  ≤  𝑥𝑃0−1𝑒−𝑥 sağlanır ve 

∫ 𝑥𝑃0−1
∞

1

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

yakınsaktır. Fakat bu integral  −∞ < p < ∞  aralığında düzgün yakınsak değildir. 

Sabit bir  𝑙 >  1 alalım ve 𝑝 →  ∞ iken 

∫ 𝑥𝑝−1
∞

1

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

integralini inceleyelim. Herhangi bir N > 0 tam sayısı için 𝑝 − 1 > 𝑁 olduğunda 

∫ 𝑥𝑝−1
∞

𝑙

𝑒−𝑥𝑑𝑥 >  ∫ 𝑥𝑁
∞

𝑙

𝑒−𝑥𝑑𝑥  

                                                                   =  [−𝑒−𝑥𝑥𝑁]|𝑙
∞ + 𝑁 ∫ 𝑥𝑁−1

∞

1

𝑒−𝑥𝑑𝑥 
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bulunur. Bu ifade açıldığında 

[𝑙𝑁 + 𝑁𝑙𝑁−1 + 𝑁(𝑁 − 1)𝑙𝑁−2 +⋯+𝑁!]𝑒−𝑙  
𝑁 →∞
→   ∞                         

elde edilir. Dolayısıyla, 

lim
𝑝→∞

∫ 𝑥𝑝−1
∞

𝑙

𝑒−𝑥𝑑𝑥  =  ∞ 

her sabit 𝑙 > 0 için geçerlidir. Böylece, 

∫ 𝑥𝑝−1
1

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

integrali 0 < 𝑝0 ≤ p < ∞ aralığında düzgün yakınsaktır, burada 𝑝0 sabit pozitif bir 

sayıdır. Ayrıca, 

∫ 𝑥𝑝−1
∞

1

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

integrali −∞ < p ≤ 𝑃0 < ∞  aralığında düzgün yakınsaktır, burada  𝑃0 sonlu bir sayıdır. 

Dolayısıyla, her iki integral de aynı anda  0 < 𝑝0 ≤ p ≤ 𝑃0 < ∞ şeklindeki her aralıkta 

düzgün olarak yakınsar. Sonuç olarak, 

Γ(𝑝) = ∫ 𝑥𝑝−1
∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

integrali de 𝑝 değişkenine göre bu tür tüm aralıklar üzerinde düzgün yakınsama gösterir. 

Teorem 4.2   

Γ(𝑝) = ∫ 𝑥𝑝−1
∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

fonksiyonu 0 < p < ∞  için süreklidir (Budak ve Fomin 1973). 
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İspat. 𝑓 (𝑥, 𝑝)  = 𝑥𝑝−1𝑒𝑥   fonksiyonu  0 < x < ∞  ve  0 < p < ∞  aralığında sürekli 

olduğundan ve ∫ 𝑥𝑝−1
∞  

0
𝑒−𝑥𝑑𝑥   integrali  0 < 𝑝0 ≤ p ≤ 𝑃0 < ∞ aralığında p 

parametresine göre düzgün yakınsak olduğundan 

lim
𝑙→∞  𝜆→0+

∫ 𝑥𝑝−1
𝑙

𝜆

𝑒−𝑥𝑑𝑥 =  ∫ 𝑥𝑝−1
∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥  

sağlanır. Yani Gamma fonksiyonu 0 < p < ∞ aralığında p parametresine göre süreklidir. 

Teorem 4.3 Gamma fonksiyonu  

Γ(𝑝) = ∫ 𝑥𝑝−1
∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

için 

Γ′(𝑝) = ∫ 𝑥𝑝−1(𝑙𝑛𝑥)
∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

eşitliği gerçeklenir (Budak ve Fomin 1973). 

İspat. Gamma fonksiyonunu 𝑝 değişkenine göre biçimsel olarak türevleyip, türevi 

integral işareti içine alırsak 

                                                         Γ′(𝑝) = ∫ 𝑥𝑝−1(𝑙𝑛𝑥)
∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥                                      (4.1) 

bulunur. (4.1) eşitliği gerekçelendirilebilir. Çünkü sağ taraftaki integralin  

0 < 𝑝0 ≤ p ≤ 𝑃0 < ∞ olacak şekilde her sonlu aralıkta düzgün yakınsak olduğu kolayca 

gösterilir. 

Ayrıca, kısmi türev  

𝑓𝑝(𝑥, 𝑝) =  𝑥
𝑝−1(𝑙𝑛𝑥)𝑒−𝑥 
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ifadesi 0 < 𝑥 < ∞,       0 < 𝑝 < ∞ için süreklidir (burada 𝑓(𝑥, 𝑝) ≡ 𝑥𝑝−1𝑒−𝑥). 

(4.1) eşitliğindeki integralin düzgün yakınsak olduğu Weierstrass testinin şu iki integrale 

uygulanmasıyla kanıtlanır. 

∫ 𝑥𝑝−1(𝑙𝑛𝑥)
1

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥               

ve 

∫ 𝑥𝑝−1(𝑙𝑛𝑥)
∞

1

𝑒−𝑥𝑑𝑥 .             

Bu durumda, sırasıyla şu sınır fonksiyonlarını seçebiliriz: 

𝑔(𝑥) = 𝑥𝑝0−1|𝑙𝑛𝑥|  

ve 

𝑔(𝑥) = 𝑥𝑝0−1|𝑙𝑛𝑥|𝑒−𝑥 . 

Aynı şekilde Γ(𝑝) fonksiyonunun her mertebeden türevlerinin ( k = 1, 2, 3, …) mevcut 

olduğunu ve  

Γ(𝑘)(𝑝) = ∫ 𝑥𝑝−1
∞

0

(𝑙𝑛𝑥)𝑘𝑒−𝑥𝑑𝑥 ,           𝑘 = 1, 2, …         

ile ifade edildiğini kanıtlayabiliriz. 

Teorem 4.4   𝜌 ∈ ℕ için Γ(𝜌) = (𝜌 − 1)!   gerçeklenir (Budak ve Fomin 1973). 

İspat. 

Γ(𝜌) = ∫ 𝑥𝜌−1
∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥    
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              = lim
𝑡→∞

∫ 𝑥𝜌−1
𝑡

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

                                                                   = lim
𝑡→∞

{𝑥𝜌−1𝑒−𝑥|0
𝑡 + ∫ (𝜌 − 1)𝑥𝜌−2𝑒−𝑥

𝑡

0

𝑑𝑥} 

                                                                   = lim
𝑡→∞

{−
𝑡𝜌−1

𝑒𝑡
+ 0} + lim

𝑡→∞
(𝜌 − 1)∫ 𝑒−𝑥

𝑡

0

𝑥𝜌−2𝑑𝑥  

                             = (𝜌 − 1) lim
𝑡→∞

∫ 𝑒−𝑥
𝑡

0

𝑥𝜌−2𝑑𝑥 

                                               = (𝜌 − 1)∫ 𝑥𝜌−1
∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 =  Γ(𝜌 − 1) 

bulunur. Yukarıdaki yöntem Γ(𝜌 − 1) ifadesine uygulanırsa; 

Γ(𝜌 − 1) = (𝜌 − 1)(𝜌 − 2) Γ(𝜌 − 2) 

                              = (𝜌 − 1)(𝜌 − 2)(𝜌 − 3)…  Γ(1) 

elde edilir. Böylece   

Γ(𝜌)  = (𝜌 − 1)! 

gerçeklenir. 

Örnek 4.1 

∫ 𝑒−𝑥
2

∞

0

𝑑𝑥 =  
√𝜋

2
 

olduğu biliniyor. Buradan  Γ (
1

2
)  hesaplansın. 

             Γ (
1

2
)  =  ∫ 𝑥−

1
2

∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 = ∫
𝑒−𝑥

√𝑥

∞

0

𝑑𝑥 
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olup 𝑥 = 𝜏2 değişken değiştirmesi yapıldığında 

Γ (
1

2
) = ∫ (𝜏2)−

1
2

∞

0

𝑒−𝜏
2
2𝜏 𝑑𝜏 

      = 2 ∫ 𝜏−1
∞

0

𝜏 𝑒−𝜏
2
𝑑𝜏 

= 2 
√𝜋

2
 =  √𝜋      

4.2 Beta Fonksiyonunun Özellikleri 

Özellik 4.1 

𝐵(𝜇, 𝜈) = ∫ 𝑥𝜇−1
1

0

(1 − 𝑥)𝜈−1𝑑𝑥 

𝜇 > 0 ve 𝜈 > 0 için yakınsaktır, diğer durumlarda ıraksaktır (Budak ve Fomin 1973). 

Özellik 4.2  Beta fonksiyonunda 𝑥 = 1 − 𝑡 yazılırsa bu bize 𝐵(𝜇, 𝜈) ≡ 𝐵(𝜈, 𝜇) 

olduğunu gösterir. Yani Beta fonksiyonu simetriktir (Budak ve Fomin 1973). 

Özellik 4.3  𝜈 > 1 olsun. 

 𝐵(𝜇, 𝜈) = ∫ (1 − 𝑥)𝜈−1
1

0

𝑑 (
𝑥𝜇

𝜇
)                                               

                   =  
𝑥𝜇(1 − 𝑥)𝜈−1

𝜇
|
𝑥=0

𝑥=1

+
𝜈 − 1

𝜇
∫ 𝑥𝜇(1 − 𝑥)𝜈−2
1

0

𝑑𝑥 

                                          =
𝜈 − 1

𝜇
 ∫ 𝑥𝜇−1(1 − 𝑥)𝜈−2
1

0

𝑑𝑥 − 
𝜈 − 1

𝜇
∫ 𝑥𝜇−1(1 − 𝑥)𝜈−1
1

0

𝑑𝑥 
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=
𝜈 − 1

𝜇
 𝐵(𝜇, 𝜈 − 1) −

𝜈 − 1

𝜇
 𝐵(𝜇, 𝜈)    

gerçeklenir. Beta fonksiyonu simetrik olduğundan 𝜇  > 1 için 

𝐵(𝜇, 𝜈) =  
𝜇 − 1

𝜇 + 𝜈 − 1
 𝐵(𝜇 − 1, 𝜈) 

  sağlanır (Budak ve Fomin 1973). 

Özellik 4.4  Beta fonksiyonunda 𝑥 =
𝑧

1+𝑧
 yazılırsa  

𝐵(𝜇, 𝜈) = ∫
𝑧𝜇−1

(1 + 𝑧)𝜇+𝜈

∞

0

𝑑𝑧 

şeklinde Beta fonksiyonunun analitik gösterimi elde edilir (Budak ve Fomin 1973). 

Teorem 4.5 Beta ve Gamma fonksiyonları arasındaki bağlantı 

𝐵(𝜇, 𝜈) =
Γ(𝜇)Γ(𝜈)

Γ(𝜇 + 𝜈)
 ,                  𝜇 > 0, 𝜈 > 0 

ile verilir (Budak ve Fomin 1973). 

İspat. 

Γ(𝜇) = ∫ 𝑥𝜇−1
∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

integralinde  𝜏 > 0 için   𝑥 = 𝜏𝑧 , 𝑑𝑥 = 𝜏𝑑𝑧 dönüşümü yapılırsa 

Γ(𝜇)

𝜏𝜇
= ∫ 𝑧𝜇−1

∞

0

𝑒−𝜏𝑧𝑑𝑧 
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elde edilir. 

𝜏 yerine 1 + 𝜏 ve 𝜇 yerine 𝜇 + 𝜈 koyulursa, 

Γ(𝜇 + 𝜈)

(1 + 𝜏)𝜇+𝜈
= ∫ 𝑧𝜇+𝜈−1

∞

0

𝑒−(1+𝜏)𝑧𝑑𝑧 

bulunur. Bu eşitliğin her iki tarafı 𝜏𝜇−1 ile çarpılıp sıfırdan sonsuza 𝜏 parametresine 

göre intergal alınırsa 

Γ(𝜇 + 𝜈)∫
𝜏𝜇−1

(1 + 𝜏)𝜇+𝜈
𝑑𝜏 =  ∫ 𝑑𝜏

∞

0

∞

0

∫ 𝜏𝜇−1𝑧𝜇+𝜈−1𝑒−(1+𝜏)𝑧𝑑𝑧
∞

0

 

elde edilir. Teorem 4.8’de verilen analitik gösterimden faydalanılarak üstteki ifade 

tekrar yazılırsa; 

Γ(𝜇 + 𝜈)𝐵(𝜇, 𝜈) = ∫ 𝑑𝜏
∞

0

∫ 𝜏𝜇−1𝑧𝜇+𝜈−1𝑒−(1+𝜏)𝑧𝑑𝑧
∞

0

 

bulunur. Şimdi bu eşitlikte integrallerin sıra değiştirebileceği ispatlansın: ( 𝜇 > 1, 𝜈 >1) 

(a)     𝑓(𝑧, 𝜏)  =  𝜏𝜇−1𝑧𝜇+𝜈−1𝑒−(1+𝜏)𝑧  ≥ 0     

fonksiyonu  0 ≤ 𝑧 < ∞ , 0 ≤ 𝜏 < ∞   için süreklidir, 

(b)  𝜇 > 1 ve 𝜈 > 1 için yakınsaktır, 

(c)  

∫ 𝜏𝜇−1𝑧𝜇+𝜈−1𝑒−(1+𝜏)𝑧𝑑𝜏
∞

0

=  Γ(𝜇 + 𝜈)
𝜏𝜇−1

(1 + 𝜏)𝜇+𝜈
 

integrali 0 ≤ 𝜏 < ∞  için süreklidir ve  

∫ 𝜏𝜇−1𝑧𝜇+𝜈−1𝑒−(1+𝜏)𝑧𝑑𝜏
∞

0

=  Γ(𝜇)
𝜏𝜇−1

(1 + 𝜏)𝜇+𝜈
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integrali 0 ≤ 𝑧 < ∞  için süreklidir. Sonuç olarak integraller arasında sıra değişikliği 

yapılabileceği gösterilmiş oldu. 

             Γ(𝜇 + 𝜈)𝐵(𝜇, 𝜈) = ∫ 𝑑𝜏
∞

0

∫ 𝜏𝜇−1𝑧𝜇+𝜈−1𝑒−(1+𝜏)𝑧𝑑𝑧
∞

0

 ,                                   (4.2) 

              Γ(𝜇 + 𝜈)𝐵(𝜇, 𝜈) = ∫ 𝑑𝑧
∞

0

∫ 𝜏𝜇−1𝑧𝜇+𝜈−1𝑒−(1+𝜏)𝑧𝑑𝑧
∞

0

                                     (4.3) 

(4.3) integrali yakınsaktır ve (4.2) integraline eşittir. Böylece 

Γ(𝜇 + 𝜈)𝐵(𝜇, 𝜈) = ∫ 𝑧𝜇+𝜈−1𝑒−𝑧𝑑𝑧
∞

0

∫ 𝜏𝜇−1𝑒−𝜏𝑧𝑑𝜏
∞

0

 

                 = ∫ 𝑧𝜇+𝜈−1𝑒−𝑧  
Γ(𝜇)

𝑧𝜇
 𝑑𝑧

∞

0

 

          = Γ(𝜇)∫ 𝑧ν−1𝑒−𝑧𝑑𝑧
∞

0

 

= Γ(𝜇)Γ(ν)          

bulunur. Her iki taraf Γ(𝜇 + 𝜈) ile bölündüğünde; 

𝐵(𝜇, 𝜈) =
Γ(𝜇)Γ(ν)

Γ(𝜇 + 𝜈)
                        

eşitliği elde edilir. 
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5. ÜSTEL İNTEGRAL FONKSİYONLARI 

Genelleştirilmiş üstel integraller; 

                      𝐺𝑘(𝑥) =  
1

(𝑘 − 1)!
 ∫ 𝑒−𝑥𝑦(𝑙𝑛𝑦)𝑘−1
∞

1

𝑑𝑦

𝑦
 ,      (𝑘 = 1,2, … )                      (5.1) 

şeklinde ve 𝑠 ∈ (−∞,∞) , 𝑗 ∈ (−1,∞)  ve  Γ(𝑗 + 1) Gamma fonksiyonu olmak üzere 

Milgram tipi genelleştirilmiş üstel integraller; 

                         𝐸𝑠
𝑗(𝑥) =   

1

Γ(𝑗 + 1)
 ∫ 𝑒−𝑥𝑦(𝑙𝑛𝑦)𝑗
∞

1

𝑑𝑦

𝑦𝑠
                                                      (5.2) 

şeklinde tanımlanır. 

(5.1) ve (5.2) eşitliklerinden  𝐸1
𝑘−1(𝑥) = 𝐺𝑘(𝑥) bulunur.  j = 0 olduğu durumda iyi 

bilinen genelleştirilmiş üstel integral 𝐸𝑠 bulunur. Böylece 

                                     𝐸𝑠(x) =  ∫ 𝑒−𝑥𝑦
∞

1

𝑑𝑦

𝑦𝑠
                                                                          (5.3) 

şeklinde elde edilir. 

Teorem 5.1  

(i) 𝑠 ∈ (−∞, 1] için 𝑥 ∈ [𝜀,∞), 𝜀 > 0 olacak şekilde (5.3) üstel integrali x 

parametresine göre düzgün yakınsaktır. 

(ii) 𝑠 ∈ (−∞, 1] için 𝑥 ∈ [0,∞) olacak şekilde (5.3) üstel integrali x parametresine göre 

düzgün olmayan şekilde yakınsaktır. 
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(iii) 𝑠 ∈ (1,∞) için 𝑥 ∈ [0,∞) olacak şekilde (5.3) üstel integrali x parametresine göre 

düzgün yakınsaktır (Özalp ve Bairamov 2010). 

İspat. (i) 𝑠 ∈ (−∞, 0] ve 𝑠 ∈ (0,1] durumları ayrı ayrı incelensin. 

𝑠 ∈ (−∞, 0] olsun. 𝑥 ∈ [𝜀,∞), 𝜀 > 0 olacak şekilde 

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑒
−
𝑥
2
𝑦𝑦−𝑠 

 ve    

𝑔1(𝑥, 𝑦) = 𝑒
−
𝑥
2
𝑦
 

fonksiyonları ele alınsın. Burada, 

𝑓1 , 𝑔1 ve  
𝜕𝑔1

𝜕𝑦
  fonksiyonları süreklidir. 

𝜕𝑔1

𝜕𝑦
 fonksiyonunun işareti korunur. 

Ayrıca lim𝑦→∞ 𝑔1(𝑥, 𝑦) = lim
𝑦→∞

𝑒−
𝑥

2
𝑦 = 0 gerçeklenir. 

Şimdi 𝑥 ∈ [𝜀,∞) , 𝑦 ∈ [1,∞) ve  𝑡 ∈ [1,∞)  için 

Φ(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑓1(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =
𝑡

1

∫ 𝑒−
𝑥
2
𝑦𝑦−𝑠𝑑𝑦

𝑡

1

 

olsun. 

Φ(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑒−
𝑥
2
𝑦𝑦−𝑠𝑑𝑦

𝑡

1

≤ ∫ 𝑒−
𝑥
2
𝑦𝑦−𝑠𝑑𝑦

∞

1

 

olup, Burada 𝑢 =
𝑥𝑦

2
  , 𝑦 =

2

𝑥
𝑢  , 𝑑𝑦 =

2

𝑥
𝑑𝑢 ifadeleri yerlerine yazılırsa 
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Φ(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑒−𝑢
∞

𝑥
2

2−𝑠

𝑥−𝑠
𝑢−𝑠

2

𝑥
𝑑𝑢 

bulunur ve burada x yerine alabileceği en küçük değer 𝜀 yazılsın. Böylece 

Φ(𝑥, 𝑡) ≤
2−𝑠+1

𝑥−𝑠+1
∫ 𝑒−𝑢
∞

𝜀
2

𝑢−𝑠𝑑𝑢 

                  ≤ (
𝜀

2
)
𝑠−1

∫ 𝑒−𝑢
∞

0

𝑢−𝑠𝑑𝑢 

        = (
𝜀

2
)
𝑠−1

Γ(1 − 𝑠) 

elde edilir ki bu da Φ(𝑥, 𝑡) fonksiyonunun her 𝑥 ∈ [𝜀,∞) ve her 𝑡 ∈ [1,∞)  için sınırlı 

olduğunu gösterir. 

Dedekind kriterine göre 𝑠 ∈ (−∞, 0] için 𝑥 ∈ [𝜀,∞) ve 𝜀 > 0 olmak üzere 

𝐸𝑠(x) =  ∫ 𝑒−𝑥𝑦
∞

1

𝑑𝑦

𝑦𝑠
  = ∫ 𝑓1(𝑥, 𝑦)𝑔1(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

∞

1

 

integrali x parametresine göre düzgün yakınsaktır. 

𝑠 ∈ (0,1] için de 𝑥 ∈ [𝜀,∞), 𝜀 > 0 olacak şekilde 

𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑒
−𝑥𝑦 

 ve    

𝑔2(𝑥, 𝑦) =
1

𝑦𝑠
 

fonksiyonları ele alınarak benzer adımlarla düzgün yakınsak olduğu görülebilir. 
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(ii)  

𝐸𝑠(x) =  ∫ 𝑒−𝑥𝑦
∞

1

𝑑𝑦

𝑦𝑠
   

integralinde 𝑥𝑦 = 𝑡  ve 𝑑𝑦 =
𝑑𝑡

𝑥
   yerlerine yazılırsa 

𝐸𝑠(x) =  ∫ 𝑒−𝑡
∞

𝑥

1

(
𝑡
𝑥
)
𝑠

𝑑𝑡

𝑥
 

            =  ∫ 𝑒−𝑡
∞

𝑥

𝑥𝑠−1

𝑡𝑠
𝑑𝑡 

                                =  𝑥𝑠−1∫ 𝑒−𝑡
∞

𝑥

𝑡−𝑠𝑑𝑡 
𝑥→0
→  ∞ 

elde edilir. Yani 𝑠 ∈ (−∞, 1] için 𝑥 ∈ [0,∞) parametresine göre 𝐸𝑠 üstel integrali 

düzgün yakınsak değildir. 

(iii) 𝑥 ∈ [0,∞) için 

𝑒−𝑥𝑦
1

𝑦𝑠
≤
1

𝑦𝑠
 

yazılabilir, Weierstrass testinden  

∫
1

𝑦𝑠

∞

1

𝑑𝑦 < ∞ 

olduğundan 𝑠 ∈ (1,∞)  için (5.3) üstel integrali düzgün yakınsaktır. 

Sonuç 5.1  

 (i) 𝑠 ∈ (−∞, 1] ise  𝐸𝑠(x) fonksiyonu 𝜀 > 0 olmak üzere [𝜀,∞) aralığında süreklidir. 
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(ii) 𝑠 ∈ (1,∞) için  𝐸𝑠(x) fonksiyonu [0,∞) aralığında süreklidir. 

(iii)  𝑠 ∈ (−∞,∞) ve  𝜀 > 0 olacak şekilde 𝑥 ∈ [𝜀,∞) için   

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝐸𝑠(x) = (−1)

𝑘𝐸𝑠−𝑘(x)  ,                                𝑘 = 1,2, … 

gerçeklenir. 

(iv)  

𝐿1(0,∞):= {𝜑 ∶  ∫ |𝜑 (𝑥)|𝑑𝑥 < ∞
∞

0

} 

olmak üzere  𝑠 ∈ (1,∞) için 𝐸𝑠(x) ∈ 𝐿1(0,∞) sağlanır. 

(v) Her 𝑠 ∈ (−∞,∞) için x ekseni 𝐸𝑠 fonksiyonunun asimptotudur (Özalp ve Bairamov 

2010). 

İspat. (i-ii) 𝜀 > 0 olmak üzere  𝑥0 ∈ [𝜀,∞)  için lim𝑥→𝑥0 𝐸𝑠(x) = 𝐸𝑠(x0) 

gerçeklenmelidir. 

lim
𝑥→𝑥0

𝐸𝑠(x) = lim
𝑥→𝑥0

∫ 𝑒−𝑥𝑦
1

𝑦𝑠

∞

1

𝑑𝑦 

eşitliğinde düzgün yakınsaklık yardımıyla integral ve limit yer değiştirir. Böylece 

     lim
𝑥→𝑥0

𝐸𝑠(x) = ∫ [ lim
𝑥→𝑥0

𝑒−𝑥𝑦
1

𝑦𝑠
] 𝑑𝑦

∞

1

 

                 = ∫ 𝑒−𝑥0𝑦
1

𝑦𝑠
𝑑𝑦

∞

1

 

= 𝐸𝑠(x0) 

elde edilir. 
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(iii) 𝑠 ∈ (−∞,∞) ve  𝜀 > 0 olacak şekilde 𝑥 ∈ [𝜀,∞) için   

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝐸𝑠(x) =

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
 ∫ 𝑒−𝑥𝑦

∞

1

1

𝑦𝑠
𝑑𝑦  

                     = ∫
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑒−𝑥𝑦

∞

1

1

𝑦𝑠
𝑑𝑦  

                             = ∫ (−1)𝑘𝑦𝑘𝑒−𝑥𝑦
∞

1

1

𝑦𝑠
𝑑𝑦  

                             = (−1)𝑘∫ 𝑒−𝑥𝑦
∞

1

1

𝑦𝑠−𝑘
𝑑𝑦  

           =  (−1)𝑘𝐸𝑠−𝑘(x) 

bulunur. 

(iv) 

∫ 𝐸𝑠(x)𝑑𝑥
∞

0

= ∫ ∫ 𝑒−𝑥𝑦
∞

1

1

𝑦𝑠

∞

0

𝑑𝑦𝑑𝑥 

olup düzgün yakınsaklıktan integraller sıra değişebilir. Böylece 

    ∫ 𝐸𝑠(x)𝑑𝑥
∞

0

= ∫
1

𝑦𝑠
∫ 𝑒−𝑥𝑦
∞

0

∞

1

𝑑𝑥𝑑𝑦 

                               = −∫
1

𝑦𝑠+1
𝑒−𝑥𝑦|

∞

0⏟    
−1

∞

1

𝑑𝑦 

                                = ∫ 𝑦−𝑠−1𝑑𝑦
∞

1

 =
1

𝑠
< ∞ 

elde edilir. 
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(v) 𝐸𝑠 fonksiyonu düzgün yakınsak olduğundan 

lim
𝑥→∞

𝐸𝑠(x) = lim
𝑥→∞

∫ 𝑒−𝑥𝑦
∞

1

1

𝑦𝑠
𝑑𝑦 

                             = ∫
1

𝑦𝑠

∞

1

lim
𝑥→∞

𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0 

x ekseni 𝐸𝑠(x) üstel fonksiyonunun asimptotudur. 

Şimdi Milgram tipi genelleştirilmiş üstel integral fonksiyonları ele alınsın. 

𝑠 ∈ (−∞,∞) ve 𝑗 ∈ (−1,∞) için 

𝐸𝑠
𝑗
(𝑥) =

1

Γ(j + 1)
∫ 𝑒−𝑥𝑦
∞

1

(𝑙𝑛𝑦)𝑗
1

𝑦𝑠
𝑑𝑦 

integraline bakılsın. 

Teorem 5.2  

(i) −∞ < 𝑠 − 𝑗 ≤ 1 için 𝑥 ∈ [𝜀,∞), 𝜀 > 0 olmak üzere 𝐸𝑠
𝑗
(𝑥) fonksiyonu x 

parametresine göre düzgün yakınsaktır. 

(ii) 1 < 𝑠 − 𝑗 < ∞ ve 𝑥 ∈ [0,∞) için 𝐸𝑠
𝑗
(𝑥) fonksiyonu x parametresine göre düzgün 

yakınsaktır (Özalp ve Bairamov 2010). 

İspat. (i-ii) 

𝑒𝜏 = 1 +
𝜏

1!
+
𝜏2

2!
+
𝜏3

3!
+ ⋯ 

eşitliğinden 

𝑒𝜏 ≥ 1 + 𝜏 , 
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𝑙𝑛(𝑒𝜏) ≥ ln(1 + 𝜏), 

          𝜏 ≥ ln (1 + 𝜏) 

bulunur. Son eşitsizlik kullanılarak 

ln(𝑦) = ln[1 + (𝑦 − 1)] ≤ 𝑦 − 1 ≤ 𝑦 ,                𝑦 ∈ [1,∞)    

eşitsizliğine ulaşılır. Bu eşitsizlikten; 

             𝐸𝑠
𝑗(𝑥) =   

1

Γ(𝑗 + 1)
 ∫ 𝑒−𝑥𝑦(𝑙𝑛𝑦)𝑗
∞

1

𝑑𝑦

𝑦𝑠
     

                 ≤  
1

Γ(𝑗 + 1)
 ∫ 𝑒−𝑥𝑦𝑦𝑗

∞

1

𝑑𝑦

𝑦𝑠
     

=
1

Γ(𝑗 + 1)
𝐸𝑠−𝑗(𝑥) 

elde edilir. Son eşitsizlik ve Teorem 5.1’den (i) ve (ii) sağlanır. 

Sonuç 5.2   

(i) −∞ < 𝑠 − 𝑗 ≤ 1 için  𝐸𝑠
𝑗(x) fonksiyonu 𝜀 > 0 olmak üzere  𝑥 ∈ [𝜀,∞) için 

süreklidir. 

(ii) 1 < 𝑠 − 𝑗 < ∞ için  𝐸𝑠
𝑗(x) fonksiyonu 𝑥 ∈ [0,∞) için süreklidir. 

(iii) Her  𝑠 ∈ (−∞,∞) , her 𝑗 ∈ (−1,∞) ve 𝜀 > 0 olacak şekilde 𝑥 ∈ [𝜀,∞) için   

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝐸𝑠
𝑗(x) = (−1)𝑘𝐸𝑠−𝑘

𝑗 (x) ,                                 𝑘 = 1,2, … 

gerçeklenir. 
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(iv)  1 < 𝑠 − 𝑗 < ∞ ise 𝐸𝑠
𝑗(x) ∈ 𝐿1(0,∞) olur. 

(v) Her 𝑠 ∈ (−∞,∞) ve her 𝑗 ∈ (−1,∞) için x ekseni 𝐸𝑠
𝑗
 fonksiyonunun asimptotudur 

(Özalp ve Bairamov 2010). 

İspat. (i-ii) 𝜀 > 0 olmak üzere  𝑥0 ∈ [𝜀,∞)  için lim𝑥→𝑥0 𝐸𝑠
𝑗(x) = 𝐸𝑠

𝑗(x0) 

gerçeklenmelidir. 

lim
𝑥→𝑥0

𝐸𝑠
𝑗(x) = lim

𝑥→𝑥0

1

Γ(𝑗 + 1)
∫ 𝑒−𝑥𝑦(𝑙𝑛𝑦)𝑗

1

𝑦𝑠

∞

1

𝑑𝑦 

olup düzgün yakınsaklıktan integral ve limit yer değiştirir. Böylece 

lim
𝑥→𝑥0

𝐸𝑠
𝑗(x) =

1

Γ(𝑗 + 1)
∫ [ lim

𝑥→𝑥0
𝑒−𝑥𝑦(𝑙𝑛𝑦)𝑗

1

𝑦𝑠
] 𝑑𝑦

∞

1

 

            =
1

Γ(𝑗 + 1)
∫ 𝑒−𝑥0𝑦(𝑙𝑛𝑦)𝑗

1

𝑦𝑠
𝑑𝑦

∞

1

 

= 𝐸𝑠
𝑗(x0)                                 

elde edilir. 

(iii) 𝑠 ∈ (−∞,∞) , 𝑗 ∈ (−1,∞)  ve  𝜀 > 0 olacak şekilde 𝑥 ∈ [𝜀,∞) için   

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝐸𝑠
𝑗(x) =

1

Γ(𝑗 + 1)

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
 ∫ 𝑒−𝑥𝑦
∞

1

(𝑙𝑛𝑦)𝑗
1

𝑦𝑠
𝑑𝑦  

                     =
1

Γ(𝑗 + 1)
∫

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑒−𝑥𝑦

∞

1

(𝑙𝑛𝑦)𝑗
1

𝑦𝑠
𝑑𝑦  

                             =
1

Γ(𝑗 + 1)
∫ (−1)𝑘𝑦𝑘𝑒−𝑥𝑦
∞

1

(𝑙𝑛𝑦)𝑗
1

𝑦𝑠
𝑑𝑦  



43 
  

                             = (−1)𝑘
1

Γ(𝑗 + 1)
∫ 𝑒−𝑥𝑦
∞

1

(𝑙𝑛𝑦)𝑗
1

𝑦𝑠−𝑘
𝑑𝑦  

= (−1)𝑘𝐸𝑠−𝑘
𝑗 (x)                  

bulunur. 

(iv) 

∫ 𝐸𝑠
𝑗(x)𝑑𝑥

∞

0

= ∫
1

Γ(𝑗 + 1)
 ∫ 𝑒−𝑥𝑦(𝑙𝑛𝑦)𝑗
∞

1

1

𝑦𝑠

∞

0

𝑑𝑦𝑑𝑥 

olup düzgün yakınsaklıktan integraller sıra değişebilir. Böylece 

    ∫ 𝐸𝑠
𝑗(x)𝑑𝑥

∞

0

=
1

Γ(𝑗 + 1)
∫ {∫ 𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥

∞

0

} (𝑙𝑛𝑦)𝑗
1

𝑦𝑠

∞

1

𝑑𝑦 

                          = −
1

Γ(𝑗 + 1)
∫

1

𝑦
𝑒−𝑥𝑦|

∞

0⏟    
−1

∞

1

(𝑙𝑛𝑦)𝑗
1

𝑦𝑠
𝑑𝑦 

                 =
1

Γ(𝑗 + 1)
∫ (𝑙𝑛𝑦)𝑗

1

𝑦𝑠+1
𝑑𝑦

∞

1

< ∞ 

elde edilir. 

(v) 𝐸𝑠
𝑗
 fonksiyonu 𝑠 ∈ (−∞,∞) ve 𝑗 ∈ (−1,∞) için düzgün yakınsak olduğundan 

lim
𝑥→∞

𝐸𝑠
𝑗
 (x) = lim

𝑥→∞

1

Γ(𝑗 + 1)
∫ 𝑒−𝑥𝑦
∞

1

(𝑙𝑛𝑦)𝑗
1

𝑦𝑠
𝑑𝑦 

                             =
1

Γ(𝑗 + 1)
∫

(𝑙𝑛𝑦)𝑗

𝑦𝑠

∞

1

lim
𝑥→∞

𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0 

olup x ekseni 𝐸𝑠
𝑗(x) fonksiyonunun asimptotudur. 
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Teorem 5.3  

𝐺𝑘(𝑥) = 𝐸1
𝑘−1(𝑥) ,                 𝑘 = 1,2, … 

(𝑖) 𝐺𝑘 genelleştirilmiş üstel integral fonksiyonu 𝜀 > 0 olmak üzere  𝑥 ∈ [𝜀,∞) için 

düzgün yakınsaktır ve bu aralıkta süreklidir. 

(ii) Her 𝑘,𝑚 = 1,2, …  ve 𝜀 > 0 olmak üzere  𝑥 ∈ [𝜀,∞) için 

𝜕𝑚

𝜕𝑥𝑚
𝐺𝑘(x) = (−1)

𝑚𝐸1−𝑚
𝑘−1 (x)      

gerçeklenir. 

(iii) x ekseni 𝐺𝑘(x) fonksiyonunun asimptotudur (Özalp ve Bairamov 2010).  

İspat. Bu teorem daha önce ispatlanan Teorem 5.2 ve Sonuç 5.2’ye benzer olarak 

ispatlanır. 
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Bu tez düzgün yakınsaklık kriterlerini, parametreye bağlı genelleştirilmiş düzgün 

yakınsak integrallerin özelliklerini, çözümlü örneklerini ve bazı özel integralleri ele 

almaktadır. Düzgün yakınsaklık matematiksel analizdeki çok önemli bir konudur ve bu 

tezde bu alandaki temel kavramlar detaylı bir şekilde incelenmiştir. Sunulan özellikler 

ve çözümlü örnekler bu integrallerin teorik temellerini somut uygulamalarla 

destekleyerek konunun daha iyi anlaşılmasını amaçlamaktadır. Ayrıca tezde Fourier 

integralleri, Euler integralleri ve üstel integrallerin düzgün yakınsaklığı için verilen 

yöntemlerin kuantum fiziğinde, uygulamalı matematikte, mühendislikte, olasılık 

teorisinde ve akışkanlık teorisinde karşılaşılan parametreye bağlı genelleştirilmiş 

integrallerin düzgün yakınsaklıklarının incelenmesinde uygulanması düşünülmektedir. 
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