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Sagkalim analizi, baglama ani ile calismanin basinda belirlenen ve basarisizlik olarak
adlandirilan bir sonucun ortaya ¢ikmasma kadar gegen siire olarak elde edilen verilerin
analizidir. Sagkalim analizinde birey igin basarisizlik birden fazla nedenden meydana
gelebilmektedir. Bu tiir ¢alismalarda, bireye ait sagkalim siiresi 7 ve meydana gelebilecek
basarisizligin olasi nedeni ise kesikli C rasgele degiskeni ile gosterilir. Burada, toplam £ tane
farkli neden vardir ve bunlar 1. neden, 2.neden, ... ,k. neden bi¢iminde ifade edilir.

Basarisizligin bu olast nedenleri yarisan risk olarak adlandirilmaktadir. Yarisan risklerin var
oldugu durumlarda temel varsayim her bireye ait potansiyel (7},7’2,,7}() sagkalim siiresi

vektoriiniin oldugudur. Bu sagkalim siireleri ayn1 anda gozlenemeyeceginden oOrtiik (latent) bir

yaptya  sahiptir.  Tim  risklerin = varliginda  gézlenen gergek  sagkalim  siiresi

T =min(T1,Tz,...,Tk) olmaktadir. Risklerin bagimlihgi ile bu ortilk sagkalim siirelerinin

bagimliligi anlatilmaktadir. Caligmada iki bagimli yarisan riskin varliginda, bu riskler
arasindaki bagimlilig1 en iyi sekilde temsil eden Archimedean kapula fonksiyonunun tahmin
edilmesi amaglanmigtir. Bu amag i¢in Genest ve Rivest (1993) ‘in 6nerdigi parametrik olmayan
yontemin duruma uyarlamasi yapilmistir. Son olarak yontem gercek bir veri seti iizerinde

uygulanmisg, elde edilen sonuglar ve oneriler verilmistir.
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis

ARCHIMEDEAN COPULA APPROACH TO DEPENDET COMPETING RISKS IN
SURVIVAL ANALYSIS

Cigdem TOPCU

Ankara University
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Department of Statistics

Advisor:; Prof. Dr. Fahrettin ARSLAN

Survival analysis is related to analyze the data which are obtained as a time until a prespesified
event is called failure event. In survival analysis, failure may occur from several causes for any
individual. In such studies, survival time that is assigned to an indivual and potential cause of
failure are represented by 7 and C, respectively. There are k diffrent causes and these are
represented by 1 cause, 2™ cause, ... , k™ cause. These potential causes are called as competing

risks. In the presence of competing risks, the basic assumption is there is a potential

(7},T2,...,Tk) survival time vector that is assigned to every individual. Since these survival

times are not observable random variables they have a latent structure. When all the risks are
present the actual observed survival time is T’ =min(T1,Tz,...,7}c). Dependent risks means
dependent these latent survial times. The aim of this study is to estimate the Archimedean
copula function that provide best fit for the dependency between two dependent competing
risks. For the purpose, the method that is suggested by Genest and Rivest (1993) is adapted for

the case. At the end of the study, the method is applied to a real-life data set, the obtained

results and suggestions are presented.
January 2013, 111 pages
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1. GIRIS

Sagkalim analizi, basarisizlik olarak belirlenen bir sonucun ortaya ¢ikmasina kadar
gegen siire ile ilgili olarak elde edilen verilerin analizidir. Ozellikle, tip alanindaki
calismalarin bircogunda calismanin basinda belirlenen ve ortaya ¢ikmasi gézlenen bu
olay, hastanin 6liimii, hastaligin niiks etmesi, hastaligin bagka bir hastalig1 tetiklemesi
gibi olaylar olabilmektedir. Sagkalim analizinde meydana gelmesi gozlenen olaylar
genellikle olumsuz oldugundan bu olaylar basarisizlik olarak adlandirmaktadir. Yarisan
risklerin olmadigi, klasik sagkalim analizinde basarisizligin tek bir nedeni ile
ilgilenilmekte ve basarisizliga neden olan diger olaylar goz ardi edilmektedir. Bir¢ok
calismada, basarisizligin birden ¢ok nedeni olmaktadir (Moeschberger ve David 1971).
Birden fazla basarisizlik nedeninin oldugu durumlarda yapilan sagkalim analizinde
ilgilenilen basarisizlik nedeninin yaninda diger nedenlerin de géz Oniine alinmasi daha

gercekei bir yaklasim olmaktadir.

Ornegin, belli bir tiir kanser tanis1 konmus bir hasta grubuna uygulanan bir ya da birkag
farkli tedavi tiirlinlin etkinliginin arastirilmak istendigi bir calisma diizeni géz Oniine
alinsin. Basarisizlik olarak adlandirilan sonu¢ hastanin 6liimiidiir. Hastanin 6limiinii
ortaya cikaran risklerin, cerrahi operasyon sonucu gelisen bir kompliksayon, hastaligin
niikks etmesi, enfeksiyon ve kalp krizinin olabilecegi diisiiniilsiin. Oliimii ortaya
cikartacak bu ‘risk’ler, 6liim meydana geldikten sonra hastanin 6limi ic¢in ‘neden’
olarak adlandirilmaktadir. Riskler neden olmak icin yarigsmistir. Caligmanin amaci
dogrultusunda, bu risklerden hastaligin niiks etmesine ait veriler toplanip analizler
yapilirken diger riskler de g6z Oniine alinmalidir. Basarisizligin tek bir nedeniyle
ilgilenilen klasik sagkalim analizinde, niiks sebebiyle oliim disinda meydana gelen
Olimler sansiirlii gozlem olarak distiniilmektedir. Kalp krizi nedeniyle O6liimlerin
sansirli  gdzlem olarak diisiiniilmesi, uygulanan tedavinin kalp krizi riskini
arttirabilecegi bilgisini gozden kacirmaya sebep olabilecektir. Bu nedenle, tedavi
etkinliginin arastirildigr bu calismada, diger riskler nedeniyle dliimleri de géz Oniine

almak daha gercekei bir sonuglar verecektir.



Yarigan risklerin var oldugu standart diizenlerin analiz ve modellemesi i¢in iki yap1 s6z

konusudur. Bu yapilar;

1) Nedene 6zel alt dagilim fonksiyonu ya da birikimli siklik fonksiyonu (cumulative

incidance function, CI);

F()=P(T<t,C=)), j=1,2,...k

i1) Nedene 6zel hazard fonksiyonu;

< —i|T>
A,(0) = lim PUST<IHALC=JIT20 5y g

At—0 At

seklindedir.

Caligmanin ikinci boliimiinde sagkalim analizinde yer alan bazi temel kavramlar
tizerinde durulmustur. Yine, basta sagkalim analizinde Onemli bir yere sahip olan
Kaplan-Meier (K-M) tahmin edicisi tanitilmis ve parametrik olmayan en ¢ok olabilirlik
tahmin edicisi olarak nasil elde edildigi gosterilmistir. Birikimli hazard fonksiyonunun
parametrik olmayan tahmin edicisi olan Nelson-Aalen tahmin edicisi iizerinde

durulmus, K-M tahmin edicisi ile aralarindaki iligkiye deginilmistir.

Uciincii boliimiinde ise, ¢alismanin konusunu olusturan yarisan riskler teorisine ait
kavramlara ve gosterimlere yer verilmistir. Matematiksel olarak yarisan riskler modeli
incelenmis ve yarisan riskler modelinin ortiik (latent) basarisizlik siireleri olarak ifade

edilmesi lizerinde durulmustur.

Dordiincii ve besinci boliimde sirasiyla, yarisan riskler teorisinde nedene 6zel hazard
fonksiyonuna ve birikimli siklik fonksiyonuna deginilmis bu fonksiyonlarinin

tahminlerinin nasil elde edilecegi agiklanmustir.



Altinc1 boliimde, ortiik basarisizlik siireleri gosterimi ile goz Oniline alinan yarigan
riskler modelinde, degiskenlerin bagimlilig1 s6z konusu iken bu degiskenlere ait ortak

dagilimin belirlenmesinde karsilasilan belirlenebilme problemine deginilmistir.

Yedinci boliimde, yarisan risklerin  bagimliligi durumunda ortak dagilimin
belirlenmesinde kapula fonksiyonlarinin kullanimi iizerinde durulmustur. Matematiksel
ozellikleri, uygulamada sagladigi kolaylik ve sagkalim tipi verilerine uygunlugu
nedeniyle ¢aligmada genis yer verilecek olan Archimedean kapula ailesi tanitilmistir. Bu
aileye ait olan, pozitif bagimliligin modellenmesi ve kuyruk bagimliligin
yorumlanmasina olanak tantyan Gumbel ve Clayton kapulalarinin yani sira, hem pozitif

hem de negatif bagimliligin modellenmesinde kullanilan Frank kapula incelenmistir.

Sekizinci boliimde, degiskenlerin sahip oldugu bagimliligi en iyi modelleyecek
Archimedean kapula fonksiyonunun sec¢imi diger bir ifadeyle, iki boyutlu Archimedean
kapula fonksiyonun tahmin edilmesi iizerinde durulmustur. Veriyi modelleyecek uygun
kapulanin se¢im yontemi i¢in, Genest ve Rivest (1993)’in 6nerdigi parametrik olmayan
yontem esas alinmistir. Genest ve Rivest (1993) calismasinda, kapula parametresinin
(birliktelik parametresinin) tahmini i¢in Kendall’in tau katsayisina dayanarak elde
edilen tahmin ediciyi kullanirken, bu ¢alismada ayni yontem icin kapula parametresinin
en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi kullanilmigtir. Bu iki tahmin edicinin karsilastiriimasi

amaciyla bir simiilasyon ¢aligmasi yapilmugtir.

Calismanin devaminda uygun kapula fonksiyonunun se¢im kriteri i¢in Cramer Von
Misses istatistigi kullanilabileceginden bahsedilmis ve Gumbel kapuladan simiilasyon
yoluyla edilen bir veri seti iizerinde, yontem uygulanmis elde edilen sonuglar

tartisilmistir.

Calismanin uygulama boliimiinde ise Fyles vd. (2004) g¢alismasinin sonuglarindan
olusan gergek bir veri seti kullanilarak, bu ¢alismada Onerilen yontem uygulanmis ve

bagimlilig1 modelleyen uygun kapula fonksiyonu se¢ilmis ve yorumlanmistir.



2. SAGKALIM ANALIZiNDE BAZI TEMEL KAVRAMLAR
Genel olarak sagkalim analizi; ¢alismada basarisizlik kabul edilen bir sonucun ortaya
cikmasina kadar gecen siire ile ilgili verilerin analizidir.

Negatif olmayan siirekli bir 7 rasgele degiskeni, bir kitledeki bireylerin sagkalim

sliresini gostersin ve T rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu, f olsun.

Herhangi bir bireyin ¢ zamanindan sonra yasama olasilig;
S(t)=P(T>1t)= j F(x)dx 2.1)

seklinde tanimlanir ve ‘Sagkalim Fonksiyonu’ olarak adlandirilir. Bu fonksiyon

asagidaki 6zellikleri tastyan, artmayan bir fonksiyondur.

limS()=0 ve lirrolS(t) =1.
t—>

t—©

Ayrica,

F()=P(T<t)= j F(x)dx, t>0 (2.2)

seklinde tanimlanan fonksiyona, ‘Birikimli Basarisizlik ( Failure) Fonksiyonu’ denir ve

bireyin, 1 zamanindan 6nce dlmesi olasiligini verir.

Sagkalim fonksiyonu ile birikimli basarisizlik fonksiyonu arasinda;

S(t)=1-F(r)



ile ifade edilen bir iliski vardir.
¢t zamanina kadar yasadigi bilinen bir bireyin ¢+ zamanindaki ani basarisizlik (failure) ya

da 6lim orani,

L P@<T<t+At|T>21)  f(¢)
hO = At S(1) (2.3)

seklinde tanimlanir ve A(¢) fonksiyonuna ‘hazard fonksiyonu’ denir.

Daha once tanimlar verilen S(¢) ve f(¢) fonksiyonlari kullamlarak /() ve S(7)

arasindaki iliskiler asagidaki gibi elde edilir.

h(t)=—%lnS(t)

InS(x)| =InS()—InS(0) = —jh(x)dx

o —~

$(0)=1 oldugundan In S(0)=0 ve bdylece

InS(t) = —j h (x)dx

s(1) :exp[-jh(x)de 2.4)
yazilir.

Boylelikle birikimli hazard fonksiyonunun tanimini yapmak miimkiin olacaktir ve (2.5)

ile gosterildigi sekilde tanimlanir.

H(0)= [ h(xpic- O%dx . 2.5)

(2.4) ile gosterilen sagkalim fonksiyonu, birikimli hazard fonksiyonu yardimiyla



S(t)=exp[-H(1)] (2.6)

olarak yazilabilir. Ayrica, f olasilik fonksiyonu
t

f(t)=h(t)exp(—'[ h(x)dx) 2.7)
0

olur.

T rasgele degiskeni kesikli bir degisken olarak diisiliniildiiglinde {tl,tz,...},

(0 <t <t < ) T ’nin aldig1 degerlerin kiimesi olmak iizere, 7 'nin olasilik fonksiyonu;

f@)=PT=t,), j=12,. (2.8)
ve sagkalim fonksiyonu,

SO)=P(T2t)=y P(T=t))=Y f(t,) (2.9)

Jitst; 1<t;
dir.

Sagkalim fonksiyonu, her >0 igin S(O) =1 ve S(oo) =0 oOzelliklerini tagiyan soldan

stirekli artmayan bir basamak fonksiyonudur.
Kesikli zaman hazard fonksiyonu;

hit)=P(T=t,|T>t,) (2.10)

olmak tlizere



@)

h(t)= , j=12,.. 2.11
ile tanimlanir.

Ayrica;

f(tj):S(tj)_S(tj-H) (212)

oldugundan (2.11) ile gosterilen ifadeden yola ¢ikilarak,

ny=1-Um) (2.13)
(j)_ S(tj) s J =L, .

esitligi ve bu esitligin yardimiyla

s =[1[1-he)] (2.14)

Jit;<t

ifadesine ulasilir. (2.14) ile gosterilen ifade kesikli durum i¢in yazilabilmektedir ve

(2.12) esitligi ardisik olarak calistirilarak elde edilisi gosterilebilmektedir.

2.1 Sagkalim Analizinde Sansiirleme Kavram ve Parametrik Olmayan Tahmin
Ediciler

Sagkalim analizi, baglama an1 ile belirlenen bir olayin ortaya ¢ikmasina kadar gecen
stire boyunca birimlerden elde edilecek gozlemlerin, bir takim nedenlerden dolay1 tam
olarak gozlenememesi sansiirlii verilerin ortaya ¢ikmasina neden olur. Sansiirlii verilerin
analizinin hedeflendigi sagkalim analizinde, ilgilenilen temel konu P(7T >¢)=S(¢)
sagkalim fonksiyonunun tahmin edilmesidir. Sagkalim analizinde 7' ve C, sirasiyla
sagkalim siiresi ve sansiirleme siiresini gosteren negatif olmayan rasgele degiskenler

olmak fizere, gozlemler X =min(7,C) formunda elde edilmektedir. 7 ve C ’nin



bagimsizligmin varsayimini igeren bilgilendirici olmayan (noninformative) sansiirleme

modeli ¢ergevesinde, S(z) sagkalim fonksiyonu i¢in en uygun tahmin edici, Kaplan-

Meier (K-M) tahmin edicisi olmaktadir (Kaplan-Meier 1958). Sansiirlii verilerin analizi
icin Onerilen neredeyse tiim istatistiksel yontemlerde 7 ve C’nin bagimsizligi

varsayimi kullanilmaktadir.

Bu varsayimda, sagkalim siiresinin sansiirlemenin meydana gelme sebeplerinden
etkilenmedigi diisiiniilmektedir. Ornegin; klinik calismalarda hastalar tedaviden,
tedavinin yan etkilerinden veya tedavinin etkisiz kalmasindan veya beklenmeyen bir
durumun ortaya ¢ikmasindan dolay1 ayrilabilir. Bu durumlarin sonucunda, sansiirlii
gozlemler elde edilmektedir. Boyle durumlarda, sagkalim siiresinin tahmini agamasinda,
her bireyin sansiirlenme nedeninin sagkalim siiresine etkisi goz ardi edilmektedir. Yani;
sansiirlemenin bireyin sagkalim siiresi hakkinda bilgi vermedigi disiintilmektedir

(Lagakos 1979).

Bu varsayimin gecgerliliginin asagida belirtilen {i¢ durum i¢in sorgulanabilir oldugunu

one siiriilmiistiir (Lagakos 1979).

» Hastalarin, klinik denemelerde tedavinin yan etkilerinden dolay1r ¢aligmadan
ayrilmalari

» Klinik ¢aligmalarda, hastalarin metaztas gibi kritik sebeplerden dolay1 ¢alismaya
devam edememesi

» Asil ortaya ¢ikmasi beklenen olay disinda, ikinci bir olayin ortaya ¢ikmasi

nedeniyle ¢aligmadan ayrilmasi

Bu ii¢ durumda da bireylerin sagkalim siireleri sansiirlenmistir. Sansiirleme sonucunda;
hastaligin seyri hakkinda hiikiim vermek icin kullanilan gelecek sagkalim tahminleri,
sanslirlenen bu bireylerin olasi sagkalimlarindan etkilenmektedir. Fakat, K-M tahmin
edicisi bu durumu gozardi etmektedir. Sansiirlemenin gercek¢i olmayan prognoz ortaya
¢ikardigr durumlarda, uygun tahmin ediciler K-M tahmin edicisi ile {istten, gozlenen X

rasgele degiskeninin ampirik sagkalim fonsiyonu ile alttan sinirli olmalidir (Link 1989).



2.2 Kaplan-Meier Tahmin Edicisi

Sansiirlenmis gozlemlerin oldugu oOrneklemlerde, sagkalim siiresi ¢’den biiylik
gbzlemlerin sayist kesin olarak bilinemeyecektir. Bu durum, sansiirlemenin olmadigi
durumda elde edilen sagkalim fonksiyonunun tahmininin sansiirlemenin oldugu duruma
uyarlanmasint gerektirir. Bu uyarlama sonucu elde edilen sagkalim fonksiyonunun

tahmini "Carpim Limit (C-L) tahmin edicisi" olarak bilinir.

Sagkalim fonksiyonu i¢in, K-M tahmin edicisi asagidaki belirtilen agsamalara dayanir

(Kaplan ve Meier 1958).

a) Zaman ekseni [0,0), 0=a, <q, <..<a, <a,, = olmak iizere uygun olarak
secilen k+1 tane 1, = [a 15 aj) olacak sekilde alt araliklara boliindir.

b) Her bir, [aj_l,aj) araligl i¢in, a, ,’den sonra yasadigi bilinen bir bireyin,

a,’den sonrada sagkalma olasilig: olarak tanimlanan kosullu olasiligi,

) _P(T>a) P S(a)
pj_P(T>aj|T>aj1)_P(T>aj1)_P.jl _S(ajjl)

J

olarak ifade edilir.

c) t noktasiicin, P(t)=S (t) = Pr(T > t) olasilig1 #’den Onceki tiim araliklar igin

tahmin edilen p; ’lerin ¢arpimi olarak bulunur.

Hi¢ bir zaman araliginin her bir birey i¢in sansilirleme ve basarisizlik durumunu ayni

anda igermedigi kabul edilmektedir.

P =P(T>a)=S(a;), j=l...k+l (2.15)

olur.



J

p; = oldugundan;

v

. P

J=1 igin p1=;1=P1—>Pl=p1
0

. . P

J =2 i¢in =7 — P, =p,p,
11

, . P,

Jj=3 lcmp3=;%1%=p3pzpl

2

. .. P
J=kigin p, =P_k_) B =p.piy-py

[
k

Pj =pPiDPy-Pr = Hpj
=1

olarak bulunur.

Buradan, bir ¢ noktasi i¢in; P(¢f)=S (t) :P(T >t) olasilig1 ¢’yi igceren ve Oncesinde

bulunan tiim araliklar i¢in tahmin edilen p, ’lerin ¢arpimu olarak tahmin edilir.
n n k
Piy=S(t)=]]5, (2.16)
Jj=1

n; [a s a j) zaman araliginda risk altinda olan, yani a, ,’de yasayan ve oncesinde

gbzlem altinda olan (sansiirlenmemis) toplam birey sayisi

d;; [aj_l, a j) zaman araliginda gézlenen toplam basarisizlik sayisi

olarak tanimlanirsa;
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A . n.—d n
Pt)=P = - (2.17)
n

j n;

ile tahmin edilir. Burada, n/ =n,—d; ifadesi riske maruz kalan birey sayisini

vermektedir. Bu durumda, K-M tahmin edicisi;

o dn—d ke
$(1)=T1= J=HZ—J (2.18)

J=1 nj Jj=1 7%

ile tanimlanir (Kaplan and Meier 1958).

Bununla birlikte, herhangi bir alt zaman araliginda basarisizlik yok ise o aralik i¢in

p; =1 olacaktir.

<t, <..<t

Eger, elde edilen tim gozlemler, ¢, <¢, <..<{,

, olarak siralandiginda, 7, =t,en

biiyiik gozlem zamam, bir sansiileme zamani ise, (2.18) formiili ¢>¢ icin

kullanilamayacaktir. Bu durumda, S‘(z) tahmini te(O,t*) icin tanimh olacaktir ve

S (t*) ise, net bir bigimde taniml1 olmayacaktir (Kaplan ve Meier 1958).

(2.17) ifadesinde, n,=n ve n,=n, —d, ,

j=L2,...,k yazilirsa, K-M tahmin edicisi
sansiirlemenin olmadigi durumda elde edilen, ampirik sagkalim fonksiyonu tahminine

indirgenir.

Ornek 2.1 Kaplan-Meier (1958) calismasinda, K-M tahminlerinin elde edilisinin
anlatildigr 6rnek asagidaki bicimde Ozetlenebilir. Calismada, 8 birey goézlenmis ve
sagkalim siireleri ay olarak kaydedilmistir. Bu bireylerden 4 tanesi igin basarisizlik
gerceklesmis ve geri kalan bireylerin sagkalim siireleri sanstlirlenmistir. Bilgiler

asagidaki gibi 6zetlenmistir.

Basarisizlik zamanlart: 0.8 3.1 5.4 9.2 ay

Sansilirleme zamanlari: 1.0 2.7 7.0 12.1 ay

11



n; [a s a j) zaman araliginda risk altinda olan toplam birey sayis1

d;; [aj_l, aj) zaman araliginda gozlenen toplam basarisizlik sayisi olmak iizere,

n,=n;,—d,ve l,=n,—n,,
olarak tanimlanir. Burada, 4, [a s d /.) zaman araligindaki 6liim ve kayiplarin sayisini

gostermektedir.

K-M tahminlerinin elde edilme yonteminde, basarisizlik zamanlar1 biiylikten kii¢lige

dogru siralanir ve goézlem araliklar1 olusturulur. Buna gore, [0.8, 3.1) aralifinin basinda

risk altinda bulunan birey sayis1 8 ve bu aralikta gézlenen basarisizlik sayisi ise 1°dir.
Ciinkii veriye bakildiginda, sagkalim siiresi bu araliga diisen 1 tane basarisizlik vardir.

Diger araliklarda, ayni sekilde yorumlanarak Cizelge 2.1 olusturulmustur.

Cizelge 2.1 Kaplan-Meier tahminleri

J a;, n;, |d, ”;- A; S (“_,-)
1 0 8 |0 8 0 1

2 0.8 8 |1 7 2 7/8

3 3.1 5 11 4 0 7/10
4 5.4 4 |1 3 1 21/40
5 9.2 2 |1 1 0 21/80
6 (121) |1 |0 1 1 21/80

Son satirda, gosterilen (t* = 12.1) degeri bir sansiirleme zamani oldugu i¢in, 13(T > t*)

tahmini tanimsiz olacaktir. Ciinkii (t* = 12.1) zamanindan sonra sag kalan birey sayisi,

gozlenen basarisizlik sayisi bilinemeyecektir.

12



2.3 Kaplan Meier Tahmin Edicisi I¢in Ortalama ve Varyansin Bulunmasi

Sagkalim fonksiyonu S(¢) 'nin K-M tahmin edicisi (2.16) ifadesinden

S()= pypo-y (2.19)
olarak yazilir.

Bu kisimda, K-M tahmin edicisinin ortalama ve varyansmin elde edilisi iizerinde

durulacaktir. Bu amagcla, asagidaki iki Onemli varsayim g6z Oniine alinacaktir.

n; =n; —d, riske maruz kalan birey say1s1 olmak tizere,

i) n, verildiginde p,=—, i=1,2,...,k tahmin edicisinin binom orani varsayim
n.
J

P4,

n;

ile p, ortalama ve varyansina sahip oldugu varsayilir.  Burada,

q,=1-p, dr.
ii)  m,n,,..,n, istatistikleri verildiginde, p,,p,,..., p, tahmin edicileri birbirinden

bagimsizdir.

Birinci ve ikinci varsayimlar géz 6niine alindiginda,

E| p;|munyseesmy | = p, (2.20)
Ve

E[S(2) 1,15y | = E[ proviy | 11550, |

k
:HE[[?.]. |nl,n2,,nk} = p...0, = S(1)

J=1

2.21)

13



olur. Bdylece, kabul edilen varsayimlar altinda, S (), S(¢) i¢in yansiz bir tahmin

edicidir. K-M tahmin edicisi an1 zamanda tutarli bir tahmin edicidir (Kaplan ve Meier

1958, Fleming ve Harrington 2005).

K-M tahmin edicisine iliskin varyans ise asagidaki gibi elde edilir.

Var[ﬁ(z‘) \ nl,nz,,nk} = E[ﬁz (t) | nl,nz,,nk]—(E[S’(t) \ ni,n'z,...,n}(}y

= B[t} | oty |~ (E[ provy | 1oy ])

k

2
E(ﬁf |nl',n'2,...,n,;)—(HE(13j |1y, 1y sy, )j (2.22)

J=1

k
J=1

2
A2 ' ' ' A ' ' ' A ' ' ' - . e
E(pj |n1,n2,...,nk)=Var(pj |nl,n2,...,nk)+E(pj |nl,n2,...,nk) oldugunun goz Oniine

alinmasuyla,

ar g, )
. {H[Tnﬁl} 1} (2.23)

olur. Burada,

14



A=(1+ el J[H 9> j...(nq—kj—l
pn pn, Py
L [N B

b pn, Py

Yiiksek dereceli terimler ihmal edilmesiyle

var[ $(1)]=[S(1)] L (2.24)

=1 P,
ifadesine ulasilir.

(2.24) ifadesi Greenwood formiilii olarak bilinir (Greenwood 1926).

d. . .
q :n—] ve p, :(l_n_jj oldugunun gbz Oniine alinmasiyla, Var[S(t)] igin bir
j j
tahmin edici
A A A 2 K d.
Var| S(t) |=| S(t T — (2.25)
[S0]-[50] £

olur.

2.4 Parametrik Olmayan En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi Olarak K-M Tahmin
Edicisi

K-M tahmin edicisi; S(#) sagkalim fonksiyonunun parametrik olmayan en c¢ok

olabilirlik tahmin edicisi olarak elde edilebilir. Bu amagla, » tane bireyin # =0 anindan
basarisizlik olarak belirlenen olay gergeklesene kadar takip edildigi diigiiniilsiin. Bu

bireylere ait sagkalim siireleri 7],7,,...,7, olarak gosterilsin ve bu siirelerin birbirinden

bagimsiz oldugu varsayilsin. r=0,1,2,... zaman noktalar1 i¢in, i. bireye ait sagkalim

15



fonksiyonu S,(f) ve hazard fonksiyonu /,(¢#) oldugu goz oOniine alinarak asagidaki

tanimlar yapilir (Lawless 2003).

Y.(t) = I(T, > t,bireyin sag kalim siiresit zamanindan 6nce sansiirlenmemistir) (2.26)

olarak tanimlanir ve i. bireyin ¢ zamaninda yasadigini ve oncesinde gozlem altinda
oldugunu gosteren risk gostergesidir. Eger, birey risk altinda ise yani ¢ zamanindan
Once bireyin sagkalim siiresi sanslirlenmemisse bu degisken 1 degerini alir, aksi

durumda O degerini alacaktir.

Y()= Z Y(¢); t zamaninda risk altinda bulunan birey sayisini ifade eder. (2.27)

i=1

dN,(6) = Y,(ON(T, = 1) (2.28)

ifadesi ise, i. birey i¢in [t,t+At) zaman araliginda basarisizligin gergeklesip

gerceklesmedigini ve ¢’nin Oncesinde goézlem altinda olup olmadigini gosterir. Eger,
birey i¢in basarisizlik gerceklesmis ise, dN,(f)=1 olacak aksi durumda O degerini

alacaktir.

dN() =Y dN, (1) (2.29)

ifadesi [t,t + At) zaman araliginda gozlenen basarisizlik sayisini ifade eder.
dC(t)=Y ()l (i .birey t zamaninda sansiirliidiir) (2.30)

ifadesi ise, i. birey sagkalim siiresinin [t,t+At) zaman araliginda sansiirlii olup

olmadigim gosterir. Eger, bireyin sagkalim siiresi sansiirlenmis ise, dC;(t)=1 olacak

aksi durumda 0 degerini alacaktir.

16



dC(t) = idq (t) 2.31)

ifadesi [t,t+ At) zaman araligindaki sansiirlii gozlemlerin sayisini ifade eder.

Herhangi bir birey igin, {dM (),dC.(2), t= 0} degerlerinden sadece bir tanesi sifirdan

farklidir. Yukaridaki tanimlardan yola ¢ikarak,
dN(¢) =(le(t),...,dNn(t)) (2.32)

dC (1) = (dC,(t),...,dC, (t)) (2.33)

vektorleri tanimlanabilir. ¢ zamaninda meydana gelen basarisizlik ve sansiirleme

gecmisi;
H(1)= {(dN(s), dC(s)), s=0,1,...t-1} (2.34)

ile Ozetlenmektedir. Burada; (t—l) zamanina kadar olan basarisizlik ve sansiirleme

bilgisi yer almaktadir.

Gozlenen veriye bagl olarak L, olabilirlik fonskiyonu
L= H P(dN(t)|dH (¢))P(dC(t)|dN(t),dH (1)) (2.35)
t=0

olarak yazilir (Lawless 2003).

i. bireye ait hazard fonksiyonu #,(¢); bireyin ¢ zamanina kadar yasadig: bilindiginde

[l,t + At) zaman araliginda basarisizliga ugrama olasiligini géstermektedir.
Bu durumda,

17



1, Y.(£)=0
P@N,(0)=0|H () =1, b 101 (2.36)

ve

P(AN,())=1|H (1)) = h (1) (2.37)
olacaktir. Buradan;

P(AN(t) |H (1)) = H (O™ [1= k()] (2.38)
elde edilir.

Eger, P(dC(t)|dN(t),dH (¢t)) ifadesi, h/(¢)’yi belirleyen herhangi bir parametre
icermiyorsa, sansiirleme bilgilendirici olmayan ya da hiikim vermeyen admi

tasimaktadir. Bu durumda, bu terimler olabilirlik fonksiyonundan diistiriilerek ve (2.38)

ifadesi, (2.35)’in igerisine yerlestirilerek;

L=TIT]a®O™"[1-h@n]" ™ (2.39)

i=l t=0
ifadesi elde edilir.

1,,T,,..T, olarak gosterilen sagkalim siirelerinin bagimsiz oldugu yukarida belirtilmisti,
bu degiskenlerin ayni dagilimli oldugu varsayilsin. Yani S,(¢)=S(¢) ve h(t)=h(t)
olsun. 7 ’nin dagilimi parametre olarak diigiiniilen h(t) hazard fonksiyonu aracilifi ile

incelenmektedir. Bu durumda, (2.39) ile gosterilen olabilirlik fonksiyonu
3 an,(1) Y, (e)(1-aN; (1))
L=T]]Tn()™"" [1-n(2)] (2.40)

seklinde olacaktir.

18



(2.29) ve (2.31) ifadeleri,

d =dN(t) = Z dN (t) (2.41)

i=1

n=>Y(t) (2.42)

olarak diizenlenerek, (2.40) ile gosterilen olabilirlik fonksiyonu,

L=T]n(t)" [1-h(e)]" (2.43)

=0
ifadesine doniisecektir (Lawless 2003).

(2.43) ile gosterilen olabilirlik fonksiyonunda /(¢) parametresi i¢in en ¢ok olabilirlik

tahmin edicisi yani fonksiyonu maksimum degeri;

h(t)== (t=0,1,..7) ,z =max(t:n, >0) (2.44)

n,

olarak elde edilir.

Kesikli modellerde, sagkalim fonksiyonu,

so=T1[1-4(4)] (2.45)

Jit<t

olarak ifade edilmekteydi. Bu durum goz Oniine alinarak, S (t) icin en ¢ok olabilirlik

tahmin edicisi, £ =0,1,...7 i¢in,
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(2.46)

olarak elde edilir. Bu tahminin (2.17) ifadesi ile es deger oldugu goriiliir. Yani, K-M

tahmin edicisi S(¢#) sagkalim fonksiyonunun parametrik olmayan en cok olabilirlik
tahmin edicisidir (Lawless 2003). n, 'nin sifira esit olmas1 durumunda, A(¢),A(t +1),...
igeren terim olmadigindan, s> 7 icin, A(s)hakkinda bilgi olmayacaktir. Eger, d_<n_
ise, S (r +)>0 olacak ve 7+’den sonra tahmin tanimli olmayacaktir. Boyle bir
durumla, en biiyiikk gozlemin degerinin sansiirleme zamani oldugunda karsilasilir.
d,=n, ise, S(z+)=0 olacak, S(r) artmayan bir fonksiyon oldugundan, S(f) nin

tahmini ¢ > 7 igin sifir olacaktir.

2.5 Nelson-Aalen Tahmin Edicisi

[O,oo) zaman ekseni, 0=gq,<a <..<@q <aq,, =0 olmak izere [, = [aj_l,aj)

biciminde k+1 tane alt araliklara boliinsiin ve boliim 2.4 ‘te yapilan tanimlamalar

kullanilarak, K-M tahmin edicisi

St) = 1:[{1 - d;/v( S;)} , Aa—0 (2.47)

olarak yazilabilir. Burada, a noktalar1 igin a+Aa <t oldugu diisiiniilmelidir. Orneklem

dN(a)

a)

genisligi yeterince bilyiik ve Aa yeterince kiiciik ise, cok kiiclik bir say1 hatta

_ dN(a)
—0 iken e "“ fonksiyonunu MacLaurent agilimi yapilir

dN(a)

Y(a)

0°a yakin olacaktir.

ve ilk iki terime yakinsadig diisiiniiliirse;
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exp {_ dN(a)} N {1 ~ dN(a)}
Y(a) Y(a)
yazilabilir (Zhang 2005).

Boylece, K-M tahmin edicisi;

a+Aa<t a<t
ifadesine yakinsamaktadir.

S(t)=e"" iliski goz oniine alindiginda,

R dN dj
A)=Z =5

a<t Jitjst I’lj

(2.48)

(2.49)

(2.50)

tahmin edicisi, H(t)= Z h(¢;) olarak ifade edilen birikimli hazard fonksiyonunun

Jit<t

Nelson-Aalen (N-A) tahmin edicisi olarak bilinir (Nelson 1969).

Temel olarak bu tahmin edici, ¢ zamanindan Onceki belirli zamanlarda gozlenen

Olimlerin (basarisizlik) sayisinin o zamanlarda risk altinda bulunan birey sayisina

boliiniip toplanmastyla elde edilir.

Aa yeterince kiigiik (Aa —0) alinir ve her aralikta bir kere basarisizlik gozlendigi

diisiiniildiiglinde, N-A tahmin edicisi

. * AN(a)

H(t)=] Y

0

olarak yazilabilir (Nelson 1969).
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2.6 Nelson Tahmin Edicisi I¢cin Ortalama ve Varyansin Bulunmasi

Boliim 2.4°te verilen tanimlar dikkate alindiginda ve dN(¢)| H(¢): Binom(Y (¢),h(t))

oldugundan,

E[dN(t) |H (t)] =Y (t)h(¢) (2.52)

Var[dN(t) |H (t)] =Y ()h(t)(1-h(1)) (2.53)
dN(¢)

E[ Y0 |H (t)} h(t) (2.54)

yazilabilir.

N-A tahmin edicisinin beklenen degeri ve varyansi asagidaki gibi elde edilmistir. Bu

amagla, kosullandirma yaparak ¢ift beklenen deger alma islemi kullanilmistir.

X ve Y herhangi iki rasgele degisken ya da rasgele vektor olmak iizere,

E[X]=E[E(X|Y)]

(2.55)
Var(X)=Var[E(X |Y)]+ E[Var(X | Y)]
yazilabilir.
Buna gore tahmin edicinin beklenen degeri asagidaki gibi bulunur.
~ dN (a) dN (a)
E[H()]=E|
=2 ) =2 )
=S HE S H @) =3 ha) (2.56)

a<t a<t

~> h(a)Aa ~ j ha)da=H(a) (Aa—>0)

a<t
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Boylece,

E[H(1)]=_h(a) (2.57)

a<t

olmaktadir.

Eger, Aa yeterince kiiciik alinirsa Zh(a) ifadesinin limiti H (t)ye esit olacaktir. Bu

a<t

durumda, H (t) , H (t) icin yaklasik yansiz bir tahmin edici olacaktir.

N-A tahmin edicisinin varyansi ise asagidaki gibi elde edilir. Varyans tanimi

kullanilarak,

Var(H(t)) = E[H(t) - E(H ()]

_ dN(a) >
—E[; 0 ;h(a)] (2.58)

_ E[Z{dN @ _ h(a)}]z

= | Y(a)

yazilabilir.

Yukaridaki beklenen deger,

E{Z{ Y(a) h(“)H +Z{ Y(a) h(“)H Y(a) h(“)}
Y {dN(a) ha )} 5> EHdN(a)_h(a)} {dN(a')_h(a,)H

a<t a#a <t Y(a) Y(a V)

(2.59)

ifadesine esit olur.

Carpim terimlerinin beklenen degeri sifir olmaktadir. Bir tanesi i¢in bu durum asagidaki

gibi gosterilir.
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a<a'igin

dN(a) dN(a)
EH Y(a) h(“)H va) " )H

dN(a) NG s
T

a<a' i¢in oldugu i¢in H (a') ifadesine kosullu olarak yazilan dN(a),Y(a) ve h(a)

(2.60)

ifadeleri sabit birer sayidir. Buradan

dN(a) dN(@) , . ,
EH Y(a) h(a)}E{—Y(a ; h(a )} |H (a )} (2.61)
yazilir.

dN(a) .
E{ Ya) |H (a )} h(a") (2.62)
oldugundan,

dN(a) dN@a') . l|_
EH—Y(a) h(a)}{—y(a ) h(a )H 0 (2.63)
dir.
Buradan,
WMM)Z%ﬁ?h@} (2.64)

olarak yazilir. Benze kosullandirma islemi kullanilarak,
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dAN(a) B AN (a)
E[ oo )}— EH o )} H(“)H
i (2.65)

— E|Var {dN(a)u-]( )ﬂ {M}
I Y(a) Y(a)

ifadesine ulasilir.

Boylece H (¢) tahmin edicisinin varyans,

. h(a)[1-h(a)]
Var(H(t))—ZE{—Y(a) } (2.66)

a<t

ha)[1-h(a)] .

olarak elde edilir ve Y@ ifadesini tahmin etmek igin
a

dN(a) - dN(a)
Y(a) Y(a)
Y(a)—1

(2.67)

tahmin edicisi kullanilirsa asagidaki ifadeye ulagilir.

dN(a) {1 ~ dN(a)}

Var(H(1) =Y E Ya) Y'a)

V(@)1 20

Yukaridaki varyans tahmin edicisinin Var(f\(t)) icin yansiz bir tahmin edici oldugu

asagidaki gibi gosterilir.
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dN(a) {1 B dN(a)} " dN(a) {1 B dN(a)}
Y(a) Y(a) || _ Y(a) Y(a)
‘E; Y(a)-1 _;E Y(a)-1

dN(a) [1 ~ dN(a)}
|H (a)

s g Y@L Y@

p Y(a)-1 209

B h(a)[1—h(a)] B .
= ZE{—Y(a) } =Var(H(t))

H (z) asimptotik olarak H(¢) ortalama ve Var(I:I (¢)) varyans ile normal dagilima
sahiptir. H(f) tahmin edicisinin yansizlik ve asimptotik normallik o6zellikleri

kullanilarak H (¢) i¢in (1 - a) giiven diizeyinde giiven aralig1 asagidaki gibi yazilir.

A(t) £z, Var(H@) | (2.70)

—H(1)

Bu giiven araligi S(t) =e iligkisi kullanilarak sagkalim fonksiyonu i¢in asagidaki

gibi diizenlenebilir.

|:e—1:1(1)—Za/z[l}ar(l:[(f))]l/z ’ e—fl‘l<r>+za/2[Var(ﬁu»]1 ’ } @2.71)
5’(1) ve H(t), tahmin edicilerinin ikisi de parametrik olmayan en ok olabilirlik

tahmin edicisidir. Dikkat edilmelidir ki, kesikli modellerde S (t) ve H (¢) igin, siirekli
dagilimlar icin gegerli olan H () =—logS(¢) iligkisi gegerli olmamaktadir. Siirekli
modellerde, bazen sagkalim fonksiyonun tahmini i¢in alternatif olarak,

S(t) =exp [—FI (t)} onerilmektedir. H (¢) i¢in Onerilen tahmin ise; —log S (t) olacaktir.
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3. YARISAN RiSKLERIN VARLIGINDA SAGKALIM ANALIiZi

Yarigan riskler teorisi ve cesitli alanlardaki uygulamasiyla ilgili literatiirde birgok
makale ve kitap bulunmaktadir. Bu kayaklardan bazilar1 ¢alismada basvuru kaynagi
olarak kullanilmistir. Moeschberger ve David (1971) yarisan riskler teorisine iliskin
yayinlanan ilk ¢aligmalardan biridir. Gail (1975), yarisan riskler analizinde kullanilan
bazi modeller iizerine yaptig1 inceleme c¢alismasi literatiiriin 6nemli c¢aligmalarindan
biridir. Bu alanda diger bir 6nemli calisma ise Moeschberger ve David (1971)
calismasidir. Prentice vd. (1978), yarisan risklerin varliginda sagkalin analizini goz
Oniine alaan ¢aligmalardan biridir. Crowder (2001) yarisan riskler teorisinin ele alindigi
ve uygulamalaria yer verildigi genis kapsamli bir kaynak olarak literatiirde 6nemli bir
yere sahiptir. Yarisan riskler teorisinin medikal alandaki uygulamalarina yer veren
Pintilie (2006) farkli uygulama Orneklerini bilgisayar programlar1 ile incelemesi
acisindan Onemli kaynaklardan biridir. Kalbfleisch ve Prentice (1980) ve Lawless
(2003) sagkalim analizinin temel kavramlarini kapsamli olarak inceledikleri kitaplarinin

bir boliimiinii yarisan riskler teorisine ayirmiglardir.

3.1 Temel Kavramlar ve Gosterimler

Yarigan risklerin var oldugu sagkalim analizi ¢alismalarinda, toplanan veriler igin

Onerilen bir istatistiksel model, gozlenebilen (7,C,x) biiyiikliiklerinin dagilimini
belirlemeyi amaglar. Genellikle, verilen bir x aciklayict degisken vektorii i¢in (7, C)
ikilisine iliskin bir model belirlemek yeterli olmaktadir (Prentice ve Kalbfleisch 1978).
Calismada, x aciklayict degiskeni g6z ardi edilerek (7,C) diger bir gosterimle,

(7;,T,) ikilisinin dagilimi goz 6niine alinmstir.

Oncelikle, her birey igin (7,C) ikilisi tanimlanir. Burada, 7; sagkalim siiresi

(basarisizlik zamani) ve C; basarisizlik nedeni yani gézlemin sonlanmasina neden olan

olaydir ve 1,2,....,k degerlerini alan rasgele degiskendir. Boyle bir durumda, 7 stirekli
bir degisken iken, C kesikli bir degisken olmaktadir. Her birey i¢in gézlenen bu (7, C)

ikilisinin ortak dagilimmin belirlenmesi, yarisan riskler teorisinin temel olasilik
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cergevesini olusturmaktadir. Her birey icin gozlenen, (7',C) ikilisine ait ortak dagilim

asagidaki gibi ifade edilir.

F()=P(T <1,C = ), =12,k (3.1)

Bu ortak dagilima, ;. neden i¢in alt dagilim fonksiyonu ya da j. nedene 6zel dagilim

fonksiyonu denir.

Ayrica, j. nedene Ozel dagilm fonksiyonu, S,(¢) ise ;. nedene ozel sagkalim

fonksiyonu ise asagidaki gibi ifade edilir.

S,()=P(T >1,C= j), =12,k (3.2)

j. nedene 6zel yogunluk fonksiyonu ise,

d

Ji(0)= EF«"(” (3.3)
ya da

£0=-Ls,0 (3.4)
J - dt J .

olarak ifade edilmektedir.
(3.1), (3.2) ve (3.3) ile gosterilen bu nedene 06zel fonksiyonlar bazi kaynaklarda
sirastyla, F(¢,j), S(¢,j) ve f(t,j) olarak gosterilmektedir. Bu calismada, giincel

olarak kullanilan gdsterimler tercih edilmistir.

Bu tanimlardan sonra, ;. nedenin meydana gelme olasiligi, yani C degiskeninin j

degerini alma olasilig1 C degiskenin marjinal dagilimidir ve asagidaki gibi ifade edilir.
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P(C=j)=F(x,j)=8(0,))=x, j=12,..k, (3.5

k
Burada, 7, >0 ve Zﬂ'j =1 oldugu varsayilir.
j=1

Ayn1  sekilde C rasgele degiskeni ilizerinden toplam olasilik formiiliiniin
calistirllmasiyla, 7 ’nin marjinal sagkalim fonksiyonu (tiim risklerin varliginda) ve

marjinal dagilimi sirasiyla asagida gosterildigi gibi ifade edilir.

P(T>1t)=S,(t)= isj (t) (3.6)
P(T<1) :FT(t):iFj(t) 3.7)

Buradan, T ’ye ait marjinal yogunluk fonksiyonu

d d <
fr(t) —_EST(I) __E;Sj(t)

L k (3.8)
-2 L5 0=21,0
ya da
F0=LE0=LSF 0= 70 (3.9)
oa T AT Y '

olarak elde edilir. Burada, f,(¢) nin j. nedene 6zel yogunluk fonksiyonudur.

Dikkat edilmelidir ki, S(z,) j. nedene ait sagkalim fonksiyonu degildir. (7,C) nin

ortak dagilimidir. ;. nedene ait sagkalim fonksiyonu, yani basarisizlifin j. nedenden
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kaynaklandig1 bilindiginde elde edilecek sagkalim ve basarisizlik fonksiyonu sirasiyla

asagidaki gibidir.

P(T>t,C=j) S,(1)

S'(t)=P(T >1|C=j)= - (3.10)
veE
Fj*(t)ZP(TSHC:j):P(Tgt’c=j)_Fj(t) (.11

P(C=)) =,

(7,C) ikilisinin dagilimmin belirlenmesinde, hazard fonksiyonlarinin kullanilmasi
sik¢a tercih edilen bir yoldur. Sonra ki bdliimlerde nedene 6zel hazard fonksiyonlarina
genis olarak yer verilecektir. Birey 6liim oraniyla (mortality) ilgilenilen ¢alismalarda, ¢
yasina kadar sag oldugu bilinen bireyin, ¢ yasinda belirli bir nedenden 6liim oranini
temsil eden nedene 6zel hazard fonksiyonu diger bir ifadeyle, j. nedenden kaynaklanan

basarisizlik i¢in alt hazard fonksiyonu,

=7 >
/”L(t)—l 0P(T<t+Az,AC JIT>t)
t—> t

i=12,..k (3.12)

olarak tanimlanir ve marjinal hazard fonksiyonu ise,

(1) = Zﬂ() ZJ;((O) Sit)Zf() (3.13)

bi¢imindedir.

Nedene 6zel dagilim, yogunluk ve hazard fonksiyonlar: arasinda asagida gosterilecegi

sekilde bir iligki vardir. (3.12) ile gdsterilen ifade goz oniline alindiginda,
1,0 =4,08:@) (3.14)
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yazilir.

(3.3) ifadesi goz Oniine alindiginda,
F()=PT<t,C=j)= j A, (u)S (u)du (3.15)
0

ifadesine ulasilir.

T ’ye ait marjinal hazard fonksiyonu ise,
k

A=Y 4,0 (3.16)
j=1

olarak ifade edilir. Yine 7 ’ye birikimli hazard fonksiyonu ise,
k

A= A1) (3.17)
j=1

olarak elde edilir.
Bolim 2’de yer verilen tanimlamalar dogrultusunda, (3.6) ile verilen 7 ’nin marjinal

sagkalim fonksiyonu ile (3.17) ile gosterilen marjinal birikimli hazard fonksiyonu

arasinda asagidaki iliski oldugu agiktir.

_Zk:/\./(’)
S,(t)y=e " =&t (3.18)

3.2 Ortiik Basarisizhk Zamanlar1 Gosterimi

Yarigan risklerin varhi§indaki durumu tanimlamadaki genel yaklasimin, Ortiik
basarisizlik zamani modelinin kullanilmas1 yoniindedir. Bu modelde, her bir riskle

iligkilendirilen, (j=1,...,k), k tane potansiyel basarisizlik zamaninin (Tj), oldugu
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varsayllmaktadir. Bu k& tane basarisizlik zamanindan her biri, diger risklerin var
olmadig1 durumdaki, varsayimsal (hipotetik) basarisizlik zamani olarak diisiintiliir ve bu
basarisizlik zamanlarina ortiik (latent) basarisizlik zamani adi verilir. Tiim risklerin var

oldugu durumda ise, gézlenen basarisizlik zamani, 7 = min(7,,..., 7, ) olarak ifade edilir.
Eger, T =T, ise C = j olmaktadir. Burada, 7, j. risk digindaki tiim risklerin olmadig1

durumdaki gozlenen basarisizlik zamani olarak tanimlanir. Diger bir ifadeyle, ;. riskin

tek basarisizlik nedeni oldugu durumdaki basarisizlik zamanidir.

1.,T,,...,T, sagklaim siirelerinin negatif olmayan rasgele degiskenler oldugu goz oniine
alinsm. ¢=(¢,,t,,...,t,) olmak tizere, T =(1],T,,...,T,) ’ya ait ortak dagilim fonksiyonu

ve sagkalim fonksiyonu sirasiyla,

H(t)=P(T <t)=P(T <t,,T,<t,,..,T, <t,) (3.19)

Gt)=P(T>t)=P(T, <t.,T,<t,,...,T, <t,) (3.20)
olarak tanimlanir.

T ’lerin bagimsizligi durumunda, ortak sagkalim fonksiyonu;
k

G =[]G,® (3.21)
Jj=1

olarak tanimlanir ve 7 ’nin marjinal sagkalim fonksiyonu,
G,(t,)=P(T>t) (3.22)

olarak ifade edilir. Bu fonksiyon diger risklerin olmadigi sadece ;. riskin oldugu

durumdaki 7 ’ye ait marjinal fonksiyondur.
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Eski literatiirde, bu fonksiyonlar net sagkalim fonksiyonlar1 ve daha onceki boliimde

tanimlanan S, (¢) nedene 6zel sagkalim fonksiyonlari ise kaba (crude) sagkalim

fonksiyonlar1 olarak adlandirilmaktadir.

1.,T,,...T, sagkalim siirelerinin hepsinin aym1 anda gozlenebilen degiskenler

olmadigina yukarida deginilmisti. Bu nedenle bu degiskenler arasindaki yapi oOrtiik

(latent) adin1 almaktadir.

Nedene 6zel yogunluk fonksiyonlar1 ve nedene 6zel hazard fonksiyonlar1 ise, ortak

sagkalim fonksiyonu kullanilarak dogrudan elde edilebilir. (7;,7,,...,7;) ya ait ortak

sagkalim fonksiyonu (3.20) ile ifade edildigi gibi

G(t, tyrst,) = P(T > 1,,..,T, >1,) (3.23)

seklindedir.

(3.20) ile verilen ortak dagilim bilinen bir forma sahipse, (3.6) ile verilen

(T, C)ikilisindeki degiskenlerden biri olan 7 ’nin marjinal sagkalim fonksiyonu,

S.(£)=G(t,t,....t) (3.24)

olarak bulunabilir (Tsiatis 1975).

Nedene 0zel yogunluk fonksiyonlari, ortiik sagkalim siirelerinin ortak dagilimindan

dogrudan elde edilir.
. at/ H=...=t, =t
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Yukaridaki teoreme ek olarak, g(¢), (7,,7,,...,7,) nin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu olmak iizere,

G(t) = ojza's1 T ds, {g(s)}

4 4

@)= Tdsl...Tdsjl]gds

p=2 igin fj(t):]gg(rj)ds, r,=(t,s) ve r, =(s,t)

olur.

Buradan (3.3) ve (3.4) ile verilen nedene 6zel yogunluk fonksiyonuna ise,

_ oG(t,,....t,)

olarak gecilebilir. Ayrica, (3.12) ile verilen nedene 6zel hazard fonksiyonu ise,

_ S0 [2legG(t,...0t,)
A0 = . [ ” J (3.27)

J

olur.

(3.18) g6z Oniine alindiginda;

S(t) =exp {—i A, (z)} = f[ G'(t) (3.28)
G (1) =exp{-A,(0)}, j=1,...k (3.29)
yazilabilir.
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Dikkat edilmelidir ki burada, G"(¢) fonksiyonlari, matematiksel olarak siirekli sagkalim

fonksiyonlar1 6zelliklerini tasir fakat herhangi gozlenebilir bir rasgele degiskenin

sagkalim fonksiyonu olmamaktadir (Lawless 2003, Lindqvist 2006). G (¢) ve G, (1)

fonksiyonlart ancak risklerin bagimsizligi durumunda birbirine esit olmaktadir. B6lim

6’da bu konuya deginilecektir. Benzer bigimde,

G _ g
G(t) G,

hi(6)=— (3.30)

olarak ifade edilen hazard fonksiyonu 7%,(z) ile daha 6nceki bolimlerde tanimlanan
nedene 6zel hazard fonksiyonu A,(¢) birbirinden farkli anlamlar tasir. Burada, 4,(¢), j.

risk disindaki riskler ayri tutularak yani izole edilerek elde edilen hazard fonksiyonu

iken, 4,(¢) diger risklerin varliginda ;. nedene ait hazard fonksiyonu olmaktadir.

Tim ¢>0 i¢in, h,(t)=A,(¢) esitligi, T, ’lerin bagimsizligi durumunda gegerli

olmaktadir.

3.3 Kesikli Basarisizhik Zamanlari

Bazi durumlarda sagkalim siiresi ya da basarisizlik siiresi kesikli olarak diisiiniilebilir.
Ornegin, bir sistem icin bozulma, sistemin beklenen performans yerine getirememesi
anlamina gelmektedir. Kirilma, patlama gibi durumlarin meydana gelmesinden sonra,
sistem beklendigi gibi ¢alismayacaktir. Siirekli bir isleyise sahip bir sistem gdz Oniine
alinsin ve sistemin belirli araliklarla kontrol edildigi diisiiniilsiin. Sistemin par¢alarindan
biri ya da birka¢ kullanim dmriiniin sonuna geldiginde sistemin kullanim dis1 oldugu
varsayilsin. Gozlemler ayni tiirdeki bir igleyisin dongii sayisi olarak elde edilmektedir.
Burada, sistemin 6mrii, kullanim dis1 oldugu tespit edilene kadar yapilan denetimlerin

sayisidir.
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(T ,C ) ikilisindeki iki degiskenin de kesikli oldugu g6z oniine alinirsa, boliim 3.1° de

yapilan tanimlamalar yapilabilir.

T ’nin alacag1 olas1 degerler, 0=7, <7, <...<7, ( m sonlu ya da sonsuz olabilir) ve
C ’nin alacag1 degerler ise {l, 2,...,k} olarak diisiiniilsiin. Nedene 6zel kesikli dagilim

ve nedene 6zel kesikli sagkalim fonksiyonlari,

F@#)=P(T<t,C=c) (3.31)
S ®)=P(T>t,C=c) (3.32)
seklinde ifade edilir.

Ayrica,

S(0,C=c)=P(C=c)=m, (3.33)
yazilabilir.

T ’ye ait marjinal kesikli dagilim ve sagkalim fonksiyonu sirasiyla,

F()=P(T <t)= Zk:Fc(t) (3.34)
S(t)=P(T >1t)= Zk:Sc (t) (3.35)

olarak ifade edilir.

Kesiki nedene 6zel olasilik fonksiyonlar1 ve marjinal olasilik fonksiyonu ise agagidaki

gibi tanimlanir. / =1,...,m igin;
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J(@)=Pu(T =7,,C=c)=S5(7,)-S (7,) (3.36)
f)=>.1.@) (3.37)

Eger, t # 7, ise f.(z;)=0 ‘dir. Ayni zamanda f,(0)=0 ve / >1 icin

S.@)= f(z)=m.-3 f(z) (338)

s=l+1 s=1
seklinde tanimlanir.

Nedene 6zel kesikli hazard fonksiyonlar1 ve marjinal hazard fonksiyonu /=1,...,m icin

asagidaki gibi tanimlanir

3 3 B _P(T=T,,C=c)
h(t)=P(T=1,C=c|T21)= P(T>1)
_ fi(z) _ IAG) (3.39)
P(T>T1)+P(T:TJ) S(Tl)+S(Tl )_S(Tz)
:fc(Tl)
S(z))
h(r,)=f(fl)/S(r,‘)=th(f,) (3.40)

[=0 icin h(r,)=0’dir. Olast en son basarisizlik zamami 7, ’de S(r,)=0,
S(z,, )= f(z,) ve h(r,)=1 degerlerini alir.

(2.47) gbz Oniine alinarak / =1,...,m igin

Sy =] [{1-n(z)} (3.41)
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£@)=h@)[[{1-hz) (3.42)

olarak yazilabilir.
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4. YARISAN RiSKLER TEORISINDE TAHMINLER

4.1 Parametrik Tahminler

Bu bolimde, 7j,..,7, basarisizhik siirelerinin parametrik bir aileden geldigi

varsayilarak, en ¢ok olabilirlik fonksiyonunun elde edilmesi incelenecektir. Genel
olarak, yarisan riskler teorisinde k tane basarisizlik riski ve bu risklere karsilik gelen
potansiyel basarisizlik/sagkalim siirelerinin oldugu diisiiniilmektedir. Bu potansiyel
sagkalim siirelerine bircok kaynakta net sagkalim siireleri ad1 verilir ve asagidaki gibi

k -boyutlu bir vektor ile gosterilir.

T=(1.,1,...T,) (4.1)

Buna gore bu degiskenlerin belirli bir parametrik forma sahip ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu;

f(&0)=f(t,...t,:6,...0,) (4.2)
olarak ifade edilir.

Gozlenen sagkalim/basarisizlik siiresi ise,
T =min(1},...,T}) (4.3)
olur.

Burada, P(T;=T7,)=0, i# j oldugu varsayilmaktadir.

(T,C) ikilisinin ortak dagilimi ise asagidaki gibidir.
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F()=P(T<t,C=))
=P(T,<t,T,<T), ie{l,...j=Lj+L. k}ic{l,. .k}, i*j

:

(4.4)

—38

i, ldt,

J+l

o F st )dt .t
tl

~

J

olarak elde edilir.

(T,C) ikilisinin ortak sagkalim fonksiyonu ise (3.2) ile ifade edildigi gibi bulunur.

T ’nin marjinal dagilimi ve marjinal sagkalim fonksiyonu sirastyla asagidaki gibidir.

F0)=YF 0 45)
5, =1-3 F, (0 46)

olarak ifade edilir.
Belirlenmis bir j. i¢in,
7, =P(T=T), j=1..k 4.7)

ifadesi basarisizlik nedeninin j. neden olmasi olasiligidir. Bu olasilik

njo T T T T f&:0)]Jdtdr, (4.8)

=01f= =t =t: i#]
4=04=t; 1=t t, =t J

ile elde edilir (Moeschberger David 1971, Birnbaum 1979).
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Y., basanisizhgmin j. nedenden kaynaklandigi bilindigindeki sagkalim  siiresi,
Y, =T,|C=j olsun. Uzere, (3.9) goz oniine alindiginda, bu sagkalim siiresinin dagilim

ve olasilik fonksiyonlar1 asagidaki gibi bulunur.

P(Tﬁyj,C:j) _Fj(yj)

F,(y)=P(Y.<y)=P(T<y.|C=j)= = 4.9
yO)=PX,<y)=P(T<y[C=)) PC=)) - 4.9)
Bu ifadeden (4.4) ile tiirev alinarak;

100 o0
fyj(yj;e)—ﬁ—j j Lseeesl 1 Vol ses s Ottt ol (4.10)

elde edilir.

N tane bireyin gozlendigi bir ¢alismada, N, tanesi j. nedenden dolay1 basarisizliga
ugradigl gbz oniine almsm. N, ’ler bilindiginde gozlenen Y,, r=1,2,..., N, sagkalim

siirelerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;

N,

&

"—;8

[1y/="

Jj=1 r=1

S GRS P SN Y Y . (4.11)
y

2 Jr

<

olacaktir (Moeschberger ve David 1971).

(4.11) ile verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonu N, ’ye gore kosullandirilmistir. Bir

rasgele degisken olan N, ¢okterimli dagilima sahiptir. Buna gore

h(Nl,...,Nk):[N! f[Nj 'j( nj.vf} (4.12)

yazilir.
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Sagkalim siirelerinin olabilirlik fonksiyonu;

L=L(s);snib,ens6,) (4.13)
k k Wl]- 0 0

L={m/T]m![] j GRS RS SO/ . Y. 5 (4.14)
J=1 Jj=1 r= yl Vi

biciminde yazilir (Moeschberger ve David 1971).

Dikkat edilmelidir ki, bu ifade, net sagkalim siirelerinin bagimsizlig1 varsayimini
gerektirmemektedir. Burada, saglanmasi gereken tek varsayim, bu siirelerin ortak
dagilimimin belirli bir parametrik forma sahip olmasidir. Parametrik aile bilindiginde ve
gozlem degerleri elde edildiginde, olabilirlik fonksiyonu, 6,,...,8, parametreleri igin en
cok olabilirlik tahmin edicilerinin elde edilmesi i¢in kullanilabilir. Asagidaki sekilde
ifade edilen kismi tiirevlerin sifira esitlenmesi ve bunun sonucunda elde edilecek m

tane esitligin, 6,,...,8, icin ¢oziilmesiyle istenen tahmin edicilere ulasilir.

oL olnL
4.15
20, (veya aes) (4.15)

Eger, gercek sagkalim siireleri bagimsiz, olasilik yogunluk fonksiyonu f,(¢,;6) ve

sagkalim fonksiyonu S.(¢;;6) ise ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;

/,4,:9) ﬁS,(tl;G) (4.16)

Sy 0;30) = ————
K ”;S_;(t_,-Qa) I=1

bicimini alir ve olabilirlik fonksiyonu;

J

L(:LN/ﬁN‘j!]ﬁm H Ey”’eﬂfﬂ $0,:6)] @17)
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olarak elde edilir ve bilinen yollarla en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri bulunur.

4.2 Sansiirlemenin Varhginda Tahminler
Sagdan sansiirlemenin var oldugu, n bireyden olusan ve (7,,C,), i=12,...n

ikilisinden elde edilen bir rasgele 6rneklemden gozlemler alindig: diisiiniilsiin. Bagimsiz

sansiirleme varsayimi altinda, olabilirlik fonksiyonu;
L=]]/ @) S@)™ (4.18)
i=1

seklinde olacaktir.

Burada,

i

{1, t, basarisizlik | sagkalim zamani

0, ¢, sansiirleme zamani

olarak tanimlanir.

T ’ye ait marjinal sagkalim fonksiyonu (3.24) ve (3.25) goz Oniine alinarak asagidaki

gibi tanimlanir.

S() = exp{—zk: A j(t)} = f[ G, (1) (4.19)

Olabilirlik fonksiyonu, 6, = I(C, = j) notasyonu kullanilarak yeniden yazilirsa;
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=HI[@>&N§
- H[/i (t,)S(t, )] S(t)"™ (4.20)
=fﬂj0)Gufb

olarak elde edilir.

Son olarak;

n

L=1]]e, )" G, ()™ “.21)

i=l j=1

bicimindeki olabilirlik fonksiyonunun ¢arpim sirasi ters g¢evrilirse; k tane olabilirlik
fonksiyonunun ¢arpimi oldugu goriliir. Bunlar, ;. basarisizlik nedenine karsilik gelen

sansiirlenmis drneklemi temsil eden olabilirlik fonksiyonlaridir. Carpimin j. kismi;
L =]]g,@)" G )™ (4.22)
i=1

olarak yazilir.

(4.22) ile gosterilen olabilirlik fonksiyonu 4,(#) veya A ;(#) fonksiyonlarmin (7,C)
ikilisinden elde edilen gozlemlerden tahmin edilebilecegini gostermektedir. Eger, 4,(¢)
fonksiyonlar farkli @, j=1,...,k parametrelerine sahip ise L(4,...,6,), L,(8) olarak
pargalanabilir. Verilen j i¢in, 6,’ye iliskin ¢ikarim (4.22) ile gosterilen olabilirlik
fonksiyonuna dayanmaktadir. Burada, . zamanda ;. sebepten meydana gelen

basarisizlik, ilgilenilen basarisizlik; diger sebeplerden meydana gelen basarisizlik ise

sanslirlenmis gozlem olarak ele alinir.
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Bu tipteki modeller i¢in parametrik ¢ikarimlar standart sagkalim analizi yontemleri
kullanilarak yapilabilir. Benzer olarak, parametrik olmayan ve yar1 parametrik

yontemler bu modeller igin 4,(#) "ye dayanarak uygulanabilir.

Daha once sozi edilen (7;,C;) ikilisinden elde edilen sansiirlenmis orneklemi goz

oniline alalim. Genel olarak tanimlanan olabilirlik fonksiyonu, her bir nedene 6zgii
olarak (4.22) ile gosterildigi bigimde parcalanabilmektedir. (4.22); sagkalim fonksiyonu

G, (1), yogunluk fonksiyonu g (¢) ve hazard fonksiyonu 4,(#) olan rasgele 6rneklemin
olabilirlik fonksiyonudur. Buna gore; (%,9;) j=12,...,n°den elde edilen veriye
dayanarak G,(r) Kaplan-Meier yontemi kullanilarak tahmin edilebilir. G, (7)
fonksiyonu yerine sebebe 6zel birikimli hazard fonksiyonunu, A (), gz 6niine almak
daha uygundur. A ;(#)=-logG,(r) seklindedir ve K-M yoéntemi ile tahmin

edilebilmektedir ancak bu fonksiyonun tahmini i¢in, boliim 2.5’te anlatilan ve (2.50) ile

gosterilen Nelson-Aalen tahminini kullanmak daha yaygindir.

. 5.
Aj(z)zzn—f, j=12,...k (4.23)

i<t T4

Y,(t)=1(1,>1), 6, =1(C, = j) olarak tanimlanir ve n, = ZYZ(ti) ; t,’den Once yasayan

I=1

ve sansiirlenmemis birey sayisini ifade eder, varyans tahmini ise,

Var[A (1)]= 5—; (4.24)

<t 't
olarak verilir.

T ’nin marjinal sagkalim fonksiyonu S(#), K-M tahmini kullanilarak (ilgili sebebin g6z

ard1 edilmesiyle), (¢,,9,), i =1,...,n verisine dayanarak elde edilir.
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Ly <o <Iy basarisizlik zamanlarini, d,; Ly zamanindaki basarisizlik sayismi ve n,,

M

t, zamanindaki risk altinda bulunan birey sayisin1 gostermek iizere marjinal sagkalim

()

fonksiyonunun K-M tahmini asagidaki gibidir.

S)=T1 ( i f} (4.25)
S(¢) ’nin alternatif tahmini asagidaki gibi verilir.

3‘(1‘) = exp[—f\(t)] = exp {—Zk: Aj (t)} (4.26)

/A\J. (1) i¢in yukarida (4.18) ile verilen Nelson-Aalen tahmini kullanilir.

(3.5) ile gosterilen nedene 6zel dagilim fonksiyonu ifadesi géz Oniine alindiginda bu

fonksiyonun tahmin edicisi
F(t)= j S@u)dA () (4.27)
0

olur ve buradan,

R .0,
F(n)= Z S(t,.)n—’«_’, j=12,..k (4.28)
elde edilir.

Eger, sadece bir tane basarisizlik nedeni var ise, (4.28) ile gosterilen ifade, S(7) nin
(4.25) ile gosterildigi haliyle l—ﬁ(t) ifadesine indirgenir. Eger, £ >2 tane basarisizlik

nedeni var ve sansiirleme yok ise ﬁj(t) , t,<t ve C, = j olan bireylerin dagilimlarinin

46



carpimidir. Yani, j. basarisizlik nedeni i¢in ampirik (deneysel) nedene 6zel dagilim

fonksiyonlarinin ¢arpimidir.

F,(t), nedene Ozel dagilim fonksiyonu bazi g¢alisma alanlarinda birikimli sikhik

fonksiyonu olarakta bilinir. Uygulamalarda 6nemli bir yere sahip olan bu fonksiyona

sonraki boliimde yer verilmistir.
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5. BIRIKIMLIi SIKLIK FONKSIYONU

Bolim 3.1°de (3.1) ve (3.15) ile gosterilen, F)(¢), nedene 6zel dagilim fonksiyonlar

demografi, epidemiyoloji biyoistatistik literatiiriinde birikimli siklik (cumulative
incidence-Cl) fonksiyonlar1 olarak adlandirilmaktadir. Farkli tedavi uygulanan hasta
gruplart ic¢in birikimli siklik fonksiyonlarinin karsilastirilmasiyla elde edilen sonuglar
hasta i¢in en uygun tedavinin se¢iminde ¢ok yararl bilgiler vermektedir (Gray 1988).

Birikimli siklik fonksiyonlar1 (7',C)’den elde edilen veriden tahmin edilebilmektedir

(Prentice vd. 1978). 4,(¢), nedene 6zel hazard fonksiyonlari da (7', C) *den elde edilen

veriden tahmin edilebilir fakat bu fonksiyonlar her bir basarisizlik riskine maruz kalan
hastalarin oranimni dogrudan gostermemektedir (Pepe ve Mori 1993). Bu nedenle
birikimli siklik fonksiyonu ile ¢caligmak sonuglarin yorumlanmasi agisindan daha yararh

olmaktadir.

Bir olayin olayin ortaya ¢ikis siklig1 medikal arastirmalarda ilgilenilen konulardan biri
oldugundan, birikimli siklik fonksiyonunun tahmin edilmesi ve yorumlanmasi da

onemli olmaktadir. K-M yontemi, sagkalim fonksiyonu ve onun tiimleyeni (1-S(¢) )

olarak birikimli siklik fonksiyonunun tahmininde yaygin olarak kullanilan bir
yontemdir. Birden fazla basarisizlik riskinin var oldugu ve bu risklerin bagimsiz
olmadigi durumlarda, birikimli siklik fonksiyonunun tahmin edilmesinde K-M
yonteminin kullanilmasi yanli tahminler vermektedir (Kim 2007). Ciinkii K-M yontemi
sadece ilgilenilen basarisizlik riskini dikkate almakta ve diger basarisizlik risklerini
sanslirlii gbzlem olarak degerlendirmektedir. Bu nedenle K-M tahminleri birikimli
siklik fonksiyonunun gercek degerinin iizerinde tahminler olmaktadir (Satagopan vd.

2004, Kim 2007).

5.1 Yanisan Risklerin Varhginda Birikimli Siklik Fonksiyonunun Tahmini

Bu boliimde, birikimli siklik fonksiyonun yarisan risklerin varliginda parametrik

olmayan tahmininin K-M ve yarisan riskler yontemleri kullanilarak elde edilmesi
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tizerinde durulacaktir. Bu iki yontem Kim (2007) calismasinda yer alan varsayimsal

gozlem degerleri ve konuyla ilgili olusturdugu senaryo kullanilarak ele alinacaktir.

Ornek 5.1. Daha &nce yapilmis olan bir kemik iligi nakli (HSCT; allogeneic
hematopoietic stem cell transplantation) calismasinda, ortaya ¢ikmasit gozlenen
basarisizligin ilgili kan hastaliginin niiks etmesi sonucu 6liim olarak belirlenmistir.
Ayrica; nakil sonrasinda olusabilecek komplikasyonlarin da (TRM; transplant-related
mortality) hastaligin niiks etmesi kadar 6liimciil oldugu g6z oniine alinmaktadir. Buna
senaryoda, konuyla ilgili kan hastaligina sahip 10 hastanin farkli zamanlarda klinige
yattig1 diisiinlilmiis ve bu hastalarin klinige yatis zamanindan belirlenmis bir zamana
kadar takip edildigi varsayilmistir. Takip siiresi sonunda farkli basarisizlik zamanlarinin
elde edildigi goz ontline alinmustir. Ortaya ¢ikmasi gozlenen olay, hastaligin niiks etmesi
sonucu Oliim olarak belirlenen bu ¢alismada niiks disindaki herhangi bir nedenden
meydana gelen Oliimler ya da bireyin sag kalmasi durumlar sansiirlii gézlem olarak
kaydedilmistir. Ayrica, takip siiresi boyunca herhangi bir nedenden dolay:1 takip
edilememis bireyler sag olarak diisliniilmiis ve niiks meydana gelmemis hastalar takip

sonunda sag oldugundan sansiirlii gozlem olarak kabul edilmistir.

5.1.1 K-M yontemi

K-M yontemi (Kaplan ve Meier 1958) boliim 2.2°de kapsamli olarak anlatilmis ve

ornek 2.1 ile 6rneklendirilmistir. Buna gore,

t, =0, calismanin baslangic zamani, ¢, en kiiciik gézlem ve ¢, en bilyiik gézlem olarak

kaydedilsin. ¢ zamanina kadar niiks nedeniyle 6liimii gerceklesmemis bir hastanin ¢

zamanindan sonra da yasamasi olasiliginin K-M tahmini Sg,"" (¢) ile gdsterilmistir.

Birikimli siklik fonksiyonunun K-M yo6ntemiyle tahmini, yani en fazla ¢ zamanina
kadar niiks nedeniyle &liim gergeklesme olasiign ise CIN*(t) ile gosterilmis ve

asagidaki gibi hesaplanmustir.
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CINE (t)) =1—Shr" (¢,) = 0 = ¢iinkii, calismanin baginda tiim bireyler sag ve niiks

gerceklesmemis

CIY™® (1 =10) =1— SV (1 =10)=1-0.9=0.1

CIY™ (1, =10)= CTY™ (1, = 0)+ SX#1% (1. = 0) t, zamanindaki niiks sayisi
KM 0 . . .7 .
t, zamaninda once risk altindaki birey sayisi

CIY (¢, =10)= 0+1[%j =0.1

CIY (1, =20) =1— SYHY% (1 = 20)=1-0.90=0.1

= CIV™ (1 =10) + SV (1 =10) t Zan‘i‘amnc‘laki niiks Sa)'/zs‘z
t, zamaninda oncerisk altindaki birey sayist

CIY™ (1, = 20)= m{%) =0.1

\
CIV (8, =90) =1- S (£, =90)=1-0.315=0.685

t,, zamamndaki niiks sayisi ]

t,, zamaninda éncerisk altindaki birey sayisi

= CIF (t, =80) + Sp" (1, = 80)[

CIY™ (1, = 90)=0.685 + 0.315(9 =0.685

Tim hesaplamalar ¢izelge 5.1 ile 6zetlenmistir.
Boyle bir c¢alisma diizeninde, hastaligin niiksii ve komplikasyonlarin olusmasi

birbirinden bagimsiz olaylar degildir. Ciinkii bu iki olay da nakilden sonraki bagisiklik

mekanizmasiyla ilgilidir. Komplikasyonun azaltilmasi yoniindeki cabalar, hastaligin
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niiks etmesine neden oldugu gibi niiks etmemesi i¢in uygulanan tedaviler farkli

komplikasyonlar1t meydana getirebilmektedir.

Birikimli siklik fonksiyonunu K-M yontemi kullanarak tahmin etmek tek bir
basarisizlik riski varken (hastaligin niiks etmesi) anlamli ve kullanisli olmaktadir. Fakat,
niiks disindaki basgka risklerin (TRM, komplikasyon) meydana gelmesi de ilgilenilen
konu oldugunda, K-M yontemi bu riskler arasindaki bagimliligi yansitmayacaktir.
Ciinkii, diger riskler sonucu meydana gelen Oliimler sansiirli goézlem olarak

diisiiniilecektir (Kaplan ve Meier 1958).

Cizelge 5.1 K-M yontemiyle hesaplanan sagkalim olasiliklari

Risk il K-M Yontemi
Hasta | izlem Altindaki | Niiks | Sanstrli
... | Olay . Gozlem
No suresi Birey Say1s1 Savisi
SaylSl Yy S]]{\’Aﬁ/[ksYok C[]]{V]\lf[ks
1 10 | Niiks 10 1 0 1x(9/10)=0.9 0.1
2 20" | Sag 9 0 1 0.9x(9/9)=0.9 0.1
3 35 | Niiks 8 1 0 0.9%(7/8)=0.7875 | 0.2125
4 40 | TRM 7 0 1 0.7875x(7/7)=0.7875 | 0.2125
5 | 507 | Sag 6 0 1 0.7875%(6/6)=0.7875 | 0.2125
6 | 55 |Niks 5 1 0 0.7875%(4/5)=0.63 | 037
7 70 | TRM 4 0 1 0.63x(4/4)=0.63 0.37
8 71 | TRM 3 0 1 0.63x(3/3)=0.63 0.37
9 80 | Niiks 2 1 0 0.63x(1/2)=0.315 | 0.685
10 | 90 | Sag 1 0 1 0.315x(1/1)=0.315 | 0.685
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5.1.2 Yarisan riskler yontemi

Hastaligin niiks etmesi nedeniyle meydana gelen oliimler ilgilenilen asil sonu¢ iken
oliime neden olan diger bir risk olan komplikasyonun (TRM) yarisan risk olarak goz
Oniine alindig1 durumlarda birikimli siklik fonksiyonunun tahmini 5.1.1 ile verilen K-M
yontemine benzer sekilde elde edilir. Tki yontem arasindaki farklilik, ¢ zamanina kadar

niiks goriilmemis bir hastada ¢ zamanindan sonra da niiks goriilmemesi olasiliginin

(Sar () yerine, (Sgy""" "1 (¢)) niiksiin ve komplikasyonun meydana gelmeme

olasiligmin kullanilmasidir (Prentice 1978, Kim 20007). Komplikasyonun varliginda, ¢

zamanina kadar niiks goriilmesi olasithgi CI*(¢) olarak gosterilir ve asagidaki gibi

hesaplanir.

CINF (t,)=0

i t, zamamndaki niiks sayist
Niiks Niiks NiiksYok ,KompYok.
Cleg (1) =Clcp (1) + Sk 3 (to)[ . J

t, zamaninda oncerisk altindaki birey sayisi

CIN® (1, =10)= 0+1[ij =0.1
10

CI (1) = CI (1) + S Wik Komp ok (1 t zanfanmdakz niiks sayist
t, zamaninda oncerisk altindaki birey sayisi
CIMNE (t, =20)=0.1+0. 9[3)} 0.1

\

CI" (¢, =90)=0.4825+0. 135((1)j 0.4825
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Hesaplamalar ¢izelge 5.2 ile 6zetlenmistir. Cizelgede, hastaligin niiks etmesi yarigsan
risk olarak disiintildiiglinde birikimli siklik fonksiyonunun tahminlerine de yer

verilmistir.

Cizelge 5.2 Yarisan riskler yontemiyle gore hesaplanan sagkalim olasiliklar

Yarisan Risk Yontemi

}Iiﬁl(;: Sansiirlii | Niiksiin Meydana TRM

TRM | £0zlem Gelmeme Niiks Yarisan Risk iken CI Yarisan

say1s1 say1s1 Olasilig1 Tahmini ik%:lél
Tahmini

1 0 1x(9/10)=0.9 0+1x(1/10)=0.1 0

0 1 0.9x(9/9)=0.9 0.1+0.9x(0/9)=0.1 0

1 0 0.9x(7/8)=0.7875 0.1+0.9%(1/8) =0.2125 0

1 0 0.7875x(6/7)=0.675 | 0.2125+0.7875x(0/7)=0.2125 | 0.1125

0 1 0.675x(6/6)=0.675 | 0.2125+0.675%x(0/6)=0.2125 | 0.1125

1 0 0.675%(4/5)=0.54 0.2125+0.675x(1/5)=0.3475 | 0.1125

1 0 0.54x(3/4)=0.405 0.3475+0.54x(0/4) = 0.3475 0.2475

1 0 0.405%(2/3)=0.27 0.3475+0.405x(0/3) =0.3475 | 0.3825

1 0 0.27x(1/2)=0.135 0.3475+0.27x(1/2) = 0.4825 0.3825

0 1 0.135x(0/1)=0.135 | 0.4825+0.135%(0/1)=0.4825 | 0.3825

Yarisan riskler yonteminde, K-M yonteminin aksine, kompliasyon sonucu o&len
hastalarda basarisizlik olarak sayilmaktadir. Sadece, sag kalan bireyler niiksiin meydana
gelmesi agisindan risk altinda olarak diistiniilmektedir. Bu nedenle, K-M ydnteminde

hesaplanan S;*"*(¢) olasiliklar1 her zaman, yarigan riskler ydnteminde hesaplanan

S puitokKomp 1ok~ gagiliklarindan daha biiyiik olmaktadir (Gooley vd. 1999).
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6. YARISAN RISKLER TEORISINDE BELIRLENEBILME PROBLEMI

Yarisan risklerin var oldugu durumlart ifade etmek i¢in yaygin olarak oOrtiik zaman

gosterimi kullanilmaktadir. (7],7,,...,7,) ’nin k tane riske maruz kalan bir bireyin (ya

da herhangi bir gbzlem biriminin) her bir riske karsilik gelen potansiyel sagkalim
zamanlarmin rasgele bir vektorii ve gdzlenebilen sagkalim siiresinin ise

T =min(7},7,,...,T,) olduguna boliim 3.2°de deginilmistir.

Yarisan riskler analizinde genellikle amag, (7,,7,,...,7,) ortlik basarisizlik zamanlarina
ait marjinal dagilimlarin ve ortak dagilimin elde edilmesi olabilmektedir. Bunun igin,
geleneksel yaklagim, sagkalim siiresini etkiledigi diisiiniilen risklerin varliginda gézlem
alip, bu risklerin bir kismu izole edilerek ¢ikarim yapma yéniindedir. Bu girisim, S,(7),

nedene Ozel sagkalim fonksiyonlarmin yardimiyla G ,(¢), marjinal sagkalim

fonksiyonlarin1 belirlemek olarak ifade edilir. Risklerin bagimsizligi durumunda,
marjinal dagilimlarin ve ortak dagilimlarin belirlenmesi asamasinda bir sorun yoktur.
Bagimsizlik durumunda, marjinal dagilimlarin carpimiyla ortak dagilim elde
edilmektedir. Yarigan riskler teorisindeki belirlenebilme problemi g6z Oniine

alindiginda, G,(¢) i¢in parametrik bir model varsaymmi gibi bir takim kisitlamalar

yapmadan, gozlemler yardimiyla elde edilen nedene 6zel fonksiyonlart kullanilarak

marjinal dagilimlarin belirlenmesi miimkiin olmamaktadir.

Belirlenebilme problemi, gézlemlerden elde edilen (T ,C ) ikilisinin ortak dagiliminin
(S,(0) veya F,(1)), (1,,T,,....,T;) Ortik sagkalim siirelerinin ortak dagilimini (G(#))

belirlememesi olarak ifade edilir (Cox 1959, Tsiatis 1975, Crowder 1991). Yani, ayni
nedene 6zel dagilm fonksiyonuna (S,(¢) veya F,(z)) sahip (7,,7,,...,T;) ye ait birden

fazla ortak dagilim fonksiyonu vardir. k=2 i¢in Cox (1959)’in ifade ettigi

belirlenebilme problemi, Tsiatis (1975) tarafindan genellestirilmistir.
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Eger bagimli bir model i¢in nedene 6zel sagkalim fonksiyonlart S, (¢) ise, ayni nedene

0zel sagkalim fonksiyonlarina sahip (6.2) ile gosterildigi gibi ifade edilen bir tek

bagimsiz model vardir.
* k *
G=]]G® (6.1)
j=l

G, (1), (3.29) ile verildigi gibi

G(t) = exp{—j. A (s)ds} (6.2)

bi¢imindedir.

Bu durum (T ,C ) gozlemlerine dayanarak hangi modelin dogru olduguna karar vermeyi

olanaksiz kilar. Asagidaki 6rnekler bu duruma 6rnek olarak verilebilir.

Ornek 6.1 Gumbel (1960), iki degiskenli iistel dagilim i¢in 6nerdigi ii¢ farkli formdan
ilki, kolayligr acgisindan bu Ornekte kullanilmigtir. Bu dagilim iki degiskenli {istel

dagillm R, ve R, olarak adlandirilan, k=2 tane basarisizlik nedeninin varlifinda,

(T1 , Tz) potansiyel basarisizlik zamanlarinin gercek ortak dagilimini gostersin.
G(t,,t,) = exp{-at, —a,t, —vit, } (6.3)

Burada o, >0, a, >0 ve bagimlilik parametresi olan v ise 0<v<AA, kosulunu
saglar. v=0 olmasi, 7, ve 7, arasindaki bagimsizhigi belirtir. R, ve R,’nin

basarisizlik nedenlerinden, herhangi birinin ortaya ¢ikmasi gozlenen basarisizligin tek
nedeni oldugu durumdaki (3.22) ile gosterilen gergek sagkalim fonksiyonlarr asagidaki

gibidir.
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G,(t) =exp{-ait}, o >0

G, (1) =exp{-ayt}, a,>0

(6.4)

(6.5)

(3.6) ile gosterilen, (T ,C ) ikilisinin dagilimindan elde edilen7 ’nin marjinal sagkalim

fonksiyonu ise
S;(¢) =exp {—(051 +a,)t— Vl‘z}

olarak ifade edilir.

j=1,2 i¢in (3.3) ya da (3.4) ile gosterilen nedene 6zel yogunluk fonksiyonlari

f.(0)= [(aj +vt, j)G(t)l =(a, +vt)S, (1)

ti=t,=t)

olarak bulunur. (3.2) ile tanimi verilen nedene 6zel sagkalim fonksiyonlari ise

S.(t)= T(aj +vs)exp(—(0¢l +a2)s—vs2)ds

=%[—exp(—(0!1 +a2)S_VSZ )]T—}-%(a}, —a3j)jexp(_(al +a2)S—VS2)dS

:%exp(—(al +a2)t—vt2)+%(aj —0537])(7z/v)]/2 CI){—(2V)”2 (t+( +a2)/2v)}

seklinde elde edilir. ifade de, @, standart normal dagilim fonksiyonudur.

a, = a, ise,

S.(1)= %exp(—(a1 +a2)t—vt2)
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seklinde nedene 6zel sagkalim fonksiyonunun daha basit bir formuna ulasilir. (3.12) ile

tanimlanan nedene 6zel hazard fonksiyonu ise

A)=a,+vt (6.10)
olarak bulunur ve buradan (3.16) ile gosterilen 7 ’ye iligkin marjinal hazard fonksiyonu
A ()= (a, +a,)+2vt (6.11)

seklinde elde edilir.

Bagimli modele karsilik gelen S, (1) = %exp (—(0{1 +a,)t—vt’ ), j=1,2 olarak bulundu.

Bu fonksiyonun gézlemlerden elde edilebildigine daha dnce deginilmisti. Tsiatis (1975)

‘in caligmasinda belirttigi lizere, bu fonksiyona karsilik gelen bagimsiz model,

G; ()= exp{—j (o, + vs)ds} =exp {—(a‘jt —vit? /2)} (6.12)
G'(f) = ﬁG_j (t) = exp{—(alt —vi* /2)~(a,t —vi* /2)} (6.13)
olacaktir.

Gortilmektedir ki, risklerin bagimli olmasi durumunda, bagimli (6.3) ve bagimsiz model

(6.13) birbirinin aymsi olmaktadir. Dolayisiyla, S,(#) fonksiyonundan yani

gbzlemlerden yola cikarak hangi modelin dogru oldugunu sdylemek olanaksizdir.

Gergek marjinal dagilim G, (r) =exp(-«,f), j=1,2 iken goézlemlerden elde edilen
dagilm S j(t):%exp(—(al+a2)t—vt2), Jj=12 olmaktadir. Dolayisiyla §,(¢) ne

marjinal dagilimi (G, (¢) ) ne de ortak dagilimi (G(¢,,1,,...,£,) ) belirlememektedir.
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Ornek 6.2 iki boyutlu bir sagkalim fonksiyonu (6.14) ile verilmis olsun.
G(t,.1,) = exp{l - at, — oyt — e/ | (6.14)

Burada, «,,a,>0 ve S, T, ve T, arasindaki bagmmliligi ol¢gmektedir. (3.27)
kullanilarak 4, (¢)

A,(t) = o, (1+ pel o)y (6.15)

olarak elde edilir. Nedene 6zel hazard fonksiyonu da, nedene 6zel dagilim ya da

sagkalim fonksiyonu gibi gézlem sonu elde edilen fonksiyonlardir.

Ikinci bir bagimli model asagidaki gibi verilmis olsun.

ap, (a+ap)t, ap, (a+ap)t
o, efrlarahy o ottt a)h
12 12 } (616)

G(1,t,) =expyl-at, —at, -
o +a2

Yine bu iki boyutlu sagkalim fonksiyonu ic¢in de, «,,a,>0dir ve S, I, ve T,

arasindaki bagimliligr ifade eder. (3.27) kullanilarak bu sagklaim fonksiyonu ig¢in de

asagidaki nedene 6zel hazard fonksiyonu elde edilir.
_ Blag+ay)t
A;(0)=a;(1+ pe ) (6.17)

Gortilmektedir ki, farkli iki bagimli model ayn1 nedene 6zel hazard fonksiyonuna

sahiptir. Yani, gozlemlere dayanarak 7] ve 7, ‘nin ortak dagilimi belirlenememektedir.

Her iki ornekten gorildiigi tizere, (7,C) ikilisinin dagihmu, (7,,7,,...,T,) ortik

sagkalim siirelerinin ortak dagilimini belirlememektedir. Belirlenebilme problemi
olarak adlandirilan bu problem yarisan risklerin varliginda bagimliligi modelleme

konusunda sikintilar yaratmaktadir.
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Yarigan riskler teorisinde klasik bir varsayim olarak risklerin bagimsiz olduklar

distinilmektedir. Bu varsayimdan hareketle, T,’nin marjinal sagkalim fonksiyonu
(G;(?)), nedene ozel sagkalim fonksiyonlari (S;(¢)) kullanilarak hesaplanabilmektedir.

Bagimsizlik durumunda (3.21) ile gosterildigi gibi
k

G(t,,ty,.t) =[G, () (6.18)
j=l

yazilabilmektedir. Bu esitlikten yola ¢ikarak,

G,()=G'(1) (6.19)
ve

A,(0)= h(t) (6.20)
olmaktadr.

Literatiirde belirlenebilme sorununa iliskin calismalar mevcuttur. Nadas (1971) iki
degiskenli normal dagilimda, Arnold ve Brockett (1983), iki degiskenli Makeham ve
pareto dagilimmin iki versiyonu i¢in belirlenebilme probleminin olmadigim
gostermistir. Ayrica, ¢alismalarinda dagilimlarin parametrelerinin agik ¢oziimlerini de
vermislerdir. Zheng ve Klein (1995), marjinal dagilimlar arasindaki bagimlhilig: ifade
eden kapula fonksiyonunun bilinmesi halinde, yarisan risklerin varliginda elde edilen

verinin marjinal dagilimlar1 belirlemede yeterli olacagin1 gostermistir.
Calismanin ilerleyen bdliimlerinde, basarisizligi ortaya ¢ikaran riskler arasindaki

bagimlhilik ortiik sagkalim stireleri arasindaki bagimlilik olarak ifade edilmis ve bu

bagimlilik yapisi Archimedean kapula fonksiyonlar1 yardimiyla modellenmistir.
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7. KAPULA FONKSIYONLARI VE ARCHIMEDEAN KAPULA AILESI

Sagkalim zamanlarinin bagimsiz rasgele degiskenler olarak diisiiniildiigli yarisan riskler
modeli {izerine, bioistatistik, ekonometri, medikal, demografik ve aktiierya literatiiriinde

bir¢ok arastirmaci tarafindan ¢aligmalar ortaya konmustur.

Sagkalim literatiiriindeki bazi ¢aligmalarda deginildigi gibi 7;,7,,...,7, ile gosterilen
sagkalim siireleri (basarisizlik zamanlar1) bagimli olmaya daha egilimlidir (Carriere
1994, Valdez 2001). Ornegin, Weir (2005)’in kronik bébrek rahatsizlig1 (chronic kidney
disease-CKD) olan hastalarda, CKD ile kardiyovaskiiler rahatsizliklar (cardiovascular
disease CVD) arasindaki iliskiyi arastirdigi calismasinda, CKD’nin varligmin CVD
riskini arttirdigini gozlemlemistir. Yani, hasta i¢cin CVD riskinden 6liimiin meydana
gelmesi, CKD riskinden 6liimiin meydana gelmesinden bagimsiz degildir. Ayni sekilde,
Lobo (2008) calismasinda, Alzheimer hastaligi, diyabet, kardiyovaskiiler hastaliklar
arasindaki iligkileri ortaya c¢ikarmak amaciyla, genler arasindaki etkilesimleri
(bagimlilik yapis1) arastirmistir. Tip literatiirdeki bu tipteki gibi ¢alismalarin amaci,
belli bir hastaliktan meydana gelebilecek oliimleri azaltmanin ya da tamamen ortadan
kaldirmanin, diger iligkili hastaliklardan meydana gelecek 6liim oranlarini anlamli bir
bigimde iyilestirip iyilestirmedigini arastirmak olabilmektedir. Bu durum, sagkalim
siireleri kullanilarak ifade edilirse, birbirini tetikleyen hastaliklara iliskin sagkalim

stirelerinin bagimliliginin arastirilmasi ve modellenmesi anlamina gelmektedir

David and Moeschberger (1978), Elandth-Johnson and Johnson (1980), Bowers vd.
(1997), Salinas-Terrs vd. (2002), Bryant ve Dignam (2004), Zheng ve Klein (1994,
1995) gibi caligmalarda ise birbiriyle iligkili sagkalim fonksiyonlarinin tahmini i¢in

istatistiksel yontemler iizerine ¢caligmustir.

Yarigan riskler teorisinde genellikle basarisizlik siirelerinin istatistiksel olarak
birbirinden bagimsiz oldugu varsayilir. Bagimsizlik varsayimi altinda, model kolaylikla
olusturulmakta ve istatistiksel ¢ikarimda karsilagilacak belirlenebilme sorunu ortadan

kalkmaktadir. Bununla birlikte, Carriere (1949), Makeham (1874), Seal (1977) gibi bazi
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uygulamaci, akademisyen ve arastirmacilar bu varsayimin gergekei olmadigini

vurgulamiglardir.

Yarisan risk modellerinde, bagimlilik durumu g6z oniline alindiginda, genel yaklasim
kapulalarin kullanilmasidir. Literatiirde, kapulalarin kullanildig1 ¢alismalar mevcuttur.
Oakes (1989) calismasinda, 109 kanser hastasina uygulanan iki farkli kemoterapi rejimi
sonunda elde edilen sonuglar1 Archimedean kapula kullanarak degerlendirmistir. Shih
ve Louis (1975), HIV viriisii ile enfekte olan hastalardan elde edilen verilerin analizini
Clayton kapula, pozitif duragan zayiflik (positive stable frailities), Frank kapula
kullanarak yapmistir. Zheng ve Klein (1995), non-Hodkings lenfoma hastalarinin yer
aldig1 klinik denemelerden elde edilen verilerin modellenmesi i¢in kapula yaklagimini
kullanmistir. Medikal olmayan alanda ise, Hougaard (1987) makine bozulmalarminin
dagilimini incelemek icin pozitif duragan kapulanin yarisan risklerin modellenmesinde

nasil kullanildigini arastirmistr.

Yarisan risk modeli, baz1 ¢aligmalarda ozellikle aktiieryal bilimlerde, ¢oklu azalan
modeli (multiple decrement model) olarak adlandirilmaktadir. Elandth-Johnson (1976),
basarisizlik zamanlarinin bagimliligi varsayimi altinda yarisan riskler modelinin goz
oniine alindig1 ilk calismalardandir. Daha sonra, Yashin vd. (1986) ile konuyla ilgili
calismalar devam etmistir. Daha glincel olarak, Carriere (1994), Escarela ve Carriere
(2003) iki basarisizlik zamam arasindaki bagimliligi iki boyutlu kapula ile

modellemistir.

7.1 Kapula Kavram ve Ozellikleri

Rasgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini modellemek ve ortak dagilim
fonksiyonunu olusturmak i¢in kapula fonksiyonlari kullanigh araglardir. Kapula,
marjinal dagilimlar1 ortak dagilimi olusturmak amaciyla iliskilendiren bir fonksiyondur.
Bagimlilik yapisini yani ortak dagilimi kapula fonksiyonlar1 kullanilarak belirlemek
marjinal dagilimlarin se¢iminden bagimsiz olarak yapilabilmektedir. Bu nedenle kapula,

bagimlilig1 modellemek i¢in gercek¢i ve daha az kisitlayici bir aragtir.
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Yarigan riskler teorisinin gercek yasamdaki uygulamalarinda birbirine bagimli ikiden
fazla riskin oldugu durumlar yer almaktadir. Buna karsin, iki boyutlu kapula teorisinin
dogrudan ¢ok boyutlu duruma genisletilememesi c¢ok boyutlu kapula teorisinin
uygulanabilirligi agisindan bir sorundur olusturmaktadir. Sklar (1959)’in ¢alismasinda
yer alan temel sonuglara ragmen cok boyutlu kapulalarin olusturulmasinda hala agik
problemler yer almaktadir. Ornegin, kapula parametresinin tahmin edilmesi icin
kullanilan Kendall’in tau ve Spearman’in rho iligki katsayisi gibi iki boyutlu dlgiilere
karsilik gelen ¢ok boyutlu bir bagimlilik 6Sl¢iisiiniin olmamasi ¢ok boyutlu kapula
teorisinde parametre tahmini agik bir problemdir. Bu durumun varligi ¢ok boyutlu
kapulalar1 daha az cazip hale getirmektedir. ikiden fazla riskin bagimliligin kapula ile
modellendigi c¢alismalarda kapula parametrelerine iliskin varsayimlar yaparak
modellemeler yapilmistir (Kaishev 2007, Dimitrova 2009). Calismada, kapula
parametresinin tahmininin elde edilmesi i¢in Kendall’in tau katsayisina dayanan tahmin
yonteminin yani sira en ¢ok olabilirlik yontemine de yer verilmistir. Ancak, ¢ok boyutlu
durumda parametre tahmin problemi calisma kapsamina alinmadigindan iki boyutlu
kapulalar ile calistlmistir. Ayrica, calismada kapula parametresinin Kendall’in tau
katsayma dayanan ve aslinda momentler tahmin yontemiyle elde edilen tahminleri ile en
cok olabilirlik yontemine gore elde edilen tahminlerinin karsilastiriimasi

amaglandigindan iki boyutlu kapulalar ¢aligmanin konusunu olusturmustur.

Tamm 7.1 iki boyutlu kapula, asagidaki ézellikleri olan ve C :[0,1]2 —[0,1] seklinde

bir fonksiyondur.
1. Her u[0,1] i¢in C (0,u) =C (u,0)=0
2. Her ue[0,1] i¢in C (u,l)=u ve C (Lu)=u
3. u, <v ve u, <v, olan her (u,,u,),(v,,v,) €[0,1]x[0,1] igin

C(v,v,)-C (vl’uZ)_C (u19v2)+c(u19u2)20
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Sklar’in teoremi ile ‘Copula’ kelimesinin kullanimi ag¢iklik kazanmaktadir. Sklar (1959)
bu terimi ‘¢ok boyutlu dagilimi kendi tek boyutlu marjinali ile iligskilendiren (baglayan)’
fonksiyonu adlandirmak icin kullanmistir ve Copula terimi matematik literatiiriinde ilk

kez Sklar (1959)’da goriilmiistiir.

Sklar (1959), C bir kapula fonksiyonunu U €(0,1) olmak iizere, U,,U, igin bir ortak

dagilim fonksiyonu olarak ifade etmistir.
C (u,u,)=P{U, <u,,U, <u,} (7.1)
Buna gore Sklar teoremi asagidaki gibi ifade edilebilir.

1,,T,, swastyla, F(¢), F;(t,) siirekli dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler

olsun. Sklar (1959) teoremine gore, ortak dagilim fonksiyonu F(#,%,)’yi tanimlayan

tek bir C kapula fonksiyonu vardir ve asagidaki gibi ifade edilir (Sklar 1959).
F(tlatz) :C(Fi(tl)an(tz)) (7.2)
(7.1) goz 6niine alindiginda, U,,U, marjinal dagilimlar segilirse,

U, —F(t), U, > F(t,) (1.3)

F(t,,t,)=P{T, <1,,T, <t,}
=P{K(T) < K), K(L) S K1)
=C (E(tl)aF;(tz))

(7.4)

olur.

Sklar (1959) bu ifadenin tersinin de dogrulugunu gostermistir. C iki boyutlu

bir kapula fonksiyonu ve F(t,), F,(¢,) siirekli marjinal dagilimlar olmak iizere,
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(T,,T,) rasgele vektoriniin ortak dagilimi, (F(#), F,(f,)) rasgele vektoriiniin ortak

dagilimi ile ifade edilebilir.

P{F,(I) < F(t).F,(T,) < F,(1,)}

P{L<F'(t).T,<F,'(t1,)}

P{T, <1,,T, <t,}

F(,t,) (7.5)

C {F(t).Fy(t,)}

olur.

Yaygin olarak bilinen kapula fonksiyonu 6rnegi ¢arpim kapulasidir. Carpim kapulasi

asagidaki gibi ifade edilir.
2

C(F (). F(6))=Ft.6) =] F) (7.6)
j=1

Ayrica, C(F(t),F,(t,))=min(F(¢),F,(¢,)) olarak tanimlanan kapula da bir diger

ornek olarak gbéz Oniine alinabilir. Daha bir¢ok kapula 6rnegine cesitli referanslardan

(Nelsen 2006) ulasmak miimkiindjir.

Marjinal dagilim fonksiyonlari ile ortak dagilim fonksiyonu arasinda kapula fonksiyonu
ile kurulan iligkinin bir benzeri, marjinal sagkalim fonksiyonlar1 ile ortak sagkalim

fonksiyonu arasinda da kurulabilir (Sklar 1959).

Buna gore, (Tl,Tz) ’ye ait ortak sagkalim fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.

S(t,t,) =PI, >1,,T, <t,)
=1=F )+ F )+ Ft,.1) (7.7)
=8,(t)+8,(t,) -1+C (1-5,(1)),1-5,(1,))

& [O,l]2 - [0, 1] olan bir 0 fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin.
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é(u,v):u+v—1+C(1—u,1—v), u,ve(O,l) (7.8)

Sklar (1959) teoremine gore C de bir kapuladir ve ortak sagkalim fonksiyonu bu

kapula fonksiyonu kullanilarak
S(.1,)=C (5,(5).5,(t,)) (7.9)
olarak yazilir. Burada, C sagkalim kapulasi olarak adlandirilir.

C =C esitligi sadece eliptik kapulalar icin gecerlidir. Bu tiir kapulalara 6rnek olarak,
Frank, Student t kapulasi, Normal kapula verilebilir. Bu tiir kapula fonksiyonlar
kullanildig1 takdirde, kapula ya da sagkalim kapulasi ile ¢alismak aynidir.

Kapula yaklagimini kullanarak, farkli araliklardaki farkli iliskiler modellenebilir.
Bagimlilik yapisinin belirlenmesinde kapula fonksiyonunun kullanilmasinin bir takim

getirileri vardir. Bu getiriler asagidaki gibi 6zetlenebilir.

1. Kapula marjinal dagilimlarin ve ortak dagilimin yani bagimlilik yapisinin ayri

ayr1i modellenmesine olanak tanir.

2. Kapula fonksiyonu, bagimliligin derecesini ve ayni zamanda bagimliligin
yapisinin elde edilmesini saglar. Dogrusal korelasyon, kuyruk bagimliligt i¢in
bilgi vermezken, kapula fonksiyonu asimetrik bagimlilik hakkinda bilgiye

ulagmaya olanak tanir.
3. Kapulalar, artan ve siirekli doniisiimler altinda degismezdir. Ornegin, kapula
ile ifade edilen bir bagimlilik yapisi, logaritmik donlisim altinda degismez.

Buna karsin, korelasyonlar sadece dogrusal doniisiimler altinda degismezdir.

Cok boyutlu dagilimlarin modellenmesinde ¢ok kullanish bir ara¢ olan kapula ailesinin

belirlenmesi 6nemlidir. Kapula ailelerinden, matematiksel 6zelliklerinin avantajlar1 ve
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sagkalim tipi verilerin modellenmesine uygunlugu goz Oniine alinarak Archimedean
kapula aileleri incelenmis ve bagimliligin modellenmesinde bu aileler tercih edilmistir

(Oakes 1989).

7.2 Bagimhhik Kavram ve Kuyruk Bagimhhgi

Rasgele degiskelerin arasindaki bagimlilik, karsilik gelen c¢ok boyutlu dagilimin
kapulas1 tarafindan tiimiiyle karakterize edilir ( Deheuvels 1978, Schweizer ve Wolf
1981). Buna karsin, ‘iligkili sagkalim siireleri’ ifadesi i¢in korelasyon ol¢iisiinii
kullanmak yaygindir. iki degisken arasindaki bagimlilig1 anlatmak icin iliski katsayisini
(Pearson ‘in iligski katsayis1) kullanmak geleneksel bir yoldur (Hougaard, 2000).
Pearson’in iligki katsayisi, rasgele degiskenlerin ortak dagilimimin normal oldugu
durumlarda bagimliligin uygun bir dl¢iistidiir. Sagkalim siirelerinin dagiliminin normal
dagilmadig1r g6z oniline alindigina, Pearson’in iligki katsayisi sagkalim modellerinde
bagimliligin acgiklanmasi i¢in uygun bir Ol¢li olmamaktadir. Spearman’in rho ve

Kendall’1n tau iliski katsayis1 bagimliligin agiklanmasi i¢in daha uygun dl¢iilerdir.

Kapula fonksiyonu 7] ve 7, rasgele degiskenleri arasindaki tiim bagimlilig1 g6z oniine
almaktadir. g, ve g, , 7} ve T, nin tanim aralig1 lizerinde kesinlikle artan iki fonksiyon
olsun. g,(7)) ve g,(7,) doniisimleri 7; ve 7, ile ayni kapulay1 vermektedir (Schweizer
ve Wolff 1981). Baska bir deyisle 7] ve 7, ’nin birlikte hareketi kapula tarafindan ortaya

konmaktadir. Ayrica, iki standart parametrik olmayan korelasyon 0l¢iisii Spearman’in
rho ve Kendall’in tau iliski katsayis1 kapula fonksiyonu kullanilarakta ifade
edilebilmektedir (Schweizer ve Wolff 1981).

11
P, (1, T,) =12 [C (u, 20,)du,du, =3 (7.10)
00

11
o(T,, 1) =4[ [C (w0, du, ~1 (7.11)
00
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Kendall’nin 7 ve Spearman’nin p iliski katsayilari, birlikteligin genis capli dl¢iileri
olmasinin yaninda, baz1 durumlarda daha lokal bagimliliklar1 da 6lgmek daha yararh
olmaktadir. Diger bir ifadeyle kuyruk bagimlilig1 hakkinda bilgi edinmek amaglanabilir.
Kuyruk bagimliligi sagkalim tipi verilerin modellenmesinde 6nemli bir kavramdir.
Ciinkii (7],7,) sagkalim siiresi vektoriiniin (0,0) ve (o0,00) limit durumlarindaki

[3

davranmisin1 gostermektedir. Ayni zamanda, bu limit durumlari, ¢ ani ortak basarisizlik

(6liim)’ ve ‘uzun donem ortak sagkalim’ durumlarini ifade etmektedir.
C iki boyutlu bir kapula ise ve

liml—2u +C (u,u) _

u—1 l_u

2, (7.12)

olarak tanimlanan limit var ise, A4, € (0,1] ise, C st kuyruk bagimliligina sahiptir.

A, =0 ise, kuyruk bagimliligina sahip degildir.

Benzer olarak,

Jim & (1)

] =/, limiti var ise ve, A, € (0,1] ise, C alt kuyruk bagimliligina sahiptir.
u— u

A, =0 ise, kuyruk bagimliligina sahip degildir.

Yukaridaki tanimlamalar asagidaki gibi aciklanabilir. 7, ve 7, iki sagkalim siiresi

olsun. 4, asagidaki fonksiyonun limit degeri olsun.

Ay ) =Pr{T, > F' )| T, > F ' ()}
1-2u+C (u,u) (7.13)
Bl 1-u

Ayni seklide 4, (u) igin,
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A ) =Pr{T, <F'w)|T, < F ' (w)}
_Cuu) (7.14)

u

olsun.

Ay, T, rasgele degiskeninin ¢, = F,'(u) ‘degerinden biiyiik oldugu bilindiginde, 7,
rasgele degiskeninin ¢, = F,'(u) degerinden bilyiik olma olasiligin1 vermektedir.

Benzer agiklama, 4, igin de yapilabilir. Dikkat edilmelidir ki, 4, ve A, degerleri sadece

kapula fonksiyona baglidir, marjinal dagilimlardan bagimsizdir.

7.3 Archimedean Kapula Ailesi

Archimedean kapula ailesi literatiirde, cok boyutlu dagilimlarin tek boyutlu olarak ifade
edilmesine olanak tanirken kolaylik saglayan bazi matematiksek 6zelliklerinden dolay1
oldukga &nemli bir yere sahiptir (Genest ve Mackay 1986b). Ornegin, Gaussian kapula
kuyruklardaki bagimliligin modellenmesinde, Student t kapula asimetrik kuyruk
bagimliliginin modellenmesinde yeterli olmazken, Archimedean kapula sinifi, iist ve alt

kuyruk bagimliligin modellenmesinde olduk¢a kullanighh modeller icermektedir.

Kapulanin iiretici fonksiyonu olarak adlandirilan ¢:[0,1] — [0,c0] fonksiyonu asagidaki

Ozelliklere sahip bir fonksiyondur.

1. p(1)=0

2. 9(0)=o0

3. Tim ¢ € (0,1) i¢in, ¢'(¢) <0 dur.
4. Tim ¢ € (0,1)1i¢in, ¢"(z) > 0 *dir.
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¢ fonksiyonunun tersi vardir ve ¢ :[0,00] —>[0,1] bi¢iminde tanimlamr. ¢~

fonksiyonu ¢ (0)=1 ve ¢ '(0) =0 &zellikleri harig, ¢ fonksiyonu ile ayn1 6zelliklere

sahiptir. Buna gore, bir kapula eger asagidaki bicimde yazilabiliyorsa, Archimedean

kapula olarak adlandirilir. Uretici fonksiyon, Archimedean kapulayi tek olarak belirler.
Cy()=¢" [p)+9()], uve(0.1) (7.17)

Teorem 7.1 X ~U(0,1) ve Y ~U(0,1) olsun. X ve Y ’nin bagimlilik fonksiyonu

(dependency function) C (x,y) asagidaki gibi tanimlansin (Genest ve Rivest 1993).

C (%) =¢"p(x)+9(»)} (7.18)

¢, yukaridaki 6zelliklere sahip bir fonksiyon olmak iizere asagidaki tanimlamalar
yapilsin.

HX)

U900 +40) 719
Z=C(X,Y) (7.20)
i(z)zﬁ, 0<z<1 (7.21)
(2)
Buna gore,
a) U~(0,1)
b) Z~K(z)

¢) K(z)=z—-A(z) olmak iizere (0,1)arahginda tanimlidur.

d) U ve V bagimsiz rasgele degiskenlerdir.
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Gergekte, (a), (b) ve (c) oOzelliklerini saglayan ¢ fonksiyonunun varligt tim tanim

araligi boyunca C (x, y)=¢_1{¢(x)+¢( )} fonksiyonun varhigini gosterir (Genest ve
Rivest 1993).

Ilerleyen béliimlerde, Z =C (X,Y) nin dagilim olan K(z)’nin, X ve Y ikilisinden
elde edilen rasgele orneklemden parametrik olmayan tahminin nasil elde edilecegi
gosterilecektir. C (X,Y) ’nin Archimedean kapula oldugu g6z oniine alinirsa K (v) 'nin

tahmini, iki boyutlu dagilim fonksiyonun tahmini anlamina gelmektedir. Cilinkii ¢

fonksiyonuna
¢z _
’C) =z—-K(z) (7.22)

diferansiyel denklemi ¢oziilerek ulasilabilir. Bu denklemin ¢6ziimii ise,
1
z)=ex ——dty, 0<z, <1 7.23
#(2) p{zjoﬂ(t) } ; (7.23)

olmaktadir.

Burada (7.22) ile gosterilen fonksiyon, A fonksiyonu olarak adlandirilir ve asagidaki

gibi gosterilir.

=29 _ k(.
/1(2,9)—¢'(Z) z—K(z;0) (7.24)

A fonksiyonu, her iki boyutlu kapula ailesini karakteristigidir. Bu calismada, bu

fonksiyona ait grafikler ¢izdirilerek yorumlar yapilmsitr.
Archimedean kapulalar, Archimedean aksiyom o6zelligini saglamasindan dolayr bu

isimle adlandirilmaktadir ve ilk olarak Ling (1965) c¢alismasinda bu kapula

fonksiyonlari i¢in Archimedean kapula terimi kullanilmistir. Archimedean kapula sinifi,
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Gumbel (Gumbel 1960), Ali-Mikhail-Had-Thélot (Ali, Mikhail ve Hog 1978), Clayton
(Clayton 1978, Cook-Johnson 1981,0akes 1982), Frank ( Frank 1979, Nelsen 1986,
Genest 1987), Hougaard (1987) gibi kapula fonksiyonlarini icermektedir. Oakes (1982)
calismasinda, bagimlilik s6z konusu olunca, Archimedean kapulalarin iki boyutlu
sagkalim tipi verilerinin modellenmesinde 6nemli bir ara¢ oldugunu ortaya koymustur.
Archimedean kapulalarin temel 6zelliklerini, yakinsama sonuglar1 Genest ve MacKay
(1986b)’ 1n calismasinda incelenmis ve ortaya konmustur.

Archimedean sinifina ait baz aileler, farkli yapidaki bagimliliklar1 ortaya koymada ¢ok
kullanighdir. Aynt zamanda Spearman’nin tho ve Kendall’in tau iliski katsayilari ile
iliskilendirilebildiginden uygulamada Archimedean kapulalar tercih edilmektedir. Bu
ailelere 6rnek olarak, Gumbel, Clayton ve Frank kapulalar1 6rnek olarak verilebilir.

Caligsmada, yukarida bahsedilen 6zelliklerinden dolay1 bu kapulalar ile ¢aligilmustir.

Cizelge 7.1 ile calismada kullanilan Gumbel, Clayton ve Frank kapulalari, bu kapulalara

ait liretici fonksiyonlar gosterilmistir.

Cizelge 7.1 Calismada kullanilan iki boyutlu Archimedean kapulalar

Kapula
Aile parametre . ‘
uzayl Iki boyutlu kapula fonksiyonu
Gumbel 0>1 C (”1’”2) = exp[-[(- In ”1 )9 +(= In uz )9]1/0]
Clayton 0>1 C (upuin) = ()0 4y ? —1y71?
-0 —Ouy —Ou,
1 I-e —-(1-e l-e
Frank | . C(ul’MZ):(_E)ln{[( ) ((1_6—0))( )]}

Gumbel kapulada, & =1 durumu bagimsizlig1r gosterir ve € — oo durumu ise giiclii
bagimliliga isaret etmektedir. Gumbel kapulanin asimetrik bir yapiya sahip olmasindan

dolay1 kuyruk bagimliligin1 yorumlamada kullanighidir. Gumbel kapula ile modellenen
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gozlemler i¢cin sag kuyruk bagimliligi yorumlanmalidir. Yani, Gumbel kapula ile
modellenen iki boyutlu rasgele degiskenler, birlikte artis gostermeye birlikte azalis
gostermekten daha yatkindir. Gozlemler kiiclik degerler icin diisiik korelasyona ve
yiiksek degerler icin yiiksek korelasyona sahip ise bu tiir gézlemleri Gumbel kapula ile

modellemek dogru bir tercih olmaktadir.

Archimedean kapula ailesine ait bir diger asimetrik kapula ise Clayton kapuladir.
Gumbel kapulanin aksine, Clayton kapula i¢in sol kuyruk bagimlilig1 dikkate alinmali
ve yorumlanmalidir. Birlikte azalis gostermeye, birlikte artis gostermekten daha egimli

olan gozlemler Clayton kapula ile modellenebilmektedir.

Asimetrik olan Gumbel ve Clayton kapulalarindan sonra Archimedean kapula ailesine
ait ve simetrik olan bir kapula Frank kapulasidir. Diger iki kapuladan farkli olarak
Frank kapula ile negatif bagimliligin da modellenebilir olmas1 ve genis bir parametre
uzayina sahip olmast Frank kapulay1 uygulamada tercih edilir yapmaktadir. Bagimlilik
Frank kapula icin iki kuyrukta da simetriktir. Kuyruklarda bagimlilik zayiftir ve
buralarda yer alan olaylar sifir olasilikla meydana gelmektedir. Frank kapulada giiglii
bagimlilik dagilimin ortasinda yer almaktadir. Frank kapula ile modellenebilen

gozlemler ¢ok giiclii pozitif ya da ¢ok gii¢lii negatif bagimliliga sahiptir.
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8. iKi BOYUTLU ARCHIMEDEAN KAPULA FONKSiYONUNUN TAHMINi

Bir rasgele vektore ait ortak dagilim fonksiyonunun, marjinal dagilim fonksiyonlar1 ve
kapula fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi ifade edildigine onceki bolimde

deginilmisti.

F(t,t,,....1,) =C (F (1), E(,),..... F. (1)) (8.1)

(8.1) ifadesini yazabilmek i¢in kapula fonksiyonunun ve marjinal dagilimlarin ayr1 ayri
bilinmesi gerekmektedir. Cogu kez marjinallerin Onceden biliniyor oldugu
varsayllmaktadir. Buna karsin kapula fonksiyonun belirlenmesi marjinal dagilimlardan
bagimsiz oldugu goz oniine alindiginda marjinallerin 6nceden biliniyor olmasinin bir

getirisi olmamaktadir (Genest ve Rivest 1993).

Bu calismada, yarisan riskler arasindaki bagimliligin - Archimedean kapula ile
modellenebilecegi varsayilmis ve bagimliligi modelleyecek olan Archimedean kapula
fonksiyonun tahmini lizerinde ¢alisilmistir. Bu amagla, iki boyutlu Archimedean kapula
fonksiyonun parametrik olmayan tahmininin elde edilmesi i¢in Genest ve Rivest’in
(1993) ‘in oOnerdigi parametrik olmayan yontem esas almmistir. Genest ve Rivest
(1993), bu yontemde iki boyutlu rasgele degiskenin ortak dagiliminin iki boyutlu
Archimedean kapula fonksiyonlarindan sectigi aday kapulalardan biriyle
modellenebildigi varsaymis ve Orneklemden elde ettigi ampirik dagilimin aday
kapulalardan hangisine yakin oldugunu arastirmistir. Veriden elde ettigi ampirik
dagilma en yakin olan aday kapula ile ortak dagilimi tahmin etmistir. Bu tahmin
stirecinde, oncelikle marjinal dagilimlarin daha sonra da her aday kapula i¢in kapula
parametresinin tahminine ihtiya¢ vardir. @ kapula parametresi (birliktelik parametresi-
association parameter) Genest ve Rivest (1993)’in c¢alisgmasinda Kendall’in iligki
katsayis1 kullanilarak momentler tahmin yontemine gore tahmin edilmistir. Bu
calismada, aday kapulalarin birliktelik parametreleri ise en c¢ok olabilirlik yontemi
kullanilarak tahmin edilmistir. Ayrica, calismada Kendall’n iligki katsayisina dayanan
yontem ve en ¢ok olabilirlik yontemi ile elde edilen tahminlerin karsilastirildigi bir

simiilasyon caligsmast da yapilmistir. Calismada, verinin Archimedean kapula ailesine
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ait olan Gumbel, Clayton ve Frank kapulalarindan biri ile modellenebildigi varsayilmis
ve bu aday kapulalar arasindan verideki bagimlilik yapisini en iyi modelleyen

Archimedean kapula fonksiyonu tahmin edilmistir.

Archimedean kapula sinifina ait bir kapula fonksiyonu daha 6nceki boliimlerde (8.1) ile

gosterildigi gibi

C,u,v)=¢"' [¢u)+4(v)] (8.2)

bi¢iminde ifade edilmekteydi. Bu fonksiyon, [O, 1] araliginda tanimli olan

k(@y=1-20 (8.3)

9'(t)

fonksiyonu ile tek boyutlu olarak belirlenebilmektedir. Bu 6zelligi nedeniyle,

Archimedean kapula ailesi matematiksel olarak birgok kolaylik saglamaktadir. ¢(¢) 'nin
dogas1 geregi, K(¢t) fonksiyonu (0,1) araliinda tanimli olan bir dagilim

fonksiyonudur.

FX,Y)=CcU,V)=Z (8.4)
olarak ifade edildiginde,

K(z)=P[F(X,Y)<z]=P[C{F,(X),F,(Y)}<z] (8.5)
olarak tanimlanir.

Cizelge 8.1°de caligmada kullanilan Archimedean kapula aileleri karsilik gelen iiretici

fonksiyonlar1 ve dagilim fonksiyonlar1 gosterilmistir.
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Cizelge 8.1 Calismada kullanilan Archimedean kapulalarin dagilimi

Alle | 4 ') k@=z:-2¢
$'(z)

9 6-11 (zInz)

Gumbel (—=Inz) —0(~Inz) — | g7

z 0
(ZH+1 B Z)
Clayton 2_9 -1 —92_0_1 z—
0

-0z
-0z e -1
-1 0 In—5—

Frank “ —0

ne_g_l 107 . ee -1 (602_1)

8.1 Birliktelik Parametresinin Tahmini

Rasgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapis1 parametrik kapulalar tarafindan
modellenebilmektedir. Bu kapulalar tek bir parametre ile belirlenebildigi gibi bir
parametre vektori ile de belirlenebilmektedir. Bagimlilik ya da birliktelik parametresi
olarak adlandirilan bu parametre(ler) bagimliligin derecesini gostermektedir. Bu
calismada kullanilan Archimedean kapula ailesinden olan, Clayton, Gumbel, Frank

kapulalar1 tek parametre ile belirlenen kapulalardir.

Bagimlilik parametresinin tahmini, gozlemlerin siralamasi (rank) temel alinarak elde

edilebilir. Bu yontem Kendall’nin tau iligki katsayisini kullanmaktadir.

8.1.1 Kendall’1n tau iliski katsayisi ile tahmin

Gozlemlerin siralanmasi temeline dayanan énemli bir bagimlilik 6lgiisii Kendall’in tau

iligki katsayisidir. Bu katsay1 6rneklemden asagidaki gibi tahmin edilir.

-1 (8.6)
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P ve O, sirastyla birbiriyle uyumlu (concordant) ve uyumsuz (discordant) ciftlerin
sayisidir. Burada, (X, - X, )(¥;-Y;)>0 ise (X,,Y) ve (X,Y;) gbzlem cifti biribiriyle
uyumlu, tersine (X; — X ;)(¥,—Y,) <0 ise birbiriyle uyumsuz olara diigtiniilir. X' ve ¥
nin siirekli oldugunun varsayimu altinda, (X, —X,)(¥;,—Y,)=0 degerini sifir olasilikla

almaktadir.

Kendall’imm tau degerine dayali parametre tahminindeki fikir momentler tahmin
yontemine dayanmaktadir. Archimedean kapula ailesi ile Kendall’in tau iliski katsayis1

arasindaki iliski asagidaki gibi ifade edilir (Genest ve MacKay 1986a,1986b).

1

(X,Y)=4E(Z)-1=1+ 4jz(z)dz (8.7)
0

Kendall’1n tau katsayisinin 6rneklemden tahmini ise,

7,(X,Y)=4E(Z)-1=1+ 4j A,(2)dz (8.8)

olarak elde edilir. Burada, Z, (8.4) ile ve A(z) ise (7.24) ile gosterildigi gibidir. Z ve
A,(z) ise bu ifadelerin 6rneklemden elde edilen tahmin degeridir. Bu ifadelerden yola

cikarak momenler tahmin yontemine gore Kendall’in tau iligski katsayis1 kullanilarak

birliktelik parametresi @ ’nin tahmini elde edilir.

Kendall’in tau degeri kullanilarak elde edilen tahmin edici verilerin zayif bagimlilik
gosterdigi durumda iyi sonuglar vermekte, yiiksek bagimlilik ya da zayif bagimsizlik
durumlarinda iyi sonuglar vermemektedir (Phelps ve Weissfeld 1997). Bu nedenle,
uygulamaci yiiksek bagimlilik ya da zayif bagimlilik olan durumlarda tahmin yontemini
secerken dikkatli olmalidir. Buna karsin hesaplama kolaylig1 agisindan ve marjinal
dagilimlarin bilinmesine gerek duymayan bu parametrik olmayan yaklasim bir ¢ok
calismada tercih edilmektedir. Cizelge (8.2) ile ¢alismada kullanilan Archimedean
kapula ailesine ait kapulalarin parametresi ile Kendall’in tau iliski katsay1 arasindaki

iligki 6rneklendirilmistir.

76



Cizelge 8.2 Calismada kullanilan Archimedean kapulalar ile Kendall’in tau katsayisi
arasindaki iliski

Aile 0 deger kiimesi T
Gumbel 0 e[1,) 90_1
[
d¢e|0,
Clayton e[0,) o
4
Frank 0 & (o0, +0) - [1 - D, ((9)]

X tn

D,(0), Debye fonksiyonudur ve D, (x) = nn I = dt, n>0 olarak tanimlanmaktadir.
e —

0

8.1.2 En ¢ok olabilirlik yontemi ile tahmin

Kapula parametresinin tahmin problemi bir¢ok aragtirmacinin ilgisini ¢ekmistir (Genest
ve Rivest 1993, Genest vd. 1995, Joe 1997). Ozellikle parametrenin ¢ok boyutlu oldugu
durumlarda momentler tahmin yontemine iyi bilinen bir alternatif en ¢ok olabilirlik

yontemidir ve bu yontem daha etkin tahmin ediciler sunmaktadir.

iki boyutlu ortak dagilim fonksiyonu kapula fonksiyonu ve marjinalleri yardimiyla

asagidaki gibi yazilabilmektedir (Sklar 1959, Sklar 1973).
F(x,,x)=C (F(x;a,), F,(x;2,);0) (8.9)

Buna gore, (8.9) ifadesi icin tahmin edilecek parametreler marjinal dagilimlarin
parametreleri ve kapulaya ait parametredir (ya da parametre vektorleridir). Tam en ¢ok
olabilirlik (full maximum likelihood, FML) yaklagimi kullanilarak, tiim parametrelerin
es anli tahmini elde edilebilir (Joe 1997). Genellikle elde edilen skor fonksiyonlarinin
dogrusal olmamasi ¢6ziimii zahmetli kilmaktadir. Buna karsin bilgisayar programlari

yardimziyla bu fonksiyonlar ¢oziiliip tahminler elde edilebilmektedir.
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Parametrelerin tahmin edilmesine iligkin alternatif bir yontem ise asagidaki gibi
aciklanabilir. Bu yontem, kapula fonksiyonunun marjinallerden bagimsiz olma

6zelligini kullanmaktadir.

Sklar’in teoremindeki gosterimler kullanilarak, iki boyutlu ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu asagidaki gibidir.

f(x]>x2) :C(E(xl;al )an(xz;az);e)fl(xl)fz(xz) (8.10)

Burada, c(u,v) fonksiyonu, iki boyutlu C (u,v) kapula fonksiyonun yogunluk

fonksiyonudur.
oC (u,v)
c(u,vy)=———-= 8.11
(u,v) Sudy (8.11)
(8.9) kullanilarak asagidaki olabilirlik fonksiyonu elde edilir.
L(6)= Z In(f;(x,x,)) = Leyy + Ly
! (8.12)

= Zn: Inc (E (x1 )’ 1:2 (xz)); 9) + Zn: [ln(fl (xi)) + hl(f2 (x’))]

olarak yazilir.

L

cop» Verinin kapula ile temsil edilen bagiml kisminin log-olabilirlik fonksiyonudur.

L

v 18€ her bir marjinalden elde edilen log- olabilirlik fonksiyonunu ifade etmektedir.

C kapula fonksiyonunun, € parametresi (ya da parametre vektori) ile gosterilen bir

kapula ailesine ait oldugu ve marjinal dagilmlarin da «,, j=1,2 parametresi (ya da

parametre vektorii) ile gosterilen ailelere ait oldugu goz oniine alinsin. Bu durumda, ilk
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olarak marjinal dagilimlara ait parametreler genellikle en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi

kullanilarak tahmin edilir.

oLY
AMLE i .
a; =——=0,j=12 (8.13)
J

Daha sonra ve bu tahmin ediciler kullanilarak, kapula parametresine ait tahmin edici

elde edilir.

0 .
%I:La;p (0;x)+L,, (aMLE;x):' =0 (8.14)
Tahmin siirecinin bu sekilde iki basamaktan olusmasi nedeniyle bu yonteme ’iki
basamakli parametrik yontem’ adi verilir ve literatiirde marjinallerden ¢ikarim teknigi

(Inference from margins-IFM) olarak adlandirilir.

Tam en ¢ok olabilirlik yontemi ve iki basamakli en ¢ok olabilirlik yontemi bazi
durumlarda es degerler sonuclar verebilmektedir. Ornegin, marjinal dagilimlar1 normal
olan, Gaussian kapula i¢in bu es degerlik s6z konusudur (Joe 1997). Iki yéntem sonucu
elde edilen tahmin ediciler, tutarli ve asimptotik olarak normal dagilim gdstermektedir
(Serfling 1980). Cok boyutlu parametreler sz konusu oldugunda iki asamali tahmin

yontemi, es anli dogrudan tahmin yontemine iyi bir alternatif olmaktadir (Joe 1997).

Bu ¢alismada birliktelik parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmini iki basamakli yontem
kullanilarak elde edilmistir. Ilk basamakta marjinal dagilimlarin ampirik tahminlerini
elde edilmis ve bu tahminler ikinci asamada kullanilarak (8.15) ile gosterildigi gibi yar1
parametrik bir yontem izlenmistir. Bu iki basamakli yar1 parametrik yontem ile elde
edilen tahmin ediciler, @ i¢in tutarli tahmin ediciler olmakta ve diizgilinliik kosullar

altinda asimptotik normal dagilim gostermektedir (Genes vd. 1995).

(0; x) =argmax, Zlni (ﬁl (x,), ﬁz(xl.); 0)

i=1

Oppp =argmax, L,

(8.15)

79



8.1.3 Simiilasyon Sonuclari

Simulasyon ¢aligmasi ile kapula parametresinin tahmin edilmesi i¢in kullanilan, (8.1.1)

ve (8.1.2) boliimlerinde anlatilan iki yontem ile elde edilen tahminler karsilastirilmistir.

Kapula parametresi @ 'nin Kendall’in tau katsayisini temel alan tahmini ém y Ve en cok

olabilirlik yontemi ile elde edilen tahminler éMLE olarak gosterilmistir.

Cizelge 8.3-Cizelge 8.11 ile éTAU ve éMLE tahminlerini karsilastiran simiilasyon

sonuglar 6zetlenmistir. Cizelge 8.3, Cizelge 8.4, Cizelge 8.5 ile birliktelik parametresi
sirastyla =1.5, =3 ve 6=5 Clayton kapulasindan n =30, n =50, n =100, n=300
genigliginde Orneklemler simiile edilmis ve her iki yontem kullanilarak parametrenin
tahmin edicisinin degerleri hesaplanmistir. Sonuglar 10000 tekrar yapilarak elde
edilmigtir. Tahmin edicilerin ortalama, varyans ve hata kareler ortalamasi (HKO)
degerleri verilmistir. Ayni islemler, Gumbel ve Frank kapulasi i¢in yapilmistir. Sonuglar
Cizelge 8.6, Cizelge 8.7 ve Cizelge 8.8 ile Gumbel kapula i¢in, Cizelge 8.9, Cizelge
8.10 ve Cizelge 8.11 ile de Frank kapula icin 6zetlenmistir. Parametreler degiskenler
arasindaki korelasyona gore belirlenmistir. Yani, ayni aile i¢in artan kapula parametresi

artan iliski miktarin1 gostermektedir.

Orneklem genisliginin artmasi ile tahminler hem parametreye hem de birbirine oldukga
yaklagmigtir. Simiilasyon sonuclarina incelendiginde HKO dlgiitiine gore, en ¢ok
olabilirlik tahmin edicisi tau tahmin edicisine gore daha iyi bir tahmin edicidir. Ancak,
sonuglar tekrar degerlendirildiginde, Tau tahmin edicisinin de kotii bir tahmin edici
olmadig1 goriilebilir. Ozellikle artan drneklem genisliginde en ¢ok olabilirlik tahmin
edicisine yakin sonuglar vermektedir. Ozellikle, baz1 kapula aileleri i¢in tau tahmin

edicisin kapali formunun bulunmasi uygulamada biiyiik kolaylik saglamaktadir.
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Cizelge 8.3 Clayton (6 =1.5) kapulas1 i¢in elde edilen simiilasyon sonuglari

Clayton ) o
©=15) Tahmin Edici | n=30 | n=50 | n=100 | n=300
. 1.5622 | 1.5375 | 1.5193 | 1.5030
Ortalama )1 1.6070 | 1.5809 | 1.5481 | 1.5129
Van :MLE 0.0670 | 0.0375 | 0.0193 | 0.0030
» 0.1069 | 0.0809 | 0.0481 | 0.0129
HKO :MLE 0.1807 | 0.1250 | 0.0590 | 0.0177
» 0.1883 | 0.1301 | 0.0609 | 0.0179

Cizelge 8.4 Clayton (€ = 3) kapulasi i¢in elde edilen simiilasyon sonuglar1

Clayton . .
0 =3) Tahmin Edici | n=30 | n=50 | n=100 | n=300
) 3.1279 | 3.0498 | 3.0413 | 3.0014
Ortalama . 3.2812 | 3.1209 | 3.0695 | 3.0176
var :MLE 0.1279 | 0.0498 | 0.0413 | 0.0014
o 0.2812 | 0.1209 | 0.0695 | 0.0176
HKO :MLE 0.5150 | 0.2727 | 0.1325 | 0.0414
- 0.5777 | 0.2848 | 0.1356 | 0.0417

Cizelge 8.5 Clayton (€ = 5) kapulasi i¢in elde edilen simiilasyon sonuglari

((:;afz;l Tahmin Edici | n=30 | n=50 | n=100 | n=300
. 5.1695 | 5.1033 | 5.0361 | 5.0213

Ortalama )1 5.4395 | 5.3086 | 5.1147 | 5.0339
var :MLE 0.1695 | 0.1033 | 0.0361 | 0.0213
» 0.4395 | 0.3086 | 0.1147 | 0.0339

KO :MLE 1.0238 | 0.6111 | 0.2920 | 0.0984
» 1.1883 | 0.6957 | 0.3038 | 0.0990

81



Cizelge 8.6 Gumbel (8 =1.5) kapulasi icin elde edilen simiilasyon sonuglari

((;“f’ﬁgl) Tahmin Edici | 7=30 | n=50 | n=100 | n=300
Oratas :MLE 1.5178 | 1.5163 | 1.5093 | 1.4997
» 1.5307 | 1.5260 | 1.5101 | 1.5004
. :MLE 0.0178 | 0.0163 | 0.0093 | 0.0003
» 0.0307 | 0.0260 | 0.0101 | 0.0004
o :MLE 0.0330 | 0.0311 | 0.0151 | 0.0040
» 0.0337 | 0.0315 | 0.0151 | 0.0040

Cizelge 8.7 Gumbel (@ = 3) kapulasi icin elde edilen simiilasyon sonuglari

((}grfgil Tahmin Edici | n=30 | =50 | n=100 | n=300
N :MLE 3.0937 | 3.0401 | 3.0284 | 3.0103
o | 31961 | 0.0913 | 3.0581 | 3.0208
. :MLE 0.0937 | 0.0401 | 0.0284 | 0.0103
o | 0.1961 | 0.0913 | 0.0581 | 0.0208
o :MLE 0.2481 | 0.1382 | 0.0656 | 0.0222
o | 02778 | 0.1449 | 0.0682 | 0.0225

Cizelge 8.8 Gumbel (8 =5) kapulasi icin elde edilen simiilasyon sonuglari

((};rfl;? Tahmin Edici | n=30 | =50 | n=100 | n=300
Ortalama :MLE 5.1138 | 5.0704 | 5.0270 | 5.0189
» 53619 | 5.1844 | 0.0680 | 5.0346
van :MLE 0.1138 | 0.0704 | 0.0270 | 0.0186
» 0.3919 | 0.1844 | 0.0680 | 0.0343
KO :MLE 0.6587 | 0.3774 | 0.1748 | 0.0584
» 0.7767 | 0.4064 | 0.1786 | 0.0592
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Cizelge 8.9 Frank (6 =1.5) kapulasi i¢in elde edilen simiilasyon sonuglari

(gf?i) Tahmin Edici | n=30 | n=50 | n=100 | n=300
due | 15623 | 15393 | 1.5480 | 1.5033
Ortalama ) | 15771 | 15531 | 1.5493 | 1.5069
dwe | 0.0623 | 0.0393 | 0.0480 | 0.0033
van ) | 0.0771]0.0531 | 0.0493 | 0.0069
due | 14504 | 0.7828 | 0.3735 | 0.1215
HRO | 14525 0.7841 | 0.3736 | 0.1215

Cizelge 8.10 Frank (8 = 5) kapulasi icin elde edilen simiilasyon sonuglari

(Feriné‘) Tahmin Edici | n=30 | =50 | n=100 | n=300
) i 5.1895 | 5.1379 | 5.0597 | 5.0110

Ortalama ) | 52451 5.1667 | 5.0441 | 5.0207
due | 0.1895 | 0.1379 | 0.0597 | 0.0110

van ) | 0.2451]0.1667 | 0.0441 | 0.0207
due | 2.0158 | 11851 | 05852 | 0.2026

HRo ) | 20399 | 1.1939 | 0.5836 | 0.2029

Cizelge 8.11 Frank (8 =15) kapulasi icin elde edilen simiilasyon sonuglari

(grjrilg) Tahmin Edici | n=30 | n=50 | n=100 | n=300
N :MLE 15.4626 | 153116 | 15.1448 | 15.0023
Lo | 157945 | 15.4595 | 15.1634 | 15.0332

. :MLE 0.4626 | 03116 | 0.1448 | 0.0023
» 0.7945 | 0.4595 | 0.1634 | 0.0332

HKO) :MLE 8.0727 | 4.4796 | 2.2828 | 0.7620
» 8.4899 | 45936 | 2.2885 | 0.7631
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8.2 Archimedean Kapula Fonksiyonunun Parametrik Olmayan Tahmin Yontemi

Bu boliimde, bagimlilik yapisint modelleyebilecegi varsayillan Archimedean kapula
ailesine ait kapulalardan hangisinin bagimliligi en iyi modelledigi arastirilacaktir.
Bunun i¢in, Genest ve Rivest (1993) onerdigi yontem esas alimmustir fakat parametre
tahmini ve karsilastirma kriterlerinde farkli alternatifler kullanilmistir. Calismada

uygulanacak yoOntem asagidaki gibi kisaca Ozetlenebilir. Gosterimlerde kolaylik

agisindan sadece yontemi anlatmak i¢in 7, yerine X ve T, yerine Y kullanilmustir.

1. Kapula parametresinin tahmini elde edilir.

2. K(z) ’ninyani, F(X,Y)=C (U,V) = z nin dagilim fonksiyonun parametrik olmayan
tahmini, K, (z) elde edilir. Bunun igin ilk olarak s6zde (pseudo) goézlemler elde

edilmelidir.

n

i Z, = F,(X, %)= Y[ [{X, <X, &Y, <¥}][(n+1), i=1,..,n

i
j=1

Zn:I(Zi <z2)

ii. Kn (Z) = lle

#(2)

iii. K(z)’ nin parametrik tahmini (K, (z)), K(z)=z— iligkisi

kullanarak elde edilir.

3. Orneklemden elde edilen K, (z) degeri ile teorik K 4, (z) degerlerinin birbirinden

uzakligi karsilastirilir.

K, (z) aslinda K(z)’nin yani, F(X,Y)=C(U,V)=Z’nin dagilim fonksiyonun
ampirik dagilimidir. Verilen veri setinden, F i¢in F (z) ’nin elde edilmesi ile ayni yol

izlenerek K, (z) bulunmaktadir. Burada temel farklilik, Z ’lerin elimizde olmamasidir.

O nedenle ilk adim sézde gozlemleri elde etmektir. Yukaridaki esitlikten (2i)
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anlagilacag1 tizere, Z degerleri iki boyutlu dagilimin ampirik karsihigidir. Yani,
(X;,Y;) den kii¢iik ya da esit kag tane (X ;,Y,) varsa elde edilen say1 (n+1) ’e boluniir.
K,(z)’de aym mantikla elde edilmektedir. z ‘den kii¢iik veya esit ka¢ tane Z
oldugunu bulunarak K, (z) yani ampirik dagilim elde edilir. Burada z, (0,1) araliginda

herhangi bir deger olarak diistiniilmektedir. Clinkii z, degerleri dagilim fonksiyonunun

degeridir.
Kn(z)zzn:][{ZjSz}]/(n—i-l) (8.13)

Bu calismada temel varsayim verinin Archimedean kapula ailesinden geldigidir. Bu
nedenle, veriyi modellemeye aday kapulalar olarak, Clayton, Gumbel ve Frank
kapulalar1 secilmistir. Uygun kapula ailesinin se¢imi i¢in yukarida anlatilan yontem
kullanilacaktir. Yontemde, kapula parametresinin tahmini i¢in (8.1.1) ve (8.1.2)

boliimlerinde anlatilan her iki yontem de kullanilacak ve sonuglar karsilastirilacaktir.

Karsilagtirma kriteri olarak, (8.14) ile gosterilen Cramer-Von Mises istatistigi yani kare

uzaklik (square distance) kullanilmistir.

[k, -K,)] (8.14)

(8.14) ifadesini minimize eden degere gore verideki bagimliligi aday kapulalardan

hangisinin daha iyi modelledigi tespit edilir.

8.3 Yontemin Uygulanmasi ve Elde Edilen Sonuclar

Bu bdliimde, bilinen bir Archimedean kapula sinifindan simiile edilen iki boyutlu bir
veri seti kullanilarak, kapula fonksiyonunun parametrik olmayan tahmininin elde

edilmesi i¢in boliim 8.2°de anlatilan yontem kullanilmistir. Sonuglar Cizelge 8.13 ve

Cizelge 8.14 ile 6zetlenmistir. € =3 birliktelik parametresine sahip Gumbel kapuladan
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n=100 birimlik 6rnek veri seti iiretilmistir. Bu 6rnek veri setinin Archimedean kapula
ailesiden bir kapula ile modellenebilecegi varsayimi altinda aday kapulalar olarak yine

Archimedean kapula sinifina ait olan Gumbel, Clayton ve Frank se¢ilmistir.

[k olarak aday kapulalarin parametreleri boliim 8.1.1 ve béliim 8.1.2 ‘de ydntemlerle

tahmin edilmistir. Buna gore sonuclar Cizelge 8.12 ile verilmistir.

Cizelge 8.12 Birliktelik parametresinin TAU ve MLE tahminleri

Clayton Kapula | 6,,,=3.76 | 6§, =2.06

~

Gumbel Kapula | 0,,,=2.88 | 4, =291

~

Frank Kapula 9TAU =952 | 0,,.79.03

Cizelgede verilen tahminlerin elde edilmesinde R programi kullanilmistir. Daha sonra

boliim 8.2°de verilen yontem adim adim uygulanmastir.

Cizelge 8.13 ve Cizelge 8.14 verideki bagimlilik yapisini aday kapulalar arasindan en
iyi modelleyen kapula fonksiyonun secim yonteminden elde edilen sonuglar
Ozetlemektedir. Her iki ¢izelge icin, zile sozde gozlemler gosterilmektedir. K, (z) ile
kapula fonksiyonunun parametrik olmayan tahmini, Kc(z), Kg(z) ve Kg(z) ile de
sirasyla Clayton, Gumbel ve Frank aday kapulalarin dagiliminin parametrik tahminleri
elde edilmistir. Son olarak, K;(z)-Kc(z), Ka(z)-Kg(z) ve Kiu(z)-Ke(z) ile dagilim
fonksiyonunun orneklemden elde edilen degeri ile teorik olarak elde edilen degeri
arasindaki fark gosterilmisti. Cizelgelerde gosterilen sonuclar icin Matlab ile yazilan

program kullanilmigtir.
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Cizelge 8.13

é

-« kulanilarak elde edilen sonuclar

z cum | Ky(z) Kc(@) | Ko@) | Ki(@) |Ki(2)-Kc(2) | Ki(2)- Ka(2) | Ki(2)- Ke(2)
0.00001 | 2 ] 0.019802 | 0.00001 | 0.00005 | 0.00010 | 0.00039 0.00039 0.00039
0.05001 | 12 ] 0.118812 | 0.06331 | 0.10203 | 0.11218 | 0.00308 0.00028 0.00004
0.10001 | 17 ] 0.168317 | 0.12660 | 0.17997 | 0.18150 | 0.00174 0.00014 0.00017
0.15001 | 25 | 0.247525 | 0.18987 | 0.24882 | 0.24129 | 0.00332 0.00000 0.00004
0.20001 | 34 | 0.336634 | 0.25308 | 0.31178 | 0.29676 | 0.00698 0.00062 0.00159
0.25001 | 41 | 0.405941 | 0.31614 | 0.37035 | 0.34996 | 0.00806 0.00127 0.00313
0.30001 | 44 | 0.435644 | 0.37894 | 0.42542 | 0.40185 | 0.00322 0.00010 0.00114
0.35001 | 50 | 0.49505 | 0.44130 | 0.47759 | 0.45295 | 0.00289 0.00030 0.00177
0.40001 | 52 | 0.514851 | 0.50300 | 0.52727 | 0.50354 | 0.00014 0.00015 0.00013
0.45001 | 59 | 0.584158 | 0.56375 | 0.57478 | 0.55377 | 0.00042 0.00009 0.00092
0.50001 | 62 | 0.613861 | 0.62318 | 0.62035 | 0.60371 | 0.00009 0.00004 0.00010
0.55001 | 68 | 0.673267 | 0.68084 | 0.66418 | 0.65333 | 0.00006 0.00008 0.00040
0.60001 | 73 | 0.722772 | 0.73621 | 0.70643 | 0.70255 | 0.00018 0.00027 0.00041
0.65001 | 75 | 0.742574 | 0.78866 | 0.74723 | 0.75120 | 0.00212 0.00002 0.00007
0.70001 | 77 ] 0.762376 | 0.83749 | 0.78670 | 0.79895 | 0.00564 0.00059 0.00134
0.75001 | 80 | 0.792079 | 0.88185 | 0.82492 | 0.84530 | 0.00806 0.00108 0.00283
0.80001 | 86 | 0.851485 | 0.92083 | 0.86199 | 0.88938 | 0.00481 0.00011 0.00144
0.85001 | 90 | 0.891089 | 0.95337 | 0.89797 | 0.92985 | 0.00388 0.00005 0.00150
0.90001 | 95 | 0.940594 | 0.97830 | 0.93293 | 0.96450 | 0.00142 0.00006 0.00057
0.95001 | 97 ] 0.960396 | 0.99432 | 0.96693 | 0.98979 | 0.00115 0.00004 0.00086
1.00000 | 100 | 1.00000 | 1.00000 | 1.00000 | 1.00000 | 0.05765 0.00569 0.01886

Cizelge 8.13 verilen sonuclarda aday kapulalarin parametre tahminleri icin Cizelge

8.12° de verilen @

TAU

degerleri kullanilmistir. Karsilastirma kriteri olarak, (8.14) ile

verilen Cramer- Von Mises Olciisti kullanilmistir. Bu 6l¢ii ile ifade edilen uzakligi en

kiiciik degerini

A

Opav = 2.88 degeriyle Gumbel kapula i¢in almaktadir. Buna gore,

verideki bagimligi modelleyebilecek aday kapulalar i¢inde en iyi modelleyen kapula
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fonksiyonun éT Au = 2.88 parametresiyle Gumbel kapula oldugu sdylenir. Verinin 6 =3

ile Gumbel kapuladan simiile edildigi gbz Oniine alindiginda yontemin beklenen

dogrultuda sonug verdigi goriiliir.

Cizelge 8.14 verilen sonuglarda aday kapulalarin parametre tahminleri i¢in Cizelge

8.12° de verilen éMLE degerleri kullamlmustir. Cizelge 8.13 i¢in yorumlar benzer olarak

Cizelge 8.14 i¢inde yapilir. Buna gore, verideki bagimligi modelleyebilecek aday

kapulalar icinde en iyi modelleyen kapula fonksiyonun éMLE =2.91 parametresiyle

Gumbel kapuladir.

Cizelge 8.14 éMLE kulanilarak elde edilen sonuclar

z cum | K,(z) Kc(z) | K¢(2) Ki(2) | Ki(2)-Kc(z) | Ki(2)- Kc(2) | Ki(2)- Ki(2)
0.00001 2 10.019802 |0.00001 |0.00005 | 0.00010 0.00039 0.00039 0.00039
0.05001 12 10.118812 |0.07424 | 0.10149 | 0.11399 0.00199 0.00030 0.00002
0.10001 17 10.168317 [0.14814 | 0.17914 | 0.18444 0.00041 0.00012 0.00026
0.15001 | 25 ]0.247525 |0.22137 [0.24780 | 0.24501 0.00068 0.00000 0.00001
0.20001 | 34 0.336634 |0.29358 |0.31063 | 0.30104 0.00185 0.00068 0.00127
0.25001 | 41 ]0.405941 |0.36439 [0.36911 | 0.35463 0.00173 0.00136 0.00263
0.30001 | 44 0.435644 |0.43345 [0.42413 | 0.40679 0.00000 0.00013 0.00083
0.35001 | 50 |0.49505 0.50037 [0.47628 | 0.45807 0.00003 0.00035 0.00137
0.40001 | 52 ]0.514851 |0.56478 |0.52596 | 0.50877 0.00249 0.00012 0.00004
0.45001 | 59 ]0.584158 |0.62629 |0.57349 | 0.55904 0.00178 0.00011 0.00063
0.50001 | 62 ]0.613861 |0.68452 |0.61911 | 0.60895 0.00499 0.00003 0.00002
0.55001 | 68 0.673267 |0.73908 |0.66300 | 0.65847 0.00433 0.00011 0.00022
0.60001 | 73 0.722772 0.78958 |0.70533 | 0.70753 0.00446 0.00030 0.00023
0.65001 | 75 0.742574 |0.83563 |0.74623 | 0.75591 0.00866 0.00001 0.00018
0.70001 | 77 10.762376 |0.87683 |0.78581 | 0.80329 0.01310 0.00055 0.00167
0.75001 | 80 ]0.792079 |0.91280 | 0.82415 | 0.84912 0.01457 0.00103 0.00325
0.80001 | 86 |0.851485 |0.94312 [0.86135 | 0.89253 0.00840 0.00010 0.00168
0.85001 | 90 ]0.891089 |0.96740 |0.89748 | 0.93216 0.00582 0.00004 0.00169
0.90001 | 95 ]0.940594 |0.98524 |0.93259 | 0.96585 0.00199 0.00006 0.00064
0.95001 | 97 10.960396 |0.99624 |0.96675 | 0.99024 0.00129 0.00004 0.00089
1.00000 | 100 | 1.00000 1.00000 | 1.00000 | 1.00000 0.07897 0.00583 0.01792
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Sonug olarak, i¢in kapula parametresinin tahmini i¢in her iki yontemin kullanilmasi

kapulanin tahmin edilmesinde sonucu degistirmemistir.

Secim kriteri olarak (8.2.3) ile gdsterilen AIC kriteri kullanildiginda 6rnek veri seti igin
Clayton, Gumbel ve Frank kapulalar1 arasindan en iyi uyum saglayan kapulanin

Gumbel kapula ailesi sdylemektedir.

0.1 =

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 8.1 Ampirik ve teorik A -fonksiyonu grafikleri

Son olarak, Sekil 8.1 ile A - fonksiyonun veriden elde edilen ve aday kapulalarin teorik
dagilimlarindan elde edilen grafikleri ¢izdirilmistir. Ampirik dagilim fonksiyonuna ait
grafiginin aday kapulalardan hangisinin dagilim fonksiyonuna ait garifikle temas ettigi
nokta fazlaysa, o aday kapulanin (8.14) ile gosterilen Olgiiye gore bagimlilig

modelleyen en iyi kapula oldugu soylenir.

Kirmiz1 renkte olan fonksiyon, veriden elde edilerek ¢izilen ampirik fonksiyondur.
Siyah renkte olan Gumbel kapulaya ait teorik A -fonksiyonun grafigi, sirastyla yesil ve

sar1 renkte olanlar ise Clayton ve Frank kapulalara ait teorik A -fonksiyonun grafigidir.
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Grafik incelendiginde, kirmiz1 renkte olan ampirik dagilim grafigine en ¢ok noktada

temas eden éMLE = 2.91olan Gumbel kapulanin grafigidir.

8.4 Yarisan Risklerin Varhginda Bagimhihigin Modellenmesinde Kapula Yaklasimi

Yarigan risklerin varligindaki sagkalim analizinde genel yaklasim, risklerin birbirinden
bagimsiz davrandiginin varsayilmasidir. Bu varsayim, ortilk basarisizlik siirelerinin

(T;, j=L...k) bagimsizhg anlamina gelmektedir. Bagimsizlik varsayim ile birlikte
boliim 6’da verilen belirlenebilme problemi ortadan kalkmakta ve (Tj, j=1..,k)’lere

ait marjinal dagilimlar ve (Tl,T2,...,Tk ) ’ye ait ortak dagilim veriden elde edilen nedene

0zel fonksiyonlar tarafindan belirlenebilmektedir.

Bu ¢alismada, risklerin bagimli olmasi durumunda ortiik basarisizlik siirelerine ait ortak
dagilimmn elde edilmesi yani riskler arasindaki bagimlilik yapisin1 modellemek
amaglanmistir. Bu amacla, riskler arasindaki bagimliligi modellemek i¢in Archimedean

fonksiyonlarinin kullanilmasi 6nerilmistir.

Bagimliligi modelleyecek Archimedean kapula fonksiyonun parametrik olmayan
tahmini i¢in marjinal dagilimlaria ihtiya¢ vardir. Yarigan risklerin varligindaki
caligmalarda elde edilen dagilim fonksiyonlar1 nedene dagilim 6zel fonksiyonlardir.
Nedene 6zel dagilim fonksiyonlari, onceki boliimlerde de ifade edildigi gibi tiim
risklerin varliginda belirli bir riske ait olasiliklar1 veren fonksiyonlardir. Yarigsan
risklerin bagimliligi géz oOniine alindiginda bu fonksiyonlar marjinal fonksiyonlari

dolayisiyla da ortak dagilimi belirleyememektedir.

Yarigan risklerin oldugu diizenlerde veriden elde edilebilecek tiim bilgi nedene 6zel
fonksiyonlardir. Bu nedenle veriden elde edilen tiim bilgi kullanilarak marjinal
dagilimlarin tahminleri elde edilmelidir. Bu amagcla, Chiang (1970) ‘in 6nerdigi (8.16)
ile gosterilen tahmin edici kullanilarak, nedene 6zel dagilimlar kullanilarak marjinal

dagilimlarin tahminlerine ulasilabilir.
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F(0)

1-G,(t)= Fy ("R R0 1210k (8.16)

(8.16) aslinda bir kosullu olasiliktir. # noktasinda veya belirlenen aralikta diger
risklerin olmadig: bilindiginde elde edilen olasiliktir. Bu haliyle bile marjinal dagilima

nedene 6zel dagilim fonksiyonlarindan daha yakin olmaktadir.
Calismada, risklere ait marjinal dagilimlarin tahmini icin (8.16) ile verilen tahmin edici
ve risklerin arasindaki bagimlilifin modellenmesi i¢in ise Archimedean kapula

fonksiyonunun tahmininin elde edildigi boliim 8.2 ile verilen yontem Onerilmistir.

Calismanin dokuzuncu boliimiinde, Onerilen yontem gercek bir veri seti ilizerinde

uygulanmistir.
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9. UYGULAMA

Aralik 1992 tarihinde, meme kanseri tanis1 konmus hastalara uygulanan tedaviler
stiresince ve sonrasinda tedavi etkinliginin arastirilmasi amaciyla hastalarin durumunun
izlendigi ¢ok merkezli rasgele bir klinik deneme baslatilmistir. Bu amagla, 320 hasta
tamoxifen adli ilagla tedavi edilmeye calisilirken, diger 320 hastaya da tamoxifen ve
radyoterapi tedavisi uygulanmistir. Kombine tedavinin tek ilagla tedaviye iistiinliigliniin
belirlendigi bu calismada son kayit 2002 yilinin yazinda tutulmustur. Caligmanin
detaylar1 (Fyles vd. 2004) calismasinda yer almaktadir. S6z konusu ¢alismadan elde
edilen verilerin bir kismi1 EK1 ile ve degiskenler ile ilgili agiklamalar EK2 ile
verilmigtir. Verinin ¢ok boyutu ve 640 hastaya ait olmasi nedeniyle veriye ait fikir
vermek amaciyla sadece bir kismina verilmistir. Verinin tamamina ilgili referanstan
ulagilabilir. (Fyles vd. 2004)’nin yiiriittiigli calismada meydana gelisi izlenmis bes olay
vardir. Bunlar, bolgesel niiks (local relaps), koltuk alt1 lenf nodu bolgesinde niiks
(axillary relaps), uzak organ yayilimi (distant relaps), ikinci bir kotii huylu tiimoriin
meydana gelmesi ve hastanin oliimiidiir. S6zii edilen bu olaylarin her biri hasta i¢in
birer 6liim riskidir. Bu bes olayin her birinden ilk olarak ger¢eklesen zaman sagkalim
siiresi olarak kaydedilmistir. Ornegin, bir hastada ilk yilda bélgesel niiks, ikinci yilda
baska bir bolgesel niiks ve {liglincli yilda ise koltuk alti lenf nodu bolgesinde niiks
ger¢eklesmis olsun. Bu durumda, ikinci bolgesel niiks kaydedilmemis, sadece ilk niiks
ve koltuk alt1 lenf nodu bolgesindeki niiks gerceklesene kadar gegen siire kaydedilmis

ve veriler olusturulmus.

Calismada, klinik olarak aralarindaki iligkinin varliginin anlamli olmasi nedeniyle uzak
organ yayilim riski ve koltuk alt1 lenf nodu bolgesinde niiks ortaya ¢ikmasi riski goz
Oniine alinmistir. Calismada, uzak organ yayilim riski ve koltuk alti lenf nodu
bolgesinde niiks olaylar1 arasindaki bagimlilik her iki tedavi tiiriine gore kapula ile
modellenmigstir. Uzak organ yayilim riski ve koltuk alti lenf nodu boélgesinde niiks
riskinin arasindaki bagimliligin modellenmesi i¢in elde edilen sonuglar sadece
tamoxifen ile tedavi edilen grup i¢in Tablo 9.1 ve kombine tedavi uygulanan hasta

grubu icin ise Tablo 9.2 ile 6zetlenmistir.
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Cizelge 9.1 Tamoxifen tedavisi altindaki hasta grubu i¢in uzak organ yayilim riski ve
koltukalt1 lenf nodu bodlgesinde niiks riski arasindaki bagimlilik modelinin

se¢imi
z cum| Kyz) | Ke(z) | Ko(z) | Ki(z) | Ki(2)-K(2) | Ka(2)- Kg(2) | Kn(2)- Ki(2)
0.00001 | 2 10.026316 | 0.00002 | 0.00003 | 0.00009 0.00069 0.00069 0.00069
0.05001 | 6 |0.078947 | 0.08456 | 0.07797 | 0.07845 0.00003 0.00000 0.00000
0.10001 | 18 |0.236842 | 0.16746 | 0.14299 | 0.13136 0.00481 0.00881 0.01113
0.15001 | 23 ]0.302632 | 0.24811|0.20313 | 0.18193 0.00297 0.00990 0.01457
0.20001 | 24 ]0.315789 | 0.32606 | 0.26009 | 0.23205 0.00011 0.00310 0.00701
0.25001 | 24 ]0.315789 | 0.40096 | 0.31470 | 0.28208 0.00725 0.00000 0.00114
0.30001 | 26 |0.342105 |0.47251|0.36743|0.33208 0.01701 0.00064 0.00010
0.35001 | 28 |0.368421 | 0.54044 | 0.41859 | 0.38208 0.02959 0.00252 0.00019
0.40001 | 33 |0.434211 | 0.60449 | 0.46842 | 0.43208 0.02899 0.00117 0.00000
0.45001 | 36 |0.473684 | 0.66444 | 0.51708 | 0.48208 0.03639 0.00188 0.00007
0.50001 | 39 |0.513158 | 0.72007 | 0.56470 | 0.53208 0.04281 0.00266 0.00036
0.55001 | 42 |0.552632|0.77120 | 0.61138 | 0.58208 0.04777 0.00345 0.00087
0.60001 | 46 |0.605263 | 0.81762 | 0.65722]0.63208 0.04510 0.00270 0.00072
0.65001 | 50 |0.657895 |0.85917|0.70227 | 0.68208 0.04051 0.00197 0.00059
0.70001 | 55 |0.723684 | 0.89567 | 0.74661 | 0.73208 0.02958 0.00053 0.00007
0.75001 | 63 |0.828947 | 0.92696 | 0.79028 | 0.78207 0.00961 0.00150 0.00220
0.80001 | 65 |0.855263 |0.95289 | 0.83333 | 0.83202 0.00953 0.00048 0.00054
0.85001 | 67 |0.881579 |0.97329|0.87579 | 0.88178 0.00841 0.00003 0.00000
0.90001 | 69 |0.907895 | 0.98804 | 0.91771 | 0.93066 0.00642 0.00010 0.00052
0.95001 | 73 ]0.960526 | 0.99699 | 0.95910 | 0.97535 0.00133 0.00000 0.00022
1.00000 | 75 | 1.00000 | 1.00000 | 1.00000 | 1.00000 0.36892 0.04213 0.04097

Tamoxifen tedavisi altindaki hasta grubu i¢in, uzak bolge tutulum riski ve ikinci bir
tiimor meydana gelme riski arasindaki bagimlilik modelininin se¢imi aday kapulalarin

birliktelik parametresinin tahmini en ¢ok olabilirlik yontemi kullanilarak elde dilmistir.
Buna gore, éMLE degeri, sirasiyla Gumbel, Clayton ve Frank kapula i¢in 5.357594,
1.427231 ve 31.17925 olarak bulunmustur. Boliim (8.2) ile anlatilan yollar izlenerek

elde edilen sonuglar Cizelge 9.1 ile 6zetlenmistir. Buna gore, uzak bolge tutulum riski

ve ikinci bir timor meydana gelme riski arasindaki bagimlilik yapisini en iyi
modelleyen kapula Frank (éMLE =31.17325) kapuladir. Buna gore, sadece tamoxifen ile

tedavi edilen hastalar i¢in uzak organ yayilim riski ve koltuk alt1 lenf nodu bolgesinde

niiks meydana gelme riski arasindaki bagimlilik kuyruklarda zayif, dagilim ortasinda
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giicliidiir. Ayrica, s6z konusu iki risk i¢in i¢cin Kendall’in iliski katsayist 0.8515315
olarak bulunmasi da bu iki riskin gilicli pozitif bagimliliga sahip oldugunu

gostermektedir.

Cizelge 9.2 Tamoxifen ve radyoterapi tedavisi altindaki hasta grubu igin koltukalti lenf nodu
bolgesinde niiks riski uzak organ yayilim riski arasindaki bagimlilik modelinin

se¢imi

2 |cum| K@) | K@ | Ko@) | Ke@ | Kn@-Kc@) | Ko@) Ko@) | Ka()- Ke(z)
0.00001 | 5 ]0.08772|0.00005 | 0.00006 | 0.00010 0.00769 0.00768 0.00768
0.05001 | 6 ]0.10526|0.15335|0.11287 | 0.10071 0.00231 0.00006 0.00002
0.10001 | 18 [0.31579]0.27231 | 0.19664 | 0.16334 0.00189 0.01420 0.02324
0.15001 | 25 [0.43860|0.37360 | 0.26942 | 0.21874 0.00423 0.02862 0.04834
0.20001 | 30 [0.52632|0.46198 | 0.33508 | 0.27129 0.00414 0.03657 0.06504
0.25001 | 35 [0.61404 | 0.53998 | 0.39544 | 0.32253 0.00548 0.04778 0.08497
0.30001 | 36 |0.63158|0.60918 | 0.45157 | 0.37316 0.00050 0.03240 0.06678
0.35001 | 37 [0.64912]0.67070 | 0.50419 | 0.42346 0.00047 0.02100 0.05092
0.40001 | 38 |0.66667 | 0.72536 | 0.55381 | 0.47361 0.00345 0.01274 0.03727
0.45001 | 40 [0.701750.77381 | 0.60079 | 0.52367 0.00519 0.01019 0.03171
0.50001 | 41 [0.71930| 0.81657 | 0.64544 | 0.57367 0.00946 0.00546 0.02121
0.55001 | 41 ]0.71930 | 0.85406 | 0.68798 | 0.62361 0.01816 0.00098 0.00916
0.60001 | 42 [0.73684 | 0.88663 | 0.72862 | 0.67346 0.02244 0.00007 0.00402
0.65001 | 42 [0.73684 | 0.91460 | 0.76750 | 0.72315 0.03160 0.00094 0.00019
0.70001 | 42 [0.73684 | 0.93822 | 0.80477 | 0.77253 0.04055 0.00461 0.00127
0.75001 | 44 [0.77193]0.95773 | 0.84054 | 0.82130 0.03452 0.00471 0.00244
0.80001 | 47 |0.82456|0.97333 | 0.87491 | 0.86889 0.02213 0.00254 0.00196
0.85001 | 49 |0.85965 |0.98521 | 0.90797 | 0.91413 0.01576 0.00234 0.00297
0.90001 | 53 [0.92982|0.99351 | 0.93980 | 0.95477 0.00406 0.00010 0.00062
0.95001 | 56 [0.98246 | 0.99840 | 0.97045 | 0.98632 0.00025 0.00014 0.00001
1.00000 | 56 | 1.00000 | 1.00000 | 1.00000 | 1.00000 0.23429 0.23313 0.45983

Tamoxifen ve radyoterapi kombine tedavisi uygulanan hasta grubu i¢in, uzak organ
yayilim riski ve ikinci bir tlimor meydana gelme riski arasindaki bagimlilik modelinin

secimi aday kapulalarin birliktelik parametresinin tahmini de en ¢ok olabilirlik yontemi

A

kullanilarak elde dilmistir. Buna gore, 6,,,, degeri, sirastyla Gumbel, Clayton ve Frank

kapula icin 2.383121, 0.2654083 ve 13.55248 olarak bulunmustur. Ayni sekilde,

bolim (8.2) ile anlatilan yollar izlenerek elde edilen sonuglar Cizelge 9.2 ile
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Ozetlenmistir. Buna gore, uzak organ yayilim riski ve koltukalti lenf nodu bolgesinde

niiks meydana gelme riski arasindaki bagimlilik yapisini en 1yi modelleyen kapula yine
Gumbel (éMLE =2.383121) kapula olarak bulunmustur. Gumbel kapula ile modellenen

bu veri i¢in sag kuyruk bagimliligi daha giiclii iken sol kuyruk bagimlilig: ise daha
zayiftir. Yani, Tamoxifen ve radyoterapi kombine tedavisi uygulanan hasta grubu igin,
uzak organ yayilim riski ve koltukalti lenf nodu bolgesinde niiks meydana gelme riski

birlikte artig gdstermeye birlikte azalis gdstermekten daha yatkin oldugunu sdylenebilir.
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Sekil 9.1 Kombine tedavi altinda iki riske ait ampirik ve teorik A fonksiyonu grafikleri

Sekil 9.1 incelendiginde, kombine tedavi uygulanan hasta grubuna icin koltukalti lenf
nodu bolgesinde niiks riski uzak organ yayilim riski i¢cin ampirik dagilim kirmiz1 ile
gosterilmistir. Bu dagilim, siyah ile gosterilen Gumbel kapula ile en fazla temas
noktasina sahiptir. Bu durumda, koltukalti lenf nodu bélgesinde niiks riski ile uzak
organ yayilim riski arasindaki bagimliligi en iyi modelleyen kapula fonksiyonunun

gumbel kapula oldugu sdylenir.
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10. TARTISMA VE SONUC

Sagkalim analizi, ¢alismanin basinda belirlenen ve basarisizlik olarak adlandirilan bir
sonucun ortaya ¢ikmasina kadar gecen siire ile ilgilenir. Bu sekilde elde edilen verilen
sagkalim tipi veriler olarak adlandirilmaktadir. Bu sekilde elde edilen verilerin analizi
icin sagkalim fonksiyonunun ve hazard fonksiyonunun yorumlanmasi Onemli
olmaktadir. Bu nedenle calismada 6ncelik bu fonksiyonlarin tanitilmasina ve tahmin

edicilerinin elde edilmesi iizerinde yogunlasilmistir. ilk olarak, S(¢)=P(T >t) olarak

tanimlanan sagkalim fonksiyonu i¢in en iyi tahmin edici olan Kaplan-Meier tahmin
edicisi incelenmis ve parametrik olmayan en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi olarak nasil
elde edilecegi gosterilmistir. Diger 6nemli bir fonksiyon olan hazard fonksiyonuna ait
Nelson-Aalen tahmin edicisi incelenerek iki fonksiyon arasindaki iliskiye dikkat
cekilmistir. Bu iki tahmin ediciye ait, ortalama ve varyans hesaplanarak istatistiksel

ozellikleri incelenmis, yansizlik ve tutarlilik 6zellikleri ortaya konmustur.

Caligmada, bioistatistik, giivenilirlik analizi, finans gibi bircok alanda uygulamalar
bulunan yarisan riskler teorisi incelenmistir. Yarigsan riskler teorisi, canli bir
organizmanin ya da bir sistemin basarisizligina neden olan iki veya daha fazla riskin var
oldugu durumlarla ilgilenir. Bu riskler basarisizlik ortaya ¢ikmadan 6nce birer risk iken
basarisizlik ortaya ciktiktan sonra basarisizligin nedeni olarak adlandirilmaktadir. Bir
anlamda bu riskler neden olmak icin yarismaktadir. Ik boliimlerde tanitilan sagkalim ve
hazard fonksiyonlar1 yarisan riskler analizi i¢inde 6nemli fonksiyonlardir. Farkli olarak,
birden fazla riskin oldugu durumlar i¢in tiim risklerin varliginda basarisizligin ortaya
¢ikmasina neden olan riske 6zel elde edildigi i¢in, nedene 6zel hazard, nedene 6zel
sagkalim fonksiyonu gibi isimler almaktadir. Yarisan riskler analizinde basarisizligin
nedeni olabilecek tiim risklerin varligi g6z Oniine alinmaktadir. Genel yaklasim bu
risklerin birbirlerinden bagimsiz oldugunu varsayarak ilgili fonksiyonlarin elde
edilmesidir. Fakat risklerin birbirlerini etkiledikleri durumlarda bu yaklasim gergekei
olmamaktadir. Bu nedenle bu risklerin arasindaki iligki yapisinin ortaya konmasi 6nemli
olmaktadir. Calismada s6z konusu risklerin birbirinden bagimsiz olmadigi durumlarda
aralarindaki bagimlilik yapisinin nasil arastirilabilecegi ve yorumlanabilecegi ortaya

konmustur.
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Yarisan risklerin varligindaki ¢cogu ¢alismalarda, 6zellikle basarisizlik 6liim ise, tek bir
riskten dolay1 ortaya c¢ikan basarisizlik gozlenebilmektedir. Ortaya ¢ikmasi gozlenen

basarisizliga neden olan riskin meydana gelis siiresi 7 =min(7;,7,,...,7, ) olarak ifade

edilir. Boylece, ortaya ¢ikmasi siiresi en kisa olan risk gozlenir. Bu durumda rasgele
degiskenin ¢ok boyutlu bir rasgele degisken vektorii olabilecegi gbz oniine alindiginda,
tiim risklere ait sagkalim ya da basarisizlik siirelerinin gozlenebilir rasgele degiskenler
olmadig1 ortaya ¢ikmaktadir. Degiskenler arasindaki bu yapiya ortiik (latent) yapi adi
verilmektedir. Calismada, bu yapiya sahip degiskenlere ait ortak dagilimin yani riskler
arasindaki bagimlilik yapisinin nasil belirlenebilecegi arastirilmistir. Bagimlilik
durumunda gézlem sonucu elde edilen nedene 6zel dagilim fonksiyonlar yardimiyla bu
ortak dagilim yani riskler arasindaki bagimlilik yapisinin belirlenememesi literatiirde
belirlenebilme sorunu olarak adlandirilmaktadir. Calismada, bu sorun Gumbel’in

onerdigi i¢in iki boyutlu iistel dagilim fonksiyonlar1 kullanilarak 6rneklendirilmistir.

Caligmanin amacina uygun olarak bu riskler arasindaki bagimlilik yapisini daha detayli
bir bigimde ortaya koyabilecek bir ara¢ olarak kapula fonksiyonlar1 secilmistir.
Ozellikle finans alaninda ¢ok yaygin olarak kullanilan kapula fonksiyonlar1 giiniimiizde
yaygin olarak bagka alanlarda da kullanilmaya baslanmistir. Cok kullanigh bir arag olan
kapula teorisine deginilmistir. Bioistatistik, gilivenilirlik gibi alanlarinda daha cok
karsilagilan sagkalim tipi verilerin modellenmesi ve matematiksel 6zellikleri nedeniyle
onemli bir yere sahip olan Archimedean kapula sinifiyla ¢alismak tercih edilmistir.

Ozellikle, bu aileye ait olan Gumbel, Clayton ve Frank kapulalar ile ¢aligilmustir.

Iki boyutlu kapula teorisini ¢ok boyutlu kapula teorisine genisletilmesinde ¢dziilmemis
bir takim problemler oldugundan ¢aligmada sadece iki boyutlu Archimedean kapula
fonksiyonlar1 ile ¢aligma yiiriitiilmiistiir. Bu aileye ait kapulalardan, Gumbel, Clayton
ve Frank kapulalar kullanilarak Genest ve River (1993)’in 6nerdigi parametrik olmayan
yontem temel alinmis ve gozlemlerin bagimliligini en yakin modelleyen kapula
fonksiyonu segilmistir. Oncelikle s6z konusu yontem detayli olarak incelenmis ve
sonuglar yorumlanmustir. Calismada bagimliligin Archimedean kapula ailesinden
Clayton, Gumbel ve Frank kapulalarindan biriyle modellendigi varsayilmustir. Ozellikle

birliktelik parametresinin tahmini iizerinde durulmustur. Momentler yontemi ile elde
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edilen ve Kendall’in iliski katsayis1 kullanilarak elde edilen TAU tahmin edicisi ile en
cok olabilirlik yontemi ile elde edilen MLE tahmin edicisi karsilastirilmistir ve
simiilasyon sonuglar1 sunulmugtur. Sonuglara gére, MLE tahmin edicisin daha iyi bir
tahmin edici oldugu goriilmiistiir fakat TAU tahmin edicisinin de MLE’ye gore ¢ok kotii
bir tahmin edici olmadigina dikkat ¢ekilmis ve bazi aileler i¢in kapali formunu olmasi
ve hesaplama kolayligi nedeniyle tercih edilebilir oldugu vurgulanmistir. Calismada
marjinal dagilimlarin tahmini i¢in ampirik dagilimlar kullanilmis, bilinen parametrik
dagilimlarin ~ kullanilmast daha sonraki c¢alismalara birakilmistir.  Yontemin
uygulanabilirliginin denetlenmesi Gumbel kapuladan simiile edilen bir veri seti lizerinde
yapilmistir. Kapula parametresini tahmini i¢in Kendall’in tau iligki katsayisini kullanan
momentler tahmin yontemi ile en ¢ok olabilirlik yontemi kullanilmistir. Uygun modelin
secim kriteri olarak Cramer-Von Misses uzakligir kullanilarak elde edilen sonuglar
sunulmustur. Her iki tahmin edici ve se¢im kriteri birbirini destekler nitelikte sonuglar

vermistir.

Calismada, birliktelik parametresini tahmini ve simiilasyon sonuglari i¢in R programu ile
ve model se¢imi icin MATLAB ile yazilan programlar kullanilmigtir. Ayrica uygulama
kisminda kullanilan veri seti i¢in nedene 06zel fonksiyonlarin tahminlerinin elde

edilmesine iligkin hesaplamalar SAS programi kullanilarak yapilmistir.

Yontemin uygulanma asamalarini ortaya koymak adina gumbel kapuladan iiretilen veri
seti lizerinde calisilmis, marjinal dagilimlarin tahmini i¢cin ampirik dagilimlar olarak
kullanmilmustir. Yiiksek bagimligin olmasi ve 6rneklem genisliginin az olmasi nedeniyle
birliktelik parametreleri tahminleri icin MLE tahmin edicileri ve Kendall’in iligki

katsayisina dayanan tahmin edici kullanilmis ve sonuglarin degismedigi goriilmiistiir.

Yarigan risklerin varliginda ve bu risklerin bagimli oldugu varsaymm altinda bu
bagimliligi modelleyecek kapula fonksiyonun se¢imi Genest ve Rivest (1993) ‘in
onerdigi ve calismada incelenen yontem kullanilarak yapilmistir. Bu amagcla, Fyles vd.
(2004) yurittigii bir ¢alismadan elde edilen veriler kullanilarak tanitilan yontemin
yarigan risklerin  varhiginda, riskler arasindaki bagimliligin modellenmesine

uyarlanabilirligi tartisilmistir.
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Yarigan risklerin varligindaki calisma diizenlerinde, ortaya ¢ikma siiresi en kisa olan
risk gozlenmektedir. Bu nedenle de her riske ait elde edilen dagilim fonksiyonunu
nedene 06zel dagilim fonksiyonu olmaktadir. Belirlenebilme problemini varligi goz
oniine alindiginda, bir takim varsayimlar yapmadan veriden elde edilen nedene 6zel
dagilim fonksiyonlar1 kullanilarak ortak dagilimin belirlenmesi miimkiin olmamaktadir.
Bu nedenle, her bir riske ait marjinal dagilim fonksiyonlarmn elde edilmesi
gerekmektedir. Marjinal dagilim fonksiyonlari, sadece tek riskin var oldugu varsayildigi
durumdaki marjinal dagilimlar ifade etmektedir. Bu marjinal dagilim fonksiyonlarinin
tahminin elde edilmesi i¢in (8.16) ile gdsterilen Chiang (1970) ‘in 6nerdigi tahmin edici
kullanmistir. Birliktelik parametresini tahmin edicisi i¢in ise bu calismada en cok

olabilirlik tahmin edicisi kullanilmistir.

Meme kanseri tanis1 konmus hastalar i¢in meydana gelisi gézlenen ve 6liim riski olarak
belirlenen bes olaydan uzak organ yayilim riski ve koltukalti lenf nodu bdlgesinde niiks
riski secilerek bu iki risk arasindaki bagimliligi modelleyen Archimedean kapula
fonksiyonu secilmis ve yorumlanmistir. Aralarindaki bagimliligin klinik olarak anlaml
olmas1 nedeniyle bu iki risk secilmistir. Sadece tamoxifen adli ilagla tedavi edilen hasta
grubu i¢in uzak organ yayilim riski ve koltukalti lenf nodu bdlgesinde niiks riski
arasindaki bagimliligin Frank kapula ile modellenebildigi goriilmistiir. Ayn sekilde,
tamoxifen ve radyoterapi uygulanan hasta grubu i¢inde ayni risklerin bagimlilik yapisi

arastirilmis ve Gumbel kapula ile modellenebilecegi goriilmiistiir.

Bagimli arisan risklerin varliginda ortiik basarisizlik siirelerine ait ortak dagilimin
belirlenmesi diger bir ifadeyle riskler arasindaki bagimlilik yapisinin belirlenmesi bir
takim varsayimlar yapmadan miimkiin olmamaktadir. Calismada yarisan risklerin
bagimlilig1 goz Oniine alindiginda varsayimlarit en az seviyede tutarak gézlemlerden

elde edilen bilgiler dogrultusunda bagimlilik yapisinin belirlenmesine ¢alisiimistir.

Kapula teorisinin heniiz gelismekte olan bir alan olmasi1 ¢alismanin devami icin bir

takim diislinceler ortaya ¢ikmasina olanak tanimistir. Calismada, gelismekte olan bu
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alanin yarisan riskler teorisinde bagimliligin modellenmesi ic¢in, uygulanabilirligi ve

gelistirilebilirligi i¢in temel olusturulmaya caligilmistir.

Calismanin devami i¢in ¢ok boyutlu durumlar incelebilir. Ayrica, belirlenebilme
problemi varliginda net dagilimlarin tahmin edilmesi i¢in daha uygun tahmin edicilerin
arastirilmasi diistiniilebilir. Yarisan riskler teorisinde 6nemli bir kisit olan belirlenebilme
problemi i¢in, bu problemin olmadigi farkli parametrik ailelerin aragtirilmasi

arastirmanin devamui i¢in diistiniilen bir diger konu olabilir.

100



KAYNAKLAR

Ali, M.M. Mikhail, N.N. and Haq, M.S. 1978. A class of bivariate distributions
including the bivariate logistic. Journal of Multivariate Analysis, Vol. 8,
pp.405-412.

Arnold, B.C. and Brockett, P.L. 1983. Identifiability for dependent multiple
decrement/copeting risk models. Scand. Actuar. J. 117-127.

Bowers, N.L., Gerber, H.U., Hickman, J.C., Jones, D.A., and Nesbitt, C.J. 1997.
Actuarial Mathematics. Itasca, III: Society of Actuaries.

Birnbaum, Z.W. 1979. On the mathematics of competing risks. Data evaluation and
methods research, (2), 77.

Bryant, J. and Dignam, J.J. 2004. Semiparametric models for cumulative incidence
Functions. Biometrics, 60, 182-190.

Carriere, J. 1994. Dependent decrement theory. Transactions, society of Actuaries
XLVI, 45-65.

Chiang., C.L. 1970. Competing risks and conditional probabilities. Biometrics 26, 767-
76.

Clayton, D.G. 1978. A Model for association in bivariate life tables and its application
in epidemiological studies of familial tendency in chronic disease incidence.
Biometrika, 65, 141-151.

Cook, R.D. and Johnson, M.E. 1981. A family of distributions for modeling non-
elliptically symmetric multivariate data. Journal of the Royal Statistical
Society B 43:210-218.

Cox, D. R. 1959. The analysis of exponentially distributed lifetimes with two types of
failure. Journal of the Royal Statistical Society Seires. B 21:411-421.

Crowder, M. 2001. Classical Competing Risks, Chapmann & Hall.

Crowder, M. 1997. A test for independence of competing risks with discrete failure
times. Lifetime Data Analysis, (3), 215-223.

David, H.A. and Moeschberger, M. L. 1978. The theory of competing risks. Griffin,
London.

Deshpande, J. V. and Purohit, S. G. 2001. Survival, hazard and competing risks. Current
Science, Vol:80, No:9.

101



Deheuvels, P. 1978. Caractérisation compléte des Lois extrémes multivariées et de la
convergence des types extrémes, Publ. I'Institut de Statist. L'université de
Paris, 23, 1-36.

Dimitrova, D.S., Haberman, S., and Kaishev, V.K. 2009. Dependent competin risks:
Cause elimination. Faculty of Actuarial Science and Insurance,Cass Business
School, City University, London

Elandt-Johnson R.C. 1976. Conditional failure time distributions under competing
risktheory with dependent failure times and proportional hazard rates.
Scandinavian Actuarial Journal , 37-51.

Escarela, G. and Carriere, J. 2003. Fitting competing risks with an assumed copula.
Statistical Methods in Medical Research, 12 (4), 333-349.

Fleming, T.R. and Harrington D.P. 2005. Counting Processes and Survival Analysis.
John Wiley and Sons,429,Hoboken, New Jersey.

Frees W.E. and Valdez A.E. 1997. Understandin relationships using copulas. 32nd.
Actuarial Research Conference, 6-8 August at University of Calgary, Albert
Canada.

Frank, M.J. 1979. On the simultaneous associativity of F(x,y) and x+y-F(x,y).
Aequationes Mathematicae, 19, 194-226.

Fyles, A. W., McCready, D. R., Manchul, L. A., Trudeau, M. E., Merante, P.,Pintilie,
M., Weir, L. M. and Olivotto, I. A. 2004. Tamoxifen with or without breast
irradiation in women 50 years of age or olderwith early breast cancer. New
England Journal of Medicine, 351,963-970.

Gail, M. 1975. A review and critique of some models used in competing risk analysis.
Biometrics, 31, 209-222.

Gaynor J., Feuer, E., Tan, C., Wu, D, Little, C, Straus D., Clarkson B. and Brennan M.
1993. On the use of cause-specific failure and conditional failure

probabilities: Examples from clinical oncology data. American Statistical
Association (88), 400-409.

Genest, C. ad Mackay, J. 1986b. The Joy of Copulas: Bivariate Distributions with
Uniform Marginals. The American Statistician, 40, 280-283.

Genest, C. 1987. Frank’s family of bivariate distributions. Biometrika,74, 549-555.
Genest, C. and Rivest L.P. 1993. Statistical inference procedures for bivariate

Archimedean copulas. Journal of The American Statistical Association
Theory and Methods (88), No: 423

102



Genest, C., Ghoudi, K. and Rivest L.P. 1995. A semiparametric estimation procedure
of dependence parameters in multivariate families of distributions.
Biometrika, 82, 543-552.

Gray, R. J. 1988. A class of k-sample tests for comparing the cumulative incidence of a
competing risk. Annals of Statistics, 19, 1141-1154.

Greenwood, M. 1926. The natural of cancer. Reports on Public Health and Medical
Subjects 33:1-26, London: Her Majesty’s Stationery Office.

Gumbel, E.J. 1960. Bivariate exponential distributions. Journal of the American
Statistical Association, 55, 698—707.

Gooley, T. A., Leisenring, W., Crowlwy, J. and Stroer, B. E. 1999. Estimation of failure
probabilities in the presence of competing risks: new representations of old
estimators. Statistics in Medicine, 18, 695-706.

Heckman, J. and Honore, B.E. 1989. The identifiability of the competing risk model.
Biometrika,76 (2), 325-330.

Hougaard, P. 1987. Modeling multivariate survival. Scandinavian Journal of Statistics,
14,291-304.

Hougaard, P. 2000. Analysis for Multivariate Survival Data. Statistics for Biology and
Helath. Springer-Verlag, New York.

Joe, H. and Xu, J. J. 1996. The estimation method of inference functions for margins
formultivariate models; Technical Report no. 166, Department of Statistics,
University of British Columbia

Joe, H. 1997. Multivariate Models and Dependence Concepts. Chapman and Hall, New
York.

Kaarik E. 2006. Imputation algortihm using copulas. Metodolo“ski zvezki ,(3), No:1, 109-
120.

Kaarik M. and Kaarik E. 2010. Imputation by gaussian copula model with an
application to incomplete Customer Satistfaction Data. COMPSTAT, Paris.

Kaishev, K.V., Dimitrova, D. S. and Haberman S. 2007. Modelling the joint
distribution of competing risks survival times using copula funcitons.
Insurance: Mathematics and Economics, 41, 339-361.

Kalbfleisch, J. D., Prentice, R. L., 1980. The Statistical Analysis of Failure Time Data,
Wiley, New York.

Kaplan,E.J. and  Meier, P. 1958. Nonparametric estimation from incomplete
observations. Journal American Statistics Association, (53), 457-481.

103



Kim, H.T. 2007. Cumulative incidence in competing risks data and competing risks
regression analysis. Clinical Cancer Research, (13), 2.

Kimball, A. W. 1969. Models for the estimation of competing risks from grouped data.
Biometrics, 25, 329-37.

Kleinbaum, D.G. and Klein, M. 2005. Survival Analysis A Self- Learning Text,
Springer,332.

Lagakos, S. W. 1979. General right censoring and its impact on the analysis of survival
data. Biometrics, (35); 139-156.

Lawless, J. F. 2003. Statistical Models and Methods for Lifetime Data, 2nd edn, Wiley.
Lindqvist, B.H. 2006. Eqr 067 Competing Risks. Lecture Notes.

Ling, C. H. 1965. Representation of associative functions. Publicationes Mathematicae,
12, 189-212.

Link, A. W. 1989. A model for informative censoring. Journal of the American
Statistical Association, (84), No:407.

Lobo, I. 2008. Epistasis: Gene interaction and the phenotypic expression of complex
diseases like Alzheimer's. Nature Education 1, 1.

Makeham, W.M. 1874. On an application of the theory of decremental forces.
Journal of the Institute of Actuaries, 18, 317-322.

Melchiori R. M. 2003. Which Archimedean copula is the right one? YieldCurve.com (e-
Journal)

Moeschberger, M. L. and David, H. A. 1971. Life tests under competing causes of
failure and the theory of competing risks. Biometrics, (4), 909-933.

Nadas, A. 1971. The distribution of the identified minimum of a normal pair determines
the distribution of the pair. Technometrics 13, 201-202.

Naifar N. 2011. Modelling dependence structure with Archimedean copulas and
applications iTraxx CDS index. Journal of Computational and Applied
Mathematics, (235), 2459-2466.

Nelsen, R.B. 1986. Properties of a one-parameter family of bivariate distributions with

specified marginals. Communications in Statistics—Theory and Methods, 15,

3277-85.

Nelsen, R. 1999. An Introduction to Copulas. Springer, New York.

104



Nelson, W. B. 1969. Hazard plotting for incomplete failure data. J. Qual. Technol. 1,
27-52.

Oakes, D. 1982. A Model for association in bivariate survival data. Journal of The
Royal Statistical Society. Ser B. (44), 414-422.

Oakes, D. 1989. Bivariate survival models induced by frailties. Journal of the American
Statistical Association 84:487—493.

Pepe, M. S. and Mori, M. 1993. Kaplan-Meier, marginal or conditional probability
curves in summarizing competing risk failure time data. Statisitcs in
Medicine, 16,901-910.

Phelps, A. L. and Weissfeld, L. A. 1997. A comparison of dependence estimators in
bivariate copula models. Communications in Statistics-Simulation and
Computation. 26(4):1583-1597.

Pintile, M. 2006. Competing Risks, A Practical Perspective. Wiley, England.

Prentice, R. L., Kalbfleisch, J. D., Peterson, A.V., Flournoy N., Farewell, V. T. and
Breslow, N. E. 1978. The analysis of failure times in the presence of
competing risks. Biometrics, 34:541-554.

Salinas-Torres, V. H., de Branga Pereira, C. A., and Tiwardi, R.C. 2002. Bayesian
nonparametric estimation in a series or a competing risk model. Journal of
Nonparametric Statistics, 14, 449-458.

Sankaran, P.G., Lawlees, J.F., B.Abraham and Antony A.A. 2006. Estimation of
distribution function in bivariate competing risk models. Biometrical Journal,
(48), 399-410.

Satagopan, J.M., Ben-Porat, L., Berwick, M., Robson, M., Kutler, D. and Auerbach, A.
D. 2004. A note competing risks in survival data analysis. British Journal of

Cancer, 91, 1229-1235.

Schweizer, B. and Wolff, E.F, .( 1981). On nonparametric measures of dependence for
random variables. The Annals of Statistics, 9:879-885.

Seal, H.L. 1977. Multiple decrements or competing risks. Biometrika, 64:429—439.

Serfling, R.J. 1980. Approximation theorems of mathematical statistics, Wiley, New
York

Shih, J.H. and Louis, T.A. 1995. Inferences on the Association Parameter in Copula
Models for Bivariate Survival Data, Biometrics 51:1384—1399.

Sklar, A. 1959. Functions de repartition a n dimensions et leurs marges. Publ. Inst. Stat.
Univ. Paris 8, 229-231.

105



Sklar, A. 1973. Random Variables, Joint Distribution Functions and Copulas.
Kybernetika, 9:449-460.

Southern, D.A., Faris, P.D., Brant, R., Galbraith, P.D., Norris, C. M., Knudtson, M.L.
and Ghali, W. A. 2006. Kaplan-Meier methods yielded misleading results in
competing risks scenarios. Journal of Clinical Epidemiology, (59), 1110-
1114.

Slud, E. and Rubinstein, L. 1983. Dependent competing risks and summary survival
curves. Biometrika(70), 643-649.

Tsiatis, A. 1975. A nonidentifiability aspect of the problem of competing risks. Proc.
Nat. Academic Science, (72), USA.

Weir, M.R. 2005. Cardiovascular disease in patients with chronic kidney disease: The
CVD/CKD interaction. Medscape Cardiology, 9, 2.

Valdez, E. 2001. Bivariate analysis of survivorship and persistency. Insuarence:
Mathematics and Economics 29, 357-373.

Yashin, A., Manton, K., and Stallard, E. 1986. Dependent competing risks: A stochastic
process model. Journal of Mathematical Biology, 24, 119-140.

Zhang, D. 2005. Analysis of survival data. Lectures Notes ( Modified from Dr. A.
Tsiatis ‘s lecture notes.)

Zheng, M. and Klein 1994. A self-consistent estimator of marginal survival functions
based on dependent competing risk data and an assumed copula.

Communications in Statistics - Theory and Methods, 23 (8), 2299-2311.

Zheng, M. and Klein 1995. Estimates of marginal survival for dependent competing
risks based on an assumed copula, Biometrika, 82 (1), 127-138.

106



EKLER

EK1 Tamoxifen ¢alismasi sonucunda elde edilmis verilerin bir kismi1

EK2 Tamoxifen ¢alismasindaki degiskenlerin tanimlari
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EK1 Tamoxifen ¢alismasi sonucunda elde edilmis verilerin bir kismi

stnum | tx | pathsize | hist | hrlevel | hgb |nodediss| age survtime stat loctime Icens axltime acens distime dcens maltime mcens
1 B 1.0 |DUC| POS | 140 Y 51 |8.2683093771 | 0 | 8.2683093771 | 0 |[8.2683093771 | 0 |8.2683093771 | 0 | 8.2683093771 0
2 B 0.5 |DUC| POS | 138 Y 74 | 6.173853525 | 0 | 6.173853525 0 6.173853525 0 | 1.3524982888 1 6.173853525 0
3 B 1.1 _|DUC| POS | 157 Y 71 | 7.1759069131 | 0 [ 7.1759069131 | 0 [ 7.1759069131 | O |7.1759069131 | O | 7.1759069131 0
4 B 0.8 |DUC| POS | 136 Y 52 9.5058179329 | 0 [9.5058179329 | 0 [9.5058179329 | 0 ]9.5058179329 | 0 |9.5058179329 0
5 B 1.5 |DUC| POS | 123 Y 62 |9.0951403149 | 0 [9.0951403149 | 0 [9.0951403149 | 0 ]9.0951403149 | 0 |9.0951403149 0
6 B 0.7 |DUC| POS | 122 Y 75 |8.0958247775 | 1 | 8.0958247775 | 0 |8.0958247775 | O |8.0958247775| 0O | 8.0958247775 0
7 B 24 |DUC| POS | 139 Y 77 10.7255304586 | 1 | 0.7255304586 | 0 | 0.7255304586 | 0 | 0.6023271732 1 ]0.7255304586 0
8 B 20 |DUC| POS | 142 Y 78 [4.9637234771 | 0 | 49637234771 | 0 [4.9637234771 | 0 [4.9637234771 | 0 |4.9637234771 0
9 B 20 |DUC| POS | 121 Y 65 | 8.848733744 | 0 | 8.848733744 0 8.848733744 0 8.848733744 0 8.848733744 0
10 | B 1.2 |DUC| POS | 132 Y 67 |5.1635865845 | 0 | 5.1635865845 | 0 |5.1635865845 | 0 |5.1635865845| 0 |5.1635865845 0
S13 | T 1.0 | MIX| POS | 133 Y 54 |6.2313483915 | 0 | 6.2313483915| 0 |6.2313483915| 0 |6.2313483915| 0 | 6.2313483915 0
514 | T 25 |DUC| POS | 159 N 66 | 6.0424366872 | 0 | 6.0424366872 | 0 [2.9596167009 | 1 |6.0424366872 | 0 | 6.0424366872 0
515 | T 1.0 |MIX| POS | 127 Y 52 5.0266940452 | 0 |5.0266940452 | 0 |5.0266940452 | 0 |5.0266940452 | 0 | 5.0266940452 0
516 | T 14 |DUC| POS | 126 N 65 |5.5660506502 | 0 | 5.5660506502 | 0 | 5.5660506502 | 0 | 5.5660506502 | 0 | 5.5660506502 0
517 | T 20 |MIX| POS | 130 Y 71 16.0616016427 | 0 | 6.0616016427 | 0 |6.0616016427 | 0 | 6.0616016427 | 0 | 6.0616016427 0
S18 | T 20 |LOB| POS | 147 Y 75 5.4099931554 | 0 | 5.4099931554 | 0 [5.4099931554 | 0 |5.4099931554 | 0 |5.4099931554 0
519 | T 1.7 |DUC| POS | 144 Y 56 | 6.1957563313 | 0 | 6.1957563313 | 0 | 6.1957563313 | 0 |6.1957563313 | 0 | 6.1957563313 0
520 | T 1.0 |DUC| POS | 135 N 71 ]6.0616016427 | 0 | 6.0616016427 | 0 |6.0616016427 | 0 |6.0616016427 | 0 |6.0616016427 0




EK 2 Tamoxifen ¢aligmasindaki degiskenlerin tanimlari

Degisken Ismi Tanimlar

stnum Hasta numarasi

x Tedavi tiirti:
T:tamoxifen, B:tomoxifen+radyoterapi

pathsize Tiimdr boyutu

hist Histoloji,
DUC:Ductal, MIX:Mixed,OTH:diger

hrlevel Hormon diizeyi, NEG:Negatif,
POS:Pozitif

hgb Hemoglobin

nodeiss Lenf nodu incelemesi yapilip
yapilmadigi

age yas

survtime Sagkalim stiresi

stat Durum degiskeni, 1: 6li, 0:sag

loctime Bolgesel niiks gerceklesene kadar gecen
sure

Icens Bolgesel niiks i¢in durum degiskeni,
1: var, 0:yok

axltime Koltuk alt1 lenf nodu bélgesinde niiks
gerceklesene kadar gecen siire

acens Koltuk alt1 lenf nodu bdlgesinde niiks
icin durum degiskeni, 1: var, 0:yok

distime Uzak organ yayilimi gerceklesene kadar
gecen sire

dcens Uzak organ yayilimi i¢in durum
degiskeni,
1: var, 0:yok

maltime Kétii huylu ikinci bir timor ortaya
cikana kadar gecen siire

mcens Kétii huylu ikinci bir timor degiskeni

i¢in durum degiskeni, 1: var, 0:yok
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