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OZET

Doktora Tezi

KUATERNIYONLARIN DIFERENSIYEL GEOMETRISI

Selahattin ASLAN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Bu tez beg boliimden olugsmaktadir. Birinci béliimde, simdiye kadar yapilan ¢aligmalar ve
tez konusunun gelisimi hakkinda bilgi verildi. Ikinci boliimde, tezin diger boliimleri icin
gerekli olan temel kavramlara yer verildi. Uciincii boliimde, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda
kanal yiizeyleri ve genellestirilmis sabit oranli yiizeyler birim kuaterniyonlarla elde edildi.
Daha sonra, birim kuaterniyona karsilik gelen matrislerden yararlanarak bu yiizeyler ho-
motetik hareket olarak elde edildi. Ayrica, ii¢ boyutlu Minkowski 3-uzayinda bazi kanal
yiizeyleri birim split kuaterniyonlarla ifade edildi. Dordiincii boliimde, Darboux ¢atisi kul-
lanilarak sekil operatorii elde edildi. Darboux gatisiyla gekil operatorii, kuaterniyonlar ile
elde edildikten sonra, kuaterniyonik sekil operatorii tanimlandi. Kuaterniyonik sekil op-
eratoriine karsilik gelen matrisler kullanilarak bazi sonuclar elde edildi. Beginci boliimde,
egri ve yiizeylerin konum vektorlerinden yararlanarak bir kuaterniyon operatorii tanim-
landi. Ayrica, diger boliimlerde yiizeyler ve kuaterniyonik sekil operatoriinde kullanilan
kuaterniyonlar bu kuaterniyon operatoriiyle elde edildi.

Kasim 2017, 63 sayfa

Anahtar Kelimeler: Egriler, yiizeyler, kanal yiizeyleri, genellestirilmis sabit oranl
yiizeyler, gekil operatorii, kuaterniyonlar, split kuaterniyonlar, homotetik hareketler,
Minkowski uzay1.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

DIFFERENTIAL GEOMETRY OF QUATERNIONS

Selahattin ASLAN

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consist of five of chapters. In the first part, it was given the studies done up
until now, and information about the development of the thesis. The second part consist
of the basic concepts necessary for the other parts of the thesis. In the third chapter,
canal surfaces and generalized constant-ratio surfaces in the three-dimensional Fuclidean
space are obtained by unit quaternions. Then, by using the matrices corresponding to
the unit quaternion, these surfaces were obtained as homothetic motions. In addition,
some canal surfaces in Minkowski 3-space were expressed by unit split quaternions. In
the fourth chapter, the shape operator was obtained using the Darboux frame. After the
shape operator with Darboux frame obtained by quaternions, quaternionic shape operator
was defined. Some results were obtained using the matrices corresponding to quaternionic
shape operator. In the fifth chapter, a quaternion operator was defined using the positions
vectors of the curves and surfaces. Also, the quaternions used in the other parts, in the
surfaces and quaternionic shape operator, were obtained with this quaternion operator.

November 2017, 63 pages

Key Words: Curves, surfaces, canal surfaces, generalized constant-ratio surfaces, shape
operator, quaternions, split quaternions, homothetic motions, Minkowski space.
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1. GIRIiS

Diferensiyel geometride; diferensiyel, integral ve lineer cebir etkin bir gekilde kullanil-
maktadir. Diferensiyel geometrinin; diferensiyel topoloji ve diferensiyel denklemler
gibi bir ¢ok disiplinle yakin iligkisi vardir. Son yillarda kinematik, fizik, ekonomi,
bilgisayar grafigi, miihendislik, kontrol teorisi, istatistik ve bilgisayar oyunlari gibi
alanlarda kullanilmaktadir. Egri ve yiizeyler teorisi diferensiyel geometrinin geligi-
minde onemli katki saglamigtir. Diferensiyel geometri, egri ve yiizeylerin karmagik
yapilarini inceliyor ve heniiz ortaya ¢ikarilamamis benzer ve ayirt edici tzelliklerini
bulmaya galigmaktadir. Ayrica, egri ve yiizeyler teorisi diferensiyel geometrinin en
yogun arastirma alanlarindan biridir. Simdiye kadar egrilik, torsiyon, Gauss egriligi,

ortalama egrilik ve jeodezik gibi bircok temel ayirt edici 6zellikler elde edilmigtir.

Bilindigi gibi uzayda her bir noktanin bir konum vektorii vardir. Dolayisiyla egri ve
yiizey iizerindeki her bir noktanin konum vektorii vardir. Boylece, konum vektorii,
ii¢ boyutlu egriler ve yiizeyler i¢in en temel geometrik 6gelerden biri olmusgtur. Son
yillarda diferensiyel geometride egri ve yiizeyleri arastirmada kullanilan en yaygin
yontemlerden biri egri ve yiizeylerin konum vektorlerinden yararlanarak yapilan
aragtirma yontemidir. Egri ve yiizeylerin konum vektorlerinden yararlanarak log-
aritmik spiral egri (Boyadzhiev 1999), sabit egimli yiizeyler (Munteanu 2010), sabit
oranl hiperyiizeyler (Chen 2001) ve genellestirilmis sabit oranh yiizeyler

(Fu ve Munteanu 2014) gibi bircok egri ve yiizey simflandirilmigtir.

Sir William Rowan Hamilton (1844) kompleks sayilar: diizlem iizerinde noktalar ola-
rak yorumladi. Daha sonra Hamilton 1843’te dort boyutlu olan kuaterniyonlar: kom-
pleks sayilara gore yorumladi ve biitiin hayatini kuaterniyonlar tizerinde calisarak
gecirdi. 20. yiizyihin sonlarindan beri kuaterniyonlar biiyiik bir ragbet gérmektedir.
Shoemake (1985), kuaterniyonlar: kullanarak dénme matrislerinden daha pratik olan
bir dénme sistemi tanimladi. Kuaterniyonlar 6zellikle herhangi bir eksen etrafinda

donme yaptirdiklar: icin Euler agilarindan daha problemsiz, matrislerden niimerik
1



olarak daha stabil ve kullamighdirlar. Bu yiizden kuaterniyonlar bircok alanda daha
fazla tercih edilmektedir. Ayrica kuaterniyonlar kiiresel hareketlerde déonme yap-
tirmada ve hem dénme hem de 6telemenin oldugu uzay hareketlerinde cok giiclii
bir ara¢ olarak kullanilmaktadir. Euler agilar1 ve donme matrislerinden daha hizli,
kullanigh ve pratik olan kuaterniyonlar bu 6zellikleri sayesinde ii¢ boyutlu bilgisa-
yar grafikleri, robotlar, kontrol teorisi, fizik, uzay araclarinin kontrolu, bilgisayar
simiilasyonlar1, uygulamali matematik ve teorik matematik gibi bir¢ok alanda kul-
lanilmaktadir. Dort boyutlu olan kuaterniyonlar 6zellikle ii¢ boyutlu uzayda mod-
ellenen ve oyuncunun digaridan dordiincii boyut olarak etki ettigi bilgisayar oyun-
larinda 6ne ¢cikmaktadir. Bununla birlikte mekanik ve klasik fizikteki bircok kural
kuaterniyonlarla verilmektedir. Kuaterniyonlar skaler ve vektorel olmak {izere iki
kistmdan olusmaktadir. Bir kuaterniyonun vektsrel kismu ii¢ boyutlu Oklid uzayinda
bir vektor oldugu icin ti¢ boyutlu Oklid uzay: kuaterniyonlarin yapisal kisimlarindan

birini olugsturmaktadair.

Egri ve yiizeylerin son zamanlarda arastirildiklar: alanlardan biri de Einstein’in 6zel
gorelik kuraminin en uygun bicimde gosterildigi Minkowski uzayidir. Bu arastir-
malar sonucunda birgok egri ve yiizey Minkowski uzayinda ifade edilmigtir. Petrovic
ve Sucurovic (2000), spacelike, timelike ve null egrilerin baz1 karakterizasyonlarini
verdiler. Karacan ve Biikgii (2007), Minkowski uzayinda timelike ve spacelike egriler

tizerinde kanal ytiizeylerini verdiler.

Inoguchi (1998) yilinda split kuaterniyonlar: tanmimlamig ve Minkowski 3-uzayinda
sabit ortalama egrilikli timelike yiizeylerin temel denklemlerini boliinmiis kuaterniy-
onlar yardimiyla yeniden formiillestirmistir. Ozdemir ve Ergin (2006), timelike split
kuaterniyonun Minkowski 3-uzayimnda bir dénme yaptirdigini gosterdiler. Ayrica,
timelike split kuaterniyonlara karsilik gelen Lorentz donme matrisleri elde ettiler.
Kula ve Yaylh (2007), split kuaterniyonlar cebirinin, yar1 Oklid uzayiyla tanimlan-
masina olanak saglayan bir skaler ¢carpimina sahip oldugunu gosterdiler. Ayrica, iki

birim split kuaterniyonun bir dénme olusturdugunu gosterdiler.



Kinematik; hareketi tanimlamak i¢in nokta, dogru ve diger geometrik nesnelerin hiz,
ivme ve diferensiyel ozelliklerini incelemektedir. Kinematik hareket geometrisinde
matematikcilerin yogun bir gekilde calistiklari hareketle siki bir bag1 vardir. Kine-
matik fizik, mekanik miihendislik, robot ve biomekanik gibi bircok alanda kullanil-
maktadir. Kinematigin en ¢ok aragtirilan konularindan biri homotetik hareketlerdir.
Hacisalihoglu (1971) n-boyutlu Oklid uzaymda 1-parametreli homotetik hareketlerin
bazi 6zelliklerini gostermistir. Daha sonar, Yayh (1992) Hamilton operatoriinii kul-
lanarak 4-boyutlu Oklid uzayinda homotetik hareketleri vermistir. 1-parametreli ho-
motetik hareketler yogun bir sekilde incelenmis ve ¢ok genis uygulama alani bulmus-
tur. Ancak, 2-parametreli homotetik hareketler hem Karger ve Novak (1985) tarafin-
dan uzay kinematigi ve Lie gruplar1 olarak, hem de Bottema ve Roth (1979) tarafin-
dan teorik kinematik olarak incelenmis olsada 1-parametreli homotetik hareketler
kadar incelenmemigtir. Bundan dolay1 2-parametreli homotetik hareketler son yil-
larda aragtirlmaya tekrar baglanmigtir. Karacan ve Yayh (2004, 2005) genel 2-
parametreli hareketleri ve Lorentz diizleminde 2-parametreli hareketleri vermislerdir.
Tosun vd. (2006), Minkowski 3-uzayimda 1-parametreli homotetik hareketlerin baz

ozelliklerini aragtirdilar.

3-boyutlu (3D) uzayda kinematikte bazi problemler ve zorluklarla kargilagilmigtir.
Bu zorluklar kuaterniyonlar kullanilarak agilmaya caligilmigtir. Bayro-Corrochano
(2003) goz hareketinin 3D kinematiginin matematiksel modeli i¢in Clifford ve geometrik
cebirini kullandi. Burada i¢ carpim ve dig carpimdan yararlanarak bir kuaterniyonik
yapi tanimladi. Leclercq vd. (2013), bu kuaterniyonik yapiy1 dual kuaterniyonlarda
kullanarak 3D kinematiginde dénme, 6teleme ve vida hareketleri gibi bazi hareket-

lerin modellenmesinde kullandilar.

Kuaterniyonlar vektorler iizerinde etki etmekte ve vektorler {izerinde birgok islemde
kullanilmaktadir. Kuaterniyonlarin bu 6zelliklerinden yararlanarak, egri ve yiizey-
lerin konum vektorleri tizerinde kuaterniyon kullanilmaktadir. Babaarslan ve Yayh
(2012, 2013), Oklid 3-uzayinda ve Minkowski uzaymnda sabit egimli yiizeyleri ku-

aterniyonlarla elde ettiler. Ayrica, bu kuaterniyonlara karsilik gelen matrislerden
3



yararlanarak bu yiizeyleri homotetik hareketlerle elde ettiler. Gok (2017) Oklid 3-
uzayinda kanal yiizeylerini birim kuaterniyondan yararlanarak elde etti. Bu birim
kuaterniyona karsilik gelen matrisleri kullanarak homotetik hareket elde ettiler. Ben-
zer bir gekilde, Gok vd. (2017) Minkowski 3-uzayinda kanal yiizeylerini split kuater-

niyonlarla elde ettiler.

Bu tez ¢alismasinda, egri ve yiizeyler kuaterniyonlar ile ifade edildikten sonra difer-
ensiyel ve kinematik ozellikleri incelenmistir. Ilk 6nce genellestirilmis sabit oranl
yiizeyler ve kanal yiizeyleri kuaterniyonlar ile ifade edilecektir. Daha sonra, bu
kuaterniyonlara karsilik gelen matrislerden yararlanarak bu yiizeyleri homotetik
hareketlerle ifade edilecektir. Benzer bicimde, Minkowski 3-uzayinda bazi kanal
yiizeyleri split kuaterniyonla ifade edildikten sonra homotetik hareketlerle ifade
edilecektir. Ikinci kisimda, Darboux catisindan yararlanarak sekil oparatorii elde
edilecektir. Darboux catisiyla sekil operatorii kuaterniyon ile verilerek kuaterniyonik
sekil operatorii tamimlanacaktir. Kuaterniyonik sekil operatorii, birim kuaterniyona
karsilik gelen matrislerden yararlanarak homotetik hareket ile elde edilecektir. Bu
operatore karsilik gelen matrisler, yiizeyler iizerinde bazi 6zel egrilerden yararlanarak
farkl bir gekilde elde edilecektir. Son olarak, simdiye kadar elde edilen sonuglar1 da
kapsayacak bigimde bir kuaterniyon operatorii tanimlanacaktir. Bu kuaterniyon op-
eratorii, egri ve ylizeyler iizerinde olmak {izere iki sekilde incelenecektir. Son olarak

bu kuaterniyon operatoriiniin bazi1 uygulamalar: verilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 Merkezileri bir a(t) egrisi iizerinde bulunan ve yarigaplar: bu egriye
baglh olarak degisen kiire ailesinin zarfina kanal yiizeyi denir. Eger yaricap fonksiy-
onu r(t); 7' (t) < ||/ (t)]| 6zelligini saghiyorsa kanal yiizeyi regiilerdir. Birim hizli ()
egrisinin Frenet catis1 {7'(t), N(t), B(t)} olmak iizere, merkez egrisi a(t) olan kanal

ylizeyi

C(t,0) = a(t) — r(t)r'(t)T(t) £ r(t)\/1 — r'(t)?(cos ON (t) + sin 6 B(t)) (2.1)

bi¢iminde parametrelendirilir. Eger yarigap fonksiyonu r(t) sabit is kanal yiizeyine

tiip ytizeyi denir. Tiip yiizeyi
X (t,0) = a(t) + r(t)(cosON(t) + sin 0B(t)) (2.2)

bi¢iminde parametrelendirilir (Gray 1999).

Tanim 2.2 Yarigap fonksiyonu r(6) iki kez tiirevlenebilen bir fonksiyon olmak tizere,

genellestirilmis tiip yiizeyi
Y (t,0) = a(t) +r(0)(cos N (t) + sin 0B(t)) (2.3)

bi¢iminde parametrelendirilir (Gross 1994).

Tanim 2.3 Birim hizh a(t) merkez egrisinin Bishop ¢atisi

{T(t), N1(t), Nao(t) = T(t) x N1(t)} olmak iizere, kanal yiizeyi ve tiip yiizeyi, sirasiyla

C(t,0) = at)—r@E)r'(t)T(t) £r(t)\/1—r'(t)%(cosON1(t) + sin ON(t)) (2.4)
X(t,0) = aft)+r(t)(cosdNy(t) 4 sin ONs(t)) (2.5)

bigiminde parametrelendirilir (Dogan 2012).



Tanim 2.4 Birim hizhi o(t) merkez egrisinin Darboux ¢atisi

{T'(t),Y(t)=U(t) x T(t),U(t)} olmak iizere, kanal yiizeyi ve tiip yiizeyi, sirasiyla

C(t,0) = at)—rt)r" ()T (t) £r(t)\/1—1r(t)*(cos Y (t) +sin U (t)) (2.6)
X(t,0) = aft)+r(t)(cosbY (t) +sinbU(t)) (2.7)

bi¢iminde parametrelendirilir (Dogan 2012).

Tamim 2.5 f : I — S?, parametresi 7 ¢ 7 olan bir kiiresel egri olmak {izere,
{f'(t), f(t) x f'(t), f(t)} ortonormal catist f(t) egrisi boyunca Sabban gatisidir.

Sabban c¢atisinda bulunan vektorlerin tiirevleri agagidaki bicimde verilebilir.

J(t) = ke() f(2) x f'(1) = f (D),
(f(8) x f'(8)) = —ky(O)f' (1), (2.8)
f'(e) = 1),

burada k,(t) = (f"(t), (f(t) x f'(t))), f(t) egrisinin geodezik egriligidir
(Koenderink 1990).

Tanim 2.6 7 :S — E?, 3-boyutlu Oklid uzaymnda bir yiizey olmak iizere,
S agagidaki gibi parametrelendirilmis bir genellegtirilmis sabit oranl (GSO) yiizey-
dir.
z(s,t) = s (cosu(s)f(t) +sinu(s)f(t) x f'(¢)), (2.9)
burada u(s) = / Mds, 0(s) ¢ {0, g} aq fonksiyonu ve f ise S? {izerinde bir
s

birim hizh kiiresel egridir (Fu ve Munteanu 2014).

Tanim 2.7 p, M yiizeyinde bir nokta olmak {izere, p noktasinda M yiizeyine teget

olan vektor agsagidaki bicimde verilebilir.
Sp(v) = —=V,U, (2.10)

burada U, M yiizeyinde p noktasinmin komsulugunda birim normal vektordiir.

Sy« T,(M) — T,(M) doniistimiine p noktasindaki sekil operatorii denir (Sekil 2.1).
6
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Sekil 2.1 Sekil operatorii (O’Neill 2006)

v ve w teget vektorler olmak iizere, sekil operatorii simetrik bir lineer doniisiim

oldugundan (S,(v),w) = (v, S,(w))’dir (O’Neill 2006).

Tamim 2.8 z : D C R?> — M C R3 parametreleri ’s ve ¢’ olan bir yiizey olmak

iizere agagidaki reel degerli fonksiyonlar verilebilir.

i _ (8@ 2 (), xe) — (S(ws), 20) (S(e), 22) (2.11)

<x87$8> <xt7xt> - <IS7It>2

[S(s) x S|

e (2.12)

H — (4, 1) (S(@s), T5) + (s, T5) (S(T4), T4) — 22<$5’$t> (S(xs), 2e) (2.13)
2((ws, ws) (e, w0) — (X6, 10)7)

_ |S(z5) X @y + s X S(24))] (2.14)

2’373 X $t|

burada K ve H fonksiyonlar: sirasila Gauss egrilik ve ortalama egriliktir (O’Neill 2006).

Tanim 2.9 «: [ — M, s ile parametrelendirilmig birim hizli bir egri olmak iizere,
a/(s) = T(s) vektorii M yiizeyindeki «(s) egrisine teget vektordiir. T'(s), Y(s) ve
U(s) sirasiyla birim teget vektor, teget normal vektor ve birim normal vektor alan

olmak iizere, {T, Y = U x T, U} catis1 Darboux ¢atisidir. T, Y ve U vektorlerinin
7
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tiirevleri agagidaki bigimde verilebilir.

T 0 ky ko || T

d

Y= ke 0t Y|, (2.15)
U —k, —t, O U

burada £, k,, ve t, sirasiyla geodezik egrilik, normal egrilik ve geodezik torsiyondur.

a(s) birim hizli bir egri degilse agagidaki egitlik verilebilir.

T 0 k, ko || T

d

oY =[a(s)] | —k, 0 t, Y |- (2.16)
U ke —t, 0 || U

ky =0, k,=0,t,=0ise a(s) egrisi sirasiyla geodezik egri, asimptotik egri, ¢izgisel

egridir (O’Neill 2006).

Tanim 2.10 H = {q = ap + a1i + asj + agk : ag,a1,as,a3 € R} reel kuaterniyon-
larin kiimesi R* 4-boyutlu vektor uzayina esittir. Kuaterniyonlarin baz1 {1, i, j, k}

asagidaki bicimde kisaca ifade edilebilir.
P2 =2 =k?=ijk=—1. (2.17)

Kuaterniyonlar cebiri birlegimli fakat degisimli degildir (Hamilton 1844). Reel ku-
aterniyonlar kiimesinin birim elemani 1’dir. ¢ = ag + a1? + a2j + aszk olmak iizere ¢
kuaterniyonunun skaler ve vektorel bilegenleri sirasiyla S(q) = ag € R ve

V(q) = a1i + asj + ask € R¥dir. Boylece, kuaterniyon ¢ = S(q) + V(q) bigiminde
yazilabilir. ¢ = S(q) + V(q) olmak iizere, S(q) = 0 ise ¢ kuaterniyonuna saf (pure)
kuaterniyon denir. ¢ = S(¢) + V(q), p = S(p) + V(p) € H ve A € R olmak iizere,

kuaterniyonlarin toplami ve skalerle carpimi agagidaki bigimde verilebilir.

qg+p = (S(q)+Sp)+ V(g +V(p)
Ag = AS(q) + AV (g).

R3 vektor uzayinda i¢ carpim ve vektorel carpim kullanilarak kuaterniyon carpimi

x agsagidaki bicimde verilebilir.

qxp=2S(q)S(p) — (V(g),V(p)) + S(@)V(p) + S(p)V(g) + V(g) x V(p) (2.18)
8



burada x vektorel carpim ve *x kuaterniyon carpimdir. ¢ = ag + a1i + asj + ask
kuaterniyonunun eglenigi ¢ = a9 — a1i — asj — ask bigimdedir. Bir kuaterniyonun
normu ve tersi agagidaki bicimde verilebilir.

) L q
gl =q*q=aj+a}+a3+a3, q lzm lq| # 0.

lgl = 1 ise ¢ kuaterniyonuna birim kuaterniyon denir. Bir birim kuaterniyonun

trigonometrik formu agagidaki bigimdedir.
q = cosf + sin Ov, (2.19)

burada v € R? ve ||v]| = 1. v; ve vy 3-boyutlu R? vektor uzaymda birim vektorler
(4-boyutlu R* vektor uzayimda saf (pure) kuaterniyonlar) ve bu iki vektor arasindaki
aclt 0 olmak iizere, bu iki vektérden ¢ birim kuaterniyonu asagidaki bicimde elde
edilir.

q = vy xv; " = cosf + sin Ov, (2.20)

V1 X V2 . . .. . e ee s
burada v = ————"dir. ¢ = cos #+sin fv birim kuaterniyonu, v; vektoriinii v vek-

[[o1 X s
torii etrafinda dondiirerek vy vektorii iizerine getirir (Sekil 2.2) (Hacisalihoglu 1983).

Sekil 2.2 Birim kuaterniyon ile donme

Tanmim 2.11 ¢ birim kuaterniyon ve w saf (pure) kuaterniyon olmak iizere, ¢ lineer

doniisiimii agagidaki bigimde verilebilir.

¢ : R°—R,

dw) = grw*q . (2.21)
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q = ag + a1t + asj + ask birim kuaterniyonu i¢in ¢ lineer doniisiimiine kargilik gelen

matris agagidaki bicimde verilebilir.

ai+a?—a3—a2 —2apa3 + 2a1a9 2aoas + 2a1a;
A= 2apa3 + 2a1ay @i +ai—at —ai  2asa3 — 2apa, (2.22)
2a1a3 — 2apas 2apa1 + 2aza3  ai+ a2 —ai—a?

burada AAT = I ve detA = 1 oldugundan A ortogonal matristir. Boylece, ¢ li-
neer doniisiimii 3-boyutlu vektoér uzayinda bir déonme yaptirir. ¢ = cos@ + sin v
olmak iizere ¢ lineer doniisiimii w vektoriinii v vektorii etrafinda 26 kadar dondiiriir

(Shoemake 1985).

Tamm 2.12 R3 vektor uzayida 1-parametreli homotetik hareket agsagidaki bicimde

verilebilir.

vo(t) = h(t)A(t)vi(t) + C(1), (2.23)

burada v, ve v; sirasiyla bir noktanin sabit uzay R’ ve hareketli uzaydaki R konum
vektoriidiir. Ayrica, h, A ve C sirasiyla homotetik hareketin skalasi, ortogonal ma-

trisi ve dteleme vektortidiir. ”¢” ise homotetik hareketin parametresidir (Diildiil 2010).

Tanim 2.13 R3 vektor uzayinda 2-parametreli homotetik hareket agsagidaki bicimde
verilebilir.

va(t, s) = h(t, s)A(t, s)vi(t,s) + C(t, s), (2.24)

burada vy ve v; sirasiyla bir noktanin sabit uzay R’ ve hareketli uzaydaki R konum
vektoriidiir.  Ayrica, h, A ve C sirasiyla homotetik hareketin skalasi, ortogonal
matrisi ve oteleme vektoriidiir. "t ve s” ise homotetik hareketin parametreleridir

(Bottema ve Roth 1979) (Karger ve Novak 1985).

Tanmim 2.14 R3 = {z = (21, T, 23)|71, T2, 73 € R} {ig boyutlu vektsr uzayr olmak

tizere, ¥ = (11, Z2,73), ¥ = (y1,%2,%3) € R? igin Lorentz i¢ ¢arpimi

(T, Y)r = —T1y1 + T2y + T3y3 (2.25)
10



bigimindedir. E? = (R3, (x,y)) ifadesi Lorentz-Minkowski 3-uzay1 denir.
r € B} vektorti, (z,x); > 0 ise spacelike vektor, (z,z); < 0 ise timelike vektor
veya (z,z)r = 0 ise null vektor denir. = vektoriiniin normu ||z||;, = /|(z, )| dir.

|z||z = 1 ise x birim vektordiir. z,y € E3 olmak iizere Lorentz vektorel garpim

T XpYy= ($3y2 — X2Y3,T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — x2y1) (2-26)

bigimindedir. Lorentz-Minkowski 3-uzayinda herhangi bir «(s) egrisinin her
s € I C Rigin hiz vektorii o/ (s) spacelike, timelike veya lightlike ise sirasiyla bu a(s)

egrisi lokal olarak spacelike, timelike veya lightlike’dir. (z,y); = 0 ise = ve y vektor-

d
leri ortogonaldir. «(s) egrisinin tanjant vektorii 7'(s) = o/(s) = Z(S) ve |||l =1
s
T'(t
ise birim normal vektorii N(s) = ﬁ ve binormal vektorii B(s) = T x N'dir.
L

O halde bu egrinin Frenet gatis1 {7, N, B}'dir (Petrovic ve Sucurovic 2000).

Tanim 2.15 Merkez egrisi birim hizli spacelike egri, binormal vektorii spacelike ve

egriligi sifirdan farkl olmak iizere, kanal yiizeyi ve tiip yiizeyi

C(t,0) = a(t)+rt)r'(t)T(t) £rt)\/1—r(t)?)(sinhON(t) + cosh 6 B(t)),
(2.27)
Tube(t,0) = at)+r(t)(sinthON(t) 4+ cosh 0 B(t)) (2.28)

bigiminde parametrelendirilir (Karacan ve Bukcu 2007a).

Tanim 2.16 Merkez egrisi birim hizli timelike egri ve egriligi sifirdan farkli olmak

iizere, kanal yiizeyi ve tiip yiizeyi

C(t,0) = a(t)+r@)r' ()T (t) £r(t)\/14r(t)?)(cosON(t) + sin 6 B(t)),
(2.29)
Tube(t,0) = at)+r(t)(cosN(t) +sinbB(t)) (2.30)

bigiminde parametrelendirilir (Karacan ve Bukcu 2007b).
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Tanmim 2.17 Split kuaterniyon cebiri birimli, degisimli olmayan ve boliimlii ol-

mayan halkadir. Split kuaterniyon cebirinin baz1 {1, 1, j, k} olmak iizere,

Z~2

=1, =k =ijk=1 (2.31)

carpim kuraliyla tammmlanir. ¢ = ag + a7 + asj + azk olmak iizere, q split kuater-
niyonunun skala kismi S(q) = ag ve vektorel kismi V(q) = a1i + asj + aszk’dir. ¢ ve

p split kuaterniyonlar: i¢in *, split kuaterniyon ¢arpimi

qxp=5S(q)Sp) +(V(g),V(p)r +S(@V(p) + S(p)V(g) +V(g) xr V(p) (2.32)

bi¢imindedir. S(q) = 0 ise ¢ saf (pure) split kuaterniyon denir. ¢ split kuaterniy-
onunun eglenigi ¢ = S(¢) — V(¢)'dir. I, = ¢*1,§ = G*1q = a2 + a? —a% — a3
olmak tizere, [, < 0, I, > 0 ve I, = 0 ise ¢ split kuaterniyonu sirasiyla space-

like, timelike ve lightlike split kuaterniyondur. ¢ split kuaterniyonun normu N, =

Va2 + a2 — a2 — a2’dir. N, =1 ise ¢ birim split kuaterniyon denir
(Bekar ve Yayl 2013).
Her spacelike split kuaterniyonun vektorel kismi da spacelike vektordiir. Ancak,

timelike split kuaterniyonun vektorel kismi spacelike veya timelike vektor olabilir.

e v birim spacelike vektor olmak {izere, her birim spacelike split kuaterniyon

q = sinh 6 + cosh fv bi¢iminde yazilabilir.

e v birim spacelike vektor olmak iizere, vektorel kismi spacelike vektor olan her

birim timelike split kuaterniyon ¢ = cosh # + sinh fv bi¢ciminde yazilabilir.

e v birim timelike vektor olmak tizere, vektorel kismi timelike vektor olan her
birim timelike split kuaterniyon ¢ = cos € + sin v bigiminde yazilabilir

(Ozdemir ve Ergin 2006) (Kula ve Yayli 2007).

Tanim 2.18 Birim time split kuaterniyonlar Lorentz-Minkowski 3-uzayinda dénme

yaptirir. ¢ = ag + a1 + asj + ask birim timelike split kuaterniyon olmak {izere,

3
(g Voo q )i = Zl Ri;j(Vy); (2.33)
]:
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doniisiimiine karsilik gelen donme matrisi

a% + a% + a% + a% 2apa3 — 2a109 —2apas — 2a103
R, = 2apas + 2a1as a% — a% — a% + a% —2asa3 — 2a¢ay , (2.34)
2a1a3 — 2agas 2apa1 — 2a5a3 ag — a% + a% — a%

bicimindedir. Bu matrisin biitiin satirlar1 Lorentz uzayinda ortogonaldir. Bundan
dolay1, ¢ birim timelike split kuaterniyonu 3x3 ortogonal dénme yaptiran R, ma-
trisine egdegerdir. det (R,) = 1 olmak {iizere, R, matrisi Minkowski 3-uzaymnda
bir dénme ifade eder. Birim timelike split kuaterniyonun vektorel kismi timelike ise

doénme agisi kiiresel, spacelike ise donme agist hiperboliktir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Tamim 2.19 Minkowski 3-uzayinda 1-parametreli hareketler

X hA C Xo
= (2.35)

1 0 1 1
doniigtimiiyle ifade edilebilir. Burada, A € SO:(3), A® = ¢A~'e ve diyagonal
matrisin girdileri ey = —1 ve g3 = €3 = 1 olmak tizere matris isareti e, d;5¢;

= ¢ = ¢t dir. X ve Xy 3x1 reel matrisler ve

diyagonal matrisidir. Boylece ¢~
h homotetik skaladir. A, h ve C bir t parametresinin C'*° simifinin diferensiyel-
lenebilir fonksiyonlardir. X ve X sirasiyla bir noktanin sabit R’ hareketli uzaydaki
R konum vektoriidiir. Baglangigta ¢ = tg, R’ ve R koordinat sistemleri gakigiktir

(Tosun vd. 2006).
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3. YUZEYLER VE KUATERNIYONLAR

3.1 Kuaterniyonlar ve 3 Boyutlu Oklid Uzayinda Kanal Yiizeyleri

Caligmanin bu kisminda, kanal yiizeyinin merkez egrisinin birim tanjant vektoriin-
den yararlanarak bir birim kuaterniyon verilecektir. Kanal yiizeyleri ve tiip yiizey-
leri, bu birim kuaterniyon ile elde edilecektir. Ayrica, bu birim kuaterniyon i¢in
(2.21) linear doniigiime karsilik gelen matrisi kullanarak kanal yiizeyleri ve tiip
yiizeyleri homotetik hareket ile elde edilecektir. Ayni birim kuaterniyon kullanilarak
Bishop catis1 ve Darboux catisiyla verilen kanal yiizeyleri ve tiip yiizeyleri elde edile-

cektir. Son olarak, elde edilen sonuglarla ilgili bir 6rnek verilecektir.

Uyar1 3.1 «(t) egrisinin birim tanjant vektorit 7'(¢) = (1',(¢), T5(t), T'5(t)) olmak
tizere, q(t,0) = cos 0 +sin 07'(t) birim kuaterniyonu igin (2.21) ¢ lineer doniigiimiine

karsilik gelen matris agsagidaki bigimdedir.

cos? 0 +sin? O(T2 — T2 — T2) —2sin (cos T3 — sin 011 T3)
A = 2sinf(cos T3 +sin 0T Ty) |, A2 = | cos? 6 +sin?0(T2 — T? — T2)
2sin O(sin 01175 — cos 07T5) 2sin (cos 017 + sin 015T5)

2sin 0(cos 015 + sin 61173)
Az = 2sin O(sin 01515 — cos 0Th)
cos? 0 +sin? 0(T2 — T2 — T?)

olmak iizere,

AwO) = 4 4, 4 | (3.1)

burada T'(t) vektorii A(t,f) matrisinin dénme ekseni ve A(t,0)T(t) = T(t)'dir
(Aslan ve Yayh 2016a).

Teorem 3.1 «(t) birim hizli egrisi C'(t, §) kanal yiizeyinin merkez egrisi, a(t) egrisinin

Frenet gatis1 {7T'(¢), N(t), B(t)} ve q(t,0) = cos 0+sin 0T '(t) birim kuaterniyon olmak
14



tizere, q(t,0) * N(t) kuaterniyon ¢arpimindan yararlanarak C(t,6) kanal yiizeyi ve

X(t,0) tiip yiizeyi sirasiyla agsagidaki bigimde elde edilebilir.
C(t,0) = aft)—rt)' ()T () £rt)\/1—1r'(t)2q(t,0) = N(t) (3.2)
X(t,0) = at)+r(t)q(t,0)* N(t) (3.3)

q(t,0) = cos @ +sin 0T (t) birim kuaterniyonu igin ¢ lineer doniisiimiine kargihik gelen
matris A(t, #) olmak iizere, (3.2) kanal yiizeyi ve (3.3) tiip yiizeyi sirasiyla homotetik

hareket ile asagidaki bicimde verilebilir.
C(t,0) = p(t)+ h(t)A(t,0)N(t) (3.4)

X(t0) = at)+rt)At 0N () (3.5)

burada 5(t) = a(t)—r(t)r' (t)T'(t) ve h(t) = £r(t)/1 — r'(t)>'dir (Aslan ve Yayh 2016a).

Ispat. ¢(t,0) = cosf + sin AT (t) birim kuaterniyonu ve N(t) saf (pure) kuaterniy-

onun kuaterniyon ¢arpimindan
q(t,0) *« N(t) = cosON(t) + sin 0 B(t). (3.6)
esitligi elde edilir. Bu esitligi teoremdeki kuaterniyon carpimlarinin yerine yazarak

C(t,0) = at)—r@E)r'(t)T(t) £rt)\/1—1r'(t)2(cosON(t) + sin0B(t))
X(t,0) = aft)+r(t)(cosON(t) + sinbB(t))

(2.1) kanal yiizeyi ve (2.2) tiip yiizeyi elde edilir.
Eger 5(t), h(t) ve A(t,0) sirasiyla homotetik hareketin 6teleme vektorii, homotetik

skalas1 ve ortogonal matrisi olarak alirsak kanal ytizeyi
C(t,0) = B(t) + h(H)A(L, )N (t)

homotetik hareketiyle elde edilir. «(t), r(t) ve A(t,0) sirasiyla, dteleme vektorii,

homotetik skalasi ve homotetik hareketin ortogonal matrisi olarak alirsak tiip ytizeyi
X(t,0) =at) +r(t)A(t,0)N(t)

homotetik hareketiyle elde edilir (Aslan ve Yayli 2016a). =
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Onerme 3.1 Genellestirilmis tiip yiizeyi Y (¢, 0) = a(t)+7(0)(cos 0N (t)+sin 0B(t)),

kuaterniyon carpimiyla
Y(t,0) = aft) +r(@)q(t,0) « N(t) (3.7)

bi¢iminde elde edilir. Bu kuaterniyon ¢arpimindan yararlanarak (2.3) genellegtir-
ilmig tiip ylizeyi

Y (t,0) = a(t) + r(0)A(t, )N () (3.8)

homotetik hareketiyle elde edilir. Genellegtirilmis tiip yiizeyinin homotetik hareket

olarak gosteriminde, 7(#) sabit olmayan bir homotetik skaladir (Aslan ve Yayl 2016a).

Teorem 3.2 «(t) birim hizli merkez egrisinin Bishop ¢atisi
{T'(t), N1(t), Na(t) = T'(t) x Nyi(t)} ve q(t,0) = cosf + sin07'(¢t) birim kuaterniyon
olmak tizere, q(t,0)* N1(t) kuaterniyon ¢carpimindan yararlanarak (2.4) kanal yiizeyi
ve (2.5) tiip yiizeyi
C(t,0) = at)—r@)' ()T (t) £rt)\/1—1r'(t)%q(t,0)  Ni(t) (3.9)
X(t,0) = a(t)+r(t)q(t,0) « Ni(t) (3.10)
bi¢iminde elde edilir. ¢(¢,0) = cosf + sinT'(t) birim kuaterniyonu igin ¢ lineer
doniisimiine karsilik gelen matrisi kullanarak kanal yiizeyi ve tiip yiizeyi homotetik

hareket ile verilebilir, sirasiyla

C(t,0) = p(t)+ h(t)AN(t) (3.11)
X(t,0) = aft)+r(t)ANi(t) (3.12)

burada 5(t) = a(t)—r(t)r' (t)T'(t) ve h(t) = £r(t)/1 — r'(t)>'dir (Aslan ve Yayh 2016a).

Teorem 3.3 «(t) birim hizhi merkez egrisinin Darboux ¢atis
{T'(),Y(t) =U(t) x T(t),U(t)} ve q(t,0) = cosf + sinf7'(t) birim kuaterniyon
olmak iizere, ¢(t,0) * Y (t) kuaterniyon ¢arpimimdan yararlanarak (2.6) kanal yiizeyi

ve (2.7) tiip yiizeyi

Ct,0) = alt) —rt)' (T £r(t)/1—r(02qt,0) Y ()  (3.13)

X(t,0) = at)+r(t)q(t, )= Y(¢) (3.14)
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bigiminde elde edilir. ¢(t,6) = cosf + sin07'(t) birim kuaterniyonu igin ¢ lineer
doniisiimiine kargilik gelen matrisi kullanarak kanal yiizeyi ve tiip yiizeyi homotetik

hareket ile verilebilir, sirasiyla

C(t,0) = p(t)+ h(t)AY (t) (3.15)
X(t,0) = at)+rt)AY(t) (3.16)
burada 3(t) = a(t)—r(t)r'(t)T'(t) ve h(t t)y/1 — r'(t)?’dir (Aslan ve Yayh 2016a).

Sonug 3.1 Frenet catisi, Bishop catisi ve Darboux catisi ile verilen kanal yiizey-
leri ve tiip yiizeyleri, ayni ¢(t,0) = cos + sin 0T'(t) birim kuaterniyonuyla ve ayni

ortogonal matris A(t,6) ile elde edilebilir (Aslan ve Yayli 2016a).

Ornek 3.1 a(t) = (E,sin(\/gt),cos(\/jt

2 2
7)) = (D eos(2h) L in( Y2

272
V3t V3t
5 ), — cos( 5 ) (3.17)

V3t, 1. /3t

OS(T), —=sin(——))

)) birim hizli egrisinin Frenet ¢atisi

N(t) = (0,—sin(
V3

B(t) = (—7,%(:

olmak iizere, q(t,0) = cos 0 +sin 0T'(t) birim kuaterniyonu i¢in ¢ lineer doniigiimiine

kargilik gelen A matrisi;

cos? 9—% sin® 6

Ay = | V3sind(Lsinfcos (¥2)—sin (L) cos )
—\/_sm@(% in (V2 )sm@—cos@cos(—t))

ﬁsin&(sin(@) s0+3 sin 0 cos (L))
V3t

Ay = 00829+sin20(%cos( t)—1—3sin® (X))

sin 0( cos 0—3 sin (L) sin 6 cos (‘ft))

V/3sin 6( cos 6 cos V3ty_1gin ft sin 6
2 2

Az = —sinf(3 sm(‘[t)schos(ft)%—cosH)
cos 204 sin? 0(3 sin? (¥24) 3 cos? (V2) - 1)

17



Sekil 3.1 Tiip yiizeyi

olmak {izere,
A= [A1 Ay A3} (3.18)

seklindedir. Bu matrisi teorem 3.1’de kullanarak

X(t,0) = a(t)+r(t)AN()
t V3, . /3t . /3t 1. V/3t
2

— (5 — r—5-sin 20, SIH(T) —rcos 26 sm(T) + rg sin 20 cos(——

)
,cos(@) — 7 cos 20 cos(\/jt) - r2 sin 26 sin( \/_t)) (3.19)

1
tip ylizeyi elde edilir. r = 2 i¢in bu tip ytiizeyi sekil 3.1’de gosterilebilir
(Aslan ve Yayh 2016a).

3.2 Split Kuaterniyonlar ve Minkowski 3 Uzayinda Kanal Yiizeyleri

(alismanin bu kisminda da Minkowski uzayinda kanal yiizeylerinin merkez egrisinin
birim tanjant vektoriinden yararlanarak iki birim split timelike kuaterniyon ver-
ilecektir. Merkez egrisi, binormal vektorii spacelike olan spacelike egri olan kanal
yiizeyleri ve tiip yiizeyleri, birim kuaterniyon ile merkez egrisinin binormal vek-
toriiniin (skalersiz split kuaterniyon) split kuaterniyon ¢arpimindan elde edilecektir.
Benzer sekilde, merkez egrisi timelike olan kanal yiizeyleri elde edilecektir. Ayrica,
bu birim kuaterniyonlar i¢in linear doniigiime kargilik gelen (2.22) matrisleri kulla-
narak kanal yiizeyleri ve tiip yiizeyleri homotetik hareket ile verilecektir. Son olarak,

elde edilen sonuclar kullanilarak iki ¢érnek verilecektir.
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3.2.1 Merkez spacelike egri kanal yiizeyleri ve split kuaterniyonlar

Uyar:1 3.2 Minkowski uzayinda, birim hizh spacelike «(t) egrisinin birim tanjant
vektorii T'(t) = (T1(t), Ta(t), T5(t)) ve (T'(t),T(t))r > 0 olmak iizere, vektorel kism
spacelike olan birim timelike split kuaterniyon ¢, (¢,0) = cosh — sinh 07'(¢) icin
doniigiime kargilik gelen (2.34) matris agagidaki bigimde verilebilir.

cosh? @ + sinh® O(T2 + T + T2)
A = 2sinh O(sinh 67175 — cosh 0T3) | ,
2sinh O(sinh 87175 + cosh 07T3)

—2sinh 0(cosh 073 + sinh 071 75)
Ay = | cosh®@ + sinh?0(T2 — T} — T2)
—2sinh 0(cosh 0T} + sinh T5T3)
2 sinh 0(cosh 0T, — sinh 0T T3)
Az = 2sinh f(cosh 07 — sinh 0T57T3)
cosh® § + sinh® 0(T} — T2 — T2)

olmak {izere,
Ry = | A1 Ay As] (3.20)

burada T'(t) vektorti R, matrisinin dénme ekseni ve R, T'(t) = T'(t)’dir
(Aslan ve Yayh 2016b).

Teorem 3.4 «(t) binormal vektorii spacelike olan birim hizli spacelike egri (2.27)
C'(t,0) kanal yiizeyinin merkez egrisi ve ¢, (t,0) = cosh § — sinh 07'(t) vektorel kismi
spacelike olan birim timelike split kuaterniyon olmak tizere, ¢, (¢,6) %, B(t) split
kuaterniyon ¢arpimindan yararlanarak sirasiyla (2.27) kanal yiizeyi ve (2.28) tiip

yiizeyi
C(t,0) = a(t)+r®)r' )T () £rt)/1—1r(t)?)q (t,0)*; B(t) (3.21)
Tube(t,0) = aft)+r(t)q,(t,0)* B(t) (3.22)

bigimde ede edilebilir. Burada {T'(t), N(t), B(t)}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda

a(t) egrisinin Frenet-Serret ¢atisidir (Aslan ve Yayli 2016b).
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Ispat. (2.32) split kuaterniyon carpimu, (2.25) ve (2.26) Lorentz carpimlaridan
q1(t,0) %, B(t) = (coshf —sinh0T'(t)) *;, B(t)
= (cosh#B(t) — sinh OT'(t) x 1 B(t))
= (cosh0B(t) +sinh N (t)) (3.23)

esitligi elde edilir. (3.23) esitligini (3.21) ve (3.22) esitliklerinde yazarak

C(t,0) = at)+r@E)r' ()T (t) £r(t)\/1 —r'(t)?(sinh ON(t) + cosh 0 B(t))
Tube(t,0) = aft)+ r(t)(sinh ON(t) + cosh 0 B(t)).

esitlikleri elde edilir. Boylece merkez egrisi, binormal vektorii spacelike olan birim
hizli spacelike egri olan kanal yiizeyi ve tiip yiizeyi elde edilir (Aslan ve Yayl 2016b).

Onerme 3.2 ¢, (t,0) = cosh @ —sinh T (t) vektorel kismi spacelike olan birim time-
like split kuaterniyonu i¢in doniigtimiine kargihk gelen (3.20) matris R, ve merkez
egrisi, binormal vektorii spacelike olan birim hizli spacelike egri olan kanal yiizeyi

C(t,0) ve tiip ylizeyi T'ube(t, §) olmak tizere, teorem 3.4’teki (3.21) ve (3.22) esitlikler
C(t,0) = B(t)+h(t)R, B(t) (3.24)
Tube(t,0) = aft)+r(t)R, B(t) (3.25)

olarak yazilabilir. Burada 5(t) = a(t) +r(t)r'(t)T(t) ve h(t) = £r(t)\/1 — r'(t)?’dir
(Aslan ve Yayh 2016b).

Sonug 3.2 Merkez egrisi, binormal vektorii spacelike olan birim hizh spacelike egri
olan kanal ytiizeyi ve tiip yiizeyi sirasiyla homotetik hareket ile asagidaki bicimde

verilebilir.
C(t,0) = B(t)+h(t)R, B(t) (3.26)
Tube(t,0) = aft)+r(t)R, B(t) (3.27)
burada R, homotetik hareketin ortogonal matrisi, h(t) ve r(t) homotetik hareketin

skalalar1, 3(t) ve a(t) konum vektorleri bulunduklar: homotetik hareketin tteleme

vektorleridir (Aslan ve Yayli 2016b).
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3.2.2 Merkez timelike egri kanal yiizeyleri ve split kuaterniyonlar

Uyar1 3.3 Minkowski uzayimda, birim hizh timelike «(t) egrisinin birim tanjant
vektorit T'(t) = (T11(t), T2(t), T5(t)) ve (T'(t),T'(t))r, < 0 olmak tizere, vektorel kismi
timelike olan birim timelike split kuaterniyonu g¢,(¢,0) = cos + sin 0T'(¢) igin (2.21)

doniigiime karsilik gelen matris agagidaki bigimde verilebilir.

cos? 0 + sin? O(T2 + T2 + T2) 2sin 0(cos 015 — sin 0T 1)
A = 2sinf(sin 0T Ty + cos0T3) |, A2 = | cos? 0 +sin® (T2 — T? — T3)
2sin O(sin 01115 + cos 015) 2sin f(cos 0T — sin 0T5T3)

—2sin 6(cos 01y + sin 0T T3)
As = —2sin f(cos 61} + sin 015T3)
cos? 0 +sin? (T2 — T2 — T?)

olmak {izere,

Ry =] A1 Ay Az |- (3.28)

2

burada 7'(t) vektorii R, matrisinin donme ekseni ve R, T'(t) = T'(t)'dir
(Aslan ve Yayh 2016b).

Teorem 3.5 «(t) birim hizh timelike egri, C'(t,0) kanal yiizeyinin merkez egrisi
ve q,(t,0) = cosf + sin 0T(t) vektorel kismi timelike olan birim timelike split ku-
aterniyon olmak iizere, g, (t,0) %, N(t) split kuaterniyon ¢arpimindan yararlanarak

sirastyla (2.29) kanal yiizeyi ve (2.30) tiip yiizeyi,

C(t,0) = a(t)+r)r' ()T () £rt)\/1+1(t)%q(t,0) «, N(t), (3.29)
Tube(t,0) = aft)+r(t)g,(t,0) L N(t) (3.30)

bigimde elde edilir. Burada {T'(t), N(t), B(t)}, a(t) egrisinin Frenet-Serret gatisidir

(Aslan ve Yayh 2016b).
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Ispat. (2.32) split kuaterniyon carpimu, (2.25) ve (2.26) Lorentz carpimlarindan

q@2(t,0) x, N(t) = (cosf+sinfT(t)) *; N(t)
= (cosON(t) +sin0T(t) x N(t))
= (cosON(t) +sinbB(t)) (3.31)

esitligi elde edilir. (3.31) egitligini (3.29) ve (3.30) esitliklerinde yazarak

C(t,0) = a(t)+rt)r' ()T () £rt)\/1+1(t)*(cosON(t) + sin OB(t)),
Tube(t,0) = aft)+r(t)(cosON(t) +sinbB(t))

merkez egrisi, birim hizli timelike egri olan kanal yiizeyi ve tiip yiizeyi elde edilir

(Aslan ve Yaylh 2016b). m

Onerme 3.3 Vektorel kismi timelike olan birim timelike split kuaterniyon g, (¢, 0) =
cosf +sin 0T'(t) icin doniiglimiine karsilik gelen (3.28) matris R,, ve merkez egrisi,
birim hizli timelike egri olan kanal yiizeyi C(t,0) ve tiip yiizeyi Tube(t,f) olmak
tizere, teorem 3.5’teki (3.29) ve (3.30) esitlikleri

C(t,0) = B(t) +h(t)R,N(t) (3.32)
Tube(t,0) = a(t)+r(t)Ry,N(1) (3.33)

bigiminde verilebilir. Burada (t) = a(t)+r(t)r' (t)T'(t), h(t) = £r(t)y/1 + r/(t)?’dir
(Aslan ve Yayh 2016b).

Sonug 3.3 Merkez egrisi, birim hizh spacelike egri olan sirasiyla kanal yiizeyi C'(¢, 6)

ve tiip yiizeyi Tube(t, 6) homotetik hareket ile agagidaki bigimde verilebilir.

C(t,0) = B(t)+ h(t)Ry, N(t) (3.34)
Tube(t,0) = aft)+r(t)Ry, )N (1) (3.35)

burada R, homotetik hareketin ortogonal matrisi, h(t) ve r(t) homotetik hareketin
skalalar1, 5(t) ve «(t) konum vektorleri bulunduklari homotetik hareketin teleme

vektorleridir (Aslan ve Yayli 2016b).
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Sonug 3.4 ¢,(t,0) ve ¢,(t,0) birim timelike kuaterniyonlari, 7'(¢) birim tanjant
vektorden elde edildi ancak farkli kuaterniyonlardir. Tanim 2.15’teki kanal yiizey-
leri ¢, (t,0) birim kuaterniyonu ve B(t) binormal vektoriinden elde edilirken tanim
2.16’daki kanal yiizeyleri g, (t,6) birim kuaterniyonu ve N(t) normal vektoriinden
elde edildi. Boylece, bu iki kanal yiizeyi farkh ¢, (¢,0) ve q,(t,0) kuaterniyonlarin-
dan, farkll B(t) ve N(t) normal vektorlerden elde edildi (Aslan ve Yayli 2016b).

Sonug 3.5 Tamm 2.15’teki kanal yiizeyleri ve ¢, (¢, 6) kuaterniyonu, hiperbolik ag
ile ifade edildi. Benzer sekilde, tanim 2.16’daki kanal yiizeyleri ve ¢, (t, #) kuaterniy-
onu, kiiresel ac1 ile ifade edildi. Bundan dolay, kanal yiizeyleri ve birim kuaterniy-

onlar arasinda yakin bir iligki oldugu sylenebilir (Aslan ve Yayh 2016b).

Ornek 3.2 Binormal Vektérﬁ spacelike olan birim hizli spacelike

a(t) = (cosh —, sinh —, —=) egrisinin Frenet gatisi

77
t 1

Tt) = (\/_smh\/_ \/_cos —2,—2)

N(t) = (cosh\/_ smh\/_ 0)

1 1
B(t) = (TSmh\/_ \/_ \/_ \/_)

olmak iizere, vektorel kismi spacelike olan birim timelike kuaterniyonu ¢, (¢,6) =

cosh 6 —sinh 0T'(t) i¢in doniigiimiine kargilik gelen (3.20) matris agagidaki bigimdedir.

cosh? 0 + %(sinbﬁ + cosh? 3 + 1)
Ay = | sinhf(sinh@sinh 5 cosh 3 —v/2coshf) |,
sinh 0(+/2 sinh @ cosh 3 + cosh @ sinh /3)

— sinh §(1/2 cosh 6 + sinh @ sinh 3 cosh 3)

Ay = cosh? 6 + %(1 — sinh? 3 — cosh? j3)

— sinh §(v/2 cosh 6 sinh 3 4 sinh @ cosh 3)

sinh #(1/2 cosh @ cosh 3 — sinh @ sinh 3)

Az = sinh 0(v/2 cosh @ sinh 3 — sinh @ cosh f3)

cosh? 0 + #(COS}F 3 —sinh® 3 — 1)
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Sekil 3.2 Spacelike egri iizerinde tiip yiizeyi

olmak {izere,

R, =| A, A Ag]

1

1 t 1 t 1
(3.25) esitligini R, matrisi ve B(t) = (—=sinh —=, —= cosh —=, ——=) binormal

V2 V2 V2 V2 V2

\)

vektorii i¢in kullanarak

Tube(t,6) = a(t) + r(t)R, B(t)

t t 1
= (cosh —= + 7 cosh — sinh f 4+ r——= sinh

t
V2 V2 V2T V2

t t t t
sinh — + rsinh — sinh 6 + r cosh — cosh 6, —

V2 V2 V2 V2

tiip yiizeyi elde edilir. Bu tiip ytiizeyi, » = 5 icin sekil 3.2’de gosterilebilir
(Aslan ve Yayh 2016b).

cosh 0,

— cosh 0)

. ot t t
Ornek 3.3 Birim izl timelike a(t) = (%, sin 5 C08 5) egrisinin Frenet catisi
51 t 1 t
Tt) = (i—, — o8 —, ——sin )
2 2 2 2 2
t t
N(t) = (0,—sin 5~ o8 5)
1 V5 t 5 t
B(t) = (5, % cos 5, —\/7_ sin 5)
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Sekil 3.3 Timelike egri tizerinde tiip yiizeyi

olmak iizere, vektorel kismi timelike olan birim timelike kuaterniyonu g¢,(¢,0) =

t t
cosf + sin 0T (t) ve N(t) = (0, — sin 5 cos 5) icin (3.30) esitligini kullanarak

t) +7(t)g,(t,0) L N(t)

+
= at) +r(t)(cosON(t) + sin0B(t))
_|_

Tube(t,0) = aft)
(t)

5 1 t t 5 t

= (g érsine,sin§ — rcostin§ + %—rsint?cos 27
t t 5 t
cos — — 1 cos f cos = — —rsinf sin —)
2 2 2 2

1
tip yiizeyi elde edilir. Bu tiip yiizeyini, r = 3 icin sekil 3.3’de gosterilebilir
(Aslan ve Yayl 2016b).

3.3 Kuaterniyonlar ve Genellestirilmis Sabit Oranli1 Yiizeyler

Bu boliimde, genellegtirilmis sabit oranli (GSO) yiizeyler bir birim kuaterniyonun
ve bir saf (pure) kuaterniyonun carpimindan elde edilerek incelenecektir. GSO
yiizeyler, birim kuaterniyon ve bu birim kuaterniyon igin (2.21) lineer déniigiim
altinda inveryant oldugu gosterilecektir. Ayrica, bu yiizeylerle ilgili bazi sonuclar

elde edildikten sonra ornekler verilecektir.

Uyar: 3.4 f(t) kresel egrisinin teget vektoriinden yararlanarak, ¢(s,t) = cosu(s) —

sinu(s)f'(t) birim kuaterniyonu tammlanabilir. f'(t) = (fi(t), f5(t), f5(¢)) olmak
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iizere, (s, t) birim kuaterniyonu i¢in ¢ lineer déniigiimiine kargilik gelen (2.22) matris

asagidaki bicimde verilebilir.

cos?u + sin® u(fi? — fi¥ — f2) 2sinu(cos ufi + sinuf] f5)

Ay = | 2sinu(sinuf]fi — cosufs , Aa= | cosPu—sinu(f? — f2+ )

2sinu(sinuf] f3 + cosuf; 2sinu(sinufi fi — cosufi)

)
( )

[ 2sin u(sinuf] fi — cosufy) -
( )

Az = 2sinu(sinufi fi + cosuf]

cos?u — sin® u(f2 + fi2 — fi2)

olmak tizere,

M(s,t):[Al Ay Ay | (3.36)

f'(t) vektorii M matrisinin dénme ekseni oldugundan asagidaki esitlik verilebilir

(Aslan ve Yayh 2017a).
fit)=Mf'@). (3.37)

Teorem 3.6 z : S — E* GSO bir yiizey olsun. ¢(s,t) = cosu(s) — sinu(s)f'(t)
birim kuaterniyon ¢;(s,t) = sf(t) ise saf (pure) kuaterniyon olmak iizere, GSO

yiizey agagidaki bigimde elde edilebilir (Aslan ve Yayli 2017a).

x(s,t) = q(s,t) x q1(s,t). (3.38)

Ispat. ¢(s,t) = cosu(s) — sinu(s)f'(t) ve qi(s,t) = sf(t) kuaterniyon carpim

aliirsa agagidaki sonug elde edilir.

q(s,t) x q1(s,t) = scosu(s)f(t) — ssinu(s)f'(t) x f(t)

= s(cosu(s)f(t) + sinu(s)f(t) x f'(t)). (3.39)

Boylece, GSO yiizeyi
x(s,t) = q(s, 1) * qu(s, 1) (3.40)

biciminde elde edilir. m
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Teorem 3.7 z : S — E* GSO bir yiizey, q(s,t) = cosu(s) — sinu(s)f'(t) birim
kuaterniyon ve qi(s,t) = sf(t) saf (pure) kuaterniyon (3-boyutlu 6klid uzayinda bir

yiizey) olmak {izere,
q"(s,t) * x(s,t) = ¢V (s, 1) % qu(s, 1) (3.41)

ifadesi bir GSO yiizey ve n € R’dir (Aslan ve Yayh 2017a).

Ispat. ¢"(s,t) = cos(nu) — sin (nu) f'(t) ve x(s,t) = s(cosuf 4+ sinuf x f') icin

kuaterniyon carpimi asagidaki bi¢cimdedir.

q"(s,t) x x(s,t) = scos (nu) cos uf(t) + cos (nu)sinuf(t) x f'(t)

— ssin (nu) cosuf'(t) x f(t) — ssin (nu) sinuf'(t) (f(t) x f'(t))
(3.42)

f(t) egrisinin Sabban catis1 6zelliklerinden
FIE) x f(t) = =f(8) x f'(1), f1(t) x (f(t) x f'(£)) = f(2). (3.43)
esitlikleri (3.42) denkleminde yerine yazilirsa

q"(s,t) * x(s,t) = s (cos (nu) cosu — sin (nu) sinu) f(t)

+

s (cos (nu) sinu + sin (nu) cosu) f(t) x f'(t)

s(cos((n+1)u) f(t) +sin((n+1)u) f(t) x f(¥).  (3.44)

esitligi elde edilir. Boylece, (3.44) egitliginin bir GSO yiizey oldugu kolayca goriilebilir.
Ayrica,

q"(s,t) x x(s,t) = q"(s,t) * q(s,t) * 1 (s, 1)

= q("H)(s, t) % qi(s,t). (3.45)

esitligi de elde edilebilir. m
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Onerme 3.4 ¢(s,t) = cosu(s) — sinu(s)f(t) birim kuaterniyonu igin ¢ lineer
doniigiimiine kargilik gelen matris M (s, t) olmak tizere GSO yiizeyleri, x(s, t) yiizeyinin

konum vektorii ve M (s, t) ortogonal matrisiyle agagidaki bicimde elde edilebilir.
Ax(s,t), (3.46)

burada z(s,t) GSO yiizeydir (Aslan ve Yayli 2017a).

Onerme 3.5 ¢(s,t) = sq(s,t) olmak iizere, z(s,t) GSO yiizeyi homotetik hareket
ile agagidaki bicimde elde edilebilir.

ZL’(S,t) = Q(Svt) * Q1(37t)=

= qa2(s,1) * f(1). (3.47)
Ayrica, GSO yiizey asagidaki bicimde elde edilebilir.

x(s,t) = Aqi(s,t),
= sAf(t). (3.48)

burda s ve A sirasiyla homotetik hareketin skalas1 ve ortogonal matrisidir

(Aslan ve Yayh 2017a).

Sonug 3.6 ¢(s,t) birim kuaterniyonu (s, t) ve q;(s,t) yiizeylerini sp{f’(t)} ekseni
etrafinda u(s) agst kadar dondiiriir (Aslan ve Yaylh 2017a).

Sonug 3.7 Teorem 3.7’den; GSO yiizeyler ¢(s,t) birim kuaterniyonu ile déndiiriil-
diigiinde yine bir GSO yiizey elde edilir. Boylece, GSO yiizeyler ¢(s,t) birim ku-
aterniyonu altinda invaryanttir. Ayrica, GSO yiizeyler ¢ lineer doniigiimii altinda

da invaryanttir (Aslan ve Yayh 2017a).

Sonug 3.8 GSO yiizeyler, f(t) egrisinin ¢(s, t) homotetik hareketiyle sp{ f’'(t)} ek-

seni etrafinda u(s) agis1 kadar dondiiriilmesiyle elde edilebilir (Aslan ve Yayh 2017a).
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Ornek 3.4 Eger p(t) = 2arctane! ise f(t) = (cosp(t)cost,cosp(t)sint,sinp(t))
egrisi S? iizerinde bir kiiresel egridir (Fu ve Munteanu 2014). Bu egrinin Sabban

catis1 agagidaki bicimde elde edilebilir.

f(t) = (cosp(t) cost, cosp(t) sint,sinp(t)),

f'(t) = (—p'sinpcost — cospsint, —p'sin psint + cosp cost, p’ cos p),

(3.49)
f(t) x f'(t) = (p'sint — cos psin pcost, —p' cost — cos psin psint, cos p).
Boylece (2.9) denkleminden GSO yiizey
z(s,t) = (scosucospcost + sp’ sinusint — ssinu cos psinp cost,
scosucospsint — sp’sinucost — ssinw cos psin psint,
scosusinp + ssin ucos? p). (3.50)

bi¢iminde yazilabilir. (3.41) esitliginde n = 1 i¢in GSO yiizey agsagidaki bigimde elde
edilebilir.

q(s,t) x x(s,t) = (scos2ucospcost + sp’ sin 2usint — ssin 2u cos psin p cos t,
scos2ucos psint — sp’sin 2u cost — ssin 2u cos psin psint,

s cos 2usin p + ssin 2u cos® p). (3.51)

u(s) = s, p(t) = (2arctane’) ve p'(t) = (sin(2arctane’)) igin GSO yiizeyi sekil
3.4’de verilebilir (Aslan ve Yayl 2017a).

. 1 1 2v2
Ornek 3.5 f(t) = (§ cos 3t, 3 sin 3t, T\/_) kiiresel egrisinin Sabban gatisi

1 1 2v/2
f(t) = (§ cos 3t, 3 sin 3t, T\/_),

f'(t) = (—sin 3t, cos 3t, 0), (3.52)
£(#) % (1) = (—2—‘3/5(;05 3t, —%ﬁsin&f, %).

29



Sekil 3.4 GSO yiizey-1

bigimindedir. Boylece, ¢(s,t) = cosu(s) —sinu(s)f'(t) ve ¢i(s,t) = sf(t) i¢in (3.48)

denkleminden GSO yiizey asagidaki bigimde elde edilebilir.

cos? u+ sin? u( sin? 3t— cos? 3t) —2sin? u sin 3t cos 3t
A = —2sin® u sin 3t cos 3t , Aa = | cos? u— sin® u( sin® 3t— cos? 3t))
2 sin 1 cos u cos 3t 2 sin v cos u sin 3t
—2sin u cos u cos 3t
As = —2sinu cosusin 3t
cos? u— sin? u
olmak {izere,
1
3 Cos 3t
x(sat) =S A1 AQ Ag ] . %Sin 3t (353)
2v2
3
%s cos 2u cos 3t — %53 sin 2u cos 3t
= %s cos 2u sin 3t — %53 sin 2u sin 3t (3.54)

2v2

3

scos2u + %s sin 2u

1
U= icin GSO oranl yiizey sekil 3.5'de verilebilir (Aslan ve Yayli 2017a).
s
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Sekil 3.5 GSO yiizey-2
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4. SEKIL OPERATORUNUN KUATERNIYONIK IFADESI

Caligmanin bu boliimiinde, yiizeylerin incelenmesinde 6nemli bir yeri olan sekil op-
eratorii kuaterniyonlarla ifade edilerek incelenmistir. Yiizeydeki bir egrinin Dar-
boux catis1 kullanilarak elde edilen gekil operatoriinden kuaterniyon operatorii elde
edilmistir. Daha sonra, bu operatorden yararlanarak kuaterniyonik sekil operatorii
tanimlanmigtir. Kuaterniyonik sekil operatorii birim kuaterniyonla ifade edildikten
sonra, kuaterniyonik sekil operatorii bu birim kuaterniyona karsilik gelen ortogonal
matrisle ifade edilmistir. Boylece, kuaterniyonik sekil operatorii ortogonal matris
yardimiyla homotetik hareket ile ifade edilmigtir. Ayrica, Gauss egrilik ve orta-
lama egrilik hem kuaterniyonik gekil operatoriiyle hem de homotetik hareket ile
elde edilmigtir. Son olarak, yiizeyler iizerinde asimptotik egri ve geodezik egri gibi
baz1 egriler boyunca kuaterniyonik sekil operatorii matris ile elde edildikten sonra

calismanin bu boliimiinde elde edilen sonuglar kullanilarak bir 6rnek verilmistir.

Uyar14.1 = : D C R?> — M C R3, parametreleri ”s ve t” olan bir yiizey ve
a(s) egrisi M yiizeyinde birim hizli bir egri olmak iizere, o/ (s) hiz vektorii agagidaki

bicimde verilebilir.

=ad/(s) =T(s), (4.1)

burada T'(s) vektorii M yiizeyine teget birim tanjant vektordiir. T'(s) tanjant vek-

toriiyle sekil operatorii

S(T(s)) = =VruU
= —VauU

ds
= —Va/(s)U

dU

- = (4.2)

bigiminde elde edilebilir (O’Neill 2006). (2.15) Darboux ¢atist vektorlerinin tiirevin-
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den yararlanarak sekil operatorii Darboux catisiyla agagidaki bigimde elde edilebilir.

STy = -
= (ku()T() ~ 1y(5)Y (5)
= kno(s)T(s) +t4(5)Y (s), (4.3)

burada {T,Y,U}, k, ve t, sirasiyla Darboux ¢atisi, normal egrilik ve geodezik tor-
siyondur (Aslan ve Yayh 2017b).

Teorem 4.1 z : D C R* — M C R3, parametreleri "s ve t” olan bir yiizey
olsun. «(s) ve [B(t) egrileri M yiizeyinde birim hizh egriler olsun. «a(s) ve [(t)
egrilerinin teget vektorleri sirasiyla T'(s) ve T'(t) olmak iizere, bu egriler boyunca
sirasiyla S(T'(s)) = kn(s)T'(s) +t4(s)Y (s) ve S(T(t)) = kn(t)T(t) + t,(t)Y (t) Dar-
boux catisiyla gekil operatorlerinden yararlanarak Gauss egriligi K ve ortalama egril-

igi H asagidaki bicimde elde edilebilir.

K = hal)kalt) & to(5)ta(6) & (hal()to(t) = ka(Dto()) cotBs,t)  (44)
0 - kn(t) — (kn(s )002582121(392 —Z)t o(5)sin20(s, t)) (4.5)

burada 6(s,t) acis1 T'(s) ve T'(t) vektorleri arasindaki agidir (Aslan ve Yayl 2017b).

Ispat. (2.11) esitliginden yararlanarak

o = WO(T(5)), T(5)) (S(T(})), T®)) = (S(T'(s)), T(t)) (S(T'(1), T'(5)) (4.6)
(T(s), T()) (T(2), T(t)) = (T(s), T(t))’

esitliginde (4.3) Darboux catisiyla sekil operatorii kullamlacaktir. Darboux gatisiyla

sekil operatoriinden

(T(s),T(s)) = 1, (T(t),T(t)) =1, (T(s),T(t)) = cosO(s,?) (4.9)



esitlikleri elde edilir. (4.7), (4.8) ve (4.9) esitlikleri (4.6) esitliginde yazlarak

esitligi elde edilir. Simdi (S(7(s)),T'(t)) esitligini asagidaki bigimde elde edebiliriz.

(S(T($), T(1) = (ka(s)T(s) + t,(s)Y (s), (1))
= Ea(s) (T(s). T()) + ty(s) (V(s), T()  (410)

esitligindeki (Y'(s),T'(t)) i¢ carpimi agagidaki bicimde elde edilebilir.

(Y(s), T(t)) = (UxT(s),T(t))
{

= (U, T(s) x T(t))
B T(s) x T(t) !
- (rerseron 70 <70)
= |IT(s) x Tl (4.12)
T(s) ve T(t) birim vektorler oldugundan
(T'(s),T(t)) = cosb(s,t) (4.13)
(Y(s),T(t)) = ||T(s) x T(t)|| =sinf(s,t) (4.14)

esitlikleri elde edilir. (4.13) ve (4.14) esitlikleri (4.11) esitliginde yazilarak

(S(T'(s)), T(t)) = kn(s)cosB(s,t)+ty(s)sinb(s,t) (4.15)

esitligi elde edilir. Benzer bir sekilde (T'(s), S(T(t))) esitligi asagidaki bicimde elde
edilebilir.

(T'(s),S(T(1)) = (T(s), kn(t)T(t) +t,(1)Y (1))

= Fkn(t) (T(s), T(t)) + ty(t) (T'(s), Y (#)) (4.16)
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esitligindeki (T'(s), Y (t)) esitligi agagidaki bigimde elde edilebilir.

(T(s). Y (1) = (T(s),U x T(1))
= (U xT(t),T(s))
— W.T() < T(s))
B T(s) x T(t) T
- <||T<s> T T T )>
B T(s) x T(t) _D(s) x
- <HT(8)><T<t>H’ T(s) T(“>
— |T(s) x TO)]
= —sinf(s,1). (4.17)

(4.13) ve (4.17) esitlikleri (4.16) egitliginde yazlarak
(T'(s),S(T(t))) = kn(t) cos (s, t) —ty(t)sinb(s,t) (4.18)

esitligi elde edilir. Simdi (4.15) ve (4.18) esitlikleri (4.10) esitliginde yerine yazlarak

kn(8)kn(t) — (kn(s)cosf +t,(s)sind)(k,(t) cosd — t,(t)sinh)
1 —cos?6

kn (8)kn () —kn (8)kn (t) cos? 0+ (kn (s)tg (t)27kn (t)tg(s)) cos Osin O+t 4(s)ty(t)sin? 0)
sin® 6

= kn(8)kn(t) +t,(s)ty(t) + (kn(s)ty(t) — kn(t)ty(s)) cot 6 (4.19)

K =

(4.4) esitligi elde edilir. Benzer sekilde (2.13) esitliginden yararlanarak

H = LOTONST ()T () +(T(5), T(s){ST ), (1)) ~2(T(
t

)T () (S(T(s)),T(1))
2((T(s), T(s))(T (), T(£))—(T(s),T(t)) (4.20)

)
esitliginde (4.3) Darboux catisiyla sekil operatorii kullanilacaktir. (4.7), (4.8), (4.15)
ve (4.18) esitlikleri (4.20) esitliginde yazilarak

kn(s) + kn(t) — 2cosO(kn(s)cosl +t,(s)sind)

"= 2(1 — cos?6)
_ kn(s) + kn(t) — 2cos O(ky(s) cos O 4 ty(s) sin 0)
B 2sin? 6
_ Eu(s)(1 —2cos®0) + ki (t) — 2t4(s) cosfsin f
a 2sin® ¢
_ kn(t) — (kn(s) cqs 229 + t4(s) sin 26) (4.21)
2sin“ 0

(4.5) esitligi elde edilir. =
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Teorem 4.2 z: D C R> — M C R3, parametreleri ”s ve t” olan bir yiizey ve a(s)
egrisi M yiizeyi tizerinde birim hizli bir egri olmak tizere, Q(s) = kn(s) + t,(s)U(s)
kuaterniyon operatorii kullanilarak a(s) egrisi boyunca (4.3) Darboux gatisiyla sekil

operatorii agagidaki bigimde elde edilebilir.

S(T'(s)) = Q(s) * T(s) (4.22)
burada {T'(s), Y (s),U(s)} Darboux gatisi, * kuaterniyon ¢arpimi ve 7'(s) saf (pure)
kuaterniyondur (R? 3-boyutlu vektor uzayinda bir vektordiir) (Aslan ve Yaylh 2017b).

Ispat. Q(s) = kn(s) + t,(s)U(s) kuaterniyon operatorii ve T'(s) saf (pure) kuater-
niyonunun  kuaterniyon carpimindan,
Qs) xT(s) = (kn(s) +14(s)U(s)) * T(s)
= —ty(s) (U(s), T(s)) + kn(s)T(s) + t4(s)U(s) x T(s)
esitligi elde edilir. (U(s),T(s)) = 0 ve U(s) x T(s) = Y (s) esitliklerinden
Qs)*T(s) = kn(s)T(s) +1t4(s)Y(s)
= S(T'(s)).

boylece, Darboux catisiyla sekil operatorii elde edilir. m

Uyar: 4.2 Teorem 4.2’de goriildiigii gibi () kuaterniyon operatorii ve S gekil oper-
atorii 7' tanjant vektorii tizerinde ayni isleve sahiptir. Bundan sonra, ) kuaterniyon

operatoriine kuaterniyonik sekil operatorii denilecektir.(Aslan ve Yayl 2017b).

Onerme 4.1 Kuaterniyonik sekil operatorii, p(s) = cos 2¢(s) +sin 2¢(s)U (s) birim
kuaterniyonuyla agagidaki bicimde elde edilebilir (Aslan ve Yayh 2017b).

Q(s) = knls) +14(s)U(s)
/ kn(s) ty(s)
= k2(s 2( U s
)+ \/kQ )+ £2(s \/k2 +12(s (5)
= \/Kk2(s) +t2(s) (cos 2¢(s) + sin 2p(s)U (s)) (4.23)

= \/k2(s) +t2(s)p(s). (4.24)
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Teorem 4.3 A(s) matrisi, g(s) = cosp(s) + sin(s)U(s) birim kuaterniyonu igin

¢ lineer doniigiimiine karsilik gelen matris ve

TR0

- (4.25)
2 k2(s) + t2(s)

©(s) = arccos

olmak iizere, kuaterniyonik gekil operatorii homotetik hareket ile agagidaki bigimde
elde edilebilir.
Q(s) * T(s) = h(s)A(s)T(s), (4.26)

burada h(s) = ,/k2(s) +2(s), A(s) ve ”s” sirasiyla homotetik hareketin skalasi,

ortogonal matrisi ve parametresidir (Aslan ve Yayl 2017b).

Ispat. Tamm 2.11°den goriildiigii gibi ¢(s) = cos@(s) + sin p(s)U(s) birim ku-
aterniyonu igin ¢ lineer doniigiimii, 7'(s) vektoriinii 2 kadar dondiiriir. ¢(s) =
cos p(s) + sin p(s)U(s) birim kuaterniyonu igin ¢ lineer doniisiimiine karsilik gelen

matris asagidaki bicimdedir.

cos? ¢ + sin® ¢ (u2 — ud — u?) —2sin ¢ (cos puz — sin puius)
A = 2sin @ (cos pug + sin puyug) |, A2 = | cos? ¢ +sin® ¢ (uf — u? — u?)
28in ¢ (sin puquz — cos pusg) 2 sin @ (cos puy + sin pugus)

2sin ¢ (cos pug + sin puqu3)

Az = 28in ¢ (sin pugus — cos puy )

cos? ¢ + sin® ¢ (u2 — ud — u?)

olmak {izere,
Als)=| Ay Ay A ] (4.27)

burada U(s) = (u1(s),ua(s),us(s))dir. A(s)AT(s) = I ve det A(s) = 1 oldugun-
dan A(s) bir ortogonal matristir. Boylece, kuaterniyonik gekil operatorii homotetik

hareket ile asagidaki bicimde verilebilir.

Q(s) xT(s) = h(s)A(s)T(s). (4.28)
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Uyar: 4.3 Teorem 4.2 ve Teorem 4.3’ten gorebiliriz ki Q(s) operatorii T'(s) teget
vektoriinii yiizeyin teget diizleminde ve yiizeyin U (s) normal vektorii etrafinda dondiiriir

(Sekil 4.1) (Aslan ve Yayh 2017b).

Sekil 4.1 Kuaterniyonik sekil operatorii

Teorem 4.4 z: D C R? - M C R3, parametreleri ”s ve t” olan bir yiizey, a(s)
ve B(t) egrileri M yiizeyi iizerinde birim hizli egriler olsun. «(s) ve 3(t) egrilerinin
birim teget vektorleri T'(s) ve T'(t) olmak iizere, Q(s) * T'(s) and Q(t) * T(t) ku-
aterniyonik sekil operatorleriyle K Gauss egrilik ve H ortalama egrilik agagidaki

bicimde verilebilir.

k= T(s) x T(0)] (4.29)
Q) * T(s)) x T(t) + T(s) x (Qt) * T(1)]
o= 3T (s)  T(0) ’ (4:30)

burada * kuaterniyon c¢arpimi ve x vektorel carpimdir. Q(s) ve Q(t) kuaterniy-
onlarina karsilik gelen matris ile K Gauss egrilik ve H ortalama egrilik agagidaki

bi¢imde verilebilir (Aslan ve Yayli 2017b).

|(A(s)T(5)) x (AD)T(1))|
T(s) x T(t)]
|(h(s)A(s)T(5)) x T(t) + T(s) x (M) A)T(1))|

"= 2T () x T(1)] ‘ (432)
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Ispat. (2.12) ve (2.14) esitliklerinden ve kuaterniyonik sekil operatoriinden asagi-

daki esitlikler verilebilir.

o = Q) xT(s)) x (Q(t) = T(2))|
T'(s) x T'(t)]
g @) *T(s)) x T(t) + T(s) x (Q(t) * T'?))]
2|T(s) x T(?)]

Q(s) ve Q(t) kuaterniyon operatorlerine kargilik gelen (4.27) matrislerden agagidaki
esitlikler elde edilebilir.

|(h(5)A(s)T(5)) x (h(H)A@)T())]
T'(s) x T(t)]
|(A(s)T(5)) x (A)T(1))|
T(s) x T(2)]
|(h(s)A(s)T(5)) X T(t) + T(s) x (h(H)AMT(1))|
2[T(s) x T(1)] '

K =

= h(s)h(t)

Sonug 4.1 M yiizeyindeki egri asimptotik egri k, = 0 ise ¢ = cos ¢ + sin U birim
kuaterniyonu i¢in ¢(w) = g * w * ¢~ * lineer doniigiimiine kargilik gelen (4.27) matris

A agagidaki bigimde verilebilir.

L+uf—uj—ui =2 (uz — urun) 2 (uz + uyus)
A= 2 (uz +wug) 1+ (ud —u? —u?) 2 (uguz — uy) : (4.33)
2 (uyug — uz) 2 (u1 + ugug) 1+ (uf —u3 —u?)

burada U = (us,ug, us). Boylece, kuaterniyonik sekil operatorii agagidaki bicimde
elde edilebilir.
QT = |t,| AT (4.34)

burada T" = (1, t2, t3)’dir (Aslan ve Yayh 2017b).

Sonug 4.2 M yiizeyindeki egri egrilik ¢izgisi t, = 0 ise ¢ = cos ¢ + sin U birim

kuaterniyonu i¢in ¢(w) = g * w * ¢~ lineer doniigiimiine karsilik gelen matris A
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asagidaki bicimde verilebilir.
100
A = 010 (4.35)

0 01
= I,

burada I, 3x3 boyutunda bir birim matristir. Boylece, kuaterniyonik sekil operatorii

agsagidaki bigimde elde edilebilir (Aslan ve Yayli 2017b).

QT = |k|IT
= |ka|T. (4.36)

Sonug 4.3 «(s) ve [(t) egrileri M yiizeyi iizerinde birim hizli egriler olsun. «(s)
ve [3(t) egrilerinin birim tranjant vektorleri T'(s) ve T'(t) olmak iizere, kuaterniyonik
sekil operatoriine karsilik gelen matrisi kullanarak K Gauss egriligi agagidaki bigimde

verilebilir.
sin (s, t)
sinf(s, t)

burada (s, t) agist Q(s)*T'(s) ve Q(t) *T'(t) kuaterniyonik sekil operatorleri arasin-

K = h(s)h(t) (4.37)

daki ag1, 0(s, t) agisiise T'(s) ve T'(t) vektorleri arasindaki agidir (Aslan ve Yayli 2017Db).

Uyar1 4.4 «a(s) ve [(t) egrileri M donel yiizeyi iizerinde birim hizhi egriler ise
|T(s) x T(t)| = 1ve |(A(s)T(s))x(A(t)T'(t))| = 1 oldugundan siny(s,t) = sinf(s,t) =
1’dir. Boylece, (4.37) esitligi agagidaki bicimde elde edilebilir (Aslan ve Yayli 2017Db).

K = h(s)h(t). (4.38)

Uyar1 4.5 «a(s) ve [(t) egrileri M yiizeyi iizerinde birim hizh egriler olsun. «f(s)
ve B(t) egrileri egrilik ¢izgisi t,(s) = t,(t) = 0 ise Q(s) * T'(s) = kn(s)T'(s) ve
Q) * T(t) = k,(t)T(¢)dir. (4.29) esitliginden Gauss egriligi asagidaki bicimde
verilebilir.

K = k()kn(2). (4.39)

Boylece, (4.37) ve (4.39) esitliklerinden sin (s, t) = sin f(s, t)’dir (Aslan ve Yayh 2017b).
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Onerme 4.2 M yiizeyindeki egri geodezik egri ise k, = 0’dir. Boylece {T, N, B}
Frenet catisi, s egrilik ve 7 torsiyon olmak tizere, k,, = k, t, = 7 ve U = N’dir. Bu

esitlikler kullanilarak kuaterniyon operatorii agagidaki bicimde elde edilebilir.
Q=k+T7N. (4.40)

Simdi kuaterniyonik sekil operatorii Frenet catisiyla agagidaki bigimde verilebilir

(Aslan ve Yayh 2017b).

Q«xT = (k+7N)*T

= kT —1B. (4.41)

Ornek 4.1 z(s,t) = (s, t, st) yiizeyinin parametre egrilerinin birim hizli vektorleri

Ts 1 Tt 1
- r 1,0,t) ve T(#) = - = ——
|| \/1+t2( ) (¥ lze] 1+ 82

bi¢iminde verilebilir. Bu vektérlerden z(s,t) yiizeyinin normal vektorii de elde

edilebilir.

T(s)

0,1, 5) (4.42)

CT(s) x T(t)
U = 7o < Tl

IT(s) x T(t)]]
1
= m(—t’ _S, 1) (4'43)

Bu yiizeyin parametre egrilerinin teget normal vektorleri asagidaki bicimde elde

edilebilir.

Y(s) = U(s) x (s)=\/llﬂzw+182+1(—st,1+t2,s) (4.44)
1 1

(=1 —s* st,—t).  (4.45)

T VIt VET s+l

1 /dU 1 /dU
(2.15) esitliginden k, = T <%,T> normal egrilik ve t, = —m <E’Y>
geodezik egrilikler
kn(s) = 0veky(t)=0 (4.46)
1 1
t = ty(t) = — 4.4
o(s) P2+l (1) 2+ s2+1 (4.47)



bigimde elde edilebilir. Boylece, (4.3) Darboux ¢atisiyla sekil operatorii

S(T(s)) = kn(s)T(s) +ty(s)Y ()

_ ! (st 1412, 9), (4.48)
VIHE2 (12452 +1)2
S(T(t) = ku()T(t) + ()Y (1),
- _ L (=1 — 82, st, —t). (4.49)
VI+82 (24524 1)2

bi¢iminde elde edilebilir. Simdi, Q(s) ve Q(t) kuaterniyon operatorleri

Q(s) = kn(s) +14(s)U(s)

0 (t-s) (4.50)
(t2 FiL 52 + 1)2
Q) = ka(t) +t,()U(?)
- — 1 s (4.51)
42+ 1)

bi¢iminde elde edildikten sonra kuaterniyonik sekil operatorleri asagidaki gibi elde

edilebilir.

1 1
Q(s)*xT(s) = <0 + ﬁ(—t, —s, 1)) * ( (1,0, t)> (4.52)

P ViTE
1 1
Qt)+xT(t) = (0 — m(—t, —s, 1)) * <ﬁ(07 1, s)) (4.53)

(4.29) ve (4.30) esitliklerinden Gauss egrilik ve ortalama egrilik agagidaki bigimde
elde edilebilir.

1
(t2+s241)
t
H=-—"2 (4.55)
(2 + 52 + 1)

Ayrica, ¢ = cos ¢ + sin pU birim kuaterniyonu icin ¢ lineer doniigiimiine karsilik

gelen matris

t2 st—Vt2+s2+1  sVi2+ 2+ 1+t
1
A(S) = m V2 4 52 + 1+st 52 Wtz +s2+1—s
sVt2+s2+1—t —t\Vit2+s2+1—s 1
(4.56)
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bigiminde elde edilebilir. Boylece kuaterniyonik sekil operatorii (4.26) homotetik
hareket ile agagidaki bicimde elde edilebilir.

Q(s)*T(s) = h(s)A(s)T(s)

1
= +(—st, 1412 5) (4.57)
VI +s2+1):
1 :
burada h(s) = Prarl e T(s) = T (1,0,t)’dir (Aslan ve Yayh 2017b).
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5. KUATERNIYON OPERATORU

Bu béliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda egri ve yiizeylerin konum vektorlerinden
yararlanarak bir kuaterniyon operatorii tanimlandi. Kuaterniyon operatorii yoriin-
gesi egri veya yiizey olmak tizere iki gekilde incelendi. Son olarak, caligmamizin diger
boliimlerinde kullanilan kuaterniyonlar: bu yontemle elde ederek bu kuaterniyon op-

eratoriiniin bir uygulamasi olarak gosterildi.
5.1 Yoriingesi Egri Olan Kuaterniyon Operatorii

Yoriingesi egri olan kuaterniyon operatorii iki baghk altinda incelendi. Birincisi,
operator noktay1 egriye doniistiirerek yoriingesi egri olan bir kuaterniyonik hareket
elde edildi. Ayrica, operator birim kuaterniyon ile ifade edildi. Birim kuaterniyona
karsilik gelen matris kullanilarak yoriingesi egri olan 1-parametreli homotetik hareket
elde edildi. Ikincisi, operator egriyi egriye doniistiirerek yoriingesi egri olan bir ku-
aterniyonik hareket elde edildi. Ayrica, operator birim kuaterniyon ile verildi. Birim
kuaterniyona karsilik gelen matris kullanilarak yoriingesi egri olan 1-parametreli ho-

motetik hareket elde edildi.
5.1.1 Noktay1 egriye doniistiiren kuaterniyon operatorii

Teorem 5.1 3-boyutlu Oklid uzayinda «(t) bir egri ve P sabit bir sabit bir nokta
olmak iizere yoriingesi «(t) egrisi olan kuaterniyon operatorii agagidaki bigimde ver-
ilebilir.

Q) = ﬁ (P,a(t) + P x a(t)). (5.1)

(Pa(t) Pxalt),
T

kuaterniyon operatorii P noktasindan baglayarak «(t) egrisini agagidaki bigimde

burada operatoriin skaler ve vektorel kismi sirasiyla

cizebilir.

Q) * P = alt) (5.2)
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burada * kuaterniyon carpimi, P ve «(t) saf (pure) kuaterniyonlardir (3-boyutlu

Oklid uzayinda konum vektorlerdir).

Ispat. Q(t) kuaterniyon operatorii ve P saf kuaterniyonun * kuaterniyon carpimn

1
QU)* P = 15 ({Pal) + P xa) P
1
:|WWuRa@ﬂlMPXa@)xR
_ H;H2(<P,a(t)) P +(P,P)a(t) — (a(t), P) P)
1
= ”P||2<P,P>a(t)
:”HMWH()
= aft),

a(t) egrisi elde edilir. Boylece, Q(t) kuaterniyon operatorii P noktasindan bagla-

yarak «(t) egrisini ¢izmektedir. m

Uyar: 5.1 6(t) agist P ve «(t) konum vektorleri arasindaki agr olmak iizere,

(Poa(t)) = [P[lla@)] cosb(?) (5.3)
1P > a®)] = [IP[lla@)]sinb(t) (5.4)

esitliklerini (5.1) denkleminde yazarak agagidaki esitlik elde edilir.

1

Q) = prP.a®) + P xa()
1 ot ot P x a(t)
_ 1 o) con oV sim gy LX)
—|WWWPW(MI 0(t) + [|1Pl[|ex(t)]] mexa®w
CIPIO® g P XD
= e OO
= @] cos sin v
= HPH( 0(t) + sin6(t)v(?)) (5:5)
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Pxa(t)
1P > a(0)]l
eksenidir. Boylece, Q(t) kuaterniyon operatorii ¢(t) birim kuaterniyonu ile elde

burada ¢(t) = cos §(t) + sin #(¢)v(t) birim kuaterniyon ve v(t) = donme

edilir. Simdi, (5.2) ve (5.5) esitliklerinden agagidaki esitlik verilebilir.

Qt) % P = q(t) * P. (5.6)

@v(t) birim kuaterniyonu igin (2.21) ¢ lineer

Teorem 5.2 p(t) = cos @ + sin
doniigiimiine karsilik gelen matris R(t) olmak iizere, (5.6) esitligi yoriingesi «(t)

egrisi olan 1-parametreli homotetik hareket olarak asagidaki bicimde verilebilir.

Q(t) * P = h(t)R(t)P (5.7)

t
burada R(t), h(t) = % ve “t” sirasiyla homotetik hareketin ortogonal matrisi,

skalas1 ve parametresidir.

Ispat. v(t) = (vi(t),va(t), v3(t)) olmak iizere, p(t) = cos@ + sin @v(t) birim
kuaterniyonu i¢in ¢ lineer doniisiimiine karsilik gelen matris agagidaki bicimde ver-
ilebilir.

20,2 _,2 .2 0 0 0

(cos? £ + sin® £(v? — v — v3) —2sin 3(cos 5v3 — sin Sv1vy)

_ 0 — 20 20 2 _ .2

Ay = 2sin &(cos $vs + sin Sv;v,) ; Az = | cos? § +sin® §(v3 — v —03)
2sin ¢ 5 (sin 97)1/03 coS g’U2> 2sin ¢ (cos sv1 + sin 91}21}3)

2sin ¢ (cos SV9 + sin 9111123)

_ 0 (i O 0
Az = 2sin §(sm 5U2V3 — COS 5U1)
cos? £ + sin® £(v3 — v3 — v})

olmak {izere,

R=| A, A, As (5.8)

burada R(t)RT(t) = I ve det R(t) = 1 oldugundan R(t) matrisi ortogonaldir.
Ayrica, R(t) matrisinin ekseni v(t) vektorii oldugu i¢in R(t)v(t) = v(t)’'dir. Tanim

2.11’den, p(t) = cos =~ ( ) 4 sin 28 ( Jo(t) birim kuaterniyonu i¢in ¢ lineer doniigiimii P
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M(t)q(t)y= a(ty) = «

q(ty o(ty)

Sekil 5.1 Noktay1 egriye doniistiiren kuaterniyon operatorii

konum vektoriinii 0(¢) kadar dondiiriir. Boylece, p(t) igin ¢ lineer doniigtimiinii ¢(t)

birim kuaterniyonun yerine kullanilabilir.
a(t)+ P = 6(P). (5.9)

Simdi, (5.6) ¢(¢) birim kuaterniyonuyla ((t) kuaterniyon operatorii 1-parametreli

homotetik hareket olarak asagidaki bicimde elde edilebilir.

Qt)*xP = Mq(t} x P

_ ol py

el
= ey P

= h(t)R(t)P.

Boylece, yoriingesi «(t) egrisi olan 1-parametreli homotetik hareket elde edilir. m

Uyar1 5.2 Teorem 5.1'"de P = «(ty) noktast a(t) egrisi iizerinde almirsa kuater-
niyon operatorii «(t) egrisi iizerindeki sabit bir noktadan baslayarak «(t) egrisini

cizer (Sekil 5.1).

Uyar: 5.3 «(t) egrisi M(t, s) yiizeyi iizerinde olacak bigimde alimrsa Q(t) kuater-

niyon operatorii M(t,s) yiizeyi iizerinde «(t) egrisini gizer. Bu operator, (5.1)
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egitliginde verilen operatorden bir farki yoktur. Ayrica, bu operator yoriingesi
M(t, s) yiizeyinde kalacak gekilde a(t) egrisi olan 1-parametreli homotetik hareket
olarak verilebilir (Sekil 5.2).

Sekil 5.2 Yoriingesi yiizey iizerindeki bir egri olan kuaterniyon operatorii

5.1.2 Egriyi egriye doniistiiren kuaterniyon operatorii

Teorem 5.3 «(t) ve 3(t) 3-boyutlu Oklid uzayda iki egri olsun. «(t) egrisini 3(t)
egrisine doniigtiirerek yoriingesi (t) egrisi olan kuaterniyon operatorii agagidaki

bicimde verilebilir.

1
lac(8)1?

burada, Q(t) kuaterniyon operatorii «(t) egrisini 5(t) egrisine agagidaki bicimde

Q) = ({a(t), B(1)) + alt) x S(t)) (5.10)

doniigtiiriir.
Q(t) * aft) = B(t) (5.11)

burada * kuaterniyon garpimi, a(t) ve 3(t) saf (pure) kuaterniyondur ( R*’de konum

vektorleridir).
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t t
Uyar: 5.4 0(t) agis1 a(t) ve B(t) konum vektorleri arasindaki ag ve v(t) = —H&Et; i g Eti ||
«
olmak {izere, Q(t) kuaterniyon operatorii ¢(t) = cos 6(t) + sin #(t)v(t) birim kuater-

niyonuyla verilebilir.

Qt) = Hféii;”(cose(t) +sin0(t)o(t)) (5.12)
Boylece, (5.11) esitligi
o) +a(t) = BOL 4y o, (5.13)

lac()l

bi¢iminde verilebilir (Sekil 5.3).

Ot o (t) = P(t)

Sekil 5.3 Egriyi egriye doniigtiiren kuaterniyon operatorii

@)
2

o(t)

Teorem 5.4 p(t) = cos = +sin =~v(t) birim kuaterniyonu i¢in ¢ lineer doniistimiine

kargilik gelen matris R(t) olsun. (5.11) esitligi 1-parametreli homotetik hareket ola-

rak agsagidaki bicimde verilebilir.

Q(t) = a(t) = h(t)R()a(t) (5.14)

1Bl
lee(®)l

skalas1 ve parametresidir.

burada R(t), h(t) =

ve “'t” sirasiyla homotetik hareketin ortogonal matrisi,
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Ornek 5.1 a(t) = (cost,sint,0) ve B(t) = (cost,sint,t) egrileriyle Q(t) kuater-
niyon operatorii agagidaki bigimde elde edilebilir.

Q) = m(w(ﬂ,@(rﬁ» +a(t) x B(t))

= 1+ (tsint,—tcost,0)

= 1+ t(sint, —cost,0), (5.15)

boylece, kuaterniyon operatorii Q(t) = 1+4t(sint, — cost, 0) olarak elde edilir. Simdi
(Q)(t) kuaterniyon operatoriiyle a(t) egrisi S(t) egrisine agagidaki bigimde doniigtiiriilebilir.

Q(t) xa(t) = (1+t(sint,—cost,0)) * (cost,sint,0)
= (cost,sint,0) + (0,0,t)
= (cost,sint,t)

= B(). (5.16)

Q(t) = 1 +t(sint, — cost,0) kuaterniyon operatorii |« (t)|| = 1, ||5(t)|| = V1 + 2 ve
v(t) = (sint, — cost,0) egitliklerinden yararlanarak birim kuaterniyon ile agagidaki

bicimde verilebilir.

= Hﬁ(t)” COS sin )
Q) = L (eoso() +sinf(E)o(r)

= V14 t%(cosO(t) + sinf(¢t)(sint, — cost,0)) (5.17)
= V1+1t2q(t)(sint, —cost,0)). (5.18)

p(t) = cos@ + sin @v(t) icin ¢ lineer dontigiimiine kargilhik gelen matris R(t)

asagidaki bicimde elde edilebilir.

cos? & + sin? & (sin® ¢ — cos® t) —sin®  sin 2t —sinf cost
—sin® £ sin 2¢ cos? £ +sin® &(cost —sint) —sinfsint) |,
sinf cost sinfsint -1

(5.19)
boylece, (5.16) egitligi 1-parametreli homotetik hareket olarak asagidaki bigimde

verilebilir.

Q(t) * a(t) = V1+ 2R(t)a(t). (5.20)
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5.2 Yoriingesi Yiizey Olan Kuaterniyon Operatorii

Yoriingesi yiizey olan kuaterniyon operatorii ii¢ baghk altinda incelendi. Birin-
cisi, operator noktay1 yiizeye doniistiirerek yoriingesi yiizey olan bir kuaterniyonik
hareket elde edildi. Ayrica, operator birim kuaterniyon ile ifade edildi. Birim ku-
aterniyona karsilik gelen matris kullanilarak yoriingesi yiizey olan 2-parametreli ho-
motetik hareket elde edildi. Ikincisi, operator egriyi yiizeye doniistiirerek yoriingesi
yiizey olan bir kuaterniyonik hareket elde edildi. Ayrica, operator birim kuaterniyon
ile verildi. Birim kuaterniyona karsilik gelen matris kullanilarak yoriingesi yiizey
olan 2-parametreli homotetik hareket elde edildi. Uctinciisii, operator yiizeyi yiizeye
doniistiirerek yoriingesi yiizey olan bir kuaterniyonik hareket elde edildi. Ayrica,
operator birim kuaterniyon ile ifade edildi. Birim kuaterniyona karsilik gelen matris

kullanilarak yoriingesi yiizey olan 2-parametreli homotetik hareket elde edildi.

5.2.1 Noktay1 yiizeye doniistiiren kuaterniyon operatorii

Sekil 5.4 Noktay: yiizeye doniistiiren kuaterniyon operatorii

Teorem 5.5 M(t,s) bir yiizey ve P sabit bir nokta olmak iizere, yoriingesi M (t, s)

yiizeyi olan Q(t, s) kuaterniyon operatorii agagidaki bigimde verilebilir.

Qt,s) = ﬁ((P, M(t,s)) + P x M(t,s)), (5.21)
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bu Q(t, s) kuaterniyon operatorii M (t, s) yiizeyini agagidaki bigimde gizer.

Q(t,s)« P = M(t,s) (5.22)

burada P ve M(t,s) konum vektorleri saf (pure) kuaterniyondur.

Uyar: 5.5 6(t,s) agist P ve M (¢, s) konum vektorleri arasindaki olmak iizere, ¢(t, s) =
cosf(t,s) + sinf(t, s)v(t,s) birim kuaterniyonu ile Q(t,s) kuaterniyon operatorii

asagidaki bicimde verilebilir.

M(t
Q(t,s) = HH(T’”S)”(COS (t,s) + sin (¢, s)v(t, s)) (5.23)
P x M(t,s) )
burada, v(t, s) = ~—— vektorii donme eksenidir. (5.22) esitligi ¢(¢, s) birim
1P > M(t, s)]|
kuaterniyon ile asagidaki bicimde verilebilir.
M(t
Q(t,s)x P = %q(t, s) * P. (5.24)
Teorem 5.6 p(t,s) = cos @ + sin @v(t,s) birim kuaterniyonu i¢in ¢ lineer

doniigiimiine kargilik gelen matris R(¢, s) olmak iizere (5.24) esitligi yoriingesi M (t, s)

yiizeyi olan 2-parametreli homotetik hareket agsagidaki bicimde verilebilr.

Q(t,s)x P = h(t,s)R(t,s)P (5.25)
_ M@ s - -
burada R(t,s), h(t,s) = 0P ve 't ve s” sirasiyla homotetik hareketin ortog-

onal matrisi, skalasi ve parametreleridir.

Uyar: 5.6 Teorem 5. 'te P = M (%, so) noktasi M (t, s) yiizeyi iizerinde alimrsa ku-
aterniyon operatorii M (t, s) yiizeyi iizerindeki sabit bir noktadan baglayarak M (t, s)
egrisini ¢izer (Sekil 5.4).
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5.2.2 Egriyi yilizeye doniistiiren kuaterniyon operatorii

Teorem 5.7 M(t,s) bir yiizey ve «a(t) bir egri olmak iizere, a(t) egrisini M(t, s)

yiizeyine doniistiiren (¢, s) kuaterniyon operatorii agagidaki bicimde verilebilir.

Qlt. 5) = m((a(t), M(t,5)) + alt) x M(t, s)), (5.26)

Q(t, s) kuaterniyon operatorii, asagidaki bicimde a(t) egrisini M (t, s) yiizeyine doniigtiiriir.

Q(t, s) x a(t) = M(t,s) (5.27)

burada «(t) ve M(t, s) konum vektorleri saf (pure) kuaterniyondur.

Uyar1 5.7 0(t,s) agst a(t) ve M(t,s) konum vektorleri arasindaki olmak {izere,
q(t,s) = cos(t,s) + sin (¢, s)v(t, s) birim kuaterniyonu ile @Q(¢, s) kuaterniyon op-

eratorii agagidaki bigimde verilebilir.

Q(t,s) = ||]|\|4()f( )H)”( cosO(t, s) + sinb(t, s)v(t, s)) (5.28)
a(t) x M(t,s)

burada, v(t, s) = vektorii donme eksenidir. (5.27) esitligi ¢(¢, s) birim

[lee(t) x M2, s)]|

kuaterniyon ile asagidaki bicimde verilebilir.

IIM(E, )|l

Qt-s)xa®) =T

q(t,s) * a(t). (5.29)

9( s) G(t 5) o

Teorem 5.8 p(t,s) = cos =22 + sin =22v(t, s) birim kuaterniyonu igin ¢ lineer
doniigiimiine kargilik gelen matris R(¢, s) olmak iizere (5.29) esitligi yoriingesi M (t, s)

yiizeyi olan 2-parametreli homotetik hareket agagidaki bicimde verilebilr.

Q(t,s) = a(t) = h(t,s)R(t, s)a(t) (5.30)

M, s)|
lac()l

onal matrisi, skalas1 ve parametreleridir.

burada R(t,s), h(t,s) = ve ‘'t ve s” sirasiyla homotetik hareketin ortog-
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Sekil 5.5 Yiizeyi yiizeye doniistiiren kuaterniyon operatorii

5.2.3 Yiizeyi yiizeye doniistiiren kuaterniyon operatorii

Teorem 5.9 M (t,s) ve N(t,s) 3-boyutlu Odlid uzayinda R? iki yiizey olsun. M (¢, s)
yiizeyini N (¢, s) yiizeyine doniistiiren Q(t, s) kuaterniyon operatorii agagidaki bigimde
verilebilir.

1

Qt:9) = Ty o (M), N(t9) + M(t,5) < N(t,s), (5:31)

bu Q(t, s) kuaterniyon operatorii M (t, s) yiizeyini N (¢, s) yiizeyine agagidaki bigimde
doniigtiriir.

Q(t,s) « M(t,s) = N(t,s), (5.32)

burada M(t,s) ve N(t,s) konum vektorleri saf kuaterniyondur.

Uyar1 5.8 ¢(t,s) = cosO(t,s) + sind(t, s)v(t, s) birim kuaterniyonuyla Q(t, s) ku-
aterniyon operatorii agagidaki bigimde verilebilir.
IN(E s)l .
Q(t,s) = ———-(cosO(t, s) + sind(t, s)v(t, s)) (5.33)
M (2, s)|

M(t,s) x N(t,s)
[M(t,s) x N(t,s)]|
esitligini ¢(t, s) birim kuaterniyon ile agagidaki bigimde verilebilir.

Q(t, 5) % M(t, s) ||”]\]\;((t s))ly“ ot ) % M(t, s), (5.34)
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bu kuaterniyon operatorii sekil 5.5’te gosterilebilir.

Teorem 5.10 p(t,s) = cos @ + sin @v(t, s) birim kuaterniyonu igin ¢ lineer

doniigiimiine kargilik gelen matris R(t, s) olmak iizere, (5.34) esitligi yoriingesi N (¢, s)

yiizeyi olan 2-parametreli homotetik hareket ile asagidaki bicimde verilebilir.

Q(t,s)* M(t,s) = h(t,s)R(t,s)M(t,s) (5.35)

NG, sl
I3, 5)]

onal matrisi, skalas1 ve parametreleridir.

burada, R(t, s), h(t,s) ve ‘'t ve s” sirasiyla homotetik hareketin ortog-

5.3 Kuaterniyon Operatoriiniin Uygulamalar:

Bu boliimde, kanal yiizeyler, GSO yiizeyler ve kuaterniyonik sekil operatoriinde kul-
landigimiz kuaterniyonlar1 kuaterniyon operatoriiyle elde edilecektir. Daha sonra,
kuaterniyon operatoriiyle bu yiizeyler ve kuaterniyonik sekil operatorii elde edile-

cektir.

Sonug 5.1 C(t,0) kanal yiizeyinin merkez egrisi a(t) birim hizh egrisi ve S(t,0) =
cos ON (t)+sin 0 B(t) kiiresi olmak iizere, (2.1) denklemi agagidaki bicimde verilebilir.

C(t,0) = a(t)—rt)r' ()T () £r(t)/1—1r'(t)*(cosON(t) + sin0B(t))
= at)—r®)r'OT) £r(t)/1—1'(t)25(t,0).

Teorem 3.1 ve ispatinda ¢(t,0) = cos 6 + sin §7'(t) birim kuaterniyonu N (¢) normal

vektoriinii S(t,6) = cosON(t) + sin0B(t) kiiresine doniistirmektedir. Bu ¢(t, 0)
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birim kuaterniyonu, teorem 5.7’den yararlanarak asagidaki bicimde elde edilebilir.
1

Qt.0) = TNV, SE0) + N(t) x 5(t.6))
_ “N(lt)”2<< (), cos ON(t) + sin 0B (t)) + N(t) x (cos ON(t) + sin 0B (1))
_ “N(lt)HQ(cosH(N( ), N(1)) +sinON (1) x B(t))
_ “N(l)||2(cos9||N(t)||2+sin9T(t))
— cosO +sinOT(1)
= q(t,0)

boylece N (t) normal vektoriinii S(¢, 0) kiiresine doniisgtiiren kuaterniyon operatoriiniin

q(t, ) birim kuaterniyonu oldugu kolayca agagidaki bigimde gosterilebilir.
q(t,0) * N(t) = (cos@+sin0T(t))* N(t)
= cosON(t) +sinOT(t) x N(t)
= cosON(t) +sin6B(t)
= S(t,0).

Sonug 5.2 f(t) birim hizh kiiresel egri, M (s,t) = sf(t) koni ylizeyi ve N(s,t) =
s(cosu(s)f(t) + sinu(s)f(t) x f'(t)) (2.9) genellestirilmis sabit oranh yiizey olmak
tizere, teorem 3.6’da ¢(s,t) = cosu(s) — sinu(s)f’(t) birim kuaterniyonu M (s, )
koni yiizeyini N(s,t) GSO yiizeyine doniigtiirmiigtiir. Bu birim kuaterniyon, teorem

5.9’dan yararlanarak asagidaki bicimde elde edilebilir.

Qs,t) — H]\;HQ«M N)+ M x N)

= §(<Sf(t)’ s(cosu(s)f(t) +sinu(s)f(t) x f'(t))))
+sf(t) x s(cosu(s) f(t) +sinu(s) f(t) x f'(t)))
(F(E), £(t) = 1) ve (F'(t), f(£)) = O esitliklerinden
Qs 1) = %(52 cosu(s) (f(t),, f(t)) +s*sinu(s) f(t) x (f(t) x f'(t)))
— cosu(s) + sinu(s) ((f'(1), F(1)) (1) = (F(), F(0)) (1))
— cosu(s) — sinu(s)f(t)

= Q(S7 t)
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boylece M (s,t) konisini N(s,t) GSO yiizeyine doniigtiiren kuaterniyon operatorii

q(s,t) birim kuaterniyonu oldugu kolayca asagidaki bigimde gosterilebilir.

q(s,t) « M(s,t) = s(cosu(s)f(t)+sinu(s)f(t) x f'(t))

u(s) = 5 ve f(1) = (

= N(s,t).

1 1 2v/2
— cos 3t, = sin 3t, T\/_) olmak tizere, M(s,t) konisini N(s,t)

3

GSO yiizeyine doniigtiiren kuaterniyon operatorii sekil 5.6’da gosterilebilir.

¢

Sekil 5.6 M yiizeyini N yiizeyine doniistiiren kuaterniyon operatorii

Sonug 5.3 = : D — M, parametreleri ”s ve t” olan bir yiizey ve «(s) egrisi M

yiizeyi iizerinde birim hizli bir egri olmak iizere, teorem 4.2'de Q(s) = k,(s) +

ty(s)U(s) kuaterniyon operatorii T'(s) vektortinii S(7(s)) = kn(s)T(s) + t4(s)Y (s)

Darboux catisiyla sekil operatoriine doniigtiirmiistiir. Burada kullanilan Q(s) oper-

atorii teorem 5.3’ten yararlanarak agagidaki bicimde elde edilebilir.

Q(s)

1
T(s)II?
(T

({T'(s), S(T(s))) + T(s) x S(T(s)))
(5), T(5)) kn(s) +(T(s), Y (5)) t,(s)

+T(s) X T(s)kn(5) +14(s)T(s) x Y (s))
(5),T(s)) kn(s) +14(s)T(s) x Y(s))

kn(s) +t,(s)U(s)
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boylece kuaterniyonik sekil operatoriinde kullanilan Q(s) operatorii elde edilir.

58



6. TARTISMA VE SONU(C

Kuaterniyonlar, 3-boyutlu 6klid uzayinda vektorler iizerine etki etmektedir. Tezde
kuaterniyonlarin bu 6zelliklerinden yararlanilmistir. 3. boliimde, baz1 yiizeyler ku-
aterniyonlar ile elde edilmis ve kuaterniyonlarin kinematik ozelliklerinden yararla-
narak yiizeylerde homotetik hareketler elde edilmistir. 4. boliimde kuaterniyonlar,
yiizeylerin aragtirilmasinda énemli bir yeri olan sekil operatoriinde kullanilarak ku-

aterniyonik sekil operatorii tanimland.

5. boliimde, egri ve yiizeylerin konum vektorlerinden yararlanarak bir kuaterniyon
operatorii tanimlandi. Bu kuaterniyon operatoriiyle egri ve yiizeylerin diferensiyel
geometrisinde kuaterniyonlar: kullanma olanag: sagladi. Kuaterniyon operatoriine
karsilik gelen matristen yararlanarak egri ve yiizeylerde bazi1 kinematik ozellikler

incelendi.

Kuaterniyonik sekil operatorii, yiizeylerin incelenmesinde kullanilan sekil operatorii
yerine kullanilarak calisilabilir. Ayrica, kuaterniyonik sekil operatorii Minkowski
3-uzayinda elde edilerek aragtirilabilir. Tezin 5. boliimiinde, tanimlanan kuater-
niyon operatorii, gelistirilerek bazi kinematik uygulamalarda calisilabilir. Ayrica,

bu operatér Minkowski 3-uzayinda ¢alisilabilir.
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