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1. GİRİŞ 

 

Günümüzde diferansiyel geometride, Riemann manifoldlarının özellikleri ve bu 

manifolda ait bir eğrinin eğriliği, burulması ile ilgili birçok çalışma yapılmış ve bunlar ile 

ilgili ilginç sonuçlar elde edilmiştir. Klasik diferansiyel geometride eğrinin eğrilikleri 

arasındaki ilişkilerin öne çıktığı helisler ve Bertrand eğrileri oldukça detaylı 

incelenmiştir. 

Helis eğrilerinin bazı ilginç uygulamaları mevcuttur. Örneğin; Deoksiribo nükleik asit 

sarmalında, karbon nano tüplerde, helis formunda basamaklarda, fraktal geometride, 

mimarlık ve mühendislik alanlarında kullanılabilmektedir. Bunun gibi birçok alanda 

kullanılmasından dolayı helisler dünyadaki en gizemli eğrilerden biridir. Helisler 𝜅 ≠ 0 

ve 𝜏 ≠ 0 olmak üzere dik dairesel silindire çevrilmiş eğrilerdir. Helis eğrisinin 

genelleştirilmesi olan genel helis eğrisi sabit bir dayanakla teğet vektörü sabit açı yapan 

eğri olarak ifade edilmektedir. (Barros 1997, İlarslan ve Boyacıoğlu 2008, Munteanu 

2010, Babaarslan 2013) 

Genel helisler için ilk sonuç Lancret tarafından ortaya konulmuş ve Lancret teoremi 

şeklinde görülmektedir. Bu ifade; “ Bir eğri genel helis eğrisidir ancak ve ancak sıfırdan 

farklı eğrilik fonksiyonlarının oranları sabittir.” şeklindedir. (Struik 1988, İlarslan 2018) 

2004 yılında ise İzumiya ve Takeuchi slant helisleri ifade etmişlerdir. Bu ifade “Asal 

normal doğruları sabit bir doğru ile sabit bir açı yapan eğrilere slant helis denir” 

şeklindedir.  İzumiya ve Takeuchi tarafından yapılan araştırmaya göre 𝜅 ≠ 0 olmak üzere 

birim hızlı bir eğrinin slant helistir ancak ve ancak 

𝜅2

(𝜅2 + 𝜏2)
3
2

(
𝜏

𝜅
)
′

  

dır. 

Diferansiyel geometride bir diğer büyük önem taşıyan eğri ise Bertrand eğrileridir. 

Bertrand eğrilerini 1850’ de J. Bertrand bulmuştur. Bertrand eğrisinin bütün 

noktalarındaki asli normal vektörü Bertrand çifti şeklinde ifade edilen öteki bir eğrinin de 
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asli normal vektörü olarak ifade edilir. ∀s∈Ι için α eğrisi Bertrand eğrisidir ancak ve ancak 

𝜆1κ(s)+𝜆2τ(s)=1 gerçekleşecek şekilde 𝜆1 ≠ 0 ve 𝜆2 ≠ 0 ve 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ sabitlerinin 

olmasıdır. Bu ise düzlemsel eğrilerin ve dairesel helislerin Bertrand eğrileri olduğunu 

söyler. (Millman ve Parker 1977, Izumiya ve Takeuchi 2002, Babaarslan 2013) 

2002 yılında İzumiya ve Takeuchi çalışmalarında Öklid-3 uzayında Bertrand eğrilerinin 

küresel eğrilerden de oluşturulabileceğini kanıtladılar. Diğer yandan küresel evolüt 

görüşünü ifade ettiler. Küresel eğrilerin Singüler nokta teorisinin bir yürütmesi olarak 

Bertrand eğrilerinin “generic” niteliklerini araştırdılar. (Babaarslan 2013) 

 Bertrand eğrileri, paralel eğriler olarak bilişim altyapılı dizaynlarında ve üretimlerinde 

kullanılır. (Nutbourne and Martin 1988, Babaarslan 2013) 

 

1.1 Temel Kavramlar 

 

Bu parçada tez süresince kullanılan Öklid-3 uzayı ve Minkowski-3 uzayı hakkındaki 

temel kavramlara yer verilmiştir. 

 

1.1.1 Öklid uzayında temel kavramlar 

 

Tanım 1.1.1.1 ℝ, reel sayıları göstersin. ℝ𝑛 = {(𝑝1, 𝑝2, . . . . , 𝑝𝑛)} eşitliğiyle belirli ℝ𝑛 

kümesinde toplama işlemi 

(𝑝1, 𝑝2, . . . . , 𝑝𝑛) + (𝑞1, 𝑞2, . . . . , 𝑞𝑛) = (𝑝1 + 𝑞1 , 𝑝2 + 𝑞2 , . . . , 𝑝𝑛 + 𝑞𝑛) 

eşitliğiyle ifade edilir (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Tanım 1.1.1.2 Skalarla çarpma işlemi, 𝜆 ∈ ℝ ve (𝑝1, 𝑝2, . . . . , 𝑝𝑛) ∈ ℝ
𝑛 için 

𝜆(𝑝1, 𝑝2, . . . . , 𝑝𝑛) = (𝜆𝑝1, 𝜆𝑝2, . . . . , 𝜆𝑝𝑛) 

eşitliğiyle ifade edilir (Sabuncuoğlu, A., 2014). 
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Tanım 1.1.1.3 ℝ𝑛 vektör uzayında 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, . . . . , 𝑝𝑛) ve 𝑞 = (𝑞1, 𝑞2, . . . . , 𝑞𝑛) olmak 

üzere 

〈𝑝, 𝑞〉 =∑𝑝𝑖𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

 

eşitliğiyle ifade edilen ℝ𝑛 ×ℝ𝑛 →  ℝ , (𝑝, 𝑞) → 〈𝑝, 𝑞〉 fonksiyonu, ℝ𝑛 uzayında bir iç 

çarpımdır. Bu iç çarpıma, ℝ𝑛 uzayının doğal iç çarpımı veya Öklid iç çarpımı denir 

(Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Tanım 1.1.1.4 𝑝 ∈ ℝ𝑛 olmak üzere 

‖𝑝‖ =  √〈𝑝, 𝑝〉 

olsun. ℝ𝑛 → ℝ , 𝑝 → ‖𝑝‖ fonksiyonu, ℝ𝑛 uzayında bir normdur. Buna göre ℝ𝑛 vektör 

uzayı, normlu vektör uzayıdır. (Sabuncuoğlu, A., 2014) 

𝑑(𝑝, 𝑞) = ‖𝑝 − 𝑞‖ 

Şeklinde ifade edilen 𝑑 ∶  ℝ𝑛 × ℝ𝑛 → ℝ fonksiyonu, ℝ𝑛 uzayında bir metriktir. Bundan 

görülür ki ℝ𝑛 bir metrik uzaydır ve bu metrikle birlikte ℝ𝑛 uzayına Öklid Uzayı olarak 

adlandırılır. Bu uzay 𝐸𝑛 ile de gösterilebilir. (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Tanım 1.1.1.5  𝑟 pozitif bir reel sayı ve 𝑝0 ∈ ℝ
𝑛 olsun. {𝑝 ∶ 𝑝0 ∈ ℝ

𝑛 ve ‖𝑝 − 𝑝0‖ < 𝑟} 

kümesine, 𝑝0 merkezli 𝑟 yarıçaplı açık yuvar denir. 𝐵𝑟(𝑝0) ile gösterilir (Sabuncuoğlu, 

A., 2014). 

 

Tanım 1.1.1.6  𝐴 ⊂ ℝ𝑛 olmak üzere 𝐴 kümesinin her bir 𝑝0 elemanı, 𝐴 kümesi içinde 

kalan en az bir açık yuvarın merkezi oluyorsa 𝐴 kümesine ℝ𝑛 kümesinin bir açık alt 

kümesi denir (Sabuncuoğlu, A., 2014). 
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Tanım 1.1.1.7   𝑝0 ∈ ℝ
𝑛 ve 𝑉 ⊂ ℝ𝑛 olsun. 𝑉 içinde 𝑝0 noktasını içeren en az bir açık 

küme varsa 𝑉 kümesine, 𝑝0 noktasının bir komşuluğu denir. (Sabuncuoğlu, A., 2014) 

 

Tanım 1.1.1.8  𝑥𝑗 ∶  ℝ
𝑛 → ℝ , 𝑥𝒋(𝑝1, 𝑝2, . . . . , 𝑝𝑛) = 𝑝𝑗  fonksiyonu, ℝ𝑛 uzayında 𝑗 inci 

dik koordinat fonksiyonu olarak adlandırılır. Koordinat fonksiyonlarının meydana 

getirdiği (𝑥1, 𝑥2, . . . . , 𝑥𝑛) sıralı 𝑛 lisi, ℝ𝑛 üstünde dik koordinat sistemi (Öklidyen 

koordinat sistemi) olarak adlandırılır. (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Tanım 1.1.1.9  𝑓 ∶  ℝ𝑛 → ℝ ve 𝑝 ∈ ℝ𝑛 olsun. 

lim
𝑠→0

1

𝑠
[𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑗−1, 𝑝𝑗 + 𝑠, 𝑝𝑗+1, . . . , 𝑝𝑛) − 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑗−1, 𝑝𝑗 , 𝑝𝑗+1, . . . , 𝑝𝑛)] 

limiti mevcutsa bu limite, 𝑓 nin, 𝑗 inci parametresine göre kısmi türevi denir ve  

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑝)   𝑣𝑒𝑦𝑎  𝑓𝑗(𝑝) 

biçiminde gösterilir (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Tanım 1.1.1.10 ℝ𝑛 , Öklid-3 uzayının standart bazı {𝑖, 𝑗, 𝑘} olmak üzere 

∀𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)  𝑣𝑒  𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) ∈ ℝ
3 

vektörlerinin vektörel çarpımı aşağıdaki gibi tanımlanır (Millmann ve Parker 1977). 

𝑣 × 𝑤 = |
𝑖 𝑗 𝑘
𝑣1 𝑣2 𝑣3
𝑤1 𝑤2 𝑤3

| = (𝑣2𝑤3 − 𝑣3𝑤2)𝑖 + (𝑣3𝑤1 − 𝑣1𝑤3)𝑗 + (𝑣1𝑤2 − 𝑣2𝑤1)𝑘 

  

Tanım 1.1.1.11 𝑓 ∶  ℝ𝑛 → ℝ ve 𝑓 sürekli ise 𝑓, 𝐶0 sınıfından bir fonksiyondur. Bu 

şekilde tanımlanan bütün fonksiyonların kümesi 𝐶0(ℝ𝑛, ℝ) şeklinde gösterilir.  

ℝ𝑛 nın her noktasında 𝑓’nin kısmi türevleri mevcutsa ve bu türevler sürekli fonksiyonlar 

ise 𝑓 fonksiyonu 𝐶1 sınıfındandır. 
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 𝑓’nin ℝ𝑛 nın her bir noktasında 𝑘 ıncı mertebeden kısmi türevleri mevcutsa ve bu 

türevler sürekli fonksiyonlar ise 𝑓 fonksiyonu 𝐶𝑘 sınıfındandır. Bu şekilde tanımlanan 

bütün fonksiyonların kümesi 𝐶𝑘(ℝ𝑛, ℝ) şeklinde gösterilir. 

ℝ𝑛 nın her bir 𝑝 noktasında 𝑓’nin her mertebeden kısmi türevleri mevcutsa 𝑓, 𝐶∞ 

sınıfındandır veya düzgün (pürüzsüz) fonksiyondur. Bu şekilde tanımlanan bütün 

fonksiyonların kümesi 𝐶∞(ℝ𝑛, ℝ) şeklinde gösterilir. 

𝑝 ∈ ℝ𝑛 için 𝑓 fonksiyonu 𝑝 noktasının en az bir açık komşuluğunda regüler ise 𝑓, 𝑝 

noktasında  𝐶∞ sınıfındandır veya düzgün (pürüzsüz) fonksiyondur. (Sabuncuoğlu, 

A., 2014). 

 

1.1.2 Uzayda eğriler 

 

Tanım 1.1.2.1  𝐼 , ℝ nin bir açık aralığı olmak üzere 𝛼 ∶ 𝐼 →  ℝ𝑛 şeklinde regüler (𝐶∞ 

sınıfından) bir 𝛼 dönüşümüne, ℝ𝑛 uzayında bir eğri olarak adlandırılır (Şekil 1.1) 

(Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Şekil 1.1 Eğri 

 

Tanım 1.1.2.2 𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ𝑛 eğrisi verilsin. 𝐼 aralığının bir 𝑡 noktasında teğet uzayı olan 

𝑇𝑡(ℝ
1) uzayı 1 boyutlu bir vektör uzayıdır.  

ℝ1 deki dik koordinat fonksiyonu 𝑥 olsun. 𝑇𝑡(ℝ
1) uzayının doğal tabanı {

𝑑

𝑑𝑥|𝑡
} kümesidir. 

𝑑

𝑑𝑥
 , ℝ1 uzayının her bir 𝑡 noktasına, 

𝑑

𝑑𝑥|𝑡
 vektörüne karşılık getiren vektör alanıdır (Şekil 

2.2) (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Tanım 1.1.2.3  𝛼∗𝑡 : 𝑇𝑡(ℝ
1) →  𝑇𝛼(𝑡)(ℝ

𝑛) olmak üzere  



6 
 

𝛼∗𝑡 (
𝑑

𝑑𝑥|𝑡
) 

vektörüne, 𝛼 eğrisinin  𝛼(𝑡) noktasındaki hız vektörü olarak adlandırılır ve kısaca 𝛼′(𝑡) 

ile gösterilir (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Tanım 1.1.2.4  𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ𝑛 eğrisi verilsin. 𝑡0 ∈ 𝐼 olmak üzere eğride 𝛼(𝑡0) noktasından 

başlanarak yay uzunluğunun ölçülmeye başlandığı varsayılsın. (Şekil 1.2) 

 

Şekil 1.2 Bir eğrinin yay uzunluğu 

 𝑡 < 𝑡0 ise 𝛼(𝑡0) ve 𝛼(𝑡) noktaları arasında kalan eğri parçasının uzunluğunun negatifine 

𝑓(𝑡) denilsin. 

𝑡 = 𝑡0 için 𝑓(𝑡0) = 0 olarak tanımlansın. 

𝑡0 < 𝑡 ise 𝛼(𝑡0) ve 𝛼(𝑡) noktaları arasında kalan eğri parçasının uzunluğuna 𝑓(𝑡) 

denilsin. 

Böylece 𝐼 aralığından ℝ ye giden 𝑓 ∶ 𝑡 → 𝑓(𝑡) fonksiyonu ifade edilmiş olur. Bu 𝑓 

fonksiyonuna, 𝛼 eğrisinin yay uzunluğu fonksiyonu denilecektir (Sabuncuoğlu, A., 

2014). 

 

Teorem 1.1.2.1 𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ𝑛 eğrisinin yay uzunluğu fonksiyonu 𝑓 olduğuna göre 

𝑓′ = ‖𝛼′‖ dür 

(Sabuncuoğlu, A., 2014). 

Tanım 1.1.2.5 ℝ3’ de birim hızlı 𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ3 eğrisi için 𝑇(𝑠) = 𝛼′(𝑠) eşitliğiyle verilen 

𝑇 (𝑠) vektörüne, 𝛼 eğrisinin birim teğet vektörü olarak adlandırılır. 
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Şekil 1.3 Bir eğrinin teğeti 

 

𝑇 fonksiyonu, 𝐼 aralığının ∀𝑠 noktasına, 𝛼(𝑠) noktasındaki 𝑇(𝑠) teğet vektörünü karşılık 

getirir. (Şekil 1.3) Buna göre 𝑇, 𝛼 eğrisi üstünde bir vektör alanıdır. Bu vektör alanı, 𝛼 

eğrisinin birim teğet vektör alanı şeklinde adlandırılır. Kısaca 𝑇 = 𝛼′ yazılabilir 

(Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Tanım 1.1.2.6 ℝ3’de birim hızlı 𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ3 eğrisi için 𝜅 ∶ 𝐼 → ℝ, 𝜅(𝑠) = ‖𝑇′(𝑠)‖ 

fonksiyonuna 𝛼 eğrisinin eğrilik fonksiyonu şeklinde adlandırılır. 𝜅(𝑠) sayısına ise 

eğrinin 𝛼(𝑠) noktasındaki eğriliği denir. 

       𝑇 = 𝛼′ olduğundan 𝜅(𝑠) = ‖𝛼′′(𝑠)‖ olur (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Tanım 1.1.2.7 ℝ3’de birim hızlı 𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ3 eğrisi için 

𝑁(𝑠) =
1

𝜅(𝑠)
𝑇′(𝑠) 

eşitliğiyle görülen 𝑁(𝑠) vektörüne, 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki birinci dik vektörü 

(asli normali) , 𝑁 vektör alanına ise 𝛼 eğrisinin birinci dik vektör alanı (asli normal 

vektör alanı) denir. 

 𝑁 vektör alanı kısaca 𝑁 =
1

𝜅
𝑇′ şeklinde yazılabilir (Şekil 1.4) (Sabuncuoğlu, A., 2014). 
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Şekil 1.4 Bir eğrinin asli normali 

 

Tanım 1.1.2.8 ℝ3’de birim hızlı 𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ3 eğrisi için 

𝐵(𝑠) = 𝑇(𝑠) × 𝑁(𝑠) 

eşitliğiyle tanımlı 𝐵(𝑠) vektörüne, 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki ikinci dik vektörü 

(binormali) denir. 𝐵 vektör alanına, 𝛼 eğrisinin ikinci dik vektör alanı (binormal vektör 

alanı) denir. 

Vektörel çarpımın özellikleri sebebiyle 𝐵(𝑠) vektörü 𝑇(𝑠) ve 𝑁(𝑠) vektörlerine diktir. 

{𝑇(𝑠), 𝑁(𝑠), 𝐵(𝑠)} kümesi pozitif yönlü bir çatıdır. Ayrıca her     𝑠 ∈ 𝐼 için  

‖𝐵(𝑠)‖ = ‖𝑇(𝑠)‖‖𝑁(𝑠)‖ |sin
𝜋

2
| = 1 

dir. Bunun neticesinde {𝑇(𝑠),𝑁(𝑠), 𝐵(𝑠)} kümesi 𝑇𝛼(𝑠)(ℝ
3) uzayının ortonormal bir 

tabanı olarak ifade edilir (Şekil 1.5) (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Şekil 1.5 Bir eğrinin binormali 

 

Tanım 1.1.2.9 𝑇(𝑠), 𝑁(𝑠), 𝐵(𝑠) vektörlerine 𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ3 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki 

Frenet vektörleri şeklinde adlandırılır. {𝑇(𝑠), 𝑁(𝑠), 𝐵(𝑠)} kümesine, 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) 

noktasındaki Frenet çatısı şeklinde adlandırılır.  
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𝑇,𝑁, 𝐵 vektör alanlarına ise 𝛼 eğrisi üzerinde Frenet vektör alanları şeklinde 

adlandırılır (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Tanım 1.1.2.10 Birim hızlı 𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ3 eğrisinin Frenet vektör alanları 𝑇,𝑁, 𝐵 olmak 

üzere 

𝜏 ∶ 𝐼 → ℝ3, 𝜏(𝑠) = −〈𝐵′(𝑠),𝑁(𝑠)〉 

fonksiyonuna, 𝛼 eğrisinin burulma fonksiyonu olarak adlandırılır. 𝜏(𝑠) sayısı ise eğrinin 

𝛼(𝑠) noktasındaki burulması olarak adlandırılır (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Teorem 1.1.2.2 Birim hızlı 𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ3 eğrisinin Frenet vektör alanları 𝑇,𝑁, 𝐵 ise 

𝑇′ = 𝜅𝑁 

𝑁′ = −𝜅𝑇 + 𝜏𝐵 

𝐵′ = −𝜏𝑁 

dir (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Tanım 1.1.2.12 ℝ3’de birim hızlı 𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ3 eğrisinin Frenet vektör alanları 𝑇, 𝑁, 𝐵 

olmak üzere; 

{𝑇(𝑠), 𝑁(𝑠)} kümesinin gösterdiği düzleme, 𝛼(𝑠) noktasındaki dokunum (oskülatör) 

düzlemi denir. 

{𝑇(𝑠), 𝐵(𝑠)} kümesinin gösterdiği düzleme, 𝛼(𝑠) noktasındaki doğrultma(rektifiyan) 

düzlemi denir. 

{𝑁(𝑠), 𝐵(𝑠)} kümesinin gösterdiği düzleme, 𝛼(𝑠) noktasındaki dik(normal) düzlem 

denir (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Teorem 1.1.2.3 ℝ3’de birim hızlı 𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ3 eğrisinin Frenet vektör alanları 𝑇,𝑁, 𝐵 

olmak üzere 

𝑁 × 𝐵 = 𝑇 

𝐵 × 𝑇 = 𝑁 
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dir (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

Tanım 1.1.2.13 ℝ3 , Öklid-3 uzayında düzenli bir 𝛼 eğrisinin birim teğet vektörü            𝑇 

olmak üzere, 𝑇 sabit bir 𝑢 vektörü ile sabit bir 𝜑 açısı yapıyorsa, kısaca  

〈𝑇, 𝑢〉 = cos𝜑 

ise, 𝛼 eğrisine genel helis şeklinde adlandırılır (Lancret, 1802). 

 

Teorem 1.1.2.4 𝛼 ∶ 𝐼 ⊆ ℝ⟶  ℝ3 , Öklid-3 uzayında düzenli bir eğri ve 𝜅 > 0 olsun. 𝛼 

eğrisi genel helistir ancak ve ancak 
𝜏

𝜅
 = 𝑐 ∈ ℝ  dir (Lancret, 1802). 

 

Tanım 1.1.2.14 𝛼 ∶ 𝐼 ⊆  ℝ ⟶ℝ3, Öklid-3 uzayında birim hızlı bir eğri ve 𝜅 ≠ 0 olsun. 

Eğrinin asli normal vektörü olan ℕ, eğrinin her noktasındaki sabit bir 𝑢 vektörü ile sabit 

bir açı yapıyorsa, kısaca 

〈𝑁, 𝑢〉 = cos𝜑  

ise, 𝛼 eğrisine slant helis olarak adlandırılır (Izimuya ve Takeuchi, 2004). 

 

Tanım 1.1.2.15 Birim hızlı 𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ3 eğrisi ile aynı aralıkta tanımlı 𝛼∗ ∶ 𝐼 → ℝ3 eğrisi 

verilsin. 𝑠 ∈ 𝐼 için 𝛼∗(𝑠) noktası ile 𝛼(𝑠) noktasını birleştiren doğru, 𝛼∗ eğrisinin 𝛼∗(𝑠) 

noktasındaki birinci normalini ve 𝛼 nın 𝛼(𝑠) noktasındaki birinci normalini kapsıyorsa, 

𝛼∗ eğrisi 𝛼 eğrisi ile Bertrand eğri çifti oluşturuyor şeklinde ifade edilir (Şekil 1.6) 

(Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Şekil 1.6 Bertrand eğri çifti 
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Teorem 1.1.2.5 𝛼∗ eğrisi 𝛼 eğrisi ile Bertrand eğri çifti oluşturuyorsa 𝑘 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  için 𝛼∗ 

eğrisi 

𝛼∗ = 𝛼 + 𝑘𝑁 

biçimindedir (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

Teorem 1.1.2.6 Bertrand eğri çiftlerinin karşılıklı noktalardaki teğet vektörleri arasındaki 

açının ölçüsü sabittir (Sabuncuoğlu, A., 2014). 

 

1.1.3 Minkowski-3 uzayında temel kavramlar 

 

Tanım 1.1.3.1 �⃗� = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) , 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ ℝ
3 olmak üzere 

〈�⃗� , 𝑣 〉𝐿 = −𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3 

ile ifade edilen çarpma işlemine Lorentz çarpımı denir. Bu çarpım ile kuşatılan ℝ3 

uzayına 3 boyutlu Minkowski (Lorentz) uzayı şeklinde adlandırılır ve 𝐸1
3 ile ifade edilir 

(Yüce, 2017) 

Bu tanımdan görülür ki bu çarpım pozitif tanımlı değildir. Bu ifadenin yerine bu çarpım 

Minkowski uzayındaki vektörleri aşağıdaki şekilde sınıflara ayırır. �⃗� = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ∈

𝐸1
3 olmak üzere 

(i) 〈�⃗� , �⃗� 〉𝐿 > 0 veya �⃗� = 0⃗  ise  �⃗�  vektörüne spacelike vektör, 

(ii) 〈�⃗� , �⃗� 〉𝐿 < 0 ise �⃗�  vektörüne timelike vektör, 

(iii) 〈�⃗� , �⃗� 〉𝐿 = 0 ise �⃗�  vektörüne lightlike (null) vektör; 

şeklinde adlandırılır (Yüce,2017). 

 

Tanım 1.1.3.2  ∀�⃗� = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) , ∀𝑣⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ 𝐸1
3 için 

�⃗� ×𝐿 𝑣 = 𝑑𝑒𝑡 |

−𝑒1 𝑒2 𝑒3
𝑢1 𝑢2 𝑢3
𝑣1 𝑣2 𝑣3

| 

şeklinde verilen ifade �⃗�  ve 𝑣  vektörlerinin Lorentz vektörel çarpımı olarak adlandılır. 
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Tanım 1.1.3.3 𝛼 ∶ 𝐼 →  𝐸1
3 için 𝛼′(𝑠) vektörü timelike vektör ise 𝛼 eğrisi timelike eğri 

olarak adlandırılır. ∀𝑠 ∈ 𝐼 için 〈𝛼′(𝑠), 𝛼′(𝑠)〉𝐿 = −1 ise 𝛼 birim hızlı timelike eğri olarak 

adlandırılır (Walrave, 1995). 

 

Teorem 1.1.3.1 Birim hızlı timelike  𝛼 ∶ 𝐼 →  𝐸1
3 eğrisinin Frenet vektör alanları 𝑇,𝑁, 𝐵 

ise 

[

𝑇′(𝑠)

𝑁′(𝑠)

𝐵′(𝑠)
] = [

0 𝜅 0
𝜅 0 𝜏
0 −𝜏 0

] [

𝑇(𝑠)
𝑁(𝑠)
𝐵(𝑠)

] 

dir (Walrave, 1995). 

 

Tanım 1.1.3.4 𝛼 ∶ 𝐼 →  𝐸1
3, ∀𝑠 ∈ 𝐼 için 𝛼′(𝑠) vektörü spacelike bir vektör ise 𝛼 eğrisi 

spacelike eğri olarak adlandırılır. ∀𝑠 ∈ 𝐼 için 〈𝛼′(𝑠), 𝛼′(𝑠)〉𝐿 = 1 ise 𝛼 birim hızlı 

spacelike eğri olarak adlandırılır (Walrave, 1995). 

𝛼 ∶ 𝐼 →  𝐸1
3 birim hızlı bir spacelike eğri olmak üzere 𝑇(𝑠) = 𝛼′(𝑠) vektörü 𝛼 eğrisinin 

birim teğet vektörüdür ve spacelike vektördür. 〈𝑇(𝑠), 𝑇(𝑠)〉𝐿 = 1 olduğundan her iki 

tarafın türevi alınırsa 

〈𝑇′(𝑠), 𝑇(𝑠)〉𝐿 = 0 

olur. 𝑇′(𝑠) ⊥  𝑇(𝑠) elde edilir. 𝑇(𝑠) spacelike olduğundan 𝑇′(𝑠) spacelike ya da timelike 

olabilir. 

 

1.Durum 𝑇′(𝑠) = 𝛼′′(𝑠) spacelike ise bu durumda 

𝜅(𝑠) = ‖𝑇′(𝑠)‖ = √〈𝛼′′(𝑠), 𝛼′′(𝑠)〉𝐿 

olarak tanımlanır. 

𝑁(𝑠) =
𝑇′(𝑠)

𝜅(𝑠)
 

eğrinin asli normali olup 

𝐵(𝑠) = 𝑇(𝑠) ×𝐿 𝑁(𝑠) 

ise eğrinin binormal vektörüdür. Bu eğriler için burulma fonksiyonu 
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𝜏(𝑠) = −〈𝑁′(𝑠), 𝐵(𝑠)〉𝐿 

olarak tanımlanır. Frenet formülleri ise; 

[

𝑇′(𝑠)

𝑁′(𝑠)

𝐵′(𝑠)
] = [

0 𝜅 0
−𝜅 0 𝜏
0 𝜏 0

] [

𝑇(𝑠)
𝑁(𝑠)
𝐵(𝑠)

] 

olarak bulunur (Walrave, 1995). 

 

2.Durum 𝑇′(𝑠) = 𝛼′′(𝑠) timelike ise bu durumda 

𝜅(𝑠) = √−〈𝑇′(𝑠), 𝑇′(𝑠)〉𝐿 = √−〈𝛼′′(𝑠), 𝛼′′(𝑠)〉𝐿 

olmak üzere normal vektörü 

𝑁(𝑠) =
𝑇′(𝑠)

𝜅(𝑠)
 

şeklindedir. 

𝐵(𝑠) = 𝑇(𝑠) ×𝐿 𝑁(𝑠) 

spacelike bir vektördür. Eğrinin burulması ise  

𝜏(𝑠) = 〈𝑁′(𝑠), 𝐵(𝑠)〉𝐿 

olarak tanımlanır. Frenet formülleri ise; 

[

𝑇′(𝑠)

𝑁′(𝑠)

𝐵′(𝑠)
] = [

0 𝜅 0
𝜅 0 𝜏
0 𝜏 0

] [

𝑇(𝑠)
𝑁(𝑠)
𝐵(𝑠)

] 

şeklindedir (Walrave, 1995). 

 

1.2 Ön Bilgiler 

 

𝜑(𝑠) eğrisinin yay uzunluğu Öklid-3 uzayında aşağıdaki gibi parametrize edilsin. Ayrıca 

her yerde 𝜅(𝑠) ≠ 0 olsun. Bunu karşılayan ortonormal çatıya göre {𝑡, 𝑛, 𝑏} Frenet-Serret 

denklemleri 

[
𝑡′(𝑠)

𝑛′(𝑠)

𝑏′(𝑠)
] = [

0 𝜅 0
−𝜅 0 𝜏
0 −𝜏 0

] [
𝑡(𝑠)

𝑛(𝑠)

𝑏(𝑠)
]                                                                                 

(1.2.1) 
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olup burada 𝑡 birim teğet, 𝑛 birimin asli normali, 𝑏 birim normal, 𝜏(𝑠) burulmadır. Özel 

halde 𝑡 ∈ Ι için 𝜑(𝑡) eğrisi (Ι, 𝜑) koordinat komşuluğu ile verilmiş ise 𝑠 ∈ Ι yay 

parametresi olmak üzere; 

𝑇 =
𝑑𝜑

𝑑𝑠
= 𝜑′,            𝑁 =

𝑑𝑇

𝑑𝑠
=

𝜑′′

‖𝜑′′‖
 ,            𝐵 = 𝑇 × 𝑁                                           

(1.2.2) 

olduğu görülür. {𝑇, 𝑁, 𝐵} üç birim ve birbirine dik olan vektörlerden oluşan bir çatıdır. 

Buradaki {𝑇, 𝑁, 𝐵} çatısıyla eğriliği sıfırdan farklı {𝑡, 𝑛, 𝑏} çatısı arasında; 

𝑇 = 𝑡 ,                          𝑁 = 𝜅𝑛 ,                           𝐵 = 𝜅𝑏                                              

(1.2.3) 

ilişkisi vardır. 

Burada 𝜅(𝑠0) = 0 olduğunda 𝑁(𝑠0) = 𝐵(𝑠0) = 0 olur ve 𝑁 ve 𝐵 nin uzunluğunun 

kareleri 𝑠 cinsinden analitik olarak değişir. 

[
𝑇′(𝑠)

𝑁′(𝑠)

𝐵′(𝑠)
] =

[
 
 
 
0 1 0

−𝜅2
𝜅′

𝜅
𝜏

0 −𝜏
𝜅′

𝜅 ]
 
 
 
[
𝑇(𝑠)

𝑁(𝑠)

𝐵(𝑠)
]                                                                              

(1.2.4) 

Yay uzunluğuna (𝑠) göre tüm farklılaştırmaların yapıldığı yerde 𝜑 nin burulma 

fonksiyonu 

𝜏 = 𝜏(𝑠) =
det(𝜑′,𝜑′′,𝜑′′′)

𝜅2
        dır. 

Burada 𝜅2 = 0 ise 𝜏 nun herhangi bir noktada kaldırılabilir singülerliğe sahip olduğunu 

Frenet denklemlerinden çıkarılır. 

 

{𝑇, 𝑁, 𝐵} çatısını karşılayan standart iç çarpımlar ise; 

⟨𝑇, 𝑇⟩ = 1  

⟨𝑁,𝑁⟩ = ⟨𝐵, 𝐵⟩ = 𝜅2                                                                                                (1.2.5) 
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⟨𝑇, 𝑁⟩ = ⟨𝑇, 𝐵⟩ = ⟨𝑁, 𝐵⟩ = 0       dır.  

Burada (1.2.4)’deki ortogonal çatı, Öklid uzayındaki ortogonal çatıda eğriliğe göre 

düzenlenmiş ortogonal çatı adını alacaktır.  

Ayrıca burada  𝜅 = 1 için (1.2.1)’deki Frenet çatısı ile (1.2.3)’deki düzenlenmiş ortogonal 

çatı birbirine eşit olmaktadır. 

Ayrıca; 

Öklid - 3 uzayında 

𝛼 birim hızlı eğrisinin 𝜅(s) ≠ 0 olmak üzere Frenet çatısı olan {t,n,b} ile ortogonal çatı 

olan {T,N,B} arasında aşağıdaki ilişki vardır. 

T=t ,      N= 𝜏𝑛,      B= 𝜏b                                                                                                            

(1.2.6) 

Böylece; 

⟨𝑇, 𝑇⟩ = ⟨𝑡, 𝑡⟩ = 1                                                                                                

⟨𝑁,𝑁⟩ = ⟨𝜏𝑛, 𝜏𝑛⟩ = 𝜏
2                                                                                                               (1.2.7)     

⟨𝐵, 𝐵⟩ = ⟨𝜏𝑏 , 𝜏𝑏⟩ = 𝜏
2                                                                                                    

⟨𝑇, 𝑁⟩ = ⟨𝑇, 𝐵⟩ = ⟨𝑁, 𝐵⟩ = 0      olur.                                                        

 

Burada; 

𝑇′= 𝑡′ = κn = 
𝜅𝑁

𝜏
 = 

𝜅

𝜏
 N 

𝑁′= (𝜏𝑛)′ = 𝜏′n + τ𝑛′ = 𝜏′n + τ (-κt + τb) = 𝜏′n – κτt + 𝜏2b 

= – κτT + 
𝜏′𝑁 

𝜏
 + 

𝜏2𝐵 

𝜏
 = – κτT + 

𝜏′ 

𝜏
 N + τB 

𝐵 ′ = (𝜏𝑏)′ = 𝜏′b + τ𝑏′ = 𝜏′b + τ (− τn) = − 𝜏2n + 𝜏′b 

= 
𝜏2𝑁 

𝜏
 + 

𝜏′𝐵 

𝜏
 = − 𝜏𝑛 + 

𝜏′ 

𝜏
 B 



16 
 

olup α eğrisinin Öklid uzayında torsiyona göre düzenlenmiş ortogonal çatısı aşağıdaki 

şekilde verilir. 

[
𝑇′(𝑠)

𝑁′(𝑠)

𝐵′(𝑠)
] =

[
 
 
 
 0

κ 

𝜏
0

−𝜅𝜏
τ′ 

𝜏
𝜏

0 −𝜏
τ′ 

𝜏 ]
 
 
 
 

[
𝑇(𝑠)

𝑁(𝑠)

𝐵(𝑠)
]                                                                                 

(1.2.8) 

Ayrıca; 

Minkowski- 3 uzayında 

𝛼 birim hızlı eğrisinin 𝜅(s) ≠ 0 olmak üzere Frenet çatısı olan {t,n,b} ile ortogonal çatı 

olan {T,N,B} arasında aşağıdaki ilişki vardır. 

T=t ,      N= 𝜏𝑛,      B= 𝜏b                                                                                                         

(1.2.9) 

Tanım 1.1.3.4 ‘ün 1. Durumunda 𝛼 spacelike eğri olmak üzere verilen Frenet denklemleri 

(1.2.9) daki ilişkiye göre aşağıdaki şekilde düzenlensin. 

𝑇′= 𝑡′ = κn = 
𝜅𝑁

𝜏
 = 

𝜅

𝜏
 N 

𝑁′= (𝜏𝑛)′ = 𝜏′n + τ𝑛′ = 𝜏′n + τ (-κt + τb) = 𝜏′n – κτt + 𝜏2b 

= – κτT + 
𝜏′𝑁 

𝜏
 + 

𝜏2𝐵 

𝜏
 = – κτT + 

𝜏′ 

𝜏
 N + τB 

𝐵 ′ = (𝜏𝑏)′ = 𝜏′b + τ𝑏′ = 𝜏′b + τ (− τn) = − 𝜏2n + 𝜏′b 

= 
𝜏2𝑁 

𝜏
 + 

𝜏′𝐵 

𝜏
 = 𝜏𝑁 + 

𝜏′ 

𝜏
 B 

olup α spacelike eğrisinin Minkowski-3 uzayında torsiyona göre düzenlenmiş ortogonal 

çatısı aşağıdaki şekilde verilir. 
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[
𝑇′(𝑠)

𝑁′(𝑠)

𝐵′(𝑠)
] =

[
 
 
 
 0

κ 

𝜏
0

−𝜅𝜏
τ′ 

𝜏
𝜏

0 𝜏
τ′ 

𝜏 ]
 
 
 
 

[
𝑇(𝑠)

𝑁(𝑠)

𝐵(𝑠)
]                                                                                 

(1.2.10) 

Şimdi açık bir alt aralığı 𝑅 olan 𝑛 boyutlu 𝑀 Riemann manifoldu alınsın. 𝑀 nin tanjant 

uzayından alınan bir 𝑝 ∈ 𝑀 noktası 𝑇𝑝(𝑀) ile gösterilsin. 𝑀 deki 𝜑 eğrisi 𝜓: Ι → 𝑀 

olacak şekilde tanımlansın. Alt manifold olan  𝑅 özdeşlik dönüşümünün koordinat 

sistemine sahiptir. 𝑠 ∈ Ι için 𝜑 eğrisinin hız vektörü; 

ψ′(s) =
dψ(u)

du
|s ∈ Tψ(s)(M)   olur. 

Eğer ∀s∈Ι için 𝜓′(𝑠) ≠ 0 oluyorsa 𝜓(𝑠) eğrisi regülerdir. {𝑡, 𝑛, 𝑏} çatısı 𝑀 üzerindeki 

bir  𝜓(𝑠) eğrisi boyunca uygulanırsa aşağıdaki özellikler elde edilir. 

{
 
 

 
 

    
𝜓′(𝑠) = 𝑡           
𝐷𝑡𝑡 = 𝜅𝑛             
𝐷𝑡𝑛 = −𝜅𝑡 + 𝜏𝑏
𝐷𝑡𝑏 = −𝜏𝑛         

                                                                                                      

(1.2.11) 

Burada 𝐷, 𝑀 üzerindeki kovaryant türevi gösterir. (Ekmekci, 2000) 
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2. ÖKLİD UZAYINDAKİ ORTOGONAL ÇATIDA EĞRİLİĞE GÖRE 

DÜZENLENEN BAZI ÖZEL EĞRİLER 

Bu bölümde Lone M.S., Es H., Karacan M.K., Bukcu B. tarafından ele alınan "On Some Curves 

with Modified Orthogonal Frame in Euclidean 3-Space"  adlı makalenin içeriği incelenmiştir. Bu 

makalede Öklid uzayındaki ortogonal çatıda eğriliğe göre düzenlenmiş genel helisler, slant 

helisler ve Bertrand eğrileri incelenmiştir. 

 

2.1 Öklid Uzayındaki Ortogonal Çatıda Eğriliğe Göre Düzenlenen Genel Helisler 

Bu bölümde 𝑀 manifoldundaki bir eğri üzerinde çalışılacaktır. (1.2.4)’de gösterilen 

matris çarpımına göre, 

{
 
 

 
 

𝜓′(𝑠) = 𝑡 = 𝑇
𝐷𝑇𝑇 = 𝑁

𝐷𝑇𝑁 = −𝜅
2 +

𝜅′

𝜅
𝑁 + 𝜏𝐵

𝐷𝑇𝐵 = −𝜏𝑁 +
𝜅′

𝜅
𝐵

                                                                                         

(2.1.1) 

elde edilir. 

 

Teorem 2.1.1 (Lancret Teoremi) Öklid uzayındaki ortogonal çatıda eğriliğe göre 

düzenlenen ortogonal çatıya göre bir eğrinin genel helistir ancak ve ancak sıfırdan farklı 

eğrilik fonksiyonlarının oranı sabit bir reel sayıdır. 

τ(s)

κ(s)
= λ,      λ ∈ ℝ 

 

Açıklama 2.1.2 Lancret teoremi farklı ortamlarda ve çatılarda kanıtlanmış, helisler 

üzerinde ünlü bir teoremdir. 

 

Teorem 2.1.3 Birim hızlı bir 𝜓 eğrisinin Öklid uzayındaki ortogonal çatıda eğriliğe göre 

düzenlenen ortogonal çatıya göre genel helis eğrisi olabilmesi için gerek ve yeter şart 
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DTDTDTT = μN +
3κ′

κ
DTN                                                                                          

(2.1.2) 

olmasıdır. Burada; 

μ =
κ′′

κ
− κ2 − τ2 − 3(

κ′

κ
)
′

 dır.                                                                                   

(2.1.3) 

İspat   𝜓 genel helis eğrisi olsun. (2.1.1) den bilinir ki 

𝐷𝑇(𝐷𝑇𝑇) = 𝐷𝑇𝑁 = −𝜅
2𝑇 +

𝜅′

𝜅
𝑁 + 𝜏𝐵                                                                      

(2.1.4) 

ve 

𝐷𝑇𝐷𝑇𝐷𝑇𝑇 = 𝐷𝑇𝐷𝑇𝑁 = 𝐷𝑇(−𝜅
2𝑇 +

𝜅′

𝜅
𝑁 + 𝜏𝐵) 

=−2𝜅𝜅′𝑇 − 𝜅2𝑁 + (
𝜅′′

𝜅
−
𝜅′
2

𝜅2
)𝑁 +

𝜅′

𝜅
(−𝜅2𝑇 +

𝜅′

𝜅
𝑁 + 𝜏𝐵) 

+ 𝜏′𝐵 + 𝜏(−𝜏𝑁 +
𝜅′

𝜅
𝐵)                                                              

(2.1.5) 

(2.1.5) de terimleri düzenlenirse; 

𝐷𝑇𝐷𝑇𝐷𝑇𝑇 = (−3𝜅𝜅
′)𝑇 + (

𝜅′′

𝜅
− 𝜅2 − 𝜏2)𝑁 + 2 (

𝜅′

𝜅
𝜏 + 𝜏′)𝐵                                 

(2.1.6) 

elde edilir. 

(2.1.1) deki 3. Bilgi (2.1.6) da kullanılırsa; 

(2.1.1) deki 3. bilgi      𝐷𝑇𝑁 = −𝜅
2𝑇 +

𝜅′

𝜅
𝑁 + 𝜏𝐵     olup 

𝐵 = (𝐷𝑇𝑁 + 𝜅
2𝑇 −

𝜅′

𝜅
𝑁) .

1

𝜏
   yazılabilir. 
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O halde (2.1.6) yeniden düzenlenirse; 

𝐷𝑇𝐷𝑇𝐷𝑇𝑇 = (−3𝜅𝜅
′ +

−2𝜏𝜅′ + 𝜏′𝜅

𝜏
𝜅)𝑇 + (

𝜅′′

𝜅
− 𝜏2 − 𝜅2 −

2𝜏𝜅′ + 𝜏′𝜅

𝜏𝜅2
𝜅′)𝑁 

+ (
2𝜏𝜅′+𝜏′𝜅

𝜏𝜅
)𝐷𝑇𝑁                                                                                         (2.1.7) 

elde edilir.     

Şimdi 𝜑 genel helis eğrisi olduğundan 
𝜏

𝜅
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 olduğu görülür. O halde aşağıdakiler 

türetilebilir. 

𝜅′𝜏 = 𝜅𝜏′         veya         
𝜅′

𝜅
=
𝜏′

𝜏
                                                                                 

(2.1.8) 

 (2.1.8) deki bilgiler (2.1.7) de yerine yazılırsa; 

𝐷𝑇𝐷𝑇𝐷𝑇𝑇 = (
𝜅′′

𝜅
− 𝜅2 − 𝜏2 −

3𝜅′
2

𝜅2
)𝑁 +

3𝜅′

𝜅
𝐷𝑇𝑁                                                      

(2.1.9) 

olur. Elde edilen (2.1.9) , (2.1.2) yi ispatlamaktadır. Şimdi (2.1.1) deki DTT = N olan 

kovaryant türevi alınsın. 

𝐷𝑇𝑁 = 𝐷𝑇𝐷𝑇𝑇                                                                                                           

(2.1.10) 

olur. Böylece; 

𝐷𝑇𝐷𝑇𝑁 = 𝐷𝑇𝐷𝑇𝐷𝑇𝑇 = 𝜇𝑁 + 
3𝜅′

𝜅
𝐷𝑇𝑁                                                                     

(2.1.11) 

(2.1.11) de (2.1.1) in üçüncü denklemi kullanılarak; 

𝐷𝑇𝑁 = −𝜅
2𝑇 +

𝜅′

𝜅
𝑁 + 𝜏𝐵  yazılırsa 

𝐷𝑇𝐷𝑇𝑁 = 𝜇𝑁 +
3𝜅′

𝜅
(−𝜅2𝑇 +

𝜅′

𝜅
𝑁 + 𝜏𝐵)  elde edilir. 

Burada benzer terimler birleştirilirse; 
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𝐷𝑇𝐷𝑇𝑁 = −3𝜅𝜅
′𝑇 + (𝜇 + 3 (

𝜅′

𝜅
)
2

)𝑁 + 3
𝜏𝜅′

𝜅
𝐵   olur.                                           

(2.1.12) 

(2.1.10) u (2.1.6) da kullanılırsa; 

𝐷𝑇𝐷𝑇𝑁 = −3𝜅𝜅
′𝑇 + (

𝜅′′

𝜅
− 𝜅2 − 𝜏2)𝑁 + (𝜏′ +

2𝜏𝜅′

𝜅
)𝐵  olur.                               

(2.1.13) 

(2.1.12) ve (2.1.13) den  

κ′

κ
=
τ′

τ
  elde edilir. Böylece; 

(
𝜏

𝜅
)′ = 0                                                                                                                      

(2.1.14) 

olup  
𝜏

𝜅
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡𝑡𝑖𝑟. 

Bu nedenle 𝜑 bir genel helistir.      

         

Teorem 2.1.4 Öklid uzayındaki ortogonal çatıda eğriliğe göre düzenlenen ortogonal 

çatıya göre düzenlenmiş 𝜓 birim hızlı eğrisi genel helistir ancak ve ancak 

𝑑𝑒𝑡(𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) = 0 dır.                                                                                         

(2.1.15) 

İspat  
τ

κ
 oranı sabit olup 𝜑 genel helis olsun. O halde aşağıdaki eşitliklere sahip olunur. 

𝜑′ = 𝑇 

𝜑′′ = 𝑇′ = 𝑁 

𝜑′′′ = 𝑇′′ = −𝜅2𝑇 +
𝜅′

𝜅
𝑁 + 𝜏𝐵 

 

𝜑(4) = 𝑇′′′ = −2𝜅𝜅′𝑇 − 𝜅2𝑁 +
1

𝜅
𝜅′′𝑁 −

𝜅′𝜅′

𝜅2
𝑁 
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+
𝜅′

𝜅
(−𝜅2𝑇 +

𝜅′

𝜅
𝑁 + 𝜏𝐵) + 𝜏 (−𝜏𝑁 +

𝜅′

𝜅
𝑁) + 𝜏′𝐵 

𝜑(4) = 𝑇′′′ = −3𝜅𝜅′𝑇 + (
𝜅′′

𝜅
− 𝜅2 − 𝜏2)𝑁 + (

2𝜅′𝜏

𝜅
+ 𝜏′)𝐵 

𝜑 genel helistir yani 
𝜅

𝜏
= 𝑐 (𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡) veya  

𝜅′

𝜅
=
𝜏′

𝜏
   

Böylece; 

2𝜅′𝜏

𝜅
+ 𝜏′ = 3𝜏′  olur  

ve 

𝑇′′′ = −3𝜅𝜅′𝑇 + (
𝜅′′

𝜅
− 𝜅2 − 𝜏2)𝑁 +  3𝜏′𝐵  yazılabilir. 

Yukarıdaki eşitlikler gösterir ki; 

𝑑𝑒𝑡(𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) = |
|

0 1 0

−𝜅2
𝜅′

𝜅
𝜏

−3𝜅𝜅′
𝜅′′

𝜅
− 𝜅2 − 𝜏2 3𝜏′

|
| . |
𝑇
𝑁
𝐵
| 

𝑑𝑒𝑡(𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) = ||

0 1 0

−𝜅2
𝜅′

𝜅
𝜏

−3𝜅𝜅′
𝜅′′

𝜅
− 𝜅2 − 𝜏2 3𝜏′

|| . |
𝑡
𝜅𝑛
𝜅𝑏
|                                                                                                

(2.1.16) 

=3𝜅(𝜅𝜏′ − 𝜏𝜅′) = 3𝜅5 (
𝜏

𝜅
)
′

 

τ

κ
 oranı sabit olduğu için (

τ

κ
)
′

= 0 olup 𝑑𝑒𝑡(𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) = 0 dır. 

Şimdi de gerektirmeye diğer yönden bakılıp 𝑑𝑒𝑡(𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) = 0 olduğu kabul edilirse 

(2.1.16) dan açıktır ki (
τ

κ
)
′

= 0 olup 
τ

κ
 sabittir. Dolayısıyla φ genel helistir. 
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Örnek Bir φ eğrisi aşağıdaki gibi parametrelendirilsin. 

𝜑(𝑠) = (𝑠𝑖𝑛
𝑠

√2
,
𝑠

√2
, 𝑐𝑜𝑠

𝑠

√2
)                                                                                       

(2.1.17) 

Bu eğrinin {𝐭, 𝐧, 𝐛} Frenet çatısı oluşturulursa; 

𝑡 = 𝜑′ = (
1

√2
𝑐𝑜𝑠

𝑠

√2
,
1

√2
, − 

1

√2
𝑠𝑖𝑛

𝑠

√2
)  

𝑛 =
𝜑′′

‖𝜑′′‖
= (−𝑠𝑖𝑛

𝑠

√2
, 0, −𝑐𝑜𝑠

𝑠

√2
)  

𝑏 = 𝑡 × 𝑛 = (−
1

√2
𝑐𝑜𝑠

1

√2
,
1

√2
,
1

√2
𝑠𝑖𝑛

1

√2
𝑠)    olur. Ayrıca eğrilik ve burulma; 

𝜅(𝑠) =
1

2
                   ,                 𝜏(𝑠) =

1

2
            dir.                                                 

(2.1.18) 

Böylece Öklid uzayındaki ortogonal çatıda eğriliğe göre düzenlenmiş ortogonal çatıya 

göre; 

𝑇(𝑠) = 𝒕 = (
1

√2
𝑐𝑜𝑠

𝑠

√2
,
1

√2
,−

1

√2
𝑠𝑖𝑛

𝑠

√2
) 

𝑁(𝑠) = 𝜅𝒏 = (−
1

2
𝑠𝑖𝑛

𝑠

√2
, 0, −

1

2
𝑐𝑜𝑠

𝑠

√2
 ) 

𝐵(𝑠) = 𝜅𝒃 = (−
1

2√2
𝑐𝑜𝑠

𝑠

√2
,
1

2√2
,
1

2√2
𝑠𝑖𝑛

𝑠

√2
) 

Yukarıdaki vektör çatısından ve (2.1.18) den sırasıyla φ nin yay uzunluğunun 

parametrelendirildiği ve bir helis olduğu görülür. Yukarıdaki eşitlikler (2.1.3) de yerine 

koyulursa (2.1.2) deki eşitliğin gerçeklendiği görülür. (Şekil 2.1) 
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Şekil 2.1 Dairesel Helis 

   

 Dairesel Helis: (𝑠𝑖𝑛
𝑠

√2
,
𝑠

√2
, 𝑐𝑜𝑠

𝑠

√2
) 

T(s) nin daha yüksek mertebeden türevi şu şekilde verilir. 

{
 
 

 
 𝑇′(𝑠) = (−

1

2
𝑠𝑖𝑛

𝑠

√2
, 0, −

1

2
𝑐𝑜𝑠

𝑠

√2
)

𝑇′′(𝑠) = (−
1

2√2
𝑐𝑜𝑠

𝑠

√2
, 0,

1

2√2
𝑠𝑖𝑛

𝑠

√2
)

𝑇′′′(𝑠) = (
1

4
𝑠𝑖𝑛

𝑠

√2
, 0,

1

4
𝑐𝑜𝑠

𝑠

√2
)

                                                                     

(2.1.19) 

(2.1.19) daki ifadeler aynı zamanda (2.1.15) deki 𝑑𝑒𝑡(𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) = 0 ifadesini de 

doğrulayıp bir helis olduğunu kanıtlar. 

Örnek Aşağıdaki şekilde parametrelendirilmiş bir eğri olsun. 

𝜑(𝑠) = (
(1+𝑠)

3
2

3
,
(1−𝑠)

3
2

3
,
𝑠

√2
)                                                                                        

(2.1.20) 

Burada −1 < 𝑠 < 1 olup Frenet çatısının vektörleri şu şekilde bulunur; 



25 
 

{
 
 

 
 𝒕 =

1

2
(√1 + 𝑠,−√1 − 𝑠, √2)

𝒏 =
1

√2
(√1 − 𝑠, √1 + 𝑠, 0)

𝒃 = 𝒕 ∧ 𝒏 =
1

2
(−√1 + 𝑠, √1 − 𝑠,

√2

2
)

             ve   𝜅 = 𝜏 =
1

√8(1−𝑠2)
  

 

 

Şekil 2.2 Dairesel Helis 

Genel helis: (
(1+𝑠)

3
2

3
,
(1−𝑠)

3
2

3
,
𝑠

√2
) 

Eğriliğe göre düzenlenmiş ortogonal çatıya göre ise Frenet vektörleri; 

𝑇 = 𝒕 = (
√1 + 𝑠

2
, −
√1 − 𝑠

2
,
√2

2
) 

𝑁 = 𝜅𝒏 =
1

4
(

1

√1 + 𝑠
,

1

√1 − 𝑠
, 0) 

𝐵 = 𝜅𝒃 =
1

4√2
(−

1

√1−𝑠
,

1

√1+𝑠
,
√2

√1−𝑠2
)  olur. Ayrıca; 

𝑑𝜑

𝑑𝑠
= 𝑇 =

1

2
(√1 + 𝑠,−√1 − 𝑠, √2) 

𝑑2𝜑

𝑑𝑠2
= 𝑇′ =

1

4
(

1

√1 + 𝑠
,

1

√1 − 𝑠
, 0) 
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𝑑3𝜑

𝑑𝑠3
= 𝑇′′ =

1

8
(−

1

(1 + 𝑠)
3
2

,
1

(1 − 𝑠)
3
2

, 0) 

𝑑4𝜑

𝑑𝑠4
= 𝑇′′′ =

3

16
(

1

(1+𝑠)
5
2

,
1

(1−𝑠)
5
2

, 0)     olup 

𝑑𝑒𝑡(𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) = 0  olup (2.1.15) doğrulanmış olur. Elde edilenlere göre (2.1.3) deki 

veriler (2.1.2) de yerine koyulursa Şekil 2.1.2 basitçe doğrulanmış olur. 

 

Teorem 2.1.5 𝜓: Ι ⟶ 𝐸3 ve 𝜓 birim hızlı ve eğriliği ve burulmasının bölümü sıfır 

olmayan bir eğri olmak üzere bu eğri Öklid uzayındaki eğriliğe göre düzenlenmiş 

ortogonal çatıya göre slant helistir ancak ve ancak  

𝜏′

(𝜅2+𝜏2)
3
2

                                                                                                                       

(2.1.21) 

fonksiyonu sabit bir fonksiyondur. Burada 𝜅 sabittir. 

İspat Öklid 3-uzayında 𝜓 birim hızlı eğrisini alalım. 𝑈 vektör alanı için 

< 𝑁(𝑠), 𝑈 > = 𝑐 (𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡) olsun. 

𝑎 ve 𝑏 düzgün fonksiyon olsun. Öyle ki; 

𝑈 = 𝑎(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝑐𝑁(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐵(𝑠) , 𝑠 ∈ 𝐼                                                              

(2.1.22) 

(2.1.22) nin diferansiyeli (2.1.3) ile verilirse; 

{
𝑎′ − 𝑐𝜅2 = 0
𝑎 − 𝑏𝜏 = 0
𝑏′ + 𝑐𝜏 = 0

                                                                                                            

(2.1.23) 

elde edilir. 

Buradaki ikinci denklemden; 
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𝑎 = 𝜏𝑏                                                                                                                        

(2.1.24) 

yazılabilir. 

Ayrıca 𝑈 sabit vektör alanı olup; 

< 𝑈,𝑈 > = 𝑎2 + 𝑐2𝜅2 + 𝑏𝜅2 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡𝑡𝑖𝑟.                                                               

(2.1.25) 

(2.1.23) deki ikinci ve üçüncü denklemler ile (2.1.25) deki denklem birleştirilirse; 𝑚 şu 

şekilde verilen bir sabit olsun; 

𝑏2(𝜅2 + 𝜏2) = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 , −𝑐2𝜅2 = 𝑚2  

Böylece; 

𝑏 = ±
𝑚

√𝜅2+𝜏2
  olur. 

(2.1.23) deki üçüncü denklem 𝐼 üzerinde şunu verir; 

𝑑

𝑑𝑠
(±

𝑚

√𝜅2+𝜏2
) = 𝑐𝜏  

Dolayısıyla da; 

±
𝑐

𝑚
=

𝜏′

(𝜅2 + 𝜏2)
3
2

 

yazılabilir. Bu da (2.1.21) i kanıtlar. 

Gerektirmenin diğer yönünün, yani (2.1.21) in gerçeklendiği varsayılsın. Hesaplamaları 

kolaylaştırmak için (2.1.21) deki fonksiyonun 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 (𝑐) fonksiyon olduğu varsayılsın. 

𝑈 =
𝑚𝜏

√𝜅2+𝜏2
𝑇(𝑠) +

𝑚

√𝜅2+𝜏2
𝐵(𝑠) + 𝑐𝑁(𝑠)         , 𝑠 ∈ 𝐼                                               

(2.1.26) 

Öklid uzayında eğriliğe göre düzenlenmiş ortogonal çatıya göre (2.1.26) nın diferansiyeli 

verilirse; 
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𝑈′ =
𝑚𝜏′𝜅2

(𝜅2 + 𝜏2)
3
2

𝑇(𝑠) −
𝑚𝜏𝜏′

(𝜅2 + 𝜏2)
3
2

𝐵(𝑠) +
𝑚𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
𝑁(𝑠) +

𝑚

√𝜅2 + 𝜏2
(−𝜏𝑁(𝑠))   

+
𝑚𝜏′

(𝜅2 + 𝜏2)
3
2

(−𝜅2𝑇(𝑠) +
𝜅′

𝜅
𝑁

⏟
0

+ 𝜏𝐵(𝑠)) = 0 

olur. Bu 𝑈 nun sabit vektör olduğunu gösterir. Diğer yandan; 

< 𝑁(𝑠), 𝑈 > = < 𝑁(𝑠) ,
𝑚𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
𝑇(𝑠) + 𝑐𝑁(𝑠) +

𝑚𝜏

√𝜅2 + 𝜏2
𝐵(𝑠) > = 𝑐 

olup, bunun anlamı 𝜓 eğrisinin slant helis olmasıdır. 

 

Açıklama 2.1.6 𝜅 = 1 için ortogonal çatıya göre düzenlenmiş çatıda (2.1.21) deki ifade 

(2.1.1) deki ifadeyi karşılar. 

 

Örnek Salkowski 1909’da eğriliği (𝜅) sabit olan fakat burulması (𝜏) sabit olmayan eğriler 

ailesini tanıttı ve bunları Salkowski eğrileri olarak adlandırdı. Sonra 2009’da Monterde 

Salkowski eğrilerini, eğriliği (𝜅) sabit ve normal vektörü sabit bir doğru ile sabit bir açı 

oluşturan uzay eğrileri şeklinde tanımlamıştır. Bu nedenle slant helislerin çarpıcı bir 

örneği olarak Salkowski eğrileri verilebilir. 

  

2.2 Öklid Uzayındaki Ortogonal Çatıda Eğriliğe Göre Düzenlenen Bertrand Eğrileri 

 

Tanım 2.2.1 Sıfırdan farklı eğrilikli ve burulmalı, normalleri sırasıyla 𝑁𝜑 ve 𝑁𝜓 olan 𝜑 

ve 𝜓 iki eğrisi alınsın. Eğer 𝑁𝜑 ve 𝑁𝜓 birbirlerine paralel ise (𝜑, 𝜓) ikilisine Bertrand 

eğri çifti denir. (Do Carmo 1976) 

Yukarıdaki tanıma göre (𝜑(𝑠), 𝜓(𝑠∗)) Bertrand çiftinin arasındaki fonksiyonel ilişki 

𝑠∗ = 𝑠∗(𝑠) olup, öyle ki; 

𝛿∗(𝑠∗(𝑠)) = 𝛿(𝑠) dır. 
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(𝜑, 𝜓) Bertrand eğri çifti için; 

𝜓(𝑠) = 𝜑(𝑠) + 𝛿(𝑠)𝑁𝜑(𝑠)  yazılsın.                                                                          

(2.2.1) 

Teorem 2.2.2 (𝜑, 𝜓) ikilisi Bertrand çifti olsun. Bu çifte karşılık gelen (𝐶𝜑 , 𝐶𝜓) 

arasındaki mesafe Öklid uzayında eğriliğe göre düzenlenmiş ortogonal çatıya göre 

sabittir. 

İspat 𝜑(𝑠) ve 𝜓(𝑠) eğrilerine karşılık gelen noktalar 𝐶𝜑 ve 𝐶𝜓 olmak üzere (2.2.1) den 

𝜓 = 𝜑 + 𝛿𝑁𝜑   yazılabilir. 

Düzenlenmiş ortogonal çatıya göre bu ifadenin diferansiyeli alınırsa; 

𝜓′(𝑠) = (1 − 𝛿𝜅2𝜑)𝑇𝜑 + (𝛿
′ +

𝛿𝜅′𝜑

𝜅𝜑
)𝑁𝜑 + 𝛿𝜏𝜑𝐵𝜑                                                  

(2.2.2) 

elde edilir. 

𝑁𝜑 ve 𝑁𝜓 lineer bağımlı olduğundan 

< 𝑁𝜑 , 𝜓
′(𝑠) > =  𝛿′ +

𝛿𝜅′𝜑

𝜅𝜑
= 0  dır. 

Bu ifade düzenlenirse; 

−
𝛿′

𝛿
=
𝜅′𝜑

𝜅𝜑
   olduğu görülür.                                                                                        

(2.2.3) 

(2.2.3) de integral alınırsa, 𝑐 sıfırdan farklı reel sayı olmak üzere; 

𝛿(𝑠) =
𝑐

𝜅𝜑(𝑠)
  elde edilir.                                                                                              

(2.2.4) 

Bu nedenle; 

‖𝜓 − 𝜑(𝑠)‖ = ‖
𝑐

𝜅𝜑(𝑠)
𝑁𝜑(𝑠)‖ = |𝑐| |

1

𝜅𝜑
| |𝜅𝜑| = |𝑐| 

elde edilip ispat tamamlanır. 
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Lemma 2.2.3 (𝜑, 𝜓) Bertrand eğri çiftinin teğetinin eğimleri arasındaki açı sabittir. (Şekil 

2.2.1) 

İspat < 𝑇𝜓 , 𝑇𝜑 >  iç çarpımının diferansiyeli alınsın. 

𝑑

𝑑𝑠
< 𝑇𝜓 , 𝑇𝜑 >= < 𝑇𝜓 , 𝑁𝜑 > + < 𝑇𝜓 , 𝑁𝜑 >      

𝑁𝜓

𝜅𝜓
= ±

𝑁𝜑

𝜅𝜑
  olduğundan < 𝑁𝜓 , 𝑇𝜑 > = 0  ve  < 𝑁𝜑 , 𝑇𝜓 > = 0  dır. 

Dolayısıyla  

𝑑

𝑑𝑠
< 𝑇𝜑 , 𝑇𝜓 > = 0  dır.  Böylece < 𝑇𝜑 , 𝑇𝜓 > = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡𝑡𝑖𝑟. 

 

 

Şekil 2.3 (φ,ψ) Bertrand eğri çiftinin Öklid-3 uzayındaki ortogonal çatıda eğriliğe göre 

düzenlenmiş Frenet vektörleri 

Teorem 2.2.4 𝜑 ve 𝜓 eğrilerine 𝐸3’de karşılık gelen (𝐶𝜑 , 𝐶𝜓) noktaları verilsin.  𝜏𝜑 ≠ 0  

olmak üzere, 

(𝜑, 𝜓) Bertrand eğri çiftidir. ⟺ 𝑎 = 𝑐𝑜𝑡𝜃 ve 𝑐 sabiti için 𝑐𝜅𝜑 + 𝑎𝑐𝜏𝜑 = 1 𝑑𝑖𝑟.   (2.2.5) 

İspat (⇒) : 𝐶𝜑 ve 𝐶𝜓 noktalarında 𝜏𝜑 ≠ 0 olmak üzere 𝜑(𝑠) ve 𝜓(𝑠) nin düzenlenmiş 

ortogonal çatısı sırasıyla; 
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{𝑇𝜑 = 𝒕𝝋 , 𝑁𝜑 = 𝜅𝜑𝒏𝜑 , 𝐵𝜑 = 𝜅𝜑𝒃𝜑}  

{𝑇𝜓 = 𝒕𝜓 , 𝑁𝜓 = 𝜅𝜓𝒏𝜓 , 𝐵𝜓 = 𝜅𝜓𝒃𝜓}  şeklindedir. 

Lemma (2.2.3) den 𝑇𝜑 ve 𝑇𝜓 arasındaki sabit açı 𝜃 olmak üzere; 

𝑇𝜓 = 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑇𝜑 +
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜅𝜑
𝐵𝜑  yazılabilir.                                                                            

(2.2.6) 

(2.2.3) ve (2.2.4) , (2.2.2) de düzenlenirse; 

𝜓′(𝑠) = (1 − 𝑐𝜅𝜑)𝑇𝜑 +
𝑐𝜏𝜑

𝜅𝜑
𝐵𝜑  olur.                                                                         

(2.2.7) 

(2.2.6) ve (2.2.7) den  

1−𝑐𝜅𝜑

𝑐𝑜𝑠𝜃
=

𝑐𝜏𝜑

𝜅𝜑

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜅𝜑

      ve ya     𝑐𝜅𝜑 + 𝑎𝑐𝜏𝜑 = 1    elde edilir.                                              

(2.2.8) 

(⇐) ∶ Tersine varsayılsın ki 𝑐𝜑 eğrisi için 𝑐𝜅𝜑 + 𝑎𝑐𝜏𝜑 = 1    𝜏𝜑 ≠ 0  için sağlansın. Diğer 

bir 𝑐𝜓 eğrisi için  

𝜓(𝑠) = 𝜑(𝑠) + 𝛿(𝑠)𝑁𝜑(𝑠) olup şimdi de 𝑐𝜑 ve 𝑐𝜓 eğrilerinin Bertrand eğrileri olduğu 

kanıtlanacaktır. 

(2.2.7) den   

𝜓′(𝑠) = (1 − 𝑐𝜅𝜑)𝑇𝜑 +
𝑐𝜏𝜑

𝜅𝜑
𝐵𝜑   olduğu biliniyor.                                                    

(2.2.9) 

Burada veriler kullanılarak 

𝜓′(𝑠) = 𝑎𝑐𝜏𝜑𝑇𝜑 +
𝑐𝜏𝜑

𝜅𝜑
𝐵𝜑 = 𝑐 (𝑎𝑇𝜑 +

𝐵𝜑

𝜅𝜑
) 𝜏𝜑  yazılabilir. 

Dolayısıyla 𝑐𝜓 eğrisinin teğet vektörü, a sabit olmak üzere; 

𝑇𝜓 =
𝜓′(𝑠)

‖𝜓′(𝑠)‖
=
𝑐𝜏𝜑

|𝑐𝜏𝜑|

(𝑎𝑇𝜑 +
𝐵𝜑
𝜅𝜑
)

√𝑎2 + 1
= ±

𝑎𝑇𝜑 +
𝐵𝜑
𝜅𝜑

√𝑎2 + 1
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(2.2.10) şeklindedir. 

(2.2.10) da 𝑠∗  ’ a göre diferansiyel alınırsa; 

𝑑𝑇𝜓

𝑑𝑠∗
= ±

1

√𝑎2 + 1
{𝑎𝑁𝜑 −

𝜅′𝜑

𝜅2𝜑
𝐵𝜑 +

1

𝜅𝜑
(−𝜏𝜑𝑁𝜑 +

𝜅′𝜑

𝜅𝜑
𝐵𝜑)}

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
 

olur. 

Bu ifade de gösterir ki; 

𝑁𝜓 = ±

𝑎 −
𝜏𝜑
𝜅𝜑

√𝑎2 + 1

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
𝑁𝜑 

veya 

𝑁𝜓

𝜅𝜓
= ±

𝑎−
𝜏𝜑

𝜅𝜑

√𝑎2+1

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗

𝜅𝜑

𝜅𝜓

𝑁𝜑

𝜅𝜑
                                                                                               

(2.2.11) 

𝑁𝜓

𝜅𝜓
   ve  ±

𝑁𝜑

𝜅𝜑
  birim vektörler olduğundan ve (2.2.11) den 

𝑑𝑠∗

𝑑𝑠
=

𝜅𝜑

𝜅𝜓

𝑎−
𝜏𝜑

𝜅𝜑

√𝑎2+1
    ve   

𝑁𝜓

𝜅𝜓
 =±

𝑁𝜑

𝜅𝜑
    yazılabilir.  

Bu ispatı tamamlar. 

 

Teorem 2.2.5  Öklid uzayındaki ortogonal çatıda eğriliğe göre düzenlenmiş ortogonal 

çatıya göre (𝑐𝜑 , 𝑐𝜓) Bertrand eğri çiftleri aşağıdaki özdeşlikleri sağlar. 

{
𝜅𝜑 =

𝑐𝜅𝜓+𝑠𝑖𝑛
2𝜃

𝑐(1+𝑐𝜅𝜓)

𝜏𝜑𝜏𝜓 = (
sin𝜃

𝑐
)
2

> 0

                                                                                                

(2.2.12) 

İspat  (2.2.6) ve (2.2.7) den 
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{
 

 
1−𝑐𝜅𝜑

𝑐𝑜𝑠𝜃
=
𝑑𝑠∗

𝑑𝑠
 ⇒  

𝑑𝑠∗

𝑑𝑠
𝑐𝑜𝑠𝜃 = 1 − 𝑐𝜅𝜑

𝑐
𝜏𝜑

𝜅𝜑

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜅𝜑

=
𝑑𝑠∗

𝑑𝑠
 ⇒  

𝑑𝑠∗

𝑑𝑠
𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑐𝜏𝜑

   yazılabilir.                                                  

(2.2.13) 

Burada 𝜑 ve 𝜓 nin rolleri değiştirilirse; 

{

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
cos 𝜃 = 1 + 𝑐𝜅𝜓
𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
sin 𝜃 = 𝑐𝜏𝜓

     yazılabilir.                                                                          

(2.2.14) 

(2.2.13) ve (2.2.14) ün ilk kısımları çarpılırsa; 

𝑐𝑜𝑠2𝜃 =(1 − 𝑐𝜅𝜑)( 1 + 𝑐𝜅𝜓)   veya   𝜅𝜑 =
𝑐𝜅𝜓+𝑠𝑖𝑛

2𝜃

𝑐(1+𝑐𝜅𝜓)
   olur.                                   

(2.2.15) 

(2.2.13) ve (2.2.14) ün ikinci kısımları çarpılırsa 

𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑐2(𝜏𝜑𝜏𝜓)  olur.                                                                                            

(2.2.16) 

Yukarıdaki denklemden 𝜏𝜑𝜏𝜓 > 0  olduğu açıktır. 

Örnek 𝜑 eğrisinin parametrelendirilmiş hali; 

𝜑(𝑠) = (
1

2√2
sin 2𝑠 ,

1

2√2
cos 2𝑠 ,

𝑠

√2
 ) olsun.                                                               

(2.2.17) 

Buna göre, düzenlenmiş ortogonal çatıda Frenet denklemleri; 

𝑇𝜑 = (
1

√2
cos 2𝑠 , −

1

√2
sin 2𝑠 ,

1

√2
)                                                                              

(2.2.18) 

𝑁𝜑 = (−√2 sin 2𝑠, −√2 cos 2𝑠, 0)                                                                           

(2.2.19) 
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𝐵𝜑 = (−2 sin 2𝑠, −2 cos 2𝑠, 0)                                                                                 

(2.2.20) 

𝜅𝜑 = √2 

𝜏𝜑 = −√2    olur. 

Şimdi (2.2.1) yardımıyla ve 𝑐 =
1

√2
 için 𝜓 eğrisi parametrelendirilsin. 

𝜓(𝑠) = (−
1

2√2
sin 2𝑠, −

1

2√2
cos 2𝑠,

𝑠

√2
)                                                                     

(2.2.21) 

𝜓(𝑠) için düzenlenmiş ortogonal çatıda Frenet denklemleri; 

𝑇𝜓 = (−
1

√2
cos 2𝑠,

1

√2
sin 2𝑠,

1

√2
)                                                                               

(2.2.22) 

𝑁𝜓=(√2 sin 2𝑠, √2 cos 2𝑠, 0)                                                                                    

(2.2.23) 

𝐵𝜓=(− cos 2𝑠, sin 2𝑠, −1)                                                                                         

(2.2.24) 

𝜅𝜑 = √2 

𝜏𝜑 = −√2     olur. 

(2.2.19) ve (2.2.23) yani 𝑁𝜑 ve 𝑁𝜓 lineer bağımlı olduğundan (𝜑,𝜓) ikilisi Bertrand eğri 

çiftidir. (Şekil 2.2.2) 

Burada (2.2.18) ve (2.2.22) den 𝜃 =
𝜋

2
 dir. Dolayısıyla (2.2.5) deki cot 𝜃 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ifadesi 

de açıkça görülür. 
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Şekil 2.4 Bertrand eğri çifti (φ,ψ) 

 

Örnek Bir dairesel helisle üzerinde bulunduğu dönel silindirin ekseni bir Bertrand eğri 

çifti oluşturur. 

 

Şekil 2.5 Dairesel Helisle Üzerinde Bulunduğu Dönel Silindir Ekseni 
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Teorem 2.2.6 Eğrilerin karşılık geldiği 𝐶𝜑 ve 𝐶𝜓 noktaları arasında birebir bir ilişki 

olduğunu varsayalım. Öyle ki 𝐶𝜑 üzerindeki 𝑃𝜑 ve 𝐶𝜓 üzerindeki 𝑃𝜓 noktaları için; 

(a) 𝜅𝜑 sabittir. 

(b) 𝜏𝜓 sabittir. 

(c) 𝑇𝜑 ile 𝑇𝜓 paraleldir.  

Daha sonra 𝑃𝜑𝑃𝜓 ’ni ℎ: 1 oranında bölen 𝑃 tarafından oluşturulan 𝐶 eğrisi bir Bertrand 

eğrisidir. 

İspat 𝐶 , 𝐶𝜑 ,𝐶𝜓  üzerindeki 𝑃, 𝑃𝜑 , 𝑃𝜓 noktalarının koordinat vektörleri 

𝛼(𝑠), 𝛼𝜑(𝑠), 𝛼𝜓(𝑠) olsun. 

𝑃𝜑 ve 𝑃𝜓 noktalarının dışbükey kombinasyonlarından 𝑃 noktasının denklemi 

𝛼(𝑠) = ℎ𝛼𝜑(𝑠) + (1 − ℎ)𝛼𝜓(𝑠)  ,   ℎ ∈ ℝ  , ℎ ∈ [0,1]   olur.                                   (2.2.25) 

(2.2.25) te 𝑠 ye göre diferansiyel alıp 𝑇𝜑 = 𝑇𝜓 hipotezi kullanılırsa; 

𝑇𝑑𝑠 = ℎ𝑇𝜑𝑑𝑠𝜑 + (1 − ℎ)𝑇𝜓𝑑𝑠𝜓 = [ℎ𝑑𝑠𝜑 + (1 − ℎ)𝑑𝑠𝜓]𝑇𝜑                                  (2.2.26) 

𝑇 = 𝑇𝜑 = 𝑇𝜓                                                                                                              (2.2.27) 

ℎ
𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠
+ (1 − ℎ)

𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠
= 1  olur.                                                                                   (2.2.28) 

Benzer şekilde (2.2.27) de diferansiyel alınırsa; 

𝑁𝑑𝑠 = 𝑁𝜑𝑑𝑠𝜑 = 𝑁𝜓𝑑𝑠𝜓                                                                                           (2.2.29) 

𝜅𝑑𝑠 = 𝜅𝜑𝑑𝑠𝜑 = 𝜅𝜓𝑑𝑠𝜓                                                                                             (2.2.30) 

ve 

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠
=

𝜅

𝜅𝜑
                                                                                                                      (2.2.31) 

𝑁

𝜅
=
𝑁𝜑

𝜅𝜑
=
𝑁𝜓

𝜅𝜓
                                                                                                               (2.2.32) 

(2.2.27) ve (2.2.32) den 

𝐵

𝜅
=
𝐵𝜑

𝜅𝜑
=
𝐵𝜓

𝐵𝜓
  yazılabilir.                                                                                            (2.2.33) 



37 
 

(2.2.33) de diferansiyel alınıp (2.2.27)  ve (2.2.32)  kullanılırsa; 

𝜏
𝑁

𝜅
= 𝜏𝜓

𝑁𝜓

𝜅𝜓

𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠
                                                                                                          

(2.2.34) 

ve 

𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠
=

𝜏

𝜏𝜑
  yazılabilir.                                                                                                  

(2.2.35) 

(2.2.31) ve (2.2.35) , (2.2.28) e eklenerek; 

 (
ℎ

𝜅𝜑
) 𝜅 + (

1−ℎ

𝜏𝜓
) 𝜏 = 1  ;  𝜅𝜑 ≠ 0  , 𝜏𝜓 ≠ 0   elde edilir. 

Böylece ℎ, 𝜅𝜑 , 𝜏𝜓 sabit olduğundan istenen sonuç bulunur. 

 

Teorem 2.2.7 Teorem (2.2.6) daki (c) koşulu karşılık gelen 𝑃𝜑 ve 𝑃𝜓 noktalarının 

binormalleri olan 𝐵𝜑 ve 𝐵𝜓 paralel olacak şekilde değiştirilirse 𝐶 bir Bertrand eğrisidir. 

İspat (2.2.33) den  
𝐵𝜑

𝜅𝜑
=
𝐵𝜓

𝐵𝜓
  ve benzer şekilde (2.2.34) ve (2.2.35) den 

𝑁𝜑

𝜅𝜑
=
𝜏𝜓

𝜏𝜑

𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠𝜑

𝑁𝜓

𝜅𝜓
                                                                                                            

(2.2.36) 

ve 

𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠𝜑
=

𝜏𝜑

𝜏𝜓
  elde edilir.                                                                                                  

(2.2.37) 

(2.2.37) , (2.2.36) da yerine yazılırsa; 

 
𝑁𝜑

𝜅𝜑
=
𝑁𝜓

𝜅𝜓
   olur. 

Böylece; 

𝑇𝜑 =
𝑁𝜑

𝜅𝜑
×
𝐵𝜑

𝜅𝜑
=

1

𝜅2𝜑
(
𝜅𝜑

𝜅𝜓
𝑁𝜓 ×

𝜅𝜑

𝜅𝜓
𝐵𝜓) =

𝑁𝜓

𝜅𝜓
×
𝐵𝜓

𝜅𝜓
= 𝑇𝜓 
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olup, 𝑇𝜑 ve 𝑇𝜓 paraleldir. Bu da Teorem (2.2.6) tarafından 𝐶 ’nin bir Bertrand eğrisi 

olduğunu kanıtlar. 

 

Teorem 2.2.8 Teorem (2.2.6) daki (c) koşulu karşılık gelen 𝑃𝜑 ve 𝑃𝜓 noktaları için, 𝑃𝜑 

nin teğet vektörü 𝑇𝜑 ve 𝑃𝜓 nin binormali olan 𝐵𝜓 paralel olacak şekilde değiştirilirse 𝐶 

bir Bertrand eğrisidir. 

İspat 

𝑇𝜑 =
𝐵𝜓

𝜅𝜓
  olup 

𝑁𝜑 = −
𝜏𝜓

𝜅𝜓

𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠𝜑
𝑁𝜓 

(2.2.38) 

yukarıdaki denklemi takip eder. 

Bu nedenle 𝑁𝜑 ve 𝑁𝜓 paralel olup 
𝑁𝜑

𝜅𝜑
 ve 

𝑁𝜓

𝜅𝜓
 birim vektörleri için 

𝑁𝜑

𝜅𝜑
= ±

𝑁𝜓

𝜅𝜓
  yazılabilir.                                                                                               (2.2.39) 

(2.2.38) ve (2.2.39) dan 

𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠𝜑
= −

𝜅𝜑

𝜏𝜓
  elde edilir.                                                                                               (2.2.40) 

Ayrıca 

𝐵𝜑 = 𝑇𝜑 × 𝑁𝜑 =
𝐵𝜓

𝜅𝜓
×
𝜅𝜑

𝜅𝜓
𝑁𝜓 =

𝜅𝜑

𝜅2𝜓
(𝐵𝜓 × 𝑁𝜓) =

𝜅𝜑𝜅
2
𝜓

𝜅2𝜓
(−𝑇𝜓) = −𝜅𝜑𝑇𝜓  olup 

𝑇𝜓 = −
𝐵𝜑

𝜅𝜑
  olur. 

𝐶, 𝐶𝜑 , 𝐶𝜓 eğrileri üzerindeki noktalar olan 𝑃, 𝑃𝜑 , 𝑃𝜓 nın koordinat vektörleri 𝑅, 𝑅𝜑, 𝑅𝜓 

olsun. 

𝑅 = ℎ𝑅𝜑 + (1 − ℎ)𝑅𝜓  yazılabilir.                                                                           (2.2.41) 
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(2.2.41) de 𝑠 ’ye göre diferansiyel alınırsa ve (2.2.40) dan; 

𝑇 = [ℎ𝑇𝜑 −
𝜅𝜑

𝜏𝜓
(1 − ℎ)𝑇𝜓]

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠
   elde edilir.                                                              

(2.2.42) 

(2.2.42) nin normu alınırsa; 

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠
=

𝜏𝜓

√ℎ2𝜏2𝜓+𝜅
2
𝜑(1−ℎ)2

  elde edilir.                                                                           

(2.2.43) 

Böylece (2.2.43) yardımıyla (2.2.42) yeniden yazılırsa; 

 𝑇 = [
ℎ𝜏𝜓

√ℎ2𝜏2𝜓+𝜅
2
𝜑(1−ℎ)2

] 𝑇𝜑 + [
−(1−ℎ)𝜅𝜑

√ℎ2𝜏2𝜓+𝜅
2
𝜑(1−ℎ)2

] 𝑇𝜓 

veya 

𝑇 = ℎ𝜑𝑇𝜑 + ℎ𝜓𝑇𝜓   olup                                                                                           

(2.2.44) 

ℎ
𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠
=

ℎ𝜏𝜓

√ℎ2𝜏2𝜓 + 𝜅2𝜑(1 − ℎ)2
= ℎ𝜑  ,   ℎ𝜑 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡𝑡𝑖𝑟. 

(1 − ℎ)
𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠
= −

(1 − ℎ)𝜅𝜑

√ℎ2𝜏2𝜓 + 𝜅2𝜑(1 − ℎ)2
= ℎ𝜓  ,   ℎ𝜓 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡𝑡𝑖𝑟. 

(2.2.44) de diferansiyel alınırsa; 

𝑁

𝜅
= ℎ𝜑

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠

𝑁𝜑

𝜅𝜑
+ ℎ𝜓

𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠

𝑁𝜓

𝜅𝜓
       yazılabilir.                                                                 

(2.2.45) 

Dolayısıyla; 

𝑁

𝜅
=
𝑁𝜑

𝜅𝜑
=
𝑁𝜓

𝜅𝜓
  ve  𝜅 = 𝜅𝜑ℎ𝜑

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠
+ 𝜅𝜓ℎ𝜓

𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠
    dır.                                                   

(2.2.47) 

(2.2.44) ve (2.2.46) dan; 
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𝐵

𝜅
= ℎ𝜑

𝐵𝜑

𝜅𝜑
+ ℎ𝜓

𝐵𝜓

𝜅𝜓
    bulunur.                                                                                    

(2.2.48) 

(2.2.48) de diferansiyel alınırsa; 

𝜏
𝑁

𝜅
= ℎ𝜑𝜏𝜑

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠

𝑁𝜑

𝜅𝜑
+ ℎ𝜓𝜏𝜓

𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠

𝑁𝜓

𝜅𝜓
   olur.                                                                   

(2.2.49) 

Dolayısıyla; 

𝜏 = 𝜏𝜑ℎ𝜑
𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠
+ 𝜏𝜓ℎ𝜓

𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠
   dır.                                                                                  

(2.2.50) 

(2.2.36) ve (2.2.37) den; 

−
𝜅𝜑

𝜏𝜓
=
𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠𝜑
=

𝜏𝜑

𝜅𝜓
    ve    

𝜏𝜑

𝜅𝜑
= −

𝜅𝜓

𝜏𝜓
       yazılabilir.                                                    

(2.2.51) 

(2.2.47) , (2.2.50) ve (2.2.51) den varsayılsın ki; 

𝑀𝜑 = ℎ𝜑
𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠
   ,   𝑀𝜓 = ℎ𝜓

𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠
  olsun. O zaman; 

𝜅

𝜏𝜓𝑀𝜓
+

𝜏

𝜅𝜑𝑀𝜑
=
𝜅𝜑𝑀𝜑 + 𝜅𝜓𝑀𝜓

𝜏𝜓𝑀𝜓
+
𝜏𝜑𝑀𝜑 + 𝜏𝜓𝑀𝜓

𝜅𝜑𝑀𝜑
 

=
𝜅𝜑

𝜏𝜓

𝑀𝜑

𝑀𝜓
+ (

𝜅𝜓

𝜏𝜓
+
𝜏𝜑

𝜅𝜑
)

⏟      
+
𝜏𝜓

𝜅𝜑

𝑀𝜓

𝑀𝜑
=
𝜅𝜑

𝜏𝜓

𝑀𝜑

𝑀𝜓
+
𝜏𝜓

𝜅𝜑

𝑀𝜓

𝑀𝜑
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡

0

 

𝜅𝜑

𝜏𝜓
  ve  

𝑀𝜑

𝑀𝜓
=

ℎ

1−ℎ

𝑑𝑠𝜓

𝑑𝑠𝜑
=

ℎ

1−ℎ

𝜅𝜑

𝜏𝜓
  sabit olduğundan bu Bertrand eğrisinin asıl denklemidir. 
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3. ÖKLİD UZAYINDAKİ ORTOGONAL ÇATIDA  TORSİYONA GÖRE 

DÜZENLENEN BAZI ÖZEL EĞRİLER 

 

3.1 Öklid Uzayındaki Ortogonal Çatıda Torsiyona Göre Düzenlenen Genel Helisler 

 

Bu bölümde, ön bilgiler kısmında (1.2.1)’de  Öklid-3 uzayındaki bir eğrinin genel Frenet 

denklemleri, ön bilgiler kısmındaki (1.2.8) ’de torsiyona göre modifiye edilmiş olup, 

modifiye edilen bu çatıda genel helisler incelenecektir. 

 

Teorem 3.1.1 Frenet çatısına göre genel helis olan α birim hızlı eğrisi torsiyona göre 

düzenlenmiş ortogonal çatıda da genel helistir ancak ve ancak   

det (𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) = 0 dır. 

İspat  (⇒) ∶ 

 
𝜏

𝜅
 oranı sabit olup α genel helis olsun.  

𝜏

𝜅
 oranı sabit olduğundan 

 (
𝜏

𝜅
)′ = 0 

𝜏′𝜅−𝜏𝜅′

𝜅2
 = 0 

𝜏′𝜅 = 𝜏𝜅′                                                                                                                                     
(3.1.1) 

sağlanır. 

O halde aşağıdaki eşitliklere sahip olunur. 

𝛼′ = T 

𝛼′′ = 𝑇′ = 
𝜅

𝜏
 N 

𝛼′′′ = 𝑇′′ = (
𝜅

𝜏
 𝑁)

′

 = (
𝜅

𝜏
 )
′

 N + 
𝜅

𝜏
 𝑁′ 

= (
𝜅′𝜏−𝜅𝜏′

𝜏2
) N  +  

𝜅

𝜏
 (− 𝜅𝜏𝑇 + 

𝜏′

𝜏
𝑁 +  𝜏𝐵 ) 

= 
𝜅′𝜏𝑁

𝜏2
 − 

𝜅𝜏′𝑁

𝜏2
 − 𝜅2T + 

𝜅𝜏′𝑁

𝜏2
 + κB 

= − 𝜅2T + 
𝜅′

𝜏
N + κB 
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𝛼′′′ = 𝑇′′= – 𝜅2 T + 
𝜅′

𝜏
 N + κb 

𝛼(4) = 𝑇′′′ =  (− 𝜅2𝑇)′ + (
𝜅′

𝜏
𝑁 )

′

  + (𝜅𝐵)′ 

= −2 𝜅𝜅′𝑇 − 𝜅2𝑇′ +  (
𝜅′

𝜏
)
′

N + 
𝜅′

𝜏
 𝑁′ + 𝜅′𝐵 + 𝜅𝐵′ 

= −2 𝜅𝜅′𝑇 − 𝜅2 (
𝜅

𝜏
)𝑁 +    

(𝜅′)′𝜏−𝜅′𝜏′

𝜏2
 N + 

𝜅′

𝜏
(−𝜅𝜏𝑇 + 

𝜏′

𝜏
𝑁 +  𝜏𝐵) + 𝜅′𝐵 

+ κ (−𝜏𝑁 + 
𝜏′

𝜏
𝐵) 

= −2 𝜅𝜅′𝑇 − 
𝜅3

𝜏
 N + 

(𝜅′)′𝑁

𝜏
 – 
𝜅′𝜏′

𝜏2
 N – κ𝜅′𝑇 +  

𝜅′𝜏′

𝜏2
 N + 𝜅′𝐵 + 𝜅′𝐵 – κτN + 

𝜅𝜏′

𝜏
𝐵 

 

𝑇′′′ = −3κ𝜅′T + (− 
𝜅3

𝜏
+ 

(𝜅′)′

𝜏
 –  𝜅𝜏) N + (2𝜅′  +  

𝜅𝜏′

𝜏
)B 

𝑑𝑒𝑡(𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) =
|

|

0
𝜅

𝜏
0

−𝜅2
𝜅′

𝜏
𝜅

−3𝜅𝜅′
− 𝜅3

𝜏
+
(𝜅′)

′

𝜏
− 𝜅𝜏 2𝜅′ +

𝜅𝜏′

𝜏

|

|
. |
𝑇
𝑁
𝐵
| 

𝑑𝑒𝑡(𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) =
|

|

0
𝜅

𝜏
0

−𝜅2
𝜅′

𝜏
𝜅

−3𝜅𝜅′
− 𝜅3

𝜏
+
(𝜅′)

′

𝜏
− 𝜅𝜏 2𝜅′ +

𝜅𝜏′

𝜏

|

|
. |
𝑡
𝜏𝑛
𝜏𝑏
| 

 

(3.1.1) deki bilgiden; 

= 
𝜅3

𝜏2
 ( -𝜅′𝜏 + 𝜅𝜏′). 𝜏2 = 0 

olduğu açıktır. 

(⇐) : 

𝑑𝑒𝑡(𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) = 0  olduğu kabul edilirse 
𝜅3

𝜏2
 ( 𝜅′𝜏 + 𝜅𝜏′)𝜏2 = 0 dır. 

𝜅′𝜏 + 𝜅𝜏′ = 0 olup  (
τ

𝜅
)
′

= 0 ve 
τ

𝜅
 sabittir. Dolayısı ile α genel helistir. 
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Teorem 3.1.2 Frenet çatısına göre genel helis olan α birim hızlı eğrisi torsiyona göre 

düzenlenmiş ortogonal çatıda genel helistir ancak ve ancak  

𝑑𝑒𝑡(𝑁,𝑁′, 𝑁′′) = 0 dır. 

İspat  (⇒) : 

𝑁′ = − κτT + 
𝜏′

𝜏
 N + τB 

𝑁′′=    (− 𝜅𝜏𝑇)′ + (
𝜏′

𝜏
 𝑁)

′

 + (𝜏𝐵)′ 

= (− 𝜅𝜏)′T – κτ 𝑇′ + (
𝜏′

𝜏
 )
′

𝑁 + 
𝜏′

𝜏
𝑁′ + 𝜏′𝐵 + 𝜏𝐵′ 

= (−𝜅′𝜏 + 𝜅𝜏′) T – κτ (
𝜅

𝜏
 𝑁) + 

(𝜏′)′𝜏 −𝜏′𝜏′ 

𝜏2
 N + 

𝜏′

𝜏
 (−𝜅𝜏𝑇 + 

𝜏′

𝜏
𝑁 +  𝜏𝐵) 

+ 𝜏′𝐵 + 𝜏( −𝜏𝑁 +
𝜏′

𝜏
 𝐵) 

= − 𝜅′𝜏𝑇 − κ𝜏′𝑇 – 𝜅2N + 
(𝜏′)′𝑁

𝜏
 − 

(𝜏′)2𝑁

𝜏2
 − κ𝜏′𝑇 +

(𝜏′)2𝑁

𝜏2
 + 𝜏′𝐵 + 𝜏′𝐵 – 𝜏2𝑁 + 𝜏′𝐵 

= ( − 𝜅′𝜏 – 2κ𝜏′)T + (−𝜅2  +  
(𝜏′)′

𝜏
 −  𝜏2) N + (3𝜏′)B 

𝑁′′=    ( − 𝜅′𝜏 – 2κ𝜏′)T + (−𝜅2  +  
(𝜏′)′

𝜏
 −  𝜏2) N + (3𝜏′)B 

 

𝑑𝑒𝑡(𝑁,𝑁′, 𝑁′′) =
|

|

0
𝜅

𝜏
0

−𝜅𝜏
𝜏′

𝜏
𝜏

−𝜅′𝜏 − 2𝜅𝜏′    −𝜅2 +
(𝜏′)′

𝜏
− 𝜏2      3𝜏′ 

|

|
. |
𝑇
𝑁
𝐵
| 

𝑑𝑒𝑡(𝑁,𝑁′, 𝑁′′) =
|

|

0
𝜅

𝜏
0

−𝜅𝜏
𝜏′

𝜏
𝜏

−𝜅′𝜏 − 2𝜅𝜏′    −𝜅2 +
(𝜏′)′

𝜏
− 𝜏2      3𝜏′ 

|

|
. |
𝑡
𝜏𝑛
𝜏𝑏
| 

 

(−𝜅′𝜏 − 2𝜅𝜏′) 
𝜅

𝜏
 τ = −𝜅𝜅′τ − 2𝜅2𝜏′ 

(−𝜅′𝜏) 
𝜅

𝜏
 3𝜏′ = − 3𝜅2𝜏′ 

−𝜅𝜅′τ − 2𝜅2𝜏′ + 3𝜅2𝜏′ = −𝜅𝜅′τ + 𝜅2𝜏′  olup (3.1.1) deki bilgiden; 
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= κ (−𝜅′𝜏 +𝜅𝜏′)𝜏2 = 0 

olur ve 𝑑𝑒𝑡(𝑁,𝑁′, 𝑁′′) = 0 olup α genel helistir. 

(⇐) ∶ 

𝑑𝑒𝑡(𝑁,𝑁′, 𝑁′′) = 0 kabul edelim.  

κ (−𝜅′𝜏 +𝜅𝜏′)𝜏2 = 0 için 𝜅 ≠ 0 olmak üzere (
𝜏

𝜅
)′= 0 olur. Dolayısı ile 

𝜏

𝜅
 sabit olup α genel 

helistir. 

 

Teorem 3.1.3 Birim hızlı bir α eğrisinin torsiyona göre düzenlenmiş ortogonal çatıda 

genel helis olabilmesi için gerek ve yeter şart ; 

𝐷𝑇
3 = μN + 

3𝜅′

𝜏
𝐷𝑇𝑁 olmasıdır. 

Burada; 

μ = 
−𝜅3

𝜏
 + 

(𝜅′)′

𝜏
 – κτ − 

3(𝜅′)3

𝜅𝜏
   dır. 

İspat 

𝐷𝑇𝑇 = 
𝜅

𝜏
 N 

𝐷𝑇
2 T = (

𝜅

𝜏
 𝑁)

′

 = (
𝜅

𝜏
 )
′

𝑁 + 
𝜅

𝜏
𝑁′ 

= 
𝜅′𝜏−𝜅𝜏′

𝜏2
 N + 

𝜅

𝜏
 (−𝜅𝜏𝑇 + 

𝜏′

𝜏
𝑁 + 𝜏𝐵) 

=
𝜅′

𝜏
𝑁 − 

𝜅𝜏′

𝜏2
 N −𝜅2T + 

𝜅𝜏′

𝜏2
 N +κb 

𝐷𝑇
2 T = − 𝜅2T + 

𝜅′

𝜏
𝑁 + κb 

𝐷𝑇
3 = (−𝜅2𝑇)′ + (

𝜅′

𝜏
𝑁)

′

 + (𝜅𝐵)′ 

= −2κ𝜅′𝑇 − 𝜅2𝑇′ + (
𝜅′

𝜏
)
′

 N + 
𝜅′

𝜏
 𝑁′ +𝜅′𝐵 + 𝜅𝐵′ 

= −2κ𝜅′𝑇 − 𝜅2 (
𝜅

𝜏
𝑁) + 

(𝜅′)′𝜏− 𝜅′𝜏′

𝜏2
 N + 

𝜅′

𝜏
 (−𝜅𝜏𝑇 + 

𝜏′

𝜏
 𝑁 +  𝜏𝑏) + 𝜅′B 

+ κ(−𝜏𝑛 + 
𝜏′

𝜏
 𝐵) 

= −2κ𝜅′𝑇 – 
𝜅3

𝜏
N + 

(𝜅′)′

𝜏
 N − 

𝜅′𝜏′

𝜏2
 N − κ𝜅′T + 

𝜅′𝜏′

𝜏2
 N + 𝜅′B – κτN + 

𝜅𝜏′

𝜏
B 

𝐷𝑇
3= −3κ𝜅′𝑇 + (– 

𝜅3

𝜏
+ 

(𝜅′)′

𝜏
 – 𝜅𝜏) N + (2𝜅′  +  

𝜅𝜏′

𝜏
)B                                                  

(3.1.2) 
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olur.  

𝐷𝑇𝑁 = -κτT + 
𝜏′

𝜏
 N + τB                                                                                               

(3.1.3) 

τB = 𝐷𝑇𝑁 + κτT - 
𝜏′

𝜏
 N 

B = 
1

𝜏
 (𝐷𝑇𝑁 +  𝜅𝜏𝑇 − 

𝜏′

𝜏
 𝑁)                                                                                      

(3.1.4) 

(3.1.4) deki bilgi (3.1.2) de kullanılırsa; 

𝐷𝑇
3= −3 𝜅𝜅′T + (

−𝜅3

𝜏
 +  

(𝜅′)′

𝜏
 –  𝜅𝜏 ) N + (2𝜅′  + 

𝜅𝜏′

𝜏
) (

1

𝜏
(𝐷𝑇𝑁 +  𝜅𝜏𝑇 − 

𝜏′

𝜏
 𝑁)) 

 

=−3 𝜅𝜅′T+(
−𝜅3

𝜏
 +  

(𝜅′)′

𝜏
 –  𝜅𝜏 ) N + (

2𝜅′

𝜏
 +  

𝜅𝜏′

𝜏2
) (𝐷𝑇𝑁 +

 𝜅𝜏𝑇 − 
𝜏′

𝜏
 𝑁) 

 

= −3 𝜅𝜅′T + (
−𝜅3

𝜏
 +  

(𝜅′)′

𝜏
 –  𝜅𝜏 ) N + 

2𝜅′

𝜏
 𝐷𝑇𝑁 + 2κ𝜅′T − 

2𝜅′𝜏′

𝜏2
 N + 

𝜅𝜏′

𝜏2
𝐷𝑇𝑁 + 

𝜅2𝜏′

𝜏
 T − 

𝜅(𝜏′)2

𝜏3
 N 

= −3 𝜅𝜅′T + (
−𝜅3

𝜏
 +  

(𝜅′)′

𝜏
 –  𝜅𝜏 ) N + (

2𝜅′

𝜏
 +  

𝜅𝜏′

𝜏2
) 𝐷𝑇𝑁 + (2𝜅𝜅′  +  

𝜅2𝜏′

𝜏
) T + 

(− 
2𝜅′𝜏′

𝜏2
 −  

𝜅(𝜏′)2

𝜏3
)N 

= (
2𝜅′

𝜏
 +  

𝜅𝜏′

𝜏2
)𝐷𝑇𝑁 + (−𝜅𝜅′  +  

𝜅2𝜏′

𝜏
)  𝑇 + (

−𝜅3

𝜏
 +  

(𝜅′)′

𝜏
 −  𝜅𝜏 −  

2𝜅′𝜏′

𝜏2
 −  

𝜅(𝜏′)2

𝜏3
 ) N 

α genel helis olduğundan 
𝜏

𝜅
 = sabit olduğu görülür. O halde; 

(
𝜏

𝜅
)
′
= 0 olup  

𝜏′𝜅−𝜏𝜅′

𝜅2
 = 0  =>  𝜏′𝜅 = 𝜏𝜅′  veya  

𝜅′

𝜅
 = 
𝜏′

𝜏
 türetilebilir. 

 

= (
2𝜅′

𝜏
+
𝜅𝜏′

𝜏𝜏
 ) 𝐷𝑇𝑁 +(−𝜅𝜅′ +

𝜅2𝜏′

𝜏
 ) T +(

−𝜅3

𝜏
+ 

(𝜅′)′

𝜏
− 𝜅𝜏 −

2𝜅′𝜏′

𝜏𝜏
− 

𝜅𝜏′𝜏′

𝜏𝜏𝜏
)𝑁 

= (
2𝜅′

𝜏
+
𝜅𝜅′

𝜏𝜅
 )𝐷𝑇𝑁 + (−𝜅𝜅

′ +
𝜅2𝜅′

𝜅
 )T+(

−𝜅3

𝜏
+ 

(𝜅′)′

𝜏
− 𝜅𝜏 −

2𝜅′𝜅′

𝜅𝜏
− 

𝜅𝜅′𝜅′

𝜅𝜅𝜏
)𝑁 

= (
2𝜅′

𝜏
+
𝜅′

𝜏
 ) 𝐷𝑇𝑁 + (−𝜅𝜅

′ + 𝜅𝜅′ )T+(
−𝜅3

𝜏
+ 

(𝜅′)′

𝜏
− 𝜅𝜏 −

2(𝜅′)2

𝜅𝜏
− 

(𝜅′)2

𝜅𝜏
)𝑁 

= (
−𝜅3

𝜏
+ 

(𝜅′)′

𝜏
− 𝜅𝜏 −

3(𝜅′)2

𝜅𝜏
)𝑁 + (

𝟑𝜿′

𝝉
)𝐷𝑇𝑁 
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𝐷𝑇
3𝑇 = (

−𝜅3

𝜏
+ 
(𝜅′)′

𝜏
− 𝜅𝜏 −

3(𝜅′)2

𝜅𝜏
)𝑁 + (

3𝜅′

𝜏
)𝐷𝑇𝑁 

olup ispat elde edilir. 

 

Diğer yönden 

𝐷𝑇𝑇 = 
𝜅

𝜏
 N 

𝐷𝑇
2𝑇 = 𝐷𝑇  (

𝜅

𝜏
 𝑁) 

𝐷𝑇
2 (

𝜅

𝜏
 𝑁) =  𝐷𝑇

3T = μ N + (
3𝜅′

𝜏
 ) 𝐷𝑇𝑁                                                                                

(3.1.5) 

(3.1.3) deki bilgi (3.1.5) de kullanılırsa; 

𝐷𝑇
2 (

𝜅

𝜏
 𝑁) = 𝜇 𝑁 + (

3𝜅′

𝜏
 ) (−𝜅𝜏𝑇 +

𝜏′

𝜏
 𝑁 + 𝜏𝐵) 

= μ N – 3κ𝜅′T + 
3𝜅′𝜏′

𝜏2
 N + 3𝜅′𝐵 

= – 3κ𝜅′T + (𝜇 + 
3𝜅′𝜏′

𝜏2
 ) N + 3𝜅′𝐵 

= – 3κ𝜅′T + (
−𝜅3

𝜏
+ 

(𝜅′)′

𝜏
− 𝜅𝜏 −

3(𝜅′)
2

𝜅𝜏
+ 

3𝜅′𝜏′

𝜏2
) N + 3𝜅′𝐵 

 

=– 3κ𝜅′T + (
−𝜅3

𝜏
+ 

(𝜅′)′

𝜏
− 𝜅𝜏) N + (2𝜅′ +

𝜅𝜏′

𝜏
)B 

= – 3κ𝜅′T + (
−𝜅3

𝜏
+ 

(𝜅′)′

𝜏
− 𝜅𝜏)N+(−

3(𝜅′)
2

𝜅𝜏
+ 

3𝜅′𝜏′

𝜏2
) N + 3𝜅′B                                                                                                 

(3.1.6) 

(3.1.6)’ da kat sayı eşitliği kullanılarak; 

2𝜅′ + 
𝜅𝜏′

𝜏
 = 3𝜅′     ve     −

3(𝜅′)
2

𝜅𝜏
+ 

3𝜅′𝜏′

𝜏2
= 0  

𝜅𝜏′

𝜏
 = 𝜅′  =>  

𝜏′

𝜏
 = 

𝜅′

𝜅
  =>  𝜅𝜏′ = 𝜅′τ  olup (

τ

κ
)
′

= 0 olur ve 
𝜏

𝜅
 sabit olup α genel helistir. 

 

3(𝜅′)
2

𝜅𝜏
=
3𝜅′𝜏′

𝜏2
    =>  

𝜏′

𝜏
 = 

𝜅′

𝜅
  olur. Böylece buradan  

𝜏

𝜅
  sabit olup α genel helistir. 
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3.2 Öklid Uzayındaki Ortogonal Çatıda Torsiyona Göre Düzenlenen Bertrand 

Eğrileri 

 

Bu bölümde, ön bilgiler kısmında (1.2.1)’de  Öklid-3 uzayındaki bir eğrinin genel Frenet 

denklemleri, ön bilgiler kısmındaki (1.2.8) ’de torsiyona göre modifiye edilmiş olup, 

modifiye edilen bu çatıda Bertrand eğrileri incelenecektir. 

 

Tanım 3.2.1 Sıfırdan farklı eğrilikli ve burulmalı, normalleri sırasıyla 𝑵𝝋 ve 𝑵𝝍 olan φ 

ve ψ iki eğrisi alınsın. Eğer 𝑵𝝋 ve 𝑵𝝍 birbirlerine paralel ise (φ, ψ) ikilisine Bertrand eğri 

çifti denir. 

(φ, ψ) Bertrand eğri çifti için  

Ψ(s) = φ (s) + δ(s) 𝑵𝝋 (s) yazılsın. 

 

Teorem 3.2.1 (φ, ψ) Bertrand çifti olsun. Bu çifte karşılık gelen (𝐶𝜑, 𝐶𝜓) arasındaki 

mesafe torsiyona göre düzenlenmiş ortogonal çatıda sabittir. 

 

İspat  

Ψ = φ + δ 𝑁𝜑 

𝜓′ = 𝜑′ + 𝛿′𝑁𝜑 + δ𝑁𝜑
′ 

𝜓′ = 𝜑′ + 𝛿′𝑁𝜑 + δ (− 𝜅𝜑𝜏𝜑𝜏𝜑  +  
𝜏𝜑

′

𝜏𝜑
 𝑁𝜑  +  𝜏𝜑𝐵𝜑) 

𝜓′ = 𝜏𝜑 +  𝛿
′𝑁𝜑 − 𝛿𝜅𝜑𝜏𝜑𝜏𝜑 + 𝛿 

𝜏𝜑
′

𝜏𝜑
 𝑁𝜑 + 𝛿𝜏𝜑𝐵𝜑 

𝜓′ = ( 1 − 𝛿𝜅𝜑𝜏𝜑 )𝑇𝜑 + (𝛿
′ + 𝛿

𝜏𝜑
′

𝜏𝜑
 )𝑁𝜑 + 𝛿𝜏𝜑𝐵𝜑 

 

𝜓′(𝑠) vektörü 𝑇𝜓 vektörüne paralel olduğundan 𝜓′(𝑠)  ⊥  𝑁𝜓 dir. 𝑁𝜓 vektörü 𝑁𝜑 

vektörüne paralel olduğundan 𝜓′(𝑠)  ⊥  𝑁𝜓 olur. Öyleyse 〈𝑁𝜑, 𝜓
′(𝑠) 〉 = 0 dır. 

〈𝑁𝜑 , 𝜓
′(𝑠) 〉 = 𝛿′ + δ 

𝜏𝜑
′

𝜏𝜑
= 0 
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⟹   δ 
𝜏𝜑

′

𝜏𝜑
= −𝛿′⟹ 

−𝛿′

𝛿
= 
𝜏𝜑

′

𝜏𝜑
 

Burada integral alınırsa c sıfırdan farklı reel sayı olmak üzere; 

∫
−𝛿′

𝛿
 = ∫

𝜏𝜑
′

𝜏𝜑
 

−lnδ = ln 𝜏𝜑 + lnc 

lnδ = − ln 𝜏𝜑 + lnc 

lnδ = ln 
𝑐

𝜏𝜑
 

δ (s) = 
𝑐

𝜏𝜑 (𝑠)
                    Ψ = φ + δ 𝑁𝜑    𝑁𝜑= 𝜏𝜑n 

‖𝜓 − 𝜑(𝑠)‖ = ‖
𝑐

𝜏𝜑 (𝑠)
𝑁𝜑(𝑠) ‖ = |𝑐| |

1

𝜏𝜑
| |𝜏𝜑| |𝑛| = c 

olup ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.2.2  (φ, ψ) Bertrand eğri çiftinin teğetinin eğimleri arasındaki açı torsiyona 

göre düzenlenmiş ortogonal çatıda sabittir. 

 

İspat  

〈𝑇𝜓, 𝑇𝜑 〉
′ = 0 olduğu gösterilirse ispat yapılmış olur. 

 

〈𝑇𝜓, 𝑇𝜑 〉
′ = 〈𝑇𝜓

′, 𝑇𝜑 〉 +  〈𝑇𝜓, 𝑇𝜑
′ 〉 = 〈

κψ

τψ
𝑁𝜓, 𝑇𝜑 〉 +〈𝑇𝜓,

κφ

τφ
  𝑁𝜑〉 

 

𝑁𝜓 ve 𝑁𝜑 paralel olduğundan ve 𝑁𝜑  ⊥  𝑇𝜑 olduğundan 

𝑁𝜓 ⊥  𝑇𝜑 olup 〈𝑁𝜓, 𝑇𝜑 〉 = 0 dır. 

𝑇𝜓 ⊥ 𝑁𝜑 ve 𝑁𝜓//𝑁𝜑 olduğundan 

𝑇𝜓 ⊥ 𝑁𝜑 olup 〈𝑇𝜓, 𝑁𝜑 〉 = 0 dır. 

= 
𝜅𝜓

𝜏𝜓
 〈𝑁𝜓, 𝑇𝜑 〉 + 

𝜅𝜑

𝜏𝜑
〈𝑇𝜓, 𝑁𝜑 〉 = 0 dır. 

Böylece 〈𝑇𝜓, 𝑇𝜑  〉 = sabittir. 
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4. MİNKOWSKİ-3 UZAYINDAKİ SPACELİKE EĞRİSİNİN TORSİYONA 

GÖRE DÜZENLENMİŞ ORTOGONAL ÇATISINDA GENEL HELİSLER 

 

Bu bölümde, temel kavramlar kısmında Tanım (1.1.3.4)’ün 1. Durumunda verilen 

Minkowski-3 uzayındaki bir spacelike eğrinin genel Frenet denklemleri, ön bilgiler 

kısmındaki (1.2.10) ’da torsiyona göre modifiye edilmiş olup, modifiye edilen bu çatıda 

helisler incelenecektir. 

 

Teorem 4.1  Minkowski-3 uzayında Frenet çatısına göre genel helis olan α birim hızlı 

eğrisi 𝛽 spacelike eğrisinin torsiyona göre düzenlenmiş ortogonal çatısında da genel 

helistir ancak ve ancak  

det (𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) = 0 dır. 

İspat  (⇒) ∶ 

 
𝜏

𝜅
 oranı sabit olup α genel helis olsun.  

𝜏

𝜅
 oranı sabit olduğundan 

 (
𝜏

𝜅
)′ = 0 

𝜏′𝜅−𝜏𝜅′

𝜅2
 = 0 

𝜏′𝜅 = 𝜏𝜅′                                                                                                                                      
(4.1) 

sağlanır. 

O halde aşağıdaki eşitliklere sahip olunur. 

𝛼′ = T 

𝛼′′ = 𝑇′ = 
𝜅

𝜏
 N 

𝛼′′′ = 𝑇′′ = (
𝜅

𝜏
 𝑁)

′

 = (
𝜅

𝜏
 )
′

 N + 
𝜅

𝜏
 𝑁′ 

= (
𝜅′𝜏−𝜅𝜏′

𝜏2
) N  +  

𝜅

𝜏
 (− 𝜅𝜏𝑇 + 

𝜏′

𝜏
𝑁 +  𝜏𝐵 ) 

= 
𝜅′𝜏𝑁

𝜏2
 − 

𝜅𝜏′𝑁

𝜏2
 − 𝜅2T + 

𝜅𝜏′𝑁

𝜏2
 + κB 

= − 𝜅2T + 
𝜅′

𝜏
N + Κb 
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𝛼′′′ = 𝑇′′= – 𝜅2 T + 
𝜅′

𝜏
 N + κb 

𝛼(4) = 𝑇′′′ =  (− 𝜅2𝑇)′ + (
𝜅′

𝜏
𝑁 )

′

  + (𝜅𝐵)′ 

= −2 𝜅𝜅′𝑇 − 𝜅2𝑇′ +  (
𝜅′

𝜏
)
′

N + 
𝜅′

𝜏
 𝑁′ + 𝜅′𝐵 + 𝜅𝐵′ 

= −2 𝜅𝜅′𝑇 − 𝜅2 (
𝜅

𝜏
)𝑁 +    

(𝜅′)′𝜏−𝜅′𝜏′

𝜏2
 N + 

𝜅′

𝜏
(−𝜅𝜏𝑇 + 

𝜏′

𝜏
𝑁 +  𝜏𝐵) + 𝜅′𝐵 

+ κ (−𝜏𝑁 + 
𝜏′

𝜏
𝐵) 

= −2 𝜅𝜅′𝑇 − 
𝜅3

𝜏
 N + 

(𝜅′)′𝑁

𝜏
 – 
𝜅′𝜏′

𝜏2
 N – κ𝜅′𝑇 +  

𝜅′𝜏′

𝜏2
 N + 𝜅′𝐵 + 𝜅′𝐵 – κτN + 

𝜅𝜏′

𝜏
𝐵 

 

𝑇′′′ = −3κ𝜅′T + (− 
𝜅3

𝜏
+ 

(𝜅′)′

𝜏
+  𝜅𝜏) N + (2𝜅′  +  

𝜅𝜏′

𝜏
)B 

𝑑𝑒𝑡(𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) =
|

|

0
𝜅

𝜏
0

−𝜅2
𝜅′

𝜏
𝜅

−3𝜅𝜅′
− 𝜅3

𝜏
+
(𝜅′)

′

𝜏
+ 𝜅𝜏 2𝜅′ +

𝜅𝜏′

𝜏

|

|
. |
𝑇
𝑁
𝐵
| 

𝑑𝑒𝑡(𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) =
|

|

0
𝜅

𝜏
0

−𝜅2
𝜅′

𝜏
𝜅

−3𝜅𝜅′
− 𝜅3

𝜏
+
(𝜅′)

′

𝜏
+ 𝜅𝜏 2𝜅′ +

𝜅𝜏′

𝜏

|

|
. |
𝑡
𝜏𝑛
𝜏𝑏
| 

 

(4.1) deki bilgiden; 

= 
𝜅3

𝜏2
 ( -𝜅′𝜏 + 𝜅𝜏′)𝜏2 = 0 

olduğu açıktır. 

(⇐) : 

𝑑𝑒𝑡(𝑇′, 𝑇′′, 𝑇′′′) = 0  olduğu kabul edilirse 
𝜅3

𝜏2
 ( 𝜅′𝜏 + 𝜅𝜏′)𝜏2 = 0 dır. 

𝜅′𝜏 + 𝜅𝜏′ = 0 olup  (
τ

𝜅
)
′

= 0 ve 
τ

𝜅
 sabittir. Dolayısı ile α genel helistir. 
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Teorem 4.2 Minkowski-3 uzayında Frenet çatısına göre genel helis olan α birim hızlı 

eğrisi 𝛽 spacelike eğrisinin torsiyona göre düzenlenmiş ortogonal çatısında da genel 

helistir ancak ve ancak 

𝑑𝑒𝑡(𝑁,𝑁′, 𝑁′′) = 0 dır. 

İspat  (⇒) : 

𝑁′ = − κτT + 
𝜏′

𝜏
 N + τB 

𝑁′′=    (− 𝜅𝜏𝑇)′ + (
𝜏′

𝜏
 𝑁)

′

 + (𝜏𝐵)′ 

= (− 𝜅𝜏)′T – κτ 𝑇′ + (
𝜏′

𝜏
 )
′

𝑁 + 
𝜏′

𝜏
𝑁′ + 𝜏′𝐵 + 𝜏𝐵′ 

= (−𝜅′𝜏 − 𝜅𝜏′) T – κτ (
𝜅

𝜏
 𝑁) + 

(𝜏′)′𝜏 −𝜏′𝜏′ 

𝜏2
 N + 

𝜏′

𝜏
 (−𝜅𝜏𝑇 + 

𝜏′

𝜏
𝑁 +  𝜏𝐵) 

+ 𝜏′𝐵 + 𝜏( 𝜏𝑁 +
𝜏′

𝜏
 𝐵) 

= − 𝜅′𝜏𝑇 − κ𝜏′𝑇 – 𝜅2N + 
(𝜏′)′𝑁

𝜏
 − 

(𝜏′)2𝑁

𝜏2
 − κ𝜏′𝑇 +

(𝜏′)2𝑁

𝜏2
 + 𝜏′𝐵 + 𝜏′𝐵 + 𝜏2𝑁 + 𝜏′𝐵 

= ( − 𝜅′𝜏 – 2κ𝜏′)T + (−𝜅2  +  
(𝜏′)′

𝜏
 −  𝜏2) N + (3𝜏′)B 

𝑁′′=    ( − 𝜅′𝜏 – 2κ𝜏′)T + (−𝜅2  +  
(𝜏′)′

𝜏
+ 𝜏2) N + (3𝜏′)B 

 

𝑑𝑒𝑡(𝑁,𝑁′, 𝑁′′) =
|

|

0
𝜅

𝜏
0

−𝜅𝜏
𝜏′

𝜏
𝜏

−𝜅′𝜏 − 2𝜅𝜏′    −𝜅2 +
(𝜏′)′

𝜏
+ 𝜏2      3𝜏′ 

|

|
. |
𝑇
𝑁
𝐵
| 

𝑑𝑒𝑡(𝑁,𝑁′, 𝑁′′) =
|

|

0
𝜅

𝜏
0

−𝜅𝜏
𝜏′

𝜏
𝜏

−𝜅′𝜏 − 2𝜅𝜏′    −𝜅2 +
(𝜏′)′

𝜏
+ 𝜏2      3𝜏′ 

|

|
. |
𝑡
𝜏𝑛
𝜏𝑏
| 

 

(−𝜅′𝜏 − 2𝜅𝜏′) 
𝜅

𝜏
 τ = −𝜅𝜅′τ − 2𝜅2𝜏′ 

(−𝜅′𝜏) 
𝜅

𝜏
 3𝜏′ = − 3𝜅2𝜏′ 
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−𝜅𝜅′τ − 2𝜅2𝜏′ + 3𝜅2𝜏′ = −𝜅𝜅′τ + 𝜅2𝜏′  olup (4.1) deki bilgiden; 

= κ (−𝜅′𝜏 +𝜅𝜏′)𝜏2 = 0 

olur ve 𝑑𝑒𝑡(𝑁,𝑁′, 𝑁′′) = 0 olup α genel helistir. 

(⇐) ∶ 

𝑑𝑒𝑡(𝑁,𝑁′, 𝑁′′) = 0 kabul edelim.  

κ (−𝜅′𝜏 +𝜅𝜏′)𝜏2 = 0 için 𝜅 ≠ 0 olmak üzere (
𝜏

𝜅
)′= 0 olur. Dolayısı ile 

𝜏

𝜅
 sabit olup α genel 

helistir. 

 

Teorem 4.3 Minkowski-3 uzayında Frenet çatısına göre genel helis olan α birim hızlı 

eğrisi 𝛽 spacelike eğrisinin torsiyona göre düzenlenmiş ortogonal çatısında da genel helis 

olabilmesi için gerek ve yeter şart ; 

𝐷𝑇
3 = μN + 

3𝜅′

𝜏
𝐷𝑇𝑁 olmasıdır. 

Burada; 

μ = 
−𝜅3

𝜏
 + 

(𝜅′)′

𝜏
 + κτ − 

3(𝜅′)3

𝜅𝜏
   dır. 

İspat 

𝐷𝑇𝑇 = 
𝜅

𝜏
 N 

𝐷𝑇
2 T = (

𝜅

𝜏
 N)

′

 = (
𝜅

𝜏
 )
′

𝑁 + 
𝜅

𝜏
𝑁′ 

= 
𝜅′𝜏−𝜅𝜏′

𝜏2
 N + 

𝜅

𝜏
 (−𝜅𝜏𝑇 + 

𝜏′

𝜏
𝑁 + 𝜏𝐵) 

=
𝜅′

𝜏
𝑁 − 

𝜅𝜏′

𝜏2
 N −𝜅2T + 

𝜅𝜏′

𝜏2
 N +κb 

𝐷𝑇
2 T = − 𝜅2T + 

𝜅′

𝜏
𝑁 + κb 

𝐷𝑇
3 = (−𝜅2T)′ + (

𝜅′

𝜏
𝑁)

′

 + (κB)′ 

= −2κ𝜅′𝑇 − 𝜅2𝑇′ + (
𝜅′

𝜏
)
′

 N + 
𝜅′

𝜏
 𝑁′ +𝜅′𝐵 + 𝜅𝐵′ 

= −2κ𝜅′𝑇 − 𝜅2 (
𝜅

𝜏
N) + 

(𝜅′)′𝜏− 𝜅′𝜏′

𝜏2
 N + 

𝜅′

𝜏
 (−κτT + 

𝜏′

𝜏
 N +  τb) + 𝜅′B 

+ κ(+τn + 
𝜏′

𝜏
 B) 

= −2κ𝜅′𝑇 – 
𝜅3

𝜏
N + 

(𝜅′)′

𝜏
 N − 

𝜅′𝜏′

𝜏2
 N − κ𝜅′T + 

𝜅′𝜏′

𝜏2
 N + 𝜅′B +κτN + 

𝜅𝜏′

𝜏
B 
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𝐷𝑇
3= −3κ𝜅′𝑇 + (– 

𝜅3

𝜏
+ 

(𝜅′)′

𝜏
+ κτ) N + (2𝜅′  +  

𝜅𝜏′

𝜏
)B                                                    

(4.2) 

olur.  

𝐷𝑇𝑁 = -κτT + 
𝜏′

𝜏
 N + τB                                                                                                

(4.3) 

τB = 𝐷𝑇𝑁 + κτT - 
𝜏′

𝜏
 N 

B = 
1

𝜏
 (𝐷𝑇𝑁 +  κτT − 

𝜏′

𝜏
 N)                                                                                       

(4.4) 

(4.4) deki bilgi (4.2) de kullanılırsa; 

𝐷𝑇
3= −3 𝜅𝜅′T + (

−𝜅3

𝜏
 +  

(𝜅′)′

𝜏
+  κτ ) N + (2𝜅′  +  

𝜅𝜏′

𝜏
) (

1

𝜏
(𝐷𝑇𝑁 +  κτT − 

𝜏′

𝜏
 N)) 

 

=−3 𝜅𝜅′T+(
−𝜅3

𝜏
 + 

(𝜅′)′

𝜏
+  κτ ) N + (

2𝜅′

𝜏
 +  

𝜅𝜏′

𝜏2
) (𝐷𝑇𝑁 +

 κτT − 
𝜏′

𝜏
 N) 

 

= −3 𝜅𝜅′T + (
−𝜅3

𝜏
 +  

(𝜅′)′

𝜏
+  κτ ) N + 

𝟐𝜅′

𝜏
 𝐷𝑇𝑁 + 2κ𝜅′T − 

2𝜅′𝝉′

𝝉𝟐
 N + 

𝜿𝝉′

𝝉𝟐
𝐷𝑇𝑁 + 

𝜅2𝝉′

𝝉
 T − 

𝜿(𝝉′)2

𝝉𝟑
 N 

= −3 𝜅𝜅′T + (
−𝜅3

𝜏
 +  

(𝜅′)′

𝜏
+  κτ ) N + (

𝟐𝜅′

𝜏
 +  

𝜅𝝉′

𝝉𝟐
) 𝐷𝑇𝑁 + (2κ𝜅′  +  

𝜅2𝝉′

𝝉
) T + 

(− 
2𝜅′𝝉′

𝝉𝟐
 − 

𝜿(𝝉′)2

𝝉𝟑
)N 

= (
𝟐κ′

τ
 +  

κ𝛕′

𝛕𝟐
)DTN + (−κκ′  +  

κ2𝛕′

𝛕
)  T + (

−𝛋𝟑

𝛕
 +  

(𝛋′)′

𝛕
+  κτ − 

2κ′𝛕′

𝛕𝟐
 −  

𝛋(𝛕′)2

𝛕𝟑
 ) N 

α genel helis olduğundan 
𝜏

𝜿
 = sabit olduğu görülür. O halde; 

(
𝜏

𝜅
)
′

= 0 olup  
𝜏′𝜅−𝜏𝜅′

𝜅2
 = 0  =>  𝜏′𝜅 = 𝜏𝜅′  veya  

𝜅′

𝜅
 = 

𝜏′

𝜏
 türetilebilir. 

 

= (
2κ′

τ
+
κτ′

ττ
 ) DTN +(−κκ′ +

κ2τ′

τ
 ) T +(

−κ3

τ
+ 

(κ′)′

τ
+ κτ −

2κ′τ′

ττ
− 

κτ′τ′

τττ
)N 

= (
2κ′

τ
+
κκ′

τκ
 ) DTN + (−κκ

′ +
κ2κ′

κ
 )T+(

−κ3

τ
+ 

(κ′)′

τ
+ κτ −

2κ′κ′

κτ
− 

κκ′κ′

κκτ
)N 
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= (
2κ′

τ
+
κ′

τ
 ) DTN + (−κκ

′ + 𝜅𝜅′ )T+(
−κ3

τ
+ 

(κ′)′

τ
+ κτ −

2(𝜅′)2

κτ
− 

(𝜅′)2

κτ
)N 

= (
−κ3

τ
+ 

(κ′)′

τ
+ κτ −

3(𝜅′)2

κτ
)N + (

𝟑𝛋′

𝛕
)DTN 

 

𝐷𝑇
3𝑇 = (

−κ3

τ
+ 

(κ′)′

τ
+ κτ −

3(𝜅′)2

κτ
)N + (

𝟑𝛋′

𝛕
)DTN olup ispat elde edilir. 

 

Diğer yönden 

DTT = 
𝜅

τ
 N 

𝐷𝑇
2𝑇 = 𝐷𝑇  (

𝜅

τ
 N) 

𝐷𝑇
2 (

𝜅

τ
 N) =  𝐷𝑇

3T = μ N + (
3𝜅′

τ
 ) 𝐷𝑇𝑁                                                                                   

(4.5) 

(4.3) deki bilgi (4.5) de kullanılırsa; 

𝐷𝑇
2 (

𝜅

τ
 N) = 𝜇 𝑁 + (

3𝜅′

τ
 ) (−𝜅𝜏𝑇 +

𝜏′

τ
 N + τB) 

= μ N – 3κ𝜅′T + 
3𝜅′𝜏′

𝜏2
 N + 3𝜅′𝐵 

= – 3κ𝜅′T + (𝜇 + 
3𝜅′𝜏′

𝜏2
 ) N + 3𝜅′𝐵 

= – 3κ𝜅′T + (
−κ3

τ
+ 

(κ′)′

τ
+ κτ −

3(𝜅′)
2

κτ
+ 

3𝜅′𝜏′

𝜏2
) N + 3𝜅′𝐵 

 

=– 3κ𝜅′T + (
−κ3

τ
+ 

(κ′)′

τ
+ κτ) N + (2𝜅′ +

κ𝜏′

τ
)B = – 3κ𝜅′T + (

−κ3

τ
+ 

(κ′)′

τ
+ κτ)N 

+(−
3(𝜅′)

2

κτ
+ 

3𝜅′𝜏′

𝜏2
) N + 3κ′B                                                                                                  

(4.6) 

(4.6)’da kat sayı eşitliği kullanılarak; 

2𝜅′ + 
κ𝜏′

τ
 = 3𝜅′     ve     −

3(𝜅′)
2

κτ
+ 

3𝜅′𝜏′

𝜏2
= 0  

κ𝜏′

τ
 = 𝜅′  =>  

𝜏′

τ
 = 

κ′

κ
  =>  κ𝜏′ = 𝜅′τ olup (

𝜏

κ
)
′

= 0 olur ve 
𝜏

κ
 sabit olup α genel helistir. 

 

3(𝜅′)
2

κτ
=
3𝜅′𝜏′

𝜏2
  ⟹ 

𝜏′

τ
 = 

κ′

κ
  olur. Böylece buradan  

𝜏

κ
  sabit olup α genel helistir. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

Bu tezde, Öklid-3 uzayındaki genel helisler, slant helisler, Bertrand eğrileri için ve 

Minkowski-3 uzayındaki genel helisler için farklı Frenet çatılarında çalışılmıştır. Öklid-

3 uzayındaki standart Frenet-Serret denklemlerinin 𝜅 ≠ 0 olmak üzere 𝜅 katını alarak 

yeniden modifiye edilmiş Frenet çatısında genel helislerin, slant helislerin ve Bertrand 

eğri çiftinin sağladığı teoremler incelenmiştir. Ayrıca genel helislerin ve Bertrand eğri 

çiftinin yine Öklid-3 uzayındaki standart Frenet-Serret denklemlerinin 𝜏 ≠ 0 olmak üzere 

𝜏 katını alarak yeniden modifiye edilmiş Frenet çatısında da sağlayan teoremleri 

incelenmiştir.  

Öklid-3 uzayının yanı sıra Minkowski-3 uzayındaki spacelike eğrinin principal normal 

çatısının 𝜏 katı alınarak bu spacelike eğrinin principal normal çatısı yeniden modifiye 

edilmiştir. Bu çatıya göre de genel helislerin sağlayan teoremleri incelenmiştir. 

Bu tezin sonucu gösterir ki; çalışılan çatılar belli ölçülerde yeniden modifiye edilirse 

birçok teorem bu çatılarda uygunluk sağlayabilmektedir. 
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