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OZET

Doktora Tezi

KUATERNIYONLARIN INVOLUSYONLARI VE ANTI-INVOLUSYONLARI

Murat BEKAR

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Dort boliimden olusan doktora tezinin birinci boliimiinde; konunun tarihi gelisimi
hakkinda bilgi verildi. Ikinci béliimiinde; reel kuaterniyonlara, dual kuaterniyonlara ve
involiisyon ile anti-involiisyonlara iliskin temel tanim ve teoremlere yer verildi. Ugiincii
boliimiinde; reel kuaterniyonlar kullanilarak biri involiisyon digeri anti-involiisyon
olmak iizere iki doniisim verildi. Bu doniisiimlerin vektdrel kisimlarmm R3 teki
geometrik yorumlariin yansimaya karsilik geldikleri gosterildi. Ayrica bu doniisiimlere
karsilik gelen matrisler elde edildi. Benzer sekilde, dordiincii boliimiinde; dual
kuaterniyonlar kullanilarak ikisi involiisyon diger ikisi anti-involiisyon olmak tizere dort
doniisiim verildi. Bu doniisiimlerin vektorel kisimlarinda yer alan +V8V ya da
ilA/(S)*V birim piir dual kuaterniyonlarmin R3 ve D3 teki geometrik yorumlar: verildi.
R3 teki geometrik yorumlar1 yansima (bir dogrunun bir dogruya gére yansimasi ve bir
dogrunun bir diizleme gdre yansimasi) ve vida operatdrii olarak verilirken, D3 teki

geometrik yorumlari ise sadece yansima olarak verildi. Ayrica bu doniisiimlere karsilik
gelen matrisler elde edildi.

Kasim 2014, 68 sayfa

Anahtar Kelimeler: Dual sayilar, reel kuaterniyonlar, dual kuaterniyonlar,
involiisyonlar, anti-involiisyonlar, vida operatorii



ABSTRACT

Ph.D. Thesis

INVOLUTIONS AND ANTI-INVOLUTIONS OF QUATERNIONS

Murat BEKAR

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

In the first chapter of the thesis consisting of four chapters; the historical background of
subject is expressed. In the second chapter; fundamental definitions and theorems
related to real quaternions, dual quaternions, involutions and anti-involutions are given.
In the third chapter; an involution and an anti-involtion transformation are given by
using real quaternions. It is shown that geometrical meanings of the vector parts of these
transformations correspond to reflections in R3. Also, the matrices corresponding to
these transformations are obtained. Similarly, in the fourth chapter; two involution and
two anti-involution transformations are given by using dual quaternions. The
geometrical meanings of unit pure dual quaternions +V8V and +7(8) 7, which are
parts of these transformations vector parts, are given in R3 and 3. The geometrical
meanings in R3 are given as reflections (reflection a line about a line and reflection a
line about a plane) and screw operators, and the geometrical meanings in D3 are given
only as reflections. Also, the matrices corresponding to these transformations are
obtained.

November 2014, 68 pages

Key Words: Dual numbers, real quaternions, dual quaternions, involutions, anti-
involutions, screw operator
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1. GIRIS

Kompleks (karmasik) sayilar 18. yiizyilin baslarinda ¢ok arastirilan konularin basinda
yer almaktadir. William Rowan Hamilton, R? Oklid 2-Uzayindaki her bir noktaya bir
kompleks sayr karsihk geldigini bilmekte olup buradan hareketle R3® Oklid 3-
Uzayindaki her bir noktaya karsilik gelen sayilarin ciimlesini arastirmaya baslamistir.
R3 uzayindaki her bir nokta bir sirali reel sayi ii¢liisii ile belirlidir. Hamilton, kompleks
sayilardakine benzer ¢carpma islemini bu sirali reel say ligliileri lizerinde denemis ancak
olumlu sonu¢ alamamstir. Daha sonra ise, R* Oklid 4-Uzayinda ayni deneme olumlu

sonu¢ vermis ve dordeyler olarak da adlandirdigi kuaterniyonlar1 tanimlamaistir.

Kuaterniyonlar ile ilgili biiyiik bulus 16 Eylil 1843 tarihinde Hamilton tarafindan
Dublin’de gerceklesmistir. Hamilton esiyle birlikte Irlanda Kraliyet Akademisindeki
konsey toplantisina baskanlik yapmak i¢in giderken, Kraliyet Kanali boyunca
yiridiikleri esnada kuaterniyonlar ile ilgili kavramlar zihninde aydinlanmaya
baslamistir. Brougham Kopriisiinde dinlenmek i¢in durduklarinda ise kuaterniyonlarin

carpimu ile ilgili

formiilii kopriinlin tagina yazmaktan kendisini alikoyamamigtir. Hamilton, bu ¢arpim
kural1 ile birlikte her bir sirali say1 dortliisiine “kuaterniyon” adini vermistir. Hamilton,
hayatinin geriye kalan biiyiilk kismini kuaterniyonlar ile ilgili ¢aligmalara ve

kuaterniyonlar1 6gretmeye adamustir.

Hiiseyin Tevfik Pasa; 1878 yillarinda Ingilizce olarak yazdigi “Linear Algebra” adli
kitapta, kompleks sayilarla kuaterniyonlar arasinda bir cebir insa etmeye calismis ve
birlesme ile degisme 6zelligine sahip olmayan ancak sifirdan farkli her elemanin tersinir

oldugu 3-boyutlu bir cebir inga edebilmistir.



Veldkamp (1976) yilinda dual birim vektorler ve dual vektor ¢iftleri yardimiyla dual
birim kiireyi ifade etmis ve dual kiiresel hareketleri vermistir. Ayrica, dual hareket ve

reel uzay hareketi arasindaki bagintiy1 géstermistir.

Rooney (1977) yilinda sabit bir nokta etrafinda bir cismin donme hareketini metodlar
halinde ifade etmistir. 3x3-Reel ortogonal matrisler, 2x2-Uniter matrisler, Pauli spin
matrisleri ve 3x3-Ozel {initer matrisler yardimiyla bir eksen etrafinda donme

matrislerini siiflandirmistir.

Bottema ve Roth (1979) yilinda reel ve dual kuaterniyonlarin uzay kinematigine

uygulamalarini ifade etmistir.

Hacisalihoglu (1983) yilinda reel ve dual kuaterniyonlar1 ve sagladiklart o6zellikleri
ayrintil bir sekilde incelemistir. Birim dual kuaterniyonlar yardimiyla donme ve kayma
operatorlerini ifade etmistir. Ayrica, vida operatoriiniin donme ve kayma operatdrlerinin
bileskesi olarak yazilabilecegini gostermistir. Vida hareketlerinin bilesimini ve Euler

acilarmin denklemlerini vermistir.

Hiller ve Woernle (1984) yilinda bir cismin genel vida hareketlerini noktalara ve
dogrulara gore formiillestirmistir. Her iki durum i¢in de temel bagintilar1 saglayan ani
vida hareketlerinin diferansiyel denklemlerini vermis ve bu diferansiyel denklemlerin
¢Oziimlerinden de sonlu vida hareketini ifade etmistir. Bir dogrunun vida hareketi i¢in
gerekli dual vida tensdrleri, dual matrisleri, vida koordinatlar1 ve dual kuaterniyonlarin

denklemlerini vermistir.

Karger ve Novak (1985) yilinda reel kuaterniyonlar yardimiyla R® Oklid 3-Uzayinda

bir eksen etrafinda donmeyi adjoint gosterimiyle ifade etmistir.

Agrawal (1987) yilinda dual kuaterniyonlar1 Hamilton operatorleri ile formiillestirmis ve bu
operatorlere karsilik gelen dual matrislerin 6zelliklerini ifade etmistir. Bu ozellikleri bir

nokta ve bir dogrunun vida hareketinin kinematik denklemlerini gelistirmekte kullanmistir.



Hiiseyin Tevfik Pasa (1892) yilinda, Ingilizce olarak yazdigi “Linear Algebra” adli
kitapta, kompleks sayilarla kuaterniyonlar arasinda bir cebir insa etmeye calismis ve
birlesme ile degisme 6zelligine sahip olmayan ancak sifirdan farkli her elemanin tersinir

oldugu 3-boyutlu bir cebir insa edebilmistir.

Ward (1997) yilinda 3 ve 4 boyutlu Oklid uzaylarinda dénme matrislerini reel
kuaterniyonlar1 Kullanarak vermistir. Ayrica, kuaterniyonlarin matris formlarini ifade

etmistir.

Inoguchi (1998) yilinda boliinmiis (split) kuaterniyonlari tanimlamis ve Minkowski 3-
Uzayinda sabit ortalama egrilikli zamans1 (timelike) ylizeylerin temel denklemlerini

boliinmiis kuaterniyonlar yardimiyla yeniden formiillestirmistir.

Knus vd. (1998) yilinda yazdiklar1 “The Book of Involutions” adli kitapta iki gesit
involiisyon tanimlamiglar ve bu involiisyonlarin cebirsel Ozelliklerini ayrintili bir

sekilde ele almiglardir.

Kula (2003) yilinda boliinmiis kuaterniyonlart incelemis ve Hamilton operatorlerini
ozellikleriyle birlikte vermistir. Ayrica, Minkowski 3-Uzayinda vida hareketini

tanimlamistir.

Ell ve Sangwine (2007) yilinda “Quaternion involutions and anti-involutions” adli
caligmalarinda reel kuaterniyonlari kullanarak biri involiisyon digeri anti-involiisyon
olmak {izere iki doniislim tanimlamiglardir. Ayrica, bu doniisiimlerin vektorel
kistmlarmin R3 uzayindaki geometrik yorumlarmin birer yansimaya karsilik geldikleri

gosterilmistir.

Bu tez calismasinda ilk olarak dual kuaterniyonlar kullanilarak ikisi involiisyon diger

ikisi anti-involiisyon olmak iizere dort donilisiim tanimlanacaktir. Daha sonra ise bu

A~~~

dontisimlerin vektorel kisimlarinda yer alan +VéV ya da iV(X)*V birim piir dual



kuaterniyonlarmimn R3 ve D3 teki geometrik yorumlar verilecektir. R® teki geometrik
yorumlar1 yansima (bir dogrunun bir dogruya gore yansimasi ve bir dogrunun bir
diizleme gore yansimasi) ve vida operatdrii olarak verilirken, D3 teki geometrik
yorumlari ise sadece yansima olarak verilecektir. En son ise bu doniisiimlere karsilik

gelen matrisler elde edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ileriki boliimlerde kullanilacak temel tanim ve teoremler verilecektir.

2.1 Reel Kuaterniyonlar

Tamm 2.1.1. Reel kuaterniyon cebiri

i? = j2 = k? = ijk = -1,

ij = —ji =k, jk=—jk=—1, ki=—ik=j

carpim kuralina sahip olan g =w + xi + yj + zk say1 dortlilerinin olusturdugu
birlesimli fakat degisimli olmayan boliim halkasidir. Bu say1 dortliilerinin olusturdugu
ciimleye kuaterniyonlar denir ve H ile gosterilecektir. Burada w, x, y ve z reel
sayilarma g reel kuaterniyonunun bilesenleri denir. i, j ve k birimleri ise R® Oklid 3-

Uzaymin bir dik koordinat sisteminin baz vektorleri olarak ele alinabilir (Hamilton

1844).

Tammm 2.1.2. Her g =w+xi+ yj+zk reel kuaterniyonu S(qg) =we€ R ile
gosterilen skalar ve V(q) = xi + yj + zk € R® ile gosterilen vektdrel kisimlarin

birlesimi olarak

q= 50 + V(g

seklinde skalar ve vektorel formda yazilabilir.

Tanim 2.1.3. Sadece vektorel kisimdan olusan reel kuaterniyonlarin ciimlesine piir reel

kuaterniyonlar denir ve bu climle

H={q=xi+yj+zk:x,y,z € R}



ile gosterilecektir.

Tanmm 2.1.4. q =S(q) +V(q) ve p=S(p) +V(p) herhangi iki reel kuaterniyon

olmak tizere q ile p nin toplami

@ HxH-H
(gp)—>qPp=q+p

islemiyle tanimli olup
q+p=(S(@)+S®)+V(g) +V(p))

seklindedir.

Tamim 2.1.5. 1 € R olmak iizere herhangi bir g = S(q) + V(q) reel kuaterniyonunun A

skalar1 ile dis ¢arpimi

O:RxH->H
Aq)>210q=2q

islemiyle tanimli olup
Aq = AS(q) + AV(q)

seklindedir.

Tanim 2.1.6. g =w; +xi+y,j+2zk=5(q)+V(g) ve p=wy,+x,i+y,j+
z,k = S(p) + V(p) herhangi iki reel kuaterniyon olmak iizere q ile p nin kuaterniyon

carpimi



X:HXH->H
(@,p) > qxp=qp

islemiyle tanimli olup

qp = S(@)S(p) — V() V(p)) + S(@V(p) + S()V(q) +V(q) AV(p)

seklindedir. Burada,

V(). V(p)) = x1x2 + y1Y2 + 7125,
V(@) ANV(p) = 122 — 1Y) — (012, — Z1x2)J + (X1, — y1X2)k

seklinde tanimlidir.

Tamm 2.1.7. q =w+xi+ yj+zk = S(q) + V(q) herhangi bir reel kuaterniyon

olmak tizere q nun eslenigi

islemiyle tanimli olup

g=w-xi—yj—zk=5(q)—-V(q)

seklindedir. Bu eslenige kuaterniyon eslenik denir. p € H olmak iizere kuaterniyon
eslenik asagidaki 6zelliklere sahiptir (Hamilton 1967, Kelland vd. 1904):

(i) q+p=q+p,
(i) gqp=pgq
i) (@ =



Tanmm 2.1.8. ¢ = w + xi + yj + zk herhangi bir reel kuaterniyon olmak iizere g nun

normu

N:H->R
q—- N(q) =N, =qq =qq

islemiyle tanimli olup

Ny =w? +x% 4+ y* + z*
seklindedir. N; = 0 olup norm islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i)  Ngy=N,N,,
(i) Ny = 22N,.

Burada, A herhangi bir reel say1 ve p € H dir.

Tamim 2.1.9. g € H olmak iizere, N, = 1 ise q ya birim reel kuaterniyon denir.

Tamm 2.1.10. q € H ve N, =1 ise q ya birim piir reel kuaterniyon denir ve q ile
gosterilecektir. Birim piir reel kuaterniyonlarm ciimlesi ise H ile gosterilecektir. Birim

piir reel kuaterniyonlar —1 in karekdkiidiirler. Bir baska ifadeyle, g € H ise ()% = —1
dir (Ell ve Sangwine 2007).

Tamm 2.1.11. ¢ = w + xi + yj + zk herhangi bir reel kuaterniyon olmak iizere g nun

inversi (tersi)

islemiyle tanimli olup



. w—xi—yj—zk
w2+ x2 4 y2 + 22

q

seklindedir. Burada N, # 0 olup invers islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) (@ *t=ptq",
i)y @@ t=q'/2.

Burada, 4 # 0 herhangi bir reel say1 ve p herhangi bir reel kuaterniyondur.

Tamim 2.1.12. Her g = w + xi + yj + zk reel kuaterniyonu

w , Vx2+y2+z2  xi+yj+zk
—, sinf = , 4=
/Nq /Nq [x2 + y2 + 22

cosf =

olmak lizere

q = /Ngy(cosB + gsind)
seklinde kutupsal formda yazilabilir ve kutupsal formun kuaterniyon eslenigi
q = /Nqy(cos® — gsind)

seklindedir. Burada 8 € R dir.

Tamm 2.1.13. Her ¢ = w + xi + yj + zk reel kuaterniyonu

xi+yj+zk

VX2 +y?% + 22

olmak tlizere



seklinde kompleks formda yazilabilir ve kompleks formun kuaterniyon eslenigi

<
I
Q
I
=
Sy

seklindedir.

2.2 Dual Sayilar

Tamim 2.2.1. a,a” € R olmak iizere A = a + €a” seklindeki sayilara dual sayilar denir.

e & R birimi

£#£0, 0e=¢e0=0, le=¢cl=¢ €2=0

carpim kuralina sahiptir. Dual sayilar birlesimli ve degismeli bir cebir olup bolim

halkas1 belirtmezler. Dual sayilarin ciimlesi D ile gosterilecektir.

Tanmim 2.2.2. Her A = a + ea” dual sayis1 Re(4) = a € R ile gosterilen reel (skalar) ve

Du(A) = a* € R ile gosterilen dual kisimlarin birlesimi olarak

A =Re(A) + £ Du(4)

seklinde reel ve dual formda yazilabilir.

Tanmm 2.2.3. A = ¢a” seklinde sadece dual kisimdan olusan dual sayilarin ciimlesine

piir dual sayilar denir ve bu ciimle D ile gosterilecektir.

Tanim 2.2.4. A= a + ea” ve B = b + ¢b* herhangi iki dual say1 olmak iizere A ile B

nin toplami

10



O:DxD->D
(ALB) > A®B=A+B

islemiyle tanimli olup

A+B=(a+b)+e(a"+b")

seklindedir.

Tanim 2.2.5. 1 € R olmak iizere herhangi bir A = a + €a* dual sayisinin A skalar1 ile

dis ¢carpimi

O:RxD->D
LA ->A1OA=2A

islemiyle tanimli olup

AA = AA + Aea”

seklindedir.

Tamim 2.2.6. A = a + €a” ve B = b + €b” herhangi iki dual say1 olmak iizere A ile B

nin dual ¢carpimi

R:DxD->D
(A, B) > AQ® B =AB = BA

islemiyle tanimli olup

AB = BA = (ab) + e(ab* + ba*)
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seklindedir.

Tamm 2.2.7. A = a + €a” herhangi bir dual say1 olmak iizere A nin eslenigi

() :D->D
A- A"

islemiyle tanimli olup

A*=a—c¢ca"

seklindedir. Bu eslenige dual eslenik denir. B € D olmak iizere dual eslenik asagidaki

Ozelliklere sahiptir:

(i) (A+B)"=A"+ B,
(i) (AB)" = A"B* = B*A",
(i) (A" =A.

Tanim 2.2.8. A = a + ea” herhangi bir dual say1 olmak iizere A nin normu

N:D->R
A5 N(A) = N, = AA" = A"A

islemiyle tanimli olup

seklindedir. Ny = 0 olup norm islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) Ny = NyNp,
(“) NAA == AZNA .
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Burada, 4 herhangi bir reel say1 ve B herhangi bir dual sayidir.

Tanim 2.2.9. A = a + €¢a* € D olmak tizere Ny = 1 ise A = +1 dir.

Tanmmm 2.2.10. A = a + €a” piir olmayan herhangi bir dual say1 olmak iizere A nin

inversi (tersi)

() :D->D

1 *
Ao Al==—g™
a a?

islemiyle tanimli olup asagidaki 6zelliklere sahiptir:

() (AB)1=A"'B'=RB"141,
(i) @A) t=4"1/1.

Burada, 4 # 0 herhangi bir reel say1 ve B piir olmayan herhangi bir dual sayidir.

Tanim 2.2.11. D dual sayilar halkas1 olmak tizere
]D3 = {A = (Al,Az,Ag) :Ai € ]D,l <ig 3}
climlesi bir modiil belirtir. Bu modiil kisaca D-Modiil ile gosterilecek ve bir vektor

uzay1 olarak ele alinacaktir. D-Modiil’in elemanlar1 olan sirali dual tgliilere dual

vektorler denir.

Tamim 2.2.12. A = (A,,4,,A3) ve B = (B;, B3, B3) herhangi iki dual vektoér olmak

tizere A ile B nin toplami

@ : D3 x D3 > D3
(AAB) - ADPB=A+B
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islemiyle tanimli olup

A +B ES (Al +BI,A2 +Bz,A3 +B3)

seklindedir.

Tamim 2.2.13. 1 € D olmak iizere herhangi bir A = (4;,A,, A3) dual vektoriiniin A

skalar1 ile dis ¢arpimi

O :DxD3- D3
1LA)-10OA=14

islemiyle tanimli olup

1A = (AAy, 14,4, AA3)

seklindedir.

2.3 Dual Kuaterniyonlar

Tamim 2.3.1. Dual kuaterniyon cebiri

i? = j2 = k? = ijk = -1,

ij = —ji =k, jk=—jk=—1, ki=—ik=j

carpim kuralina sahip olan Q = W + Xi+Yj+ Zk sayr dortlilerinin olusturdugu
birlesimli fakat degisimli olmayan bir cebir olup boéliim halkasi belirtmez. Bu say1
dortliilerinin olusturdugu ctimleye dual kuaterniyonlar denir ve Hyp, ile gosterilecektir.
Burada W, X, Y ve Z dual sayilarina Q dual kuaterniyonunun bilesenleri denir. i, j ve k
birimleri ise R3 Oklid 3-Uzayinin bir dik koordinat sisteminin baz vektérleri olarak ele
almabilir (Ata ve Yayli1 2009).
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Tanmm 2.3.2. Her Q =W + Xi+ Yj+ Zk dual kuaterniyonu S(Q) = W e D ile
gosterilen skalar ve V(Q) = Xi+Yj+ Zk € D3 ile gosterilen vektorel kisimlarin

birlesimi olarak

Q=5 + V(@

seklinde skalar ve vektorel formda yazilabilir.

Tamm 2.3.3. Sadece vektorel kisimdan olusan dual kuaterniyonlarin climlesine piir

dual kuaterniyonlar denir ve bu ciimle

Hp

{Q=Xi+Yj+Zk:XY,Z € D}

ile gosterilecektir.

Tamm 2.3.4. Q =S(Q) +V(Q) ve P =S(P) + V(P) herhangi iki dual kuaterniyon

olmak tizere Q ile P nin toplami

®:]H[DX]H[D_)]H[D
QP)-QOP=Q+P

islemiyle tanimli olup

Q+P=(S(@)+SP)+ V() +V(P))

seklindedir.

Tamim 2.3.5. 1 € D olmak iizere herhangi bir Q = S(Q) + V(Q) dual kuaterniyonunun
A skalari ile disg ¢arpimi
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O:DXHD—)HD
1LQ)-10Q=41Q

islemiyle tanimli olup

AQ = AS(Q) + Av(Q)

seklindedir.

Tamm 23.6. Q =W, + Xyi+ Yij + Zyk = S(Q) + V(Q) Ve P =W, + Xyi+ Ypj +
Z,k = S(P) + V(P) herhangi iki dual kuaterniyon olmak iizere Q ile P nin kuaterniyon

carpinii

X:HDXHD—)HD

(Q.P)—->QxP=QP

islemiyle tanimli olup

QP =S(@Q)SP) = (V(Q@),V(P)) +S(@V(P) + S(PIV(Q) + V(Q) AV(P)

seklindedir. Burada,

(V(Q): V(P)) = XX, + V1Yo + 2,17,
VQ)AV(P) = 12y — Z1Y,)i — (X1Z, — 21 Xp)j + (X1 Y, — Y1 X))k

seklinde tanimlidir.

Tanmim 2.3.7. Q =W + Xi+Yj+ Zk = S(Q) + V(Q) herhangi bir dual kuaterniyon

olmak tizere Q nun kuaterniyon eslenigi
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() : Hp - Hp

islemiyle tanimli olup
Q=W —-Xi—Yj—Zk =S(Q) - V(Q)

seklindedir. P € Hp, olmak iizere kuaterniyon eslenik asagidaki 6zelliklere sahiptir:

() Q+P=Q+P
iy QP=PQ,
(i) @ =0

Tanim 2.3.8. Q =W + Xi+Yj+ Zk = S(Q) + V(Q) herhangi bir dual kuaterniyon

olmak tizere Q nun dual eslenigi

()" Hp - Hp
Q-Q

islemiyle tanimli olup
Q' =W'+X'i+Yj+Zk=(5Q) + (V@)
seklindedir. P € Hyp, olmak iizere dual eslenik asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i @+pP)=Q +P,
(i) @P)=QP,
(i) (@)D" =0

Tanmm 2.3.9. Q =W + Xi+Yj+ Zk = S(Q) + V(Q) herhangi bir dual kuaterniyon

olmak tizere Q nun total eslenigi
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() Hp - Hyp
Q- (@9

islemiyle taniml1 olup

Q@) =@ =w'-X'i-Yj-2Zk=(S@Q) - (V@)

seklindedir. P € Hy olmak tizere total eslenik asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) @+P)»=@Q+P)=Q +P"

(i)  (QP)=(@QP) =P Q".

Tamm 2.3.10. Q = W + Xi + Yj + Zk herhangi bir dual kuaterniyon olmak iizere Q

nun normu

N:Hp - D
Q - N(Q) =Ny =00 =QQ

islemiyle tanimli olup
No=W?*+X2+Y% 4272
seklindedir ve norm islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) NQP = NQNP ,

Burada, A herhangi bir dual say1 ve P herhangi bir dual kuaterniyondur.

Tamm 2.3.11. Q € Hp, olmak iizere, N, = 1 ise  ya birim dual kuaterniyon denir.
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Tamm 2.3.12. Q € Hy, ve Ng = 1 ise Q ya birim piir dual Kuaterniyon denir ve Qile

gosterilecektir. Birim piir dual kuaterniyonlarin ciimlesi ise Hp, ile gosterilecektir.

Tamm 2.3.13. Q = W + Xi + Yj + Zk dual bilesenleri sifir olmayan herhangi bir dual

kuaterniyon olmak {izere Q nun inversi (tersi)
(,)™" Hp - Hp
Q-Q'= N%
islemiyle tanimli olup

W —Xi-Yj-Zk
S WZ+X2+4Y2+4 72

-1

seklindedir ve invers islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) @pP)*t=prP1Q7,
(i) @AYt=Q7'/1.

Burada, 4 # 0 herhangi bir dual say1 ve P dual bilesenleri sifir olmayan herhangi bir

dual kuaterniyondur.

Tanim 2.3.14. Her Q = W + Xi + Yj + Zk dual kuaterniyonu

w , VX2 +Y2+27Z2 . Xi+Yj+Zk
cos) = ——, sin® = , Q=
JNg JN, VXZ+Y2 + 22

olmak tlizere
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Q = /Ny (cos® + Qsin®)

seklinde kutupsal formda yazilabilir. Burada @ = ¢ + e¢* € D dir. Kutupsal formdaki

Q nun eslenigi i¢in ise asagidaki verilen ti¢ durum s6z konusudur:

(1) Kuaterniyon eslenigi

Q = /Ny(cos® — Qsin®d)

seklindedir.
(i)  Dual eslenigi

0" = () ((cost)” + (@sind))
seklindedir.
(i)  Total eslenigi

@) =@ = ((yWQ)") ((cos®) ~ (@sing)")

seklindedir. Burada, \/N—Q € D oldugundan ((\/N—Q)*) = (\/N—Q)* olacaktir.

Tanim 2.3.15. Her Q = W + Xi + Yj + Zk dual kuaterniyonu

~ ~ Xi+Yj+Zk
A=W, B=+X?2+Y2+272 6§=0Q=
XZ+YZ+72

olmak tizere,

Q=A+6B

seklinde kompleks formda yazilabilir. Q nun eslenigi igin ise asagidaki verilen ii¢ durum

sOz konusudur:
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(1) Kuaterniyon eslenigi

seklindedir.
(i)  Dual eslenigi

Q*=A"+(8B)

seklindedir.
(i)  Total eslenigi

seklindedir.

Tammm 2.3.16. Her Q =W + Xi+Yj+ Zk dual kuaterniyonu Re(Q) € H ile

gosterilen skalar ve Du(Q) € H ile gosterilen dual kisimlar

Re(Q) = Re(W) + Re(X)i+ Re(Y)j + Re(Z)k,
Du(Q) = Du(W) + Du(X)i + Du(Y)j + Du(Z)k

olmak iizere,

Q = Re(Q) + £ Du(Q)

seklinde dual formda yazilabilir. Q nun eslenigi i¢in ise asagidaki verilen ii¢ durum soz

konusudur:

(1) Kuaterniyon eslenigi

Q = Re(Q) + £ Du(Q)
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seklindedir.
(i)  Dual eslenigi

Q" = Re(Q) — e Du(Q)

seklindedir.
(ili)  Total eslenigi

(@*) = (Q)" = Re(Q) — e Du(Q)

seklindedir.

Teorem 2.3.1. Herhangi bir
Q = (a+ ab) + e(c +wd)
dual kuaterniyonu i¢in Q% = —1 esitligi sadece asagidaki verilen iki durumda gegerlidir:

(i) L L wolmak iizere Q = (1) + e(wd),
(i) Q==n

Burada, Q = (£f) + (Wd) birim piir dual kuaterniyon belirtirken Q = i birim piir
reel kuaterniyon belirtir (Bekar ve Yayli1 2013).

Teorem 2.3.2. Herhangi bir
Q =(a+ab)+ e(c+wd)

dual kuaterniyonu i¢in Q2 = 1 esitligi sadece Q = +1 i¢in gegerlidir (Bekar ve Yayl
2013).
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Tamm 2.3.17. E. Study déniisiimiine gore her bir birim piir dual kuaterniyona R te bir
yonlii dogru karsilik gelir. Ayni sekilde, R3 teki her bir yonlii dogruya birim dual kiire

tizerinde bir nokta karsilik gelir.

2.4 Vida Operatorii

A ve B herhangi iki birim piir dual kuaterniyon ve aralarindaki ag1 ¢ = ¢ + £¢p* € D

olsun. 4 ile B nin kuaterniyon ¢arpimi

AB=—(A,B)+AAB = —cosp +

|ﬁ A§| = —cosg + §sin<p

seklindedir. Burada, § = (ﬁ /\E)/lﬁ /\§| olmak tlizere S1 A4, S1 (ﬁ /\E) ve

|§| = 1 dir. Dolayisiyla,
BA = —(B,A)+ BANA = —cosp — Ssing = — (cosg + Ssing)

ve

E(?l)_l = (E)_lfl = cosg + Ssing

esitlikleri verilebilir. ﬁ(ﬁ)_l = (ﬁ)_lﬁ = Q olarak almmdiginda B = Q4 ve A = BQ

esitlikleri saglanir.

QA carpmi sonucu A ya karsilik gelen dogru, S ye karsilik gelen dogru etrafinda pozitif
yonde (saatin hareket yoniiniin tersi yoniinde) ¢ lik ag1 kadar doner ve yine S ye karsilik
gelen dogru boyunca ¢* miktarmca oteler. Otelemenin yonii S ye karsilik gelen
dogrunun yéniindedir. dz, dg Ve ds ile sirasiyla E. Study doniisiimiine gore 4, B ve S
ye R te karsilik gelen dogrular gosterilmek tizere Q4 nin geometrik yorumu igin sekil

2.1 verilebilir;
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dz

Sekil 2.1 QA operatoriiniin vida hareketi karsilig1

Sonug olarak asagidaki iki durum s6z konusudur:

(i)  Eger¢ # 0ve¢* = 0 ise cose + Ssing operatdrii bir dsnme belirtir.

(i) Eger¢p =0ve ¢* # 0ise cosg + Ssing operatdrii bir Steleme belirtir.

Bir eksen etrafinda donme ve yine ayni eksen boyunca 6teleme bir vida hareketi belirtir.
Dolayisiyla, herhangi bir Q = cos@ + Ssing birim dual kuaterniyonu bir vida

operatorii olarak ele alinabilir.

Teorem 2.4.1. A birim piir dual kuaterniyon ve ¢/2 = (¢/2) + e(¢*/2) € D olmak
tizere Q = cos(@/2) + Ssin(¢p/2) birim dual kuaterniyonunu ele alalim. Bu durumda,
QAQ kuaterniyon garpimi sonucu dz dogrusu ds dogrusu etrafinda pozitif yonde ¢ lik
ac1 kadar doner ve yine dg dogrusu boyunca ¢ miktarinca dteler. Otelemenin yonii S

ye karsilik gelen dogrunun yoniindedir.
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2.5 Involiisyon ve Anti-Involiisyon
Tamim 2.5.1. Bir x — f(x) doniisiimiiniin involiisyon belirtmesi igin asagidaki (i), (ii)
ve (iii) aksiyomlarini, anti-involiisyon belirtmesi igin ise (i), (ii) ve (iv) aksiyomlarini

saglamasi gerekir (Hamilton 1848, Ell ve Sangwine 2007):

(1) Self-inverse yani tersi kendisine esit olmalidir. Bir baska ifadeyle

f(f() =x

esitligi saglanmalidir.

(i) Lineer olmalidir. Bir bagka ifadeyle A € R olmak iizere

O +x5) = f(x1) + f(x2) ve f(Ax) = Af (x)
esitlikleri saglanmalidir.

(i) f(x1xp) = f(xy)f (xq) esitligi saglanmalidir.
(iv)  f(x1xp) = f(xq)f(xy) esitligi saglanmalidir.
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3. REEL KUATERNiIYONLARIN iINVOLUSYONLARI VE ANTi-
INVOLUSYONLARI

Bu boliimde, ilk olarak reel kuaterniyonlar kullanilarak biri involiisyon digeri anti-
invollisyon olmak iizere iki doniisiim verilecektir. Daha sonra ise, bu doniisiimlerin
vektorel kisimlarmm R3 teki geometrik yorumlarinin yansimaya karsilik geldikleri

gosterilecektir. En son ise, bu doniisiimlere karsilik gelen matrisler elde edilecektir.

Onerme 3.1. g herhangi bir reel kuaterniyon ve ¥ birim piir reel kuaterniyon olmak

uzere

fo: H—H
q = f3(q) = —vgv

seklinde tanimlanan f;; doniistimii bir involiisyon belirtir (Ell ve Sangwine 2007).

Ispat. ¢ € H ve D € H olmak iizere

fo(f5(@)) = f-(—DgD)

= (©)?*q(®)?
= (-Dq(-1)
=q

esitligi geregince f; doniisiimii self-inverse aksiyomunu saglar.

A € Rve p € H olmak iizere

folg +p) =-v(q+p)¥
=-9(q +p)v



= (—vq?) + (—vp?)
= f3(q) + f5(p)

ve

Af5(q) = A(—vgD)
= —DAqD

= f>(1q)

esitlikleri geregince f3 donlisiimii lineerlik aksiyomunu saglar.

Son olarak ise,

folap) = —0(qp)®

esitligi —(P)? = 1 oldugundan

fo(ap) = —Vp(—vD) q¥

seklinde yazilabilir. Buradan,

fo(ap) = (—vpD)(—vgD)
= @@

elde edilir ve boylece involiisyon aksiyomlar: tamamlanmis olur.

Onerme 3.2. g herhangi bir reel kuaterniyon ve ¥ birim piir reel kuaterniyon olmak

luzere

fo: H>H
q — fo(q) = —vqv
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seklinde tanimlanan f;; doniistimi bir anti-involiisyon belirtir (EIl ve Sangwine 2007).

Ispat. ¢ € H ve D € H olmak iizere

fo(fo(@) = fo(~qD)
= _B(—BqD)P
= —D(—D)qDP
= (D)*q(@)?
= (—Dq(-1)
=q

esitligi geregince f; donilistimii self-inverse aksiyomunu saglar.

A € Rve p € H olmak iizere
fola+p) =-9(q+p)v
= (-vqD) + (—vpD)
= f3(q) + fo(p)

ve

Af3(q) = A(=DqV)
= —VAqv

= f5(1q)

esitlikleri geregince f3 doniisiimii lineerlik aksiyomunu saglar.

Son olarak ise,

fo(apr) = —v(qp)v
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esitligi —(P)? = 1 oldugundan

fo(qp) = —0q(-vV)pv
seklinde yazilabilir. Buradan,

f3(qp) = (—9qP)(—VpD)
= (@) fo(p)

elde edilir ve bdylece anti-involiisyon aksiyomlari tamamlanmis olur.

3.1 R3 Oklid 3-Uzayinda Reel Kuaterniyon Involiisyonlarinn ve Anti-
Involusyonlarinin Geometrik Yorumlar:

Teorem 3.1.1. g = a + jib kompleks formdaki herhangi bir reel kuaterniyon ve v birim
pir reel kuaterniyon olmak iizere f;(q) = —Vq? involiisyon doniisiimii, g nun skalar
kismi1 olan a y1 invaryant birakirken, vektorel kismi olan fib yi involiisyon ekseni ¥ ye

dik olan diizleme gore yansitir (Ell ve Sangwine 2007).

Ispat. ¢ € H ve D € H olmak iizere

=~

fo(@) = —vqv = —v(a + ftb )p = —v(a — fib )V = —(D)*a + VAvD

esitliginde (9)? = —1 degeri yerine yazilirsa

PN

f3(q) = a + Dpvb
elde edilir. DD carpimi R3 te, fi yii D eksenine normal olan diizleme gore yansitir

(Coxeter 1946). Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur. VD vektorlinin resmi sekil
3.1’deki gibidir;
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v

Sekil 3.1 f3(q) = —vqV involiisyonunun vektorel kismi v

Sekil 3.1°de, M ile ¥ ye dik olan diizlem, A ile de [ nin M dizlemi tizerindeki
ortogonal izdiisiimii gésterilmistir. Ayrica, |D| = || = |vav| = 1 dir. f;(q) = —vqv

doniistimii altinda g nun skalar kismi a invaryant kaldigindan sekilde gosterilmemistir.

Teorem 3.1.2. ¢ = a + ib kompleks formdaki herhangi bir reel kuaterniyon ve v birim
pir reel kuaterniyon olmak iizere f;(q) = —vqv anti-involiisyon dénisiimii, ¢ nun
skalar kismi1 olan a y1 invaryant birakirken, vektorel kismi olan fib yi ¥ ye gére yansitir.
Bir bagka ifadeyle, g nun vektorel kism1 fib yi involiisyon ekseni ¥ etrafinda 7 radyan

kadar dondiirtir (Ell ve Sangwine 2007).

Ispat. ¢ € H ve D € H olmak iizere

esitliginde (9)? = —1 degeri yerine yazilirsa

f5(q@) = a —Dpvb
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elde edilir. —vfv ile VAV vektorlerinin yonleri zit fakat dogrultulart aymidir. Sekil
3.2’den, —Vv vektoriiniin @i niin ¥ ye gore bir yansimasi oldugu ya da bir baska
ifadeyle fi niin ¥ ekseni etrafinda  radyan kadar dondiiriilmesine denk geldigi kolayca

gorilmektedir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Sekil 3.2°de, M ile ¥ ye dik olan diizlem, A ile de fi niin M diizlemi iizerindeki

ortogonal izdiigimii gosterilmistir. Ayrica, |D| = || = |vav| = | -vav| =1 dir.
f5(q) = —vq¥ dontisimii altinda g nun skalar kismi1 a invaryant kaldigindan sekilde
gosterilmemistir.

3.2 Reel Kuaterniyonlarin Involiisyon Matrisleri
q = a + pb kompleks formdaki herhangi bir reel kuaterniyon ve v = xi+ yj + zk

birim piir reel kuaterniyon olsun. f;(q) = —Dqv = a + Vvb involiisyon doniisiimii ve

H vektor uzayinmn {1, i, j, k} bazi kullanilarak asagidaki esitlikler verilebilir:
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fp(0) = =9 = (1 — 2x2)i — 2xyj — 2xzKk,
() = —0jp = —2xyi + (1 — 2y?)j — 2yzk,
fo(k) = —Dk® = —2xzi — 2yzj + (1 — 2z?)k.

Dolayisiyla, f;(q) = —Dq? involiisyon doniisiimiine karsilik gelen matris

1 0 0 0 a
0 1-2x* —-2xy —2xz ||m
0 —2xy 1-2y* —2yz ||n;
lo —2xz —2yz 1-— 222]|ns

seklinde olacaktir. Burada, fib = (ny,1,,m3) Ve q=a+ b dir. 4x4 ve 4x1
tipindeki matrisler ise sirastyla N ve q ya karsilik gelmektedir. NNT =1 ve N = N7
oldugundan N ortogonal ve simetriktir. Ayrica, det(T) = —1 oldugundan f;(q) =

—DgP involiisyon doniisiimii R* te bir yansima belirtir.

Ornek 3.2.1.q = 3+2(3/5,0,4/5) € Hve » = (0,0,1) € H olmak iizere, f;(q) =

—vq?v involiisyon doniisiimiine karsilik gelen matris

Nqg =

ul] =
ORr OO

0 1[15
0]]6 _( 6 _§)
o] 0 3'5'0' 5
-1 8

SO O K
SO r O

seklinde verilebilir. Sekil 3.3’ten goriilebilecegi {izere, Nq g¢arpimi sonucu, q reel
kuaterniyonunun skalar kismi olan 3 invaryant kalirken vektorel kismi olan
2(3/5,0,4/5) ise involisyon ekseni olan ¥ = (0,0,1) ye dik olan diizleme gore

yansir.
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2(50.-3)

Sekil 3.3 Vektor 2(3/5,0,4/5) in ¥ vektoriine dik olan diizleme gore yansimasi

Sonu¢ 3.2.1. q=pgi+pyj+usk=(u,pppuz) €M ve D=xi+yj+zk=

(x,v,2) € H olmak iizere

1-2x% —2xy —2xz |1y
—2xy 1-2y? —2yz [Hz]
—2xz —2yz 1-—2z%|lHs3

matris ¢arpimi sonucu, R3 te q piir reel kuaterniyonu ¥ birim piir reel kuaterniyonuna

dik olan diizleme gore yansir.

3.3 Reel Kuaterniyonlarin Anti-involiisyon Matrisleri

q = a + pb kompleks formdaki herhangi bir reel kuaterniyon ve v = xi+ yj + zk
birim piir reel kuaterniyon olsun. Bu durumda, H vektor uzayinin {1, i, j, k} baz1
kullanilarak f3(q) = —Vq¥ = a — Divb anti-involiisyon doniisiimiine karsilik gelen

matris
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[1 0 0 0 1ra
|0 2x*—1 2xy  2xz ||m
Ng = [0 2xy 2y —1 2yz ||n
0 2xz 2yz  2z%— 11173

seklinde verilebilir. Burada, fib = (1,1,,13) Ve q=a+ @b dir. 4x4 ve 4x1
tipindeki matrisler ise sirastyla N ve q ya karsilik gelmektedir. NNT =1 ve N = N7
oldugundan N ortogonal ve simetriktir. Ayrica, det(T) = +1 oldugundan f;(q) =

—DqD anti-involiisyon doniisiimii R* te bir donme belirtir.

Ornek 3.3.1.q = 3+2(3/5,0,4/5) € Hve » = (0,0,1) € H olmak iizere, f;(q) =

—vqv anti-involiisyon doniisiimiine karsilik gelen matris

JqE 0 00 15 C

_ 4o -1 0 o 6 _( )

Ng == =(3-20-2

9510 0 -1 ol]o 55
o o o 11]sg

seklinde verilebilir. Sekil 3.4’ten goriilebilecegi tlizere, Nq ¢arpimi sonucu, q reel
kuaterniyonunun skalar kismu olan 3 invaryant kalirken vektorel kismi olan
2(3/5,0,4/5) involiisyon ekseni ¥ = (0,0,1) ye gore yansir. Bir bagka ifadeyle, q
nun vektorel kism1 2(3/5,0,4/5) involiisyon ekseni ¥ = (0,0, 1) etrafinda m radyan

kadar doner.
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Sekil 3.4 Vektor 2(3/5,0,4/5) in D vektoriine gore yansimasi

Sonu¢ 3.3.1. q =i+ uyj+usk=(u,pyps) EM ve D=xi+yj+zk=

(x,v,z) € H olmak iizere

2xy  2y*—1 2yz ||k

2x2 -1  2xy 2xz [,ul]
2xz 2yz  2z®—1|lHs3

matris ¢arpimi sonucu, R* te q piir reel kuaterniyonu ¥ birim piir reel kuaterniyonuna

gore yansir. Bir bagka ifadeyle, q involiisyon ekseni ¥ etrafinda 7 radyan kadar doner.
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4., DUAL KUATERNIYONLARIN iINVOLUSYONLARI VE ANTi-
INVOLUSYONLARI

Bu bdliimde, ilk olarak dual kuaterniyonlar kullanilarak ikisi involiisyon diger ikisi anti-
involiisyon olmak tlizere dort doniisiim verilecektir. Daha sonra ise, bu doniistimlerin
vektorel kisimlarinda yer alan +V8V ya da i?(ﬁ)*V birim piir dual kuaterniyonlarinin
R3 ve D3 teki geometrik yorumlari verilecektir. R® teki geometrik yorumlar: yansima
(bir dogrunun bir dogruya gore yansimasi ve bir dogrunun bir diizleme gore yansimasi)
ve vida operatorii olarak verilirken, D3 teki geometrik yorumlar ise sadece yansima

olarak verilecektir. En son ise, bu doniisiimlere karsilik gelen matrisler elde edilecektir.

Onerme 4.1. Herhangi bir Q dual kuaterniyonu ile (?)2 = —1 esitligini saglayan

herhangi bir V birim piir dual kuaterniyonunu ele alalim. Bu durumda,

fy: Hp - Hp
Q - fp(Q) =-VQVv

seklinde tanimlanan fy dontisiimii bir involiisyon belirtir (Bekar ve Yayli 2013).
ispat. Q € Hp ve V € H olmak iizere

fo(fo(@) = fo(-VQV)
= -V(-vQv)

<

= —V(-7)QP7
=) e(®)’

= (-DQ(-D)
=0

esitligi geregince fy doniisiimii self-inverse aksiyomunu saglar.
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A€ RveP € Hyp olmak iizere

fr(@+P)=-V(Q+P)V
=-V(Q+P)V
= (-7QV) + (~7PD)
= fr(@) + fy(P)

ve

Afp(Q) = A(-VQV)
= —-VAQV
= fy(1Q)

esitlikleri geregince fp doniisiimii lineerlik aksiyomunu saglar.

Son olarak ise,

fr(QP) = -V(QP)V
=-V(P Q)W

esitligi —(7)” = 1 oldugundan
fy(QP) = —VP(-VV)QV

seklinde yazilabilir. Buradan,

fv(QP) = (-VPV)(-VQV)
= fe(P)fp(Q)

elde edilir ve boylece involiisyon aksiyomlar: tamamlanmis olur.
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fp(Q) = —VQV involiisyon déniisiimiinde kuaterniyon eslenigi kullanilmistir. Bu
durumda, Q = (a + fi;b) + £(c + W, d) herhangi bir dual kuaterniyon ve V = (+fi) +
e(We) ise Teorem 2.3.1°de verilen (?)2 = —1 kosulunu saglayan herhangi bir birim

piir dual kuaterniyondur. Simdi ise, dual eslenik kullanilarak fy(Q) = —VQ*V anti-

involiisyon doniisiimii elde edilecektir. Ancak bu durumda, Q dual kuaterniyonu ve

Teorem 2.3.1°de verilen (V)Z = —1 kosulunu saglayan ¥V birim piir dual kuaterniyonu

icin agagidaki verilen sinirlamalar s6z konusudur (Bekar ve Yayli 2013):

(i) Eger V = 4 ise, bu durumda Q = (a + fi;b) + £(c + w,d) herhangi bir dual
kuaterniyondur.

(i) e#0 ve i LW olmak iizere V = (+fi) + e(We) ise, bu durumda Q =
(a £ awb) + (c + pwd) dir.

Ikinci smirlamada bahsedilen Q = (a + fiwb) + £(c + fiwd) dual kuaterniyonlarmin

climlesi ]I-]ID(?) ile gosterilecektir.

Bu smirlamalarin  sebebi, fp(Q) = —VQ*V  déniisiimiiniin  anti-involiisyon

belirtebilmesi i¢in saglamasi gereken self-inverslik aksiyomundan kaynaklanir. Ciinkii

fo(fo(@) = fo(-VQV)

carpimi sadece verilen bu sinirlamalar sonucu Q ya esit olacaktir.

Onerme 4.2. Herhangi bir Q = (a + fi;b) + e(c + wyd) dual kuaterniyonu ile

herhangi bir V = +fi birim piir reel kuaterniyonunu ele alalim. Bu durumda,

fy: Hp - Hp
Q - fp(Q) =-VQV
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seklinde tanimlanan fp doniisiimii bir anti-involiisyon belirtir (Bekar ve Yayli1 2013).

ispat. Q € Hp ve V = +fi € H olmak iizere

esitligi geregince fp doniisimi self-inverse aksiyomunu saglar.

A € Rve P € Hp olmak iizere

fr@+P)=-V(@Q+P)V
= -V +P)V
= (-7Q*D) + (-PP'V)
= fp(@) + fy(P)

ve

Afp(Q) = A(-VQ*7)
= -V(Q)'V
= fp(1Q)

esitlikleri geregince fy doniisiimii lineerlik aksiyomunu saglar.

Son olarak ise,

fe(@P) =-V(QP)'V
=-VQ PV
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esitligi —(7)” = 1 oldugundan
fe(QP) = —VQ*(-VV)P'V
seklinde yazilabilir. Buradan,

fo(@P) = (-VQ*V)(-VP*V)
= fp(@)fp(P)

elde edilir ve bdylece anti-involiisyon aksiyomlari tamamlanmis olur.

Onerme 4.3. e # 0 olmak iizere herhangi bir ¥V = (+fi) + e(We) birim piir dual
kuaterniyonu ile herhangi bir Q = (a + gwb) + e(c + piwd) dual kuaterniyonunu ele

alalim. Bu durumda,

fo: Hp(V) - Hp(V)
Q- fp(Q) =-VQ'V

seklinde tanimlanan fp doniistimii bir anti-involiisyon belirtir (Bekar ve Yayl1 2013).

Onerme 4.4. Herhangi bir Q = (a + fi;h) + e(c + w;d) dual kuaterniyonu ile

herhangi bir V = 4 birim piir reel kuaterniyonunu ele alalim. Bu durumda,

fy: Hp - Hp
Q - fp(Q) =-V(Q"HV

seklinde tanimlanan fy dontisiimii bir involiisyon belirtir (Bekar ve Yayli 2013).

ispat. Q € Hp ve V = +fi € H olmak iizere
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fo(fo(@) = fo(-V(@Q@"V)

= —P((-V@IV) )P
= —v((-9) (@) (") )"
=7((M) (@) ((M)7
=Q

esitligi geregince fp doniisiimii self-inverse aksiyomunu saglar.

A € Rve P € Hp olmak lizere

fo(@+P) =-V((@Q+P))V
=-7((@") + (P)H)V
= (-V@)V) + (-v(PIV)
= fp(Q) + fv(P)

ve

Afp(Q) = A(-V(QV)
= -V(Q))HV
= fp(1Q)

esitlikleri geregince fy doniisiimii lineerlik aksiyomunu saglar.

Son olarak ise,

esitligi —(7)” = 1 oldugundan
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fr(@P) = =V ((P))(-VP)(@")V

seklinde yazilabilir. Buradan,

fe(@P) = (=V((P)HV)(-V((@))V)
= fr(P)fv(Q)

elde edilir ve boylece involiisyon aksiyomlar: tamamlanmis olur.

Onerme 4.5. e # 0 olmak iizere herhangi bir ¥V = (+fi) + e(We) birim piir dual
kuaterniyonu ile herhangi bir Q = (a + gwb) + e(c + piwd) dual kuaterniyonunu ele

alalim. Bu durumda,

fo: Hp(V) - Hp(V)
Q - fr(Q) =-V(QV

seklinde tanimlanan fy dontisiimii bir involiisyon belirtir (Bekar ve Yayli 2013).

Onerme 4.6. Herhangi bir Q dual kuaterniyonu ile (17)2 = —1 esitligini saglayan

herhangi bir ¥ birim piir dual kuaterniyonunu ele alalim. Bu durumda,

fy: Hp - Hp
Q - fp(Q) =-VQV

seklinde tanimlanan fp doniisiimii bir anti-involiisyon belirtir (Bekar ve Yayli 2013).

ispat. Q € Hp, ve V € Hp olmak iizere

fo(fo(@) = fo(-VQV)
= —V(-VQP)V
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= —P(-7)QP?
= () o)’

= (-DQ(-1)
=0

esitligi geregince fp doniisiimii self-inverse aksiyomunu saglar.

A € Rve P € Hp olmak iizere

fp(@+P)=-V(Q+PV
= (-VQV) + (-VPV)
= fp(Q) + fp(P)

ve

Afp(Q) = A(-VQV)
= -VAQV
= fy(1Q)

esitlikleri geregince fy doniisiimii lineerlik aksiyomunu saglar.

Son olarak ise,
fe(@P) = -V(QP)V
esitligi —(V)z = 1 oldugundan
fo(QP) = ~VQ(-VV)PV

seklinde yazilabilir. Buradan,
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fe(QP) = (-VQV)(-VPV)
= fp(Q)fp(P)

elde edilir ve boylece anti-invollisyon aksiyomlar1 tamamlanmis olur.

41 D? Dual 3-Uzaymda Dual Kuaterniyon Involiisyonlarmm ve Anti-
Involiisyonlarinin Geometrik Yorumlar

Teorem 4.1.1. Kompleks formdaki herhangi bir Q = A + 8B dual kuaterniyonu ile
(?)2 = —1 esitligini saglayan herhangi bir ¥ birim piir dual kuaterniyonunu ele alalim.
Bu durumda, f3(Q) = —VQV involiisyon déniisimii Q nun skalar kismi olan A y1

invaryant birakirken, vektorel kismi olan 8B yi involiisyon ekseni ¥V ye dik olan dual

diizleme gore yansitir (Bekar ve Yayli 2013).

Ispat. Q € Hp ve V € H olmak iizere

—~

f7(Q) = -VoV = —V(A+8B)V = —V(4—8B)V = —(V)’ A + VaVB

esitliginde (?)2 = —1 degeri yerine yazilirsa

—~

fr(Q) = A+ V8VB

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.2. Q = A+ 8B kompleks formdaki herhangi bir dual kuaterniyon ve
V = +fi birim piir reel kuaterniyon olmak iizere fy(Q) = —VQ*V anti-involiisyon
dontisiimii, Q@ nun skalar kism1 olan A y1 dual diizlemde reel eksene gore yansitirken,

vektorel kismin dual eslenigi olan (SB)* yi anti-involiisyon ekseni V ye gore yansitir

(Bekar ve Yayl1 2013).
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ispat. Q € Hp ve V € H olmak iizere
f9(Q) = —VQV = —V(A+38B)'V = —7(4" + (8B) )V = (V)4 - V(8) VB
esitliginde (V)" = —1 degeri yerine yazilirsa
for(Q) = A" —V(8) VB

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.13. Herhangi bir Q = (a+ awb) + e(c + pwd) € Hp (V) dual
kuaterniyonu ile e # 0 i¢in V = (+fi) + e(We) birim piir dual kuaterniyonunu ele
alalim. Bu durumda, fy(Q) = —VQ*V anti-involiisyon doniisiimii Q nun skalar kismi

olan A y1 dual diizlemde reel eksene gore yansitirken, vektorel kismin dual eslenigi olan

(SB )* yi anti-involiisyon ekseni ¥ ye gére yansitir (Bekar ve Yayli 2013).

Teorem 4.1.4. Q = A+ 8B kompleks formdaki herhangi bir dual kuaterniyon ve
V = +fi birim piir reel kuaterniyon olmak iizere fp(Q) = —V(Q*)V involiisyon
doniistimii, Q nun skalar kism1 olan A y1 dual diizlemde reel eksene gore yansitirken,

vektorel kismin dual eslenigi olan (EB)* yi involiisyon ekseni ¥ ye dik olan dual

diizleme gore yansitir (Bekar ve Yayli 2013).

Ispat. Q € Hp, ve V € H olmak iizere

fo(Q) = =V(QIV = —V(4" — (8B)" )V = —(V)° 4" + V(3)' VB’
esitliginde (V)z = —1 degeri yerine yazilirsa
fo(Q) = A" +V(8) VB
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elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.15. Herhangi bir Q = (a +awWb) + e(c + pwd) € Hp(V) dual
kuaterniyonu ile e # 0 icin V = (+fi) + e(We) birim piir dual kuaterniyonunu ele
alalim. Bu durumda, f3(Q) = —V(Q*)V involiisyon doniisiimii Q nun skalar kismi olan

A y1 dual diizlemde reel eksene gore yansitirken, vektorel kismin dual eslenigi olan

(SB)* yi involiisyon ekseni V ye dik olan dual diizleme gore yansitir (Bekar ve Yayli
2013).

Teorem 4.1.6. Kompleks formdaki herhangi bir Q = A + 8B dual kuaterniyonu ile

(?)2 = —1 esitligini saglayan herhangi bir ¥ birim piir dual kuaterniyonunu ele alalim.
Bu durumda, f5(Q) = —VQV anti-involiisyon déniisiimii Q nun skalar kismi olan A y1

invaryant birakirken, vektorel kismi olan 6B yi V ye gore yansitir (Bekar ve Yayli
2013).

ispat. Q € Hp, ve V € H olmak iizere
=~ = = -~ = —~\2 PN
fr(Q) =-VQV=-V(A+8B)V=—(V) A-VoVB

esitliginde (I7)2 = —1 degeri yerine yazilirsa

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

42 R3> Oklid 3-Uzayinda Dual Kuaterniyon Involiisyonlarmim ve Anti-
Involiisyonlarinin Geometrik Yorumlari

E. Study doniisiimiine gdre, her bir birim piir dual kuaterniyona R® te bir yonlii dogru

karsilik gelir. Aym sekilde, R3 teki her bir yonlii dogruya birim dual kiire iizerinde bir
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nokta karsilik gelir. Dolayisiyla, involiisyon ve anti-involiisyon doniisiimleri sonucu
elde edilen +V3V ile i?(S)*V birim piir dual kuaterniyonlarina R3 te birer yonlii
dogru karsilik gelir. Elde edilen bu ydnlii dogrularin R3 teki geometrik yorumlar: vida

hareketi olarak, dogrunun dogruya gére yansimasi olarak ve dogrunun diizleme gére

yansimast ve otelemesi olarak asagidaki ti¢ farkli sekilde verilebilir.

4.2.1 Vida operatorii

& ve V birim piir dual kuaterniyonlarma R3 te karsilik gelen dogrular sirasiyla dz ve dy
olsun. dj tizerinden keyfi bir A noktasi segelim. dy iizerindeki noktalardan, A noktasina
en yakin olani ise B olsun. & ve ¥V birim piir dual kuaterniyonlarini ise A ve B ye baglh
olarak & = d + s(ff Ad) ve V= b+ S(E A B) seklinde tanimlayalim. Bu durumda,
V8V carpimina karsilik gelen vida hareketinin bir ekseni A ve B noktalarindan gegen
dogru olacaktir. Ancak, dikkat edilmelidir ki bu eksen tek degildir. Ciinkii, dg iizerinden
sectigimiz herhangi bir nokta ile bu noktaya dp ilizerinde karsilik gelen en yakin

noktadan gecen dogru, bir diger eksen olacaktir.

VeV carpimina karsilik gelen vida hareketindeki dénme ise su sekilde tanimlanabilir; dy
dogrusunu kapsayan ve s, = E/ |E| vektoriine dik olan diizlem M olmak iizere, d

vektoriiniin M diizlemi tizerindeki birim ortogonal izdiisiimiinii a; vektorii olarak ele
alalm. 6 € R* agisimi ise (a, I;) = cosf seklinde tanimlayalim. Bu durumda,
meydana gelen vida hareketindeki donme negatif yonde (saatin hareket yoniinde) ve (m
— 20) lik a¢1 kadar olacaktir. Bu durum, {a_l’, b, 5_0’} dik koordinat sisteminin, {a_{, I;,Q =
a; Ab} seklinde sag-el sistemi ya da {a;, b5 =bAa@;} seklinde sol-el sistemi

belirtmesi durumlarmin ikisi i¢in de gegerlidir.

V8V garpimina karsilik gelen vida hareketindeki Greleme ise 5q = AB/|AB| yoniinde

ve 2d = 2|ﬁ | miktarinca olacaktir.
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V8V birim piir dual kuaterniyonunun R3 teki geometrik yorumu icin sekil 4.1
verilebilir. Sekilde, | AB | =|BC | = d olmak iizere § = g+ &(AAS;) birim piir
dual kuaterniyonuna karsilik gelen dg dogrusu vida hareketinin A ve B noktalarindan

gecgen eksenine karsilik gelir.

b dp:b+e(BAD)
\\\\\B\ /
/I 0
! \~~“\
M : @
So

dg = So+ S(A)/\S_o))

Sekil 4.1 V8V operatdriiniin vida hareketi karsiligi

Simdi R® te, {a, b, So} ligliisiiniin sag-el sistem ya da sol-el sistem belirtmesine gére

V8V carpimina karsilik gelen iki tane vida operatérii ele aliacaktir:
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(i) a;,b, 5q = a; A b} sag-sistem ise

Q = cos ((% — (-0)) + sd) + Ssin <<% - (—9)) + 5d>

= (—sinf — edcos@) + S(cosh — edsinh)
olarak alindiginda Q nun kuaterniyon eslenigi
Q = (—sin@ — edcos@) — S(cosO — edsinh)

seklinde olacaktir. Bu durumda, Q8Q operatdrii dz dogrusunu S ekseni etrafinda negatif

yonde (m — 260) lik a1 kadar dondiiriirken yine S ekseni boyunca 2d miktarinca teletir.
Oteleme 5g = a; A b yoniindedir. Sonug olarak, Q8Q = V8V vida operator esitligi

verilebilir.

Eger & ile V birim piir dual kuaterniyonlar1 paralel iseler
/[ ,\ /[
Q = cos (2 (E — (—9)) + 2€d> + Ssin <2 <§ — (—9)) + 2€d>
= cos(( T+ 20) + 2£d) + §sin(( T+ 260) + st)

alinarak Q& = Q8Q = V8V vida operatir esitligi verilebilir.

(i)  {a,b,5; = b Ay} sol-sistem ise

0 :cos((g - 9)+gd)+ssm((g - 9)+ed>

= (sin® — edcosB) + S(cosO + edsind)

olarak alindiginda Q nun kuaterniyon eslenigi

Q = (sinf — edcosO) — S(cosO + edsind)
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seklinde olacaktir. Bu durumda, Q8Q operatorii dz dogrusunu S ekseni etrafinda negatif
yonde (m — 26) ik a1 kadar dondiiriirken yine S ekseni boyunca 2d miktarinca Gteletir.
Oteleme 5g = b A @, yoniindedir. Sonug olarak, Q8Q = V8V vida operator esitligi

verilebilir.

Eger & ile V birim piir dual kuaterniyonlar1 paralel iseler

Q =cos(2(g - 9)+2£d)+§sin(2(% - 0)+2£d)

= cos((m —20) + 2ed) + Ssin((7 — 20) + 2&d)
alinarak Q8 = Q8Q = V8V vida operatir esitligi verilebilir.

—V&V ile V8V vida hareketleri sonucu elde edilen dogrular aymi dogrultuya sahip fakat

zit yonliidiirler.

+?(S)*V vida operatorii, d(ﬁ)* dogrusunu bir S vida ekseni etrafinda negatif yonde (rr
— 20) lik a1 kadar dondiiriirken yine aym S vida ekseni boyunca 2d = 2|ﬁ|
miktarinca 6teletir. Ancak burada, S vida ekseni su sekilde belirlenir; d(X)* tizerinden

keyfi bir A noktasi segcilir. A noktasina dy iizerindeki noktalardan en yakin olani ise B
noktas1 olsun. Bu durumda, A ve B noktalaridan gecen dogru S vida ekseni olarak

alinabilir.

4.2.2 Bir dogrunun bir dogruya gore yansimasi
8 birim piir dual kuaterniyonu ile (?)2 = —1 esitligini saglayan V birim piir dual

kuaterniyonunu ele alalim. & ve ¥ ye R? te karsilik gelen dogrular ise sirasiyla dz ve dy

olsun. Bu durumda, —V&V vida operatérii R® te dz dogrusunu dp dogrusuna gore
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yansitir (Bekar ve Yayli 2013). —V8V birim piir dual kuaterniyonuna R3 te karsilik

gelen d_pzp dogrusu igin sekil 4.2 verilebilir;

d_psv

Sekil 4.2 —V 8V operatorii sonucu dz dogrusunun dp dogrusuna gore yansimasi

—?(S)*? vida operatérii, R® de d @) dogrusunu dyp dogrusuna gore yansitir.

4.2.3 Bir dogrunun bir diizleme gore yansimasi ve dtelemesi

8 birim piir dual kuaterniyonu ile (?)2 = —1 esitligini saglayan V birim piir dual
kuaterniyonunu ele alalim. & ve ¥ ye R? te karsilik gelen dogrular ise sirasiyla dz ve dy
olsun. dz iizerindeki keyfi bir A noktasmi ele alalim. dp tizerindeki noktalardan A
noktasina en yakin olani ise B olsun. A ve B noktalarin1 kapsayan ve dy dogrusuna dik
olan diizlemi ise M ile belirtelim. Bu durumda, V8V vida operatorii R® te dz dogrusunu,
M dizlemine gore yansitirken yine M diizlemi boyunca AB yoniinde 2d = 2|/T§|

miktarinca oOteletir.

V8V birim piir dual kuaterniyonunun R® teki geometrik yorumu igin sekil 4.3

verilebilir. Sekilde, dy ile dg dogrusunun M diizlemine gore yansimasi temsil edilmistir

ve | 4B | =| BC | = d dir. Ayrica, dy / dygp dir.
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Sekil 4.3 V8V operatdrii sonucu dz dogrusunun M diizlemine gore yansimasi Ve
Otelemesi

+?(S)*V vida operatérii, R te d(&)* dogrusunu M diizlemine gore yansitirken yine M

diizlemi boyunca AB yoniinde 2d = 2|ﬁ| miktarinca oteletir. Ancak burada, A noktasi

d(S)* tizerinden segilen keyfi bir nokta ve B noktasi ise dy iizerindeki noktalardan A

noktasina en yakin olanidir.
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4.3 Dual Kuaterniyonlarin involiisyon Matrisleri

N

4.3.1 fy(Q) = —VQV déniisiimiine karsilik gelen matris

Kompleks formdaki herhangi bir Q = A+ 8B dual kuaterniyonu ile (?)2 =—
esitligini saglayan herhangi bir ¥ = Xi + Yj + Zk birim piir dual kuaterniyonunu ele
alalm. Bu durumda, fp(Q) = —VQV = A + V8VB involisyon doniisimii ve Hp
vektor uzayimn {1, i, j, k} bazi kullanilarak asagidaki esitlikler verilebilir:

~—

(1) = -ViV = -P2 =1,
fo(i) = ViV = (1 — 2X2)i — 2XYj — 2XZk,

() = —VjV = =2XYi+ (1 —2Y?)j — 2YZk,
fo(k) = — = —2XZi—2YZj+ (1 - 2Z?)k.
Dolaystyla, f7(Q) = —VQV involiisyon doniisiimiine karsilik gelen matris
1 0 0 0 A

0 1—-2X% =2xy =2xZ ||Im
0 —2XY 1-2Y% =2Y7 ||n
0 -—-2XZ —2YZ 1-2Z%11n;

NQ =

seklinde olacaktir. Burada, 8B = (11,12,13) Ve Q = A+ 8B dir. 4x4 ve 4x1
tipindeki matrisler ise sirasiyla N ve Q ya karsilik gelmektedir. NNT =1 ve N = N7
oldugundan N ortogonal ve simetriktir. Ayrica, det(T) = —1 oldugundan f3(Q) =

—VQV involiisyon doniisiimii D* te bir yansima belirtir.

NQ carpimi sonucu, @ dual kuaterniyonunun skalar kismi1 olan A ile vektorel kisminda
yer alan B invaryant kalirken, Q nun yine vektorel kisminda yer alan § birim piir dual
kuaterniyonuna karsilik gelen dg dogrusu ise, R te V ye karsilik gelen dp dogrusuna

gore yansir. Ayrica, yansima sonucu olusan dogrunun yonii zit yonde degisir.
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Ornek 4.3.1.1. Q =3+2((1—¢1+¢1)/V3) € Hp ve V =j € Hy olmak iizere,

fy(Q) = =VQV involiisyon doniisiimiine karsilik gelen matris
10 0 07[3v3
Ng=—L[0 1 0 0ff2—2 :3+2(1—8 —1—SL)
V[0 0 -1 0|2+ 2¢ V3 V3 V3
0 0 0 1 2

seklinde verilebilir. NQ ¢arpimi sonucu, Q dual kuaterniyonunun skalar kismi olan 3 ile
vektorel kisminda yer alan 2 invaryant kalirken, Q nun yine vektorel kisminda yer alan
1-¢61+¢ 1)/\/§ birim piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen dogru ise, R3 te
V = j ye karsilik gelen dogruya gore yansir. Ayrica, yansima sonucu olusan dogrunun

yonii zit yonde degisir.

Sonuc¢ 4.3.1.1. Q = 6B = nyi + 1,j + n3k = (11,1m,,13) piir dual kuaterniyonu ile

(V) = -1 esitligini saglayan ¥ =Xi+Yj+Zk=(X,Y,Z) birim pir dual

kuaterniyonunu ele alalm. Bu durumda, fy(Q) = —V(Q)V = V8VB involiisyon

doniistimiine karsilik gelen

1-2X%2 —-2XY —2XZ [T
—2XY 1-2Y% =2YZ (|72
—2X7 =2YZ 1-2z%11n3

matris ¢arpimi sonucu, B invaryant kalirken, R3 te & birim piir dual kuaterniyonuna
karsilik gelen dg dogrusu ¥ birim piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen dy dogrusuna

gore yansir. Yansima sonucu olusan dogrunun yonii ise zit yonde degisir.

Ornek 4312 Q=2((1—-¢1+¢1)/V3)eH, ve V=j birim pir dual
kuaterniyonlarim ele alalm. Bu durumda, f3(Q) = —V(Q)V involiisyon déniisiimiine

karsilik gelen matris
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NQ = — 0 10 3158 2<1_g_1_£ 1)
= —= - &l = ) ) T =
0] PR | B e e

seklinde verilebilir. NQ c¢arpimi  sonucu, 2 invaryant kalirken, R3 te
Q=(1-¢1+¢1)/V3 birim piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen dogru V = j
birim pilir dual kuaterniyonuna karsilik gelen dogruya gore yansir. Ayrica, yansima

sonucu olusan dogrunun yonii zit yonde degisir.

Bu ornekte, § = —k olacagindan ve {Q, V,S=VA Q} ticliisii sol-sistem belirteceginden

dolayr N@Q carpimini vida operatdrii olarak PQ(P) seklinde yazabiliriz. Burada,

P= (sinE - scosz)—k(cosE + esinz)
4 4 4 4
B V2 W2 " \/i_i_ V2
“\2 "7 2 T3

seklindedir.

4.3.2 f7(Q) = —V(Q*)V déniisiimiine karsihk gelen matris

Q=A+6B ve V=Xi+Yj+Zk dual kuaterniyonlarmi asagidaki belirtilen iKi

durumda ele alalim:

(i) Eger V = +fi ise, Q = (a + fi;b) + £(c + w,d) herhangi bir dual kuaterniyon
olsun.
(i)  Eger e # 0 ve fi L W olmak iizere V = (1) + e(We) ise, Q = (a + fiwb) +

e(c + pgwd) olsun.

)

Bu durumda, Hy, vektér uzayimn {1, i, j, k} baz1 kullamlarak f(Q) = —V(Q*)V =

A" + ?(3‘)*?8* involiisyon doniisiimiine karsilik gelen matris
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0 0 o 1A
2x2 -1 2xy  2xz ||(m)
2XY  2v2—1 2vZ ||
2XZ 2vz 222 - 1|50l

SCoor

seklinde verilebilir. Burada, (6B)* = ((1,%), (n2%), (n3*)) ve (Q*) = A* — (6B)" dir.
4 x4 ve 4 x1 tipindeki matrisler ise sirasiyla N ve (Q*) ya karsilik gelmektedir.
NNT =1 ve N = NT oldugundan N ortogonal ve simetriktir. Ayrica, det(T) = —1

oldugundan f(Q) = —V(Q*)V involiisyon doniisiimii D* te bir yansima belirtir.

N(Q*) carpimi sonucu, Q dual kuaterniyonunun skalar kismi olan A ile vektorel

kisminda yer alan B, dual diizlemde reel eksene gore yansirken, Q@ nun yine vektorel
kisminda yer alan & niin dual eslenigi olan (3‘)* birim piir dual kuaterniyonuna karsilik
gelen d(S)* dogrusu, R3 te V ye karsilik gelen dp dogrusuna gore yansir. Ayrica,

yansima sonucu olusan dogrunun yonii zit yonde degisir.

Ornek 4.32.1. Q =3+2((-1—¢,1—¢,1)/V3) € Hp ve ¥V = j € Hy olmak iizere,

fr(Q) = =V(Q*)V involiisyon déniisiimiine karsilik gelen matris

1 1o 00 3V3 1+ 1 1
N 0 -1 0 O 2-_2¢| _ - € —1l—=¢&

N [ jpe— —3 2 ) T =
@) \/§l8 8 01 Oj —2—2¢ * < V3 V3 \/§>

-2

seklinde verilebilir. N(Q*) ¢arpimi1 sonucu, Q dual kuaterniyonunun skalar kismi1 olan 3

ile vektorel kisminda yer alan 2, dual diizlemde reel eksene gore yansirken, Q@ nun yine
vektorel kisminda yer alan (—1—¢g,1 —¢,1)/v/3 vektoriiniin dual eslenigi olan
(—1+¢,1+ &,1)/+/3 birim piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen dogru ise, R3 te

V = j ye karsilik gelen dogruya gore yansir. Ayrica, yansima sonucu olusan dogrunun

yonii zit yonde degisir.
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Sonu¢ 4.3.2.1. Q = 6B =nyi+ 1,5 +nsk = (,my1m3) ile (?)2 = —1 esitligini
saglayan V = Xi + Yj + Zk = (X,Y, Z) dual kuaterniyonlarin1 asagidaki iki sekilde ele

alalim:

() V=+pikenQ = (fi;b) + e(Ww,d) olsun.
(i) e#0 ve filw olmak iizere V = (+f) + e(We) iken Q = (+AWb) +
e(+pawd) olsun.

Bu durumda, fp(Q) = -V (Q*)V = ?(3)*?B* involiisyon doniisiimiine karsilik gelen

2X2 -1  2XY 2x7z 1[011%)
2XYy  2v2—1  2vZ ||(m")

2xz  2vz o 222 - UG

matris ¢arpimi sonucu, B dual diizlemde reel eksene gore yansirken, R3 te (3)* birim

piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen d(g)* dogrusu ¥ birim piir dual kuaterniyonuna

karsilik gelen dp dogrusuna gore yansir. Yansima sonucu olusan dogrunun yonii ise zit

yonde degisir.

Ornek 4322 Q=5((-1—-¢1-¢1)/V3)€Hp ve V=) birim piir dual

kuaterniyonlarim ele alahm. Bu durumda, fp(Q) = -V ((Q)*)V involiisyon

dontisiimiine karsilik gelen matris

1[~1 0 O] 5-5¢ —14e -1-¢ 1
N((Q))——[O 1 0”—5_—555]—5( NG ,ﬁ)

seklinde verilebilir. N((Q)*) carpimi sonucu, 5 dual diizlemde reel cksene gore
yansirken, R3 te (Q)* = (=1+4¢,1+ & 1)/y/3 birim piir dual kuaterniyonuna karsilik

gelen dogru V = j birim piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen dogruya gore yansir.

Ayrica, yansima sonucu olusan dogrunun yonii zit yonde degisir.

57



Bu oOrnekte, § =k olacagindan ve {(Q)*,V,§=VA(Q)*} ucliisii  sol-sistem

belirteceginden dolayr N ((Q)*) carpimini vida operatorii olarak ?(O)*(TP) seklinde

yazabiliriz. Burada,

P= (sinE - ecosz) + k(cosE + ssinz)

4 4 4 4
V2. V2 V2o 2
(E (Y

seklindedir.

4.4 Dual Kuaterniyonlarin Anti-involiisyon Matrisleri

4.4.1 f3(Q) = —VQ*V doniisiimiine karsihk gelen matris

Q=A+8B ve V=Xi+Yj+Zk dual kuaterniyonlarimi asagidaki belirtilen iki

durumda ele alalim:

(i) Eger V = i ise, Q = (a + fi;b) + £(c + w,d) herhangi bir dual kuaterniyon
olsun.
(ii)  Eger e # 0 ve fi L w olmak iizere V = (i) + e(We) ise, Q = (a + Awb) +

e(c + pagwd) olsun.

Bu durumda, Hp, vektor uzayinmn {1, i, j, k} bazi kullanilarak fy(Q) = -VQ'V=A"—

?(3‘)*?8* anti-involiisyon doniigiimiine karsilik gelen matris

1 0 0 o 114
Nor=| 0 2X*-1  2Xy  2XZ ||m’
0 2XyY 2v2-1 2vZ |([n
0 2XZ 2YZ 2Z% —1]lns*
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seklinde verilebilir. Burada, (8B)* = (1,%,m;%,m5") ve Q" = A" + (6B)" dir. 4 x 4 ve
4 x 1 tipindeki matrisler ise sirasiyla N ve Q* ya karsiik gelmektedir. NNT =1 ve
N = NT oldugundan N ortogonal ve simetriktir. Ayrica, det(T) = +1 oldugundan

fy(Q) = —VQ*V anti-involiisyon déniisiimii D* te bir dsnme belirtir.

NQ* ¢arpimi sonucu, Q dual kuaterniyonunun skalar kismi1 olan 4 ile vektdrel kisminda

yer alan B, dual diizlemde reel eksene gore yansirken, Q nun yine vektdrel kisminda yer

alan & niin dual eslenigi olan (3)* birim piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen d(S)*

dogrusu ise, R® te V ye karsilik gelen dy dogrusuna gére yansir.

Ornek 44.1.1. Q =3+2((1,14¢1—¢)/V3) € Hp ve V =j € Hp olmak iizere,

fr(Q) = =VQ*V anti-involiisyon déniisiimiine karsilik gelen matris
1 0 0 01[3v3
NQ =] 0 =1 0 0 2 =3+2(—_11—€ —1—€>
V3[o 0 1 0 [[2-2¢ V3' V3 V3
0 0 0 -171242¢

seklinde verilebilir. NQ* ¢arpimi sonucu, Q dual kuaterniyonunun skalar kismi olan 3

ile vektorel kisminda yer alan 2 dual diizlemde reel eksene gore yansirken, @ nun yine
vektorel kisminda yer alan (1,1+¢,1—¢)/v/3 vektoriiniin dual eslenigi olan
(1,1 —&,1 + £)/+/3 birim piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen dogru ise, RS> te
V = j ye karsilik gelen dogruya gore yansir.

Sonu¢ 4.4.1.1. Q = 6B =nyi+ 1,5 +n3k = (n,1m,,13) Ve (V)Z = —1 esitligini
saglayan V = Xi + Yj + Zk = (X,Y, Z) dual kuaterniyonlarini asagidaki iki sekilde ele

alalim:

(i) V = +fiken Q = (fi,b) + e(Ww,d) olsun.
(i) e#0 ve fiLw olmak iizere V = (+fi) + e(Wwe) iken Q = (+awb) +
e(tpawd) olsun.
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Bu durumda, fy(Q) = -VQ'V = —V(S)*?B* anti-involiisyon doniisiimiine karsilik

gelen

2X2 -1 2XY 2XZ 1[m”
2XY  2Y2—1  2vZ ||n2”
2X7Z 2vZ 272 —1llny”

matris ¢arpimi sonucu, B dual diizlemde reel eksene gore yansirken, R3 te (3)* birim

piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen d(g)* dogrusu ¥ birim piir dual kuaterniyonuna

karsilik gelen dp dogrusuna gore yansir.

Ornek 44.12. Q=3((1,1+¢&1-¢)/V3)eHp ve V=j birim pir dual
kuaterniyonlarim ele alalim. Bu durumda, fy(Q) = —V(Q)'V anti-involiisyon

dontisiimiine karsilik gelen matris

] IR INER S S
\/§O 0 —1113+3¢ V3T VB

o

seklinde verilebilir. N(Q)* carpimi sonucu, 3 invaryant kalirken, R3 te (Q)* =
(1,1 — &1 + £)/+/3 birim piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen dogru ¥ = j birim

pur dual kuaterniyonuna karsilik gelen dogruya gore yansir.
Bu oOrnekte, § = —i olacagindan ve {(Q)*, V.S = (Q)* A V} tcliisti  sag-sistem

belirteceginden dolayr N (@)* carpimini vida operatorii olarak —IA’(Q)*@ seklinde

yazabiliriz. Burada,

- 4 T . T .
P = (—sm— - ecos—) — l(COS- - esm—)

4 4 4 4
(V2 N2\ (V2 A2
ER R
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seklindedir.

4.4.2 fp(Q) = —VQV doniisiimiine karsihik gelen matris

Kompleks formdaki herhangi bir Q = A+ 6B dual kuaterniyonu ile (17)2 =-1
esitligini saglayan herhangi bir ¥ = Xi + Yj + Zk birim piir dual kuaterniyonunu ele
alalim. Bu durumda, Hyp vektor uzayinin {1, i, j, k} baz1 kullanilarak f3(Q) =

—VQV = A — V8VB involiisyon déniisiimiine karsilik gelen matris

0 0 0 A
2X2 -1 2XY 2XZ | |m
2XY 2Y2—1 2YZ ||n2
2X7Z 2YZ 2Z*—1lIns

NQ =

SO O

seklinde verilebilir. Burada, 8B = (111,1,,m3) Ve Q = A+ 6B dir. 4x4 ve 4x1
tipindeki matrisler ise sirasiyla N ve Q ya karsilik gelmektedir. NNT =1 ve N = NT
oldugundan N ortogonal ve simetriktir. Ayrica, det(T) = +1 oldugundan f3(Q) =

—VQV anti-involiisyon doniisiimii D* te bir ddSnme belirtir.

NQ c¢arpimi sonucu, @ dual kuaterniyonunun skalar kismi1 olan A ile vektorel kisminda
yer alan B invaryant kalirken, Q nun yine vektorel kisminda yer alan & birim piir dual
kuaterniyonuna karsilik gelen dg dogrusu ise, R3 te V ye karsilik gelen dp dogrusuna

gore yansir.

Ornek 4.42.1. Q =3+2((1—¢1+¢1)/V3) € Hp ve V =j € Hp olmak iizere,

fv(Q) = =VQV anti-involiisyon doniisiimiine karsilik gelen matris

1 0 0 0 33
Ng=—L|0 -1 0 0 |[2-2 =3+2(—1+€1+€—_1>
valo o 1 o0 ||2+2¢ V3 V3 V3
0 0 0 -1 2
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seklinde verilebilir. NQ ¢arpimi sonucu, Q dual kuaterniyonunun skalar kismi olan 3 ile

vektorel kisminda yer alan 2 invaryant kalirken, Q nun yine vektorel kisminda yer alan
(1—¢,1+¢,1)/4/3 birim piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen dogru ise, R3 te
V = j ye karsilik gelen dogruya gore yansir.

Sonu¢ 4.4.2.1. Q = 8B = n,i +1,j + n3k = (91,1m2,13) pir dual kuaterniyonu ile
(V) = -1 esitligini saglayan ¥ =Xi+Yj+Zk=(X,Y,Z) birim pir dual
kuaterniyonunu ele alalim. Bu durumda, fp(Q) = —VQV = —V8VB anti-involiisyon

dontisiimiine karsilik gelen

2X%2 -1 2XY 2XZ M
2XY 22 -1 2YZ N2
2X7Z 2YZ 27?2 — 1113

matris carpimi sonucu, B invaryant kalirken, R® te & birim piir dual kuaterniyonuna
karsilik gelen dg dogrusu, V birim piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen dy dogrusuna

gore yansir.

Ornek 4.4.22. Q=4((1—-¢1+¢1)/V3) el ve V=j birim piir dual

kuaterniyonlarini  ele alalim. Bu durumda, fy(Q) =—VQV anti-involiisyon

doniistimiine karsilik gelen matris

NQ ! _01 (1) 8 j;ig 4<_1+81+€ _1)
= —F= El = ) )y =
V3o o -1 4 V3 T 4/3 3

seklinde verilebili. NQ c¢arpmm sonucu, 4 invaryant kalirken, R3 te
Q=(1-¢1+¢1)/V/3 birim piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen dogru V = j

birim piir dual kuaterniyonuna karsilik gelen dogruya gore yansir.
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Bu 6rnekte, $ = —k olacagindan ve {a, V.S=VA Q} ticliisii sol-sistem belirteceginden

dolayt NQ ¢arpimni vida operatorii olarak —13@(13) seklinde yazabiliriz. Burada,

P= (sin% - SCOS%) - k(cos%+ esin%)

(&P

) 2 2

seklindedir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Tezin 4. bolimiinde, dual kuaterniyonlar kullanilarak ikisi involiisyon diger ikisi anti-
involiisyon olan dort déniisiim tanimlanmistir. Ayrica, bu doniisiimlerin R3 Oklid 3-

Uzayindaki geometrik yorumlar1 verilmistir.

Ell ve Sangwine (2007) tarafindan reel kuaterniyonlar kullanilarak tanimlanan biri
involiisyon digeri ise anti-involiisyon olan iki déniisiimiin R? teki geometrik yorumlari
birer yansimaya karsilik gelirken, bu calismada, dual kuaterniyonlar kullanilarak ele
alman involiisyon ve anti-involiisyon déniisiimlerinin R3 teki geometrik yorumlar1 birer

vida harekitine karsilik gelmektedir.

Farkli kuaterniyon cesitleri ele alinarak olusturulabilecek involiisyon ve anti-involiisyon
doniisiimleri ile bu doniisiimlere R3 te karsilik gelebilecek geometrik yorumlar

tizerinde calisilabilecek konulardir.
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